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APRESENTAGCAO

Este livro originou-se da disciplina Matematica Basica, ministrada pelo autor no
curso de Matematica da Universidade Federal do Espirito Santo (Ufes), a partir de
1994. Ele contém uma fundamentacdo geométrica informal dos principais conceitos

da matematica basica: nimeros e fungoes.

Nao ¢ intengao apresentar a axiomatiza¢ao dos numeros, muito menos abstragdes
do conceito de fun¢do, mas, sim, expor um modo didatico de ver a matematica com

um rigor maior que o da forma como ela ¢ apresentada nos textos do ensino médio.

Acredito que, com essa fundamentagdo, podemos fazer uma ponte entre a
matematica do ensino médio e a do superior, tornando mais suave o impacto que os

estudantes sentem ao iniciarem a graduagao.

Portanto, estas notas t€m como um dos objetivos fazer o elo entre o ensino
médio e o ensino superior, por meio da fundamentagao dos conceitos e propriedades
basicas dos niimeros e das principais fungdes elementares, necessarios para a
compreensao do calculo diferencial e integral. Além disso, a matematica basica
estudada através da conceituacdo sera util também em toda atividade intelectual

que tem a matematica como modelo.

Em resumo, este livro apresenta o essencial de matematica para uma boa

compreensdo do calculo diferencial e integral de fun¢des de uma variavel.






AO ESTUDANTE

O contetdo de Matemadtica bdsica foi escrito paraum curso de noventa horas-aula,
sendo distribuidas trinta horas para cada volume. Para a compreensdo dos assuntos
abordados, ndo € necessario que o estudante tenha conhecimento da matematica do
ensino médio, pois esta obra ¢ autossuficiente. No entanto, pela quantidade de temas

abordados, € um curso mais rapido do que normalmente ¢ feito na educacao basica.

Os temas aqui expostos sdo apenas as partes da matematica do ensino médio
extremamente necessarias para uma boa compreensdo do calculo diferencial e
integral de funcdes de uma variavel real. Porém este livro ndo ¢ uma simples revisao
rapida de assuntos do ensino médio, mas, sim, uma exposicdo mais criteriosa
dos temas tratados, acrescentada das justificativas necessarias para a verdadeira

compreensdo da matematica.

O volume 1 trata dos conjuntos numeéricos, com o objetivo de apresentar o
conjunto dos numeros reais de um ponto de vista geométrico. Na sequéncia, temos
o estudo das fungdes reais, suas propriedades, graficos e suas inversas.

O volume 2 tem como objeto as fungdes trigonométricas. Iniciamos com

a trigonometria no tridngulo e na circunferéncia. Apresentamos as equagdes

trigonométricas principais e, finalmente, as funcdes trigonométricas e suas inversas.



O volume 3 apresenta os numeros complexos, operagdes, propriedades e alguns
exemplos de fungdes complexas, sempre com foco nas suas representagdes
geométricas. Continua com uma introducéo ao estudo dos polinomios definidos

no conjunto dos nimeros complexos e encerra com as equacdes algébricas.

Os exercicios propostos ao fim das se¢des sdo suficientes para a fixagdo do
conteido. Para manter o texto enxuto, ndo ha muitos exercicios de repetigdo de
técnicas de resolugdo. O estudante que necessitar de mais exercicios repetitivos

deve consultar as Referéncias no final de cada volume.

Ainda para aumentar o elenco de exercicios e problemas de dificuldade mediana,
foram acrescentadas, no final de cada volume, as questdes das provas da disciplina
Matematica Basica I, ministrada pelo autor no curso de Matematica da Universidade
Federal do Espirito Santo, em anos anteriores. Também estao, ao fim, as respostas e

sugestoes dos exercicios propostos.

Recomendamos ao estudante que se esforce ao maximo para resolver as questoes
escolhidas antes de consultar a resposta/sugestao, porque um exercicio ou problema
resolvido por conta propria tem um valor extraordinario para o desenvolvimento do
raciocinio individual. Vale mais resolver sozinho um tnico exercicio/problema que

olhar centenas deles prontos.



SUMARIO

PARTE I - Trigonometria no Tridngulo Retangulo

I HISTOTICO ..ttt 17
2 ADNIQUIO ot 21
2.1 AdiGA0 de ANGUIOS ..eoviiiiiiieiieiieieree e 24
2.2 Medida de um AngUIO ......c.eeeviiieiiieciic e 26
3 TIIANGUIO ..ottt 29
4 Razoes trigonomeétricas no triangulo retangulo ... 33
O B 5 G (3 103 1o L RSP SUSUSSR 36
4.2 ANGUIOS MOAVEIS ...t 36
4.3 EXEICICIOS ..uvteueiutieiieiieteeieeiie ettt ettt ettt ettt ea et e et see e teebeeneeneenens 40

PARTE II - Trigonometria na Circunferéncia

B ATCOS NA CITCUNTEIBIICIA ..ottt e e e e e e eeeeeeeeeeaeen 45
5.1 EXETCICION euueeeiiieeeeeeeeeee ettt et e e e e e et e e e e e e e eaaaeeeeeeesseaaeeeeeesaeanes 51
6 A circunferéncia trigonomeétriCa .........c.ccocooveuievevieierieeceeeeeeeeeeeeee e 53

7 Extensao da medida de arco de circunferéncia ........coccoeeeeeeeeeeeeeeeeennn. 55



8 Extensdes das razoes trigonomeétricas para a circunferéncia................ 61

8.1 SENO0 € COSSCIO ettt ettt ettt st sttt s s 61
8.2 Redugao a0 1° qUAAIANTE .........cccuieiieiieiiee et 66
8.3 Tangente € COtANZENLE ........eeeeveeeririeriiierieeeteeeteeeteeertreestreessaeessseessseesseeeseeenens 69
8.4 Secante € COSSECANTE ....c..eerueiriiirtiiniieniieieerieenie et ettt ettt et e eee s 75
8.5 Relagdes trigonométricas fundamentais ........c..ccocceeveereerieneeniienienieneeneeniens 80
8.0 EXEICICIOS .ueiiuieiuiiiiiieiieete ettt sttt sttt et et nbe e b eean 81
9 Razdes trigonométricas de arcos de medidas SIMEétricas ........ccccceeuenenee 83
10 Razoes trigonomeétricas da soma e da diferenca de dois arcos ............... 87
11 Razdes trigonométricas do arco duplo e do arco metade ............cccceuunee. 95
12 EXEICICIOS ..ueiieiiiciiecise ettt 101
13 TTIanSIOIMIAGOES ....cooiiuiueeririeeieieireee ettt 103
13.1 Transformagao em Produto ..........cccceerierieeriieieeie ettt 103
13.2 Transformacao €M SOMIA .........eeeeeuviieeiiieeeeiieeeeciteeeeeieeeeeeiaeeeeeaeeeeeareeeeaaeeaas 105
14 EQUAGOes trIgONOMETITIICAS ....cccvureireecrereieeeieieeeiesesesesetesesesesesesesesesesesesesesesesesesnnas 107
15 TrianguloS QUAISQUET ........cccccueueuereieieeeieteieiieeseeesese sttt nns 111
15.1 Teorema (Lei dOS COSSENOS) ...ccueerieriieriieiieiieiieieeieeieeie et eteeeeeeeeaeenneens 111
15.2 Area do trHANGULO «......c.veveeeeeeeeeeeee et 113
15.3 Teorema (Lei dOS SEN0S) .....eevveiuiiierieiieieieiceeeee e 116

PARTE III - Fungoes Trigonométricas

16 Representacao dos numeros reais na circunferéncia trigonomeétrica .. 127

17 A fULGAO SEIIO ...ttt 131
17.1 Propriedades € rafiCo ........ccociiiiiiiiiiiiecieciieie e ere et ees 132
18 A fUNGAO COSSEIIO0 ...ttt 135

18.1 Propriedades € rafiCo .......ccceeiuiieiiieiiieciieee ettt e 136



19 EXOTCICIOS ..ottt ettt e e e et e eee et et e eee e e e eee e e eeeeseeeneanns 145

20 A fungao tangente ... s 147
20.1 Propriedades € rafiCo .......ccvvevieriieriienieniiesieneeseesee e 148
21 A fungao COtaNGENTe ... 153
21.1 Propriedades € rafiCo ........cccvevieriieriieniieniieciieierieere e 154
22 A fUNGA0 SECANTE ...c.viiic e 157
22.1 Propriedades € SrafiCo ......ccvevvieruieriieniieriiesiesiieeeee e 158
23 A fUNGA0 COSSECANTE ......ooieeiiiece e 159
23.1 Propriedades € rafiCo ........cccvevieriieriienieniieriierieseesee st 160
24 EXEICICIOS ...ueeiiiieie ettt nnen 161
25 Funcgoes trigonomeétriCas INVEISAS .....cccocceeeeeerererereseeesesnsssesens 163
25.1 A fUNGAOD AICO SEINO ...uvvviiieiiiieeeiiee ettt e 164
25.2 A fUNGAO ArCO COSSCNO ..voieuviieiiieiiieciieeeteeeteeeeteeeetee et e ereeeeaeeeeaee e 166
25.3 A fungao arco tangente ...........ccceevueerieerieeniieniienienieenieesieesiee e see e 168
260 EXEICICIOS ..eviiiiiiieieieieete ettt 173
27 Exercicios COmMplementares .........ccooeerriceienineeeeeeseseseseeseseseeens 177
RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS .........ooueueereereneareaessesenns 183

COLEGAO DAS SEGUNDAS PROVAS DO PROCESSO SELETIVO
ESTENDIDO PARA O CURSO DE MATEMATICA DA UFES DE 1998 A 2012 ....191

1. Segundas Provas de Matematica Basica I ........ccccccceviriiiinininicnnnnene. 191

2. Respostas das questoes das segundas Provas ........ccccceeceereereeneeneennenns 211

REFERENCIAS .....cueereereureeneseasesssssessesssssssssssessesassssessssasessessesasessesssaneas 227






TRIGONOMETRIA NO
TRIANGULO RETANGULO






HISTORICO

A trigonometria advinda da geometria teve seu desenvolvimento com o estudo dos movimentos
dos corpos celestes e seus intervalos regulares de repeticfes, auxiliando, por exemplo, a navegacao
e a geografia. Essa “trigonometria”, se assim podemos dizer, era baseada em “triangulos” sobre
uma esfera, chamada hoje de trigonometria esférica.

Euclides (300 a.C.) estudou a geometria esférica. Outro grego, Aristarco de Samos (310-230
a.C.), no livro Sobre o tamanho e as distancias do Sol e da Lua, baseado em observacgdes e

calculos, concluiu que:

a) adistancia da Terra ao Sol é maior do que 18 vezes e menor do que 20 vezes a distancia da
R . ~ . . 1 1
Terra a Lua (em linguagem e notacdo moderna, hoje se conclui que 2—0< sen 3 <E ).

b) os didmetros do Sol e da Lua tém a mesma razéo que suas distancias a Terra.

¢) arazdo do didmetro do Sol pelo didmetro da Terra é maior do que 1% e menor do que 4% .

Os meétodos usados por Aristarco sdo corretos, apenas prejudicados pelos instrumentos de
observacdes e medicBes de angulos.

Eratostenes de Cirene (276-194 a.C.), contemporaneo mais jovem de Arquimedes de Siracusa e
de Aristarco de Samos, escreveu Sobre a medida da Terra e calculou a circunferéncia da Terra,
que, convertendo ao sistema métrico atual, resulta em 39.700 km, muito semelhante ao valor que
sabemos hoje ser 40.008 km. A diferenca entre o valor de hoje e o de Eratdstenes € menor que 1%.

Hiparco de Nicéia (120 a.C.) construiu, para usar nos seus estudos de astronomia,

presumivelmente a primeira tabela de cordas correspondentes aos seus angulos centrais na
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circunferéncia, onde dividiu a circunferéncia em 360°. Talvez essa divisdo tenha sido inspirada na
astronomia babilonia. Essa tdbua de cordas de Hiparco é considerada o marco da criagdo da
trigonometria que hoje usa a semicorda (meia corda) com o nome de seno.

Menelau de Alexandria (100 a.C.), na obra Cordas num circulo, usou relagdes entre arcos e
cordas em seus tridngulos esféricos.

No entanto, a mais importante obra trigonométrica da antiguidade foi a Syntaxis Mathemdtica
(Cole¢ao Matematica), escrita em torno do ano 150 d.C. por Claudio Ptolomeu, também conhecido
como Ptolomeu de Alexandria. O objetivo da obra era descrever matematicamente o mecanismo do
sistema solar.

Nesta obra, Ptolomeu continua os trabalhos, iniciados por Hiparco e Menelau, sobre as medidas
dos triangulos (trigonon-métron) e astronomia.

No volume 1 da Syntaxis Mathemadatica, entre os capitulos que tratavam de “Trigonometria”, um
consistia de uma preciosa tabela de cordas associadas aos seus respectivos angulos centrais e dos
métodos de calculo usados para encontrar essas medidas. Esses métodos tinham como base uma

proposicio geométrica, hoje conhecida como o “Teorema de Ptolomeu™.'

Essa tabela completa aquela rudimentar iniciada por Hiparco e fornece entdo uma de % em

0
% grau, que vai de (%) até 180°.

O livro Syntaxis Mathematica foi chamado de Magiste, “o maior” em arabe, depois de Al-
Magest e, finalmente, ficou conhecido por “o Almagesto”.

O Almagesto percorreu muitas nagdes e sobreviveu em uso até o século XVI.

—

/ )\ Hiparco, Menelau, Ptolomeu e outros gregos

usaram a corda PQ do arco duplo mostrado na

{ o lI
I 0 <ct c ,1 4 figura ao lado numa circunferéncia de raio 60.

NG/

! Ver referéncia [2].
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Os hindus também usaram por muito tempo a tabela de cordas e a “trigonometria” do

Almagesto para o estudo de astronomia e o traduziram para o sanscrito. Por volta do século V d.C.,

passaram a usar a semicorda (meia corda) do arco PQ e refizeram a tabela para a semicorda PC.
Os arabes herdaram a trigonometria dos gregos e dos hindus, e a palavra semicorda, que em
sanscrito ¢ ardhajya e abreviada por jya ou jiva, nao foi traduzida para o arabe, continuou sendo
usada jya(jiva). No ano 1.150 o tradutor Gerardo de Cremona traduziu do arabe para o latim e
entendeu que aquilo era palavra arabe proxima de Jayb, que significava “Bolso”, “Golfo”, “Baia”,

“Seio”, traduziu como sinus em latim, que se tornou seno em portugués.
Portanto, a meia corda do arco duplo PQ ¢ o seno do arco AP, como na circunferéncia

unitaria da figura anterior.

Embora se atribua o inicio da trigonometria a Hiparco (120 a.C.), o nome “trigonometria”
somente aparece por volta do ano 1.600 d.C. com Bartolomeu Pitiscus.

A trigonometria comegou com medidas de figuras planas (tridngulos) e teve uma evolugdo
fenomenal. Foi desenvolvida na geografia, na cartografia, na topografia. Passou a ser interpretada
com o conceito de fungdes e foi explorada no calculo diferencial e integral de variaveis reais e
complexas nos séculos XVII, XVIII e XIX. As fungdes trigonométricas tém uma posi¢ao
fundamental nas séries de Fourier e consequentemente na transformada de Fourier, que mostrou ser
de grande utilidade em muitas aplicagdes da matematica, da fisica, da quimica, da engenharia etc.
No século XX a transformada de Fourier foi a ferramenta fundamental para o desenvolvimento da
ressonancia magnética de alta resolucdo, que hoje ¢ uma sofisticada aliada da medicina para

diagnosticos por imagens.
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ANGULO

Angulo é a figura formada por duas semirretas de mesma origem. Essas semirretas sdo

chamadas de lados do angulo e a origem de vértice do angulo.

A

B

Notagdo: O angulo da figura acima é denotado por AOB ou BOA ouainda O.

21



Definimos o interior de um angulo AOB como sendo os pontos da intersecdo de dois semiplanos abertos.

Um deles é originado pela reta OA e contém o ponto B; o outro, pela reta OB e contém o ponto A.

O exterior de um angulo é formado por todos os pontos do plano que ndo estdo no angulo nem
no seu interior.

Notacdo: Para indicar o interior do &ngulo vamos usar o simbolo da figura

0]
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Um angulo formado por duas semirretas distintas de uma mesma reta é chamado de angulo raso.

r 3
X
v

Dois angulos sdo consecutivos se um lado de um deles é também lado do outro.

S&o consecutivos os pares de angulos:
AOB e BOC , pois OB é o lado comum.
BOC e 40C, pois OC é o lado comum.

AOB e 40C, pois 04 é o lado comum.

Dois angulos consecutivos sdo adjacentes se ndo tém pontos interiores comuns.

Dizemos que angulos estdo justapostos quando s&o consecutivos adjacentes dois a dois.

Um angulo 40B é menor que um angulo 40C se o interior de 40B esté contido no interior de 40C.
Dois angulos sdo congruentes quando, ao serem sobrepostos, tém vértices e lados coincidentes

(consequentemente seus interiores sdo coincidentes).
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2.1 Adicao de angulos

Sejam AOB um angulo e S um ponto do seu interior. Dizemos que o angulo AOB é o angulo

soma do angulo AOS com o &ngulo SOB .

Sejam AOB um angulo e OC a semirreta oposta a semirreta OA. As semirretas OB eOC

determinam um angulo BOC , chamado angulo suplementar adjacente de AOB.

24



Angulo Reto é todo angulo congruente a seu suplementar adjacente.

AOB é um angulo reto.

F 3
v

Angulo Agudo é um angulo menor que um angulo reto.

AOB é um angulo agudo.

Angulo Obtuso é um angulo maior que um angulo reto.

4 AOB é um angulo obtuso.

25



2.2 Medida de um angulo

Intuitivamente, medir um angulo AOB é compara-lo com outro &ngulo de mesmo vértice,
considerado como unidade de medida, e expressar com um numero real quanto a unidade de
medida “cabe” no &ngulo AOB.

A palavra “cabe”, aqui, é usada no sentido de quantificar as justaposi¢des do angulo unidade de
medida em AOB.

Os angulos sao tradicionalmente medidos em graus. No entanto, outras unidades de medidas
sdo fortemente utilizadas, como o radiano, que seré tratado logo mais.

Um angulo formado por duas semirretas coincidentes é chamado de angulo nulo e ter4 medida

igual a zero, qualquer que seja a unidade de medida adotada.

; » Angulo Nulo
@) A B

A medida de um angulo é um namero real associado ao angulo, tal que:

1) dois angulos sdo congruentes se e somente se tém a mesma medida.
2) um angulo A é maior do que um angulo B se e somente se a medida do angulo A é maior
do que a medida do angulo B.

3) amedida do angulo soma AOC é igual & soma das medidas dos angulos parcelas AOB e BOC .

m(AGC) =m(AGB)+m(BOC).
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Definimos a medida do angulo raso em graus como sendo o nimero real 180. Chamamos,

entdo, o angulo raso de angulo de 180°.

/T\ | i Notacgao: m(AéB) =180°

F 3

Assim, temos que o angulo de 1°(um grau) é aquele angulo que “cabe”, justapondo-se, 180

. A Sy 1
vezes no angulo raso. Também dizemos que um angulo mede 1° se sua medida ¢ igual a 50 da

medida do angulo raso.

Obs.: O angulo reto mede 90°.
Decorre entdo que dois angulos sdo suplementares se a soma de suas medidas em graus ¢é igual a 180.

Dizemos que dois angulos justapostos sdo complementares se a soma de suas medidas em graus ¢é

igual a 90.
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Triangulo

Sejam A4, B e C trés pontos ndo colineares. A reunido dos segmentos 4B, AC ¢ BC chama-se
triangulo ABC. Os pontos 4, B e C sdo os vértices do tridngulo e os segmentos 4B, AC e BC sdo

os seus lados. Cada triangulo ABC determina trés angulos, CAB, ABC ¢ BCA, chamados angulos

internos do triangulo ou simplesmente angulos do triangulo ABC.
e

Um fato fundamental na geometria Euclidiana Plana é que “por um ponto ndo pertencente a
uma reta dada passa uma Unica reta paralela a ela”.
Esse fato ¢ conhecido como postulado das paralelas ou quinto postulado de Euclides.

Com base nesse postulado chega-se a outro fato equivalente que vamos chamar de teorema.

Teorema 1

A soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo é igual a medida do angulo raso.
Veja a seguir uma demonstracgao visual do teorema.

Seja ABC um triangulo qualquer € «, f,7 as medidas dos angulos internos. Considere a reta s,

que passa por um vértice do triangulo e seja paralela ao lado que nao contém esse vértice.

29



Na ilustracdo, a reta s ¢ paralela a reta suporte do lado AB e passa pelo vértice C.
Tragando as retas suportes dos lados do triangulo, temos duas retas paralelas e duas retas

transversais a elas. Logo, os angulos correspondentes na figura sdo congruentes.

Assim, temos na figura que
a+f+y é asoma das medidas
dos  angulos internos do
triangulo, que ¢é também a

AN medida do angulo raso de

B vértice C formado pela reta s.
.

Classificagao de tridngulos?®

Quanto aos lados, os tridngulos se classificam em:
Equilatero, quando tem os trés lados congruentes.
Isosceles, quando tem dois lados congruentes.

Escaleno, quando ndo possui dois lados congruentes.
Quanto aos angulos os triangulos se classificam em:
Retangulo, se tem um angulo reto.

Acutdngulo, se tem os trés angulos agudos.

Obtusdngulo, se tem um angulo obtuso.

% Equilatero vem do latim aequus (igual) e latus (lados), aequilaterum (que tem lados iguais). Isésceles vem do grego iso (igual) e skelos
(pernas), isoskelés (que tem pernas iguais). Escaleno vem do grego skalends (desigual).
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Teorema 2 (Teorema de Pitagoras)

Num tridngulo retangulo, o quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos.

Uma demonstragao desse teorema usando o teorema 1 e semelhanga de triangulos pode ser assim:

Seja ABC um triangulo retdngulo em 4, com catetos AB=c, AC=b ¢ hipotenusa BC=a.Se

A

Ad=a, f?zﬂ e C=y, entdo pelo Teorema 1, temos a+fB+y=180°. E como a=90°, entdo

B+y=90°.

Sejam AH a altura relativa a hipotenusa, BH =me CH =n.

A

ri B

! b

‘ool
H n C

B
m

Usando novamente o Teorema 1 nos tridngulos HAB ¢ HAC, vemos que eles sdo semelhantes ao

triangulo ABC. Portanto, nos tridngulos ABC e HAB temos as igualdades das razdes

BC AB a ¢ ) o BC AC a b )
—==—=—=—%am=c" enos tridngulos ABC ¢ HAC temos —===— <& —=—<an=b" ,
AB BH ¢ m AC CH b n

Assim, an+am=b"+c> < a(n+m)=b’+c* . E como n+m=a , entdo temos a’ =b>+c’ .
Observacao: As denominagdes catetos e hipotenusa, dadas aos lados de um triangulo retangulo,
tém origem nos termos da lingua grega “kathetos”, que significa linhas verticais ou

perpendiculares, e “hypoteinousa”, que significa linha estendida por baixo.

/

S

S
~.C,
“\‘: @(o

-,

o/
@«
&

/" ipotenus?
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4

Razoes trigonomeétricas
no triangulo retangulo

Tomemos um angulo agudo de medida « (00 <a< 90°) e tracemos duas perpendiculares a um

5"

dos lados, como na figura.

0] 4 y

Dessa forma, obtemos dois triangulos retangulos semelhantes, AOB e AOB .
Devido a semelhancga desses triangulos temos proporcionalidade entre as medidas dos lados
correspondentes:

o8 _A8_OA
OB AB OA

que sdo equivalentes as trés razbes seguintes:
A _AE

OB OB

oh_on

OB OB

A _AE

OA OA
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Portanto, essas razoes ndo dependem do tridangulo retangulo escolhido, s6 dependem do angulo
agudo «. Isto é: apenas com um angulo dado podemos definir as razdes acima, basta que
construamos um tridngulo retdngulo qualquer de modo que um de seus angulos tenha medida o .

Nominamos essas razdes por:

sen o = E _ medida do cateto oposto
OB  medida da hipotenusa

04 medida do cateto adjacente
cosa = =

E ~ medidada hipotenusa

too = E _ medida do cateto oposto
& 04 medida do cateto adjacente

Em Resumo:

Num tridngulo retingulo ABC, temos as seguintes razdes trigonométricas:

b
sen a =2 senfi =—
c c
b

cosq =— cosﬁ:g
c c

b

b a

Obs. 1: Para simplificar a notagdo, usaremos a mesma letra o« tanto para designar o dngulo quanto

para a sua medida.
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Obs. 2: Usando o teorema de Pitagoras no tridngulo ABC temos c¢* =a®+b®, e como sen a=— e

o |l

b , , a’ b? a*+b® ¢? 2 2 .
Cosa == temos sen’q+cos’a = —+-—=="2_—>__1. Portanto, sen’a+cos’ =1, em que « &
c ¢t ¢ c c

um angulo agudo.

Obs. 3: No triangulo ABC, temos a+3=90"; cow:%:senﬂ e sen a=%=cosﬂ. Portanto,

conclui-se que sen & =cos(90' —a) € cosa =sen(90" —a).

Isto é: o cosseno de um angulo é igual ao seno do angulo complementar e vice-versa. Disso

originou 0 nome “cosseno”.

sen o

a
Obs. 4: tga-tgf = -g=1, isto é, tgatg(90" —ar)=1 e observe também que :%: =tga
c

oo

COS o

sen o
e, portanto, tga =
cosa

,emque o é um angulo agudo.

Obs. 5: Seja AB um segmento de reta no plano. A projecéo ortogonal A'B' de AB sobre uma reta

r é dada por: AB =AB-cosa, em que « € o angulo formado pelas retas r e AB.

Dl
% -]
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41 Exercicios

1) Dado um triangulo de lados 3 cm, 4 cm e 6 cm, determine a medida da projecéo ortogonal do
lado menor sobre o lado maior.
2) Justifique: Se « é um angulo agudo, entdo 0<sena <1 e 0<cosa <1.

3) Sendo « um angulo agudo e tga =3, determine sena € cosa .

4) Dado um angulo agudo «, construa o triangulo retangulo ABC de hipotenusa unitaria com o

angulo interno A =« . Prove que tg (ﬁj e

2) 1+cosa
5) Faca uma outra prova de que a soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo qualquer
é igual a medida do angulo raso.

6) Dé uma demonstragdo do Teorema de Ptolomeu (faga uma propria ou veja nas referéncias).

"Se ABCD ¢é um quadrilatero inscritivel de diagonais AC e BD, entdo AB.CD + AD.BC =AC.BD"

42  Angulos notaveis
Se nos for solicitado calcular o valor do seno do angulo de 20 graus, imediatamente, podemos
construir, com o auxilio de um transferidor, o &ngulo numa folha de papel e em seguida baixar uma

perpendicular a um dos lados do angulo formando assim um triangulo retdngulo, como na figura.

C

Em seguida, medimos o cateto oposto a esse angulo e a hipotenusa e fazemos o quociente.
Assim: sen 20’ :i; 0,35
AC
Observe que, por mais cuidado que tivermos, cometeremos muitas imprecisdes, tanto ao
construir a figura quanto ao medi-la.
Existem angulos cujas razfes trigonométricas podem ser obtidas sem necessidade de efetuarmos

medic¢des diretas de angulos e segmentos de retas. Assim, eliminamos os efeitos das imprecisdes do
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desenho e das medidas, obtendo com exatiddo os valores das razdes trigonométricas. Esses angulos

sdo chamados de dngulos notaveis.

Veremos as razdes trigonométricas de alguns angulos notaveis.

Razoes Trigonométricas do angulo de 45°

Tomemos um quadrado de lado @ e consideremos uma diagonal.

Observe que obtemos dois triangulos retadngulos isosceles com angulo agudo de 45°.

* | 5S> Pelo Teorema de Pitagoras temos diagonal d = av/2 .
d Portanto, sen 45" =% =% - L ﬁ
a d a2 2 2
cosds =4 -4 =£
\45 ; i ol 2

a

tg 45 =221
a

Obtivemos com exatiddo as razdes trigonométricas do angulo de 45° sem recorrer 8 medigao direta.

Razoes Trigonométricas do angulo de 30° e de 60°

Tome um triangulo equilatero de lado « . Cada angulo interno desse tridangulo mede 60°.




Tome a altura h desse triangulo e observe que ela divide 0 angulo C em duas partes iguais e

também a base. Usando o Teorema de Pitagoras, temos

C ,
/ \\ a’=h? +(%j , que acarreta h :#
/30 FSI'.J 3\\
// \ Assim, no triangulo retangulo BHC temos:
N\ a
.f/ h \ y 1
/ sen 30" =42 - =
/ \ a 2
/'; mr‘l ‘\ Ch i \/§
1 ;If B cos30° =—=-2 =%
a a 2
wgao o % 1 3
h =5 3 3
a3
E ainda sen 60° :D: 2 :ﬁ
a a 2
a
c0s 60’ :ézl
a 2
av3
geo - M- _ 5
% %

Razoes Trigonométricas do angulo de 18° e de 72°

Considere um triangulo ABC com AB=AC=1¢e A=36".
Esse triangulo é isosceles, logo B=C =72.

Considere a bissetriz CD do &ngulo C e observe

que os triangulos ACD e BCD séo isosceles,

4

logo AD =CD =BC e chame de x a medida

desses segmentos de retas.
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Observe também que os triangulos ABC e BCD sdo semelhantes e, portanto, os lados
correspondentes sdo proporcionais. Isto é:

BC AC . . 1

i:A=C, 0 que implica X =2 e, portanto, X2 +x-1=0. Logo, x =

BD BC 1-x X

J5-1
-

Assim, do triangulo ABC inicial, obtivemos as medidas de todos os angulos internos e de todos os lados.

@ ﬁ:ﬁzle§=$
* Considerando a altura AH , vemos que ela é
a bissetriz do angulo A e é a mediana do lado
BC.
72 77
B H =

Aplicando o Teorema de Pitagoras no

triangulo AHC temos
2
Ezzﬁz+m2©1:($] AT

AR N10+245

As raz@es trigonométricas ficam:

HC -1

B

sen 18 = —
AC 1 4
cos18’ =i=m=10;2\/g
AC 4
. -1
tg 18 = 5

J10+2+/5
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Analogamente, sen 72° =—M/§; 0s72° =E; tg 72° =—M§.
4 4 V5-1
Resumo das razdes trigonométricas dos angulos notaveis:
a 18° 30° 45° 60° 72°
sen « V51 1 V2 V3| i0+2J5
4 2 2 2 4
wse | Jrov2ys | VB V2 1 V5-1
4 2 2 2 4
g a J5-1 V3 1 NE] 10+245
V10+ 245 3 J5-1

4.3 Exercicios

1) No triangulo ABC da figura, sendo AD =+/3, calcule BC .
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2) Determine a medida BC da figura sabendo que AD =20 cm.

3) Num triangulo retdngulo, se um dos dngulos agudos mede o dobro do outro, entdo mostre que a
medida da hipotenusa € o dobro da medida do menor cateto.
4) Num tridngulo retangulo, a mediana relativa a hipotenusa mede a cm e um dos angulos agudos

mede o dobro do outro. Determine as medidas dos lados desse triangulo em fun¢o de a.

Lembrete: Todo triangulo retangulo ¢ inscritivel em uma semicircunferéncia.

Justificativa dessa afirmagao:
Seja ABC um tridngulo retangulo qualquer. Construa o retingulo ABCD como na figura a seguir.
Como as diagonais do retingulo se cortam ao meio, temos As, ponto médio de AB e de CD.

Portanto, a circunferéncia com centro em A eraio r = AM passa pelos pontos 4, B, Ce D.

C L B
T 1
- |

A = D

41






TRIGONOMETRIA NA
CIRCUNFERENCIA







Arcos na circunferencia

Arcos de Circunferéncia

Dois pontos, A e B, sobre uma circunferéncia dividem-na em duas partes denominadas arcos de

circunferéncia.

O segmento de reta AB é chamado de corda. e

Quando os pontos A e B sdo simétricos em relagéo ao centro O da circunferéncia, o arco AB é

denominado semicircunferéncia e a corda AB é o diametro da circunferéncia.




Se os pontos 4 ¢ B sdo coincidentes, eles determinam dois arcos: um deles reduz-se a um
ponto da circunferéncia e ¢ denominado arco nulo; o outro € toda a circunferéncia e ¢ denominado

arco de uma volta.

Comprimento do arco de circunferéncia

A medida do comprimento de um segmento de reta foi estudada na secdo 3.4 do primeiro
volume de Matematica Bdsica.

Intuitivamente, medir o comprimento de um arco seria “estendé-lo” sobre uma reta e medir o
comprimento do segmento de reta correspondente a esse arco. No entanto, isso ndo ¢ uma definigdo
matematica.

Historicamente, o calculo do comprimento da circunferéncia (arco de uma volta) foi estudado
desde os babilonios (2.500 a.C.). Porém, quem primeiro chegou a uma excelente aproximacdo do
seu real valor foi Arquimedes de Siracusa (287 a.C. — 212 a.C.), quando calculou o perimetro de
um poligono regular de 96 lados, inscrito na circunferéncia.

O algoritmo usado por Arquimedes de inscrever e circunscrever poligonos regulares numa
circunferéncia, duplicando cada vez o niimero de lados indefinidamente e obtendo seus perimetros
até exaurir a circunferéncia, € conhecido como Método de Exaustdo de Eudoxo de Cnido (408 a.C.

~355a.C.).
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Com base em resultados obtidos por Eudoxo, Arguimedes provou que se c¢ for a medida do
comprimento de uma circunferéncia e d for a medida do seu didmetro, entdo — € uma constante.

Isso significa que se c, e ¢, sdo comprimentos de duas circunferéncias quaisquer, de diametros

d, e d, respectivamente, entéo ;—1:;—2 =k (constante).
1 2

. . . . . 10 10
Assim, ao construir o poligono de 96 lados mencionado, ele concluiu que 3+— <k < 3+%.
Hoje em dia essa constante k é denotada pela letra = .

Alguns matematicos do século XVII usaram a letra ~ para denominar essa constante, mas ndo foi bem

aceita. Euler usou P ou c e apartir de 1737 passou a usar a letra =, e entdo o0 mundo o seguiu.

, . . A . , x ~ C
Portanto, se ¢ é o comprimento de uma circunferéncia e d é o didmetro desta, entéo 1

=7.

Ou seja: ¢=7d e escrevemos C=2zT .

Angulo central

Chamamos de angulo central um angulo que possui o vértice no centro da circunferéncia.

O angulo central AOB determina na

n circunferéncia o arco AB.
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Medida de arco

Chamamos de medida de um arco de circunferéncia a medida do angulo central que subtende

esse arco.

Usamos dizer “arco de 30°” para expressar o arco que subtende um angulo central de 30°.

IMPORTANTE: A medida de arco e a medida do comprimento de arco sdo conceitos
diferentes.

Unidade de medida: grau e radiano
O arco de uma semicircunferéncia mede 180°, pois esse arco subtende um angulo raso.

O arco de uma volta mede 360°, pois subtende a justaposicao de dois &ngulos rasos.
1
Portanto, o arco de 1° corresponde a 360 do arco de uma volta.

Historiadores, entre eles Boyer, afirmam que a divisdo da circunferéncia em 360° aparece com

Hiparco de Niceia (120 a.C.), talvez inspirado na astronomia babildnia.
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O radiano
Da geometria conhecemos o seguinte fato:
“Dois arcos de circunferéncia sdo semelhantes se, e somente se, subtendem o mesmo angulo

central”.

Logo, se 4 e A, sdo duas circunferéncias concéntricas de raios 5, ¢ r, e se 4B ¢ AB sdo 0s

arcos determinados pelo mesmo angulo central AOB, com comprimentos (, e /,,

. ~ 1
respectivamente, entao — =—

Em resumo, podemos dizer que: dado um angulo central, a razdo entre o comprimento do arco
determinado em qualquer circunferéncia e o seu raio ¢ uma constante, ou seja, a razdo ndo depende

da escolha da circunferéncia, mas apenas do angulo dado.

DEFINICAO: A medida de um 4ngulo em radianos é a razdo entre a medida do comprimento

do arco e a medida do raio, obtidos de uma circunferéncia com centro no vértice desse adngulo.

-
o

H:m(AOAB)z£ radianos, em que /
r

medida do comprimento do arco 4B ¢ » ¢ a
medida do raio O4. Isto significa medir o

comprimento do arco AB com o raio OA.
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. . . A r nr
Assim, a medida em radianos de um anguloraso é o =~——=r.
r

Tr O comprimento do arco 4B € zr e

oraioé Od=r.

B 0 A

Portanto, o nimero 7 ¢ a medida em radianos do angulo de 180°. Assim, 27 ¢ a medida em

radianos do angulo de 360° (angulo de uma volta).

O angulo de 1 radiano ¢ aquele que determina, na circunferéncia centrada no seu vértice, um

arco de comprimento igual ao comprimento do raio da circunferéncia.

Nesse caso, o comprimento do arco 4B
¢ igual ao comprimento do segmento 04 .
Intuitivamente, funciona como se

curvassemos o segmento 04 sobre a

circunferéncia, sem estica-lo.

Desse modo, quando medimos um angulo em radianos, estamos comparando-o com o angulo de

1 radiano. Isto ¢, estamos quantificando-o com o radiano.

Concluimos entdo que numa circunferéncia de raio 1, a medida em radianos de um angulo

central ¢ a medida do comprimento do arco determinado por esse angulo.

a =comprimento do arco 4B quando

0A4=1.
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Em outras palavras: Na circunferéncia de raio unitario, a medida de um arco em radianos ¢
igual ao comprimento desse arco.
Observemos que para transformar em graus uma medida dada em radianos, ou vice-versa,

fazemos apenas uma regra de trés:

Medida do arco Medida do arco
(em radianos) (em graus)
2 360
x a

Isso significa que ¢ valida a proporgao:

27360
X a

EXEMPLO: A medida « em graus de um arco de 1 radiano ¢é obtida de

27 360 360 _ 360
= S g=—=c

I

(57,2)°

1 a 2r 6,283

O radiano, como medida de arco, surgiu no século XVIII com o desenvolvimento do calculo
diferencial e integral.

5.1 Exercicios

1) Converta em graus as medidas dos arcos de:

a) Z rad b) 5—”rad c) 3—”rad d) Mrad
10 12 4 6
2) D¢ em radianos as medidas dos arcos de:
a) 3 b) (22,5) c) 45 d) 90’ e) 270°

3) Qual ¢ a medida aproximada, em graus, de um arco de:

a) lrad b) 3rad c¢) Srad
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4) Calcule o comprimento de um arco de 90° numa circunferéncia de raio 4 cm.

5) Dé a medida em radianos de um arco de comprimento % cm, numa circunferéncia de raio

5cm.

6) O ponteiro das horas de um reldgio de parede tem 12cm de comprimento. No periodo das 8

as 12 horas, quantos centimetros percorrera a sua extremidade?
7) Calcule o &ngulo formado pelos ponteiros de um reldgio as 7h30min.

8) Calcule o angulo formado pelos ponteiros de um reldgio as
a) 10h25min b) 1h12min

9) Entre 9h e 10h da manha, os ponteiros do reldgio se sobrepéem. Qual é esse horario?

10) As 2h e xmin os ponteiros do reldgio formam um angulo de 180°. Determine x,

aproximadamente.
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A circunferéncia trigonométrica

No sistema de coordenadas cartesianas XOY tome uma circunferéncia de raio unitario com
centro na origem. Os pontos A,B,CeD de intersecdo com o0s eixos tém coordenadas:

A(1,0);B(0,1);C(~10) e D(0,-1).

v
=

Escolhendo o ponto A como origem dos arcos da circunferéncia, podemos percorré-la em dois
sentidos; no sentido horario (movimento dos ponteiros de um rel6gio) e no anti-horério (contrério
ao movimento dos ponteiros de um relégio). Vamos adotar o sinal positivo para as medidas dos

arcos com origem em A e percorridos no sentido anti-horario.

A circunferéncia unitaria assim orientada é denominada circunferéncia trigonométrica ou
circulo trigonométrico ou ainda ciclo trigonométrico.
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Definimos a medida algébrica de um arco AP dessa circunferéncia como sendo a medida do

angulo AOP, associado a um sinal positivo se o sentido de A para P for anti-horario e negativo se

. r . . r /\
for no sentido horario. Essa medida sera representada por AP.

—~
\ Na figura, temos que a=A4P ¢ a
+

5 J/ :

Os eixos coordenadas dividem o plano em quatro partes chamadas quadrantes:

medida do arco no sentido positivo.

!

2° Quadrante ~._ 1°Quadrante

./ \‘\._

3°Quadrante | p 4° Quadrante

Ao ponto 4 associamos o arco de medida igual a 0° ou 0 rad, ao B associamos o arco de medida
igual a 90° ou % rad, ao C e D associamos os arcos de medida 180° ou zrad e 270° ou 3Tﬁrad,

respectivamente, todos com origem em A percorridos no sentido positivo.

Percorrendo em sentido contrario, teremos associados aos pontos 4, D, C ¢ B os arcos de
. - -3 .
medidas 0° ou 0 rad, —90° ou 7” rad, —180° ou —r rad, e —270° ou Tﬂrad, respectivamente.

Obs.: Na proxima se¢do estudaremos os arcos com origem em A que percorrem mais de uma

volta na circunferéncia trigonométrica.
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Extensao da medida
de arco de circunferencia

Na circunferéncia trigonométrica, se partimos da origem A e percorremos sobre essa
circunferéncia até chegar novamente em 4, dizemos que o arco obtido ¢ um arco de uma volta
completa. Assim, concluimos que sua medida é 360° ou 27 radianos, se o percurso foi realizado no
sentido positivo (anti-horério). No sentido contrario, sua medida serd —360° ou —27 radianos.

No entanto, se partimos do ponto A4 ¢ fazemos um percurso maior que uma volta e menor que duas
voltas na circunferéncia, entdo o arco AP terd uma medida maior que 360° ou 27 radianos. Nesse

caso, a medida do arco AP sera a medida do angulo central 40P mais a medida do arco de uma volta

com o sinal “+” ou sinal “—”, dependendo do sentido do percurso (veja figura).

P 1l _p

2D
N

/J
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Analogamente, se partirmos de A, dermos k voltas sobre a circunferéncia trigonométrica e

pararmos em um ponto P sobre ela, determinaremos um arco de medida «=(360k+a,) ou

a =(2zk+a,) radianos, em que «, é a medida do angulo central AOP.

CONCLUSAO: As medidas de todos os arcos com origem A e extremidade P podem ser

expressas na forma a = (o, +k-27)rad ou a = (a, +k-360) com k € Z.

Os arcos AP de medida o =a,+k-27, keZ sédo denominados arcos congruos. Isso significa

que a diferenca entre dois deles é um maltiplo inteiro de 27 .

Kl;z(a0+k~27r)rad com k e Z.

Reciprocamente, dado qualquer ndmero real «, podemos encontrar um Unico ponto P sobre a
circunferéncia trigonométrica de forma que a medida algébrica, em radianos, do arco com origem

em A e extremidade em P, sejaigual a « .
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Intuitivamente funciona como se enrolassemos a reta real sobre a circunferéncia trigonométrica,

fazendo coincidir a origem da reta real (orientada) com o ponto A(1,0). A parte positiva da reta enrola-

se no sentido positivo dos arcos (anti-horario) e a parte negativa da reta enrola-se no sentido contrario.

2// - +
AT
N

N

[l
"

EXEMPLOS:

1) Ao ponto A4 estdo associados os arcos de medidas:

0 rad, 27 rad, 47 rad, ... e também —27 rad,

—4r rad, ...em geral @ =27-k, com ke Z.
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2) O ponto P ¢ extremidade de todos os arcos que podem ser escritos na forma

p a=30"+k-360", com k eZ.

3) Todos os arcos com extremidades em A ou C na circunferéncia trigonométrica da figura a

seguir podem ser escritos na forma

Cl ) A
/ a=k-z, com keZ.

4) Os arcos com extremidades em dois pontos P, ou P,, simétricos em relagdo ao centro O da

circunferéncia trigonométrica podem ser expressos na forma

/7\ a =(a, +kz) radianos com k € Z.
aﬂ

r
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5) O triangulo APQ da figura a seguir ¢ equilatero.

JU

Sendo APQ equilatero, obtemos os angulos centrais, como na figura a seguir.

A

Podemos dizer que:

N : - . 2z
e aexpressao de todos os arcos associados ao vértice P ¢ a =T+2kﬂ' com keZ.

N . - . 2z
e aexpressdo de todos os arcos associados ao vértice A ou Pou Q¢ = S k, com ke Z.

Obs.: Para simplificar a linguagem, usamos a letra grega « para denotar o arco, mas, de fato,

a é a medida do arco.
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8

Extensoes das razoes
trigonométricas para a
circunferencia

8.1 Seno e Cosseno

Seja P(x,y) um ponto sobre a circunferéncia trigonométrica e seja « a medida do arco 4P.

Definimos o seno de « como sendo a
ordenada do ponto P ¢ o cosseno de «

como sendo a abscissa de P.

I
I
X 0 A i
Em simbolos: sen =y e cosa =x

Como P(x,y) é um ponto da circunferéncia trigonométrica, temos que suas coordenadas

satisfazem a condi¢io x’+)* =7’ =1 (equacdo da circunferéncia de raio 1 e centro na origem do

sistema cartesiano).
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Consequentemente temos que (sena)2+(cosa)2 =1 para todo ponto P da circunferéncia.

Portanto, sen’a +cos’ a =1 para todo arco de medida « . Logo, sen’a+cos’a =1, Va eR.
Observe que as definigdes de seno e cosseno apresentadas nesta segdo sdo uma generalizagdo

das defini¢des de seno e cosseno dadas no tridngulo retangulo, pois, quando P estiver no 1°

quadrante, elas coincidem com as defini¢des dadas no tridngulo retangulo.

sent =

costx =

De agora em diante, denotaremos por « tanto a medida do &ngulo central determinado pelo

arco quanto o proprio angulo central.

Exercicio

Mostre que se Q(xq, % q) ¢ qualquer ponto de uma circunferéncia de raio r e centro na origem,

entdo x, =rcosa ey, =rsen &, em que « € o angulo central determinado pelo arco BQ, sendo

B(r,()) € Q(xq’yq)‘
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Solugao: Os triangulos OPP, ¢ 0QQ, sao

y % 3
semelhantes. Logo, —2 :=Q. Como, por
OP, OP

definigdo, sen @ =m(OP,)= OP, ¢ OP-1,

'|| temos OQ , = OP,.00 = y, =00, =r sen a.
\ 1
] | s ¥

0 | AH,O}) B(r0) X Analogamente, x, =rcosa.

Como consequéncia desse exercicio, podemos dizer que, se 0 ¢ um ponto qualquer do plano

cartesiano XOY, entdo Q tem coordenada (rcosa,rsena), em que r=d(0,0)e o ¢ a medida do

angulo formado pelas semirretas OX e 0Q.

Variagao do seno e do cosseno

Se P ¢ um ponto da circunferéncia trigonométrica € « a medida do arco AP, concluimos que as

coordenadas do ponto P sdo P(cosa,sen a). Por conseguinte, temos —1<cosa <1 ¢ —1<sen a <1,

paratodo « .
Assim, enquanto o ponto P percorre toda a circunferéncia trigonométrica, suas coordenadas

percorrem o intervalo [-1, 1].
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Em resumo, sen a €[-1, 1] e cosar e[-1, 1], para todo « .

1&

1 _p

seno[ A

:

I

(0]

-1 0 coso |1 "

-1

Obs. 1: Decorre de sua defini¢do que o seno é um nimero real positivo para arcos do 1° ¢ 2°
quadrantes e negativo para arcos do 3° ¢ 4° quadrantes.
De modo analogo, vemos que o cosseno € positivo para arcos do 1° ¢ 4° quadrantes e negativo

para arcos do 2° e 3° quadrantes.

Seno

v

< » Cosseno

Obs. 2: Como, por defini¢do, o seno do arco AP ¢ a ordenada do ponto P e o cosseno € a
abscissa, temos que o eixo y das ordenadas ¢ conhecido como eixo dos senos e o eixo x das

abscissas como eixo dos cossenos, ambos no intervalo [—l, 1] .
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. : YT
Obs. 3: Podemos interpretar geometricamente o seno e o cosseno de um arco AP como sendo a

medida algébrica de um segmento de reta (medida com sinal + ou —).

Na figura, temos sen AP=+ OR e cos AP=— 00
P IR
Obs. 4: A notagdo AB significa a distancia entre os i
pontos 4 ¢ B. Isto &, AB é0 comprimento do segmento \ o 0 4
de reta AB.
Exercicios

sen o Cos a
_|_

1) Se Orad < @ < 2z rad, determine o para que 20,

cos @ sena
2) Calcule o valor de:

a) y=co0s180°+sen 270°-cos0’ —sen 90°

cos 7 - sen3Z + sen % - cos -

b) y=

sen® S+ cos’ %

3
3) Calcule cosa, sabendo que « corresponde a um arco do 2° quadrante € que sen a = r

4) Determine os valores reais de 7 tais que:
a) sena=2r+l com aeR

b) cosa=r-35 com %<a<377r

5) Determine todos os valores reais de o tais que sen’a = %
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8.2 Redugao ao 1° quadrante

Na Obs. 1 da secdo anterior vimos que 0 Seno e 0 cosseno sdo coordenadas de um ponto; logo,
tém sinais que dependem do quadrante em que se encontram. No entanto, conhecendo-se 0s seus
valores para arcos no 1° quadrante, é possivel determinar seus valores para arcos com extremidades

em qualquer quadrante da circunferéncia trigonométrica.

a) Arco do 2° quadrante

Seja um arco AP com P no 2° quadrante. Tragcando por P uma reta paralela ao eixo x determinamos

o ponto P no 1° quadrante da circunferéncia, que é simétrico a P em relacio ao eixo y.

Logo, P e P tém ordenadas iguais e abscissas

iguais em valor absoluto, mas diferindo pelo sinal.
P T~ r g p
1 fll
! P — — — —~
o s ol > Portanto, SeNAP =senAP" e cos AP =—cos AP".

Denominando a medida do arco AP por « , temos que a medida do arco AP é z—« .

Assim, sen o =sen(7—a) e cosa =—cos(z—a).

EXEMPLO: Calculemos sen 150° .

F 3

a =150
sen 150° = sen 30°

Portanto, sen 150 :%.
30° 30°

v
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b)  Arco do 3° quadrante

Seja AP um arco com a extremidade P no 3° quadrante.

¢) Arco do 4° quadrante

L 4

A reta OP determina o ponto P' no 1° quadrante. Pela

congruéncia dos tridngulos obtidos na figura, temos

——~ —~ ——~ —
sen AP =—sen AP' e cos AP =-cos AP'.

-~
Sendo @ = AP (medida em radianos do arco AP), temos
—~

. . -
que a-7=AP" (medida em radianos do arco 4P').

Assim, sen a = —sen (a—r) e cosa =—cos(a—7).

Seja P no 4° quadrante a extremidade do arco AP.

»
L

Tracando por P uma reta paralela ao eixo das
ordenadas, determinamos um ponto P no 1°
quadrante da circunferéncia. Pela congruéncia

dos triangulos obtidos, temos

>

\
P/A

>

— — — -~
sen AP =—-sen AP' ¢ cos AP =cos AP'
/\ /\
Sendo a=A4P, temos AP'=2x—a. Logo,
sen a =—sen (2r—a) e cosa =+cos(27—a),

com medida dos arcos em radianos.

CONCLUSAO: De acordo com os itens a, b e ¢ estudados nesta se¢do, podemos concluir que os

valores absolutos do seno e do cosseno de todos os arcos estdo determinados pelos seus valores

obtidos com os arcos do 1° quadrante.

RECOMENDACAO: Toda vez que for necessario fazer a reduciio ao 1° quadrante ¢ mais pratico

reconstruir uma das figuras dos itens a, b ou ¢ desta secdo do que memorizar as formulas delas obtidas.
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Exercicios
1) Calcule:
a) sen 240°

b) coss—”
4

C) sen iz
4

d) cosz—”
3

2) Calcule o valor de:

S5 14 11z 137
a) y=s€n —-C0S—-Sen ——-Sen ——
6 6 6 6

b) y=sen120°+cos 210°+sen 540°
3) Determine os valores de o, 0" <a <360°, que verificam as igualdades
a) sena= ? b) cosa :%

4) Determine os valores reais de o tais que:
a) 2cosa—~/3=0
b) 2cosa=-1

C) 2[sen a|=1
d) cos a:—g e sen a:—% simultaneamente

5) Dé as solugdes das inequagOes no intervalo [0 rad, 27 rad]:

N[ &

1 1
a) senoez+E b) cosa <—2 c) %SSenas

6) Resolva as inequacfes em R.

¥E ¥E

a)| cosa|<7 b) | sen (20:)|273
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8.3 Tangente e Cotangente

Tangente

A tangente de um arco ¢ definida como o quociente do seno pelo cosseno desse arco. Portanto,
ndo esta definida a tangente de arcos para os quais o cosseno ¢ zero. Observe que quando falamos
do seno, do cosseno e da tangente de um arco estamos nos referindo ao seno, ao cosseno e a
tangente da medida algébrica desse arco.

Seja P um ponto da circunferéncia trigonométrica, distinto de B(0,1)e de D(0,-1), ¢ o a

. . . sen o
medida do arco 4AP. Definimos a tangente de & como sendo o quociente .
cosa
- sen o - .
Notagdo: tga = ,em que & = AP (medida do arco AP).
osa

A tg a pode ser vista como a medida algébrica de um segmento de reta.
Considere a reta orientada ¢ tangente a circunferéncia trigonométrica no ponto 4(1,0). A reta OP
intersecta essa reta £ no ponto 7. Mostremos que fga =m (ﬁ) (medida algébrica do segmento 47).

¢

F 3

=

»
L

T
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Temos dois casos a considerar:

a)

P esta no 1° ou 3° quadrante

r

Os  triangulos

OPQ, ORP, OPQ, ORP  sdo

congruentes e sdo semelhantes ao tridngulo OAT.

e
Portanto, se a=AP e sendo tg a=

, entdo
o
tg o= m(ﬁ).Se a = AP, entdo tg o= m(ﬁl) :
m(OQ) m(OQ')

Portanto, tg a = AT = m(ﬁ) pois AT >0.

b) P estano 2° ou 4° quadrantes

R

m(OR
Se a=AP, entdo tga= (_):
m(0Q)
' R _PQ_ AT AT<o.
-0Q -0Q OA

. m(ORY)
Se a=AP', temos tga =

Q)

3

~——

AT _

_2 = _AT <O.
OA

o
oQ’

Portanto, tg « = AT =m(AT ), medida algébrica do segmento AT.
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Obs. 1: A tangente ¢ positiva para arcos do 1° e 3° quadrante e negativa para arcos do 2° e 4°

quadrantes.

Obs. 2: A medida algébrica de um segmento de reta AB ¢ a medida do segmento 4B mais um sinal,

+ ou —, dependendo do sentido a ser seguido, de 4 para B ou de B para A4.

Notagao: m(ﬁ) =+4B ou —AB, em que AB denota o comprimento do segmento AB.

Obs. 3: A reta tangente 7 ¢ uma copia da reta real com origem em A, orientada para cima, como o

eixo y, e recebe o nome de eixo das tangentes.

Cotangente

Na circunferéncia trigonométrica tome o ponto P, extremidade de um arco AP com origem em 4.

Para P na circunferéncia, distinto de 4(1,0) e C(-1,0), definimos a cotangente do arco AP, de

medida o, como sendo o quociente do cosseno pelo seno desse arco.

cosax

Notacdo: cotg a=
sen a

Geometricamente, podemos ver a cotangente como a medida algébrica de um segmento de reta.

Seja areta t', tangente a circunferéncia no ponto B(0,1). O ponto 7' pertence & intersegdo da

reta OP com a reta ', veja a figura.

F 3

ey 1.7

5

71



Consideramos a reta ' como uma copia da reta real orientada com sua origem no ponto de
tangéncia B(0,1). Assim, ' tem a mesma orientagio do eixo x ¢ ¢ denominada eixo das

cotangentes.

Mostremos que cotg a = m(ﬁ') (medida algébrica do segmento BT').

Da mesma forma, como vimos no caso da tangente, aqui também ha dois casos a considerar:

a) A extremidade do arco esta no 1° ou no 3° quadrante.

Na figura, os tridngulos retangulos OPQ, OPR,

—_ + ~
B 7 OP'Q' e OP'R' sao congruentes ¢ semelhantes ao
R tridngulo retingulo OBT".
! cosa
Q . Sendo cotg a = , temos que:
O 14 > sen o

0 =

-
Se a=AP', entdo

P -
g a="\02)_00' _00' BT’ g7,
m(OR') OR' P'O' OB

m(00) _00 00 BT —
Se O[ZA/P\,entﬁOcotg azgzﬂ=%=£—BT'>0-

m(ﬁ) —OR P_Q OB

Portanto, cotg a = BT = m(ﬁ) .
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b) A extremidade do arco esta no 2° ou no 4° quadrante.

104 Analogamente ao item a:

B o

cosa
Sendo cotg a =
sen o

, temos que:

“—~
Se a=AP', entdo

cotga:m(zg):_zg :_O_Q‘:—E:—ﬁ<0
m(OR’) OR' P'O' OB

m(00) Do o0 BT' —
Se a:@entﬁo cotg a:u:—g:—gz—iz—BT'<o.

m(OR) ~-OR PO OB
Portanto, cotg a = —BT'= m(ﬁ) .
Observamos novamente que a notagao m(@) =+4B ou —AB (dependendo do sentido, 4 para

B ou B para A) representa a medida algébrica do segmento 4B, em que 4B & o comprimento

(sempre positivo para 4 # B ) do segmento 4B.

Concluimos, assim, que na reta orientada ' podemos obter geometricamente a cotangente
dos arcos da circunferéncia trigonométrica, justificando,dessa forma, a denominagdo de eixo
das cotangentes.

A cotangente nao ¢ definida para os arcos com extremidade em 4 ou C, pois, nesses casos, as
retas OA4 e OC sdo paralelas a reta t'. Equivalentemente, a medida, em radianos, dos arcos 44 € AC
sdo da forma kz radianos e sen(kz)=0. Como ndo existe divisdo por zero, a cotangente de
a = kr rad ndo existe.

Pela representacdo geométrica, vé-se que a cotangente € positiva para arcos com extremidade no

1° e no 3° quadrante e negativa no 2° e no 4° quadrante. Da mesma maneira, vé-se que, conforme o

ponto P percorre toda a circunferéncia trigonométrica (exceto nos pontos 4 e C), a cotangente do
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T , . . . .
arco AP assume todos os numeros reais. Isso significa que para todo r e (—oo, +oo) , €xiste um arco

AP, tal que cotg@z r.

do arco complementar.

T . T
cotg o :tg(z—aj, pois tg(z—aj =

Exercicios

1)

2)

3)
4)
5)
6)
7)
8)

9)

Calcule o valor de:

sen(%—a) _cos a

a) y=tg 30°-1g 60° —1g 45°

T T T
b) y=tg —-ig —1g —

6 4
Calcule:
S
tg— b
a) 1g 5 )

3

o2
&%

Determine @ € R tal que tg a =1.

Determine @ € R tal que cotg a=-1.
Determine a € R tal que cotg a <-1.

Determine @ € R tal que tg o >+/3 .

cos(%—a) a sen o

Determine o €[0,27] tal que —1< 1g a <1.

Determine o, em

cosasé etga>l1.

radianos,

que

satisfaca

=cotg o ,para a #kmn

simultaneamente

as

Obs.: A denominagdo “co” vem de complementar. Assim, a cotangente de um arco ¢ a tangente

Se « ¢ a medida de um arco em radianos, entdo (£-«) ¢ a medida do arco complementar, logo

desigualdades

Mostre que o perimetro de um poligono regular de » lados circunscrito a circunferéncia de raio

réigual a 2rn~tg(£j.

n
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10) Mostre que o perimetro p de um poligono regular inscrito na circunferéncia de raio r é igual a
T
sen(%)
T,
7

Quando n, (neN), for muito grande, a medida do angulo 0=""se aproxima de que
n

p =2rn-sen (Zj . Mostre que p pode ser expresso por p = 2zr
n

, 3 , . _sen(7))
numero? Entéo, para que numero se aproxima o valor do quociente ——21— ?
T
n

11) Na circunferéncia da figura OA=1, AB=6 e AP'=4. A reta PB intersecta o eixo x em C.

Expresse a distancia AC em funcéo do angulo 4.

A(1,0)

8.4 Secante e Cossecante

Secante

Na circunferéncia trigonométrica tome o ponto P, extremidade de um arco AP com origem em

A(1,0) e seja AP a medida algébrica desse arco.

Para P distinto dos pontos B(0,1) e D(0,-1) definimos a secante do arco AP como sendo o

, 1
numero =
cos AP
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1

Notacao: sec AP= —_—.
cos AP

Seja a=14P, logo seca = .
coSa

Variacao da secante

Relembrando que no Volume 1 foi provado que

1_1 1_1
O<a$b:>—2; e asb<0:>—23, entdo temos: Como —l1<cosa<l, VaeR, entdo para
a a

21 ou <-1, para a#AB e

coSa cosa

cosa #0, temos O<cosa<lou —-1<cosa<0. Logo,

a#AD.
Assim, seca =1 ou seca < -1, Va¢%+k7r, keZ.

Da mesma forma que a tangente e a cotangente, a secante pode ser interpretada como a medida
algébrica de um segmento de reta.
Tragando a reta s, tangente a circunferéncia no ponto P, obtemos o ponto S de interse¢do com o
eixo X.
w Os triangulos retangulos OPQ ¢ OPS sdo semelhantes.

(07)_n(o5)

5L =t o LMo ) o
N cosa m(OQ) m(OQ) m(OP)
.

T
/() QO J4 e . - . . n
\ B B pois m(OP) =1(Raio da circunferéncia).

Se P esta no 1° ou no 4° quadrante, temos

m(O_Q)=O_Q>O e m(ﬁ)=ﬁ>0.

Se P esta no 2° ou no 3° quadrante, temos m(O_Q) =-00<0 ¢ m(ﬁ) =-0S<0.

De qualquer forma, m(ﬁ) = (:)_Q) = colsa =seca.
m
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Observe que, conforme P percorre a circunferéncia, o ponto S percorre o eixo X na regido

externa a circunferéncia e, portanto, m(ﬁ) percorre o conjunto (—oo,—1]U[1,+e0).

Dessa maneira, conclui-se novamente que seca 21 ou seca <-1.

cosa
cosa cosa

! \ \ Eixo X (cdpia da reta real)

Cossecante

Na circunferéncia trigonométrica tome o ponto P, extremidade de um arco com origem em 4(1,0),

e seja AP a medida algébrica desse arco.
. . . /\ 7’
Para P distinto de A(I,O) ede C (—1,0) , definimos a cossecante do arco AP como sendo o nimero
1 - — 1
———. Notacdo: cossec AP =——.
sen AP sen AP
o o N
Observe que para P coincidindo com 4 ou com C teremos sen AP=0. Consequentemente, ndo
seria possivel a divisdo por zero, razdo pela qual, na defini¢do anterior, sdo excluidos os arcos
com origem em 4 ¢ a outra extremidade sobre 4 ou C.
. . ~ /-\ ~

Da mesma forma, como vimos na variagdo da secante, se & = AP, entdo -1< sen a <1 e, por

conseguinte, cossec @ >1 ou cossec a<-1, Vazkr, kel.
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Uma interpretagcao geométrica para os valores da cossecante

Seja P um ponto da circunferéncia trigonométrica e s' a reta tangente a circunferéncia no ponto P.

Denotamos por S' o ponto de intersecdo da reta s' com o eixo Y.

4 Em qualquer quadrante que esteja o ponto P,
S. - A 1 ~
os triangulos POR e OPS' sdo semelhantes.
R P Logo, 2P -5 E como OP=1 (raio da
a OR OFP
o . A - — 1
. circunferéncia), temos OS'=—.
0] A OR
cossec AP = 1A = 1_

senAP m(OR)

Se P esta no 1° ou no 2° quadrante, m(ﬁ) -OR>0 e m(@) -0S'>0.

5 Logo, cossec AP =—=0S'=m/(OS').

1
OR
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Se P esta no 3° ou no 4° quadrante, m(ﬁ) - _OR<0 e m(@) -_0S'<0.

Logo, cossec AP = L_
-OR

Consequentemente, cossec AP = m(@) (medida algébrica do segmento OS').

Eixo

Y (copia da reta real)

COSSEC a

—cSena

cossec a
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Exercicios

1) Calcule:
. i 2r 57
a) sec225 b) cossec 330 c) sec? d) cossecF

2) Determine « e R, tal que:
a) seca =+2
b) cosseca+2=0

Cc) sec’a=2
d) cossec’ a :%

3) Determine as solugdes « das inequagdes, sabendo que 0 rad <o <2z rad :
a) seca>2
b) seca <2

C) cosseca <+/2

8.5 Relagoes trigonométricas fundamentais

Seja @ € R a medida em radiano do arco AP.

Em resumo, temos as relacbes

® sen‘a+cos’a=1; VaeR
sen
@ tga= a’ para a;t(%+kﬂ), keZ
cosa
cos
® cotg a= 2 para a #kz, keZ
sen a
@ secazﬁ, para a #(5+kz), keZ
cosa
® cosseca = para a #kz, keZ

sen o
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Da relacdo @ podemos deduzir outras, também muito Uteis para o calculo diferencial e integral.
Para a #Z+kz, keZ, podemos dividir por cos?« 0s dois membros da relacdo fundamental

sen’a +cos’ a =1 e obter

sen‘a  cos’a 1
7+ 2 2
cos’a cosla cos’a

s tgla+l=sec’ a.

Para a # kz, k €Z, dividimos a relagio fundamental sen’a +cos’ a2 =1 por sen’a e obtemos

sen‘a  cos® o 1
ot 2 2
sen’a  sen‘a  sena

< cotg’a +1=cossec? o . Assim, completamos nossa lista de relagdes

trigonométricas com

® tg’a +1=sec’ a, para a #(%+kz), keZ
@ cotg®a +1 = cossec’ a, para a =kz, keZ
1 V4
cotg o =——, para azk-=, keZ
tga 2

8.6 Exercicios

1) Sabendo que sen a = 3 e que « é amedida de um arco do 3° quadrante, calcule cotg « .
2) Setg a=+/15 e Orad <a<%rad,calcu|e sen « .
3) Sabendo que 4sen’a—cos’a =3 e %rad <a<rrad, calcule sen o e cosa.

4) Sabendo que tg a+seca:%, calcule tg o.

5) Calcule tg «, admitindo que sen’a —3senacosa =2 .
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6)

7)

8)

9)

Determine acR tal que exista « real satisfazendo simultaneamente

2
coOsa=—— etga=+a-2.
a-1

Resolva as equacdes e dé as respostas em graus:

a) cos’a+cosa=0 b) cos’a =1

Resolva as equacdes e inequagdes seguintes, dando as respostas em radianos:
a) sen acos o —sen‘a =cosa —Ssen a
b) to’a=tg «

C) cos’a—sen‘a <1+sen a

d) tg a+cotg @ =2

Mostre que  tg°a —4tg°a.sec’® o +6tgasec’ a —4tg’asec’ a+sec® e =1, para todo

a¢%+k7r, keZ.
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9

Razoes trigonomeétricas
de arcos de medidas simetricas

Sejam P e Q dois pontos sobre a circunferéncia trigonométrica, simétricos em relacéo ao eixo X.

Epo dos sencs Pela congruéncia dos triangulos da figura, vé-
a se que, qualquer que seja o sentido tomado para a
1gAQ medida dos arcos, tem-se:
’ oS A/Q\ _ cos AP
J - > Exodoscossenc o Ka: _sen AP
J 1gAF iq KQ\: _tg o
Eixo das tangentes
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Em particular, se « é a medida do arco AP e —« é a medida do arco AQ, isto é, AP medido no

sentido anti-horario e AQ no sentido horéario, tem-se

Eixo dos senos
A

cos (—a)=cos a
sen (—a)=-sen a

tg (—a)=-tg 2 (=)

» Eixo dos cossenos

Igo

Eixo das tangentes

Exemplo de aplicagao de arcos simétricos

Seja 6 a medida de um arco em radianos.

sen 6?<1'

- T ~
Se —<60<— e #=0, entdo vamos mostrar que cos € <

T . . - N ~ ,
Para 0<8d<= vemos na circunferéncia trigonomeétrica que, se AP =6 , entdo a area do

tridngulo AOP é menor do que a area do setor AOP, que é menor do que a area do triangulo AOT.

e
[)
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Area A AOP < 4reasetor AOP < area A AOT

OA . PQ OA . AT

OA-PQ area setor AOP < oo <Q< 9o
2 2 2 2 2

sen 0 0 1 sen @
,temos 1 < < & C0S 0<

sen & cos O

e dividindo a desigualdade por

<1,

sen9<1.

Portanto, se 0< 6 <% , entdo cos 4 <

<1, mas como sen(—6¢)=-sen &

Se % <0<0 ,entdo 0<-0 <% , logo vale cos(-0) < sen(—ea)

—sen 6 sen 4

e cos(-#) =cos & entdo cos 6 < <ls cos A< <1.

sen @

. ’ T
Assim concluimos que cos 6 < <l se 0<‘ 0 ‘<E ,

sen @
0

Obs.: convidamos o leitor a imaginar o que ocorre com o valor do quociente quando &

se aproxima de zero.
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10

Razoes trigonomeétricas da
soma e da diferenca de dois arcos

Sejam P e Q dois pontos sobre a circunferéncia trigopnométrica. Sejam « a medida do arco AQ e

f a medida do arco AP. Temos, portanto, as coordenadas dos pontos Q(cos «, sen a) e
P(cos B, sen ). A medida do angulo central POQ é (a - ). Mantendo o ponto O fixo e fazendo
uma rotagdo do triangulo POQ até P coincidir com o ponto A temos o tridngulo AOQ’, congruente

ao triangulo POQ, em que Q' tem coordenadas Q’ (cos (a - B), sen (a-p)).

Q IS ) P
0 B \\\ _
QJA(LO) |

».
»
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Logo, A_Q) =PQ, isto é, d (A,Q) ) =d(P,Q) e, usando as coordenadas desses pontos, temos:

\/[l—cos (oz—/i)]2 +[0—sen (oz—ﬁ)]2 :\/(cos a—-cos ) +(sen a—sen B) =
[1-cos (a—ﬂ)]z +[ sen (a—ﬂ)]2= (cos a—cos B)° +(sen a—sen B)’ <

1-2cos (a—p)+cos’ (a—p)+sen’ (a—pB)=cos’a—2cos a cos B+cos’ 3

+sen’a —2sen a sen B+sen’fB < 1-2cos (a—ﬂ)+1:1—2005 o CoS f—2sen a sen f+1<

cos (a—f)=cosa cosf +sen o sen 8

Observando o capitulo anterior, sobre arcos de medidas simétricas, e a expressdo do cosseno da

diferenca, podemos facilmente escrever uma expressdo para o0 cosseno da soma:

cos (a+p)= cos [a—(—ﬂ)]: cosa cos(—pf) + sen a sen(—f)=cosacosf — sen a sen j

Portanto, |cos (a+ﬂ): cosacosf — sen « sen

Lembrando que o cosseno de um angulo €é igual ao seno do seu complementar, isto é,
sen (%—aj: cosa € cos (%—aj: sen E—(%—aﬂ: sen «, podemos escrever expressdes

para o seno da soma e da diferenca de dois arcos da seguinte forma:

sen (a+f)= cos [%—(d+ﬁ)i|= cos H%—aj—ﬁ}: cos(%—ajcosﬂ + sen (%—aj-senﬂz

=sen a cosfB + cosa sen S

sen (a+ )= sen a cosf + sen S cosa

sen (a—p)= sen [a+(-B)]|= sen a cos(-B) + sen (-B) cosa

sen (a—f3)= sen a cosB — sen f§ cosa
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Um outro modo de mostrar a expressdo do seno da diferenca de dois arcos € ver que 0S

triangulos POQ e AOQ’ sdo congruentes, logo possuem areas iguais.

| cose sena .
Ao ==| 0 0 1|==(sen « cos B — sen S cosa)
cosp seng 1
1 1 0 1 1
o0 =3 0 0 =5 sen (a—p)

cos(a—p) sen(a—p) 1

Sendo Auy, = AAOQ) , temos %(sen a cosfB — sen B cosa) =% sen(a—p).

Portanto,

sen(a—f)=sen a cosfB — sen f cosa

Veja uma demonstracdo geométrica para o seno da soma de dois arcos em Revista do Professor

de Matematica, n® 27, paginas 13 e 14.
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Tangente da soma e da diferenca

Para «,f e a+f diferentes de %+ kz, keZ, podemos expressar tg(« +4) em funcdo da tga

_sen(a+f) sen a cosfB+senp cosa
cos(a+/p) cosacosf—sen asen f

e tgp,assim:  tg(a+p)

Como consideramos a,ﬂ#%-ﬁ- kz, keZ, temos cosacosf=0. Dividindo o numerador e o

denominador por cosa cos S, obtemos

sen « cosp . sen [ cosa

tg(a+,8)= Cosacosff  cosacosf _ tg a + g p .
cosacosf senasen B 1-tg a-tg B
COSaxCOSff  CcOoSaCosf3

Assim, tg(a+ﬂ)—M para a,f e (a+p) ¢%+k7r, keZ.

_1—tg a -tgp
_B)= gy 9 t9(S)_tga-tgp tala_po 9@ -tp
t9 (=) =tg[a+( 'B)]_l—tg atg(-p) l+tga g g Logo|tg(e=/) 1+tg a - tg B para

a,pe(a-p) ¢%+k7r, keZ.
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Exemplos:

1) Rotacdo de 90° no sentido anti-horéario de um ponto A(x,y) do plano cartesiano.

Seja A(x,y) um ponto qualquer dado. Denotamos por A’(a,b) o ponto obtido pela rotagdo

de 90° no sentido anti-horario do ponto A(x,y).

Sendo r=d(0,A), temos x=rcosa € Yy =ISen a.
Como d(0,A") = d(0,A) = r temos a=rcos(a+90") e

b=r sen(a+90°).

0 \ » Logo, a= r[cos a c0s90" — sen a sen 90‘1 =r(-sen a)

=-rsena=-y e

b=r sen(a+90°): r[sen o c0s90° +sen 90° COSan rcosa = X

Concluséo: Sendo A um ponto de coordenadas (x,y), o ponto A’ obtido pela rotagdo de 90° no

sentido anti-horario possui coordenadas (-y,x).
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2) Como obter os valores de:
a) sen15°
b) sen12°
c) sen3°
d) sen 255°

&
4
NS
i
5

sen 15°= sen(45°-30°) = sen 45°cos30° — sen 30° cos45°:7-———-

1410425 V5-1 V3 _10+25+43-415

sen 12°= sen(30°-18°) = sen30° c0s18°—sen18°cos 30°= =
2 4 4 2 8

sen 3°= sen(15°-12°) = sen 15°c0s12° — sen 12°cos15°=...

Esse exemplo tem como objetivo mostrar que, mesmo para muitos dngulos ndo notaveis, é
possivel calcular seno e cosseno com exatiddo e sem usar artificios de “medi¢bes” manuais

de lados de triangulos retangulos.

3) Resolver a equacao

J3sen o - cosa =1

x . A . . senz
Resolucdo: observe que /3 é a tangente de um angulo notavel. Isto é: x@=tg§=—f.
cos 7%
Assim, temos a seguinte equivaléncia:
sen 7 Vid T b4
J3sen @ — cosa =1 =—22.sen o —CcoSar =1<> sen—-sen @ —COS—-COS @ = COS— <>
COS 7 3 3 3

T v T V4 -1
COS—-C0S a —Sen— Sen a = —C0S— <> cos(a +—) =— .
3 3 3 3 2
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Logo a+£=2—”+2k7r ou a+£=4—”+2k7r .
3 3 3 3

Portanto S:{aeR; a:%+2k7r ou a=rx+2kr; keZ} .

4) Sendo ABC um triangulo ndo retangulo, provemos que tgA+tgB +tgC = tgA-tgB -tgC .

De fato:

A+B+C =180, logo A+B=180"-C e tg(A+é)= tg(180°—é)=—tg ¢

A ~ . tgA+tg B R R . R .
-tgC=tg(A+B)]=—————=<-tgC (1-tgA - tgB)=tgA + tigB
g C=tg(A+B) wAgE" ™ (1-tgA - tgB)=tg A + tg

Assim:

tgC+tgA-tgB -tgC =tgA + tg B

Isso acarretaque tg A - tgB -tgC =tgA +tgB +tg C
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Razoes trigonomeétricas
do arco duplo e do arco metade

Arco duplo

sen(2a)=sen(a+a)=sen a cosa + sen a cosa . Portanto, ‘Sen 200=25€N o COS(Z|

cos(2a)=cos(a+a)=cosacosa — sen a sen o . Portanto, |cos 2a = cos? o —sen‘a ‘

lga+tga 20«
1-tgatg a 1-tg’a

Sejam a¢%+k7ﬂ e a¢%+k7z, keZ,tem-se tg(2a)=tg(a+a)

2t

Portanto, |tg2a = >
1-19°x

para o = Z+kz e azZ X ven.
2 4 2

Observacéo
Sabemos agora que cos 2 =cos’a—sen‘a V aeR e 1=cos’a+sena V a eR. Nessas duas

1+ cos(2a)
2

igualdades, se somamos membro a membro obtemos cos’a = VaeR e se

1-cos(2a)

subtraimos obtemos sen’« = VaekR .
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Arco metade

a « a a a o , )
COSa =C0S| —+— |=C0S—COS——Ssen—-Ssen—=CoSs™ ——sen” —
2 2 2 2 2

. (04 a
Assim, podemos escrever |cos a = cos’ > sen? > O}

Sabemos também que [1= cosz%+sen2% @

Somando membro a membro as igualdades @ e @, temos:

2 ,a 1+cosa
1+cosa = 2c0s° — => CcoS E:T

Extraindo a raiz quadrada, obtemos:

\/ ) a \/1+COSa [ 1+cosa
cos’ = =, [ == = =
2 2 2

a
COS—

2

Subtraindo membro a membro as igualdades ® e @, temos:

_ / 1-cosa
2

sen & + 1-cosa 1—COS
Para o # m+2kz, keZ temostgs=""2-"N_2 _ 4
2 cosy + /chom 1+cosa

a
sen—
2

(04
1-cosa = 2sen® 5 =

Observe que os sinais “+” ou “~", que devem ser utilizados quando ndo se estiver usando o valor

. . . . o
absoluto nas formulas anteriores, dependem do quadrante em que estiver o arco de medida bR
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Exemplos:

1) Dada a figura abaixo, calculemos sen « .

Como o tridngulo é isdsceles de base gr e, portanto, maior
que o lado de medida r, logo 60°<a <180°. Portanto,
30°<%<90° , isto &, % é a medida de um arco do 1°

guadrante.

Comosen a = 25en%~cos%,

e

3

a Zr

sen—=-—"—=
2 r

Nlow

cos? 1 sen? % =1, temos: | cosZ| =, [1-sen*Z = i =£
2 2 2 2 16 4
e sendo £ do 1° quadrante, temos cos? YT
2 2 4
Assim, sen a = Eﬁzﬂ Isto é: sen a:ﬂ.
4 4 8 8
2) Calculemos tg% com base nos dados da figura.
B
[#4
I_._

A 0 C  F0-86-1e Bo-L
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Solucdes:

1° modo: Sendo « angulo agudo e sen a:?, temos cow:\E. Sabendo que

— 1_
g% -+ 1-cosa («c1° quadrante), temos tg— =+
2 1+cosa 2 1+

tg%=«/§—ﬁ.

- */\g;ﬁ:\@—\/i, isto &,

SS|sls

2° modo: Como o triangulo AOB ¢ isésceles, temos A=B e AO =0B=1. Como AOB=180°—¢ €

A+B+AOB=180° , concluimos que 2A+180°—«=180° e, portanto, A=2. No triangulo

2
retingulo BOC, sendo OB =1, temos sen a:ﬁ:? e cosa=0C. Portanto, no tridngulo
RC 3
A ~ BC sen 3 1
retangulo ABC temos tgA=—=tg % = ¥ _ 3 . =/3-2 .
AC 2 l+cosa 1+% J3+42

3) Podemos expressar 0 seno, 0 cosseno e a tangente de um arco de medida « em fungdo de
uma mesma variavel relacionada com o arco metade.

a  a , , o 2sen$cos 4
Sabendo que sen a:ZSenEcosE e que sen — +cos Ezl, temos sen ¢ = ——————

2 2 '
sen” £ +co0s” £

Dividindo o numerador e o denominador por cos? % para o # 7 +2kz; keZ,temos

2sen%

2
cos?/ 2tg ¢
Sen a = czosaé = gzza = 2t2,emque t=tg’< e a #z+2Kz,
sen23+l 1+tg 5 1+t
COSE
2a 2 a 2 g 2
COS” 4 —sen” & 1-tg® < 1—t
cosa = cos’<-sen’< = 2 z sz _ :
Cos” 4 +sen” & 1+t9° % 1+t
t 29y, 2t
ga = —=—
1-t9°¢ 1-t
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4) Resolver em R a equagdo sen o +cosa =+/2 .

Solugao:
Podemos elevar ao quadrado os dois membros da equagdo, mas sabemos, neste caso, que nao

obteremos uma equacao equivalente a equagdo dada inicialmente e que portanto, das solucdes que
encontraremos, algumas poderdo nio ser solugdes da equagdo dada. Isto é, a=bh= a’> =b>, mas a

reciproca pode ndo valer para quaisquer niimeros reais a € b .

P 2
sen O!+COSC¥=\/§2(S€I1 0{+COSCZ) Z(\/E) = sen2a+2sen C{'COSQ+00820[:23

1+2sen o cosa=2 = l+sen2a =2 = sen2a=1 = 2a:%+2k7r, kel =
= a="rtknr, kel.
4
No entanto, se k£ for um niimero inteiro impar, temos que o = %+k7r ,com k=+1, £3, £5,...

ndo sdo solugdes da equacio sen a +cosa =~/2, pois sen a +cos a =

#4.% =-/2. Agora, se

V2

k for par, teremos sen a+cos a = —+% = \/5 .
Portanto, o conjunto solucao ¢

S:{aeR; a=%+kﬁ; parakumnumeropar}={ae]R; a:%+2n7r, neZ}

Obs.: Uma outra maneira de resolver a equacdo dada no exemplo 4, sem necessidade de analisar
quais solu¢des encontradas sdo de fato todas as solucdes da equacdo, é usar as expressoes

chamadas “transformacao em produto”, que apresentaremos no capitulo 13.
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Exerciclos

1) Seja « um angulo agudo de um triangulo retangulo. Se sen*2«a = 2cos2« , entdo calcule o seno

do outro angulo agudo deste triangulo.

2) No plano cartesiano, girando 45° o segmento AO no sentido anti-horério, o ponto A percorre

uma trajetoria curvilinea AA'. Se o ponto A tem coordenadas (4, 3), determine as coordenadas

do ponto A' e o comprimento da trajetoria percorrida pelo A apos esse giro.

3) No setor circular de raio R e &ngulo « , mostre que o raio da circunferéncia inscrita é

sen(%)
1+sen(s)

4) Determine a medida do menor angulo de um triangulo retangulo que tem hipotenusa medindo 1

J6

e perimetro 1+7.
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5) Prove que cos (3a)=4cos’a—3cosa e sen (3a)=-4sen’a +3sena .

6) (OCM) Um pedestre, situado a 25m de um edificio, o visualiza sob um certo angulo. Em
seguida, ele se afasta mais 50m do edificio e nota que, ao assim fazer, o novo angulo de

visualizacdo é exatamente a metade do anterior. Calcule a altura do edificio.
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Transformacoes

13.1 Transformag¢ao em produto

Somas ou diferencas de senos, cossenos e tangentes podem ser transformadas em produtos.

Essas transformagoes, também chamadas de fatoragdes, sdo muito uteis nas resolugdes de equagdes

trigonométricas.

{

Assim, A) pode ser escrita |sen p+sen q = 2sen(p ; qjcos (%) .

a+pf=p
a-pf=gq 2

No Capitulo 10, mostramos as seguintes igualdades:

1) sen(a+ B)=sen a cos B + sen B cosa

sen a cos S — sen [f cosa

cos a cosfB — sen o sen f

(a+p)
2) sen(a - )
3) cos(a+ )
(a=8)

4) cos(a—pB)=cos a cos B + sen a sen fB

Somando membro a membro as igualdades 1) e 2) obtemos a igualdade

A) sen(a+p)+sen(a—ff)=2sen a cosff. Chamando a+f=p e a—pf=q, temos o sistema

, que implica o =
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Subtraindo membro a membro as igualdades 1) e 2) obtemos

sen(a + f3)—sen(a— ) =2sen f cosa , € usando a troca de variaveis a+f=p e a-f=q chega-se

senp — senq=25en(%j.cos(l3;q) '

o))

Analogamente, somando ou subtraindo membro a membro as equacdes 3) e 4) temos as

igualdades
B) cos(a+B)+cos(a—pB)=2cosa cosp
C) cos(a+pB)—cos(a—f)=—2sen a sen S

e usando a mesma troca de variaveis a+f=p e a—f =0 chega-se as equagoes

cos p+cosq=2cos[%)cos[%) e |cos p—cosq:—ZSen(p;q)sen(p;qj :

No caso da tangente, para P e ( diferentes de %Jr kz, keZ,temos

senp+senq _sen pcosq+senqcosp_sen(p+Q) .

t t = R
gp+14 cosp cosq COS p-€osq COS p-C€oS(q
sen(p+q)
tgp +tgq = ——~|,
9p + 194 COS p-C€os(q
sen(p—-q)

Analogamente, [ tgp - tg q =

cos p-cosq |

Vamos resolver novamente a equagio sen a + cosa =~/2 , agora utilizando a transformagao em

produto:

a+(5-a a-
sen a + Cosa =2 < sen a + sen[%—a]:ﬁcﬂsen[ (é )]~cos|: (

T VA \/E T VA
2sen —-cos|la—— | = /2 2-—-cos| a—— |=+/2 cos|a—— |=1
. (a 4] 2 e 2 (a 4j NFEP (a 4]
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Assim, a equagio sena +cosa =+2 ¢ equivalente a equagdo cos(a —%J =1. Portanto, elas tém

as mesmas solucdes.
x T ’ . .
Resolvendo a equacdo cos(a _Zj =1, que é mais simples, temos:

A
V4 V1
a—zzzniz, neZ<:>a22+2niz; ner

S:{ae]R; 0!2%4—21’172'; neZ}

» Eixo cossenos

13.2 Transformac¢ao em soma

Assim como as transformagoes de somas em produtos de fungdes trigonométricas sdo tuteis na
resolugdo de equagdes, as transformagdes de produtos em somas ou diferengas sdo também Uteis
em diversas situagdes, por exemplo, no calculo de integrais de fungdes trigonométricas.

Das igualdades A), B) e C) em 13.1, obtemos as equagdes transformadoras de produtos em

somas ou diferencas, a saber:

sen acosﬁ:%[sen(a—ﬁ)+sen(a+,8)]
sen asenf =%[cos(a—ﬂ)—cos(a+ﬂ)]
cos acos[)’:%[cos(a—ﬂ)+cos(a+[)’)]

Observacdo: tomando « = 8 nas duas equacdes anteriores encontramos novamente as formulas

ja conhecidas: sen’a = % e cos’a= —HCOZS(ZO’)
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Exercicios

1) Resolva as equacdes:
a) sen a+sen Sa =2sen 3o
b) sen7a+sen o =C0S 5 —CoS 3

c) sena—sen2a+sen 3o —sen 4o =0
2) Mostre que sen 20° + sen 40° = sen 80°.

3) Mostre que cos 20° + cos 100° + cos 140° = 0.

4) Calcule o valor de cos (YZ—ZJ cos [%) .
5) Seja ABC um triangulo:
a)  Se sen 4A + sen 4B + sen 4C = 0, entdo prove que o tridngulo ABC é retangulo.
b) Se sen3A + sen 3B + sen 3C = 0, entdo prove que o triangulo ABC tem um
angulo interno de 60°.

c) Se sen A:M, entdo prove que o tridngulo ABC é retangulo.

cosB+cosC
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Equacoes trigonométricas

Sejam AP e AQ dois arcos da circunferéncia trigonométrica.

D)
relacdo ao eixo y (eixo dos senos).
Eixoy
rFy
P=0
0 M
0 4(L0)

sen AP = sen AQ seesomente se P e Q coincidemou P e Q sdo simétricos em

Se AP=a ¢ A@ = [ sdo medidas em radianos e
sena = senfB=m(OM), em que m(OM) é a medida

algébrica do segmento OM, temos duas

possibilidades:
1*) P=0Q, logo a=pB+2krx, kelZ;

2% P e Q simétricos em relagdo ao eixo y. Logo,

az(7z—ﬂ)+2k7r, kelZ.
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I) cos AP = cos AQ se e somente se Pe Q coincidem ou P e Q sdo simétricos em

relagdo ao eixo x (eixo dos cossenos).

N 0 A(1,0)

Se AP =« e A@ = B sdo medidas dadas em radianos e

cosa =cos B =m(ON), temos duas possibilidades:
1) P=Q, logo a=p+2kn, keZ;

2%) P e Q simétricos em relagdo ao eixo x. Logo,

a=—F+2kr, kel.

1)  Para P#B(0,1) e P# D(0,-1) temos tg AP = tgA@ se e somente se Pe Q

coincidem ou P e Q sdo simétricos em relacdo a origem O do sistema cartesiano

il
(-}

0 4(,0)

Se AP=0a ¢ AQ =/ emradianose /ga =1gf= m(A_T)
com a,f# %+ kr, ke Z,temos duas possibilidades:

1" P=0Q, logo a=pB+2kn, keZ;

2%) P e Q simétricos em relacdo a origem O. Logo,
a=pB+rx+2kn, kel Observemos que
a=p+2kzr ou a=pB+rx+2kr podem ser expressas

numa unica forma a = f+kx, ke Z. Assim,

tga=tgf s a=pfrkn, kel (a,ﬂ¢%+k7z, ker.
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Exemplo 1

Resolvendo a equagéo sen 3x = senx.

sen 3X = sen X < 3X = X+2kz ou 3X=7w—-X+2kr < Xx=kz ou x:%+k%, k eZ.

S:{XGR;X=kﬂ' ou x=%+k%, keZ}

Exemplo 2

Resolvendo a equagdo tg5x =tg3x :
T T - T
tg5x =tg3x < 5x =3x+kz, com 5x¢5+n;z e 3x¢3+n7r, neZ. Assim, x= kE’ kez, com
as condigdes citadas, nos da como solucbes x = k% com k sendo um numero inteiro par. Portanto,

S={xeR;x=nz,neZ}.

Obs.: As equacdes dos exemplos 1 e 2 podem ser resolvidas também usando a transformacéo

em produto (estudada no capitulo 13).

Exemplo 3
Resolvendo novamente a equaco /3 sen x — cosx = 1.

Dividindo a equacao por 2, temos a equivaléncia:

\/§sen—cosx=1<:>£ sen x—l cosx=£<:> cosZ senx—senfcosx:lasen x—Z :£<:>
2 2 2 6 6 2 6 2
5
<:>x—%=%+2k7z ou x—%=%+2k7r, keZ<:>x=%+2k7r ou x=x+2kz, keZ

SZ{XGR : x:%+2k7z ou X=rx+2Kkr, keZ}
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Exemplo 4
Uma equagdo da forma a sen a + b cose = ¢, em que a, b e ¢ sdo constantes reais, pode ser
resolvida assim:

asena + b cosa c a

= =
Na’ +b* N N

2 2
b
:y,vemosquex2+y2:( a J+[ ]zl.Isso

a b
—_— =X 6 ——
Ja* +b° Nal +b? Jat +b? Ja? +p

mostra que o ponto O, de coordenadas (x,y), pertence a circunferéncia trigonométrica e que,

asen a +b cosa=c < sen o +

b
Ja® +b*

Chamando

portanto, x=c0sA/Q\ e y=sen @ . Chamando a medida do arco A4AQ por f, temos

x=cosfey=senff. Assim, a equagdo asena +bcosa=c ¢ equivalente a equacdo

c . c
cos B.sena + senf3.cos & = ————, que ¢ equivalente a sen(a + ) =

a’+b’ Na’ +b*
Conclusdo: A equagdo asena + b cosa = c ¢ equivalente a uma equagdo da forma

sen(a+B)=d ou cos(a—pB)=d, que é de facil resolugao.

Exercicios

Resolver as equagdes em R:
1) 2sen’x—3senx+1=0
2) 2|sen x|2 +3|sen x| =2
3) cos3x—cosx=0

4) cotgx—sen2x=0

5) sen’x —+/cos’x =0
6) tg 6x = tg 2x

7) tgx +tg2x = tg 3x

8) V3cosx+3 senx =413
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Triangulos quaisquer

15.1 Teorema (Lei dos Cossenos)

Seja ABC um tridngulo qualquer. Se a,b e ¢ s8o as medidas dos lados opostos,

respectivamente, aos veértices A, B e C, entdo valem as igualdades:

a’=b*+c*-2hc cos A
b? =a® +c? —2ac cosB

¢?=a?+b? —2ab cosC

Demonstracao:

Seja ABC um triangulo qualquer.

T~ a

.
&/

11



Coloquemos o triangulo no sistema cartesiano com um vértice qualquer sobre a origem e um

lado sobre 0 eixo X.

C(b cos|A, b sen A )
C

4(0,0) Ble0)”

C(bcos A b senA), B(c,0) e A(0,0)
a’=BC’ =[d(B,C)}2 =(bcos A—c)2 +(bsenA—o)2
a2 = b® cos® A—2bccos A+c? +b?senA

a’ =b? (sen2A+ cos’ A)+c2 —2bccos A

|a2 =b2+cz—2bccosA|

Analogamente, colocando a origem nos Vértices B e C obtemos |b? = a® +¢? —2accosB | e

c? =a? +b? — 2abcosC | respectivamente.
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15.2 Area do tridngulo

1) Calculo da area do triangulo em funcéo de dois lados e do angulo por eles formado.
Seja ABC um tridngulo de lados medindo a, b e ¢. Denotamos por S a sua area. Logo,

_ Base x Altura
——

S

a) Seoangulo Aé agudo, tracemos a altura CH relativa a base AB. Logo, CH é perpendicular

aABESenAzizﬂzhzbsenA.
AC b
C . AB-CH c. A
1 ASSIm,S:AB H:ﬂ:bcsenA
2 2 2
b -\ a
n
D o
A C H B

b) Seoangulo A é obtuso, tracemos a altura CH relativa & base AB. Logo o triangulo AHC é

A ~ CH h ~ A . A A

retingulo e sen(180°-A)==—="=h=bsen (180°-A)=bsen A, pois sen(180°-A)=sen A
AC b

(reducéo ao 1° quadrante).

C o e ;
N~ Assim, s = AB-CH _ch_besenA
| _ 2 2 2
| —— [

h\b T
A T~
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c) Seoangulo 4 éreto, temos que AC ¢ a altura.

(.‘I--H— AR . AC . . y
~_ Logo, s = AB-AC _b-c_be | besend
T — a 2 2 2 2
b T — Pois, sen A=1.
..... (" --H--H-- -HH\---
A i

Concluimos que S:M, em que b e ¢ sdo medidas dos dois lados do angulo 4 do

triangulo ABC. Com raciocinio analogo, temos também que a area S do tridngulo ABC pode ser

ab sen C ac sen B
expressa por S = 5 e S= 3

2) Calculo da area do triangulo em funcao dos lados.

Seja ABC um triangulo de lados medindo a, b e c.

C
o
b
A ¢ B
b sen C
Sua area S pode ser dada por S = %

Vamos agora determinar o valor de sen C em fun¢do das medidas a, b e c.
Pelo teorema dos cossenos, ¢* =b*> +a” —2ab cosC .

2 2 2
a +b” —c A A N A
————— e como sen’C+cos’C=1, temos que sen’C=1-cos’C, e

Assim, cosC =
2ab

2 2 2)?
. A A a +b"—c
substituindo o cos> C temos sen’C :1—[2—1)] .
a
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Escrevendo em produto o segundo membro dessa igualdade, temos

2 2 2 2 2 2
con’C = 1+a +b" —c l_a +b" —c _
2ab 2ab

B 2ab+a’ +b* —¢’ '2ab—a2 -b* +c? B (a+b) -c* 'cz —(a-b) B
2ab 2ab 2ab 2ab

[(a+b)+c]l(a+b)—c)] [c—(a—D)][c+(a—b)] (a+b+c)a+b—c)(b+c—a)(a+c—b)
2ab 2ab - 4a°p’

Denotando por 2p o perimetro do triangulo ABC, escrevemos 2p = a +b+c¢ . Assim temos:
2p-2a=a+b+c-2a=b+c-a
2p-2b=a+b+c-2b=a+c-b

2p—-2c=a+b+c-2c=a+b-c

Voltando na expressdo encontrada para o sen’C, temos

. _2p-(2p-2¢)-(2p—2a)-(2p-2b) _4p(p-a)(p-b)(p—c)

sen’C P e
Portanto, sen é:z\/p(p_a)(p_b)(P_C)
’ ab )
. —
- S:%, e S:a_b. \/p(p )([; )(p ) , concluindo que
a

S=\p(p-a)(p-b)(p-c)|, em que p é o semiperimetro do tridngulo de lados medindo a, b e c.

Obs.: Essa expressao da area em fungdo dos lados também ¢ conhecida como “Formula de Heron”.
A demonstracdo mais antiga dessa formula, de que se tem noticia, foi dada por Heron de
Alexandria (75 d.C.). Heron deu uma prova essencialmente geométrica e evidentemente diferente

da apresentada acima.

Contam os arabes que Arquimedes (287 a 212 a.C.) ja conhecia uma féormula para encontrar a
area do triangulo em funcdo dos lados, no entanto a prova mais antiga de que se tem registro ¢ a

atribuida a Heron.
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15.3 Teorema (Lei dos Senos)

Seja ABC um tridangulo qualquer. Sendo as medidas dos lados opostos aos vértices A, B e C

denotadas respectivamente por a, b e c, entdo vale a relagdo:

a b c

sen A senB sen C

Demonstracao:

ab sen C  acsen B bc sen A

Relembrando que a area S do triangulo 4BC ¢ dada por S =

2 2
~ 2S senC senB senA , a b ¢ abc
Entdo, temos — = = = e concluimos que ~ = ~ = ~=—
abc c b a send senB senC 28

Obs.: Relembramos nossa convencdo de que os lados de medidas a, b e ¢ sdo opostos

respectivamente aos vértices 4, B ¢ C do triangulo ABC.

Exemplo 1
Vamos provar que, em um tridngulo qualquer ABC, o didmetro da circunferéncia circunscrita a
esse tridngulo ¢ igual a razdo da medida de qualquer lado pelo seno do angulo oposto a esse lado,

. , a b c
istoé, d=2r= = — = —.
sen A sen B sen C

Seja ABC um triangulo ¢ A a circunferéncia de raio r a ele circunscrita. Sendo BD uma
diagonal, tem-se que o tridngulo BCD ¢é retangulo em C e D=4, pois a corda BC é vista sob os

angulos AdeD.

116



A Portanto, no tridngulo BCD, temos:

D D o
sen D=2
BD
\ E como A=D, temos: BD = £°. e 2r =2
(o} sen A sen A
B Pela. Lei dos  Senos, concluimos  que

a b c

2r= — = — = i
sen A senB senC

Exemplo 2

Num triangulo ABC de lados opostos aos vértices A, B e C, medindo respectivamente a, b e c,

a+b senA +senB a+c senA +senC e b+c senB +senC

mostre que - , ~ ~
c sen C b sen B a sen A
. a b c , a c
De fato: Pela lei dos senos, temos que ~ = ~ = ~. Isto é: ~ = ~ e
sen A sen B sen C sen A sen C
b c A 3
~ = ~, de onde vem: a:csenﬁa‘ebzcsenp.
sen B sen C sen C sen C
A 3 A 3 a+b  senA + senB
Logo, a+b=csenAA+C5enAB —c.| N A+an B e, portanto, = =
sen C sen C sen C C sen C

De modo analogo se concluem as outras duas igualdades.
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Exemplo 3 — Calculo da distancia entre dois pontos inacessiveis

Uma pessoa na praia de Setiba, em Guarapari-ES, avista duas ilhas a uma longa distancia,
a llha Descalvada P e a Ilha Rasa Q. Como calcular a distancia entre essas ilhas sem fazer a

medida direta?

ILHA P ILHA Q
MAR
,PESOA

Solucéo: Escolha dois pontos na praia, A e B, de onde possa avistar as ilhas e mega a distancia AB.

Com um instrumento de medir angulos (teodolito, transferidor, etc.), meca os angulos «,, «,, A,

e f, indicados na seguinte figura.

Queremos obter a distancia de P até Q.

No tridngulo PAQ da figura é conhecida a medida «, do angulo PAQ. Se obtivermos as

medidas AP e AQ, usaremos a Lei dos Cossenos para obter a medida PQ .

Assim, |PQ° =EZ+A_Q2—2E~A_Q~005011 (%)
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Calculo de AP
Considere o triangulo ABP. Assim, y, + (e, +a, )+ 8, =180°, que permite conhecer a medida y,:

V= 180"—(0:1 +a, +,Bz)

AP _ AB _ |ap_7np.3/4
sen y, Sen y;

Usando a Lei dos Senos, temos
sen S,

Calculo de AQ

Considere o triangulo ABQ. Logo, a, +(f,+ f,)+7, =180°. Portanto, y, sera conhecido:

7, =180°—(B,+ B, +at,)

A Q
e | Usando a Lei dos Senos, temos
'; AQ AB — — sen(B +
S A % [ag_pg (At
{ Bl+ﬁzn"’ Sen(ﬂl+ﬂ2) Sen y, sen Vs
)0 7
B

Conclusdo: Substituindo os valores AP e AQ na equacio () obtemos o valor de PQ, que é a

distancia entre as ilhas.
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Exemplo 4 — Calculo da altura de um ponto inacessivel
Considere uma pessoa na praia de Pilma que avista o cume do Monte H e deseja calcular a

altura daquela montanha.

Solucéo:
Seja A o ponto onde estd a pessoa num local plano. Com o auxilio de um instrumento, mega o

angulo «, como na figura. Recue até o ponto B de modo que esse esteja no plano determinado pelo
tridngulo hipotético AOH. Meca a distancia AB e o angulo 3.
Da figuratemos:  AB=a (medida conhecida)
OA=x (medida desconhecida)

OH = h (medida desconhecida)

a,f (medidas conhecidas)

Como os tridngulos AOH e BOH séo retangulos, temos

OH h
t a:=:—:>h:Xt a
9 OA X g
OH h
tg f=———=——=h=(x+a)t
s OA+AB X+a ( )g,B

Portanto:

a-tg g

xtga=(x+a)tg f=>xtga=x-tgf +a-tg f=>x(lga —tg f)=a-tg f = x=—-"—
tga —tgp

h:a.w

Sendo h=x-tg «, chegamos a :
tga —tgp
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Exemplo 5 — Calculo da altura de um ponto inacessivel
Uma pessoa entre as montanhas de Domingos Martins, Espirito Santo, avista 0 cume de uma

montanha e deseja calcular a sua altura em relacéo ao nivel de seus pés.

Solucgéo:

Observe que ndo ha um plano horizontal, como no exemplo 4, no qual a pessoa possa medir
uma distancia AB. Mesmo assim, marque um ponto acessivel B, como na figura. Calcule a distancia

AB e meca os angulos «a, S e 7.

O angulo 4 é calculado sabendo que y+ 4+ 4 =180°. Logo,

2=180°—(y + )

O triangulo ACH é retangulo, logo sen « :2:5 e a altura procurada é HC = AC-sen «, mas

sera possivel encontrar AC usando a Lei dos Senos no triangulo ABC.

AB  AC
sen A seny
Assim, AC - AB-seny
sen A
E, finalmente, a altura procurada é
mzm. sen a-sen y
sen A
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Exercicios

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Duplicando dois lados de um tridngulo e mantendo fixo o &ngulo entre eles, qual a relagao

entre as reas dos dois triangulos?

Calcule o seno do angulo formado por duas diagonais de um cubo.

Numa circunferéncia de raio 1, considere um angulo central POQ de medida « radianos,

0<a <7.Determine, em funcdo de « , a area da regido limitada pelo arco e pela corda PQ.

Seja um triangulo retangulo de lados medindo a, b e c. Externamente a esse triangulo,
sobre cada um dos seus lados, constroi-se um quadrado. Determine, em funcéo de a, b e c,

as medidas dos lados do tridngulo cujos vértices sdo os centros dos quadrados.

Prove a proposicédo (Lei das Tangentes):

Seja ABC um triangulo ndo retangulo e ndo isosceles. Se a, b e ¢ sdo as medidas dos lados
opostos, respectivamente, aos vértices A, B e C, entdo valem as igualdades

a+b tg(AEB) a+c _tg(%) o bre_ tg(BZC)
a-b tg(&2)" a-c tg(A¢)  b-c tg(8<)’

Resolva o exercicio 4 da secéo 4.1, igualando a area do triangulo ABC com a soma das

areas dos triangulos obtidos pela bissetriz do angulo A.

A declividade de uma reta, quando vista através do angulo que ela forma com o eixo x do

plano cartesiano, € chamada também de coeficiente angular.

Se f:R—>R éafuncdoafim f(x)=ax+b , entdo mostre que:

Yo=Y

a) a= emque P(x,Y,) e P,(X,,Y,) sdo dois pontos quaisquer do gréfico de f ;

, -
b) a=tg & em que & é o angulo formado pelo eixo x com o grafico de f (6 medido no
sentido positivo).
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8) (Condicao de perpendicularismo de duas retas no plano cartesiano).
Mostre que duas retas, ndo verticais, sdo perpendiculares se ¢ somente se o produto de suas

declividades ¢ igual a -1 .

9) Use o exercicio 8 acima para dar uma demonstragao da reciproca do Teorema de Pitagoras.

—2 —2 —=2
"Se ABC é um triangulo tal que AB = AC +BC , entdo o tridangulo ABC é retdngulo.”

10) Use a Lei dos Cossenos para dar outra demonstracao da reciproca do Teorema de Pitagoras.
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FUNGOES
TRIGONOMETRICAS






Nesta parte do livro, iniciaremos o estudo das razdes trigonometricas do ponto de vista do conceito de
Funcdo. Chama-se funcédo toda correspondéncia que associa cada valor da varidvel x de um conjunto X
um Unico valor da varidvel y num conjunto Y. Se a cada nimero real x, que é a medida de um arco AP,

associamos 0 nimero real sen x , estamos, assim, definindo uma funcéo que denominaremos fungéo seno.

16

Representacao dos niumeros reais
na circunferéncia trigonomeétrica

A cada numero real x corresponde um ponto P na circunferéncia trigonométrica, tal que a
medida do arco AP seja x radianos. Como a circunferéncia trigonométrica possui raio igual a 1
unidade, o ponto dessa circunferéncia correspondente ao nimero 1 é a extremidade do arco de
medida 1 radiano.

Geometricamente, € como sSe estivéssemos enrolando a reta real na circunferéncia
trigonométrica. No sentido anti-horario encontram-se 0s pontos correspondentes aos nUmeros reais

positivos e no sentido horario aos negativos.
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12 Dessa forma, se a um ponto P da circunferéncia
/ 1y trigonométrica associamos um nimero real « , entdo todos
0S numeros reais Xx=a+2kz, keZ, serdo representados
pelo mesmo ponto P.

Isso significa que o arco AP tem comprimento
x=a+2kz, keZ, e intuitivamente o arco inicia em A,

da k voltas na circunferéncia e termina no ponto P .

A ideia geométrica intuitiva de enrolar a reta real orientada na circunferéncia
trigonométrica S' pode ser expressa formalmente pela funcdo de Euler E:R —S', que
consiste em associar cada nimero real x, o ponto P sobre S' de modo que o arco AP tenha
comprimento igual a x, em que A=(10). Se x>0, entdo o arco de A até P é percorrido no

sentido anti-horério, chamado sentido positivo, e se X<0, o arco AP é percorrido no sentido

horério a partir do ponto A e chamado de sentido negativo.

e
‘\
L'\\

E(x)=P quando AP=X

A(1,0)

o
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Dessa maneira, enquanto x percorre na reta real um intervalo de comprimento ¢, a imagem E(x)
da funcdo de Euler percorre um arco de mesmo comprimento ¢. Veja na figura que E(0)=A,

E(2kz)=A e, de modo geral, E(x+2kz)=E(x) VkeZ e XeR.

Exercicio 1

1) Localize aproximadamente na circunferéncia trigonométrica as extremidades P dos arcos
AP associados pela funcéo de Euler aos numeros reais:

a —2 b 2 ¢) 5 d -6 e 997 ) 337” g) 20
Exercicio 2

Dé a expresséo geral dos nimeros reais associados as medidas dos arcos AP quando P é qualquer
vértice do quadrilatero ABCD da figura.

' N kﬂ'
B A_E(7j para k =0,4,8,12,...
kz
B=E > para k =1,5,9,13,...
o 0 A(L0 >
*0) C:E(%j para k =2,6,10,14, ...
kz
D D=E > para k =3,7,11,15,...
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Exercicio 3
Considere um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia trigonométrica.

Se x, € um numero real associado a um
L P vértice P,, isto é, E(x,)=P,, entdo escreva a

expressao geral dos numeros reais associados

aos Vvértices desse poligono.
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A funcao seno

A funcdo f:R — R € assim definida: Para cada nimero real x, podemos associar um ponto P
na circunferéncia trigonométrica tal que a medida do arco AP seja x. Definimos f (x) como sendo

0 numero real correspondente a projecdo vertical de P sobre o eixo vertical do sistema de
coordenadas cartesianas, também conhecido como ordenada do ponto P.

Este namero real f(x) é denominado sen x.

Iy sen x

v

0
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Observe que —1< f(x)<1, qualquer que seja Xe R .
Afuncio f:R— R, definidapor f(x)=sen x, é chamada de fungéo seno.
X > sen X Dom(f)=R
contradominio=R
Im(f)=[-11]

Gr(f)={(x, senx); xeR}

Para representar o Gr( f) no plano cartesiano seria necessario, em principio, conhecer todos os
pares ordenados (x, senx). No entanto, com o conhecimento de alguns desses pontos e de

propriedades dessa funcéo, esbocaremos uma figura para o grafico.

17.1 Propriedades e grafico

Propriedade 1. A fungéio seno é impar

Com efeito, seja f(x)=senx.

Paratodo X € R, temos

f (—x)=sen(—-x)=sen(0—-x)=sen 0 - cosx—sen x - cos0=—-sen x=—f (x)

Assim, f € funcéo impar. Portanto, Gr(f), representado no plano cartesiano, € simétrico em

relacdo a origem O.
Definicdo:  Uma funcdo f :R— R € periodica se existe um namero real p =0

tal que f(x+p)=f(x) para todo XxeR. O menor p>0 que satisfaz a equacéo é

chamado de periodo da funcéo.
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Propriedade 2. A fungao seno é periddica de periodo p =27

Com efeito, seja f(x)=sen x.
Pergunta-se: Existe peR’ talque f(x+p)=/(x) VxeR?

Responder essa pergunta ¢ equivalente a responder se a equagdo f(x+ p)= f(x), cuja incognita
¢ p, tem solucao independente dos valores de x. Para tal, basta resolver a equagao:

sen (x+p):sen x, VxeR

Resolvendo-a:

sen (x+p)—senx=0 VxeR < 2 sen {%} . cos{%}zO@

2 sen % . cos(x+§) =0, VxeR < sen gz 0, pois cos(x+§j # 0 para muitos valores de x.
P _ p_, . —
sen 5" 0 <:>E—k7r, keZ < p=2kr, kel
Logo, o conjunto solucao da equacao é:

S = {p eR";p=2krx, ke Z*} = {...,—47{,—27[, 27[,47[,...}

Obs.: A equagdo sen (x+p)=senx, VxeR pode ser resolvida geometricamente como no

capitulo 14, sobre equagdes trigonométricas.

Resposta: O conjunto dos numeros reais p tais que f(x+ p)= f(x) podem ser expressos por

p=2kr, kel Disso se conclui que a fungdo f(x)=sen x ¢ periodica. O menor numero positivo

solugdo da equagdo ¢ p=2r. Portanto, o periodo é 27 .

133



Esboco do grafico da fungdo f (x)=sen x.

Sabemos que

f € uma funcéo impar, logo o Gr( f) € simétrico em relacdo a origem.
. f é periddica de periodo 27 .

Na circunferéncia trigonométrica, arcos AP cujos pontos P sdo simétricos

em relagdo ao eixo y possuem senos iguais e, portanto, no intervalo [0,z], o grafico

da funcéo seno é simétrico em relacéo ao eixo x = %

A
B(0,1)
1
” - 0
) R
0 A(L0)
D(-1)

Com essas informacgdes e conhecendo o seno de alguns arcos do 1° quadrante, podemos esbocar
0 seguinte grafico.

ty
f(0)=sen0=0
f(%): sen%z% _____________ T y =sen x

f(%):sen%:ﬁ4 EE::_:_: i "
()= Dt A L7
f(%)zse”n2=1 Sl ittt

Observe que a representacdo geométrica das imagens f(x) no eixo y do Gr(f) sdo idénticas

nos valores sen x representados nesse eixo quando olhados na circunferéncia trigonométrica.
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18

A funcao cosseno

Com raciocinio completamente analogo, definimos a fungdo cosseno g:R— R que associa a

cada x€R 3 abscissa do ponto P da circunferéncia trigonométrica, cujo arco AP tem medida x.

f | \ \
N
N 1

4| cosx 0 1A(1,0)

Assim, a fungdo g:R— R expressa por g(x)=cosx é denominada fungdo cosseno.

x> g(x)=cosx

Observe que, sendo P um ponto da circunferéncia unitaria, temos que as abscissas, assim como

as ordenadas de P, pertencem ao intervalo [-1, 1].

Isto é, -1<cosx<1 ¢ —-1< senx <1,
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Para a funcéo g, temos:
Dom(g)=R
Contradominio=R

im(g)-[-11
Gr(g)={(x cosx); xeR}.

18.1 Propriedades e grafico
1) A funcdo cosseno é par.

Com efeito:
Para todo X R, temos:

g(—x)=cos(—x)=cos(0—x)=cos0-cosx+sen 0-sen x=cosx = g(x)

2) A funcéo cosseno é periddica de periodo 27 .

De fato:

Resolvendo a equacgéo cos(x+ p)=cosx, VxeR, obtemos as solugdes

p=2krz, keZ.

Grafico da fungao cosseno

Sendo f (x)=sen x, temos que
f(x+%)=sen (x+%)=sen x-cosZ+sen £cosx=cosx=g(Xx).

Isto &, g(x)=f(x+%), VxeR.
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Portanto, o grafico da func¢do g é uma translagdo horizontal de % para a esquerda do grafico da

fungdo f.

As duas curvas tragadas sdo, na verdade, a mesma, denominada “senoide”.

Mais formalmente, as fungdes f(x)=senx e g(x)=cos x podem ser vistas como resultado da
composi¢do da fungdo de FEuler com a fungdo projecdo. Sejam as fungdes projegoes
I, : RxR — R dada por IT 4 (x,y)=x € I, : RxR - R definida por I1,,, (x,y)=y.

Assim, a composta R—2— ' « RxR—22 >R ¢ a fungdo seno, pois se E(x) ¢ o ponto sobre
S' e T, (P) ¢é a projecdo sobre o eixo » do sistema de coordenadas, entdo

f(x) =T, (E(x)) = sen x . Analogamente, temos que g (x) =TT, (E(x))=cosx.

YH/H___ . Sendo E(x)=P temos que

pp (P) =sen x e I, (P) =cosx.
Sen x

A(1,0) Resumindo, podemos reescrever a
cosx |0 - .
funcéo de Euler assim:

E(x)=(cosx,sen x)
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Exemplo 1

O grafico de fungdo y =2sen x ¢ uma expansdo ou dilatagdo vertical do grafico da fungdo seno.

De fato: —2<2 sen x <2

Exemplo 2

Dada a fungdo g(x)=sen 2x, sabemos que o grafico de g ¢ uma contragéo horizontal do

grafico da fungdo seno. Logo, o periodo da funcdo g é o periodo a fungdo seno dividido por 2,
istoé, p=1.
Podemos também ver isso usando a defini¢do de fungdo periddica, resolvendo a equagio

g(x+p)=g(x) VxeR etomando a menor solug¢do positiva.

g(x+p)=g(x) Vx eR < sen 2(x+p)=sen 2x, Vx < sen (2x+2p)—sen 2x=0, VxeR

2 sen (WJ.COS[WJZO YreR

2sen p-cos(2x+p)=0 VxeR < senp=0, pois cos(2x+p)=0 para certos valores de x
reais, por exemplo x =%. Logo, p=kn, k € Z. Portanto, a equacdo possui solucdo nio nula

p=kr, keZ . A menor solugdo positivaé p=7.
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Grafico de g(x)=sen 2x

———— e ——— e — ——

~.
~.
~—_

-
”’/
e

Exemplo 3

Dada a fungdo g(x)=a+b sen (cx+d), com a, b, c#0, vamos mostrar que o periodo de

. 2

De fato, resolvendo a equagdo g(x+p)=g(x) VxeR

a+bsen[c(x+p)+d]=a+bsencx+d] VxeR <
sen (cx+cp+d)=sen (cx+d) VxeR <

(ex+cp+d)=(cx+d)+2kz ou (cx+cp+d)=r—(cx+d)+2kz

2k _
<:>p=T” ou p:—2X+[M} (essa depende de x, como por exemplo, se
C

d p x . ~
X=- €+5 entdo p nao € a solu¢éo).

Logo, p= ZKT” é a solugdo que ndo depende de Xx.
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o . . . n 2k . .
Portanto, a equacdo inicial possui solu¢do ndo nula, a saber: p=——, keZ" e 0 conjunto
c

solugdo é s = {J_r } O menor p>0 que seré o periodo é

2—” se ¢>0
2 c
"ol |2z
. se c<0

Observe que o grafico de g(x)=a+b sen (cx+d) pode ser obtido do gréafico de f (x)=senx
através de contracdes, expansOes, reflexdes e translacbes, conforme os valores das constantes
a, bced.

Exemplo 4

Esbocar o grafico de g(x)=1+2sen (4x).

Dom(g)=R
Periodo: p=2%X -~
4 2
Im(g)=[-1 3], pois 1< sen (4x)<l< —-2<2sen (4x)<2< -2+1<1+2sen (4x)<2+1le

-1<1+2sen (4x)<3 < -1<g(x)<3.

—_———— L T e = T o
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n/ wA 3/ (n
0 7% =4 %%/%
\\_uil ____________
-1

5 =Ty e n =11,

Zeros da fungédo g:

g(x)zO < 1+2sen 4x=0 < sen 4x:—l = 4x:7—”+2k7r ou 4x=ﬁ+2kﬂ<:>

ek Zoux= T 4T pey
24 2 24 2

Exemplo 5

Dada a fungao h(x)=sen x+cosx, determine:
a) Dom(h) e Im(h)

b)  Zerosde h

¢)  Esbogo do grafico de 4

Vamos trocar a expressao /(x)=sen x+cosx por outra equivalente, mas de facil manejo:

+Z— x—(£—-x
h(x):senx+cosx=senx+sen (%—szzsen[x ; x]-cos[ (2 )J=

2
=2 sen £~cos x—Z :\/Ecos x—z
4 4 4
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Outro modo mais direto:

h(x)=sen Xx+cosx=~/2 [% sen x+g COSXJZ\/E cos[x—%j

Assim, h pode ser também expressa por h(x) = V2 cos [x —%) . Portanto, temos:

a)  Dom(h)=R e Im(h)=[—2, V2]

b) h(x)=0 < «/Ecos(x—%jzo = cos[x—%):o = x:%+k7r, keZ

z(h): xeR; x=3—7r+k7r, kel
4

c) O grafico de 4 € o resultado de uma translagdo horizontal de % para a direita

seguida de uma dilatagdo vertical de 2 no grafico da fungio g(x)=cosx

O grafico da fungdo A:
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Observacéo:

Com raciocinio analogo ao usado no exemplo 4 do capitulo 14, sempre podemos expressar as

funcdes do tipo H(x)=a sen x+b cosx , na forma equivalente H(x)=+/a*+b”-sen(x+a) ou

H(x) =+va’ +b? -cos(x—a) .
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Exerciclos

1) Dé o dominio das funcGes:

1

a) f(x)= -1 b = ¢) h(x) = ——M

) f(x)=senx ) 9(x)=+/sen x ) h(x) P

2) D& o dominio, aimagem, os zeros e o grafico das funcdes:

a) y=-1+2cos2x

b) y=|-1+2cos2x|
c) y=sen’ x—cos’ X

d vy= sen[2x+£j

2
e) y=1-2sen [Zx—zj
3

f) y=sen|x|

g) y=cos’x (Dica: vejaem 13.2 que cos? x :%+%cos(2x) )
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3) Encontre os numeros b, ¢ e d para que a curva dada seja o grafico da fungdo

y=bcos(cx—d)

v

| P ——

4) Resolva as equagdes em R:

a) |Senx|:1

b) sen’ x+cos’ x =1

c) senx+cosx=1
3 3 1
d) sen’ x-cosx—cos x-senng

e) sen’ x+cos’x=1

5) Resolva a inequag@o:

a) 2sen’ x— senx—1<0 no intervalo [ 0,27 ]
b) cos2x<l+senx em R

¢) senx =cos x no intervalo [ 0,27 ]
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20

A funcao tangente

A cada nimero real x, temos em correspondéncia, na circunferéncia trigonométrica, um arco AP
de medida x. Para cada arco AP cuja abscissa do ponto P seja ndo nula, associamos a razdo da

sen x

ordenada pela abscissa
COos X

(cos X, sen x)

sen x

=

) COS X| A(1,0)

Assim, definimos a fungéo f: {x eR/ x ¢% +kr, ke Z} —R

sen x

que denominamos fungao

X !—)f(x):

COS x

sen x

tangente e denotamos por _f(x) =tgx=
COsS x

147



Geometricamente, temos:

A medida algébrica do arco AP ¢ x. Os

T semelhantes ao triangulo OTA.
‘P

— === =—= AT
00 0Q AO  cosx 1 cos X

—

\_

segmento (medida com sinal).

20.1 Propriedades e grafico

1) A funcdo tangente ¢ impar.
De fato:

Como a fungdo seno ¢ impar e a cosseno ¢  par,

f(—x)z%z%:—f(x) VxeDom(f).

2) A funcdo tangente é periodica de periodo p=7.
De fato:

A equagdo f(x+p)=f(x) tem solugdo na incognita p para todo

xeDom(f)z{xeR x¢%+k7r, keZ}

sen [(x+ p) - x]

- =0
tg(x+p) tg(X) < COS()C+p)'COSX

triangulos OPQ e POR sdo congruentes

€

%:P_Qzﬂbsenx_AT 7 senx _ (x)

A(1.0) > Figura analoga pode ser feita para P em

qualquer quadrante, desde que se considere

AT, 00, OR, etc. como a medida algébrica do

temos

=0 senp=0= p=kn, keZ.Logo, no conjunto

S= { peR; p=kn, ke Z*} estdo as solugdes ndo nulas. Portanto, f(x)=1g x ¢ periddica.

O periodo € o menor elemento positivo de S, isto &, p=7.
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3) A funcdo tangente é crescente no intervalo (%,%j . De fato: Vx,x, e (%a%) com

sen(x, —x,)
X, <x, temos 0<x,—x <7 . Logo, J(X)—/f(x)=1g x,—1g x, =—— ——
COS X, -COS X,

positivo, pois cosx, >0 ,cosx, >0 e sen(x, —x,)>0 .

Assim, g x, <1g x, , 0 que significa que a fungdo tangente ¢ crescente nesse intervalo.

Grafico da fungao tangente

3 3% - —% 0 111/2 m 3%

Como a fungdo tangente tem periodo p =7, segue que ela é crescente em cada intervalo da forma

(1+k7r, £+k7rj.
2 2

Exemplo 1

A fungdo f(x)=a+btg (cx+d) com ¢#0 tem periodo p :ﬁ.
C

Resolvendo a equacdo f(x+p)=f(x) Vxe Dom(f), temos:

sen [cx+cp+d—cx—d] 0o

t d)—t d)=0
g (x+eprd)-ig(ex+d)=0 < cos(cx+cp+d)-cos(cx+d)

sen (cp)
cos(cx+cp+d)-cos(cx+d)

=0 sencp=0 < cp=kn, kel <:>p:k—”, keZ
c
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Portanto, a equacdo possui solugéo ndo nula p :k_”, k € Z" e amenor solucéo positiva é
C

Z sec¢>0 ou == se c<0, ou seja, 0 periodo é ﬁ
C —C C

Obs.: Lembre-se de que a equagéo tg (cx+cp+d)=tg(cx+d) pode ser resolvida geometricamente,

conforme estudado no capitulo 14 (equacBes trigonométricas). Desse modo, temos

cx+cp+d=cx+d+kz, keZ=>cp=kr= p:k—”;keZ*.
c

Exemplo 2
Seja a fungdo dada pela expressao g(x)=tg (%Xj :

Dom(g)z{XGR; %X;t%+k7r, keZ}:{XeR; x#2k+1, keZ}

Isto é: 0 dominio de g é o conjunto dos nimeros reais, excluidos os nimeros inteiros impares.
Assim, temos g:R—{ 2k+1 ke Z } - R dada por g(x)=tg (%Xj

O periodo ¢ p=L=2.

NN

O graficode g(x)=tg (%Xj é uma contracédo horizontal de % do grafico da fungéo f(x)=tg x.

Gr(g)
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Observe pelo grafico que g, quando restrita ao intervalo (-1,+1), € uma bijecéo com o eixo y, que é
a reta real.
Notag&o: Oy (L) >R

x> g(x)=tg (% xj é uma funcéo bijetora

Assim, vimos que ha uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos ndmeros reais R e 0

intervalo aberto (-1,+1). Isto €, a fungdo g:(-1,+1) >R definida por g(x)=tg (%xj € uma

bijecdo, cuja justificativa pode ser vista pelo seu gréfico:

Exercicios

1) Prove algebricamente que a fungdo g (definida no exemplo 2) é bijetora.

2) Afuncdo f(x)= 1+:9 X é periédica? Em caso afirmativo, determine seu periodo.

3) Mostre através de exemplo que a funcdo tangente néo € crescente em todo o seu dominio

R—{k—ﬂlkeZ}_
2
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21

A funcao cotangente

Definimos a funcdo cotangente associando cada numero real x = kz, k € Z ao quociente da abscissa

pela ordenada do ponto P da circunferéncia trigonométrica, cujo arco AP mede x.

Notacdo:
P (cogxSenx) fZ{XeRX;ﬁkﬂ, keZ}—)R
------ senx
i
i x> f(x)= cos X
\ sen X
cos X 0 A(L,0)
f é denominada fungdo cotangente e abreviada por
X
f(x)=cotg x= cosx.
sen x
Interpretacdo Geométrica Pela semelhanca dos tridngulos hachurados, temos:
c B(1,0) %:%:E, e como PR=0Q, concluimos que
P ' R o
; R _ge.
{ OR
0 0 A(1,0)
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cos x _m(0OQ) :_EZ_E: m(BC)

Assim, f(x)=cotgx= =
I (x) = cot ox senx m(OR)  OR

Portanto, se x € a medida algébrica do arco AP, entdo f(x) € a medida algébrica do segmento BC.

21.1 Propriedades e grafico
1) A fungdo cotangente é impar.

2) A funcdo cotangente é periodica de periodo = .
As provas dessas duas propriedades sdo inteiramente analogas aquelas ja feitas para a funcédo

tangente.

Grafico da funcao cotangente

Como a funcdo tangente ¢é impar e tg(%—szcotgx, entdo a funcéo

f(x)=cotgx:tg(%—xj=tg{—(x—%ﬂ=—tg[x—%). Assim, o grafico da funcdo f(x)=cotgx €

uma translagdo horizontal de % para a direita, sequida de uma reflexdo em torno do eixo x da

funcéo tangente.
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Observe pelo grafico que a fungdo cotangente € decrescente em cada intervalo aberto da forma

(kﬂ',(k +l)7z), keZ.

Isso também pode ser observado pela definigdo de cotangente na circunferéncia trigonometrica.

Exercicios
1) Seja f(x)=a+b cotg(cx+d) com b e c ndo nulos. Verifique que f &€ uma funcéo periodica
e determine o seu periodo.
2) Dada g(x)=| cotg x|-1, determine:

a) dominio, zeros e o conjunto imagem de g
b) um esboco do gréfico de ¢

3) Resolvaainequagdo: 1-cotg 2x<0
4) Esboce no mesmo sistema cartesiano os graficos de f (x)=senx e g(x)=tg x no intervalo

(-%%} . Os graficos se intersectam quantas vezes?
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22

A funcao secante

A cada ndmero real x¢%+kﬂ', k e 7, associamos o arco AP de medida x na circunferéncia

trigonométrica e definimos a funcdo f(x) como sendo o inverso da abscissa do ponto

P(cosx,senx). Isto €, f:{XeR; x¢%+k;r, keZ}—HR e dada por f (x)= 1
COs X

AP=x
Pfcos x, sen x)

X

Y,

\..

A(1,0)

I

\J

Observe na circunferéncia trigonométrica que os tridangulos OPQ e OPS sdo semelhantes. Logo,

P 95, 1 05 os- 1 ¢ (x). Portanto, se x € a medida algébrica do arco AP, entdo
0Q OP cosx 1 COS X
f(x) € a medida algébrica do segmento OS. A funcdo f, assim definida, € chamada de funcéo

secante e denotada por f (x)= I _secx.
cos X

Dom(f)={x6R;x¢%+kﬁ, keZ} Im={yeR;y<-1ouy>1
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22.1 Propriedades e grafico

1)

2)

3)

A funcao secante € par.
De fato:

Sabendo-se que a fungdo cosseno € par, temos:

S (=x)=sec(-x)= =secx = f(x) Vxe Dom(f)

cos(—x) " cosx

A fungdo secante é periddica de periodo 27 .

De fato:
A equagdo f(x+p)=f(x), VxeDom(f) possui solugdo ndo nula p=2kz, keZ* e o

periodo ¢ p=2rx.

/A . 4
A fungao secante é crescente no intervalo [ 0, — ), pois V x ,x, € [0, —) com x <x,
2 2

T T 1 1
temos 0<x,—x < — e — —<x,—x, <0.Logo f(x,)—f(x) = - =
2 2 CosXx,  COSX,
X, tx X=X,
cosx,—cosx,  —2sen (~52) .sen (=5) xtx, mw o
= = - Como 0< <— e —< <0,
COS X, . COS X, COS X, . COS X, 2 2 4 2

X, tx X =X
temos cosx1>0,c0sx2>0,sen(%) >Oesen(%) <0.

Portanto /(x,) = f(x,) > 0 = f(x,) <f(x,)

Grafico da fun¢do secante

=

e — .

<
-

ralad
[=)

T SR S e 8 L
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23

A funcao cossecante

A cada numero real x # kx, k € Z, corresponde um arco 4P de medida x na circunferéncia
trigonométrica, o qual associamos a o numero real que ¢ o inverso da ordenada do ponto
P(cosx, sen x). Assim, definimos a fungdo f como sendo a correspondéncia entre o conjunto
{xeR x#kx, keZ eoconjunto dos numeros reais R, dadapor f:{xeR; x#kz, keZ} >R

1

X B = f(x) e a denominamos fungdo cossecante.
sen x
. . 1
Notagao: f(x)= = cossec X
sen x

Na circunferéncia trigonométrica temos

P(cosx, sen x)

Os triangulos OPQ e OPS sao semelhantes. Assim,

OP_ X & como PO = OR temos 1 _os
, PO OP o
A(LO)
Portanto,
1 1 1 —.
x)= = ==—=08 =m(0S").
f( ) sen x m(OR) OR ( )

Isto €, cossec x =m (OS ) . Logo, a medida algébrica

do segmento OS" ¢ a imagem da medida algébrica do

arco AP pela fungdo f, denominada cossecante.
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23.1 Propriedades e grafico

Facilmente, verifica-se que:

. Dom(f)z{xeRX¢k7r,keZ}

= Im(f)={yeRy<-1ouy=>1=(-o0-1U[L+x)

= afuncdo cossecante é impar

= afuncéo cossecante é periddica de periodo 27

Gréfico da funcdo cossecante

dmmmmmm

P A

Observe que cossec x:sec(%—xj:sec{—(x—%ﬂ:sec(x—%). Assim, cossec x:sec(x—%j

e, por conseguinte, o gréfico da fungdo cossecante pode ser obtido a partir do gréfico da funcéo

G N

. ~ . T ..
secante, por meio de uma translacdo horizontal de > para a direita.
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Exerciclos

1) Determine o conjunto imagem da funcdo f(x)=3cossec x—1.

2) Resolva as equacdes e inequacdes:

a)
b)
c)
d)

tg x+cotg x = 2C0SSec X
sec’ x =1+tg X
cotg x=sen 2x

tg x<cotg x

3) Qual € o valor maximo que a fungéo f (x)=senx+cosx pode atingir?
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25

Funcgoes trigonomeétricas inversas

Conforme estudado no “ Volume 17, sabemos que uma funcdo f:4— B possui inversa
g:B—> A4 seesomente se f € uma funcio bijetora.

As fungGes trigonométricas sdo periodicas. Portanto, ndo sdo injetoras nos seus dominios de
definicao.

Veja, por exemplo, a fun¢do seno: sen(x+2kz)=senx, VxeR . Isso mostra claramente que ela

ndo ¢ injetora. No entanto, se restringirmos o dominio da func¢do seno para um intervalo da forma

[—%H’m, %+k7z} k €7, ela sera injetora. Veja isso no seu grafico, dado a seguir.

. . a - . —T T . . .
Vamos considerar uma restri¢ao da fung@o seno ao intervalo [7,5} . Assim, o conjunto imagem

referente a essa restri¢do continua sendo o intervalo [—1, 1] .
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25.1 A funcao arco seno

- 7T

Consideremos a fungdo f:[T, EJ —[-1, 1] dada por f(x)=sen x.
X y=senx
Essa fungdo € uma bijegdo entre os intervalos [%,%} e [-1, 1], como podemos ver através do

seu grafico:

Portanto, f possui inversa f':[-1, 1]—{7”,%}, assim definida: para cada ye[-1, 1], f

. , T T r . .
associa o numero x e [7,5} , que € a medida do arco cujo seno vale y.

Notacdo: -1, 1 i,f}
¢ rs| 2
Yy x=arcseny

Isto é: /™' (y)=arcseny=x

Obs. 1: Sendo /™' a inversa de f; temos y = f(x) < f ' (y)=x, isto é& y=senx < arcseny=x

e, analogamente, y=arcsenx < x=seny.
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Obs. 2: Como sabemos, se representamos o Gr(f’l) e 0 Gr(f) num mesmo sistema cartesiano,

vemos que eles sdo simétricos em relacdo areta y = X.

[S1E

y=arcsen x
7
e

| (y=senx

S~

%)
]

Obs.3: O dominio da funcdo arco seno € o intervalo [-1 1] e o conjunto imagem € o intervalo

[i,ﬁJ . Portanto, vx e[-1, 1] temos —Z <arc sen x < Z.
22 2 2

Obs. 4: A funcéo arco seno é impar.
De fato: y=arcsenx< x=seny<> -x=-seny=sen (-y), pois a fungéo seno é impar. Logo,
—x =sen(-y) < —y =arc sen(—x). Portanto, como Y = arcsenx, temos arc sen(—x)=—y =-arc sen x.

arc sen(—x) =-arc sen X, Vxe[-1, 1]
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Exercicio
Usando a definicdo de injetividade, prove que a fungdo f :[%,%}—)[—1, 1] dada por

f(x)=sen x ¢ injetora.

(Sugestdo: Se X,, X, € [7 ,E} e f(x,)=f(x,), entdo resolva a equagio sen X, = sen X, para ver

rr
272

que X, —X, =2kx ou X, +x, =7 +2km . Como X, X, € { :|,conc1ua que X, =X, ).

25.2 A funcao arco cosseno

Seja f:[0, z] >[-1, 1] dada por f(x)=cosx. Esta ¢ a fun¢do cosseno restrita ao intervalo

[0, 7]. O grafico de f'¢:

Ao observarmos o Gr(f), vemos que f:[0, z]—[-1, 1] é uma fungao bijetora. Logo, possui

XH>cosx=y

inversa f':[-1, 1]—>[0, 7], definida por f~'(y)=x=arco cujo cosseno ¢ y.

¥y B> x = arccos y

Como y=f(x)ex=/"(y), temos que y=cosx<> x=arccosy ou equivalentemente

Yy =arccosx <> x=cos y.
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Como ja sabemos, 0 Gr(f’l) ¢ simétrico, em relagdo a diagonal Y=X, ao Gr(f), quando

representados num mesmo sistema de eixos ortogonais.

sV

y=arccos x

2 0 1\ n

O dominio da fungéo arco cosseno € o intervalo [-1, 1] e o conjunto imagem € o intervalo [0, 7].

Assim, temos que 0 < arccos X < 7z, Vxe[-1, 1].

Obs.: A func¢éo arco cosseno ndo é par nem é impar.

De fato:

arccos(-1)=7 e arccos(+1)=0

Assim, arccos(-1)=arccos(+1) e arccos(—1)= —arccos(1). Portanto, existe x, [-1, 1] tal que

f(—x%)=f(x%) ef(-x)=-1(x,).
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25.3 A funcao arco tangente

Seja f:(%,%}—)ﬁ{ dada por f(x)=tg x.

Veja que a funcdo f é uma restri¢do da fungéo tangente ao dominio (%%) . Seu gréfico é:

4

Examinando o gréafico, vemos que f [%%) >R
X y=tg x é uma funcdo bijetora e, portanto, possui
inversa f:R—» (ifj
272
y x=arctg y definida por f*(y)=x=arco cuja tangente day.
Notacéo: f*(y)=arctgy

Dom(f*)=Re Im(fl):(%’%j, portanto, para todo X € R, temos %<arctg x<%.

Obs. 1: A func¢do arco tangente é impar (veja o exercicio 1).
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Grafico da funcao arco tangente

y y=lgx
T /
2 y
/,”—‘ }"_(.'.P'C.’g)f
/.
X
-1 O E
B 2
_/
-
2

Obs. 2: A fungdo arco tangente € uma correspondéncia biunivoca entre a reta real R e o intervalo

aberto (i,lj.
2 2

Exemplos

1) Calculemos os valores de:

a) arc sen l
2

b) arccos [#J

c) arcig(-1)
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Solucdo:

a) Devemos ter %Sa}’c sen %s% Chamando y = arc sen %, temos seny:%, com
T,
2 SV
il . . .1 -T
y €oarcocujoseno ¢ — com ye|—,=|.
y com ve| 35
4 | i
y Logo, a inica solucdo é y==—.
5 6
~ 1 =z
, Conclusdo: arc sen —=~.
0 2 6

7

e 0<y<sz.Assim;

b) Chamamos arccos( J: v, logo, temos cos y = —

2 —
arccos > =y<&cosy = eye[O,;z]<:>

3z —~2) 3z
y =——, portanto arccos ==
4 2 4

» Eixo dos cossenos
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c) Chamamos arc tg(-1)=y.Logo, arctg(-1)=y<tgy=-1 e ye(%,%)@ y="C

4

@yz—z

Portanto, arc tg(—l):% .

-1

Eixo das tangentes

2) Resolvendo a equacio arc tg 2x +arc tg 3x = %.

Uma maneira de resolver essa equacdo é fazer uma substituicdo de variaveis para trabalhar

com a fungdo tangente, ao invés da funcéo arco-tangente, como na equacao dada.

Facamos arc tg 2x=a e arctg 3x= /3, em que %<a,ﬁ<%.

Logo, 2x=tg o e 3x=tg B e a+ﬂ=%.

Entdo, arc tg 2x+arc tg 3x=%<:>a+ﬁ=%:>tg(a+ﬁ)=tg %

Observe que as duas ultimas igualdades anteriores ndo sdo equivalentes. Ha apenas uma

T

implicagdo. Portanto, pode ocorrer que soluces da equacgdo tg(a+4)=tg T ndo sejam também

solucbes da equacdo original. Sendo assim, é preciso fazer uma verificagdo nas solucGes

encontradas para dar uma resposta correta.
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tg (a+ﬂ): tg (£j© M—l = M—] P 5x =] & 6x2+5x—120<:>

4 —tgatg B 1-2x-3x 1-6x°
x=1
~5++/49 °
=—< 4900
12
x=-1

Verificando esses valores na equagdo originalmente dada, arc tg 2x+arc tg 3x :%, vemos que
para x=-1, temos arcig (-2)+arcig (-3)<0. Logo, diferente de % e para x =%, temos

arc tg % + arc tg %:% pois, a funcdo arcotangente € crescente. Logo arc tg 0 <arc tg % < arctg %

= 0<arctgl <arctgl.Sea:arctg 1 e b= arctgl entdo tga = 1 € tgb:l C0m0<a<b<%.
3 2 3 2 2

11
. tga+1igh Tt7
Sejad=a+b.LogotgA=1tg(a+b)= 4780 _ 8 2 g

_ - L. L
l—tga.tgh T3

Assim tgA=1 com 0<A<mw (pois 0<a+b<m),do que concluimos que A = 7 . Portanto
4

arc tg 1 +arctgl =a+b=A=7 Desse modo, x:% ¢ a unica solucao: S:{%}.
3 2 4
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26

Exerciclos

1)

2)

3)

4)

5)

Prove que a funcdo arco tangente é impar.

Dada a fungdo f (x)=arc sen (4x), determine:

a) dominio, zeros e imagem de f

b) um esboco do grafico de f

Dada a fun¢do g(x)=cos(arc sen x), determine:

a) dominio, zeros e imagem de ¢

b) um esboco do grafico de g

Mostre que a fungdo h(x)=arccosx+arc sen x € constante.

Calcule:

a) sen(arc cos Ej
4

b) sen (arc tg \/5)

C) tg (arc sen gj
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6)

7)

8)

9)

Calcular o valor de:

1
a) tg (2-arc tg —j

5

5 12
b) cos|arc cos — + arc cos ==

13 13
C) sen(arc tg 1 + arc tgx/E)
d) arctg (x) + arctg (—x)
Resolva as equacdes:
a) arcsenx=2

2

b) arctgx=2
) gx=7

1
C) arccos/x + arccos— = %

d) arctgx +arctg (-1)=7x

Resolver as equacdes:

1+ X 1-x T
a arc t —— | + arct —_— =
) g( 2 j g( 2 j 2

b) arc sen (2x) + arccos(2x):%

Dé dominio, conjunto imagem e grafico das fungdes:

a) f(x)=sen(arcsenx)
X) =arc sen (sen x)
X) = cos(arccos x)

)
X) = arccos(cos x)
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10) Prove que sec(arctg x)=v1+x*, vxeR.

11) Seja f : [Ogj u(g,n} — (—o0,~1]U[1,4e0) dada por f(x)=secx:
a) determine a inversa f ' e eshoce o gréafico.

b) chame a inversa de arco-secante e prove que arcsec X =arc cos( %) :

12) Determine o dominio, imagem e o gréfico:

a) f(x)=arcsenx+arc cosx
b) g(x)=arctg x +arc cotg x

¢) h(x)=arc sen (cos x)
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27

Exercicios complementares

1) Ref[3] Um astronauta em Orbita v& uma fracdo da superficie da terra chamada calota
esférica. Se o didmetro dessa calota € visto pelo astronauta segundo um angulo de 60°, qual

sera a area da superficie do nosso planeta vista por ele?

Obs.: A area de uma calota esférica é dada por A=2zrh, em que r é o raio da esferae h é a

altura da calota.

2) Determine a area do retangulo de maior &rea possivel que pode ser inscrito num

semicirculo de raio r.

3) Prove que em qualquer paralelogramo a soma dos quadrados dos lados é igual & soma dos

quadrados das diagonais.

4) Ref[3] Na sequéncia de segmentos A/A,AA,,..,AA, ... cada segmento é perpendicular a

um lado do angulo 0, como na figura. Sendo AA=p e 0=, mostre que 0

comprimento do segmento A /A, € pcos"«a. Quando p=1, calcule o valor da soma

infinita AJA +AA +...+AA,,,+...emfuncio de «
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]
A
5) Prove que paratodo X€R tem-se sen® x+cos® x—2sen* x—cos* x+sen’ x=0.

6) Para quais valores de a aequacgdo a sen x =secx tem solugdo?

7) Paraque valores de a aequagdo 1+sen’(ax)=cosx tem alguma solucdo ndo nula?

8) Encontre os valores reais de ¢ para que a equagio sen x++/3cos x =c admita solugio.
9) Determine os valores de a€R para que a equagdo sen*x+cos* x =a possua solugao.
10) Se tg (x—y)=~/3 e tgx.tgy=1, determine tg x+tgy.

11) Sejam a,be[o,ﬂ .Se a<b, prove que a— sen a<bh-sen b.

12) Faca o gréafico de y =sen |x |.
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13) Faca o grafico de y = sen” x.
14) Determine dominio, imagem, periodo e esboce o grafico da fungdo y =1+3sen (2x).
15) Determine o dominio, imagem, zeros e o grafico de y =arc sen(2x-1).

16) Dada a fungéo f(x)=|1-tg (zx) |, determine:

a) dominio e imagem
b) os zeros da funcéo

c) um esboco do grafico

17) Se f(x)=2sen?(3x)+sen 6x—1, determine o dominio, o periodo, os zeros, a imagem e 0

gréficode f.

18) Resolva as inequagdes:

a) 1-cotg(2x)>0em R
b) 2 cos® x < cosx no intervalo [ 0,27 |

C) cosx++/3 sen x<lem R

19) Calcule

2
a) sen|arctg 1 + arc cos%] b) 2 arctg (%J+arctg [%J

20) Dada a fungdo f (x)=sen® (2x):
a) esboce o grafico de f(x).
b) determine um dominio no qual f(x) tenha inversa e escreva uma expresséo para a

funcéo inversa.
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21) Resolva as equacdes:
a) sen x+cos x=-1

b) cos(2 arccos x)=0

C) cos® [x—£j+cos2 [x+£} =1
4 4

d) cos®x—sen®x+4sen’x-3=0
22) Resolva a inequagéo tg x > cotg X.

23) Seja f :R — R uma fungdo periodica, de periodo p>0. Prove que

f(x+kp)=f(x) vxeR e VKeZ.
24) Prove que | sen x |+| cosx |>1, VxeR.

25) Mostre que a equacdo Sen X + sen 2x =2 ndo possui soluco.

26) Dé o dominio, os zeros, a imagem e o gréfico da funcéo:
a) f(x)=2sen’ x + 3cos®x

b) g(x)=3senx +4cosx

27) (RPM n° 63) Prove que cos(senx)>sen(cosx); VxeR .

28) (Fuvest-2017) O centro de um disco de raio 1 é colocado no ponto C = (0,1) do plano
cartesiano Oxy. Uma das extremidades de um fio de espessura desprezivel e comprimento 3 é
fixada na origem O e a outra extremidade esta inicialmente no ponto (3,0). Mantendo o fio
sempre esticado e com mesmo comprimento, enrola-se, no sentido anti-horario, parte dele em
torno do disco, de modo que a parte enrolada do fio seja um arco OP da circunferéncia que

delimita o disco. A medida do angulo OCP, em radianos, é denotada por 6. A parte ndo

enrolada do fio é um segmento retilineo PQ que tangencia o disco no ponto P.
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A figura ilustra a situacdo descrita.
Ji’ A

Encontre uma expresséo para as coordenadas do ponto Q em funcéo de &, para 6 no intervalo [o, %} .

29) Num motor a combustéo, cada pistdo esta conectado ao virabrequim (eixo de manivela) como
na figura. A haste de conexdo AB tem 15 cm, o raio OA tem 5 cm e o virabrequim faz 2 rotacdes
por segundo no sentido anti-horario. Escreva uma expressao para a posi¢do do ponto B do pistéo,

em funcdo do angulo @ (funcéo posicao). Essa fungéo posicéo é periodica?

1

, Vx =0,

30) Seja f(x) =X (x0). Mostre que |
X

<f <
|x

|
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS
PROPOSTOS

Parte I - Trigonometria
no Triangulo Retangulo

4.1 Exercicios

) Zem
12
3) sen a:i e cosoe:L
V10 Jio

4) Construa a circunferéncia com centro no

vértice 4 e raio unitario como na figura.

4.3 Exercicios
1) BC=4
2) BC =30cm

4) acm; \/gacm; 2acm

Parte II - Trigonometria na
Circunferéncia

5.1 Exercicios

1) a) 18°  b) 75°  c¢) 135°  d) 330°
2) a) 0,05rad b) 0,4 rad c)% rad
d) Z vad e) 37 rad
2 2
3) a) (57,3) by 172 c) (286,5)
4) 2ncm
5) 2 vad
10
6) 87 cm
7) 45° ou 315°
8) a) (162,5)° b) 36°

9) 9h49minSseg

10) x=43 minutos

8.1 Seno e Cosseno
1o rad<a<%rad ou 7 rad<a<37”rad
2)a) -3 b) 1
3) ‘?4
4) a) {reR; -1<r<0}
b) {reR; 4<r<5

5) {aeR; a:£+k~£; keZ}
4 2
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8.2 Reducao ao 1° quadrante

na Ly 2o 2 g

V3
2) a) X2 bh) Zero
)a) > b)
3) a)a =60 ou & =120°

b) a=60" ou & =300’
4)

a)S:{aelR; a=

b)S:{aeR; a:%r+2k7r ou a:4?7r+2k7r; keZ

C)S:{aeR; a:%+k7z ou a:%[+k7z; keZ}

d) S_{aeR; a:%z+2k7r; keZ}

5)a)S:{ae]R ESaSS—”}
6 6
b) S:{aeR; 2?7[<01<4—7Z keZ}
C)Sz{aeR; Zea<Z ou Zegs
6 3 3

6) a) sz{aeR/%+k7z<a<%”+k7z; ke

b)S:{aeR/£+k—”Sa§£+k—”; ke
6 2 3 2

%+2kﬂ ou a:%+2kﬂ; keZ}

Z

7

—

184

8.3 Tangente e Cotangente
1)a) y=0 b) y=1

a3 ¥ ¢
3 3
3) a:%+k7r comkeZ
4) a=3—ﬂ+k7r, keZ
4
5) S:{a/ 377[+k7rﬁa<(k+1)7r, keZ}

6) S:{a/ %+k7r£a<%+kﬂ, keZ}

al 0S0{<£
Ns - 3 45 7
ou —”sts—” ou —”SO(SZH
4 4 4

aeR/£+2k7r£a<%+2k7r

8) s

ou 5—”+2k7r<a<3—”+2kﬂ; keZ
4 2
10) € se aproxima de zero

e SN0 g aproxima de 1
T
n

6(1—cos 9)

11) AC =
d—sen 0

8.4 Secante e Cossecante

1) a) V2 b)-2 ¢)-2d)2

2)a){ + 2k 7T”+2k7z; keZ}‘

b){ 2k, 2 ok keZ}
6 6



8) a
0 {2+ kezf ) ®
2 S={aeR/ a=%+2kr ou a=2+kz, keZ)

d) {%+k7r, 2?7[+k7z; keZ} b)S={aeR/ a=kr ou a=%+k-%, keZj

aelR; 2kr<a<rm+2kz ou
) S= 7 11
Frkr<a<E+2kr, kel
57

/7z T 3
Y a)algcasy ol —<a<— d) Sz{aeR/ a:%+kﬂ', keZ}

b ~
) 9) SugeStaOZ(tgza—Secza)4 =1 Va¢%+ kz
alo<a<ZouZ<a<Tou Eeg<on
3 2 2 3

12 Exercicios

Vs 3
{a/zﬁaST ou 7[<0!<27Z}= 3 @
2

c)
[%,%}u(ﬂ,Zﬂ)
2) A £ i - 3,9
2 2 4
8.6 Exercicios 4) 15°
R4 6) 253
2
) V5
4 13 Transformacoes
2 -1
3) £ e = — i
) E° 1) a)S_{k;z,kgcom keZ}
5
4) e} b) s= {l% %T+k— com keZ}
5) 2o0u-1
c) s :{£+k7r, 2k7r,£+2k—ﬂ com keZ}
6) a=5 2 5 5
7) 1++/2

4)

a) S:{a:90°+k-180° ou « =180 +k-360°; keZ} 4

b) {a =k-180°, keZ}
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14 Equacgdes trigonomeétricas

xeR; x=Z42kn
1) S= 6 5
ou x:£+2k7r ou x=—”+2k7r
2 6
xeR; x=£+k7r
2) 5= 6
hY/4
ou x:?+k7r; keZ

2|

=—, sendo k£ um n° inteiro par}

3) 5= {x L Z}
@S:{ =T ke oux=Ts
$S={x - +k§;k
6>s:{

7>sz{ :_Z;kez}

8) S = xE]R x=2kxr ou x—%+2k7r keZ}

15.3 Teorema (Lei dos Senos)

1) s, =48,

3) A(Q)Z#

2 2
4) g(a+b); \/a +02+2ab;

5)Dica: Use a Lei dos Senos

a send
b senB
chegar a a+b _ sen/Al+senB

a—-b senA—senB

transformacdo em produto.

\/bz +c* +2ab
2

para escrever

e propriedades das propor¢des para

— ¢ finalmente use

k—ﬂ; keZ}
2

186

9) Sugestdo: coloque o tridangulo ABC no sistema
cartesiano, com um vértice na origem e um lado sobre
o eixo x. Mostre que o produto dos coeficientes

angulares das retas suporte dos outros dois lados ¢ -1.

Parte IIl - FUNGOES TRIGONOMETRICAS

16 Representagao dos numeros reais na
circunferéncia trigonométrica

Exercicio 1

1)c)
.'// \\‘
T I I‘ A -
-.\ /
AN S
P=E(5)
g)

P =E(20)

<
%

A

dh

Exercicio 2

xzkz, kel
2

Exercicio 3

w=x, 4k, kez
n



19 Exercicios
1)a) [1,+0)=Dom(f)

b) U [2kz,(2k+1)7]=Dom(g)

keZ

©) Dom(h):{xeR/x;t%”, keZ}

3)b=2; c:i%; d =2kx
h=-2;c== % cd=Qk+) 7z
4)
a) SI{XGR;)C:%+I€7Z', keZ}
b) S=R
¢)S={xeR ;x=2kr ou x=Z+2knr, k L}

d)S={xeR;x=2+kZ ou x=12+k%, keZ}

e) S:{xeR;x:%-Fkﬂ' ou x =2kr, keZ}

n Ilx
5) a) I:O,?:| |\ |:?,2TE:|

xeR; 2km<x<(2k+1)z

r

b) S=
?+2k7r <x< %4‘2](7[, kel

ou

51

¢) Intervalo E,—
4 4

21.1) Propriedades e grafico

T

g

3) S={xeR;1;—7T<x<

1) p=

T
—+
8

k
—”;kez}
2

4) 1vez
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24 Exercicios

1) Im(f)=(~o0,-4] U[2,490).
2)
xeR;x:£+2kﬁ
a) s 3
ou x:Tﬂ+2k7r, kelZ
xeR;x=kr
b
) oux=£+kﬂ', keZ
4
xeR;x:£+k£
c) 4

ou x:%+k7r, kelZ

T kx
7_'_7
4

d) xeR; k—ﬁ<x<
2 2

S keZ}

3) \/5 (Sugestdo: use transformagdo em produto)

26 Exercicios

3) O grafico ¢ a semicircunferéncia unitaria

positiva.

J7 Vo 4
5) a) W b) 5 c) 3
6) a) > b) Zero c¢) 17_ﬁ d) Zero
7a) {1} b) {1l o {%} d) $=0
8)a) S={-11} b) §=0

9) Lembre que fof ' = flof =1,



11) a)

12) &) Dom(f)=[-11]; |m(f)={f};

y

Vi

b) Dom(g)=R; Im(g):{z}:

2
-“
%
X

0

c) Dica: Use item a para escrever
T

h(x)==-x
()=2

27 Exercicios

Complementares

1) A=nr?

2) A=r?

4) AsomadaPGé 1
l-cosa

5) Dica: Faga sen’x =t
6) a<-2o0uax2

7) aeQ

8) -2<c<2

9) %sagl

10) +4 ou -4

12) Sugestdo: Observe que a funcdo é par.

13) Sugestdo: senx :%_%COS(ZX)
17) Dom(f)=R; Im(f)=[—~2,v2]; p:%;

z(f)={l+k—”;kez}
24 6

18) a) S={X€R; £+k—”<x<£+k—”, keZ}
8 2 2 2

b) s={xeR; Zex<Z ou 3—”£x<5—7r
3 2 2 3

C)SZ{XER;2?”+2k7[SXS27Z'+2k7Z';kEZ}
19) a)1 b =
)al b2
11
20) a ==_=
) @) f(x) > 2cos4x

b) f’l(x)zé arcsen(+/x)



21) a)

S:{xeR ; x=(2k+1)7z ou x:%z+2kﬂ; keZ}

b s-{-E.L)

2 2

C) S=R

d) S:{%+k7r; keZ}

22) Sz{xeR; £+k—7r<x<£+k—”; keZ}
4 2 2 2
26) a) Dica: use
2 2 2 1 1
sen"x=1-cos” x e cos” x=—+—cos2x
2 2
b) Dica: Veja técnica usada no exemplo 4 do

capitulo 14 (equagdes trigonométricas).

27) Sugestdo: Tome a diferenga, transforme em
produto e observe que os dois fatores sdo

positivos (arcos do 1° quadrante).

28)
QO (sen @+ (3—0)cos @, 1—cos O+ (3—0O)sen O)

29) x(0)=5cos O+5+8+cos’ 0

com periodo 2
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COLEGAO DAS SEGUNDAS PROVAS DO PROCESSO SELETIVO
ESTENDIDO PARA O CURSO DE MATEMATICA DA UFES DE 1998 A 2012

1 Segundas Provas de Matematica Basica I

1998
. km kn
1) Sejam A= yeR/y=sen?,keZ e B= WER/W=COS?,keZ . Descreva ANB.

2) Dadaafungdo f(x)=sen(2nx), determine o dominio, aimagem e um eshogo do gréfico.

3) Dois lados de um triangulo medem 4 cm cada um e formam um angulo « . Para que valor de o a area do

triangulo é a maior possivel? Qual é essa area maxima?

4) Num tridngulo ABC temos AB=4cm, AC =2cm e a medida do angulo A é igual ao dobro da medida

do angulo B . Determine BC .

5) Dadaa fungdo f(x)=sen’(2x),
a) esboce o gréfico de f(x)

b) determine um dominio no qual f (x) tenha inversa e escreva uma expressdo para a funcéo inversa
6) Resolva as equacgfes:
a) senx+cosx=-1

b) cos(2arccosx)=0

7) Resolva a inequagéo tg x > cotg X.
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1999

1) Determine a &rea do paralelogramo cujas diagonais medem 12 cm e 18 cm formando um angulo
de 60°.

2) Determine o dominio, a imagem, o periodo e eshoce o grafico da fungéo y =1+3sen(2x).

3) Dada a fungéo f(x)=|1-tg(nx) |, determine:

a) dominio e imagem
b) os zeros da fungédo

¢) um esbogo do grafico

4) Resolva as equacdes:
a) 2senx-—cossecx =1

b) tgx +cotg x = 2secx

5) Resolva as inequacdes:

a) cotg(3x) -1 < 0 em R

b) 2sen’x < senx no intervalo [0,2r]

Ve

6) Calcule cos| arctg+/3 +arcc037 .
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2000

1) Na figura, ABC é um triangulo retangulo e tem-se

AB =413 ¢
BD=1
DAC =30°

D
Determine a medida do segmento CD //

2) Em quantos por cento aumentard a area de um tridngulo se dois de seus lados forem aumentados

de 50% cada um, sendo mantido o angulo formado por eles?

3) Resolva as equac0es e inequacbes em R :

a) tg x+cotg X = 2secx
b) tg 2x > /3
C) CO0S2X+C0S4X =Cos X

4) Dada a fungéo f(x):tg(%xj, determine:

a) o seu dominio, a sua imagem e 0S Seus zeros

b) um esboco do seu gréafico

¢) um dominio no qual f tenha inversa e esboce o grafico da inversa

5) Resolvaainequagdo sen 2x > cos2x, xe[0,2x].

arcsen(x+y)= r
6) Resolva o sistema 2
T

arccos(2x—y) =3
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2001

1) Sendo AB =2cm o didmetro da circunferéncia de centro O, determine a medida do segmento
AC quando o =22°30 .

2) Dada a fungdo g(x) :| tg (2x) |—1, determine o gréafico indicando dominio, imagem, periodo,

paridade e zeros da funcéo.

3) Resolva as equagdes em R:

a) sen (n—xj +c0s (n_xj =0
4 4

b) cos®x .tgx =sen x

4) Resolver as inequagfes em R:
a) sen’x < senx

b) tg’x > 3
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5) Responda Verdadeiro ou Falso para as seguintes afirmagoes, justificando:

a) Se xeR com senx<1 e cosx<1 entdo senx—cosx<0

b) A fungdo f:[-1 1]—[-1 1], definida por f(x)=senx, ¢ sobrejetora
¢) Sejaa fungdo g :[1,+o] > [O, %[ em que g(x)=arcig\x’ -1 . Entdo, uma expressio para

a sua inversa pode ser dada por g™ (y)=secy, Vye [0%[

. . N 2n
d) Na figura, o comprimento do arco de circunferéncia PQ mede 3

OP=00=P0=2

sen® T7°+cos* 77° —1

~ 2 .
e) o valor da expressio sec” 23° é zero
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2002

1) Dada a fungéo f (x)=1-| cos(nx) |:
a) determine o dominio, os zeros, o periodo e a imagem de f
b) construa o grafico de f , esbogando as etapas

2) Calcule o perimetro do tridngulo ABC da figura sabendo que CE =10cm.
C

PN
L \
o \
o Ii N
/ | hY
| LY
/ H A
\\
Fd | “\
/ |
— ™ 120° .
A — 1 "‘._ \\\
o . w

3) Quais valores de x e[-1, 1] s&o solugBes da equagéo sen mx+cosnx =07

4) Resolverem R:
1 2
a) = < SenXCosX < —
4 2

b) sen’x+cos*x=1

5) Calcule o valor de y =arctgl/2+arctgl/3.

6) Determine o valor do cosseno do angulo formado por duas diagonais de um cubo.

7) Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:
a) sec’x=1+tg’x VxeR
b) a medida do angulo agudo formado pelos ponteiros de um reldgio as 13h15min é 52°30’
c) o periodo da fungdo f(x)=|sen(2nx) | é1
d) aequacdo sen(sen x).cos(sen x)=1 possui infinitas solugdes
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2003

1) No triédngulo retangulo da figura, calcule o

valor de cos(o—p).

2) As 4 horase x minutos os ponteiros de um reldgio formam um &ngulo de 180°.

Determine 0s minutos x.

3) Dé a expresséo (lei de formacdo) de uma funcéo real f cujos zeros sdo todos 0s numeros

inteiros.

4) Esboce o grafico da fungéo f (x)=arctg|x|.

5) Determine b, ¢ e d para que a curva seguinte seja o grafico da funcéo f (x)=bcos(cx—d).

(=1

AN
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1
6) Mostre que arccos= =arcsecx.
X

7) Notridngulo ABC da figura, se mantivermos

fixo 0 ngulo o e aumentarmos o comprimento

decadalado AB e AC em 50%, em quantos

por cento aumentara a area?

8) Resolverem R:

a) 2senx—cossecx=1

b) cosx.sen 2x = sen x(1+cos 2x)

C) cos2x—2sen’x <0
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2004

1) Dado o quadrilatero ABCD da figura, calcule sen o .

2)

3)

4)

5)

a) Verifique se a soma das raizes da equagdo 4cos® x +4sen x =1 pertencentes ao intervalo
[0, 2] é 3.

b) Determine as raizes da equacéo sen(nx)+cos(nx)=1 no intervalo [-2, 2].

Entre 4 e 5 horas, 0s ponteiros de um relégio formam angulo reto em dois momentos.

Determine o horario desses momentos.

Dada f(x):l—‘ 2 sen(ng , determine:

a) dominio, imagem e zeros da funcéo

b) um esboco do grafico

Sendo f (x)=arccos(x+2), determine:
a) dominio, imagem e zeros de f
b) um gréfico para f

c) uma expressdo para a fungdo inversa f com dominio e imagem adequados
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2005

1) Resolva:

a) tg x+cotg x=2cossecx,em R
b) sen 2x+sen 4x=cosx ,em R

c) 2sen2x+(l—x/§)senx < 3/2,em [0, 27]

2) Dada a fungdo f(x) :| sec(mx)—2 |, determine:

a) dominio, imagem, periodo e zeros da fungdo

b) um esbogo do grafico (por etapas)

3) No quadrilatero 4BCD da figura, D
Ezzcm, %:%m, CD=4cme
6 =30°. Calcule a medida em ¢
centimetros do perimetro do quadrilatero.
A B

4) Prove que a fungdo f(x)=1g (%) ¢ periddica e determine o seu periodo.

5) Responda Falso ou Verdadeiro, justificando sua resposta:
a) cos (%) = sen (%)
1
b) =) < cos(«/g) <0

¢) o conjunto solugdo da inequagdo 1g°x > 3,em R, ¢ {xeR/Z+kn < x < Z+km, keZ}

d) no tridngulo ABC da figura,
a+b sen a+sen

c sen vy
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2006

1) Num quadrilatero ABCD tem-se AB=1, BC=2, CD=+3, AD=3 eoangulo ABC mede
60°. Determine:
a) a medida do segmento AC
b) a medida do &ngulo ADC
¢) aarea do quadrilatero ABCD

2) Resolvaem R:

a) tg x—cotg x = secx

[y

1
b) = < senxcosx < =

2

IS

3) Dadaafungdo f(x)=1-|tg(nx) |, determine:
a) dominio, zeros e imagem de f

b) um esboco do grafico de f (por etapas)

4) Um cavalo pasta no interior de um cercado retangular de lados 10m e 30m. Ele encontra-se
preso por uma corda amarrada no seu pescogo e numa estaca em um dos vértices do cercado.
a) Se o comprimento da corda for de 20m, qual o valor da area plana do cercado, em m?, em
gue o cavalo pode pastar?
b) Determine o comprimento da corda de modo que o cavalo possa pastar em no maximo 25%

da area total do cercado.
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5) Responda Falso ou Verdadeiro, justificando sua resposta:

a) a medida de um arco de 5 cm de comprimento
numa circunferéncia de raio 4 cm é de 1,25 2

radianos
b) Na figura ao lado tg x :%

C) tgl<tg2

d) Se a,pe(0,n/2) entdo sen(o+B)=sen o +sen p
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1)

2)

3)

4)

5)

2007

Seja f(x)= sen[Zx +gj . Determine:

a) dominio, zeros e imagem de f

b) um esboco do grafico de f

Dada a fungdo g(x)= l.arctg (x—1), determine:
T

a) dominio, zeros e imagem de g

b) um esboco do grafico de g

Resolva as equacdes e inequagdes em R:
a) 4sen’x—senx=0

b) sen 4x+cos4x=1

C) cos2x < 1+senx

d) cotg x > tg x

Dois segmentos AB e AC, de medidas 2 cm e 3 cm, formam um angulo de medida «. Seja

S(a) a area do triangulo ABC em funcéo de «:
a) eshoce o grafico da fungéo area S(a) no sistema cartesiano

b) para qual valor de « se obtém o tridngulo de area maxima?

Responda Verdadeiro ou Falso, justificando as respostas:

a) As 3h33min os ponteiros de um relégio formam um angulo de 91°30'

b) O conjunto imagem da fungéo f(x)=2-3secx é Im(f)=(—o0,~1]U[5,+x)
c) Existe xeR tal que arctg x + arctg v3=n

d) Todos os zeros da fungéo g(x)=nsen(nx) sdo ndmeros inteiros
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2008

1) Uma sonda espacial distante 130 km da terra avista uma calota terrestre sob um angulo

a =160". Use essa informagao para calcular o raio da terra.

*" Dados:

sen 80° = 0,98 e cos80° = 0,18

2) A circunferéncia de um reldgio despertador possui 30 cm de didmetro e centro em C. Na

figura a seguir, suponha que a engrenagem E, da 12 voltas por minuto e a engrenagem E,

da 18. Calcule os raios das duas engrenagens.

3) Determine o valor de ¢ para que os graficos das fungdes f(x)=cosx e g(x)=(x—mn)" +c

tenham um Unico ponto de intersecao.

4) Qual é o valor maximo possivel para y =

3—senx
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5) Seja f(x)=

cos (%) ‘ . Determine:

a) dominio, zeros, periodo e imagem de f

b) um esboco do gréfico de f

6) Resolver as equacdes e inequacdes:
a) sen(2x—m)-cosx =0
b) cos2x <1+senx
C) tgbx =tg2x

d) tg(cosx)=0
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1)

2)

3)

4)

5)

2009

Num quadrado ABCD de lado medindo 1 cm, prolongue a diagonal AC até atingir o dobro

de sua medida no ponto E. Determine a medida do segmento BE.

Sendo f(x)=| cotgx—tgx |, determine:
a) dominio, imagem e zeros de f

b) um eshoco do Gr( f)

T ~ o
a) Se r=(cosx+cosy) +(senx—seny)’ e x+y= 5+ éntéo calcule o valor numérico de 7.

b) Se f(x)=2sen’x+sen2x-1, determine o periodo e a imagem de f .

Resolva as equacdes e inequagdes:

a) senx=1-cosx

b) sen(x+%)+cos(x+%)=1+c052x

C) arctg x+arctgy/3 = g

d) tg®x<tgx

Responda Verdadeiro ou Falso, justificando:

a) Se senx=-1,entdo sen2x=-2
b) Se f(x)=sen(ax+b) e g(x)=ax+b, entdo f(g™(x))=senx
c¢) Os gréficos das funcBes f(x)=senx e g(x)=tgx se intersectam em pontos do plano

cartesiano gue ndo estdo sobre 0 eixo x

d) Se atemperatura média mensal, em grau Celsius, de uma cidade tem uma variacdo
dada por T (t)=20+12 cos%t , entdo as temperaturas minima e maxima dessa cidade
s8o respectivamente 8° e 32°
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2010

1) No tridngulo ABC da figura, a,b e ¢ sio as medidas dos lados. Se 4=45°, B=60" e a=2,

calcule as medidas bec.
c

A

2) Seja f(x)=1—|sen(rrx) , determine:

a) Dom(f); Z(f) e Im(f)
b) Um esbogo do grafico de f

3) Resolver as equacdes e inequagoes:

a) sen2x=cotgx
1

b) —<senxcosx<—
4 2

c) cos3x+2cos6x+cos9x=0

4) Dada a fungdo g(x)=| arcsen(x—1) +§ , determine:

a) dominio, zeros e imagem de g

b) esbogo do graficode g

5) Responda V ou F, justificando:
a) Existe aeR tal que sen’o—cos’ o =1
b) O conjunto solugio da equagdo 1+ sen(2x)=(senx+cos x)2 ¢ finito
¢) O conjunto imagem da fung¢do f(x)=4sen’x+3cos> x & o intervalo [3,4]
d) A equagdo 3senx+4cosx =c tem solugdo para todo ¢ €[-5,5]
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2011

1) Uma circunferéncia de raio 2 cm ¢ inscrita num poligono regular de 12 lados. Determine o
perimetro e a area do poligono.

2) Resolver as equacdes e a inequacao:

a) 2sen’x—3senx+1<0

b) arcig x+arcig(x—1)=

N

c) sendx+sen2x =cosx

3) a) Esboce o graficode f(x)=|arcigx |—g

b) Para quais niimeros reais x a fungdo g(x)=5-3sen (Zx - g) atinge o seu valor maximo?

4) Se f(x)=cos®x—sen’x , determine:
a) dominio, zeros e imagem de f

b) um esbogo do graficode f

5) Responda V ou F, justificando as respostas:

1-tg’x

o Vx # S+ kn
I+2g7x

2 2
a) cos” x—sen"x =

b) sen 3>sen 2

C) arcsen (senx) =x, Vxe [?,g:l

d) O conjunto solugdo da equagdo arcsen(—x)+arcsen(x)=0 ¢ S={0,1}
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2012

1) Na figura, o tridngulo ABC é retangulo com AB=2++/3 e AD = AC =1, determine:
a) tg(a+p)

b) amedida, em graus, do angulo B

2) Resolva as equagdes:
a) 2c0s2X—Ccosx=3

b) sen mx+cosnx=1

3) Se f(x)=

tg (%Xj—l ‘ , determine:

a) dominio e zeros de f

b) um esboco do grafico de f
4) Se g(x):garctg(x—l)+1, determine:
T

a) dominio, pontos de intersecdo do grafico com os eixos coordenadas e a imagem de g

b) um esboco do gréafico de g
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5) Responda Verdadeiro ou Falso, justificando as respostas:
a) cos23—n—sen — .cos3—n—2sen—.cos—.sen—:0
5 10 5 5 1

b) Se a secx=1+tgx e bsecx=1—tgx,entdo a’+ b°=2

N2

¢) cos[arcig2+arcig3] = -

d) Existe aeR tal que sen a+cosa :%
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2 Respostas das questoes das segundas provas

1998

1) AnB :{_—ﬁ,o,ﬁ}
2 "2

2) Dom(f)=R; Im(f)=[-11]

y

Gr(/)

3) a=90°, A=8
4) BC=23
5 a)

e 6r()

.4 =
8 8

x
4

T
2

b) f(x) =%arcsen«/§

ol
o5

6) a) SZ{XER; x=(2k+1)7 ou x:%[+2k7r; keZ} b) {_

7) S={xeR/ Z+k—ﬂ< X<£+k—”;keZ
4 2 2 2
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1)
2)

1999

S = 54\/§cm2
Dom=R; Im= [—2,4]; pP=7

y

/-
=\ ;%
-1 4 2 r
-2

2k+1

3) a) Dom(f)z{xeR/xiT;keZ}; Im(f)=R,

4)

5)

6)

b) z(f):{xeR/x=%+k; keZ}

c)

%+2k7r ou x:%z+2k7r ou x=%+2k7r; keZ}

o
N
(%}

Il
—
=
m
»
=
Il

xeR; x:%Jerﬂ ou x=%+2k7r; keZ}

=

a) S={xelR; :£+k—ﬂ<x<£+k—ﬂ-;keZ}
12 3 3 3

b) s= XG[O,Zﬂ']/OSXS% ou %Sxﬁﬂ}

y41(¢]
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2000

1) ¢cD=2
2) 125%

3) a)Sz{xeR;x:%42hz0ux=%§+2hukeZ}

b) S=lxeR/x=Z4 o ELRT 4y
6 2 4 2

¢) S={xeR/x=2+kn mlx:£+zﬁz(m x:§£+2£z;keZ
2 9 3 9 3

4) a) Dom(f)={xeR; x#2k+1; keZ}
z(f)={2k; k e Z} = n° inteiros pares
Im(f)=R

b) ) SR (-11)
4y 4

p=2

> X

5) S:{xeR;%st%g ml%gﬁxﬁgﬁ}

1
6) x=y=5
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2001

1) AC=+2+2

2) Dom(g)= {XER/X¢Z+%; keZ}

2(9)= {XGRIX_%+'% keZ}

im(g)=[-1=)
-
P=3
le
» X
ni m\0] /n in
417g 8 14
!
-1

3) a) S={xeR; x=3+4k; keZ}

b) s

xeR; x=kr; keZ}

4) a)s

b) s

{XER 2kr<Xx<m+2kmr e x= 2+2k7r keZ}

xeR; —+|(7Z'<X<%+k7z‘ e X¢E+k7r keZ}

5) a)F PF ¢V dV e V (Justificar)
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2002

1) a) Dom(f)=R; z(f)=Z; p=1; Im(f)=[0,1]
b)

2) Perimetro = 15(\/§+1)
3) sz{-l,i}
4’4
4) a) S:{xeR; 2 o ikr<x< z+k7r; keZ}
12 12

b) S:{xeR;x:kTE; keZ}

5) y=%

6) cosa:l
3

7) a)F b)V ¢ F d)F  (Justificar)

2003

24

n =2
)25

2) x=54'32"
3) f(x)=sen(nx)
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4)

ST

5 b=2 c=4 d==
2
7) 125%
8) a) S={X€R; x=%+2k;r ou x:%+2k7r ou x:%+2k7r; keZ}
b) S=R

C) S:{XGR; %+k7[<x<% +kr; keZ}

2004

1) sena = 4
5

2) b) s:{—z, 2o 2 2}

3) 4h5’27” e 4h38°10”
4) a) Dom(f)=R; Im(f)=[-11]; Z(f)Z{XER; x:%+2k ou x:g +2k; keZ}

b)
A y
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5) a) Dom(f)=[-3,-1]; Im(f)=[0,z]; z(f)={-1}
b)

3 2

c) f*(x)=-2+cosx

2005

1) a) S:{XGR; x:%+2k7r ou X:S?” +2k7; keZ}

b) S=ixeR: x="+kr ou x="2- 2% ou x=5—” +2k—7z; keZ
2 18 3

3 18
0) S:[O,E}U[Z_ﬁlz}u{ﬁ,gﬂ}
3 3 6 6

2) a) Dom(f):{XER;X¢%+k;kGZ}; Im(f)=R,;

z(f):{%+2k, §+2k; keZ}
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b)

l}'
| | |I II
3 f \_/
Gr(f)
2
| |
| St
]\ VY
\f | \/ Il
o 1 2 x
& Z

%oh

3) Ha duas possibilidades de quadrilateros convexos e duas de ndo convexos.

p,=12+23 e p,=6+23
4) p=3
5) a) vV b)V. ¢)F d)V (Justificar)

2006

1) a) AC=+3

b) ADC =30°

C) S= ﬂ

4

2) a)s Z{XER; x=%[+2k7r ou x=%+2kﬁ; keZ}

b) S:{xeR; 1+k7rsxs5—”+kﬂ; keZ}
12 12
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3) a) Dom(f):{XGR; x¢%+k; keZ}

z(f):{%+g;kez}

Im(f):(—oo,l]
b)
o
L :
/ﬂ a3
|
4) a)3=¥+50\/§ b) 10,/3/

5 a)V b))V ¢ F d)F (Justificar)

2007

1) a) Dom(f)=R; z(f) {%+k7”; keZ}; Im(f)=[-11]

b)

i
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2) &) Dom(g)=E; z(g)={1}: Im(g):(—%,%j

b)
rs }"
172
0 1 =
I
12

3) a) S:{XGR; x=kz ou x:%+k7z oux:%+k7z; keZ}
{XER; x=2+kZ ou x=(k+1)£; keZ}
8 2 2
c) SZ{XER; 2kz < x<(2k+1)7z ou %T+2k7r<x<%+2k7z; keZ}

d) S=<xeR; k—”<x<%+k7ﬂ; keZ}

4 a) S(a)=3sena
0<a<rrad
JkS
3
Gr(s)
> o
0 T T
2
b) =%
) a >

5) agV b)V c¢)F d)V (Justificar)
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1)
2)
3)
4)
5)

1)
2)

2008

6.370 km
R;=3cme R,=4,5cm
c=-1
y=1
a) Dom(f)=R; z(f)={2kz; keZ}; p=2z Im(f)=[0,1]
b) Gr(f)
4y
1
0 T 2n 5%
a) S={xeR X=Zikz, X=—2 42Kz OUX=-—-+2Kr; keZ}

2009

BE=+5

a) Dom(f):{XGR; x:&k?”; keZ}; Im(f)=[0,+) e

Z(f)Z{XER; x:%+k%; keZ}
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b) Gr(f)

]
e

3) a) 1=3
b) p=x e Im(f):[—ﬁ,\/ﬂ

4) a) S={XER; x=%+2k7r ou x =2kr; keZ}

b) S:{XER; x=%+kﬂ ou x:%+2k7r ou x:%[+2k7z; keZ}

d) S:{XGR; kﬁSXS%-ﬁ-kﬂ'; keZ}

5) a)F b)V. ¢)F d)V (Justificar)

2010

1) b=+6ec=1++3
2) &) Dom(f)=R; z(f):{%Jrk; keZ}; im(f)=[04]

b) Gr(f)
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3) a)S:{x :—+k7rou x_z+k7 keZ}

b) S=:{xeR; —+k7z<x<5—+k7r e x#—+kr; keZ
12 4
c) S= {x ; —” k”oux—%JerTﬂ ke Z}

4) a) Dom(g)=[0,2]; Z(g)={¥}; Im(g)Z[O,%}

b) Gr(g)
y

NES

A A

5) a) V b)F ¢V d)V (Justificar)

2011

1) 48(2—ﬁ)cm e 48(2—ﬁ)cm

2) a) Sz{XeR; %+2k7z’ SXS%Z+2kﬂ; keZ}

D s :{1+\/§}

2

T  2krx 5_7z 2k7r;kEZ
18 3 18 3

c)S ={%+ kz, —+——,
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3) a)

—

b)X:£Z+kﬂ;k€Z
12

n Kr.

4) a) Dom(f)=E; z(f):{T? keZ}; im(f)=[-11]

b)

A
A

5) a) vV b)F ¢V d)F (Justificar)

o

2012

1) a)+3 b) 15°

2) a) S={(2k+1)7; keZ} b) S:{Zk, 2k+%; keZ}
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3) a) Dom(f)={xeR/x=2k+1 keZ}; z(f)={2k+%; keZ}
4
K1

4) a) Dom(g)=R; Im(g)=(0,2); A:(O’%)

b) Gr(g)

b) Gr(f)

le

4 ©)

0 1

5)a) V b)V. ¢V d)F (Justificar)
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