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RESUMO

Este trabalho consiste em realizar um estudo aprofundado sobre semelhanca de figuras planas,
a partir de um conhecimento prévio dos conceitos basicos de geometria plana.

Além da teoria, abordada nos trés primeiros capitulos e voltada principalmente para
professores de matematica, encontram-se também, nos trés capitulos subsequentes, exercicios
resolvidos tradicionalmente e também resolvidos utilizando o software GeoGebra, além de
exercicios propostos juntamente com suas respectivas respostas esperadas.

Palavras-chave: Geometria, Poligonos, Semelhan¢a, GeoGebra.



ABSTRACT

This work consists in carrying out an in - depth study on the similarity of flat figures, from a
previous knowledge of the basic concepts of flat geometry.

In addition to the theory, addressed in the first three chapters and addressed mainly to teachers
of mathematics, there are also, in the following three chapters, exercises solved traditionally
and also solved using GeoGebra software, in addition to proposed exercises along with their
respective expected answers.

Keywords: Geometry, Polygons, Similarity, GeoGebra.
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Introducao

A geometria ¢ um dos temas mais importantes da matematica, pois ha aplicacdes em
varias outras areas, como na engenharia e na arquitetura, por exemplo. Dentro da geometria, a
semelhanca tem grande destaque. Sua relevancia ¢ tal que ¢ abordada desde o ensino

fundamental.

E comum encontrar, na literatura matematica, muitas informacdes sobre semelhanca
de triangulos. Pouco se encontra sobre poligonos com nimero de lados maior do que trés,

menos ainda se encontra sobre as outras figuras.

O objetivo desse trabalho ¢é realizar um estudo aprofundado sobre semelhanca de
figuras planas. A referéncia bibliografica principal utilizada nesse estudo foi o livro "Medida

¢ Forma em Geometria", E. L. Lima, Cole¢ao do Professor de Matematica, SBM.

O conteudo deste trabalho ¢ voltado para professores e alunos do ensino médio e esta

estruturado da seguinte forma:

Os Capitulos I, II e III trazem um estudo do conceito de semelhanca de figuras planas
e homotetia, através de teoremas e demonstragdes, sendo que no Capitulo 11, é feito um estudo
detalhado sobre semelhanca de tridngulos, poligonos e circulos, e no Capitulo III, ¢

demonstrada a relac@o entre a semelhanca de figuras e suas areas.

O Capitulo IV trata de exercicios resolvidos que abordam situacdes diversas e

aplicacdes, alguns que cairam no ENEM.
O Capitulo V traz exercicios resolvidos passo a passo utilizando o software GeoGebra.

O Capitulo VI tem o objetivo de propor exercicios selecionados criteriosamente um a

um. Ao final deste capitulo, encontram-se as respostas esperadas.

Os capitulos de I a III sdo mais aprofundados, sendo entdo destinados a professores da
area de matematica e afins. Os capitulos subsequentes destinam-se mais a alunos, por serem

aplicagdes em questdes de ENEM e outros do mesmo nivel.
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Com a introducdo de novas demonstracdes e exercicios propostos e resolvidos a partir
do software GeoGebra, pretende-se contribuir com o ensino-aprendizagem de matematica nas

escolas e universidades.
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CAPITULO1

Neste capitulo, sera apresentado o conceito de semelhanca entre figuras planas e

homotetia através de exemplos.

Semelhanca entre Figuras

Informalmente, duas figuras planas sdo semelhantes quando mantém a mesma

propor¢ao, mesmo se forem utilizadas escalas diferentes (Figura 1).

Figura 1 — Figuras semelhantes

Figuras semelhantes mantém a mesma proporgao.

Defini¢éio 1: Uma semelhanga de razdo r ¢ uma bijegdo a: F — F’, que transforma pontos X ¢

Y quaisquerem X' = o(X) e Y’ = a(Y), tais que, X'Y’ = r. XY, com 7 real. ]

Diz-se que F e F' sdao semelhantes, com razdo de semelhanga r, € que o segmento de reta XY
e 0 segmento X'Y’ sdo homdlogos (
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Figura 2).

Figura 2 — Bijecdo de figuras planas

Se X' = a(X), diz-se que os pontos X e X' sao homologos.

A bijecdo 0:F - F', com esta propriedade de multiplicar as distdncias pela constante r,
chama-se semelhan¢a de razdo r entre F e F'. Os pontos X ¢ X' sdo homdlogos quando

X' = 0(X), ouseja, X' éaimagem de X por g.

Algumas propriedades sdo muito importantes e merecem ser destacadas:

e Transitividade: se F ¢ semelhante a F' ¢ F’' é semelhante a F'', entdo F é semelhante
aF'";
e Inversa: Se F ¢ semelhante a F', entdo F' é semelhante a F, pois dada a semelhanga

0:F - F' de razdo r, a fungdo inversa ¢’: F' - F ¢ uma semelhanga de razdo 1/r.

Uma isometria ¢ uma semelhanga de razdo igual a 1. Quando existe uma isometria entre duas

figuras, elas sdo ditas congruentes.

Exemplos de figuras semelhantes:

Exemplo 1: Se AB e CD sao dois segmentos de reta quaisquer, entdo eles sao semelhantes.

X X

C + 1 C v 1
L ' J — L ' J
A B o C D

o:[4,B] - [C,D]
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Prova: De fato, se CD = r.AB, define-se a semelhanca o: AB — CD, de razido r, fazendo

corresponder a cada ponto X do segmento AB o ponto X' = ¢(X) de CD tal que cx' =r.AX.

A fungdo o estd bem definida no sentido de que, para todo X em AB, tem-se X' em CD.
Defato,ﬁ==-AX ===.(CD

. AX
Como X € AB, entdo AX < AB, logo, ﬁ < 1 e, portanto, CX' =

=
3
N
g
!

Como CX' < CD, entdo X' € CD.

A prova da semelhanga o vem a seguir: tomam-se dois pontos quaisquer X e Y no segmento
AB, sendo X entre A e Y, logo AX < AY. Segue que X' estaentre C e Y’ (

).

Figura 3 — Bije¢do de segmento de reta

A C

B

XY =CY' = CX' =r.AY —r.AX = r.(AY — AX) = r.XY.

De fato, como CX' =r.AX e CY' = r.AY, entdo CX' =r.AX <r.AY = CY'.

Logo, cxX' < cy, portanto, X' esta entre C e Y'.

XY =CY' —CX' =r.AY —r.AX =r.(AY — AX) = r. XY. n



16

Exemplo 2: Sejam duas semirretas quaisquer OA ¢ O'B e sejam O e O'suas respectivas

origens. Dado r >0, define-se uma semelhan¢a 0:0A — O'B, de razdo r, fazendo

corresponder a cada ponto X em OA o ponto X' = g(X) em O'B tal que 0'X’ = r.0X.

Fazendo a verificacdo da semelhanga o: tomam-se dois pontos quaisquer X, Y na
semirreta OA, sendo Y entre O e A, e X entre O e Y, logo OX < OY. Afirmamos que: X' estd
entre 0'e Y’ (

Figura 4 — Bije¢@o de semirreta

XY =0Y -0X =r.0Y —r.0X =r.(0Y — 0X) =r.XY.

De fato, como 0'X' =1.0X e 0'Y' = 1.0Y, entdio 0'X' =r.0X <r.0Y =0'Y".

Logo, 0'X' < 0'Y’, portanto, X' esta entre 0’ e Y'. ]

Da mesma forma, duas retas quaisquer sdo semelhantes.

Logo, duas semirretas ou duas retas sdo semelhantes com razdo qualquer.

Lema 2: Sejao: F — F' uma semelhanga. Se A, B e C pertencem a F, com C pertencente a

AB, entdo C' pertence a A'B’, onde A’ = 0 (A), B’ = a(B) e C' = a(C).

Demonstra¢do: Seja o: F —» F' uma semelhanga de razdo r da figura F sobre a figura F'.

Sejam A, B e C trés pontos colineares. Suponha, por exemplo, que C pertence ao segmento de
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reta AB . Mostramos que C' = g(C) pertence ao segmento A'B’, onde A"’ =0(A4) ¢

B' = a(B) e, portanto, A", B’ e C’ sdo colineares.

De fato, AC + CB = AB, logo A'C'+ C'B'=r.AC+r.CB=1.(AC+CB) =1.AB = A'B’,

entdo, concluimos que C' pertence a A'B’ (Figura 5).

Figura 5 — Bije¢do dos segmentos AB ¢ A'B’

Segmento de reta AB em F e seu homdlogo A'B’ em F'.

Teorema 3: Uma semelhanga o: F — F', de razédo r, transforma:

I.
il.
iil.
iv.

V.

Todo segmento de reta contido em F num segmento de reta contido em F';
Um circulo de raio a contido em F num circulo de raio r. a contido em F’;
Pontos interiores a F em pontos interiores a F';

Pontos de contorno de F em pontos de contorno em F';

Vértices de F em vértices de F' (se F e F' forem poligonos). Assim, poligonos

semelhantes tém necessariamente o mesmo numero de vértices.

Prova: Se P é um ponto qualquer de F, denotaremos por P’ 0 homodlogo a(P) de P por 0.

)

Seja AB um segmento de reta contido em F. Vamos mostrar que o segmento de reta A'B’

esta contido em F' (C esta entre A e B, pois

A’Q<A'B’_rAB
r = r r

= AB

A'Q =TAC - AC =

Figura 6). Mais do que isso, vamos mostrar que o(AB) = A'B’ e, logo, em particular,

A'B' c F'. De fato, pelo Lema 2, tem-se 0(AB) c A'B’. Para mostrar que A'B’' c o(AB), seja
Q € A’B'. Seja C € AB tal que A'C’' = rAC = A'Q. Como C € AB, pelo Lema 2,C' € A'B'.
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Como Q,C' € A'B' e A'C' = A'Q, entio Q = C' = 0(C) e, portanto, Q € g(AB). Assim,
o(AB) = A'B'.

C esta entre A e B, pois

A’Q<A’B’_rAB
r =~ r r

A'Q =rAC - AC = = AB

Figura 6 — Semelhanga de segmentos

Uma semelhanga o: F — F' transforma um segmento AB em outro, A'B’.

i1) O circulo de centro O e raio a, contido em F, € o conjunto dos segmentos de reta OX, tais
que OX = a. Sua imagem por o ¢ o conjunto dos segmentos 0'X’ com 0’ = ¢(0), tais que
0'X' = r.a, portanto ¢ o circulo de centro 0’ e raio r.a (

Figura 7).

Figura 7 — Semelhanga de circulos

), X'
X F'

F

Uma semelhanga g: F — F' transforma um conjunto de segmentos 0X
em outro, 0'X’".
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iil) Um ponto diz-se interior a figura F quando é centro de algum circulo inteiramente
contido em F. Seu homologo X' = a(X) ¢é o centro de um circulo de raio r. a, contido em F'.

Portanto, X' é ponto interior a F'.

iv) Diz-se que um ponto X pertence ao contorno da figura F quando X pertence a F mas ndo
¢ interior a F, ou seja, nenhum circulo de centro X pode estar inteiramente contido em F.
Neste caso, X' = o(X) deve pertencer ao contorno de F', pois se X' estivesse no interior de

F’, entdo, em virtude de (iii), X = 0~1(X") também estaria no interior de F.

v) Suponha agora que F e F' sejam poligonos e que X seja um vértice de F (Figura 8). Em
particular, X estd no contorno de F e, logo, por (iv), seu homologo X' = o(X) esta no
contorno de F'. Se ndo fosse vértice, o ponto X' pertenceria ao lado A'B’ de F', sendo
diferente de A" = g(A) e de B’ = o(B). Entdo X pertenceria ao lado AB de F, comX # Ae

X # B, logo X nao seria vértice de F. [

Figura 8 — Semelhanca de poligonos

AI

Uma semelhanga g: F — F' transforma pontos do contorno de F em pontos do
contorno de F'.

Homotetia

Definicdo 4: Sejam O um ponto do plano II (ou do espago E) e r um numero real positivo. A

homotetia de centro O e razdo r > 0 € a fungdo o: Il = I (ou g: E — E) definida do seguinte
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modo: 6(0) = 0 e, para todo ponto X # 0, 0(X) = X' é o ponto da semirreta OX tal que
0X' = r.0X.

Quando a homotetia tem razdo 1, ha a aplica¢do da identidade. Uma homotetia de centro O
transforma toda reta que passa por O em si mesma.

Toda homotetia ¢ uma bijecdo. A funcdo inversa da homotetia ¢ uma homotetia de mesmo
centro, cujarazdo ¢ 1/r.

Se existe uma homotetia o tal que o(F) = F', diz-se que duas figuras F e F' sdo homotéticas

(Figura 9).

Figura 9 — Homotetia

0
Uma homotetia de centro O e razdo r transforma a figura P na
figura F', sendo que estas figuras estdo em planos paralelos.
Assim. F e F'sdo homotéticas.

Um exemplo de homotetia (de razdo r > 1) se obtém considerando o centro O como o foco
de um projetor de slides; F' é a imagem ampliada do slide F, que se vé sobre a tela.

Numa homotetia, os pontos 0,X e X' sdo sempre colineares, nesta ordem, se ¥ > 1 ou na
ordem 0,X’,X se 0 < r < 1. J4 numa semelhanga, as figuras F ¢ F' podem ocupar posi¢des
quaisquer, como numa foto e sua ampliagdo, que podem ser colocadas em varios lugares, mas

continuam semelhantes.

Teorema 5: Toda homotetia ¢ uma semelhanca que transforma qualquer reta em si propria ou

numa reta paralela.
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Demonstracio: Seja 0 uma homotetia de centro O e razdor. O casor = 1 ¢ trivial e, logo,
pode-se supor r # 1. Mostraremos que o ¢ uma semelhanca de razdo r . Para isso,

consideraremos dois pontos quaisquer X e Y. Se X, Y e O forem colineares, afirmamos que

X'Y' = r-XY. De fato:

e se X estaentre O e Y, entdo

XY =0Y-0X' =7r-0Y —r-0X =r-(0Y — 0X) =7 XY.
e secY estaentre O e X, entdo

XY =0X-0Y' =r-0X—r-0Y =7r-(0X —0Y) =r-XY.

e sec Oestaentre X eY, entdo

XY =0Y'+0X =r-0Y +r-0X =r-(0Y + 0X) = - XY.

Admitamos, entdo, que X, Y e O ndo sejam colineares (veja figura a seguir).

Indiquemos por [MNP ] a area de um tridngulo qualquer MNP . Como os tridngulos OXY' e

. . [oxY'] oy’ : —
OXY tém a mesma altura relativa ao vértice X, entdo = —.Como0OY =1r-0Ye¢
[0XY] oY
[oxy'] oy’ , )
= , entdo [0XY'] = r - [0XY]. Como os tridngulos OYX' e OYX tém a mesma
[0XY] [9)%
_ _ _ lorx']  ox’ — __ lorx"]  ox’
altura relativa ao vértice Y, entdo = —. ComoOX' =1r-0Xe = —,
[0YX] 0X [oYX] 0X

entdo [OYX'] =r-[0YX] =r-[0XY]. Como [OXY'] =1r-[0XY] e [OYX'] =r-[0XY],
entio [0XY'] = [0YX'] . Mas, [0XY'] = [0XY] + [XYY'] e [0YX'] = [0XY] + [XYX] .
Como [0XY'] = [0XY] + [XYY'], [OYX'] = [0XY] + [XYX'] e [0XY'] = [0YX'], entio
[XYY'] = [XYX']. Como os tridngulos XYY’ ¢ XYX' tém a mesma base XY € mesma drea,
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entdo a altura de XYY’ relativa ao vértice Y’ é igual a altura de XY X' relativa ao vértice X' e,
portanto, XY ¢ paraleloa X'Y".

Alternativamente, usando o Corolario 3 (Apéndice), segue facilmente que XY é paralelo a

Vamos, agora, mostrar que v — Como os tridngulos OX'Y' e OX'Y tém a mesma altura
[ox'y'] _ oy’
[ox'Y] = OY
lado, [0X'Y'] = [0XY] + [XYX'] + [X'Y'Y] e [0X'Y] = [0XY] + [XYX']. Como [0X'Y'] =
r-[0X'Y], [0X'Y'] = [0XY]+ [XYX'] +[X'Y'Y] e [0X'Y]=[0XY]+[XYX'], entio
[0XY] + [XYX'] + [X'Y'Y] = - ([0XY] + [XYX']) = r-[0XY] +7-[XYX'] .  Mas,
[0XY] + [XYX'] = [0YX'] = r - [0XY]. Como [0XY] + [XYX'] + [X'Y'Y] = r-[OXY] + 7 -
[XYX'] e [0XY] + [XYX'] =r-[0XY], entdo [X'Y'Y]= r-[XYX']. Como XY e X'Y sdo

relativa ao vértice X', entdo = r. Assim, [0X'Y'] =r-[0X'Y]. Por outro

paralelos, entdo a altura X'Y'Y relativa ao lado X'Y’ € igual a altura de XY X' relativa ao lado

X'y’
XY e, como [X'Y'Y] = r- [XYX'], segue que > - T. [

Corolario 6: Toda paralela a um lado de um tridngulo determina um tridngulo parcial

semelhante ao tridngulo total.

Demonstragido: Com efeito, no tridngulo ABC, seja XY paralela a BC. A homotetia o de

< AB . :
centro A e razdo r = Ix transforma X em B ¢ Y num ponto Y’ situado na semirreta AC. A

imagem de XY por essa homotetia é o segmento BY', paralelo a XY e comegando em B.
Assim Y’ pertence as retas BC e AC, isto é, Y’ = C. Portanto 6(4) = A, 0(B) =B, a(C) =

C, isto ¢, o € uma semelhanga entre os tridngulos AXY e ABC. [ |
Proposicao 7: Toda semelhanca € igual a uma isometria composta com uma homotetia.

Demonstra¢ido: Seja o: F — F' uma semelhanga de razdo r entre as figuras F e F'. Fixemos
um ponto O € F e considere a homotetia 7: F — F'' de centro O e razdo r. Seja F'' a imagem
de F por 7. A fungdo inversa T~1 ¢ uma homotetia (logo, uma semelhanga) de centro O e

razdo 1/r. Assim, a fungdo composta A = oot 1:F"’" — F’' é uma isometria e ¢ = g o
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(t7lo1) = (0ot 1) o1 =207 ¢ igual a uma isometria (1) composta com uma homotetia

(7). [



T € sobrejetiva, pois F”’ = Fm(t)

24
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CAPITULO 11

Neste capitulo, serd abordada a relagdo entre a semelhanga de tridngulos, poligonos e

circulos, a partir de teoremas e suas demonstragdes.
Semelhanc¢a de Triangulos, Poligonos e Circulos

II.1. Semelhanc¢a de Triangulos

E um caso especial de semelhanca de figuras planas.

Teorema 8: Se dois triangulos sdo semelhantes, entdo t€ém angulos iguais e lados homoélogos

proporcionais.

Demonstra¢io: Seja o: ABC —» A'B'C’' uma semelhanga de razio r entre os tridngulos ABC e

A'B'C',com A’ = d(A),B'= o (B) e C' = o (C). Entdo, pela definigdo de semelhanga,

A’B" _A'c’ _ B'C’
AB ~ AC  BC

=T7T.

Logo, os triangulos t€m os lados homoélogos proporcionais. Para provar que os angulos sdo
iguais, suponha a fim de fixar ideias, que seja 0 < r < 1. A homotetia 7, de centro A e razdo
r, transforma o tridangulo ABC no tridngulo parcial AB"'C"', com B''C" paralela a BC. Entdo

L/?T'=§ec/"\'=CA(



Figura 10).
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Figura 10 — Triangulos semelhantes tém angulos iguais e lados homologos proporcionais.

A’
A
r. AB
r. AC r. AC r. AB
c B
BI
B” c r. BC
CII
r. BC
HOMOTETIA

Mas, os tridngulos AB"'C"" ¢ A'B'C’ sdo congruentes pelo caso de congruéncia LLL, pois

AB" = A'B' (=r.4AB), AC" = A'C' (=1.4C) e B"C" = B'C’ (=r.B0).

—~

Logo, A =A,B=BeC =C. [ |

Teorema 9: (caso LLL de semelhanca de tridngulos): Se dois triangulos tém lados

proporcionais, entdo sdo semelhantes.

Demonstracdo: Sejam agora ABC e A'B'C’ tridngulos tais que A'B'=1.AB, A'C' =1.AC e
BC =r.BC para um certo r > 0, significando que eles tém os lados proporcionais
(Figura 11).
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Figura 11 — Caso de semelhanca LLL (Lado, Lado, Lado)

A’
A
r. AB
r. AC r. AC r. AB
c B
BI
B” C r. BC
C'l
r. BC
HOMOTETIA

A homotetia de centro A e razdo r transforma o tridngulo ABC no tridngulo AB''C"" cujos
lados medem AB" = r.AB, AC" =r.AC e B"C" = r.BC.
AB"(C" ¢ A'B'C' sdo congruentes, porque tém os lados iguais. Como AB"'C"' é semelhante a

ABC, segue-se que ABC ¢ A'B'C’ sdao semelhantes. [

Teorema 10: Se dois triangulos tém dois angulos iguais, entdo tém lados proporcionais.

Segue dos Teoremas 4 e 5, o caso AA de semelhanca de triangulos: se dois triangulos tém

angulos iguais, entdo sdo semelhantes (



Figura 12).
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Figura 12 — Caso de Semelhanca AA (Angulo, Angulo)

A A

CII B

Demonstragdo: Sejam ABC e A'B'C’ triangulos com A = A’ ¢ B = B'. Nas semirretas AB ¢

AC tomemos os pontos B” € C”, respectivamente, de modo que AB” = A'B" e AC"' = A'C’. Os

tridngulos AB"'C"" e A'B'C’ sdo congruentes pelo caso de congruéncia de tridngulos LAL, uma
vez que tém um angulo igual (4 = E’) compreendido entre lados iguais.

Como AB"'C" ¢ A'B'C’ sdo congruentes, entio B” =B’ ¢ B'C" =B'C'. Como B =B’ ¢

B" = B', entdo B = B”. Como B = B”, entfio as retas B''C"' e BC sio paralelas.

AB 144 A C r
Pelo Teorema de Tales, segue que — = —.
AB c

Por C"' tracemos a reta C''D paralela a AB, com D no lado BC de ABC. Entdo, BD ¢ paralela a
B"C" ¢ BB" ¢ paralela a C"'D, logo, BB'C"D é um paralelogramo. Como BB''C''D é um

paralelogramo, entio B''C" = BD.

Ac'""  BD
Pelo Teorema de Tales, segue que — = —.
AC BC

AC”
Como — =
AC

|
e
(@]
Sy
3
1
[wo]
)
[
8
|
Il
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AB” AC” B”C”

Portanto, =
AB AC BC
AB” AC” B”C” AIBI
Como AB" = A'B', AC" =A'C',B"C" =B'(' e — = — = ——, entio — =
AB AC BC AB
Alc’ B'c’
_— = [ |
AC C

Teorema 11: Se dois tridngulos tém um angulo igual compreendido entre lados

proporcionais, entdo tém dois angulos iguais.

Segue dos Teoremas 4, 5 e 6, o caso LAL de semelhancga de tridngulos: se dois triangulos tém

um angulo igual compreendido entre lados proporcionais, entdo sao semelhantes (Figura 13).

BI
BII C'
C’I
B
C
Figura 13 — Caso de semelhanga LAL (Lado, Angulo, Lado)
. ~ A'B" _A'c!
Demonstra¢io: Sejam ABC e A'B'C’ tridngulos com A = A’ e =5 = ol Nas semirretas
AB e AC tomemos os pontos B"” e C" , respectivamente, de modo que

AB" = A'B" e AC" = A'C'. Os tridngulos AB"'C"" ¢ A'B'C' sdo congruentes pelo caso de
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congruéncia de tridngulos LAL, uma vez que tém um angulo igual (4 = Z’) compreendido
entre lados iguais.

Como AB"'C" e A'B'C’ sdo congruentes, entdo B” = B'. Como

- - _ — AIBI A,C’ AB// AC”
AB"=AB AC" =AC e— = , entdo, — = —.
AB AC AB AC

Pelo Corolario 3 (Apéndice), segue que as retas B"'C"' € BC sdo paralelas.

o — —~

Como as retas B”'C" ¢ BC sdo paralelas, entio B = B”. Como B” = B’ ¢ B = B”, entio

—~ —_

B =B’ Portanto, tem-se A = A' e B = B". ]
Corolario 12: Dois angulos semelhantes sdo iguais.

Prova: Evidentemente, basta considerar o caso em que os angulos ndo sdo rasos. Seja
0:4 - A uma semelhanga entre o angulo 4 e o angulo A". Em primeiro lugar, notemos
que deve ter a(A) = A’ pois se 0(A) = X fosse outro ponto do dngulo A’ diferente do vértice
A', entdo X pertenceria ao interior de um segmento de reta X'Z' contido num dos lados do
angulo A’ . Considerando a semelhanca inversa o~ 1: A A , concluiriamos que o vértice
A = 07 1(X) pertenceria ao interior do segmento de reta XZ, contido num dos lados de 4,
comoa(Y) =Y', 0(Z) = Z'. Mas isto ¢ absurdo, logo X = A”. Em seguida, consideremos dois
pontos quaisquer B ¢ C em lados distintos do angulo A . Sejam B’ ¢ C’, respectivamente, 0s

homologos de B ¢ C. Pela defini¢do de semelhanga, tem-se

AB _AC BC

AB  AC BC

Pelo caso de semelhanga de tridngulos LLL, segue-se que os tridngulos ABC ¢ A'B'C’ sdo

semelhantes. Como ABC e A'B'C’ sdo semelhantes, segue do Teorema I, que os angulos

homologos desses tridngulos sdo iguais. Em particular, A = Al [ |

Observagao: Segue-se do Corolario 1 que toda figura semelhante a um retangulo ¢ ainda um

retangulo.
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I1.2. Semelhan¢a de Poligonos

Pelo Teorema 1, item (v), poligonos semelhantes tém necessariamente 0 mesmo
nimero de vértices.

Teorema 13: Dois poligonos com o mesmo nimero de lados sdo semelhantes se, € somente
se, seus vértices podem ser numerados de modo que os dngulos de mesmo indice sejam iguais

e os lados de mesmos indices sejam proporcionais.

Demonstragdo: Sejam A4, ... A, e A1A, ... A, poligonos com mesmo nimero de lados.
142 . An € A147 . Ay
Se os poligonos sdo semelhantes, entdo existe uma semelhanga de razdo r , que
necessariamente transforma vértice de A;4, ... A, em vértice de A} A4} ... A;,. Renumerando os
vértices de A} A5, ... A, , podemos supor que 4; e A sdo homologos, i = 1,2, ..., n. Definamos
1412 n 14 i
Ay =A,, Apyq = Ay, Ay = Ay, Ay = A7. Como os poligonos sdo semelhantes com razdo

r, sendo A; e A; homdlogos, i = 1,2, ..., n, entdo

! ! I 41 ! !
A14r _ Ad _ AdAe
= = =ri=1,2,..,n
A—14, A1 A—14141

Logo, pelo caso de semelhanca de tridngulos LLL, para cada i =1,2,...,n, os triangulos
A;_1A;A; 4 e Aj_AjA],, sdo semelhantes com razdo r. Como, para cadai =1,2,...,n, os
tridngulos A;_1A4;A;41 € Aj_AjA],; sdo semelhantes com razdo r, entdo A, = A}, i =
1,2,..,n. Logo, os angulos de mesmo indice sdo iguais e os lados de mesmos indices sdo

proporcionais.

Admitamos que os vértices de A1 45 ... Ay, estejam numerados de modo que

I Al
AlA 4
AAr41

—~

A, =A4Ae =ri=12..,n

Fixemos um ponto O e consideremos a homotetia T de centro O e razdo r. Seja A7A} ... A;, a

imagem de A4, ..A, por T. Como toda homotetia ¢ uma semelhanga, entdo 7 ¢ uma

semelhanca de razdo r, sendo

1T 71T
~ = AvAy



entio A, =A; e AjA ., =A4VA),,, i=12,..,n e logo, A14;..A,

poligonos congruentes, ou seja, existe uma isometria
. n n n ! ! !
/1. AlAZ "'ATL — A]_AZ ...An.
Assim, Ao T: A4, ... A, — ALA, ... A;, é uma semelhanca entre A4,

de razaor.

I1.3. Semelhanca de Circulos
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e AYA} ... A} sdo

Ay e A4 LA

Sejam O um ponto do plano e a um ntimero real positivo. O circulo de centro O e raio

a ¢ o conjunto dos pontos do plano que estdo a uma distancia < a do ponto O.

Teorema 14: Dois circulos quaisquer sdo figuras semelhantes e a razdo de semelhanca ¢ a

razio entre seus raios.

Demonstracio: Sem perda de generalidade, podemos supor que o circulo C, de raio a, € o

circulo €', de raio a’, ttm o mesmo centro 0. A homotetia de

!/

centro O e razao

a
r = — transforma cada segmento de reta de origem O e comprimento a num segmento de
a

reta de origem O e comprimento a’, situado sobre a mesma reta. Logo, essa homotetia define

uma semelhanga entre C e C' (veja figura a seguir).

Teorema 15: Dois arcos de circunferéncias sdo semelhantes se, e somente se, possuem o

mesmo angulo central.

Demonstra¢io: Sejam AB e A'B’ arcos de circunferéncia nos circulos de centro 0 ¢ 0',

respectivamente, cujos Angulos centrais sio « = AOB ¢ @’ = A'0'B’. Sejam M o ponto médio

de AB e M' o ponto médio de A'B’.
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Toda semelhanga entre os arcos AB e A'B’ determina uma semelhanga entre os tridngulos
AMB ¢ A'M'B’, logo os angulos M e M’ sdo iguais. Dai resulta que os angulos centrais @ e '
também sio iguais, pois & = 360° — 2M e a’ = 360° — 2M’. Assim, arcos semelhantes tém o
mesmo angulo central. Da mesma maneira, suponha que os arcos AB e A'B' tém angulos
centrais iguais. Sem perda da generalidade, podemos supor que os circulos onde estdo
situados esses arcos sao concéntricos. Neste caso, a homotetia (com esse centro) que leva um

circulo no outro ¢ uma semelhanca entre os arcos dados (veja figura a seguir). |
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CAPITULO II1

Neste capitulo, sera abordada a relacdo entre a semelhanga de figuras planas e suas

respectivas areas, o que facilitard muitos calculos posteriores.
Relacao entre Semelhanca e Area

III.1. Razio entre as areas de dois triAngulos semelhantes

Sejam ABC e A'B'C’ dois triangulos semelhantes, com areas S; e S,, respectivamente
(veja figura abaixo). Seja k a razdo de semelhanga. Sejam AP e A'P' as alturas de ABC ¢

A'B'C’ relativas ao vértice A e A, respectivamente.

CI
BC AP )
Como ABC ¢ A'B'C' sdo semelhantes, entio == = = k. Assim,
BrCr ArPr
1— ——
S >BC-AP BC AP
3= 2 =22 _kk=k2

Sy %B/C/-A/P/ o BiCr ArpPr

Conclusdo: A razdo entre as areas de dois triangulos semelhantes ¢ igual ao quadrado da

razdo de semelhanca.
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II1.2. Razio entre as areas de dois poligonos semelhantes

Areade ABCDE ...MN =S, Areade A'B'C'D'E'...M'N' =S,

Sejam A4, ..A, e A}A}..A, dois poligonos semelhantes, com areas S; e S, ,
respectivamente (veja figura abaixo). Seja k a razdo de semelhanca. Entdo, para cada
i=23,..n—1, os tridngulos A A;A;;, € AjAjA;,, sdo semelhantes com razdo de
semelhanca k. Indiquemos por (F) a 4rea da figura plana F. Na Secdo III.1, foi mostrado que
(ALAAL ) = k% - (A14iAi41) , i =2,3,..n — 2. Assim,
(A14; ... An) = (A14z43) + (A1434Y) + - + (A1 Ay Ap) =
=k? - (A14,A3) + k? - (A1A34,) + -+
+k? - (A1An_14y) = k* - ((A1A2A3) + (A1434,) + - + (AlAn—lAn)) =
=k?- (4,4, ...4,).

Conclusdo: A razdo entre as areas de dois poligonos semelhantes ¢ igual ao quadrado da

razdo de semelhanca.

Observagdo: A propriedade acima ¢é extensiva a quaisquer figuras semelhantes, ou seja, a
razdo entre as areas de duas figuras semelhantes ¢ igual ao quadrado da razdo de semelhanca.

A demonstragdo desse fato genérico pode ser encontrada em [7].
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CAPITULO IV

Exercicios Resolvidos

Exercicio 1: Mostre que em um triangulo retangulo, a perpendicular baixada do vértice do
angulo reto sobre a hipotenusa o decompde em dois tridngulos parciais semelhantes ao

triangulo total.

Solucio: Seja o triangulo ABC da figura, reto em C, e seja a reta r, perpendicular ao lado AB,
passando pelo vértice C, o que origina os triangulos ACD, retdngulo em D, e BCD, também
retangulo

emD.

ABC e ACD sio triangulos semelhantes, pois eles t&ém dois angulos correspondentes iguais: o
A que é comum aos dois, e 0 € e D, respectivamente, que sdo retos.
ABC e BCD sao triangulos semelhantes, pois eles tém dois angulos correspondentes iguais: o

B que ¢ comum aos dois, e o C e D, respectivamente, que sao retos.

Exercicio 2: Determine, aproximadamente, o valor da medida x, sabendo que os trapézios

das figuras abaixo sdo semelhantes.
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1,5 1

a) 2,67
b) 2,95
¢) 3,98
d) 3,44
e) 4,36

Solu¢io: Letra C

6 4,5 1,5 x
- =—=—=——— x=265.15=398 - x = 3,98
4 3 2,65

Exercicio 3: O angulo sob o qual um observador vé o topo de um prédio de 88 m de altura
duplica quando esse observador se aproxima 110 m do prédio, e triplica quando ele se

aproxima mais 50 m. Nesse instante, qual a distancia entre o observador e o prédio?

E

88 m

a 2a 3a o
A 1M0m B 50m C x D

a) 10m
b) 16m
c) 25m
d) 30m
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e) 32m
Solucao: Letra B

O angulo AEB tem medida a, pois o angulo EBC, que tem medida 2a, é o angulo externo do
triangulo AEB em B. O angulo BEC tem medida o, pois o angulo ECD, que tem medida 3a, é

o angulo externo do triangulo BCE em C.

A 110 B 50 C x D

O triangulo ACE é semelhante ao tridangulo EBC, pois tém iguais os angulos EAC e BEC, e

AEC e EBC, respectivamente.

Logo, tem-se que

CA CE 160 —
=— > — = — 9 (CE?=8000
CE 50 CE

VAR
=l &
|

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo CED, tem-se que

CE* =CD?*+DE? - 8000 =x%2+88%2 - x=16m

Exercicio 4: O lado menor de um poligono de 4rea igual a 196 cm? mede 7 cm. Qual ¢,

em cm?, a 4rea de um poligono semelhante a este que tem o lado menor medindo 8 cm?

a) 144
b) 169
c) 196
d) 225
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e) 256

Solucao: Letra E

— X = 256cnt

196 (7)2 196. 64

x 38 49

Exercicio 5: Os lados de um quadrilatero medem 4 cm, 5 cm, 6 cm e 7 cm. Calcular as

medidas dos lados de um quadrilatero semelhante a este com area 16 vezes maior.
Solucio: As medidas dos lados do outro quadrilatero sdo: 16 cm, 20 cm, 24 cm e 28 cm.

Sejam os lados do segundo quadrilatero a, b, c e d e a area 164 ¢ a area do primeiro, A.

Entao, tem-se que

A _(4)2_(5)2_(6)2_(7)2_)1_16_25_36_49
164 \a/ ~\b) T \c/ T \a 16 a? b2 2 g2

a’? =162 >a=16cm

b2 =16.25->b=20cm
c?=16.36 >c=24cm
=16.49>d =28cm

QU
N
I

Exercicio 6: Um prédio tem sombra, pela luz solar, projetada no solo horizontal com 70 m.
Simultaneamente um poste de 6 m de altura localizado nas proximidades deste prédio
também tem sua sombra projetada no solo. Sabendo que a sombra do poste mede 10 m,

calcule a altura do prédio.

Solugdo: A altura do prédio é 42 m.
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Mm 1I0m

X 6 10 420
—_— = — =

70 10 x

x = 42m

Exercicio 7: Sabendo que, na figura abaixo, AB = 1,5cm, BC =3,0cm, BD =3,5cm e

DE = 2,0 cm, e seja BD//CE, o valor de x — 2y, sendo que x = CE e y = AD, em cm ¢

a) 8cm
b) 12 cm
¢c) 10 cm
d) 7cm

e) 9cm
Solucio: Letra A

Como BD//CE, ABD é congruente a ACE ¢ ADB é congruente a AEC. Logo,

BD 1,5 3,5 3,5 1 3,5
== > === 5 == 5 -==>= 5x=3-3,5
CE 1,5+ 3,0 x 3 x

[N
vl

e
=
n

x=10,5cm
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AD 1,5 y 15 1 y

—_— - = 4 -
AF AC 15+30 y+2 45 y+2 3 y+2

E

3y=y+2 - 2y=2

y=1cm

x—2y=105-2-1

x—2y=85cm

Exercicio 8: Sejam AB = ? m, CD = 3m, e BC = 5m, o valor de x + y na figura abaixo,

sendox =BD ey =A4D, ¢

a) 6,0m
b) 7,0m
c) 7,5m
d) 8,0m
e) 8,5m

Soluc¢io: Letra B
Os tridngulos ACB ¢ BCD sio semelhantes, pois tém o angulo € e o angulo reto congruentes.

Os tridngulos ACB ¢ ABD sio semelhantes, pois tém o angulo A e o angulo reto congruentes.

Logo, os triangulos BCD e ABD sao semelhantes.

Tem-se:

_ _ 20

AB BD_)? X 20 1 X 20 20
_— = = _= - —ry=—"—D>—=X->—=X
BC CD 5 373743 5 5

x=4m



- I 20

AB BD 3 _ X
— = = — —

BC AD 5 y
Mas x = 4m, logo,

20

= 4 201 4
—_—m e D — - = - >
5 y 3 5 y
y=3m

Assim,x +y=3+4 = 7m

45

Exercicio 9: (Unirio adaptada) Na figura abaixo, tem-se: AB = 2 cm, AE = BC = 4 cm,

CE =5cm,e ADB = ACE.

O perimetro do menor triangulo, em cm, &

a) 3

b15
)4-

c)5

PR
)2

e) 15

Solucio: Letra D




Os tridngulos ABD e AEC sio semelhantes, pois tém o angulo A em comum e ADB = ACE.

Tem-se:

AE AC 4 6 __
=:=—>—==—>AD=3,0CTn
AB AD 2 AD

Perimetro=2,0+254+3,0 = 7,5cm

i 15
Perimetro = TCm

46
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CAPITULOV

Exercicios Resolvidos Usando GeoGebra

Exercicio 1: Utilizando o Software GeoGebra, demonstre que em um tridangulo retdngulo, a
perpendicular baixada do vértice do angulo reto sobre a hipotenusa o decompde em dois

triangulos parciais semelhantes ao triangulo total.
Solucio: Seguem as instrugdes para uma solugao:
a) Construa um tridngulo retdngulo qualquer a partir de trés pontos: Inicialmente, os pontos
escolhidos neste exemplo foram A = (0,0), B = (0,3) e C = (5,0), assim, o ponto A, ficara
fixo na origem do sistema, o ponto B, fixo no eixo y, e o ponto C, fixo no eixo x. Foram

dados os seguintes passos:

a) 1. No terceiro icone da Barra de Ferramentas (Figura 14), escolha “Ponto” e clique sobre a

origem dos eixos, sobre o ponto (0,3) e, em seguida, sobre o ponto (5,0), nesta ordem,;

Figura 14 — Barra de ferramentas do GeoGebra: Pontos

GeoGebra (1)

Arquivo  Editar  Buibir  Oppes Ferramentas  Janela Ajuda

R flA]L~

A b
e | ¢ Ponto

BlG
I e/

[«™ Porta em Objets

',{'u‘-rcl:\a‘-‘{\eswuu\alanf\

;\ “Interse(dn e Dols Objetos
.

= Ponto Médio ou Centro
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a) 2. No quinto icone da barra de ferramentas (Figura 15), escolha “Poligono”. Na Janela de
Visualizagdo, clique nos trés pontos em ordem, e novamente no primeiro, para fechar o
poligono (Nao ¢ necessario comecar pelo ponto A. Exemplo: ABCA, CBAC, BCAB, ...).
Observe que, na Janela de Algebra, este tridngulo foi nomeado automaticamente para pol! (ou

t1), cujo valor associado representa a medida da area.
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Figura 15 — Barra de ferramentas do GeoGebra: Poligonos
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b) Desenhe a reta perpendicular baixada do vértice do angulo reto sobre a hipotenusa:

b) 1. No quarto icone da barra de ferramentas (Figura 16), escolha “Reta perpendicular”. Na
Janela de Visualizacdo, clique no ponto A (vértice do angulo reto) e em seguida no lado BC

(hipotenusa);

Figura 16 — Barra de ferramentas do GeoGebra: Tipos de retas
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b) 2. Renomeie a reta parar, clicando sobre a reta g com o botdo da direita. A Figura 17

apresenta a construcdo até este ponto.
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Figura 17 — Triangulo retangulo e reta perpendicular no GeoGebra
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c¢) Desenhe os dois triangulos formados:

c) 1. No segundo icone da barra de ferramentas (Figura 14), escolha “Intersecdo de Dois

Objetos”, clique na reta r e no segmento BC para criar o ponto D;

c) 2. No quinto icone da barra de ferramentas (Figura 15), escolha “Poligono”. Na Janela de
Visualizagdo, clique nos pontos A, B, D ¢ A, nesta ordem, para formar o tridngulo ABD (po/2
ou £2), depois clique nos pontos A, D, C e A, nesta ordem, para formar o tridngulo ADC (pol3
ou ¢3). Para facilitar os passos seguintes, na Janela de Algebra, clique com o botdo direito em
pol2 (ou £2), selecione “Propriedades” e, na guia “Cor”, escolha outra cor para o objeto, siga

0s mesmos passos para pol3 (ou £3). A Figura 18 apresenta a construcdo até este ponto.
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Figura 18 — Construgdo dos tridngulos formados a partir de uma reta perpendicular baixada do
vértice do angulo reto sobre a hipotenusa no GeoGebra
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d) Verificacao da semelhanca entre poll (ou tl) e pol2 (ou t2) (r1 =

d) 1. No oitavo icone da barra de ferramentas (Figura 19), escolha “Angulo”. Na Janela de
Visualizagdo, clique nos pontos B, D e A, nesta ordem, para verificar a medida do angulo
ADB. E importante a ordem de escolha dos vértices para determinagio do angulo, pois em

outra ordem, outro angulo sera determinado;

Figura 19 — Barra de Ferramentas do GeoGebra: Medidas
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d) 2. No campo de Entrada, digite as equagdes das razdes de semelhanga, utilizando os lados
correspondentes (opostos aos angulos congruentes), seguidos de <Enter>, um de cada vez:

“r I=a/d”, “r 2=b/b_1” e “r 3=c/a_I”. Observe que as cores diferentes auxiliam na
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visualizacdo dos lados e que as razdes de semelhanga sdo iguais. A Figura 20 apresenta a

construgdo até este ponto.

Figura 20 — Célculo das razoes de semelhanca entre dois tridngulos no GeoGebra — parte 1
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e) Verificagdo da semelhanga entre po/l (ou ¢1) e pol (ou ¢3) 3 (r4 = E:E (s = % (T = %):

e) 1. No oitavo icone da barra de ferramentas (Figura 19), escolha “Angulo”. Na Janela de

Visualizagdo, clique nos pontos A, D, C, nesta ordem, para verificar a medida do angulo ADC;

e) 2. No campo de Entrada, digite as equagdes das razdes de semelhanga, utilizando para o
calculo, os lados correspondentes (opostos aos angulos congruentes), seguidos de <Enter>,
um de cada vez: “r 4=a/d 1”,“r 5=b/a_2”e‘“r 6=c/c_1".

A Figura 21 apresenta toda a construgdo e as razdes de semelhanca entre o poligono inicial e
os outros dois formados. Observe que estas razdes de semelhanca sdo iguais.

Movimente os pontos B ¢ C, e observe que as razdes de semelhanga para cada par de

triangulos novos sdo iguais.
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Figura 21 — Célculo das razoes de semelhanca entre dois tridngulos no GeoGebra — parte 2

Mgty Edflar Exier  Qugles Feramentss Jaoein Ajudh Errm.

21> A ool 4N -] +] icd

I
. aness e Algesi ik m*)‘:*r =|

Himen =
e L

e

Toeriag

27

B pent

L]

(IS I T PR AN E R ]

L Bt

=3 ':‘?:g &= L
BES 2




53

Exercicio 2: Utilizando o Software GeoGebra, demonstre que a razdo de semelhanca de

poligonos € igual a razdo de perimetro.

Observacao: A demonstragdo deste exercicio foi feita com poligonos regulares de mesmo
numero de lados apenas por praticidade, pois estes sdo sempre semelhantes, porém esta
relacdo de igualdade entre as razdes acontece também com os poligonos irregulares
semelhantes, porque o calculo de perimetro ndo tem relagdo com o formato de cada um, mas

com o formato entre dois poligonos.

Solucao: Seguem as instrugdes para uma solugdo no Software GeoGebra:

a) Construa controles deslizantes e pontos base: Nesta solugdo, foram escolhidos poligonos
regulares com quantidade variavel de lados e tamanho também variavel dos lados. Para isso,
criaram-se trés controles deslizantes: a para o nimero de lados, b e ¢ para o tamanho dos
lados dos poligonos poll e pol2, respectivamente. Foram escolhidos os pontos fixos Ae C e
os pontos variaveis B ¢ D, assim, os dois poligonos terdo um lado em uma dire¢do sempre

fixa, neste caso foi escolhido o eixo x. Foram dados os seguintes passos:

a) 1. No décimo icone da barra de ferramentas (
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Figura 22), escolha “Controle Deslizante”. Clique na Janela de Visualizagdo e, na janela
“Controle Deslizante” que se abre, deixe selecionada a opgdo “Numero”; em “Nome” digite
“a”; na guia “Intervalo”, em “min:” digite “3”, em “max:” digite “10” e em “Incremento:”
digite “1”. Clique em “OK”. Repita o procedimento para b e ¢, digitando na guia “Intervalo”,
em “min:” digite “0.05”, em “max:” digite “5” e em “Incremento:” digite “0.05”. Observe que
o valor minimo de a ndo pode ser inferior a 3, pois ndo ha poligonos com menos de 3 lados. O
incremento de @, deve ser um valor inteiro, porque se refere a quantidade de lados. O valor
maximo de a deve ser maior que o minimo, ndo ha limite superior para a quantidade de lados.

O valor minimo e o incremento para b e ¢ devem ser positivos e seu valor maximo, qualquer

valor maior que o minimo;



55

Figura 22 — Barra de ferramentas do GeoGebra: Acessorios
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a) 2. Na caixa de entrada (Figura 23), digite os pontos A = (0,0), B = (b,0), C = (10,0) e
D = (10 + c¢,0), seguidos de <Enter>, um de cada vez.

Figura 23 — Caixa de Entrada do GeoGebra
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b) Construa os poligonos utilizando os pontos inseridos e os controles deslizantes:

b) I. No quinto icone da barra de ferramentas (Figura 15), escolha “Poligono
Regular”. Na Janela de Visualizagdo, clique nos pontos A ¢ B, nesta ordem, ¢ na janela
que se abre, digite “a”, seguido de <ENTER>. Observe que, na Janela de Algebra, este
poligono foi nomeado automaticamente para poll, cujo valor associado representa a
medida da area. Repita o mesmo procedimento para os pontos C e D, nesta ordem, e
sera criado outro poligono, nomeado automaticamente para po/2 (



Figura 24);

b) 2. Movimente os controles deslizantes e observe o que acontece com os poligonos.

56
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Figura 24 — Construgdo de poligonos regulares com auxilio de barras deslizantes no Geogebra
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c¢) Determine o perimetro dos poligonos e, em seguida, a razdo de semelhanga e a razao dos

perimetros para comparagao:

c) 1. No oitavo icone da barra de ferramentas (Figura 19), escolha “Distdncia, Comprimento
ou Perimetro”. Na Janela de Visualizacdo, clique em algum lugar do interior dos poligonos.
Observe que aparecerdo, na Janela de Algebra, os valores de “perimetropoll” e
“perimetropol2”. Clique com o botdo da direita sobre cada um deles e renomeie o primeiro

para ppl e o segundo para pp2;

¢) 2. No campo de Entrada, digite a equagdo da razdo de semelhanga rs, utilizando um lado
de cada poligono, representados, neste exemplo, pelos segmentos f e j, como estdo
apresentados, na Janela de Algebra, os lados AB e CD, respectivamente, seguido de <Enter>:

“rs=1/j”;

c) 3. No campo de Entrada, digite a equagdo da razdo dos perimetros »pp, utilizando os
valores de perimetros calculados anteriormente, representados pelos segmentos ppl e pp2,

seguido de <Enter>: “rpp=pp1/pp2”.
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c) 4. Clique com o botdo da direita sobre algum lugar da Janela de Visualizagdo fora do
poligono e escolha “Eixos” e “Malha” para esconder os eixos e o quadriculado do grafico,
deixando o desenho mais “limpo”.

A Figura 25 apresenta toda a construc@o e as razdes s e rpp. Observe que estas razdes sao

iguais. Movimente os controles deslizantes e observe que as razdes de semelhanga continuam

iguais.

Figura 25 — Construcdo dos poligonos com a razdo de semelhanca e razdo dos perimetros no
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Exercicio 3: Utilizando o Software GeoGebra, demonstre que os perimetros de dois
poligonos semelhantes, inscritos em duas circunferéncias, estdo entre si como os raios das

circunferéncias.

Para desenvolvimento deste exercicio, ¢ importante recordar algumas defini¢des importantes:

e Para um poligono ser inscrito a uma circunferéncia, ele deve ser convexo e todos seus
vértices devem pertencer a circunferéncia;

e Poligonos regulares com mesmo nimero de lados sdo sempre semelhantes.

Solucio: Seguem as instrugdes para uma solugdo no Software GeoGebra:

a) Construa controles deslizantes e pontos base: Nesta solugdo, foram escolhidos poligonos
regulares com quantidade variavel de lados e tamanho também varidvel dos lados. Para isso,
criaram-se trés controles deslizantes: @ para o nimero de lados, b e ¢ para o tamanho dos
lados dos poligonos poll e pol2, respectivamente. Foram escolhidos os pontos fixos Ae C e
os pontos variaveis B ¢ D, assim, os dois poligonos terdo um lado em uma dire¢do sempre

fixa, neste caso foi escolhido o eixo x. Foram dados os seguintes passos:

a) 1. No décimo icone da barra de ferramentas (
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Figura 22), escolha “Controle Deslizante”. Clique na Janela de Visualizagdo e, na janela
“Controle Deslizante” que se abre, deixe selecionada a opgdo “Numero”; em “Nome” digite
“a”; na guia “Intervalo”, em “min:” digite “3”, em “max:” digite “10” e em “Incremento:”
digite “1”. Clique em “OK”. Repita o procedimento para b e ¢, digitando na guia “Intervalo”,
em “min:” digite “0.05”, em “max:” digite “5” e em “Incremento:” digite “0.05”. Observe que
o valor minimo de a ndo pode ser inferior a 3, pois ndo ha poligonos com menos de 3 lados.
O incremento de a, deve ser um valor inteiro, porque se refere a quantidade de lados. O valor
maximo de a deve ser maior que o minimo, ndo ha limite superior para a quantidade de lados.

O valor minimo e o incremento para b e ¢ devem ser positivos e seu valor maximo, qualquer

valor maior que o minimo;

a) 2. Na caixa de entrada (Figura 23), digite os pontos A = (0,0), B = (b,0), C = (10,0) e

D = (10 + ¢,0), seguidos de <Enter>, um de cada vez.

b) Construa os poligonos utilizando os pontos inseridos e os controles deslizantes:

b) 1. No quinto icone da barra de ferramentas (Figura 15), escolha “Poligono
Regular”. Na Janela de Visualizacdo, clique nos pontos A e B, nesta ordem, e na janela
que se abre, digite “a”, seguido de <ENTER>. Observe que, na Janela de Algebra, este
poligono foi nomeado automaticamente para poll, cujo valor associado representa a
medida da area. Repita o0 mesmo procedimento para os pontos C e D, nesta ordem, e
sera criado outro poligono, nomeado automaticamente para po/2 (
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Figura 24);

b) 2. Movimente os controles deslizantes e observe o que acontece com os poligonos.

c) Construa os circulos circunscritos aos poligonos, para isso, encontraremos seus
circuncentros, a partir das mediatrizes (Esta ¢ uma forma de visualizar o passo a passo da
construcdo dos circulos, porém os topicos de 2 a 5 deste item poderiam ser trocados por
“Circulo dado Trés Pontos”, no icone da barra de ferramentas da Figura 26 selecionando os

trés vértices do triangulo):

c) 1. Movimente o controle deslizante “a” até o valor “3”, para se certificar de que a

mediatriz ainda exista para maiores valores de “a”;

c¢) 2. No quarto icone da barra de ferramentas (Figura 16), escolha “Mediatriz”. Na Janela de
Visualizagdo, clique nos lados AB ¢ BE do poligono poll e nos lados CD ¢ DF do poligono
pol2;

c¢) 3. No segundo icone da barra de ferramentas (Figura 14Erro! Fonte de referéncia nao
encontrada.), escolha “Intersecdo de Dois Objetos”, clique nas duas mediatrizes do poligono
poll construidas no item anterior, depois clique nas duas mediatrizes do poligono pol2, estes

sd0 os circuncentros dos poligonos;

c) 4. No sexto icone da barra de ferramentas (Figura 26), escolha “Circulo dados Centro e
Um de seus Pontos”. Certifique-se de que o controle deslizante “a” esta com o valor “3”. Na
Janela de Visualizagdo, clique no centro do poligono pol/l e no ponto 4, e clique também no
centro do poligono pol2 e no ponto C. E importante a ordem a ser clicada, pois o primeiro

clique define o centro do circulo;

Figura 26 — Barra de ferramentas do GeoGebra: Circulos



c) 5. Movimente os controles deslizantes e verifique que a construcdo até este

conforme a Figura 27,

Figura 27 — Construgao dos circulos circunscritos aos poligonos no GeoGebra
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¢) 6. Na Janela de Visualizacdo, clique com o botdo da direita em cada uma das retas

mediatrizes e escolha “Exibir Objeto” para oculta-las.

d) Determine os perimetros € os raios:
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d) 1. No oitavo icone da barra de ferramentas (Figura 19), escolha “Distdncia, Comprimento
ou Perimetro”. Na Janela de Visualizagdo, clique em algum lugar vazio do interior dos
poligonos. Observe que foram criados, na Janela de Algebra, os valores de “perimetropol1” e
“perimetropol2”. Clique com o botdo da direita sobre cada um deles, escolha “Renomear” e

renomeie o primeiro para pp/ e o segundo para pp2;

d) 2. No campo de Entrada, digite a equagdo da razdo dos perimetros rpp, utilizando os
valores de perimetros calculados anteriormente, representados pelos segmentos ppl e pp2,

seguido de <Enter>: “rpp=pp1/pp2”;

d) 3. Na Janela de Visualizagdo, clique com o botdo da direita sobre os dois textos dos

perimetros e escolha “Exibir Objeto” para oculta-los;

d) 4. No oitavo icone da barra de ferramentas (Figura 19), escolha “Distdncia, Comprimento
ou Perimetro”. Clique no ponto A e no centro do poligono poll (neste exemplo, este centro ¢
o ponto @), clique no ponto B e no centro do poligono pol2 (neste exemplo, este centro € o
ponto R;), nesta ordem. Observe que foram criadas, na Janela de Algebra, as distancias cujos
valores representam o raio dos circulos circunscritos. Clique com o botdo da direita sobre
cada um deles, escolha “Renomear” e renomeie o primeiro para “r 17, e o segundo para

“r_2”;
d) 5. No campo de Entrada, digite a equacdo da razdo dos raios rr, utilizando um lado de cada

poligono, representados, neste exemplo, pelos segmentos f e i, como estdo apresentados, na

Janela de Algebra, os lados AB e CD, respectivamente, seguido de <Enter>: “rr=f/i”;

d) 6. Na Janela de Visualizagdo, clique com o botdo da direita sobre os dois textos dos raios e

escolha “Exibir Objeto” para oculta-los;

A
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Figura 28 apresenta toda a construgdo e as razdes rr e rpp. Observe que estas razdes sdo

iguais. Movimente os controles deslizantes e observe que as razdes continuam iguais.
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Figura 28 — Construgdo dos poligonos ¢ circulos com a razdo dos perimetros ¢ a dos raios no
GeoGebra

Argiten | Edfst Eanir Qoglies Femamentas Jansin Auin

Y

¥ unees te Algeti i
Gk %
8 K- 12+ - 20r -0
B O LTS« - 422) = 2001

.

Himer

® a-p

® he=24

® c-35
e = 102
2 =20

[t
1 =57
i = L85
e ss

Fallgzna

® poit =20

& 0,720

o R-0175.820

Rots
Exet2
(AR SRR AR
mke 1078
24T 24Ty = 3054

Begmanis

® -2

® =15

Tadn
TasinAC = RO 1 = 144"
TRMIDCA = "CR_1 = 4.57"




66

CAPITULO VI

Exercicios Propostos

1* Parte) Exercicios sobre semelhanca

Exercicio 01) (OBMEP 2009 — Nivel 3) Os seis tridngulos da figura sdo retangulos e seus
angulos com vértice no ponto A sio iguais. Além disso, AB = 24 cm e AC = 54 cm. Qual é o

comprimento de AD?

D
C
54 cm
A 24cm B
a) 30cm
b) 34cm
c) 36cm
d) 38cm
e) 36cm

Exercicio 02) (OBMEP 2011 — Nivel 3) Na figura, AEFD ¢ um retangulo, ABCD ¢ um
quadrado cujo lado mede 1 cm e os segmentos BF ¢ DE sdo perpendiculares. Qual é a

medida, em centimetros, do segmento AE?
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D C F
A B E
a) 2
b) V3
2
c) 2
d 8
5
e) 1++5
2

Exercicio 03) (OBMEP 2011 —Nivel 3) Na figura, os lados do triangulo DEF sdo paralelos

aos lados do tridngulo retangulo ABC. Os pontos H, D, F ¢ G estdo alinhadose 0 < x < 5.

15 cm

20 cm

a) Calcule o comprimento de GH em fungdo de x.
b) Mostre que CG = FG = %cm.

c) Faca o grafico da area A do tridngulo DEF em funcio de x.

Exercicio 04) (OBMEP 2016 — Nivel 3) Dois tridngulos retangulos, ambos com catetos de
medidas a e b, com a > b, sdo sobrepostos como na figura. Qual ¢ a area do quadrilatero

sombreado?



a (a?+ b?)

a+b

b (a’+ b?)

a+b
b%(a — b)
a+b

a? b?

d) (a + b)?

a b2
a+b

e)
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Exercicio 05) (OBMEP 2016 — Nivel 3) Na figura, ABEF ¢ um retingulo e BC = CD = DE.

Qual ¢ a razdo entre as areas do pentagono CDGHI e do retangulo ABEF?

F
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d 3
)10
1

e) —
)12

Exercicio 06) (ENEM 2009) A rampa de um hospital tem na sua parte mais elevada uma
altura de 2,2 m. Um paciente ao caminhar sobre a rampa percebe que se deslocou 3,2 me
alcancou uma altura de 0,8 m. A distancia em metros que o paciente ainda deve caminhar

para atingir o ponto mais alto da rampa €

a) 1,16 m

b) 3,0m

c) 54m

d) 5,6m

e) 7,04 m

Exercicio 07) (UEL adaptada) Na figura a seguir, sio dados: ABC = EDC, DE = 2,5 cm,
AB=6cmBC=9cmeAC=12cm

A

B E C

O perimetro do tridngulo EDC é, em centimetros,

a) 11,25
b) 11,50
c) 11,75
d) 12,25
e) 12,50
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Exercicio 08) (ENEM 2013) O dono de um sitio pretende colocar uma haste de sustentacio
para melhor firmar dois postes de comprimentos iguais a 6 m e 4 m. A figura representa a
situacdo real na qual os postes sdo descritos pelos segmentos AC e BD e a haste ¢
representada pelo segmento EF, todos perpendiculares ao solo, que ¢ indicado pelo segmento

de reta AB. Os segmentos AD e BC representam cabos de aco que serdo instalados.

D
C
E 6
4
A F B
a)lm
b)2m
c) 24m
d)3m
e) 2V6m

Exercicio 09) Na figura abaixo, tem-se trés quadrados. O valor de x ¢é

o~

9m 6 m X

a) 2,0m
b) 2,5m
c) 3,0m
d)35m
e) 40m
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Exercicio 10) (SENAI) Usando triangulos retangulos semelhantes, um aluno fez a

composicao artistica representada pela figura fora de escala abaixo.

X 15 cm °
20 cm

A
v

25 cm

Sabendo as medidas referentes ao primeiro tridngulo, qual o valor de x, em centimetros?

a) 5,40
b) 9,00
¢) 12,8
d) 3,24
e) 16,0

Exercicio 11) (Unirio adaptada) Numa cidade do interior, a noite, surgiu um objeto voador
ndo identificado, em forma de disco, que estacionou a 50 m do solo, aproximadamente. Um
helicoptero do exército, situado a aproximadamente 30 m acima do objeto, iluminou-o com
um holofote, conforme mostra a figura anterior. Sendo assim, pode-se afirmar que o raio do

disco mede, em m,

30m

H50m

somhbra

“ 16m “
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a) 2,0m
b) 3,0m
c) 40m
d) 5,0m
e) 6,0m

Exercicio 12) (ENA PROFMAT - 2017) Considere um triangulo is6sceles de base 5 e de
altura 12. Decide-se cortar o tridngulo paralelamente a base de modo que as duas novas

figuras geradas (um novo tridngulo isésceles e um trapézio) possuam a mesma area.

C

Nestas condigdes, a medida da base do novo triangulo is6sceles sera igual a

a) 5v2
b) 6v2
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Exercicio 13) (ENA PROFMAT —2017) No tridngulo ABC da figura abaixo, ABC = EAC,
ACB = DAB,BD =2¢CE =3.

B D E C

AB

Com base nas informag¢des acima, pode-se afirmar que a razao _A—C_ ¢ igual a

2

a) 3

3

b) >
2
c)g
3
d)z
4
e)g

Exercicio 14) Na figura abaixo esta representada a fachada de um prédio. Os segmentos de

reta AB e CD sao perpendiculares a BE e os segmentos de reta AB e CD sdo paralelos.
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A altura do prédio ¢

a) 1090 m
b) 989 m
c) 900 m
d) 898m
e) 890m

Exercicio 15) (ENA PROFMAT - 2015) Na figura, o triangulo ABC ¢ retangulo em A, os
triangulos ABD, ACE e BCF sao equilateros e os segmentos AB, AC e BC sdao os diametros
dos arcos de circunferéncia. Sendo S;, S, € S; as areas das regides destacadas, a area S; ¢

dada por

a) S, + S3

b) /S2 + /s
C) ’522 + 532
d) ’522 - S32

€) S — S5
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2% Parte) Exercicios sobre congruéncia

Exercicio 16) (ENA PROFMAT —2017) Os triangulos retingulos ABC e AFD sdo
congruentes e sobrepostos, conforme a figura abaixo a esquerda, sendo AB = 4 ¢ AC = 3.
Sabendo que area do poligono ABEF, destacado na figura do meio, € S, a area do quadrilatero

ADEC, destacado na figura da direita, ¢ igual a

B B,

o)

R c F A F A ©
)3
b)37f
) =
d)%s
)z

Exercicio 17) (OBMEP 2016 — Nivel 3) As medidas, em graus, dos angulos BAD, DAC,
ABD e DBC estio indicadas na figura. O ponto E ¢ a intersecio de BC com o prolongamento

de AD, e o ponto F ¢ a intersecdo de AB com a perpendicular a BD por E.

C
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a) Qual é a medida do angulo BDE?
b) Mostre que os tridngulos ACE e AFE sdo congruentes.

¢) Qual ¢ a medida do angulo BCD?

Exercicio 18) (ENEM 2014) Uma crianga deseja criar triangulos utilizando palitos de fosforo
de mesmo comprimento. Cada tridngulo sera construido com exatamente 17 palitos e pelo
menos um dos lados do tridngulo deve ter o comprimento de exatamente 6 palitos. A figura

ilustra um triangulo construido com essas caracteristicas.

N\
[

A quantidade maxima de tridngulos ndo congruentes dois a dois que podem ser construidos é

a) 3
b) 5
c) 6
d) 8
e) 10

Exercicio 19) (BANCO DE QUESTOES 2013 Adaptado) Na figura a seguir, ABCD é um
paralelogramo, ou seja, ¢ um quadrilatero cujos lados opostos t€m o mesmo comprimento (e
sdo paralelos). Além disso, o segmento BE tem comprimento 6, ¢ os segmentos CD e DE t€m

o mesmo comprimento. O comprimento do segmento FG ¢
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a) 0,5
b) 0,75
c) 1,0
d) 1,25
e) 1,5

Exercicio 20) A figura mostra um quadrado PQRS inscrito em um tridngulo ABC. Sendo

BC = 24 cm e a altura relativa a essa base igual a 16 cm, a medida do lado desse quadrado ¢

A

16 cm

S 24 cm R C

a) 7,4cm
b) 9,6 cm
c) 98cm
d) 10,2 cm
e) 12,4cm
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3% Parte) Exercicios sobre area

Exercicio 21) Qual a razdo de semelhanca entre dois poligonos cujas areas sdo,

respectivamente, iguais a 16 cm? e 100 cm??

(¢) o o
~ N’ N7

o
N

(¢
~

Exercicio 22) Sejam dois quadrados e sabendo que a razdo de semelhanca entre eles € dois e

ue a area do poligono menor é 4 cm?, o maior tem area
b

a) 10 cn?.
b) 12 cn?.
¢) 16 cn?.
d) 18 cn?.
e) 20 cn?.

Exercicio 23) Dados dois hexagonos regulares, e sabendo que o menor tem lado medindo

4 m e a razdo de semelhanca entre eles ¢ 5, a rea do maior, em m?, é

a) 1203
b) 2403
c) 3603
d) 4803
e) 6003
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Exercicio 24) Duas circunferéncias sdo tais que a area de uma € nove vezes o valor da 4rea da
outra. Sabendo que o raio da menor ¢ 4 cm, o raio da outra é

a) 12cm

b) 10cm

c) 16 cm

d)5cm

e) 36cm

Exercicio 25) (ENEM 2008) O tangram ¢ um jogo oriental antigo, uma espécie de quebra-
cabega, constituido de sete pegas: 5 tridngulos retangulos e isosceles, 1 paralelogramo e 1
quadrado. Essas pecas sdo obtidas recortando-se um quadrado de acordo com o esquema da
figura 1. Utilizando-se todas as sete pegas, ¢ possivel representar uma grande diversidade de

formas, como as exemplificadas nas figuras 2 e 3.

TR

Y

oo AN

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Se o lado AB do hexagono mostrado na figura 2 mede 2 cm, entdo a area da figura 3, que

representa uma “casinha”, € igual a

a) 4 cn?
b) 8 cn?
¢) 12 cn?
d) 14 cn?
e) 16 cn?



80

Exercicio 26) (ENA PROFMAT —2011) A base AB do tridngulo ABC mede 8 cm e estd
situada sobre a reta r. O segmento DE, também sobre r, mede 5 cm. Pelos pontos D e E
tracamos paralelas a AC e a BC respectivamente, as quais se cortam no ponto F formando o

tridngulo DEF.

_ area(ABC)
A razdo =

—— vale:
area(DEF)

a) 1,25
b) 1,60
c) 3,20
d) 2,32
e) 2,56
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Gabarito dos Exercicios Propostos

1* Parte) Exercicios sobre semelhanca

01-C
02-E

03-a) GH=12(20-2)
b) Dica: Prove que h4 semelhanga entre os triangulos ABC e JGC

¢) A equagdo da fungdo da area é A(x) = %(15— 3x)? para 0 <x < 5, logo, o

grafico ¢
Alcm®) . ) . .

I I
180
160
100 freeed
o |-
-
4o |-
20
0

04—-E

05-B

06-D

07-A

08-C

09-E

10-A

11-B

12-C

13-A

14-C



82

15-A

2 Parte) Exercicios sobre congruéncia

16 -B

17— a) 30°
b) Dica: use o caso de congruéncia ALA (4ngulo-lado-angulo).
c) 80°

1I8—A

19-C

20-B

3% Parte) Exercicios sobre area

21-D
22-C
23-E
24-A
25-B

26-E
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Conclusao

Geralmente, o conhecimento preciso que os professores tém de semelhanga de figuras
geométricas restringe-se ao caso de triangulos e poligonos. No caso geral de figuras planas
quaisquer, em geral, o professor apenas tem a ideia intuitiva de semelhanga relacionada a

ampliacdo ou redugdo da figura.

Este trabalho tem como objetivo apresentar a teoria geral rigorosa de semelhanca de
figuras planas, particularizando, em seguida, para o caso de triangulos, poligonos e circulos.
Sdo apresentados varios exercicios, resolvidos e propostos, que exploram os conceitos

abordados.

A parte tedrica € direcionada mais especificamente aos professores, para que eles
aprofundem seu conhecimento sobre o tema. Os exercicios apresentados podem ser aplicados
a alunos do Ensino Médio, com prévio conhecimento basico de Geometria Plana. Os alunos
podem, individualmente ou com o auxilio de seu professor, estudar os exercicios resolvidos, ¢
procurar resolver com os exercicios propostos, dessa forma, melhorando seu aprendizado

sobre o assunto.
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Apéndice

1. Teorema de Thales

O teorema a seguir ¢ um dos teoremas mais importantes da Geometria Euclidiana
Plana.

Teorema 8 (Thales): Sejamr, s e t retas paralelas. Sejam X e Y pontos de r, X' e Y’ pontos

de s, e X" e Y" pontos de t, de modo que X, X' ¢ X"’ sejam colineares e Y, Y' ¢ Y sejam

xx' Yy’

x'x!" - Yy

colineares. Entdo,

Demonstracio: A demonstracdo pode ser encontrada em [8].
O resultado a seguir ¢ uma reciproca parcial do Teorema de Thales.

Corolario 3: Sejam, no plano, r e s retas, X e Y pontos de r, e X' e Y’ pontos de s, sendo que

xx' vy’
as retas XX' e YY' intersectam-se no ponto 0. Se Fd = o7 entdo r e s sdo paralelas.

Demonstrag¢io: Admitamos que X estd entre O e X' e, portanto, Y esta entre O ¢ Y’ (veja
figura, os demais casos sdo tratados de maneira analoga). Seja ' a reta paralela a s e passando

pelo ponto X, e seja Y o ponto de interse¢do de ' com o segmento de reta OY'. Pelo

X! Y''y! xx! Yy’ xx' Yy’ 3
Teorema de Thales, — = = . Como Se — = —=—> ¢ — = , entdo
(0),4 oy’ ox oy (0).4 oYy
YY, Yllyl W W
—_ n ~ ! — — no__
— = = ComoY eY" estdo entre O e Y', e = = ==, afirmamos que Y"' =Y. De
()4 oy oy oy

fato, admitamos que Y’ estd entre O ¢ Y (0 caso em que Y esta entre O e Y é tratado
analogamente). Como 0Y = OY' —YY', Y'Y =YY +Y'Y, OY" =0Y' =YY =YY ¢
Yy’ Yy’ YY'+Y"'y

— = ————, entdo =
oYy oy’ oy'-yy'’ oy'-yy'-y''y

R
<

. Dessa ultima igualdade, conclui-se que

Y'Y =0¢e,logo, Y’ =Y. ComoY" =Y, entdor =r". Comor =r'er'éparalela a s, entdo

T e s sdo paralelas.
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2. Congruéncia de Triangulos

Dois triangulos sdo congruentes quando os seus elementos correspondentes sdo
ordenadamente congruentes, isto €, quando os trés lados e os trés angulos de cada triangulo
tém, respectivamente, as mesmas medidas.

Para verificar se um triangulo ¢ congruente a outro ndo ¢ necessario saber a medida de todos
os seus elementos, basta conhecer trés elementos, entre os quais esteja presente pelo menos

um lado.

A congruéncia acontece nos seguintes casos:

1° caso) LAL (Lado, Angulo, Lado):

Postulado: Dois tridngulos sdo congruentes quando t€ém dois lados congruentes e os angulos

formados por eles também sdo congruentes.

Caso de congruéncia LAL (Lado, Angulo, Lado)

2° caso) ALA (Angulo, Lado, Angulo): Dois tridngulos sdo congruentes quando tém um lado e

dois angulos adjacentes a esse lado, respectivamente, congruentes.
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Demonstra¢io: Vamos provar que BA = B'A’, pois com isso recairemos no 1° caso.

Pelo postulado do transporte de segmentos', obtemos na semirreta B’A’ um ponto X tal que

B'X = BA.

BC =B'C’ LAL X R
B = §' = AABC = AXB'C' - BCA=B'C'X
BA = B'X

Da hipétese BCA = B'C'A, com BCA = B'C'X e com postulado do transporte de angulos’,
decorre que as retas B'A" e C'X = C'A’ interceptam-se num tnico ponto X = A’.
De X = A', com BA = B'X, decorre que B'A’ = BA.

Entao,

S —_— ~ — LAL
(BA=B'A',B =B',BC = B'C')= AABC = AA'B'C’ n

Caso de congruéncia ALA (Angulo, Lado, Angulo)

A F

g
=
Il
=
=
[so]
Il
&5}
o
(9
Il
~

! Postulado do transporte de segmentos: Dados um segmento AB e uma semirreta de origem A’, existe sobre esta semirreta

um Gnico ponto B’ tal que A'B’ seja congruente a AB.

% Postulado do transporte de Angulos: Dados um angulo AOB e uma semirreta de origem 0’A’ de um plano, existe sobre
este plano, e num dos semiplanos que O'A’ permite determinar, uma tUnica semirreta O'B’ que forma com O'A’ um angulo

A'0'B' congruente ao Angulo AOB.
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3°caso) LLL (Lado, Lado, Lado): Dois tridngulos sdo congruentes quando tém,

respectivamente, os trés lados congruentes.

Demonstracao:

Hipotese: Tese:

AB = A'B’

AC=A'C’ = AABC =AA'B'C’
BC =B'C’

Demonstraciao: Pelo postulado do transporte de angulos e do transporte de segmentos,
obtemos um ponto X tal que

XA'B' = CAB
A'X = AC

estando X no semiplano oposto ao de €’ em relagdo a reta A'B’.
ComoA’X =AC e AC = A'C’, tem-se que A’X = A'C".

Seja D o ponto de interse¢do de C'X como a reta A'B’.

AB = A'B’ — _ 5
XA\,B, = C AB = AABC = AA’B’X’ﬁ_ = — = XB’ = CIBI
A'X =AC BC=BC

A'X = A'C" = AA'C'X & isosceles de base C'X = A'C'X = A'XC’
XB' = C'B' = AB'C'X & isosceles de base C'X = B'C'X = B'XC’
Por soma ou diferenca de A'C'X = A'XC’ e (conforme D seja interno ou ndo ao segmento

A'B"), obtém-se

A'C'B'= A'XB’
AX=AC

A'C'B'= A'XB' =
XB' = C'B’

AA'B'C' = AA'B'X

:> = rpl 1
ABC = aa'px’ — MABC=AABL -




Caso de congruéncia LLL (Lado, Lado, Lado)

——
————

=
o
Il
S
vl‘q
Z
)
I
3
=
o
3l
)
I
S
>
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