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Resumo

Em 1772, Leonard Euler conjecturou que a soma de n poténcias de niimeros inteiros positivos
de um dado expoente n também seria uma tal poténcia. Contudo, se o nimero de poténcias
nessa soma fosse inferior ao expoente, entao tal soma nao poderia resultar em uma poténcia
de expoente n. No presente trabalho vamos nos concentrar no caso n = 4 da Conjectura de
Euler. Numa primeira abordagem, vamos apresentar um contraexemplo para a conjectura, ou
seja, vamos exibir solucdo inteira positiva para a equacao diofantina a* + b* + ¢* = e*, que é
equivalente a verificar que o conjunto dos pontos racionais da superficie S;: r* + s* + t* =
é nao vazio. Usaremos a teoria de curvas elipticas e conceitos da Teoria dos Numeros, como
a reciprocidade quadratica e o teorema de Legendre, na construg¢ao de um método para obter
o contraexemplo. Em uma segunda abordagem, usaremos a estrutura de grupo de uma curva
eliptica para mostrar que existe uma infinidade de solucoes inteiras positivas para a equacao

diofantina acima, se acrescentarmos uma quarta poténcia de um numero inteiro nessa soma.

Palavras-chaves: Conjectura de Euler. Curvas Elipticas. Equacoes Diofantinas.



Abstract

In 1772, Leonard Euler conjectured that the sum of n powers of positive integers of a given
exponent n would also be such a power. However, if the number of powers in this sum is less
than the exponent, then such sum could not result in an exponent power n. In the present
work we will focus on the n = 4 case of the Euler’s conjecture. In a first approach, we will
present a counterexample to the conjecture, that is, we will display positive whole solution for
the diophantine equation a* 4 b* +c* = e* , which is equivalent to verify that the set of rational
points of the surface S;: 7% + s? +t* = 1 is not empty. We will use the theory of elliptic curves
and concepts of Number Theory, such as quadratic reciprocity and Legendre’s theorem, in the
construction of a method to obtain the counterexample. In a second approach, we will use the
group structure of an elliptic curve to show that there is an infinity of positive integer solutions

for the above Diophantine equation if we add a quartic power of an integer in that sum.

Key-words: Euler Conjecture. Elliptic Curves. Diophantine Equations.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos principais problemas na Teoria dos Niimeros é encontrar solucgoes inteiras para equacoes
diofantinas. O conhecido teorema de Pitagoras afirma que em um triangulo retangulo qualquer
a soma dos quadrados dos dois catetos é o quadrado da hipotenusa do triangulo. Ja o tltimo
teorema de Fermat considera o expoente como sendo um nimero inteiro maior do que 2 na
formula de Pitagoras e afirma que nesse caso, a equacao nao tem solucao inteira nao trivial. Este
resultado foi provado por Andrew Wiles em 1994, cerca de 350 anos apés ter sido enunciado.
Em 1772, a partir dos seus resultados parciais sobre o problema de Fermat para o caso de
expoente n = 3, Leonard Euler conjecturou que seriam necessarios pelo menos n poténcias com
expoente n de nimeros inteiros positivos para que a soma resultasse em uma tal poténcia.
Esta afirmacao matematica foi uma das mais famosas conjecturas no campo da algebra, que
perdurou cerca de dois séculos. Inicialmente, em 1966, usando recurso computacional, L. J.
Lander e T. R. Parkin encontraram um contraexemplo dessa conjectura para o caso do expoente
n = 5, a saber

27% + 84% + 110° + 133° = 144°

Contudo as técnicas computacionais usadas por eles nao foram suficientes para resolver o pro-
blema no caso n = 4. Posteriormente, em 1988 Noam Elkies, usando a teoria de curvas elipticas,

obteve o seguinte contraexemplo para o caso n = 4:

2682440* + 15365639* + 18796760* = 20615673*.

No presente trabalho, vamos nos concentrar no caso n = 4 da conjectura de Euler. Mais

precisamente, vamos exibir nimeros inteiros positivos satisfazendo a equacao diofantina



at+ b+t dt =t (1.1)
considerando inicialmente o caso em que uma das variaveis € nula, e posteriormente, o caso em
que todas as variaveis sao diferentes de zero.

No Capitulo 4, trataremos da primeira abordagem: mostraremos como N. Elkies obteve o
contraexemplo acima mencionado da conjectura de Fuler. Faremos a conexao entre a Geometria
Algébrica, no estudo de curvas e superficies, com a Teoria dos Niumeros, no estudo de solucoes
inteiras de equagoes diofantinas, pois buscar solugoes inteiras para a primeira equagao estudada
é equivalente a buscar pontos racionais (r, s,t) = (a/e, b/e, c/e) para a superficie rt+s*+t* = 1.
Com esse objetivo usaremos a aritmética das curvas elipticas, o teorema de Legendre e a Lei
da reciprocidade quadratica, na construgao de um método para encontrar nimeros inteiros
positivos satisfazendo a equagao (1.1). A referéncia bésica deste capitulo é o artigo [4].

No Capitulo 5 trataremos da segunda abordagem: Vamos mostrar como Lee W. Jacobi e
Daniel J. Madden desenvolveram um método para gerar uma sequéncia infinita de solugoes
inteiras positivas para a equagao (1.1) considerando o caso particular em que e = a+b+c+d.

Isto foi possivel porque uma solugao particular, encontrada por Simcha Brudno ([1]) em 1964,
5400 + 1770" + 2634" + 955* = 54917,

também satisfaz

5400 + 1770 + 955 = 2634 + 5491.

Isto significa que (5400, 1770, —2634,955) é uma solugao da equacao diofantina
at+ b+t +d = (a+b+et+dt (1.2)

Vale ressaltar que até antes da publicacao de Jacobi e Madden, nao era conhecido um método
que fornecesse uma solugdo paramétrica para a equacao (1.2) considerando todas as varidveis
diferentes de zero.

Mostraremos que o conjunto dos nimeros inteiros positivos que satisfazem a equacao (1.2)
estd associado com os pontos racionais em uma curva eliptica especifica. Usaremos o teorema
de Mazur para mostrar que a partir de um ponto particular nessa curva, conseguimos uma
infinidade de solugoes inteiras positivas para a equacao (1.2). A referéncia bésica para este
capitulo é o artigo [6].

No Capitulo 2 estudaremos conceitos necessarios da Geometria Algébrica, a fim de contextu-

alizar o nosso objeto de estudo, tais como: curvas algébricas, plano projetivo, parametrizacoes,
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intersecoes entre curvas, em destaque o teorema de Bezout, que determina o niimero de pontos
na interse¢ao entre duas curvas algébricas planas.

No Capitulo 3 daremos destaque a teoria de curvas elipticas. Tais curvas sao particular-
mente interessantes porque possuem uma estrutura aritmética bastante rica, em especial, o
conjunto dos pontos racionais sobre uma dada curva eliptica admite estrutura de grupo abe-
liano. Veremos importantes resultados que fornecem uma caracterizacao para esse grupo, em

destaque os teoremas de Mordell-Weil e Mazur.



Capitulo 2

Curvas Algébricas

No presente capitulo estudaremos conceitos necessarios para contextualizacao do nosso objeto
de estudo, tais como variedades afins e projetivas, dimensao, funcoes regulares, curvas e su-
perficies algébricas. No decorrer deste capitulo, k£ denotard um corpo algebricamente fechado,

a menos que se mencione o contrario. Nossas referéncias basicas serao os textos [7], [9] e [10].

2.1 Curvas Algébricas Afins e Projetivas

2.1.1 Variedades Afins

Denotamos por A} ou simplesmente A", o conjunto de todas as n-uplas dos elementos do corpo
k, chamado espa¢o afim de dimensdo n sobre k. Um elemento P = (ay,as,...,a,) € A" é
chamado um ponto e a;, 1 <i < n, é a i-ésima coordenada de P. Sejam k[z1, xo, ..., x,] 0 anel
de polindomios em n variaveis com coeficientes em k e V' um subconjunto de A". Dizemos que
V' é um conjunto algébrico se existe um conjunto de polinémios S C k[zy,zo, ..., x,] tal que

V =V(S), onde

V(S)={PeA"/f(P)=0V f e S).

Em particular, quando S é formado por um unico polinémio f, o conjunto V(f) é chamado
de hipersuperficie. Se f é um polindomio nao constante no anel de polinémios k[zq, ..., z,], sua
decomposicao em fatores irredutiveis f = fi"* f3*...f% induz a decomposicao da hipersuperficie

V(f)=UV(f;),1<i<r comouniao de hipersuperficies. Os conjuntos V'(f;), 1 <1i <r,, sdo

11
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chamados componentes irredutiveis de V(f). Dado um conjunto algébrico V' C A", o conjunto
I=1(V) = {f € ks, 23, ..0,]/f(P) =0 P € V'}

¢ chamado o ideal de V. O Teorema da Base de Hilbert mostra que cada conjunto algébrico V'
é o conjunto das raizes comuns de uma quantidade finita de polinomios, isto é, I(V') é gerado

por uma quantidade finita de polinomios fi, fo, ..., f € k[x1, 22, ..., z,]. Dessa forma,
V={PeA"/fi(P) = fo(P)= ... = f.(P) = 0}.

Um conjunto algébrico V' C A™ é chamado irredutivel se nao pode ser escrito como V' = V; U Vs,
onde Vj e V5 sao subconjuntos algébricos préprios de V. Caso contrario, V' é redutivel. Existe
uma relacao entre a geometria de um conjunto algébrico V' com uma propriedade algébrica do

seu ideal I(V), esclarecida pela seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.1. Um conjunto algébrico V-C A™ ¢é irredutivel se, e somente se, o ideal 1(V)
€ primo.

Demonstragao. i) Sejam V um conjunto algébrico irredutivel, f, g € k[z1, xa, ..., x,] polindémios
sem fator comum, tais que f.g € I(V). Queremos mostrar que f € I(V) ou g € I(V). Temos
que fg se anula em todos os pontos de V', dessa forma, V C V(f) UV (g). Por outro lado, vale

a seguinte igualdade

V=VnVv(Hulnvig).

Pela irredutibilidade de V', um desses conjuntos, digamos V NV (f), deve ser igual a V. Assim,
fellV).

i1) Suponha que V nao seja um conjunto algébrico irredutivel. Existem V;, V, subconjuntos
algébricos préprios de V' tais que V = V; U V,. Assim, existem f; € [(Vi)\I(V) e

fo € I(VL)\I(V) tais que f = fifo € I(V), mas fi1, fo & I(V). O
Definicao 2.1.2. Um conjunto algébrico irredutivel V- C A™ € chamado variedade algébrica
afim.

Exemplo 2.1.3. A" ¢ uma variedade afim para todo n, pois o ideal I[(A™) = < 0 > € primo.
Seja f um polinémio irredutivel em klxy, ..., z,|, entao V(f) é uma variedade afim. Se n = 2

entao V(f) é chamado de curva plana afim, se n = 3 entao V(f) é chamada de superficie afim.

Definicao 2.1.4. Seja V uma variedade afim no espagco A™ sobre um corpo k. Uma aplicagao
f:V — Al é chamada reqular se existe um polinomio F € klxy, ..., x,| tal que f(P) = F(P)

para todo P € V.
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Note que o polinomio F' nao é unicamente determinado. De fato, dois polinomios F' e G
determinam a mesma fungao regular em V' se e somente se F/(P) —G(P) = 0 para todo P € V,
ou seja, se e somente se, F'— G € I(V). Dessa forma, o conjunto das fun¢oes regulares de V'

formam um anel

AlV] = k[xq, ..., x,] /] I(V)

chamado anel de coordenadas de V. E claro que A[V] é um dominio se e somente se I(V) é um
ideal primo, se e somente se V' é uma variedade afim.
O corpo das fungoes racionais de uma variedade afim V', denotado por k(V'), é o corpo

quociente do anel de coordenadas A[V], isto é,

(V) = {%/ g, h € A[V], h 7Ao}.

Dois elementos g1 /hy e go/hy representam a mesma funcao racional em k(V') se gohy — g1ho €
I(V), q1, g2, h1, ha € A[V]. A dimensao de V, denotada por dim(V'), é obtida através do

grau de transcendéncia da extensdo k(V')/k.
Exemplo 2.1.5. Se V = A" entao dim(V') = n, pois k(A") = k(z1, ..., T,).

Dada uma variedade V' C A", dizemos que a funcao racional ¢ € k(1) é regular ou que esta
definida no ponto P € V, se admitir uma representagao ¢ = g/h, com g, h € A[V]e h(P) # 0.
Fixado um ponto P em V', pode-se definir o conjunto das fungoes racionais que estao definidas

em P, chamado anel local de P em V,
Op(V) ={¢ €k(V); ¢ éregular em P}.

Claramente, uma funcao regular é uma funcao racional definida em todos os pontos de V,
assim, temos uma natural inclusao A[V] C Op(V) C k(V) para todo P em V. Sejam V C A" e
W C A™ duas variedades afins. Uma aplicacao p: V' — A™ é chamada uma aplicacdo racional
se existem fungoes racionais ®1, o, ..., P, tais que p(P) = (P1(P), P2(P),..., ®,(P)) para
todo P na intersegao dos dominios de ®;. Além disso, se o conjunto Im(yp) C W, entao ¢ é

uma aplicacao racional de V em W.

Definicao 2.1.6. Uma aplicagao p: V. — W € birracional se existe uma aplicagao racional
U: W — V tal que poW = Idy e W oy = Idy. Se existe uma tal aplicagao de V. em W,

dizemos que V e W sao birracionalmente equivalentes.
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Definicao 2.1.7. Uma aplicacdo racional de V. em W, que € reqular em todos os pontos de V

¢ chamada morfismo. Um isomorfismo € um morfismo com um morfismo inverso.

Exemplo 2.1.8. Tomando V = A' e W = V(y — 2?) C A% A parametrizacio f: V — W
definida por f(t) = (t,t*) € um morfismo da variedade V em W, e a projecao g: W — V defi-
nida por g(z,y) = x, € o morfismo inverso. Assim, as variedades V- e W sao birracionalmente

equivalentes. Consequentemente, A[V]| ~ A[W], pois

AJAY = k[z]/ < 0> ~ k[z] e A[W] = k[z,y]/ <y —2® > ~ k[z].

2.1.2 Variedades Projetivas

O espago projetivo P} ou simplesmente P" de dimensao n sobre k é o conjunto das retas de
k™! contendo a origem. Dado um ponto P = (ag, ay, ...,a,) € k"™\{(0,0,...,0)}, denotamos
por (ag : ay : ... : a,) o ponto de P correspondente & reta de k™! determinada pela origem e
o ponto P. Assim,

P" = k"1\{(0,0, ....,0)}/ ~
onde (ag,ay, ..., a,) ~ (bo, by, ...,b,) se, e somente se, existe A € k* tal que (bg,bq,...,b,) =

(Aag, Aaq, ...., Aa,,). Para cada i, seja
U={(ag:ay:...:a;:...:a,) € P"; a; #0}.

Existe uma natural inclusao ¢;: A — U, definida pela aplicacao

vilar,..yan) = (a1 o taig t 1ia;: ..t ay)
cuja inversa é definida por ;' (ag : ... : a,) = @, onde Q é o ponto de coordenadas afins
ao Qn, ... G
—, ey, — |, OmMitir —.
a; Q; a;

Note que ¢; ' estd bem definida, uma vez que a;/a; sdo independentes da escolha de coordenadas
homogéneas. Para i fixo, identificamos A™ com o conjunto U; via a aplicacao ¢,
O complementar H,, = P"\U,, = {(ap : a1 : ... : a,) € P"/ a, = 0}, convencionalmente

chamado hiperplano no infinito, pode ser identificado com P! via a correspondéncia

(ap:...:@p_1:0)— (ag: ... ap_1).

Consequentemente, P* = U, U H,, ~ A" UP" 1,
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Defini¢ao 2.1.9. Dizemos que um polinomio F' em k[xg, x1, ..., T, € homogéneo de grau d, se
¢ uma soma de monémios g = a [l 2" € klzo, 21, ..., 2], a #0 e do+dy + ... +d, = d. De
maneira equivalente, temos que F' € homogéneo de grau d se, e somente se, F(txg,txy,...,tx,) =

t4F(zg, 21, ..., 2,) para todo t € k.

Observagao 2.1.10. Dado um polinémio F € klxg, x1, ..., x,]\k e um ponto

P = (ap:ay...: a,) € P", ovalor F(P) pode ndo estar bem definido, pois as coordenadas ho-
mogéneas de um ponto P € P" nao sao unicamente determinadas. Assim, o conjunto V(F) nao
pode ser definido da mesma forma do caso afim. Contudo, se F' for um polinomio homogéneo de
grau d, entio F(Xag, ..., \a,) = 0 se, e somente se, para qualquer \ # 0, XF(ag, a;...,a,) = 0,
de modo que a propriedade de F(ay,...,a,) = 0, independe da escolha de coordenadas ho-

mogéneas (ag, ..., ay).

Um ideal I C k[zo, ..., x,] é homogéneo se é gerado por polinémios homogéneos.
Um conjunto V' C P" é um conjunto algébrico projetivo se existe um conjunto de polinomios

homogéneos S C k[xg, x1, ..., T, tal que
V=V(S)={PeP"/F(P)=0Y Fe S}

O ideal homogéneo I(V) C klxo, 1, ..., x,] é gerado pelos polinomios homogéneos F' € S que

satisfazem a equagao F'(P) = 0 para todo ponto P de V.

Definicao 2.1.11. Um conjunto algébrico V- C P™ € irredutivel se nao pode ser expresso como
a uniao de dois subconjuntos algébricos proprios. Uma variedade algébrica projetiva é um

congunto algébrico irredutivel em P".
Como no caso afim, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.12. Um congunto algébrico projetivo V' é irredutivel se, e somente se, I(V) é

um tdeal homogéneo primo.

Seja V' C P" uma variedade projetiva, entao o anel

AlV] = klzo, ..., xn]/I(V)

¢ um dominio, chamado anel de coordenadas homogéneas de V. Note que, diferentemente do
caso afim, um elemento de A[V'] ndo pode ser considerada uma fungao em V', a menos que sejam

constante. Temos que f € A[V] define uma fungdo em V se e somente se f(Axg, ..., A\1,) =
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f(xg, ..., z,) para todo A € k*. Como f = fo+ ...+ fq4, onde cada f;, 0 < i < d, é um polindémio

homogeéneo de grau ¢, entao isso acontece se e somente se

f(xo, oy tn) = FAT0, s M) = fo(T0, oy Tn) + Af1(T05 oy ) + oo+ A fa(0, oy 20)

para todo A € k*, o que acontece somente no caso em que f é constante em V, logo, f é
constante em A[V]. Sejam f,g dois elementos de A[V], g # 0. Para o quociente f/g fazer

sentido é necessario que tais polindmios tenham o mesmo grau, pois nesse caso,

]_F()\ao,)\al,...,)\an) _ )\af{f_(ao,al,...,an) _ J_”(ao,al,...,an) — 9f =89,
g(Aag, Aay, ..., Aan)  A9G(ag, a1, ...,a,)  Glag,ay,...,a,)
Dessa forma, podemos definir o corpo de fragdes de A[V],
E(V) = {é / f. g € A[V] polinomios homogéneos de mesmo grau com g # 0}.

Seja V' C P" uma variedade projetiva. Entdo o conjunto V N A" = ¢, {(V N U;) é uma

variedade afim cujo ideal correspondente é dado por

I(V ﬂAn> = {f(.To, ey L1, ].,J?i+1...,$n)/f($07 ,$n> c I(V)}

Como P" = U U;, entao V pode ser expressa como uniao de n + 1 variedades afins V' =

Proposicao 2.1.13. Seja V' C P" uma variedade projetiva. Entao
E(V) ~k(V NU;) para todo i, 0 <i <n.

Demonstragao. Defina a aplicagdo @: k(V) — k(V N U;) por

LORY o}

g
E fécil ver que & é uma bijecdo cuja inversa ¢ dada pela aplicacao I': K(V N U;) — k(V)

definida por

F(E) B 23h(z0/ 75, . T ) T5)
1) 2%l(xo/iy ..., T )s)

]

Dessa forma as propriedades locais de V' podem ser completamente descritas em termos de

suas partes afins V N U;, esse é o caso por exemplo da dimensao.
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Definigao 2.1.14. Seja V' C P™ uma variedade projetiva. A dimensdo de V € definida como

dim V := grau de transcedéncia da extensio k(V')/k.

Consequentemente, dim V = dim (V N U;). Em particular, dim P* = dim A™ = n. O
processo de substituir o polindémio f(x,...,z,) pelo polindémio f(xy, ...,z 1,1, Ziy1, ..., ), €
chamado de desomogeneiza¢cao com respeito a x;. Esse processo pode ser revertido: dado um

polinémio f € k[zo, ..., x,] de grau d, definimos a homogeneizacao de f com respeito a x; por

* _dgef{%o L1 Ti—1 Tit1 Tn
[ (zoy .y ) = - , R

Definicao 2.1.15. Dada uma variedade afim V C A"™, o fecho projetivo de V', denotado por

V', € a variedade projetiva
V ={PeP"/f(P)=0 para todo f € I(V)}.
Os pontos de V\V sdo chamados os pontos no infinito em V.

Nosso interesse em particular, é estudar as variedades algébricas planas, que descreveremos

na préxima secao.

2.1.3 Curvas algébricas planas

Seja f um polinémio nao constante e irredutivel no anel de polinomios em duas varidveis k[z, y|.

No exemplo 2.1.3, definimos uma curva algébrica plana como sendo a variedade no plano afim

V(f) ={(z.y) € A/ f(z,y) = 0}.

Observamos que se um polinémio g € k[z,y| é tal que g = Af, A € k*, entao eles definem a
mesma curva plana em A% Dessa forma dois polinémios irredutiveis definem a mesma curva
plana se, e somente se, eles diferem por um multiplo constante nao nulo. Isto nos motiva a

fazer a seguinte definigao.

Definicao 2.1.16. Uma curva algébrica plana afim é uma classe de equivaléncia do conjunto

dos polinémios nao constantes em k[x,y], mddulo a relagao definida por
f ~ g se, e somente se, existe \ € k* tal que f = A\g.

A equacao de uma curva é qualquer um dos polinomios da classe de equivaléncia que a

define. Nos referimos por Cy a curva plana afim definida por um polinémio f em kfz,y]. O
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grau de uma curva Cy é o grau do polinomio f que a define, denotado por df. Se f = 1, entao
C é uma reta em A?, se 0f = 2, Cy representa uma conica em A? se f = 3, C} representa
uma uma cubica em A?. Estamos interessados em estudar uma classe particular das curvas

planas: as chamadas curvas planas nao singulares.

Definigao 2.1.17. Seja C; uma curva plana afim e P = (a,b) um ponto em Cy. Se pelo menos
uma das derivadas %(P), g—g(P) for diferente de zero, entao P € um ponto nao singular em

Cy, caso contrdrio, P € um ponto singular de Cj.

Dizemos que a curva plana C; é nao singular, se todos os seus pontos sao nao singulares.
Como vimos anteriormente, dada uma curva plana afim, é sempre possivel transformé-la em
uma curva projetiva. O fecho projetivo de uma curva plana afim C} é o subconjunto Cy € P?
formado pelas raizes do polinobmio homogéneo

Fia,y,2) = zaff<§, Q); Cr={(a:b:c) e P?/f*(a,b,c) =0}

z

Definicao 2.1.18. Uma curva plana projetiva € uma classe de equivaléncia de polinomios
homogéneos nao constantes em klx,y, z] mddulo a relagio F ~ G < I X € k* tal que F' = \G.
Dado um polindmio homogéneo F € klz,y, z]\k, denotamos por Cr a sua classe mdédulo a

relacao de equivaléncia ~. O grau da curva Cg € o grau do polinomio F.

Seja C'r a curva plana projetiva definida por F(x,y, z) € k[x,y, z]. Temos que a curva Cp
apresenta diversas partes afins, pois para cada escolha de plano obtemos uma curva plana afim
(' diferente: basta eliminar uma das varidveis x, y ou z utilizando uma das equagoes z = 1 ou
y =1, ou z = 1. Dessa forma a nogao de singularidade e os demais conceitos introduzidos para

curvas planas afins seguem naturalmente para curvas planas projetivas.

2.2 Intersecoes de curvas algébricas planas

Um dos problemas classicos na teoria de curvas algébricas planas é calcular o niimero de pontos
na intersecao de duas curvas. O teorema de Bezout fornece explicitamente o niimero de pontos
nessa intersecao. Trataremos inicialmente do caso particular onde uma dessas curvas ¢ uma

reta.
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2.2.1 Intersecao de uma curva com uma reta

Sejam f um polindmio nao constante em k[x,y|, Cy a curva plana afim definida por f e a reta
[ de equagao y = az +b. Um ponto P = (x,y) pertence ao conjunto Cy N1 se suas coordenadas

satisfazem a equagcao

filz) == f(z,ax+b) = 0.

Temos as seguintes possibilidades para os pontos em C; N I:

1. fi(x) =0, entao | C Cf.

2. filz) =c+#0, entdo CrNI=10.

3. filz) = c][;_,(z — ;)™ onde ¢ é uma constante nao nula, r é o grau do polinémio f e

x; sdo as abscissas (duas a duas distintas) dos pontos de intersegdo P; = (x;,ax; + b).

Definicao 2.2.1. a multiplicidade ou indice de intersecao das curvasl e Cy em um ponto P €

dada por

’

0, seP¢&lnNCy

(L,Cr)p=1q00, seP €lcCCy

m; se P = (x;,ax; +b) definido no caso 3 acima.
\

Se | nao € uma componente de C, definimos o inteiro

Moo 1= af—i:mi
i=1

como a multiplicidade de intersecao de [ e C'y no infinito.

Exemplo 2.2.2. Seja C; a curva definida por

flz,y) = y*> — 23 — 22 e considere as retas I+ definidas pelas equacoes y = +x. Temos

que fi, = a® —a® —2? = =13, logo O = (0,0) € o dnico ponto em Cy N1, com multiplicidade

<l7f>0 =3.
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Figura 2.1: Multiplicidades de intersecao I+ N Cy na origem

Exemplo 2.2.3. Sejam Cy el as curvas definidas respectivamente pelos polinomios f(x,y) =

y—a2, g(z,y) = ay+bx+c. Entdo os pontos em C;N1 sio os pontos cujas coordenadas (x,y)

satisfazem

y=x

ax’ +br+c=0

Assim, C;Nl consiste de dois pontos P e Q, a menos que b*—4ac =0 oua = 0. Se b*—4ac =0,
entao a reta | € tangente a Cy, assim temos que Cy el se intersectam em um tnico ponto R
com multiplicidade 2. Se a = 0, entao | é uma reta vertical, assim Cy el se intersectam em
um unico ponto no plano afim, de multiplicidade 1. Nesse caso, temos my, = 1. Veremos mais
adiante, que se tomarmos os fechos projetivos de tais curvas, entdo o conjunto Cf N1 possui

exatamente 2 pontos, contados com suas multiplicidades.
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Figura 2.2: Multplicidades da intersecao C'y N1 dos pontos P, e R

Nosso objetivo agora é definir o conceito de multiplicidade de uwm ponto em uma curva plana

C'y arbitraria. Esse conceito vai nos permitir classificar se uma tal curva é singular ou nao.

Proposicao 2.2.4. Sejam f(x,y) € klz,y|, C¢ a curva definida por f e P um ponto em Cf.

Existe um inteiro m = mp(Cy) > 1 tal que, para toda reta | passando por P, temos
(l7 C(f)P 2 m,
ocorrendo a desigualdade estrita para no mdrimo m retas e no Mminimo uma.

Demonstra¢ao. Podemos supor, sem perda de generalidade que P = (0,0). Escrevamos

f:fm++fd>

com f; homogéneo de grau iz, m <i <de f,, #0. Se P € C}, temos que m > 1. Seja [; a reta

de equacao y — tx = 0. Temos que

fio = @™ (1) + S (1) + o+ ful1, )27

Consequentemente, (I, Cf)p > m, e a igualdade ocorre se e somente se, f,,(1,t) # 0. Como
fm(1,t) é um polinémio em t de grau m > 1, ele se anula em no minimo um e no maximo m

valores de ¢ distintos.
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Definimos o inteiro m = mp(C) descrito na proposi¢ao acima como sendo a multiplicidade
do ponto P na curva Cy. Se P ¢ Cy, entao mp(Cy) = 0. Se P = (x9,y0) € Cf, podemos

decompor o polinémio homogéneo f,,(z,y) de maneira tinica

fnl2,y) = H(aﬂ + biy)©

tal que os fatores lineares a;x + b;y sao retas distintas. As retas
li = ai(x — o) + bi(y — yo)

sao as retas tangentes a C'y em P. O expoente e; ¢ a multiplicidade da tangente /;. Voltando ao
exemplo 2.2.2, observamos que (I, Cr)o = 3 e mo(Cy) = 2, isso (([,Cf)p > m,(Cy)) geralmente
ocorre quando [ é uma das retas tangentes a curva Cy no ponto P. Um ponto P = (xg,yo) € Cf
é nao singular ou que Cy é nao singular em P, se mp(Cy) = 1. Nesse caso, a tdnica reta tangente

a curva Cy em P tem equacao

%(xo, Yo) (T — xo) + %(ﬂfo, Yo)(y — yo) = 0.

2.2.2 Intersecao entre duas curvas planas

Proposigao 2.2.5. A intersecao de duas curvas planas afins, sem componentes em comum, €

finita.

Demonstragao. Sejam C e C, as curvas planas afins definidas respectivamente pelos polinomios
f, g € k[z,y]. Sem perda de generalidade, podemos supor que f, g sao polinémios em k|x][y]\,
tais que (f, g) = 1. Pelo lema de Gauss, temos que (f, g) = 1 no anel k(z)[y]. Como k(z)[y] é um
dominio principal, assim existem elementos «, 5 € k(x)[y] tais que af + Bg = 1. Logo, existem
polinémios a,b € k[z,y] e ¢ em k[z]\{0} tais que af + bg = c¢(z). Se P = (x¢,y0) € CrNCy,
entdo c(zg) = 0, e logo, existem finitas possibilidades para z,. Fixado xg, existe um nimero

finito de possibilidades para o tais que f(zq,yo) = 0. ]

Os resultados acima descritos podem ser estendidos de forma natural para o caso projetivo.
Em particular, se L ¢ uma reta e Cr uma curva em P2, tais que O = (0 : 1 : 0) € LN Cp,
entdo a multiplicidade de intersegdo (L,Cr)o coincide com a multiplicidade mq, ja definida
anteriormente. A proxima questao natural é determinar o nimero de pontos na intersecao
CyNCy. Se Cy e C, sao curvas planas afins, conseguimos determinar apenas uma cota para
#C' ;N Cy, pois os pontos no infinito nao serao contados. Assim, tomando os polinomios F' = f*

e G = ¢g*, vamos considerar as curvas planas projetivas Cr e Cg.
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Teorema 2.2.6 (Bezout). Sejam Cr e Cg curvas planas projetivas sem componentes irre-
dutiveis em comum, tais que OF = m e O0G = n. Entdao o conjunto Cr N Cg possui exatamente

mmn pontos, contados com suas multiplicidades.

Corolario 2.2.7. Sejam Cg e Cg duas cubicas projetivas sem componentes comuns. Entao a

intersecao Cg N Cg possui exatamente nove pontos, contados com suas multiplicidades.

Teorema 2.2.8. Sejam Cp e Cg duas cubicas projetivas sem componentes em comum e
Ay, ..., Ag 0s pontos na intersecio Cr N Cq. Se uma cubica C contém os pontos A, ..., As,

entao Ag € C.

Demonstracao. Sejam
H(z,y,2) = a12® + apx®y + ... + a102®, ay,...,a10 € k

e C' a cubica definida por H. Os pontos A1 = (1 : y1 @ 21),...,As = (v5 : ys : 25) € C

3

estao em posigao geral se os vetores (23, 22y, ..., 2?) sao linearmente independentes para todo

i, 1 <17 < 8. Denote por I' o conjunto formado pelas ciibicas que passam pelos pontos Ay, ..., As.
Temos que I' forma um espago vetorial sobre k de dimensao 2. Assim podemos assumir que as

cubicas Cr e Cg formam uma base para I' e logo, existem A, u € k tais que
C= )\CF + ,MCG.

Consequentemente, Ag € C'. O caso em que os pontos Ay, ..., Ag nao estao em posigao geral,

pode ser encontrado em [11], III, 6.2. ]

2.3 Divisor de uma curva projetiva

Defini¢ao 2.3.1. Seja C' a curva projetiva definida pelo polinémio F(z,y,z) € klz,y, z]. Um

divisor D da curva C, € a soma formal finita de pontos em C
D=> np(P), n, €L

O grau de um divisor D é dado por

deg(D) = Z np.

peC
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O conjunto dos divisores de uma curva C' sobre k, denotado por Divy(C'), é um grupo abeliano.

Seja ¢ uma fungao racional nao nula de C, isto é,

onde G, H sao polinomios homogéneos de mesmo grau, digamos m, tal que F' nao divide H.

A condi¢ao ¢ # 0 implica que F' nao divide GG. Assim, pelo teorema de Bezout, temos

IF). m= Z (C,Cq)p

P e CnCqg

I(F). m= Z (C,Cu)p

PeCnNnCy

Defina o divisor de ¢ por

Div(p) = Zordp(@)(P), onde

OT‘dp(QO) = Z (C, Cg)p— Z (C, CH>p

P e CnCqg PeCnCy

Note que, como G e H possuem o mesmo grau, temos que deg(¢) = 0. Um divisor de uma
funcao racional em C' é chamado de principal. Dois divisores Dy e Dy sao linearmente equiva-
lentes, D1 ~ Dy se D; — Dy é um divisor principal. O conjunto dos divisores () formam um
subgrupo P(C), chamado subgrupo dos divisores principais. Denotando por Div°(C) o grupo
dos divisores de grau zero, segue que P(C) C Div°’(C'). Dessa forma, faz sentido considerar o
quociente do grupo Divy(C) por P(C), a saber, os chamados grupos de Picard ou grupo das

classes de um divisor de C,

on_ AD\DEDIM(C)} o {D\ D € Ditf(C)}
P = =oneery O HoReer

Veremos no préximo capitulo que quando C' é uma curva eliptica definida sobre o corpo k, a

estrutura do grupo Pic®(C) induz uma estrutura de grupo sobre C.
Definigao 2.3.2. Dado um divisor D € Div(C), associamos o conjunto de fungoes
L(D) ={¢ € k(C)/ div(p) + D = 0} U{0}.
O conjunto L£(D) é um espaco vetorial sobre k& de dimensao finita, denotada por

I(D) = dimyL(D).
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Note que se um divisor D ¢é tal que deg(D) < 0, entdo L(D) = {0} e I(D) = 0, pois se
¢ € L(D)\{0} entao
0 = deg div(y) > deg(—D) = —deg(D).

Assim, devemos ter deg(D) > 0. O préximo teorema é um resultado fundamental na teoria de

curvas algébricas.

Teorema 2.3.3 (Riemann). Seja C uma curva projetiva nao singular. Existe um inteiro g > 0,

chamado o género de C, tal que para todo divisor D € Div(C'),
(D) >deg(D)+1—g,
Demonstragao. Ver [9], pagina 23. O

Em particular, quando C' é uma curva plana projetiva nao singular, definida pelo polindmio
F € k[x,y, z], o género de C' pode ser completamente determinado pelo grau do polinomio F,
pela férmula
(OF — 1)(0F — 2)

9(C) = 5 :

Assim, curvas planas projetivas nao singulares de grau 1 ou 2 possuem género g = 0, curvas de
grau 3 ou 4 nao singulares possuem género g = 1. Em particular, uma curva eliptica, cuja teoria
serd fundamental na compreensao do nosso objeto de estudo, é uma curva plana projetiva de

género um, com algum ponto racional .



Capitulo 3

Curvas Elipticas

Curvas elipticas terao um papel de destaque na compreensao do nosso objeto de estudo. Tais
curvas sao particularmente interessantes por apresentarem uma rica estrutura aritmética: o
conjunto dos pontos racionais de uma curva eliptica F admite uma estrutura de grupo abe-
liano. Nosso foco nesse capitulo é estudar a estrutura desse grupo que, como veremos, é um
grupo abeliano finitamente gerado. Demonstracoes de teoremas e proposicoes aqui mencionados

podem ser encontradas em [8] e [7].

3.1 Forma de Weierstrass de uma curva eliptica

Definicao 3.1.1. Uma curva eliptica E definida sobre um corpo k, € uma curva plana projetiva

nao singular de equacao

Y2Z +a XY Z +asYZ? = X2+ a, X?Z + ay X Z* + ag 23, (3.1)
onde ay, ..., ag € k.

O 1tnico ponto no infinito é dado por © = (0 : 1 : 0), obtido fazendo Z = 0 na equagao
acima. A equacgao (3.1) é chamada forma de Weierstrass de uma curva eliptica.
Usando coordenadas nao homogéneas x = X/Z e y = Y/Z, a curva eliptica F na forma de

Weierstrass é dada por
E:y* + arxy + asy = 2° + axx® + aux + as. (3.2)
Quando o corpo k possui caracteristica diferente de 2 e 3, a mudanga de varidveis
¥ =z, y’:y+@$,
2
26
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elimina o termo xy em (3.1), e a mudanca de varidveis

) G2, a3
$—9€+3,y y+2,

elimina os termos z2 e y. Assim, assumindo que a caracteristica de k é diferente de 2 e 3, a

forma de Weierstrass de uma curva eliptica E definida sobre k é
E:y* =2 +ax +0. (3.3)

Proposicao 3.1.2. Seja k um corpo de caracteristica diferente de 2 e 3. Entdao toda curva

eliptica sobre k € isomorfa a uma curva da forma
E:y’=2>+ar+b, a,be k.

A curva E € nao singular, se e somente se, o discriminante da forma de Weierstrass

A = —16(4a® 4 27b*) € diferente de zero.

Demonstragao. O ponto (0:1:0) é nao singular, pois

OF .
570 1:0)=1 F=J"

O polinomio f(x) = x® 4+ ax + b possui raizes multiplas, se e somente se a resultante de f e f/,
que é o determinante de uma matriz especifica formada pelos coeficientes de f e f’, for diferente

de zero, o que ocorre quando 4a® + 27b% # 0. O

Mais geralmente, se y? = f(z) onde f é um polinémio de grau trés ou quatro sem raizes
multiplas, entao tal equacao define uma curva plana nao singular de género um, e portanto uma
curva eliptica no plano afim. A intersecao de duas superficies quadraticas, no espago projetivo
tridimensional, também descreve uma curva eliptica, desde que tenha pelo menos um ponto
racional. Veremos na préxima secao que o conjunto dos pontos de uma curva eliptica admite

estrutura de um grupo abeliano, com elemento neutro como sendo o ponto O = (0: 1 :0).

3.2 Operacao entre os pontos de uma curva eliptica

Usaremos a notagdo F(k) para o conjunto de pontos no plano projetivo situados na curva

eliptica F,

E(k)={(z, y) € A}; v* =2 +ax + b} U{O}.
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Sejam P e () pontos em E(k), entao o teorema de Bezout garante a existéncia de um terceiro
ponto R em F(k), como sendo a interse¢ao da curva com a reta que passa pelos pontos P e
Q. Se a reta é tangente a curva em um ponto, esse ponto tera multiplicidade dois; se a reta ¢é
paralela ao eixo y, definimos o terceiro ponto como sendo o ponto no infinito. Dessa forma é

possivel definir uma operagao entre os pontos de F(k) da seguinte maneira.

A lei de Grupo

e Sejam P e Q pontos de E(k);

e Seja r a reta passando pelos pontos P e () e seja P x () o terceiro ponto de intersecao da

curva F(k) com a reta r;

e Repetindo-se o processo com os pontos P x () e O, o terceiro ponto obtido nesse processo

serd a soma P + Q).

e se P = (), tomamos a reta tangente a curva neste ponto.

Proposicao 3.2.1. A operacao acima tem as sequintes propriedades:

(a) (Existéncia do elemento neutro) P+ O = P para todo P € E(k).

(b) (Comutatividade) P + Q = Q + P para todo P,Q € E(k).

(¢) (Existéncia do elemento inverso) Seja P € E(k). Entao existe um ponto de E(k),
denotado por —P, satisfazendo

P +(-P)=0.

(d) (Associatividade) Sejam P, Q, R € E(k). Entio (P+ Q) + R=P+ (Q + R).

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que F(k) admite estrutura de grupo abeliano, com elemento
neutro O. Pelo teorema de Bezout, a operacao esta bem definida.

(a) Seja P = (x1,11) € E(k)\{O}. Para calcular o ponto P + O, tomemos a reta que passa
por P e por O, neste caso, a reta vertical passando por P. O terceiro ponto de intersecao sera
o ponto de coordenadas (x1, —y;). Assim, P+ O = P, para todo ponto P € E(k), e logo, o
ponto O ¢ o elemento neutro da operacao.

(b) Pela definigao, é facil ver que a operacgao é comutativa.

(¢) Sejam P = (x1,41), —P = (21, —y1) e l areta passando por P e —P. Entao Px(—P) = O
e logo P+ (—P) = 0.
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P+Q

Figura 3.1: Adigao de pontos em uma curva eliptica

(d) Dados dois pontos P e @ denote por [(P, Q) a reta em P? passando por P e (). Sejam
P, @Q e R € E(k). Para mostrar que (P + Q) + R = P + (Q + R), é suficiente mostrar
que (P+ Q)+« R = Px(Q+ R). Seja S o ponto de interse¢do das retas [(P,Q + R) e
I(R, P4+ Q). Vamos mostrar que S € FE(k). Considere a cibica F; formada pela unido das retas
I(P,Q), (R, P+Q), (QxR,0) e E, formada pela uniao das retas (P, Q* R), [(Q, R), I(P,O)

Entao

ElmEZ = {O,P,Q,R,P*Q,Q*R,P+Q,Q+R,S}
Temos que E(k) passa pelos oito pontos O, P,Q, R, P x Q,Q * R, P + Q,Q + R, e logo pelo

teorema 2.2.8 segue que S € E(k). O

Sejam Py = (z1, y1), P2 = (22, y2) pontos de E(k)\{O}, as férmulas explicitas para obter
as coordenadas do ponto Py + P, podem ser encontradas em [8], pagina 53.
Um dos resultados mais importantes sobre a estrutura do grupo F(k) é dado pelo seguinte

teorema.

Teorema 3.2.2 (Mordell - Weil). O grupo dos pontos racionais de uma curva eliptica é um

grupo abeliano finitamente gerado,

E(k) = E(k)wor ® 2
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onde E (k) € 0 subgrupo dos elementos de ordem finita, chamado grupo de tor¢do e r €

chamado posto de E(k).

Isto significa que existe um conjunto finito { Py, P, ..., P;}, s > r, de pontos de E(k) tal que
todo elemento de F(k) é da forma ny P, + nyPs + ... + ngPs com ny, ...,ng € Z. Tendo definido
a estrutura geral de um grupo formado por pontos de uma curva eliptica, uma questao que
naturalmente surge é a quantidade de elementos de tal grupo. Para o grupo de torcao, temos
um importante resultado que determina todas as possibilidades para E(k), em particular

estabelece que a quantidade de elementos de ordem finita em E(k) é no méximo 16.
Teorema 3.2.3 (Mazur). Se E(k)ir nao for trivial, entio é isomorfo a um dos 14 grupos:
1. Z,, 1 <n <10 oun =12.
2. L)27 X Z./2nZ,1 < n < 4.
Em particular, #E(k)r < 16.

Note que, segundo este teorema, a ordem dos pontos de E(k);, é no maximo 12 e nao
existem pontos de ordem 11. O préximo resultado estabelece uma maneira para determinar os

elementos de ordem finita em E(k).

Teorema 3.2.4 (Nagell - Lutz). Sejam E a curva eliptica sobre k definida pela equagao
yv?> =23+ ax + b, com a,b € Z. Entao as coordenadas de um ponto P = (xg, o) € E(k)tor

sao nimeros inteiros. Além disso, P tem ordem 2 ou y2| A, onde A = —16(4a® + 270?).

Os pontos (g, yo) de ordem 2 em E(k), sdo exatamente os que tem a coordenada yq igual

a Zero, pois nesse caso,

2P=0 <<= P =—-P < yp = — .

A estrutura do grupo Pic?(E) definido no capitulo anterior, induz uma estrutura de grupo
em E(k), que é a mesma que definimos anteriormente. Isto pode ser esclarecido a partir da

seguinte proposicao.
Proposicao 3.2.5. Sejam E uma curva eliptica definida sobre k e O € E(k). Entdo a aplicagao
®: E(k) — Pic)(E)
P+—— [P]—[O]

¢ uma bijecao.
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Demonstragao. Ver [7], pagina 35. O]

A bijecao FE(k) — Pic)(E) define uma estrutura de grupo abeliano em E(k), que é de-
terminada pela condi¢ao: P + @ = S se e somente se [P] + [Q] ~ [S] + [O]. Sejam P,Q, R, S
pontos em F(k) tais que P*xQ = Re P+ (Q = S. Sejam [; a reta intersectando E nos pontos
P Q e R e Iy a reta intersectando £ em R,S e O. As retas [,ls podem ser consideradas
como sendo polinomios homogéneos de grau um. Considere a funcao racional h = % € k(E),
entao h possui zeros nos zeros de [; e polos no zeros de l,. Assim o divisor de h em FE
é (h) = [P+ Q]+ [R] — [O] — [R] — [S] = [P]+[Q] — [S] — [O],. Portanto, temos que
[Pl + Q] ~[S]+[0]e P+Q=S.



Capitulo 4

Contraexemplo para a Conjectura no

cason =4

4.1 Consideracoes Iniciais

O conhecido Teorema de Fermat afirma que para qualquer expoente n > 3 nao existem solucoes
no conjunto dos nimeros inteiros positivos para a equacao x™ +y" = 2". Diversos matematicos
tentaram demonstrar tal teorema, em particular, Euler ficou especialmente interessado nas
descobertas de Fermat, dando uma prova para o caso n = 3. Ele provou que a soma de cubos
nao nulos nao poderia resultar em um cubo, mas ele também observou que a soma de trés
cubos nao nulos poderia resultar em um cubo. A partir dessa observacao, Euler propos que
para expoentes n > 3, a soma de k poténcias de numeros inteiros positivos com expoente
n é igual a uma tal poténcia se kK > n, caso contrario, essa soma nao gera uma poténcia
n - ésima. Em particular, ele estava convencido que a soma de trés poténcias quarticas de
nimeros inteiros positivos nao poderia resultar em uma tal poténcia, por outro lado, a equacao
a* 4+ b* + c* 4 d* = e* teria solucoes inteiras nao triviais.

Em 1988 Noam Elkies, usando a teoria de curvas elipticas, obteve o seguinte contraexemplo

para o cason = 4:
2682440* + 15365639* + 18796760* = 20615673.

No presente capitulo, exibiremos o método encontrado por Elkies para encontrar o contrae-
xemplo mencionado acima, destacando o papel da curva eliptica na descoberta de tal solucgao.

Vamos buscar inicialmente pontos racionais (r,s,t) da superficie S;: r* + s* +t* = 1, que

32
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também é equivalente a buscar pontos racionais da superficie Sy: 7 + s* +t> = 1 com a
condi¢ao adicional de ¢ ser um quadrado. A vantagem de se trabalhar nesse ambiente é que
a superficie Sy pode ser parametrizada por uma familia de conicas, sendo possivel reescrever
a equacao inicial na forma ax?® + by? + cz? = 0. Os niimeros inteiros positivos satisfazendo
esta equacao estao associados com os pontos racionais de uma curva eliptica E definida sobre
Q. Além disso, se um ponto em E(Q) possui ordem infinita, entdo teremos uma infinidade de

solugoes inteiras nao triviais para a equacgao diofantina estudada.

4.2 A superficie S,
De acordo com [3], a superficie Sy em Q? determinada por
st 7 =1, (4.1)

pode ser parametrizada por uma familia de conicas U, a partir da aplicagao

¢IU—>S2

4(u? — 2)2? + 8ux + (2 — u?) )

(w,y,u)r—>(x+y,:l:—y, (U2+2)

onde a familia de conicas U é parametrizada por um parametro u da seguinte maneira:

r=x+4y, s=x—y (4.2)
(u® 4+ 2)y* = —(3u® — 8u + 6)z* — 2(u* — 2)x — 2u (4.3)
(u? + 2)t = 4(u® — 2)2® + Sux + (2 — u?). (4.4)

Tal parametrizacao foi redescoberta, independentemente e de maneiras distintas, por Andrew
Bremner, Don Zagier e Noam Elkies. Na abordagem de Bremner, a superficie S foi expressa

da seguinte forma:

21+ 1)1+ sY) = (1+r2+ )2+ 12
considerando a fatoragao de ambos os lados em Q[i]. J& Zagier representou 1 —r* — s* por meio
de

1—7r*—s'"= P} —2Q0R, (4.5)
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onde Py e )y foram tomados a partir de casos especiais das conicas 4.3 e 4.4, como 0S casos

onde u = 0 e quando u — 00. As respectivas conicas para estes casos sao:

vt = —32% —22; t=1—42%
i =32 —22; t=1-—42%
Py=42>—1; Qy=y+32>+2x; Ry=y+ 32> — 2u.

Assim, temos uma infinidade de representacoes de 1 —r* — s* como Py — 2Qy Ry, em particular,
quando Qg = 0 em (4.5), obtemos uma representagao da superficie Ss.

De agora em diante, vamos trabalhar com as conicas (4.3) e (4.4). Considerando a aplicacao
¢ definida anteriormente, vamos mostrar que de fato, o conjunto ¢(U) estd contido em Ss, isto
é, para todo (x,y,u) € U, f(é(x,y,u)) =0, onde f(r,s,t) =r*+ s +1>—1é o polindmio que

define a superficie S;. Segue da definicao da aplicagao ¢ que

4(u? — 2)2* + 8uz + (2 — u?) ) .

f(¢<x7y7u)) = (x+y)4—|—(x—y)4+ ( (U2+2)

o(x,u)

=22t + 2yt + 12072 +
-+ 2y + a7y +(u2+2)2

—1,
onde o(z,u) =
16utz? — 8x2u* + ut — 64u’a* +48u2x? — 4u® + 642 — 3222 + 64w 2> — 3203z — 128ux® + 32ux + 4.

Assim, (1 +2) f(8(z,y, ) =
29zt — duta® + 3202 — Sudr — 28wz + 48uPx? — 4u? — 64uz® + 16ux + 362" — 162%) +
1222%y? + 2y*. Substituindo (4.3) temos entao

(w2422 f(d(z,y,u)) = 18z ut — 8utz? + 64ur® — 16usr — 561 r? 4+ 96u>r? — 812 — 128ux> +
3luz + 722" — 3227 — 36utz* — 24utx3 + 96udr? — 24udx? — 1440z + 192uz® — 48ux? — 1442 +
9622 + 2(9utz? — 48u3x? + 100ux? — 96ur? + 362t + 12utz? — 32u32® + 12u32? — 32u2? +
64ur® + 24ux?® — 4823 + dutz? + 8udr — 16u2? + 4u? — 16uz + 162%) = 0

A aplicacao inversa para ¢ pode ser definida da seguinte forma

De (4.2) temos que x = r ;— i , Y= L g ° De (4.3) obtemos uma equagao quadratica em u
(y2 + 322 + 2)u? + (2 — 8x)u + (2y* + 62° — 27) =0 (4.6)

com discriminante A = 4(1 — (2z* + 122%y? + 2y*). Substituindo (4.2) e (4.3) temos

-1 24¢
r24+rs+s24+r+s
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Dai, a aplicagao

et = (50 5 )

¢ uma aplicacao racional de Sy definida nos pontos de S, que satisfazem r%+s% +7rs+r+s # 0.
De fato, vamos mostrar que para todo (r,s,t) € Sy, temos h(i(r,s,t)) = 0 onde h(x,y,u) =
(u? + 2)y* + (3u? — 8u + 6)x? + 2(u* — 2)x + 2u.

Temos

b 5.1)) < —14+(r+s)?+t )2[(r—5)2+3<r+3>2+2<r+5>}

r24+rs+s2+r+s 2 2 2

— 2 -1 21 ¢ 2 2
w25+ (e ) [ s(5) ) o5 ) -2
2 r2+rs+s2+r+s 2 2
rtr st 2 -1

r24+s2+rs+r+s

Logo, todo ponto racional (r,s,t) em Sy pertence a conica (4.3), para algum valor racional

de u.

Lema 4.2.1. A aplicagao

2
'y(:ic,y,u) - <_ z,Y, E)

¢ uma involugcao em U, para u # 0.

Demonstracao. Temos que para u # 0

) = ),

voy(z,y,u) =7(—%%%) = <— (=), y,

2 o] N

Vamos mostrar que h(—z,v, %) =0, para u # 0, onde
h(z,y,u) = (uv? + 2)y* + (3u® — 8u + 6)x? + 2(u? — 2)x + 2u e h(x,y,u) = 0 em U. Nestas

condicoes,

h(—x,y,%) = ( 4+QQUQ )y2+<<2> — <1—u6> 6>x2+2< 2u22_4 >x+% = 3h(az:,y,u) = 0.

Para todo ponto (z,y,u) com u # 0, temos que o ponto ¢po7y(z,y, u) estd em Sy. A involugao
~ nos garante que para qualquer valor racional de v o ponto (x, v, %) estd em U, em particular,
existem m,n inteiros relativamente primos, com n impar e m > 0 tais que (x, Y, 2%”) esta em

2m

U. Reescrevendo as equacoes (4.3), (4.4) para u = =, com m,n nas condigoes acima, temos

respectivamente as equacoes
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(2m? + n?)y* = —(6m* — 8mn + 3n?)2? — 2(2m* — n?)z — 2mn (4.8)

(2m? + n?)t = 4(2m* — n*)2® + 8mnzx + (n? — 2m?). (4.9)

2 sd0 dois a dois

E facil ver que os ndmeros m,n, 2m? + n?,2m? + 2mn + n?,2m? £ 4dmn +n
relativamente primos. Como n é impar, basta usar o fato que (m,n) = 1 e a propriedade
(k,1) = (k,l—qk), k, [ inteiros nao nulos relativamente primos. Queremos representar a equagao
(2.7) num modelo que j& tenha um método de resolu¢ao conhecido, para isto, vamos precisar

estudar alguns conceitos da teoria dos niimeros, como a reciprocidade quadratica e o teorema

de Legendre.

Definigao 4.2.2. Sejam a,m nimeros inteiros nao nulos com (a,m) = 1. Entdo a é um

residuo quadrdtico mdédulo m se existe solugao da equagdo a = x* mod(m).

Por exemplo, 2 é um residuo quadratico médulo 7, mas 3 nio é, pois 2 = 32 mod(7) e

22 —3# 0 em Z;.

Observacao 4.2.3. Daqui em diante vamos adotar a expressao m R n para denotar que m €

um residuo quadrdtico modulo n.

Definicao 4.2.4. Seja p um primo impar. O simbolo de Legendre é definido por

(

1, se a R p;
@ —
(5) =140, sep|a;
—1, se a nao € residuo quadrdtico modulo p;

\

Por exemplo, temos (%) =1le (%) = —1. O simbolo de Legendre é um dispositivo bastante

util para discussao de residuos quadraticos. Vamos utilizar algumas de suas propriedades:

Proposicao 4.2.5. Seja p um numero inteiro primo impar.
=1 a
1. a7 = (5)mod(p)

2 (2)=()(3)

3. Se a =b mod(p), entdo (%) - (9);

p

Demonstragao. Se p divide a ou b, a prova é imediata. Assumimos que pfa e p1b.
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1. Temos que a?~! =1 mod (p), assim, (a% - 1)(&102;1 +1) = 0 mod (p). Logo,

o’ = +1 mod (p), ou seja, a'r = <%> mod (p).
2. Temos que (ab)pr1 = a"2 b2 . Pelo item 1 temos que (ab)% = (%’) mod (p) e

T b = (%) (%), segue que (%’) = (%) (g)
3. Direto da definicao.

]

O proximo resultado fornece uma caracterizagao dos primos p impares nos quais 2 ¢ um

residuo quadratico modulo p.

2
Lema 4.2.6. Seja p um numero inteiro primo impar. Entao <1—27> = (—1)%, isto €, 2 € um

residuo quadrdtico modulo primos da forma 8k £ 1.

Demonstragdo. Seja & uma rafz primitiva oitava da unidade e ¥ = & + ¢~ 1. Temos que 7? =

€2 4 27! + 72 = 2. Assim,

-1 o\ P=1 p=1 2 . _ 2

Y= (y)zT =27 = (—)mod(p) (propriedade 1) = ¥ = <—>7 mod(p).
p p
Desenvolvendo a expressao, temos
Y =(e+e P =6+ (11))5’3_1 + .. +e P =P =P+ mod(p).
Como p é primo impar, temos dois casos a considerar:
l.p=8k+l=eP+eP=c+ecl=1.

2.p=8k+3 = P+, = —e—e ! = —. Logo, "* = v mod(p),se p =8k +1e
P = —y mod(p), se p = 8k + 3. Assim,

2

= (1) y mod(p) = (~1)"%" = (2) mod(p).

Vamos reescrever a equagao (2.7) na forma
aX?+bY? + cZ* = 0. (4.10)

As condigoes necessarias e suficientes para que a equacao acima tenha solucao inteira nao trivial

sao dadas pelo seguinte teorema.
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Teorema 4.2.7 (Legendre). Sejam a, b e ¢ numeros inteiros nao nulos, livres de quadrados,
dois a dois relativamente primos e nem todos de mesmo sinal. Entdo a equagdo (4.10) possui

uma solucao inteira nao trivial se e somente se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(-2 -(-5)-(-2)
Demonstracao. Ver [5], pag. 272 . O

Queremos colocar a equagao (4.8) no modelo da equacao (4.10), para isto, precisamos definir
duas fungoes que nos fornecerao os coeficientes da nova equagao, nas hipéteses do Teorema de

Legendre.

Definigao 4.2.8. Dado um inteiro k # 0, definimos
a) S(k) € o maior inteiro positivo cujo quadrado divide k;

b) R(k) = <.

Por exemplo, tomando k = 48 = 2%. 3 temos S(k) = 4 e R(k) = 3. Em particular, se k for
um primo qualquer, temos S(k) =1 e R(k) = k.

Observagao 4.2.9. Note que o nimero R(k) € um inteiro livre de quadrados.

Observagao 4.2.10. Dados 1, j inteiros nao nulos, primos entre si, € facil ver que R(lj) =

R()E(j).

Lema 4.2.11. A conica (4.8) tem infinitas solugoes racionais (z,y) se R(2m?+n?) e R(2m?*—

4mn + n?) sao ambos produtos de primos congruentes a 1 mddulo 8.
Demonstragao. Vamos colocar (4.8) na forma
aX?+bY? 4+ cZ* =0,
nas condigoes do teorema acima. Tomando X = 2mn + (2m? — n?)x em (4.8), temos:
(2mn + (2m? — nH)2)? = 4m>*n? + 2(2mn)(2m? — n?)z + (2m? — n?)%2? =
4m*n? + (8m*n — 4mn®)z + (4m* — 4m?n* + n*)2® =
2mn[2mn + 2(2m?* — n?)x + (6m? — 8mn + 3n?)2?] + (4m* — 12m’n + 12m*n® — 6mn® + n*)a?
Substituindo (4.8) na expressao acima temos:

(2mn + (2m* — n*)x)* = —2mn(2m* + n®)y* + (2m* — 2mn + n*)(2m* — dmn +n?)z* (4.11)
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Sejam o = S(2mn(2m?+n?)) e B = S((2m*—2mn+n?)(2m?—4mn+n?). Tomando Y = ay
e Z = Bz temos que a = 1,b = R(2mn(2m? +n?)) e ¢ = R((2m? — 2mn +n?)(2m? — 4mn + n?)

em (4.10), a equagao (4.11) fica na forma

X2 4bY? —cZ? = 0. (4.12)

Note que
X Z Y

v 2mn + (2m? — n?) :Bey:—

a

Assim, para cada solugao nao trivial da equagao (4.12) conseguimos uma solugao nao trivial
para a equacao (4.8).

Pelo teorema anterior, a equagao (4.12) possui solugao racional se e somente se —b e —c sdo
residuos quadraticos moédulo ¢ e b respectivamente.

Devemos ter —b = w?mod(c) = —b.a? = (w.a)?*mod(c) = —2mn(2m? + n?) = v*mod(c)
Precisamos saber se b = —2mn(2m? +n?) é um residuo quadratico médulo ¢ = R(2m? — 2mn +
n?)R(2m? — 4mn + n?). Pelo Teorema Chinés dos Restos, basta verificar que —2mn(2m? 4 n?)
é um residuo quadratico médulo cada fator primo na fatoracao de R(2m? — 2mn + n?) e
R(2m? — 4mn + n?).

Da mesma forma, devemos ter ¢ = k*mod(b) = ¢3? = (kB)*mod(b) = (2m? — 2mn +
n?)(2m? — 4mn + n?) = p*mod(b).

Ou seja, (2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?) deve ser um residuo quadrético médulo cada
primo dividindo b = R(2mn(2m? + n?)) = 2R(m)R(n)R(2m? + n?).

Trés dessas condicoes sempre sao satisfeitas:

o (2m? —2mn + n?)(2m? — 4mn + n?) = n*mod(m);

e (2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?) = d4m*mod(n);

o —2mn(2m? + n?) = (2m? — n?)*mod(2m?* — 2mn + n?);

Como para cada ntimero inteiro k, temos que R(k) divide k, entdao —2mn(2m? + n?) é um
residuo quadrdtico médulo R(2m? — 2mn + n?) e (2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?) é um
residuo quadrético médulo 2R(m) e R(n);

As duas condigoes restantes produzem as restricoes do lema 4.2.11, pois

e (2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?) = 2(2mn)*mod(2m? + n?);
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o —2mn(2m? + n?) = —2(2mn)*mod(2m? — 4mn + n?);

Para que (2m?*—2mn+n?)(2m? —4mn+n?) (e portanto R((2m?*—2mn+n?)(2m?*—4mn+n?)))
seja um residuo quadrédtico médulo cada fator primo de R(2m? + n?), precisamos que 2 seja
um residuo quadréatico médulo R(2m? + n?). E necessario que —2 também seja um residuo
quadratico médulo R(2m? + n?), pois n? = —2m?mod(2m?* + n?).

Analogamente, para que R(2m?*+n?) seja um residuo quadratico médulo R(2m?—4mn+n?),
devemos ter 2 e —2 residuos quadraticos médulo R(2m? — 4mn + n?), pois

o —2mn(2m? + n?) = —2(2mn)?*mod(2m? — 4mn + n?);

2

o n? =2(m — n)?mod(2m?* — 4mn + n?);

Como 2 e —2 deverao ser residuos quadraticos modulo cada primo p; na fatoracao de

R(2m?* — 4mn + n?) e de R(2m? + n?), temos pelo lema (4.2.6) que p; =8k + 1 e

()=1=GHE)=1= () =1

Logo, pelo item 1 da proposicao 4.2.5 temos que ””T_l = 2k e logo p; = 4k + 1. Concluimos,

dessas trés condigoes, que cada primo p; na fatoracio de R(2m? — 4mn +n?) e R(2m? +n?), é
da forma 8k + 1.
]

Exemplo 4.2.12. Tomando u = 4, temos 4 = 277”, onde (m,n) = (2,1). Assim, 2m* +n* =9
e 2m? —4dmn +n* =1 e logo R(9) =1 = R(1). Portanto (m,n) = (2,1) satisfaz as hipdteses

do Lema (4.2.11), assim na equagao (4.8), obtemos uma cénica de equagao

C:9y* = —112® — 14z — 4. (4.13)

O ponto (z,y) = (‘71, %) ¢ uma solugao racional dessa equagao e portanto (r,s,t) = (%, %, g)

-1 1

¢ uma solugdo para a equagdo (4.1). A partir do ponto <7, 6)7 queremos encontrar o outro

ponto da intersecao C' N r, em fungao do coeficiente angular da reta r, de equagao

ke k1

Ty 3+6 6

Substituindo a equacgao da reta r na equagdo da conica C' temos

9( 2kx +k+1

6
9<4k2x2+4k2x+4kx+k2+2k+1

36

2
) 1122 — 14x — 4

) 1122 — 14y — 4
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Simplificando, obtemos uma equagao quadrdtica em x:

ook 17
(11 + k)2 + (k* + k + 14)x T+ g+ =0

cujo discriminante A = (k* + k + 14)% — 4(11 + k?) (— +E4 f) (k + 3)2. Logo os pontos

dessa intersecao sao

-1 1
T = — — —
1 27 U1 6
k% + 2k + 17 k* + 6k — 11

2T T T h ok 0 2T T Tk 166

A respectiva solug¢do em fungao de k para (2) é

(5.1 ( 2k% + 6k +20 k*+31  4(2k* — 3k® + 28k? — 75k + 80) )
Tr,S = .
T 3k?+33 ' 3k2+33’7 (3k2 + 33)2

Mais geralmente, sempre que u satisfaz as hipoteses do Lema 4.2.11, pode-se encontrar uma
solucdo paramétrica da equacdio ri+s*+t2 =1, comr, s de grau 2 et de grau 4 com denominador

quadrado.

4.2.1 A superficie S; :r*+ st +tt =1

Buscar solugoes racionais para a equacao rt+ s+t = 1 é equivalente a buscar solugao racional
de r* 4+ s* +¢?> = 1, com a restricao adicional que ¢t é um quadrado. Substituindo ¢ por +¢? em

(4.8) e (4.9) temos o seguinte sistema

r=r+ty,s=r-—y,
(2m? 4+ n?)y* = —(6m?* — 8mn + 3n?)2* — 2(2m* — n?)z — 2mn (4.14)
+(2m? + n?)t* = 4(2m? — n?)2® + 8mnzx + (n* — 2m?).

Exemplo 4.2.13. Tomando (m,n) = (0,1), obtemos as conicas
Cr:y? = =302 42z, Cpy: +t* =1 — 42>

O ponto (0,0) claramente pertence a Cy. Considerando a reta | de equagio y = kx, en-
contramos o sequndo ponto da intersecao Cy N1, cujas coordenadas em funcdao de k sdo dadas

por

(z.7) < 2 2k )
Yy =(——,——).
NI

Substituindo na equacdao de Cyy temos
k* 4+ 6k* — 7

+¢2 =
(k? + 3)?
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Pondo z = (k* + 3)t, temos duas curvas de género um de equacoes +2* = k* + 6k* — 7, jd que
o polinomio g(k, z) = k*+6k* —7 = (k*+7)(k* — 1) nao possui raizes miltiplas. Dessa forma,
obtemos duas curvas elipticas, cujas formas de Weierstrass sao dadas por

Y?=X"+X%*+2

(4.15)
Yi=X34+X?%2-2

obtida através da mudanca de varidveis

4 8Y

E—1— .
1£X° 7 0=x)

Em uma anédlise inicial, vemos que os pontos (+1,0) € FE;(Q) correspondem as solugdes

triviais
N 242k X?2-1 0
T =2 o g = *
YTy T X237
2 — 2k +X +2
S=x—Y =

" ®+3 X*+3

itzzk‘ww{?—? 4(X3+ X +£2)

(R2+32  (X*+432

e (1,£2) € E1(Q) corresponde ao ponto (1, s,t) = (0,0,1) em S;. Desejamos encontrar solugdes

nao triviais da equacao r* + s* +t* = 1, para isto, devemos escolher valores diferentes para m

en em (4.14).

Lema 4.2.14. A cénica da equagio (4.14) tem infinitos pontos racionais (z,t) se os nimeros
R(2m?—2mn+n?), R(2m*+n?) e R(2m*+2mn+n?) sdo todos produtos de primos congruentes

a 1 modulo 8.

Demonstrag¢ao. Analogamente, vamos colocar a equagao (4.14) na forma
aX?+bY2+ 7% =0.

Seja X = [4mn + (n? — 2m?)]. Entao X% = (n? — 2m?)[(n® — 2m?) + 8mnz + 4(2m?* — n?)x?] +

(16m* 4 4n*)z2. Substituindo (4.14) na equagao acima temos
X2 £ (2m? — n?)(2m? + n?)t? — 4(2m? — 2mn + n?)(2m* + 2mn + n?)z? = 0. (4.16)

Tomando a = S((2m? —n?)(2m?+n?)) = S(4m* —n), B = S((2m? —2mn+n?)(2m? + 2mn +
n?) = S(4m* +n?), a = R(4m* —n') e b = R(4m* + n'), a equagao (4.16) fica na forma

X2+ (aa®)t* — 4(bB%) = 0.



4.2. A SUPERFICIE S, 43

Fazendo Y = at e Z = Bz, colocamos 4.16 na forma
X2 +aY? —4bZ% = 0. (4.17)

Pelo teorema de Legendre, a equagao acima terd solucao inteira nao trivial se e somente se
+(4m*—n?*) é um residuo quadratico médulo cada fator primo de R(2m?42mn+n?) e 4m*+n?
é um residuo quadratico médulo R(2m?4n?). Se +(4m*—n?) for um residuo quadratico médulo
R(2m?42mn+n?) e 4m* +n? for um residuo quadrético médulo R(2m?+n?) entdo a condigao

acima é sempre satisfeita. Temos que

4m* — n* = (2m* — 2mn +n?)(2m? + 2mn + n?) = 2n*mod(4m* + n?);

n' —4m* = —(2m® — 2mn + n*)(2m* + 2mn + n*) = —2n*mod(4m* + n?).

Logo, devemos ter 2 e —2 residuos quadraticos modulo cada fator primo p; na fatoragao

R(2m? — 2mn + n?). E necessério que m,n também satisfacam as seguintes condigoes

4m* 4+ nt* = 2n* = —(2nm)*mod(2m* + n?)

4m* 4+ n* = —(2mn)*mod(2m?* + n?).
Entdao —1 e 2 deverao ser residuos quadraticos médulo cada fator primo de R(2m? + n?). A
tltima condicao 4m* +n* = (2nm)?mod(2m? —n?) é sempre satisfeita. Como foi visto no lema

4.2.6, todos esses primos sao congruentes a 1 modulo 8.

]

Nosso interesse é encontrar inteiros m,n relativamente primos, com m nao negativo e n
fmpar, que satisfagam as condigoes de ambos os lemas (4.2.11) e (4.2.14), para entao obtermos
uma solugao inteira nao trivial para a equagao diofantina estudada. Os pares (m,n) = (0, 1),
(4,-7),(8,-5),(12,5), (20, —1) satisfazem as condigoes dos lemas 4.2.14 e 4.2.11, em particular,
m é par: o nimero 2m?+n? é da forma 8w+ 1, para w inteiro arbitrario. Entao m? = (4w + k),
sendo k& um nimero par, pois 1 — n? = 2k e logo (1 —n)(1 +n) = 2k. Como n é fmpar, 1 & n
é par, segue que k e m sao numeros pares. Uma outra observagao é que os pontos da forma
(2n,n) nao satisfazem as hipdteses dos lemas 4.2.11 e 4.2.14, pois tomando m = 2n, temos que
2m? + 2mn + n? = 8n? + 4n? + n? = 13n?, logo, R(13n?) = 13 £ 1 mod(8).

Tomando (m,n) = (8,—5) temos R(2m? + n?) = R(153) = 17 e R(2m?* + 2mn + n?) =
R(73) = 73, logo as condigoes dos Lemas 4.2.11 e 4.2.14 sao satisfeitas. Para esses valores, as

respectivas conicas sao dadas por
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Cy : 153y* = —7792° — 2062 + 80 (18
4.18

Clyy: £153t% = 4122 — 320z — 103.

O ponto (2. L ertence a curva Cr. Queremos encontrar o outro ponto na intersecao CrNs
147 42 f f )
14kz—3k+1

onde s é a reta de equacao y = -

. Substituindo na equagao da conica C'y, obtemos

uma equagao quadratica em x:

51k% 17k 153k? 51k 1566

— +2
200 196 * 98 196

17):2 2
(17K + 779)x (7 -

0

cuja solucao em funcao do coeficiente k é dada por

.4 = ( 51k% — 34k — 5221 17k? + 7558k — 779 )
=\ T 1 79) 0 420107k + 779)

Substituindo o valor da coordenada x na equacao de Cy, temos
+21(17k* + 779)%t* = —4(31.790k* — 4.267k* + 1.963.180k? — 974.003k — 63.237.532). (4.19)

Em Zs3, o lado direito da equacao acima fica na forma

—4(31790k* — 4267k* + 1963180k* — 974003k — 63237532) = 4k* — 2k* + 2k* 4 2k — 2 mod(3).
=k 4k —k* — k+ 1 mod(3)
= (k* — k — 1)* mod(3).

Para manter pontos (x,y) em coordenadas racionais, devemos escolher o sinal positivo em

(4.19). Vamos colocar (4.19) da forma Y? = az* + ba® + ca? + dx + e, para isto, fazemos a

seguinte mudanca de variaveis:

k+2 3
X = % Y = ﬂ(17/&2 + 779t
2 9t2 2 2

31790k* = 76327790X* + 87231760X3 + 37385040X 2 + 7120960X + 508640
—4267k> = —1463581.X3 + 1254498 X% — 358428 X + 34136;
1.963.180k2 = 96195820X2 — 54969040X + 7852720;

—974003k = 1948006 — 6818021.X.

Assim,

4.7
%YZ = 212(17k* + 779) e — 4(31790k* — 4267k* 4 1963180k* — 974003k — 63237532) =
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—305311160X*—348927040.X>—149540160.X > —28483840.X —2034560+5854324 X3 —5017992 X 2
+1433712X —136544—384783280X 24219876160.X —31410880+27272084 X —7792024+252950128
= —305311160X* — 343072716 X> — 539341432X? + 220098116 X + 211576120

A equacao (4.19) fica na forma
Y2 = —31790X% + 369413 — 56158X2 + 28849X + 22030 (4.20)

Os pontos
B ( 31 30731278)
= — bt

e
467 4672
satisfazem a equacdo acima. Assim, a equagao (4.20) define uma curva E de género 1 que

possui pontos racionais, logo é uma curva eliptica. Temos que

k42 1151
_EES g

X _ Ll
77 167

Substituindo nas conicas de equagao (4.18), temos

(z,7) (37600080 10739600)
i = - .
Y 6871891 ' 20615673

A solugao racional para a equacao que define a superficie S; é dada por

( 0 ( 18796760 2682440 15365639)
r =\ - :
5 20615673 7 20615673 20615673

Por meio dessa construcao, obtemos o primeiro contraexemplo para o caso n = 4 da Conjectura
de Euler:
2682440" + 15365639 + 18796760* = 20615673".

4.2.2 Consideracoes Finais

Posteriormente, Roger Frye encontrou os menores nimeros inteiros positivos satisfazendo a
equacao

a* 4+ b* + c* = e*, a saber
95800* 4+ 217519* + 414560* = 422481%.

Tal solugao foi obtida por meio de um programa computacional, sendo executado em varias
magquinas conectadas por cerca de 100 horas, apdés uma série de procedimentos aritméticos e

algébricos, como por exemplo, eliminar fatores comuns de a,b e ¢ e tomando e como sendo
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um numero impar nao divisivel por 5. Além disso, ele preferiu estudar outra representacao
da equacao acima, a* + b* = e* — ¢*, com a, b nimeros inteiros divisiveis por 5. Tal solucao
pode ser obtida no método apresentado na sec¢ao anterior, se considerarmos (m,n) = (20, —9)
na parametrizagao (4.14). Ele continuou sua pesquisa e descobriu que esta solugao é a tnica
satisfazendo e < 106.

A partir dos pontos Py na curva eliptica F, podemos usar a lei de grupo dessa curva para
encontrar novos pontos. Contudo, definimos a lei de grupo de uma curva eliptica na forma
de Weierstrass, no nosso caso, a curva eliptica £ nao esta definida nesse formato. Poderiamos
fazer uma mudanca de variaveis e colocar a equacao de E na forma de Weierstrass, o que sera
um trabalho arduo, devido aos coeficientes grandes dessa equacao. E possivel computar a lei
de grupo diretamente em termos das coordenadas x e y, tomando em vez de retas, parabolas

y = ax? + bx + ¢, tangentes & curva E. Essa construgao pode ser encontrada em [2]. Se
um ponto ¢ é obtido a partir dos pontos P, nessa lei de adi¢ao, entdao a préxima questao
natural é determinar a ordem do ponto ). O teorema de Masur afirma que se [n|Q # O
paran = 2,3,...,12, entao esse ponto tem ordem infinita. Nesse caso, obtemos uma sequéncia
infinita @, 20Q), 30Q), ... de pontos em FE, consequentemente, pelo método apresentado na secao
anterior, obtemos uma infinidade de solucoes inteiras positivas para a equacao a* +b* +c* = e*.

Para alcancar nosso objetivo especifico, nos preocupamos apenas em buscar pontos racio-
nais situados na superficie S;. Com um pouco mais de trabalho demonstra-se, que os pontos
racionais na superficie S; formam um conjunto denso no conjunto dos pontos reais de S; ( Ver

4], pag. 833).



Capitulo 5

Solucoes para a equacao diofantina

a* + 0+t dt = e

5.1 Consideracoes Iniciais

Equacgoes diofantinas da forma
> af=> 1 (5.1)

vem sendo estudadas hd anos por muitos matemaéticos 3, sendo classificadas de acordo com as

seguintes abordagens:
e k>m+n;
e k=m+n;
o k<m+n,;

A chamada Conjectura Estendida de Euler, afirma que nao existem solugdes (k,n,m) para
tal equacao quando k > m + n. Até o momento, nao sao conhecidos resultados numéricos para
essa abordagem. Em relacao a segunda abordagem, segue alguns dos resultados numeéricos

conhecidos:

o (4,1,3):2.682.440* + 15.365.639* + 18.796.760* = 20.615.673* (Elkies, 1988).

o (4,2,2):59% + 1584 = 133* ++ 1344 (Euler, 1750).

3Ver [12] para conhecer alguns dos principais resultados publicados.

47
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o (5,1,4):27° 4 84° + 110° + 133°> = 144° (Lander, Parkin, 1967).

e (8,3,5): 818 4+ 5398 + 966% = 158° + 3108 + 481% + 7258 + 954% (Chase, 2000).

Para a terceira abordagem, segue alguns dos principais resultados publicados:

o (4,1,4):30% + 120* + 272* + 315* = 353" (Norrie, 1911).

e (5,1,5): 195 4 43% + 46° + 475 4+ 67° = 72° (Lander, Parkin, 1967).

o (7,1,7): 1277 + 258" + 2667 + 4137 + 4307 4 4397 + 5257 = 568”(Dodrill, 1999).

No presente capitulo, trataremos da segunda abordagem: Vamos buscar novas solucoes para a
equacao a* +b* 4 c* +d* = e*, mais especificamente, exibiremos o método desenvolvido por Lee
W. Jacobi e Daniel Madden para gerar uma sequéncia infinita de niimeros inteiros positivos
satisfazendo tal equacdo, considerando o caso particular em que e = (a + b+ ¢+ d). Isto foi

possivel devido a solugao particular encontrada por Simcha Brudno em 1964,

5400% + 1770* + 2634* 4 955* = 5491%,

que também satisfaz

5400 + 1770 + 955 = 2634 + 5491.

Isto significa que (5400, 1770, —2634,955) é solugao da equagao diofantina
at+ v+t rdt = (a+ b+ e+ ad)t (5.2)

Vale ressaltar que até antes da publicacao de Jacobi e Madden em 2008, nao era conhecido um
método que gerasse uma familia de solugoes inteiras positivas para tal equagao, considerando
todas as variaveis diferentes de zero. Faremos isso da seguinte forma: vamos mostrar que os
nimeros inteiros que satisfazem a equagao (5.2) estdo associados com os pontos racionais em
uma familia de curvas em P2. Sob certas condicoes, vamos reconhecer cada curva nessa familia
como uma curva eliptica e entao usaremos o teorema de Mazur para mostrar que se um ponto
nessa curva nao ¢ de torcao, ele pode ser usado para gerar uma sequéncia infinita de outros
pontos racionais na curva, como consequéncia, obtemos uma infinidade de solucoes inteiras

positivas para a equagao (5.2).
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Uma familia de solucoes para a equacao
at+ b+t +dt=(a+b+c+d)?

Seja (5400 : 1770 : —2634 : 955) uma solugao particular de (5.2). Vamos iniciar reescre-
vendo a hipersuperficie definida pela equagao (5.2) como sendo a interse¢ao de duas superficies

quadraticas. Faremos isso a partir da identidade

ot + B+ (a+ B) = 2(a* + af + B (5.3)
Reescrevendo (5.2) na forma
a*+b*+(a+b)* +ct+d*+ (c+d)* = 2a* +4a3b+6a%0* +4ab® +20*+ 2 + 4P d+6Ad* +ded® +-2d*
=(a+b*+ (c+d)*+ (a+b+c+d)?,
e aplicando a identidade (5.3), a equagao (5.2) fica na forma
(a* +ab+b)* + (¢ + cd + d)* =
a' +2a°b + a®b* + 2a°b + 2ab® + b* + ' + 2¢°d + Fd® + 2¢*d + 2¢d? + &
=((a+0)*+ (a+b)(c+d) + (c+d)?>
Segue que
(+cd+d)?=((a+b)?*+ (a+b)(c+d) +(c+d)?)?—(a* +ab+b)* =
((a+b)?+(a+b)(c+d)+ (c+d)?>+ (a®>+ab+b))((a+b)?+ (a+b)(c+d) + (c+ d)?

— (a® + ab + b))
(5.4)

Introduzindo um novo parametro u, dividimos a equagao (5.4) em duas :

A +cd+d* = pu((a+b)?+ (a+b)(c+d)+ (c+d)? —a® — ab—b?)
1 (5.5)
Aded+d*==((a+b)*+ (a+b)(c+d) + (c+d)?*+a*+ab+b?).
W

A equacao (5.5) representa uma familia de superficies quadraticas, assim, a interse¢ao dessas
duas superficies dadas por um mesmo valor do parametro p é uma curva projetiva. Dessa
maneira, temos uma familia de curvas parametrizadas por um tinico parametro y e uma solucao

simultanea para ambas equacoes em (5.5), dada por
ag = 5400; by = 1770; ¢y = —2634; dy = 955.

Para esse ponto particular, o valor de p acima é

961

o= 61
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Assim, temos um ponto racional na intersecao dessas superficies quadraticas:

4 2cd + d* = po(ab + ac + be + ad + bd + ¢ + 2cd + d*)

po(® + 2¢d + d?) = 2a® + 3ab + 2b° + ac + be + ad + bd + ¢* + 2ed + &2,

e logo, suspeitamos que essa intersecao seja uma curva eliptica. Para encontrar a equacao dessa

curva explicitamente, vamos fazer a seguinte mudanca de variaveis
a=2z24+2w; b=2z-2w;, c=—-r—y—2z2 d=xr—y—=z2.
As equagoes das duas superficies quadraticas dadas por (5.5) ficam respectivamente

61(z” + 3y* + 6yz + 32%) = 961(4y” — 4w?) (56)
5.6
961(2% 4 3y* + 6yz + 322) = 61(4w? + 4y* + 2427).
Multiplicando a primeira equacao pelo valor obtido para pg e subtraindo a segunda, temos o

seguinte sistema:

612% — 3661y* + 366y2z + 1832% + 3844w* = 0 (5.7)
459900y* — 111632 — 463621w?* = 0. (5.8)

A correspondente solugao para esse novo sistema de equacoes € o ponto

( ) (3589 3585 1815)
xg - Tzt W) = —,— ).
0-Yo - 20 0 5 9 T

Como a segunda equacao envolve apenas trés das varidveis, ela representa uma conica em P2,
Queremos encontrar o conjunto das solugbes paramétricas racionais para (5.8), a partir do
ponto conhecido (yo : 2o : wp) e do coeficiente angular de uma reta passando por esse ponto.

No plano afim w = 1, a solugao da equagao (5.8) é o ponto

. Z,)_(_1906 3585)
Yoo ) =\ 7 1815’ 1815/

Intersectando a curva afim C': 459900y* — 111632% — 463621 = 0 com a reta z = m(y — yg) + 20,

obtemos uma equacao quadratica em y:

42553356

(459900 — 11163m?)y* — (40019355m + 1315

m2>y — 111636 — 7

onde
1567825236993

B (Z’)6Z’>2836m2 n 13666020m>' i
-~ \3294225 3294225 ’ 3294225
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Tomando m = £, t # 0, as equagoes paramétricas da curva projetiva de equacao (5.8) sao:

y1 = —6(146094900t* + 133397855t + 354611357)
21 = 45(36638700¢* 4 389586405t + 88931957) (5.9)

wy = 5445(153300% — 3721s%).

Substituindo os valores de ¥y, 21, w; obtidos acima em (5.8), obtemos a equagao

f(s,t) = 2*t*, onde
f(s,1) = 40064007%s* 4 264782776165734605% — 35988799058079525005%1* (5.10)

+1090868035103658000st> + 1650581100%¢*.

A equagao (5.10) define uma curva eliptica em P? se e somente se, o polindmio f(s,1) nao
possui raizes multiplas. Como os coeficientes sao grandes, usamos o software Wolfram para

verificar que f(s, 1) ndo possui raizes multiplas.

Dessa forma a equagao (5.10) define uma curva eliptica E e todo ponto racional em E

fornece uma solucao inteira para a equacao a* + b* + ¢* + d* = (a + b+ ¢ + d)*, pois

a = 2z, + 2wy = 39517020s% + 35062776005t + 49669200002
b =2z — 2wy, = 12056040082 + 3506277600st + 1628046000¢>
c=—x—y — 2z = —18742677s> — 16731000905t — 772172100t* — tz

d=x—y — 2z = —18742677s> — 1673100090st — 772172100¢> 4 tx.

Em particular, os pontos Py = (8o : 2o : tp) = (0 : £1650581100 : 1) satisfazem (5.10). Assim,
temos uma curva eliptica com dois pontos racionais conhecidos. Nosso préximo passo é usar a

lei de grupo para encontrar novos pontos em FE.

Lema 5.1.1. Se (w1 : y1 : 21) € uma solugdo da equagdio 2°y? = F(z,2) = aux* + azz®z +

ax?2? + aqx2® + apz?, entao também € solucao

xy = (64m1y0 207" — qiar — 64y7207" + Bqoyizin ) (6445209 — ¢f)

Y2 = 9q0v1 (071 — 8y 217%)? + dyimi (qon — 8yiz17?) (64yS 299" — q5) + y1 (64yS289* — ¢f)?

20 = 21 (64y5 299" — ¢3)?,
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onde

/ 3 2 2 3
v = F'(x1, 21) = dayx] + 3aswiz) + 2001127 + 0q 2

FI/ T 72:
/-)/2 — % = 60{4.%‘% + 30{31‘121 + OéQZ%
F'"(r 2
V3 = % =doyr; + oz (5.11)
= F/”/(l’l,zl) .
= ——"" =04
4!

do = 4y%2’%72 - ”Yf-
Demonstragdo. Sejam g(x) = agx? + azz® + asr?® + ayz + ap, f(z,y) = y* — g(z), E a curva
eliptica definida pelo polinémio f e P = (zg,yo) um ponto em E. Consideremos o polindémio

de Taylor de g(z) em torno de x

y? = Bu(z — 950)4 + B3(x — 20)° + Ba(x — x0)* + Bi(z — 30) + fo,

onde

Bo = g(l‘o) = ?JS

B = ¢'(w0) = dauxy + 3a3xh + 200010 +

/!
By = @ = 60z4x3 + 3o + o
n
x
By = J é, 0) = 4doyxo + o3
"
x
54 = J 4(' 0> = Qy
dy _ g'(z)
dx 2y
d2 2 2 1 / 2
'y 2y°g"(z) — (¢'(z))
dx? 43
my = @( Yo) = b
0= 7, \To: Yo 20
d*y 4ysBa — B
Po = w(xmyo) = 4—98 .

O polinémio obtido pela intersecao da parabola
LY = 5@—%) +mo(z — o) + Yo

com a curva F é dado por

(54 - ng> (z — 20)* + (Bs — pomo) (z — x0)°.

Concluimos que (E,C)p = 3 e a multiplicidade de interse¢ao do ponto P’ de coordenadas



5.1. CONSIDERACOES INICIAIS

( _4P5 — dpomg @( 403 — 4pormo )2 B

Zo,
458y — pd 2 484 — pd

< 485 — 4pomyo

464 — pd

)

53

6 (E,C)pr = 1. Um ponto (z; : y; : z1) em P? é identificado com o ponto P = (g, 39) no plano

afim por

M= 2%51
Y2 = 2%52
Y3 = 2103
Ya = Pa

Q0 = 4y3 2.

(5.12)

(5.13)

Vamos considerar a curva £ em P? obtida pelo polinémio F' = f*. Para obtermos um ponto

Py = (23 : 1o

: z3) em E| inicialmente encontramos o correspondente ponto de coordenadas

afins Py = <‘”2 y—2> na parte afim de E. Substituindo os valores obtidos em (5.12) e (5.13) e

227 2o

tomando 2z, = 43, — p? nas coordenadas do ponto P’

( _4P5 — dpomg @( 403 — 4pomno )2 B

Zo,
48y — pd 2 484 — pd

na intersecao C' N FE, segue que

2o = 21(64y7 2074 — @7);

< 485 — 4pomyo

464 — pd

) +m)

v _mn (Sqoyiein — 64yiats) (64yfetre — af)
22 21 Z9 ’
Y2 _ 4, 8qoy1 (qoyr — 8ytz1vs)? + 4y (g0 — 8yt 21vs) (642587 — f)

29 21 Z9

I
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e logo,
zy = (64m1yy 207" — qgar — 64y7 207" + 8qoyi i ) (6445 207" — ¢f)

Yo = 990y1 (qom1 — 8Y1217°)? + 4yivi (qonn — Syt 217 (64yS 299" — ¢3) + w1 (6498 259* — ¢2)?

20 = 21 (64y7 257" — ¢)”.

]

Utilizaremos o lema acima para gerar uma sequéncia de novos pontos racionais na curva

eliptica E de equagao (5.10), a partir dos pontos conhecidos

Pe = (so : w0 : to) = (0 : 1650581100 : 1).

A fim de facilitar os célculos, devido aos coeficientes grandes na equacao (5.10), vamos conside-
rar I/ definida sobre um corpo F,, onde p ¢ um nimero primo escolhido de maneira conveniente.
Isto permite definir um grupo finito E(F,) cuja estrutura é mais simples de analisar do que a
estrutura do grupo E(Q). Escolhendo p = 71, é possivel identificar 18 pontos racionais distintos
em E(F;).

As coordenadas de P, em F7; sdo dadas por
(0: 1650581100 : 1) = (0:9: 1) mod (71)
Aplicando o lema 5.2.1 temos

7 = ap = 1090868035103658000 = 28 mod(71)

Y2 = ay = —3598879905807952500 = —55 = 16 mod(71)

V3 = a3 = 26478277616573460 = 48 = —23 mod(71) (5.14)
4 = ay = 1605124656896049 = 12 mod(71)

qo = 4400 = 69 = —2 mod(71)
As coordenadas do novo ponto obtido no lema a partir de ponto (0: 9 : 1) sdo dadas por
s = (64.9°.23 — 16.97.28)(64.9°.12 — 4) = 319270647317630976 = 53 mod(71)

z = —16.9(—56 + 8.9*.23)% + 36.28(—56 + 8.91.23)(64.9°.12 — 4) + 9(64.9°.12 — 4)*
= 1995686825442969744 = 64 mod(71).

t = (64.9°.12 — 4)> = 166583715660195856 = 50 mod(71)
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Assim, como temos uma simetria nessa curva, o ponto (53 : —64 : 50) € F(F7;). Prosseguindo

dessa forma, obtemos os seguintes pontos:

Tabela 5.1:
5‘44‘41‘47‘60‘15‘39‘2
X‘:I:31‘:I:l‘:l:S‘:l:48‘:l:41‘:l:56‘:l:lO
t‘24 ‘1 ‘54‘ 8‘10 ‘6 ‘15

Como os valores da coordenada t obtidos acima, sao todos nimeros diferentes de zero em

F71, podemos dividir cada coordenada por t. As respectivas coordenadas racionais sao

Tabela 5.2:
53 11 47 15 3 13 2
s |10 |5 5 sl T 2| 5| o
32 31 2 41 28 2
t |1 1 1 1 1 1)1 1 1

A partir dessa construgdo obtemos 16 pontos racionais distintos (s/t : z/t : 1) mddulo 71,
e juntamente com os pontos (0 : £9 : 1), temos 18 pontos distintos em F(F7;). Esses pontos
(antes da redugao médulo 71) sao todos distintos e racionais em E(Q). Pelo teorema de Mazur
podemos concluir que pelo menos dois desses pontos possui ordem infinita, e logo, a curva
eliptica F possui uma infinidade de pontos racionais. Isto significa que o conjunto dos niimeros

inteiros positivos satisfazendo a* + b* + ¢* + d* = (a + b + ¢ + d)* ¢ infinito.
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