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Aos meus pais.



Sempre me pareceu estranho que todos aqueles que
estudam seriamente essa ciéncia (a matemdtica)
acabam tomados por uma espécie de paixao pela
mesma. FEm verdade, o que proporciona o mdx-
imo de prazer ndao é o conhecimento em si, mas
sim a aprendizagem. Nao é a posse, mas a
aquisicao. Nao é a presenca, mas o ato de atingir
a meta.

Carl Friedrich Gauss

A coisa mais bela que o homem pode experimentar
é o mistério. E essa emocio fundamental que estd
na raiz de toda a ciéncia e toda arte.

Albert Einstein
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar as folheagoes que surgem a partir de estruturas de
Nambu e apresentar a relacao entre formas diferenciais e algumas destas estruturas. Mais
precisamente, fazer um estudo da geometria de Poisson e de folheagoes singulares, enfa-
tizando o caso da folheacao simplética que surge da estrutura de Poisson e, em seguida,
apresentar a geometria de Nambu, estudando o caso das folheacoes que surgem destas
estruturas de ordem maiores ou iguais a trés. Neste caso particular, vamos mostrar como
tais estruturas de Nambu se relacionam com formas diferenciais e, por esta relagao, classi-
ficar as estruturas de Nambu lineares através de um resultado de classificacao de p-formas

integraveis.

Palavras Chave: geometria de Poisson, estruturas de Nambu, folheacao simplética,

folheagoes singulares, formas diferenciais integrdveis.
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Abstract

The aim of this work is to study the foliations that arise from Nambu structures and
present the relationship between differential forms and some of this structures. More
specifically, to make a study of the Poisson geometry and of singular foliations, emphasiz-
ing the case of the simplectic foliation that arises from the Poisson structure and then, to
present the Nambu geometry, studying the case of the foliations that arise from the this
structures of order grater than or equal to three. In this particular case, we shall show
how this Nambu structures are related with differential formas and, by this relationship,
classify linear Nambu structure through a result of classification of integrable differential

p-forms.

Key Words: Poisson geometry, Nambu strucures, simplectic foliation, singular foli-

ations, integrable defferential forms.
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Introducao

Inicialmente, a geometria de Poisson foi desenvolvida como uma ferramenta para a dindmica
cldssica e encontrou destaque na fisica, mais precisamente no formalismo hamiltoniano
da mecénica cléssica, de onde provém algumas das nomenclaturas utilizadas atualmente.
Neste sentido a geometria simplética, um caso particular da geometria de Poisson, tornou-
se essencial para o sucesso e o entendimento da mecanica hamiltoniana. Desde entao, as
geometrias de Poisson e simplética vém ganhado destaque e se tornaram um ramo inde-
pendente de estudo, que possui conexoes com varias outras dreas de estudo na fisica e na
matemadtica. Um caso de destaque para a matematica é o estudo das folheagoes simpléti-
cas, que sao folheagoes que surgem de uma estrutura de Poisson em que cada folha possui
uma estrutura simplética natural associada.

Em 1973, Yoichiro Nambu desenvolveu uma generalizacao para a mecanica de Hamil-
ton ([14]), o que proporcionou uma generalizacdo da geometria de Poisson, formalizada
por Leon Takhtajan vinte anos mais tarde ([15]). Como a geometria de Poisson, a geome-
tria de Nambu também se desenvolveu e se tornou um ramo independente e rico, com
vérias aplicacoes na matemdtica e na fisica. Seguindo o exemplo do caso de Poisson, o
objetivo central deste traballho é estudar as diferentes folheagoes que surgem na geometria
de Nambu, fazendo uma conexao com formas diferenciais e culminando numa classificagao
das estruturas de Nambu lineares através de um importante resultado de Medeiros ([13]).

Para isto, iniciaremos um breve estudo das geometrias de Poisson, simplética e de
Nambu, com o intuito de inserir o contexto necessario para nossos objetivos. O primeiro
capftulo é destinado a exposicao de alguns resultados importantes que sao preliminares
ao nosso estudo, por isso os mais cldssicos sao apenas referenciados. Em particular,
a primeira secao do terceiro capitulo é onde desenvolvemos a teoria necessdria para o
estudo de folheagoes, sem muito aprofundamento. Finalmente, as se¢coes posteriores sao
reservadas para o estudo das folheagoes geradas pelas estruturas de Nambu, incluindo o
caso de Poisson, apresentando, ao final, como exemplo do didlogo entre formas diferenciais
e estruturas de Nambu, uma classificacao local para as estruturas de Nambu lineares e,

consequentemente, para as folheacoes lineares.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Tensores

Este capitulo de preliminares tem como objetivo a exposicao de alguns conceitos e re-
sultados que sao a base para nosso estudo posterior. Para este capitulo em particular,
seguimos como principais referéncias [1] e [2], mas adotamos uma notagao mais préxima
de [8], que ¢é a nossa referéncia principal.

Sejam Ey,--- , Ey, E, F espacgos vetoriais de dimensao finita e L (Fy, -+, Ey; F) 0 es-
paco vetorial das aplicagoes k-lineares ¢ : Ey X - - - X B, — F. Em particular, denotamos
o espago dos funcionais lineares L (E;R) por E*. Este serd chamado de espa¢o dual de E.
Se {e1, - ,e,} € uma base de E, entao o conjunto {e',--- ,e"} C E* tal que €’ (¢;) = 5,
¢ uma base de £*, onde 9;; ¢ o delta de Kronecker usual, isto ¢ ¢;; = 1 se 2 = j e 0 caso

contrario. Esta serd chamada de base dual de {ey,--- ,e,}. Assim, para cada v € E e

n n
_ i — J
v = v'e;, € a= aje’,
i=1 j=1

onde v' = €' (v) e a; = a(e;). Além disso, tomamos E** = E através da aplicagao
v: E* — R dada por v (a) = a(v), « € E*,v € E.

Dado um subespago vetorial F' C E, o ortogonal do subespaco F' é o conjunto

a € E* temos

Fr={pc E* :p)=0,Yvc F}. (1.1)
Definicao 1.1 Dado um espacgo vetorial E, definimos o conjunto

TT(E):LTJFS(E*X--«xE*xEx~~-><E:R).

S
T VezeSs S vezes

Os elementos deste conjunto sao chamados tensores contravariantes de ordem r e covari-
antes de ordem s sobre E, ou tensores do tipo (r,s). Dados t; € T] (E) ety € T1(E),

3
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definimos o produto

t1®t2(0é1,"' 7arvﬁ17"' 76117@17"' >U57w17"'wp)

:tl(ah'” y Olpy U1,y 00 7U5)t2(/617”' 76q7w1a"'wp))
onde o, ; € E* ev;,w; € E, Vi, .

Observe que o produto ® é associativo e bilinear, mas nao é comutativo. Como casos
especiais temos T, (E) = E e TY (E) = E*.

Proposigao 1.2 Seja {e1,--- ,e,} uma base para o espago vetorial E e {e!,---  e"} sua

base dual. Entao o conjunto
{en @ ®e, @@ @€ iy, i g1, Js=1,...,n})
¢ uma base para T! (E). Assim dimT7 (E) = n""*.

Demonstracgao. Os coeficientes sao de fato linearmente independentes, pois se temos

Z Zt; Z]rseu "®€ir®ej1®...®€js:0

Ulseenlr J1seesJs

para alguns coeficientes t’'*7 € R, entao
J1---Js

11 ir 11.0p
t(6,~~,e €1yt € ) L =0,
para qualquer upla (iy, ..., 4., j1,...,Js). Para mostrar que estes elementos geram todos

os t de T7 (F), basta observar que t é escrito como

b= 30 D () e @R, R B @ e,

Ulyeenslr J1sesJs

isto ¢, seus coeficientes {7}/ nesta base sao tais que
i1 2 _qi1...2
t(e ,~~',€T,6j1,--',€js) [

J1---Js®

Exemplo 1.3 Um dado produto interno (-, -) num espago vetorial E qualquer é um (0, 2)-

tensor simétrico.

Definigao 1.4 Um tensor II do tipo (q,0) sobre um espacgo vetorial E é dito alternado

ou antissimétrico, quando, dados o, --- , oy € E*, temos

(o (ar,- - ag)) = (1) T (a, -+, ),
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onde o € S, é uma permutagao e (—1)7 é chamado sinal da permutagao o e é por definigao
(—1) se a permutagdo o for tmpar e 1 caso contrario. Denotamos Tj (E) por A1(E) e
chamamos um elemento de A (E) de q-vetor. Analogamente, um tensor w do tipo (0, p)

sobre E é chamado alternado ou antissimétrico quando

w(o(vr,-+,vp)) = (=1)7w (01,1 0)

como €8S, evy,--- v, € E. O espago TI? (E) é denotado por AP (E*) e seus elementos

de p-formas vetoriais. Além disso, definimos os conjuntos

AE)=JA(E) e AEY)=JA(E).

Estas defini¢oes serao centrais no nosso estudo, em especial sua versao para variedades

diferencidveis. As propriedades a seguir serao tteis.

Definicao 1.5 (Produto Exterior) Dados o € AP (E*) e f € A1(E*) , E espago veto-

rial, entdo o produto exterior
A AP (E*) x AT (E*) — AP (E)

¢ definido por
1 o
aAﬁ:]Tq! E (1) (a®p)oo

z

onde Sy, € o conjunto das permutacoes de k elementos e (—1)7 é o sinal da permutagdo
o como definido anteriormente. Analogamente, se Il € AP (E) e Q € A1(E), o produto

exterior é definido por

1 o
HAQ:]TQ! Y (-1)(IeQ)oo.

0E€Sp+q

Exemplo 1.6 Se a, 8 € AY(E*) com E um espago vetorial, entio a Aa=AB =0 ¢
aANf=a® - a

Por comodidade, as proposicoes seguintes serao enunciadas apenas para o operador
A AP (E*) x A7 (E*) — APT9(E*). Mas os resultados sdo andlogos para A : AP (E) x
A (E) — APTL(E).

Proposicao 1.7 O operador A da Definicao 1.5 tem as sequintes propriedades:

1. Aar+a)) AB =Xt AB)+as AB eaN(ABr+ B2) = A(aApPr)+aA By, para
a,a; € NP (E*) e 5,8, € NT(E*),i=1,2.

2. aN(BAY)=(aApB) Ay, para quaisquer o, 3,y € A (E*).
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3. Sea € AP (E*) e B € N (E*) entio a A= (-1)"Aa.
Demonstracao. Ver Proposigdo 7.1.5 de [2]. =

Proposigao 1.8 Sejam E um espago vetorial de dimensdo n e {e',---  e"} uma base

para E*. Entao o conjunto
{e“/\-u/\eip:lgil <-~<ip§n}

¢ uma base para AP (E*). Neste caso temos dim AP (E*) = (Z)

Demonstragao. Para mostrarmos que este conjunto gera todos os elemento de AP (E*),

primeiro observe que

ETN - Ner = Z (—1)7 (ei1®---®ei‘7) oo
oSy
Assim, dado o € AP (E*), pela Proposigao 1.2, « se escreve de forma tnica como a =

Zil ..... ipa<€i17"' 7€ip) e ®"'®€ip. Entao

Z<_1)JO‘OU: Z Z(_l)aa(em‘“ ,6ip)€i1®'--®eipoa

o€Sp i1 ,ee0yfp TESp
= Z (e, ,e) Z (-1)7 (" ®---®e?) oo
U15eelp o€Sp

= E Oé(Gil,---,€ip)€“/\---/\elp.
i1y0ip
Mas, de acordo com a Definigao 1.4, temos que » (—1)” @00 = a. Observe também
’ ) oSy
que se houverem indices repetidos, temos que os coeficientes « (e,-l, S ,eip) sao nulos,
por causa da antissimetria de «. Entao, para mostrar que os indices podem ser tomados
na ordem crescente, basta observar que, tomando 1 < ¢ < --- <1, <neo €95, una

permutacao dos p indices, temos

(07 (U (eil)a"' , O (eip)) (_1)(705 (6117"' ?eip);
o) A o oA eolin) — (_1)" PR NP

Assim

Qo0 = E a(eil’...,eip)eh/\.../\ew oo

i1 yesip

= [(-1)]? Z a ey, - ,ep,) €t A Ae'

= E a(eil’...’eip)ell/\.../\elp‘

11<...<ip
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Para mostrar que os elementos sao linearmente independetes, observe que

E Qi€ N Ne =0 <=
11<...<ip

Z ailu_ipe“ Ao Aer (ejl, e 7€jp) =0<+=

11<...<ip

ajlv--jp - O
para cada upla (ji,- - ,j,). Entao segue o resultado. m

Observagao 1.9 A partir daqui, vamos utilizar sempre a notagao I9 (n) para representar

0s q-multiindices I = (iy,...,1,) com iy,...,i, = 1,...,n. Também utilizaremos C%(n)
para representar os q-multiindices ordenados de forma crescente variando de 1 a n, isto
€, 1<y <.+ <iy < n. Em particular, um elemento e;, A\ --- Ne;, serd representado por
€r.

De acordo com a Proposicao 1.8, o conjunto {e;: 1 <i; <--- <i, <n} é uma base
de AP (FE). Sabemos da dlgebra linear que para definir uma transformacao linear T :

A? (E) — R basta fazé-lo sobre uma base. Assim, a definigdo seguinte é pertinente.

Defini¢ao 1.10 Dados um espago vetorial E com base {ey,--- ,e,} e uma p-forma o €
AP (E*), definimos ®(a) : AP (F) — R aplicagao linear dada por

B(@) (e Ao hes) = (e o6s),
para todo e;; N---Ne;, € {er:1<idp <--- <i, <n}.

Exemplo 1.11 Dados a = e* A e de A? (E*) eIl = 3e; A ez + 2e5 Aes € A? (E) de um
espaco vetorial E de dimensao 3. Entao
O(a) (IT) = () (3e1 A ez + 2e5 A e3)
=3P(a) (ex Neg) +2P(w) (e2 N e3)
= 3a (e, e3) + 2 (e2, €3)
=3'®@e’ -’ ®e') (er,e3) +2(e' @e® —e® @e') (eq, €3)
=3

sendo a peniltima passagem devido ao Fxemplo 1.6.Q

Proposicao 1.12 A aplicagio
D: A(EY) — (AP(E)) = AP (E)

a — d(a)

®(a) como na Definiciao 1.10, é um isomorfismo linear.
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Demonstracao. A aplicacao estd bem definida e a linearidade segue diretamente da

Definigao 1.10. Como, pela Proposicao 1.8, temos

dim(AP(E")) = dim(AP(E")) = dim(AP(E)*) = <Z)7

entao basta mostrarmos que ® ¢ sobrejetiva. Tome, entdao, A € AP (E)* e er, I € CP(n),
um elemento da base de AP(E). Fazendo a; = A(er), temos que a = 3 ;o arel é
tal que @ (o) = A, lembrando que ¢; = ¢, A---Ae;, ee’ =el' Ao Aelr. Logo @ é

isomorfismo. =

Observagao 1.13 O isomorfismo acima nos permite identificar uma p-forma o € AP(E*)

com um elemento ® (a) € AP(E)* da sequinte forma

ale, Ao Ney) = (a) (e Ao Ney,) (1.2)

- a<€i17 e 76ip)

De maneira andloga, iremos identificar de maneira natural AP(E) com AP(E*)* através
do isomorfismo ®* : AP(E) = AP (E)™ — AP(E*)*.

Esta observacao nos fornece uma base para a seguinte

Definicao 1.14 A aplicacio

() AP(E*) x AP(E) — R
(e, 11) — a(Il) = Il{a)

¢ chamada de pareamento'.

Proposigao 1.15 Dada uma base {e1,- - ,e,} de um espaco vetorial E, seja {e',--- e}
a sua base dual. Entdo, para o € AP (E*) eIl € AP (E), temos que

(o, TT) = Z a1’ = ZaIHI,

IeCa(n) I

onde a = 371 eqpy are’ e IL=301 g e

Demonstragao. Segue direto da Definigao 1.10 e do fato de que a; = «a(e;) e IIf =
IT (eI ) [ ]

Para a nossa teoria, o seguinte resultado é 1itil.

! Pairing na literatura inglesa.



1.2. VARIEDADES DIFERENCIAVEIS 9

Teorema 1.16 Seja o uma 2-forma nao-nula sobre um espacgo vetorial E. Entao existe

uma base {uy, -+ ,up, €1, - e f1,-+ , fs} de E tal que 2r + s =n = dim(FE) e

a(uj,u;) =0, parad,j=1,...,7;
ale, fi)=1,parai=1,...,s;
(6“ ]) = (f“fj) 07 para Zaj = 17 sy Sy
( af]) = (elauk) (flauk) = 0;
a ultima igualdade valendo parai,j=1,...,s comi#jek=1,...r

Demonstragao. Primeiramente escolha uma base {uy, ..., u, } para o subespago Nuc(a) =
{ve E:a(v)=0}. Neste caso, a (u;, u;) =0, parai,j =1,...,7. Seja W o subespagco tal
que £ = W UNuc(a) e WNNuc(a) = {0}. Como « é ndo-nula, W # {0}. Tome e¢; € W,
er # 0. Se acontecesse W = (e;), terfamos que, dado a € W, terfamos « (e1,a) = 0,
pela linearidade de «, o que é absurdo, pois e; ¢ Nuc(«). Entdo existe f; € W tal que
(e1) # (e1, f1). Novamente pela linearidade, podemos tomar f; tal que a(eq, f1) = 1.
Seja W1 = (eq, f1). Se W = W o resultado estd provado. Caso contrario, considere

={z e W : alr,y) = 0,Yy € Wi}. Temos que W; N Wi+ = {0}. De fato, se
ae; +bf; € Wy N W entdo

alae; +bf,e1) = —b=0e
a(ae; +bf1, f1) =a=0.

Tome ey € Wik, e3 # 0. Entao existe fo € Wit tal que (es) # (e, f2), pois caso contrério
es € Nuc(a), o que contraria Wi # {0}. Seja Wy = (ea, fo). Se Wy = Wit o resultado
segue, caso contrario continuamos o processo, que é finito ja que a dimensao de F é finita.
[

1.2 Variedades Diferenciaveis

O estudo de variedades diferencidveis é de extrema importancia para a nossa teoria, mas
este &€ um ramo extenso da geometria, o que torna invidvel refazé-lo em nosso trabalho.
Assumimos, entao, uma familiaridade com o conceito de variedades diferencidveis por
parte do leitor. No entanto, para fixar a notacao e estabelecer a linguagem utilizada mais

a frente, abordaremos alguns aspectos da teoria que, de fato, nos convém neste texto.

Definicao 1.17 Dizemos que um conjunto M é uma variedade diferencidvel de classe
C*, se existir uma colecio A = {(Uy, ps) : € A}, chamada atlas diferencidvel, onde ¢,

¢ um bijecao entre U, e um aberto de R™, tal que

1. M=|JU.;

aEA



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

2. va (UsNUg) é um aberto, para todos a e B tais que U, N Up # &;

3. As aplicagoes de transicao pa, dadas por

PBa = PB O Qoa_l|<pa(UaﬁU5) F Pa (Ua N UB) — ¥ (Uoc N Uﬁ) )

sao difeomorfismos de classe C*.

Quando k = oo, diremos que M ¢é uma variedade suave.

O atlas diferencidvel nos permite mapear localmente a variedade M através de abertos
de R™. Este mapa nos fornece uma escrita local para M da seguinte forma: diremos que
(21, ,2,) € um sistema de coordenadas locais num aberto U C M, se x1, - ,Tp
sao aplicagbes linearmente independentes em ¢(U) C R™. Vejamos alguns exemplos de

variedades diferencigveis.

Exemplo 1.18 Para todo m € N, temos que R™ é uma variedade suave, tendo como

atlas a aplicacao identidade.

Exemplo 1.19 O espago de matrizes M (m,R) é uma variedade suave definida através
da aplicagao ¥ : M (m,R) — R™ dada por

aix o Qim
\Ij. E "' ’ :(a[ll’...7a1m’...’ail’...,aim’...7am1’---7amm)

m1 *°°  Amm

de onde seque a bijecio com R™ .

Exemplo 1.20 Todo espago vetorial de dimensao finita é naturalmente identificado com

algum R™, logo possui uma estrutura de variedade suave.$

Outro aspecto importante para nossa teoria sao as defini¢goes de espaco tangente e
espago cotangente de uma variedade. Dada uma variedade M de dimensao m, o espaco
tangente T, M em cada ponto = é um espaco vetorial de dimensao m. Entao, seja Ty M o
espago dual de T, M. O conjunto TM = {T,M : x € M} é chamado de espago tangente
da variedade M e o conjunto T*M = {T}M : x € M} é chamado de espago cotangente
da variedade M. De fato, tanto o espago tangente quanto o espago cotangente de uma
variedade sao também variedades e tém o dobro da dimensao da variedade base, isto é,
se dim M = m entao dimT'M = dimT*M = 2m. Isto se deve porque o espago tangente
de uma variedade M num ponto é difeomorfo a R™. O memso procede para o espaco
cotangente num ponto. Portanto, se um ponto y € TM (ou y € T*M), entdo existe um
x € M tal que y € T, M (ouy € TFM) e para mapeé-lo precisamos das coordenadas do

ponto z e das coordenadas de y no espago vetorial T, M (ouT;M).
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Além disso, dada uma variedade M e um sistema de coordenadas locais (z1,- -+ , %)
: 0 P ) :
num aberto U C M, temos que o conjunto (8—11 () g (9:)) é um sistema de coorde-

nadas locais de T'U, onde % (x) € o vetor derivada da fung¢ao z; no ponto x, e o conjunto
(dz' (z),--+ ,dz™ (x)) é um sistema de coordenadas locais de T*U, sendo dz‘(z) € T*U
o dual do vetor % (). Com estas consideragoes, podemos proseguir com o nosso estude

de formas diferencais.

1.3 Formas Diferenciais

Para p € N, definimos o conjunto AP(T*M) = {AP(T:M) : x € M} das p-formas diferen-

ciais sobre M. Mais precisamente, uma p-forma diferencial a € AP(T*M) é uma aplicagao

a: M — AP(T*M)

r —  a(r)

tal que a(z) : T,M x -+ x T,M — R & uma p-forma vetorial para cada x € M. De

p—vezes
acordo com a Proposicao 1.8, temos que localmente a (x) se escreve como

a(x) = Z iy.q, () T A+ Adz' = Z ar () da’,

1€Cr(n) 1ecP(n)

onde as fungoes ay (x) sdo diferencidveis.
Uma observagao pertinente ¢ a de que A' (T*M) = T*M e A°(T*M) = Diff(M) sao
as funcoes diferenciaveis f : M — R.

Observagao 1.21 Vamos relembrar o que significa a escrita local de uma p-forma «,

quando ESCTevemos

a(r) = Z iy ..y (x) Az A - Ndz®
Iecr(n)

estamos na verdade nos referindo a (p™1)" (o (x)), onde (p™1)" : AP (T*M) — AP (R™)")
¢ o operador pull-back. Vamos sempre evitar fazer esta distin¢ao no texto para facilitar a

notacao e tornar a leitura mais fluida.

Vidrias defini¢oes sao muito importantes para o estudo das formas. No entanto, ap-
resentaremos apenas aquelas das quais vamos utilizar nos capitulos posteriores, mas que

agora podem parecer deslocadas.
Defini¢ao 1.22 Sejam M uma variedade suave e o« € AP (T*M). Entao o conjunto
E () ={0 € A" (T*M) : 6(z) Na(z) =0,Yz € M}

serd chamado de anulador de «.
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A seguir veremos duas operacOes que sao essenciais para a nossa teoria, a derivagao

exterior e a contragao.

Teorema 1.23 Seja M uma variedade de dimensdao m e U um aberto de M. Ezxiste uma

unica familia de aplicagoes
d*(U) : A*(T*U) — A (T*U)
k=0,1,...,m, que denotaremos apenas por d tal que,
1. (Linearidade) d (Ao + az) = Aoy + dag, para ay,as € A¥ (U) e X € R;
2. (Regra de Leibniz) d (a A B) = daAB+(—1)P aAdB, para o € AP (U) e 3 € AF (U);
3. (Regra de Cociclo) d* = d*** o d* = 0;
4. Se f € A°(M) entdo df coincide com a derivada de f;
5. d(a|y) = (da) |y, para qualquer o € A (M) .
Demonstracao. Ver Teorema 7.4.1 de [2]. =
Definicao 1.24 O operador d como descrito acima é chamado derivada exterior.

Da defini¢ao, observamos que o objetivo de definir tal operador é generalizar a derivada
usual de fungdes (0-formas diferenciais) para k-formas diferenciais quaisquer. Isto fica

ainda mais evidente em termos de coordenadas locais.

Proposicao 1.25 Dadas uma variedade M de dimensdo m e uma p-forma diferencial

a € AP (M). Entao, em coordenadas locais, temos
da(z) = Z daj,. i, (x) A Az A -+ ANdz® = Z day (x) A da’.
Iecr(n) IeCr(n)

Demonstracao. Claramente a expressao local acima possui as propriedades dadas pelo

Teorema 1.23, logo o resultado segue da unicidade do operador d. m

Observagao 1.26 Antes de continuarmos, vamos fazer uma pequena observacao. Podemos
fazer uma abordagem andloga a feita para formas para os p-vetores. Dada uma var-
iedade M, tomamos o conjunto N (TM) = {A1(T,M):x € M} e chamamos um ele-
mento I (z) € A9 (T M) de um g-campo vetorial. Em particular temos A (TM) = X(M).

Defini¢ao 1.27 Sejam M wuma variedade e X € X(M), definimos a aplicagao ix :
ANI(M) — ATY(M) por

iXOé(Xla"' 7Xq> :Oé(XaXQJ"' 7Xq)7

com o € N(T*M). A aplicagdo ix chama-se produto interior ou contrag¢do pelo campo
X.
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Proposigao 1.28 Dados X,Y € X(M), a € A(T*M), B € AP(T*M), f € A°(T*M) e
A € R, entao

1. ’i)\X+yOé = )\’ixOé + iyOé;
3. ioné = fix()é.

Demonstracao. Ver itens i. e 7i. do Teorema 7.4.8 de [2]. =
Outra definicao muito importante para o estudo de formas diferenciais é a de nicleo

de uma forma, que pode ser expressado através do produto interior.
Definicao 1.29 O nicleo de uma forma diferencial o é o conjunto
Nuc (o) ={X € X (M) :ixa =0}.

Chamamos de posto da forma a« num ponto © € M a codimensio de Nuc (« (z)), ou,

equivalentemente, o dimensdo de Nuc (o (x))",
Observe que se « ¢ uma 1-forma, entao Nuc(a) = {X € X (M) : a (X) = 0}.

Exemplo 1.30 Se a = a; A--- Aoy é uma g-forma diferencial sobre uma variedade M,
com o; € NY(T*M), entio

Nuc () = ﬂ Nuc (o) .

Vamos mostrar o resultado por indugdo sobre o grau da forma. Para ¢ =1 é claramente
vdlido, entdo suponha vdlido para ¢ = p e mostremos o resultado para ¢ = p+ 1. Seja «

uma (q+ 1)-forma e y € M, entao

ixa(Xg, -, Xg) (y) = (X, X, -+, Xop) ()
=ar A ANag A ag (X, Xo, -+, Xgp1) (v)
=wAagr (X, Xg, -, Xgq1) ()

onde w = aj A --- A ay. Tomando-se X, := X, seque da Definicao 1.5 que

WA ogyr (X1, Xo, -+, Xg) (y) =
= 3 Doesyn (T17 (W@ agir) 0 (Ko, Xo) 5 Xogg+1) ()
= 5 Dves, (1w (Xo), Xo@),, Xotg) (4) - g (Xoqn) ()
Seque que ixa = 0 se, e somente se, X € Nuc(ay+1) N Nuc(w). Por outro lado, o
resultado seque da hipdtese de indugao, uma vez que
Nuc (ag41) N Nuc (w) = Nuc (ag41) N (N, Nuc (o))

q+1

= ﬂ Nuc (o) -
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Uma g-forma « serd dita decomponivel se puder ser escrita na forma o = oy A -+ - Ay,
onde a; € AY(T*M). Um raciocinio imediato mostra que uma g¢-forma ¢ decomponivel se,
e somente se, tem posto q. A proposicao a seguir nos diz que o posto de uma g-forma e a

quantidade de 1-formas necessdrias para expressi-la sao equivalentes.

Proposicao 1.31 Dada o € A1 (T*M) sobre a variedade M de dimensio m, temos que
Nuc (a ()" é 0 menor subespago C, de T*M tal que

a(z) e A (Cy) C A1 (T, M). (1.3)
Demonstracao. Seja C, o menor subespago de T M tal que (1.3) acontece e sejam
ay (z),--+ o (x) € TEM, g < k < m, tais que C,, = (a1 (), ,ar (z)). Considere o
conjunto

Cr={XeT,M:o;(x)(X)=0,i=1,... k}.

Queremos mostrar que C;- = Nuc (a (z)). Temos que, neste caso, a se escreve como

a= Z Ar(z)o, (@) A A ay, ().
1<y <<ig<k
Assim, dado X € C temos claramente que ixa (r) = 0 e assim X € Nuc (a (7)), logo
C+ C Nuc (a (x)). Por outro lado, dado Y € Nuc (a ()), temos que

0=iya(x)

=iy > M@ag, (@) A Ay, (2)

1<iy < <ig<k
= Z Ar(@)iy (aiy (2) A Ay, ()
1<iy <<ig<k

= ) )\I(x)Zj:(iyaij(m))/\ozil(x)/\-~~/\(m/\~~/\oziq(x),

1<iy < <iq<k

onde o simbolo de chapéu indica a auséncia do termo no produtério. Mas isso s6 é possivel
se iya;, () = 0, para todo j = 1,...,q, ou seja, se iya; (x) = 0, para todo i = 1,..., k.
Portanto temos Y € C e assim Nuc (a (z)) = C, de onde segue o resultado. m

1.4 A Derivada de Lie

Defini¢ao 1.32 Dada uma variedade M de dimensao finita, para X € X (M) e f €
CH(M),k>1, defina Lyf: M — R por (Lxf)(z) =df (z)-X (z), v € M. Chamamos
Lx f de derivada de Lie de f com respeito a X.

Proposigao 1.33 Seja M uma variedade. A aplicagio Lx : A°(T*M) — A°(T*M) ¢
uma derivacao, isto é, dadas f,g € A°(T*M) e X\ € R, temos
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a) (Linearidade) Lx (Af + g) = ALx [ + Lxg;

b) (Regra de Leibniz) Lx (fg) = (Lxf)g+ f (Lxg) -

Ainda, se ¢ é uma fung¢do constante, entdo Lxc = 0.

Demonstracgao. Segue das propriedades da derivada exterior. m
Para definirmos o colchete de Lie (segundo [1]), vamos precisar do seguinte lema, que

é na verdade um importante teorema.

Lema 1.34 A colegio de todas as derivagoes R-lineares sobre A°(T* M) de uma variedade
M ¢ isomorfo ao espago X (M) = A°(TM). Em particular, para cada derivacio 6 sobre
AO(T*M) existe um tinico X € X (M) tal que 0 = Lx.

Demonstragao. Seja D(M) o conjunto das derivagoes R-lineares sobre A°(T* M) de uma

variedade M. Considere a aplicacao

0: X(M) — D(M)
X — X (f)

onde X (f) ¢ uma derivagao sobre A°(T*M) dada por X (f (x)) = df (x)- X (z), para todo
x € M. A aplicagdao 6 é linear devido a linearidade da diferencial. Temos que # é uma
aplicagao injetiva, pois X (f (z)) = df (z)-X () = 0 paratodos z € M e f € A°(T*M) se
e somente se, X = 0. Resta mostrarmos que @ é sobrejetiva. De fato, dada f € A°(T*M),

pela decomposicao de Taylor, temos numa vizinhan¢a de um ponto a € M que

onde lim,_,, r(x) = 0. Seja € D (M) uma derivagdo. A linearidade e a regra de Leibniz

implicam que qualquer fungao constante é nula, ja que 9 (¢) =9 (1-¢c)=c-0(1) e

o) =9(1-1)=1-9(1)+0(1)-1=2-9(1)
0

Entao, derivando a expressao de Taylor da f, temos

01 (2) = 3" 0 (m) () < @+ - )3 ot <a>) or(a),

i=1
onde 7; é a projecao da j-ésima coordenada. Em particular, para z = a, temos

Z or;(a 8% (a).
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Isso nos mostra que D (M) é gerado pelos campos £ R 8%, assim como X (M ). Entao,

dado 0 € D (M), tome X = ijl 87@»% e temos que, num ponto a € M qualquer

me axj (a) = df (a) - X (a) = X (a) - f (a),

como querfamos. ®

Proposicao 1.35 Sejam X, Y dois campos de vetores sobre uma variedade M. Entdo o

operador [Lx, Ly := Lx o Ly — Ly o Lx é uma derivagio R-linear sobre A°(T*M).
Demonstragao. De fato, dadas f,g € A°(T*M) = C>® (M) e A € R, temos que

[Lx,Ly](Af +9) = (Lx oLy — Ly o Lx) (Af + 9)
= Lx (ALy f + Lyg) — Ly (A\Lx f + Lxg)
= ALx (Ly f) + Lx (Lyg) — ALy (Lx f) — Ly (Lxg)
=ANLxoLy —LyoLx)(f)—(LxoLy—LyoLx)(g).

E também

[Lx,Ly](fg) = (Lx oLy — Ly o Lx) (f9g)

=Lx ((Lyf)g+ [ (Lvg)) — Ly (Lxf) g+ f (Lxg))
=[(LxoLy)(f)lg+ fl(Lx o Ly)(g)]
—[(Ly o Lx) (f)] g — f[(Ly o Lx) (9)]
(LxoLy —LyoLx)(f)]g+ f[(LxoLy — Ly oLx)(g)].

O Lema 1.34 em conjunto com a proposi¢ao anterior motivam a seguinte definicao:

Definicao 1.36 O campo de vetores [X,Y]| = LxY € o tnico tal que Lixy) = [Lx, Ly].
Chamamos LxY de derivada de Lie de Y com respeito a X, ou o colchete de Lie entre

0s campos Y e X.
Pela prépria definigdao, observamos que dada f € A°(T*M), temos

[Lx,Ly](f) = Lx oLy (f) — Ly o Lx (f)
=X (Y (f) =Y (X(f)
= (XY -YX)(f)

Entao, como f é arbitrédria, encontramos uma forma de expressar o colchete entre X e Y

apenas através de X e Y. Temos

[X,V]=XY - YX. (1.4)
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Proposicao 1.37 O operador

] (M) xX(M) — X (M)
(X,Y) — LyY = [X,Y]

obedece as sequintes propriedades:

1. ¢ bilinear;

2. (antissimetria) [ X, X| = 0;

3. (Identidade de Jacobi) [X,[Y, Z]] + Y, [Z, X]|| + [Z,[X,Y]] = 0.
Demonstragao. Os itens 1. e 2. sao imediatos da definicao. Para o item 3., temos

X, [V, Z]=X(YZ-2Y)— (YZ - 2ZY)X
=XYZ-XZY -YZX + ZYX.

Analogamente encontramos

Y, [Z,X||=YZX - YXZ - ZXY + XZY;
(Z,[X,Y]|=2ZXY - ZYX - XYZ+YXZ.

Somando tudo encontramos o resultado. =

Com a mesma notagao que estamos utilizando até agora se localmente temos X =
S X - entao Ly f =3, X'2L, Ainda, se Y = > v - entao o colchete de Lie entre
Xe Y em coordenadas locals é dado por

‘ oY 0X7
- ZXZ < (% 0x; > ZYZ <Z o0x; 8%) (1.5)

Definimos a derivada de Lie para 0-formas (fungoes diferenciais) e para campos de

vetores. Para definirmos a derivada de Lie para uma p-forma diferencial, precisamos
primeiro fazer uma breve digressao. Nosso objetivo é definir a derivada de Lie com as
propriedades (a) e (b) apresentadas na Proposi¢ao 1.33 vélidas para p-formas e campos
(fazendo « (X) = a- X como um produto, para quaisquer p-forma « e campo X). Assim,
analisemos primeiramente o caso de uma 1-forma diferencial. Dada o € T*M e campos
vetoriais X, Y € X(M), temos que a (V) = iya € A°(T*M). J4 conhecemos Lx (a (Y)).
Mas, seguindo a propriedade (b) da Proposigao 1.33, supondo esta valida para 1-formas
e campos, terfamos
Lx(a-Y)=(Lxa) Y +a-(LxY).

N6s conhecemos Lx (a-Y) e - (LxY'), entdo faz sentido definir

(LxOé>'Y:Lx(Oé'Y)—a'<LXy)
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para qualquer Y € X(M). Em outras palavras (Lxa) € AY(M) ¢ tal que (Lxa) (V) =
Lx(a(Y)) —a(LxY) ouiy (Lxa) = Lx (iya) —ir,ya. Podemos prosseguir indutiva-
mente para definir a derivada de Lie para p-formas. Em geral temos para uma p-forma

diferencial a:

(LXQ)<}/17"' 7Y;7>:LX(05(Y1?”' 7}/;9)) (1'6)

para quaisquer Y; € X(M). As proposigoes a seguir, envolvendo derivada de Lie, derivada
exterior e contragao, serao muito iteis mais a frente. Em particular, a férmula mégica de

Cartan nos fornece uma maneira mais facil de calcular Lx.

Proposicao 1.38 Dados X € X(M), a € A(T*M),3 € AP (T*M) e f € A°(T*M),

entao

1 ixdf = Lx f;
2. Lx<()é/\5) :LXOé/\B‘i‘Oé/\Lxﬁ;
3. (Férmula Magica de Cartan) Lxo = ixda + dixa.

4. dLX = LXd;

Demonstracao. O item 1. segue da defini¢cao. Para o item 2., dados Y3, ---,Y,4, €

X (M), temos pela linearidade e regra de Leibniz:

Ly ((anB) (Yi,- -+ Yaup))

L ﬁ Y (=) (@®B) (e (Y1), 0 (Yarp))
0€S¢+p
:ﬁ > D Lx (@@ B) (0 (Y1), 0 (Vo))
’ 'UESqup
_ﬁ Z (=17 Lx (a(c (Y1), ,0(Yy) - B0 (Yga), -+ 0 (Yrp)))
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1

= S (-1 Lx(a(c (Y1), o (V) B0 (Ygrr) - 0 (Yorp))

o€S¢+p

+alo(M),--,0(Y9) (Lx (B(o (Vo) -0 (Vo))

:ﬁ > (D) (Lxa@ ) (o (Y1), 0 (Yysy))
T 0€Sqtp

+ ﬁ Z (—1)7 (a® LxB) (e (Y1), 0 (Youp))
T oeSqp

:(LX()(/\B—FO&/\LXQ)(YIH" 7Yq+P)'

Como os campos Y7, -+, Y4, sdo arbitrdrios, segue o resultado.

3. Vamos utilizar o argumento de indugao. Se a é um funcao, isto é, uma 0-forma,
entao pelo item 1. temos que ixda = ixda+dixa = Lxa, ji que ixda = d (da) - X = 0.
Suponha o resultado vélido para um ¢-forma. Entao seja w uma (¢ + 1)-forma. Logo w é

da forma ). o; A §;, onde a; e f5; sdo 1-formas e g-formas, respectivamente. Assim
Lyw= Z Lx (i A ;)
— EZ:LX% A Bi + oy N Lx[3;
= i (ixda + dixa) A B + a; A (ixdfB; + dix 3;)
= iixdoéi A Bi +dixa; A B + o NixdB; + a; A dix S
Por outro lado,
ixdw + dixw = ixd (Z a; N\ ﬁi> + dix (Z o; N\ @)
— Zz’x (Zdozi A Bi + a; N dp;) _:_ d(ixa; A B + (—1) o Nixf;)
= Z ix (dog A B;) +ix (a; NdB;) +d (ixoy A B;) +d (—a; Nix[3;)
= iz’xdai A Bi 4 doy NixBi +ixa; AdB; + o Aixdp;

+dix0&i /\ﬁi - ionz- VAN dﬁz - dOéi AiXﬁi +a; A deﬁz
= Zixd&i N 51 + o /\ixdﬂi + dixai /\ﬁi +a; A dZXﬁz

2

Logo Lyw = ixdw + dixw e o resultado segue por indugao.
O item 4. decorre de 3. Para o € A? (T* M) qualquer, temos

deOé =d (ideé + diXa) = dixda = ixddOé + dideé = Ldeé.
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A proposicao a seguir nos fornece uma maneira de calcularmos a derivada exterior de

uma p-forma qualquer aplicada a p campos quaisquer.

Proposicao 1.39 Seja X; € X(M),i=0,...,q, e« € N(T*M). Entdo

q
da(Xo,--- . X)) =3 (1) Ly, (a (XO,--- X ,Xq>> (1.7)
k=0
+ Z (_1)Z+]@(LX7(X])7XU)7XZ)7XJ77XQ>
0<i<j<q

Demonstracao. Vamos prosseguir por indugao. Se ¢ = 0, entao a afirmacao é valida, de
acordo com a defini¢do. Suponha (1.7) vdlida para ¢ e seja o uma (g + 1)-forma. Assim,
dados X, - -+, Xy41 € X(M), temos

da (Xl)? T ’Xq+1) = (iXoda) (Xl’ T 7Xq+1)
- (LXoa - diXoa) <X17 T 7XQ+1)
= (LXOC“) (Xb U 7Xq+1) - diXoa (Xb U 7Xq+1)

Mas observe que ix« é uma g-forma, logo, pela hipétese de indugao, temos

dZXOé (X17 e 7Xq+1)
q+1

== Z(_l)kJrl LXk <iX0a (Xla T 75(\167 e 7Xq>>
k=1

+ Z (_1)i+jiX0a (LXz (Xj)aXl,-.. 7Xi’”' 7Xj7"' 7X‘I>
1<i<j<qg+1
q+1

= Z(_1>k+1 LXk (Oé <X07X17 e 7)/(\']’»‘7 e 7Xq)>
k=1

+ Z (_1)i+ja<LXZ-(X]‘)’X0’X1"'aXiv"'7Xj7"'7Xq>'

1<i<j<q+1
Agora, considerando (1.6), encontramos
dOé (X(), X1 e ,Xq+1)

q+1

= LX (05<X07X17”' 7%)) _ZQ<X17"' 7LX0XZ'7“' 7Xq+1)

=1

+Z(_1)k+1 LXk <Oé (X(J?Xl?'” 7‘§(\k?”' 7Xq))

+ + Z (_1)i+ja<LXi(Xj)aX(]le"'75(\1'7"'7Xj7"'>Xq>'

1<i<j<q+1

Fazendo um permutacao dos indices, obtemos o nosso resultado. m



Capitulo 2
Introducao a Geometria de Poisson

Neste capitulo faremos uma introdugao a geometria de Poisson, ressaltando os pontos
fundamentais para a teoria e, particularmente, construindo sistematicamente as nogoes
bésicas para que possamos ter uma ideia da importancia do assunto. Para isto, utilizamos

[8] e [16] como referéncias principais para a construcao do capitulo.

2.1 Variedades de Poisson

Definicao 2.1 Uma estrutura de Poisson C'*™° em uma variedade M de dimensao finita

¢ uma operacao bilinear antissimétrica
{-}: (M) x C=(M) — C™(M)

que satisfaz as sequintes propriedades:

i) (Identidade de Jacobi) {{f, g}, h} + {{g.h}, f} + {{h, f}, g} =0;

ii) (Regra de Leibniz) {f, gh} = {f,q}h + g {f,h},

para todas f,g,h € C* (M). Tal operagdo é chamada de colchete de Poisson. Uma
variedade munida desta estrutura é representada por (M,{-,-}) e é chamada uma

variedade de Poisson.

Analogamente, podemos definir uma estrutura de Poisson C*, com k£ € N, em uma
variedade fazendo o colchete agir apenas em pares de fungoes C*, isto ¢, {-,-} : C¥(M) x
Ck(M) — C*(M). Entretando neste texto trataremos apenas de estruturas C'°, embora

para a teoria seja suficiente estruturas C?, na maioria das situacoes.

Exemplo 2.2 A estrutura definida por {f,g} =0, Vf,g € C*°(M) numa variedade M é
um colchete de Poisson.(

21
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Exemplo 2.3 Se f € C°(M) é uma fungao constante, entao {f,g} =0, Vg € C>°(M),

pois pela linearidade temos {f, g} = f{1,g} e aplicando a Regra de Leibniz, encontramos
{Lgt={1-1,g} =1{l, 9} +1{1,9} = 2{1, g}
= {1,9} =0.
O

Exemplo 2.4 (Produto Direto) Sejam (M, {-,-},) e (M, {-,-},) duas variedades de

Poisson. Entao, o produto cartesiano My x My munido do colchete {-,-} dado por

{f <$,y) 7g (‘T?y)} = {fy (QZ) 792! (‘T)}l + {fz (y> 7990 (y)}27

(onde h, (y) e hy (x) sdo a fungdo h € C*® (M; x M) vista apenas como fungao de y e
x, respectivamente) é também uma variedade de Poisson e o colchete {-,-} é chamado de
estrutra de Poisson produto. Observe que basta verificarmos a Identidade de Jacobi, pois

as outras propriedades sdo imediatas. Entio, dadas f,g,h € C®(M; x Ms), temos
{f (@,y). 9@ y)} hizy)}
= {{r @ v 9@y}, @0 @)} + @) g @b, 0)he 6)),
= {({thy@).0 o >}1+{f$< A )y<x>,hy <x>}
+{(th @) gy )}1+{fx 90 }a), W) ke ()},
= {(t, ) 9, @)}, } {{fx 9o ()}a), (@), 1y ()}
R (AGEAC >}1)x<y>,h < )+ {We 0), 9 1), (). e ()},

mas note que ({f2 (v). 9. (y)},), (z) € ({fy (x) .9y (z)}l)x (y) s@o fungoes constantes, logo

{00 1), @)y (0], = {({F )0 @))), 05 ()}, = 0.

1

Assim

{{f(x,y),9(z,9)},h(z,y)} {{fy }17 }1+{{fx x(y)}zvhx (y)}2‘

Como os colchetes {-,-}, e {-,-}, sio de Poisson seque que

{{f.9} .0y +{{g. 0}, [} +{{h, f},97 =0

Dadas uma variedade de Poisson (M, {-,-}) e uma fungao f € C*°(M), entao a apli-
cagao {f, -} : C®°(M) — C°°(M) é uma derivagao, ja que ¢é linear e obedece a Regra de
Leibniz. Sendo assim, pelo Lema 1.34, para cada fungao f € C°° (M) existe um campo
vetorial Xy € T'M tal que {f, g} = X;(9), Vg € C=(M). Tal campo é chamado de campo

de vetores hamiltoniano da fun¢do f, ou apenas, campo hamiltoniano de f.
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Defini¢ao 2.5 Uma integral primeira de um campo X é uma fungao g tal que X (g) = 0,

1sto é, g é constante com respeito a X.

Assim, uma funcao ¢g ¢ uma integral primeira de um campo hamiltoniano X; se, e
somente se, { f, g} = 0. Observe que toda funcao h é uma integral primeira de seu préprio
campo hamiltoniano, ji que, pela antissimetria, temos {h, h} = 0.

Classicamente, Poisson definiu seu colchete sobre fun¢oes sobre R?" com coordenadas

(xla"' y Tpy Y1, 0 ,yn) COomo
—0f g~ 09 Of
{f.g9}= E 9. 91, E 92, Oy, (2.1)

Com esta defini¢ao ele descobriu uma forma de encontrar novas integrais primeiras a partir

de duas j& conhecidas. Este resultado é conhecido como Teorema de Poisson. Quase trinta
anos mais tarde, Jacobi descobriu a identidade que hoje leva seu nome e que “justifica”

mais claramente o resultado.

Teorema 2.6 (Poisson) Sejam f,g,h fungées de classe C* sobre uma variedade de
Poisson M. Se{g,f} =0 e{h, f} =0 entao {{g,h},f} =0.

Demonstragao. Segue direto da identidade de Jacobi. m
Outro resultado importante sobre campos hamiltonianos relaciona o colchete de Lie e

o colchete de Poisson.

Proposicao 2.7 Dadas uma variedade de Poisson (M,{-,-}) e funcées f,g € C> (M),

entao
(X7 Xl = Xis.03-

Demonstragao. Para qualquer f,g,h € C* (M), temos por (1.4)

[Xf7Xg} h = Xf(Xgh) - Xg(th) = {f7 {ga h}} - {97 {h7 f}}
= {{f7g} ) h} - X{ﬁg}h'

Como h ¢ arbitrério, segue que [ Xy, X, = X{s4}, como queriamos. m

Defini¢ao 2.8 Uma variedade simplética, representada por (M,w), é uma variedade M

munida de uma 2-forma diferencial w que é fechada e nao degenerada, ou seja,
dw =0
e se, dado X € T,M, x € M, temos

w(X,Y)=0,YY € T,M

— X =0.

A 2-forma w é chamada forma simplética.
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Exemplo 2.9 A 2-forma diferencial w = > dz' A dy' definida sobre R*" com base
(T1,  Tn, Y1, ,Yn) € simplética. Ela é chamada de forma simplética canodnica de
RQ”-O

Por causa da nao degenerecéncia da forma simplética w, temos que em todo o ponto
x de M, a 2-forma vetorial w () tem posto maximo e este é par, pelo Teorema 1.16.
Concluimos dai que toda variedade simplética tem dimensao par. A nao degenerecéncia

de w também nos diz que o homomorfismo

W TM — T*M

X — in

é uma bijecao. Entao, dada f : M — R funcao diferencidvel, existe um tinico campo
vetorial X; € T'M tal que ix,w = —df. A préxima proposigao nos diz que toda variedade
simplética é também uma variedade de Poisson e que o campo X como acima é o campo

hamiltoniano de f.

Proposigao 2.10 Seja (M,w) uma variedade simplética. Entao o colchete {-,-} definido

por
{f,9} = W(XﬁXg) = —df(X,) = _Xg(f) = Xf(g)7

onde Xy e X, sao os campos tais que ix,w = —df e ix,w = —dg, é uma estrutura de
Poisson em M. Assim, os campos Xy, X, € TM sdo os campos hamiltonianos de f e g,

respectivamente.

Demonstracao. A bilinearidade e a antissimetria seguem direto das propriedades da
2-forma w. Para mostrarmos a Identidade de Jacobi vamos utilizar (1.7) e aplicé-la a w.
Desta forma, dados f,g,h € C* (M)

0 =dw (X, Xy, Xp)
= Lx, (w(Xg, Xp)) — Lx, (w(Xy, Xp)) + Lx, (w(Xy, Xg))
—w ([ Xy, Xo], Xn) + w ([ Xy, Xp], Xg) — w ([Xg, X], X7)
= Xy (w(Xg, Xp)) + Xy (w (Xn, Xp)) + X (w (Xp, X))
— [Xy, Xg] (h) = [ X, Xy] (9) — [Xg, Xn] (f)
={f{g.h}} +{g.{h [}} +{h.{[f. a}} — (X; (X, (R)) — Xq (X} (R)))
— (Xn (X5 (9)) = X7 (X (9))) — (X (Xn (f) = Xn (X ()
={fAg,n}} +{g.{h. f}} +{n.A{f. a}} = {f. {g. h}} = {9, {h, [}}
—{hAS 9t} ={f A9, h}} = {g.{h. f}} = {h.{f 9}}
=—{fAg. h}} +{g.{h. 1} +{h.{f. g}})-



2.2. O TENSOR DE POISSON 25

A Regra de Leibniz é direta, pois

{fg9.h} = w(Xpg, Xp) = —df g(X»)
= — (g9df + fdg) (Xp) = —gdf (Xs) — [dg(Xp)

|
O colchete definido como na Proposigao anterior é chamado de colchete associado a

forma simplética w.

Exemplo 2.11 Dada uma variedade M de dimensao par 2n e um sistema de coordenadas

locais (T1,- -+ ,Tn, Y1, ,Yn), @ forma
w= Z dz' A dy’ (2.2)
i=1

é simplética. De fato, mostraremos mais adiante que toda forma simplética assume esse
formato localmente, por isso ela é chamada de forma simplética canoénica. Seja {-,-} o
colchete associado de w, vamos calcular {x;,x;}, {yi,y;} e {zi,y;}, parai,j =1,... n.
Primeiramente observe que, sendo X; e Y; 0s campos hamiltonianos de x; e y;, respecti-

vamente, temos

0
85L‘i '

ixw=—di' = X; = e iyw=—dy =Y, = —

0y

Assim, utilizando a defini¢do dada na proposicao anterior, encontramos

0 0 0 0
(o135} =X ¥) = (5~ ) = 5 (@9 = 5 ()
—— {l’i,yj} = 51]

onde 6;; € o delta de Kronecker usual. E também

o 0 0
TiTit=w| =—,=— | =—=—(x;) =0,Vi,7 e
) = (g 50 ) =~ (50 = 0

0 0 0 o
{viy} =w (_(%i’ _8_:1;]) = a—x] (y;) = 0,Vi, j.

2.2 O Tensor de Poisson

Analogamente ao que fizemos com as formas diferenciais, dada uma variedade M de
dimens@o m, tomamos o conjunto A (T'M) = {A? (T, M) :x € M} e chamamos um el-

emento II (z) € A?(TM) de um g-campo vetorial. Escrito em coordenadas locais numa
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vizinhanga de x, temos

g () O 0
M) = 3 @) g nee A g

IeCr(m)

1 g (1) O 0
> I () AN rs

—l
T I€ZP(m)
ou, como na notagao introduzida na Observagao 1.9,

M) == Y nf(x)a%,fz(il,...,@'q). (2.3)

" IeZr(m)

As componentes I1? (x) sdo fungoes chamadas coeficientes de II e sao antissimétricas em
relacao aos indices, isto é, se houver uma permutagao impar dos indices o coeficiente é
multiplicado por (—1). Se I’ (z) sao fungdes suaves entao II é dito um g-campo veto-
rial suave. Aqui trataremos apenas de campos suaves. Dada o € A?(T*M), podemos

generalizar a Defini¢ao 1.14 para variedades, definindo a aplicagao

(., AN(T*M)x A(TM) — C*(M)
(a(z),lI(z)  — (1) ()
que também chamaremos de pareamento. Entao, pela Proposicao 1.15, temos em coorde-
nadas locais que

m

o 1
<Oé,H> = Z ail._qu“"'Zq = —' Z (IIHI. (24)

1<i1 <+ <ig<m ¢ I€TP(m)

Em particular, dado IT € AY(T'M), fica bem definida a aplicagao

M:C®(M)x---xC®(M) — C™ (M)

q—vezes

dada da seguinte forma

O (fr,, f) ={dfs A+ Ndf,, TT). (2.5)

O préximo lema diz que esta aplicagao dd ao g-campo de vetores uma interpretacao de

multiderivacao.

Lema 2.12 Seja I : C® (M) x --- x C® (M) — C® (M) uma aplicagio multilinear.

q—vezes

Entio 11 é da forma TL(fy,-+- , f,) = (dfi A--- Adf,, 1), onde T1 é um g-campo vetorial

suave se, e somente se, Il é uma aplicagcdo antissimétrica satisfazendo a regra de Leibniz

ﬁ(fg7f27"' 7fq) :fﬁ(g7f27 7fq)+gﬁ(f7f27"' 7fq)-
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Demonstragao. Seja II um g-campo vetorial suave. Entdo a aplicacdo II (fy,--- , fo) =
(dfy A -+~ Ndf,, 1) & antissimétrica por causa da bilinearidade da aplicagdo pareamento.
De fato,

I (fi,o s firts fire o e o f) = (dfs A Adficr Adfi A=+ N dfy, TT)
= (= (dfy A~ Ndfi Ndfiga N+ Ndfy) D)

=—IL(f1, i firts s fo) -

J& a regra de Leibniz segue das propriedades da derivagao exterior e também da bilineari-
dade de (-, -). De fato,

T(fg, far--- s fo) = (d(fg) Adfa A=+ Adfy)
= ((g9df + fdg) Ndfz \--- Ndfy)
= g{df Ndfs N Ndfy) + f{dg Ndfa Ao N dfy)
= fTL(g, far- -+ s fo) + gTIL(f, for -, fo)

Agora suponha que a aplicacdo multilinear II é antissimétrica e satisfaz a regra de Leibniz.
Entao, a partir do isomorfismo definido na Proposicao 1.12, para construirmos um g¢-
campo Il € AY(TM) satisfazendo as condi¢oes do enunciado, basta construirmos um

elemento de AY(T*M)*, ao qual vamos denotar também por II, tal que para cada = € M

e um sistema de coordenadas locais (z1,- - ,x,,) numa vizinhanga de z,
IT: AYTFM) — R
a= Y a(e)d’ — ()= 3} ay(@)(z;,-,25,) @) "
JeCi(m) JeCi(m)
Assim, temos que II(da® A --- A dz'e) = II(z;,,--- ,2,,). Basta agora verificarmos que
tal aplicacdo nao depende do sistema de coordenadas locais. Seja entdao (Y1, ,Ym)
um outro sistema de coordenadas locais numa vizinhanca de x (tome uma vizinhanga
suficientemente pequena para que (x1,--- ,Z,,) esteja definido). Desta forma, temos
y1 = fi(zr, o, Tm) dy' =32, c‘?xill () da™
: = :
Ym = fm(xb T ,ﬂl‘m) dy™ = ij axfjm (x) da’

Portanto, temos
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Logo a aplicacao II no novo sistema de coordenadas é

afil aflq
H(dyl):‘ Z 8$j1“'axj H( Jl?"'?qu)

— 1:[( afll Z aflq

5’qu

j1=1 jq=1

onde a iltima igualdade vem do lema a seguir. m

Lema 2.13 Se Il : C®° (M) x --- x C® (M) — C>® (M) ¢é uma aplicagio multilinear,
qg—vezes
antissimétrica que satisfaz a regra de Leibniz, entdo

ﬁ(fla"' >fq) ($) :ﬁ(dfla"' 7dfq) (x)

Demonstragao. Queremos mostrar que IL(fy,--- , f,) — I (df1,--- ,df,) = 0, ou equiv-
alentemente, se II (dfy,--- ,df,) = 0 temos IL(f;, -+, f,) = 0. Para isto, basta mostrar
que se num ponto x € M temos df; (z) = 0 entdo IL(fi,--- , f,) (x) = 0. Neste caso, se
dfi(z) = 0 entdo f1 = c+ > ", x;g;, onde ¢ &€ uma constante e z; e g; sdo funcbes que se
anulam no ponto z. Assim, pela linearidade e regra de Leibniz, temos

ﬁ(fla'" afq) (l’)
:ﬁ(c%—Z%%"' ,ﬁ;) (x)

:Cﬁ(l ‘f‘zxz ﬁ gw ,fq)(ﬂf)—i—gz(l’)ﬁ(l’z,,fq)(IE)
=clI(1,---, f) (2)

ja que z; (x) = ¢g; () = 0. Mas a regra de Leibniz também nos diz que

Logo I (f1,+++ , f,) () = 0se IL(dfy,--- ,df,) =0. m

O Lema 2.12 nos oferece uma nova interpretacao para uma estrutura de Poisson. O
colchete de Poisson {-,-} é bilinear, antissimétrico e satisfaz a Regra de Leibniz, entao
existe um 2-campo vetorial suave II tal que

{f,93 =11(f,9) = (df Adg,1I) (2.6)
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para quaisquer funcoes C'*° sobre a variedade em questao. Reciprocamente, um 2-campo
de vetores II tal que o colchete definido por {f, g} := II(f, g) é de Poisson, isto é, satisfaz
a identidade de Jacobi, é chamado um tensor de Poisson ou uma estrutura de Poisson.
Em coordenadas locais, temos

m

1 0 0
ZJ v___ _
II = E II 25 1H IL‘Z‘/\ & (2.7)

1<j=1 )=

onde ITY = {x;,z;} = (dz* A da?,II). Aplicando o colchete a um par de fungoes arbitrério,

encontramos uma expressao local para o colchete de Poisson

{f.9} = {df Adg,1I) (2.8)
_ df 9g
— <,LZ o, a%d A dad, KJZI {xz,mg} 81:J>
af 89
o Z{‘T“xj} al,z axj

Exemplo 2.14 Dadas coordenadas locais de uma variedade de dimensao par, o tensor

de Poisson correspondente & forma simplética canonica w =y, dx* A\ dy" é ZZ 32 N\ 6?/
De fato, calculamos no Exemplo 2.11 que numa variedade simplética temos {x;,y;} = i

e {z;,z;} = {vi,y;} =0,Vi,5. Assim

1 0 0 0 0
— — E 2 . . _ _
2 — {xlu yJ} a ay + {x“ x]} .T A 8$] + {y“ y]} a ay]

9
:Xi:{xi,yz}a—%%—yi:g:@xi Aayi'

O

Exemplo 2.15 O colchete associado ao 2-campo vetorial 11 = Bw A (a% + x%) em R3,
nao satisfaz a identidade de Jacobi. De fato, dadas funcdes f, g, h de classe C* sobre a

variedade considerada, entao

{f, g} = (df Ndg,1I)

_of 89 of 391-[3,3; of agH:rz
T ox ay 8 ox Or 0z

0f 99 .. 0fdyg v df dg -
ot Tayart Tasayt

Mas temos II"Y = 1,11"* = x e I[1Y* = 0. Assim
_0fdg Ofdyg df g  Of dg
{f.9} = ordy Oyox T Ordz 0z0w

8f89+$8fag afag+x8fﬁg
Ox Oy Ox 0z Oy Oz 0z Ox
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Logo encontramos

B df dg of dg af dg af dg
Hhgh.hh = ((a 8y+x8x82> (ayax”azax)) ay

L 2 8f09+ 6f89 8f5)g+ afﬁg
Ox dx Oy Oz 82 (9y ox 9z Ox (92

9 g@ 6f8g + 8f89+ df dg

0 ox 8y Y 0x 0z 8y 8x oz Jy Oz 0z 82
afag 8f6?g afag 8f6?g

—I— T— + T =
8y &v Y5z ox ay 8:70 8y O 0z Oz 8,2
Mas tomando, por exemplo, as funcoes f(x,y,2) = 2%, g(x,y, 2) = y*+22 e h(x,y,2) = y?,

obtemos

{f, g}, h} = (2x (2y + 2%) + 2 (22) (v° + 22)) (2y)
= (4xy + 22" + 4y + 8z2) (2y)
= 8xy® + 4y2* + 8y + 16xyz

Concluimos que, para estas fungoes, a expressao {{f,g},h}+{{g,h}, [} +{{h, [}, g} ¢ a
soma de termos positivos, logo é nao identicamente nula. Entao o 2-campo vetorial dado

nao é um tensor de Poisson.O

Agora podemos formular uma condi¢ao em coordenadas locais para um 2-campo veto-
rial ser um tensor de Poisson, isto é, satisfazer a identidade de Jacobi. Sejam (x1,- -, 2y,)
um sistema local de coordenadas de uma variedade M e II um 2-campo vetorial suave sobre
M. Associamos a IT um colchete dado por { f, g} =11 (f,g) = (df ANdg,II), f,g € C> (M).
Nete caso, temos por (2.4) que {f,g} = >, .11V gg 369 Dada h € C* (M), temos

m o (I 0f 99\ Oh
— sk~ gy 2J I 20
(o= ol (ZH of a%) on

s,k=1 4,j=1

o i 0?2 2
= I e T e U B oy
Analogamente encontramos
{{o. 0}, f} =
o i 02 2
= Y M G U sy 1 5 ;00
{{h. [}, 9} =
_ zm: o017 Oh OF g s Oh OF g Ly Oh 9 dg

Oxs Ox; Oxj Oz, Oxs0x; Oz Oxy, ox; 83:88% axk

s,k j=1
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Distribuindo a somatdria, reorganizando os indices e utilizando a antissimetria dos coefi-

cientes II¥ e a simetria das derivacoes parciais segundas apropriadamente, obtemos

{{f,g},h}+{{g,h},f}+{{h,f},g}
:Znsk@@f 0g Oh g Oh Of  Oh af@)

vt Ox, ﬁxia_asjé?a:k 0a:i0_1‘jaxk Gxié?_a:jﬁxk
+ HskHij 82f ag oh _ T7skTTid a2f 09 Oh
0x,0x; O Oxy, O0xs0x; Oy, Oz
+HskHij 029 oh 8f _ T7skTTid 629 oh af
0r,0x; O Oxy, O0xs0x; Oz, Oz
 0*h Of Og  0*h Of Og
Hsksz o Hska
+ 0x,0x; O Oxy, O0xs0x; O, Oz
oI o) NEL O\ of dg Oh
— s —— 4+ 11 IT . 2.
; (zs: Ox + Ox, * 0x, ) Ox; Ox; Oxy, (2.9)

Como consequéncia temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.16 Seja Il =3, .

M, escrito num dado sistema de coordenadas locais. Entao 11 é um tensor de Poisson se,

1192 A 2 wm 2-campo vetorial sobre uma variedade
i J

e somente se, seus coeficientes satisfazem & sequinte equac¢ao

= oI OI* QI+
I I Y —— =0 2.10
; 0T, + 0z, + 0x, ’ (2.10)
para todos v,3,k =1,...,m.

Demonstracao. Para cada tripla (4, j, k), tomando f = z;, g = x;, h = x} temos que se

a expressao (2.9) é nula entao

o o1 OI™
I I 7 — = 0.
2 G I e 1

S

Reciprocamente, se (2.10) é vélida entao (2.9) é nula e assim II é um tensor de Poisson.
|

Exemplo 2.17 Todo 2-campo vetorial em uma variedade bidimensional é um tensor de

Poisson. De fato, em um sistema de coordenadas locais (x1,z2) um dado 2-campo 11 se

9

escreve como I1 = IT2 -2 A -2 Logo
8231 82:2

o1 OII® QI
Hsk 15 &
Z 0x, + 0x, + 0x,

Ik QLT+ OlI1% Ok QLT+
il le Hl] H2k_ HQZ_ HQJ—‘
0xy + 0, + 0y * 0xs * 01y + 0o
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Sei =7 =k, a expressao se anula naturalmente devido a antissimetria dos coenficientes
do tensor. Basta-nos entdo considerar o caso em que i = j # k, pois todos 0s outros serao

andlogos pela simetria da equagao. Desta forma, teremos

IVCANNN) L) CNG) ) G| L
Hlk le Hl]_ — le_ le_ =0
8.7)1 + 8x1 * 8x1 81’1 + aZL’l
VGRS LU CNYG) ) G| L
Hlk‘ Hll Hl]_ — le Hll =0
8%2 * 8x2 + aZL’Q 8x2 + 8x2

E seque da Proposi¢cao anterior que I é um tensor de Poisson.

2.3 Estudo em Coordenadas Locais

Seja IT um tensor de Poisson' sobre uma variedade M de dimensiao m. Para cada a () €
A (TrM), x € M, a aplicagao

U(a): AY(T*M) — R
Blx)  — (aABI)(x)

¢ claramente linear e estd bem definida. Assim, ¥ (a) € AYT*M)*. Seja agora ® :
AYT*M) — AYTM)* o isomorfismo definido na Proposigao 1.12 (ou, mais precisa-
mente, na Observagao 1.13) e ®* : AY(TM) — AY(T*M)* seu dual, entao definimos
#a € AY(TM) por #a = 1o VU (a) € AY(TM). Logo, definimos um homomorfismo
natural

H=#n: T"M — TM

a +— P lol(a)
Em outras palavras, para cada o (x) € A' (T*M), x € M, associamos o vetor #a (z) €
T, M satisfazendo
(A B (2) = (B, #a) (x)

quaisquer que sejam x € M e 3 (z) € T M. Tal operagao é chamada de aplicagdo dncora’

de II. Em coordenadas locais, temos

(a A BT (z) = (Z nw‘aibj> (z) = (Z b; Z Hijal-) (z)

ij=1

U (ean)

onde v = 3™ a;dal e B =370, bjda’. Segue que

#Hao(r) = Z (Z Hijai> (x) a% (2.11)

Jj=1

'Ou, mais geralmente, um 2-campo vetorial qualquer.
2Tradugao literal da expressao utilizada em [8].
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Observe que, se A/ = (3°1" IIq;) sao os coeficientes de #a nesta base, entao

[Aj]mxl (z) = <_ [Hij]me Mi]m“) (z)

lembrando que [II¥] ¢ uma matriz antissimétrica.

Exemplo 2.18 Dado um tensor de Poisson II sobre uma variedade M e f € C* (M),
entio para toda fun¢io g € C* (M),

dg(Xy) = Xs(9) = {f, 9} =TL(f, 9) = {df Ndg,TT) = (dg,# (df)) = # (df) = X

onde Xy é o campo hamiltoniano de f.0

Lema 2.19 A imagem C, = Im #,) da aplicagdo #m) € o menor subespago de T, M
tal que 1 (x) € A*(C,) C A* (T, M).

Demonstragao. Dado um sistema de coordenadas locais arbitrario (zi,---,z,,) em
uma vizinhanca aberta V' de um ponto z € M também arbitrdario, suponha, sem perda
de generalidade, que IT = 7., Hija%i A %, ou seja, 1Y = 0 para i > ¢q (ou j >
q, j& que II¥ = —II'"). Observe que o menor subespago C, de T, M tal que Il (z) €
A2 (C,) & <8%1,--- ,8%[1>. Por (2.11), é claro que <aix1,~-~ ,aizq> C Im#n(y), Vo € V.

Reciprocamente, dada o € A! (T* M), obtemos, novamente por (2.11),

#Ha(x) = Z (Z Hijai> (x) 8% = Z (Z Hijai> (x) 8%

i=1 Jj=1 \i=1 J

J=1

Logo #a(z) € <6%1,'-- 7aixq>' Conclufmos que Im #,) = <8%1,~~ ,8%), de onde
segue o resultado. m

O lema anterior juntamente com o Exemplo 1.3 motivam a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.20 Se (M,II) é uma variedade de Poisson e x um ponto de M, entio a
imagem Cy 1= Im #n,) da aplicagdo #m) € chamada de espago caracteristico da estrutra
de Poisson 11 no ponto x. A dimensao do espago caracteristico C, é chamada de posto
de TT em x e max,¢cy dim C, é chamada posto de TI. Quando o posto de TI (x) é igual a
dimensao de M, entao dizemos que Il é nao degenerada em x. Se o posto de 11 é constante

sobre M, entao 11 é dita uma estrutura de Poisson reqular.

Exemplo 2.21 Seja (M,II) uma variedade de Poisson. Observe que o posto de I1 coin-

cide com o posto da matriz [I17] dos coeficientes de Il escrito em alguma coordenada

mxXm

local. Sabemos da dlgebra linear que o posto de uma matriz antissimétrica é sempre par.

7

Disto concluimos que o posto de I em um ponto x € M é sempre par. Note também
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que, se Il é uma estrutra de Poisson regular nao degenerada, entao a 2-forma w tal que
w(Xy, Xy) =11(f,g) € nao degenerada. De fato, se w(Xy, X,) = 0,Vg € C* (M), entdo

IL(f,g) = (df Ndg,1T) = (dg, #df) = (dg, Xs) =0
:>sz0.

Mais ainda, observe que w é fechada por causa da identidade de Jacobi (ver prova da

Proposi¢iao 2.10). Entdo w é uma forma simplética associada a I1. Pelo Exemplo 2.1}

e pela unicidade da escrita de uma forma em coordenadas locais, a forma simplética

0 )
VAN

i 5 I\ 5 candnica é a forma simplética candnica
Ty

associada & estrutura de Poisson ) 3y,
k2

S dat A dytO

O espaco caracteristico C, em um ponto = qualquer é gerado pelos campos hamilto-

nianos no ponto.

Proposicao 2.22 Sendo (M,I1) uma variedade de Poisson e C, seu espago caracteristico
no ponto x € M, entao

Co ={Xs(x): feC®(M)},Vx € M.

Demonstracgao. Sabemos que o espago T*M é gerado pelas 1-formas lineares df com f €
C* (M). Entao, temos que Im #p; é gerado pelos campos # (df) e assim, pelo Exemplo
2.18, segue que Im #p1 é gerado pelos campos X e o resultado segue pela linearidade de
#. m

O seguinte resultado, devido a Alan Weinstein (ver [16]), nos fornece uma forma

canodnica local para um tensor de Poisson.

Teorema 2.23 (Decomposicao de Weinstein) Seja © um ponto de posto 2s de uma
estrutura de Poisson 11 sobre uma variedade M de dimensao m. Seja N uma subvariedade
de M de dimensao (m — 2s), escolhida arbitrariamente, mas que contém x e é transversal
ao espago caracteristico C, no ponto x, isto é, T,M = T,N & C,. Entao existe um
sistema de coordenadas (p1,-* ,Ps, @1y qs, 215" " * 5 Zm—2s) de M numa vizinhanga de x

que satisfaz as sequintes condigoes:

a. pi (y) = q; (y) =0, para todosi = 1,...,m ey € N,, onde N, C N é uma vizinhang¢a
suficientemente pequena de x;

b. {¢i,q;} = {pi,p;} = 0,1, j;

c. {pi,q;} = 6:;,Vi,j, onde d;; € o delta de Kronecker usual e

d. {zi,p;} ={z,49;} =0,Vi,j;
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e. {zi,2} = ¢" tal que ¢ (z) = 0,Vi,j.
A condicdo d. nos diz que as funcoes coordenadas ¥ sé dependem das coordenadas

zi, 1=1,...,(m — 2s).

Demonstragao. Inicialmente observe que se II(x) = 0, entdo s = 0 e o resultado é
imediato. Entdo suponha II (z) # 0. Seja V' C M uma vizinhanca de z e seja N, = VN N.
Tome uma fungao p; de classe C* em V tal que p1|y = 0 e dp;(x) # 0. A condigao
p1ly = 0 nos diz que dp; |1,y = 0, mas como dp; (z) # 0, existe um vetor X, € C, tal que

dp1 (X,) # 0, ou seja, existe uma fungao g tal que #dg () = X, (ver Exemplo 2.18) e

dpi(Xy) = Xy(p1) = {9, p1} = —{p1,9} = —Xp,(9) # 0.

Assim, X, = #dp, () € C, é um vetor ndo nulo. Como o posto de II & 2s, existe v € C,
tal que X, e v sao linearmente independentes. Podemos garantir a existéncia de uma
funcao ¢ de classe C*° em V' (diminuindo V/, se necessario) tal que X, (¢1) = {p1, 1} =1
e ¢1|y = 0, utilizando o método de Cauchy para a solugao desta EDP linear de primeira

ordem.Utilizando a Proposicao 2.7, temos que
[Xpm qu] = X{Pl,fh} = 0.

Segue do Teorema de Frobenius (cf. Teorema 3.16) que existe um sistema de coordenadas

locais (Y1, ,ym) tal que

0 0
Xy =—, X, = —.
q1 ay17 p1 ay2

Neste sistema de coordenadas, temos

i) {thI} =1
i) {p1,yi} = {q, v} =0,Vi > 3;
i) {yi,y;} =" € C>®(M),Vi>3.

Como consequéncia do item ii) e do Teorema de Poisson (Teorema 2.6), segue que

Hvioyi}t ooy = {H{vi, v}, a} =0, parai = 3,...,m, ou seja,
0 0
Xpy Qi yi}) = 2— Quisys) =0 e Xy Quinyi}) = - ({yinyi}) = 0.
0y o

Conclufmos daf que ¢ nio depende das coordenadas y; e 5. Entdo o operador linear 1) :

(Y1, s Ym) — (P1,q1,Y3, "+ , Ym) € uma mudanca linear de coordenadas cuja jacobiana
é a matriz m X m
-1 0
0
01

0 Id
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que tem o determinante nao nulo. Entao, nas coordenadas (p1,q1, 3, ,Ym), temos que

II se escreve como

0 0 0
) ) = AL
o (9q1 Zs@ (y3 y)ayi o

1,j=3

Isso nos diz que essa estrutura de Poisson é localmente o produto cartesiano entre uma
variedade simplética bidimensional com a forma canoénica (2.2) e uma variedade de Poisson

de dimensao (m — 2) (ver Exemplos 2.4 e 2.21) cujo tensor de Poisson

I - o 0
= _ E vJ A I I

1,7=3

tem posto 2s — 2 no ponto x. O teorema agora segue por indugao sobre o posto de II. m

A conclusao do teorema é que toda variedade de Poisson é localmente o produto
cartesiano entre uma variedade simplética e uma variedade de Poisson cujo tensor de
Poisson é degenerado em pelo menos um ponto. Como consequéncia, recuperamos o

classico Teorema de Darboux para forma simpléticas.

Coroldrio 2.24 (Teorema de Darboux) Seja (M,w) uma variedade simplética. En-
tao, para todo x € M, existe um sistema de coordenadas (T1,- -+ ,Tp, Y1, ,Yn) NUMA

vizinhanc¢a de x tal que

W= i dz’ A dy'.
i=1

Demonstragao. Pela Proposicao 2.10, temos que toda variedade simplética é de Poisson.
A nao degenerecéncia da forma simplética nos garante que a estrutura de Poisson terd
posto méximo em todos os pontos. Entao basta aplicar o Teorema anterior e o Exemplo
221. m

Um sistema de coordenadas tal qual descrito no Teorema 2.23 é chamado de sistema
de coordenadas canonicas. Neste sistema de coordenadas, o colchete gerado por um tensor

de Poisson II é dado por

af dg af 9g  Of 9g
LT 2.12
0z; 32; Z Opr 0q,  Oqy, Opy, ( )

{fag} = Z{Zw

of dg  Of dg
_ - 2 27 2.13
Z Opy Ogy, gy, Opy, ( )

Observe que esta equacao é idéntica a (2.1), que é expressao definida originalmente por

Poisson.
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2.4 O Colchete de Schouten

Dados dois campos de vetores A e B podemos escrevé-los em um dado sistema de coor-
denadas locais (z1,--- ,2m,) como A = > a'->-
colchete de Lie de A e B ¢ dado por (1.5)

oy 0 , da’? 0
[A’B]:Za< ox; 8m>_zb1 <28x28_%>

%

e B =5, bi%. Assim, recorde que o

II?

Vamos denotar % por 0; e considerar o par (z;,0;) como sendo de coordenadas in-
dependentes, para todo ¢ = 1,...,m, chamadas coordenadas generalizadas. Observe que
neste caso P 9 5 P

&@—6 /\a_:L‘]:_a_fL‘j/\al’i:
ou seja, as coordenadas 0; anticomutam entre si. Entao, nas coordeandas generalizadas
(1, Tm, 01, ,0y,) escrevemos A = > a'0; e B = >, 1°0;. Vistos desta forma,

campos de vetores se parecem muito com expressoes polinomiais. Com isto em mente,

vamos adotar a regra de derivacao de forma andloga & de funcoes polinomiais
0(0---0y)

9(9,)

Por causa da anticomutatividade, temos
9(0,-,)

onde o simbolo chapéu indica a auséncia no produto. Portanto, podemos reescrever a

=0y 0.

—

= (=10, 0, -0 (2.14)

P

expressao (1.5) da seguinte forma

0A 0B 0B 0A

ABI=2 5yan 2 o) 0

(2.15)

O colchete escrito desta forma guarda similaridade com colchete de Poisson (2.1).
Sejam A um p-campo vetorial e B um g¢-campo vetorial. Em coordenadas locais

generalizadas (21, , T, 01, -+ ,0n) eles se escrevem como

Entao podemos definir uma generalizagao da férmula (2.15) da seguinte forma

9A 9B aB 9A
9(0;) 0z 8;) Or;

[A7B] =

(2.16)

O colchete como definido acima é claramente um (p + g — 1)—campo de vetores.
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Teorema 2.25 (Schouten-Nijenhuis) O colchete definido em (2.16) satisfaz as sequintes

propriedades:

a) Se A é um a-campo de vetores e B é um b-campo de vetores, entao

[A,B] = — (=) VDB 4] (2.17)

b) Se A, B e C sao um a-campo, b-campo e c-campo de vetores, respectivamente, entao

[A,BAC]=[A,BIAC+ (=D BA[A,C], (2.18)

[AAB,Cl=AN[B,Cl+ (=1)“?[A,C] A B. (2.19)

c) Se A, B e C sao um a-campo, b-campo e c-campo de vetores, respectivamente, entao
o [A, [B, O] + 1™ [B, [C, Al + u® [C, [A, B]] = 0, (2.20)

onde pi = (—1)"DUTY e {a,b, ¢}

d) Se A e B sao dois campos de vetores, entio este colchete coincide com o colchete
de Lie usual. Se A = X é um campo de vetores e B = f é uma fun¢do suave (um
0-campo de vetores® ), entdo

(X, f]=Lxf =X(f). (2.21)

Demonstracao. O item (a) segue diretamente da definicao.

b) Observe que, em coordenadas generalizadas (zq,-- , %, 01, ,0n), BAC =

(ZI Bl(%) (ZJ CJ&]) ¢ um polinoémio, entdo a regra de derivagao (2.14) nos fornece

J(BAC) _ OC . OB
oy~ Paay TV a@y

3Observe que, segundo nossa definigao, A°(T*M) = A°(TM).
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Assim
9A O(BAC) e Doty = O (B A C) DA
A BAC) = —(~1 EASEAL) Nonia
4, BAC @) om (=1) 2. =o0) .
8@ a(ai> Ox;
oC 0A
_1)(e-Dre-1)
aA 8B _1)(a—1)(b+c—1)+c+ac OB 0A
9 (0y) Oz,
aA oC oC 0A
(a 1)b 1 (a—1)(b+c—1)
i Z (az) Ox; - (=) B@ (0;) Ox;
- aA 5B _(_1>(a—1)(b—1) 8B aA
_ 0A oC oC 0A
1 (a 1)bB ___1\(e=D)(c-1)
(=1 A I
1

—[A,BJAC+ (-1)""BAA, ).

A férmula (2.19) segue analogamente.

c¢) Calculando explicitamente, encontramos

p A B, C]]

o JAD[B,C] o) O[B.C] 94
—H ( 90 o.M Z 90, 01

040 OB 9C .= OC OB
- ;8&-8@- (; 00, 01; Zaajaxj>

0 0B oC o0C 0B
_,,ac,a(b+c—1) s e bc
e (Z 20 ( — 00; 01, Z 20, axj> 8:6@)
9*C" OB 0A
ac,,a(b+c—1) , be 1 b vb

- 0A ((PB 9C 0B &C

2w, ax,.aaj 0z, | 00, 91,01
2C 9B AC *B

bc acz e
0x;00; Ox;  00; Ox;0x,

e alvre 1)Z<6’B 0*C e 0B ao) OA

90, 00,0 90,00; 0x; ) du;
8C 9B 82C 9B\ A
ac, a(b+c—1) , be il b
AR Z(aaj o0z, TV ga00; axj) oz,
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wx=OA B 9C = 0AIB PC . =04 8C OB
- ;aaiaxiaaja_xﬁ %:aaia_@axiaxj B lzjaai 81,00; Ox;

0AOC O°B OB C 9A
_ ,,be, ac e _,ac, a(bt+c—1) it
e ;aai 99, 91,0 ;aaj 09,01, Oz,

82B a_caA ac, a(b+c—1) bcza_c 82B 0A
— 90,00, 0x; 0w, — 90, 00,0, O,

o Mac,ua(b—&—c—l) (_ )c

Analogamente, encontramos

' [B,[C, Al
baZaA 9°C 9A baZaB@ PA baZaB 9?A oC
90, 02:00; oz, — 00; 00; O, 00, 01;00; Ox;

0B 0A 0*C oC 0%A (?B
ca ba ba b (c+a-1)
Z 00, 00, 9r,0x; Z 09, 99,0z, dz;

P2C 9A OB DA 92C OB
ba b(c+a 1) ba b(c+a 1), ca
s Z 00,00, 0z, 0 " u Z 90, 900, O,

9*A 0C OB
ba , b(cta— 1) ca (
Halls Z 90,00, 0, O,

e também

uC[A, BH

0*A 88 oC 0A 9*B oC 9*B 0A
_ cb cb il . ab cb
- Z aa 02,00, 0z, T Z; 09, 00, Dz 0z, Z 00; 02,00, O,

ab cbZaC@B 9?A . cb c(a+b 1) ZaA 0*B 80
09, 99, .0z, 09, 00,0z, Oz,

PA_OBOC | eroe abZ@B 9?A oC
00, 00;0x; Oz

cb, cla+b-1) 1

b
oo (=1) — 90,00; 0x; O,

9?°B 94 0C
id 88,30] 0xj 8% )

+ /l,Cb/LC(a+b_1),l,Lab (_ )a

Cada termo da expressao (2.20) contém oito parcelas. Respectivamente & ordem encon-
trada anteriormente, denominamos

MQC[A’[B’OH =P+ + B,

p A, [B,C]] = S+ + Ss,

MCb [C A, Bl =T + -+ Ty,

Neste caso, observe que P, + T5 = 0, pois

0A 0*°B oC _ dA 9?°B oC
cbljlc(a+b I)Z

P — 4,0cC e T _ oa
B ~ 00; 0;00; 0~ g — 00, 00,0z Ox;
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aonde b pclatt—1) — (_1)(eD0-D (L) ED@0-2) _ (_q)(e-Do-Thatd) _ (_pye-Die-D),
Com contas semelhantes e lembrando que
0?A 0%A

00,00, 00,00,
mostramos que
P2+S4:P3+S7:P4+T2:P5+Sl:P6+T8:0
P7+T3 :P8+86:SQ+T4253+T7:S5+T1 :Ss+T6:0,
de onde segue (2.20).
d) Se A =37, a'0; e B = ;1/0; sdo dois campos vetoriais, entao a férmula (2.16)

nos fornece

DA OB OB A [ o (00
ABI= 2 50yon ~ 25w 0n 2" <j a_asiaf)‘;b <j a_miaj>

i

que coincide com a férmula (1.5) da derivada de Lie em coordenadas locais. Se X =

>, X0, € X (M) e f é uma fungio, entao % = 0 e entao a férmula (2.16) se reduz a

OX of _ .Of _

(X, /1= X(f)=Lxf

e isto encerra a demonstracao. m

Note que, a principio, o colchete dado pela férmula (2.16) depende das coordenadas
locais escolhidas, mas a Regra de Leibniz (item (b)) e o item (d) provados no Teorema
anterior nos diz que o colchete pode ser todo expresso em termos da derivada de Lie
de dois campos, que nao depende da escolha de coordenadas. Assim, concluimos que o

colchete definido em (2.16) nao depende da escolha de coordenadas locais.

Definigao 2.26 O colchete de dois campos vetoriais A € A(TM) e B € A(TM)
definido em coordenadas locais como em (2.16) é um (a+b—1)-campo de vetores chamado

o colchete de Schouten entre A e B.

Observagao 2.27 Qutros autores podem apresentar defini¢des diferentes para o colchete

de Schouten. Estamos apresentando a versao abordada por [8].

Como o colchete de Schouten é uma generalizacao natural do colchete de Lie, podemos
também generalizar o conceito de derivada de Lie L x A para um g-campo vetorial A através

do colchete de Schouten.

Definigao 2.28 Sejam X € X (M) e A € A1(TM) definidos sobre uma variedade M.
Entao a derivada de Lie do g-campo A pelo campo X é dada por

LyA=[X,A] (2.22)

onde [-,-] é o colchete de Schouten.
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A préxima proposi¢ao nos mostra que a Definicao 2.28 nos fornece uma férmula similar

a (1.6) da derivada de Lie para formas diferenciais.

Proposicao 2.29 Sejam X € X (M) e A € A (TM) definidos sobre uma variedade M.

Entao, dadas fi1,--- , f, € C® (M), a sequinte expressao é verdadeira

(LXA) (fla"' 7fq) = LX (A(f17 >fq))
_ZA(fb 7fk:—1aLka7fk+1>“' afq)‘
k=1

Demonstracao. A afirmacao é verdadeira para ¢ = 1, j4 que neste caso

(LxA) (f) = [X, A (f) = XA(f) — AX(f)
= Lx (A(f)) — A(Lxf),

para toda f € C* (M). Suponha a afirmacao verdadeira para ¢, vamos mostrar que ela
¢ também vélida para ¢ + 1. Entdo, seja A € AT (T'M). Sabemos que A ¢ da forma

> . Bk ANYy, onde B, € A2(TM) e Y, € X (M) para todo k. Assim

(LxA) = [X, A =) [X. By A Y]

= [X, B AYi+ B A X, Y]

|
’ 0€Sq4+1

> LS~ oy x.Blev) oo

|
’ 0ESG+1

+X LS Cir i) eo

Tomando fy,- -, for1 € C*° (M) arbitrarias, encontramos

¢ (LxA) (f1,, for1)

= Z Z (=) ([X, Bl @ Yi) oo (f1,--+ , fos1)
k o0€Sg+1

+Z Z (_1)U(Bk®[X7Yk])oa(f17"'7fQ+1)

k o€Sqt1
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=3 N (1) (LxB) (@ (f1) 0 () - Yi (0 (fu)

k o€Sqt1

Y, D> (FVTBe(a(fi) -0 (f) - (LxYa) (0 (forn))

k o0€Sqs1

=5 (1) Lx (Bi(o (f1) -+ .0 (f)) Vi (0 (1))

k o0€Sq11

SN S Bu@(h) e Lxo (fi) 0 (£)) Ve (0 (frr))

k UGSq+1 i=1

Y Y, CU Bl (f) o (f) (Lx (Y (o (forn)) = Ya (Lxo (for1))

k o€S¢t1

=0 D0 U Lx(Be(@(f1), 0 () Yie o (Fynn)
k o€Sqt1

+Z Z (_1)0319 (U(f1>>"' ’U(fq)) LX (Yk (U(fq+1)))
k o0€Sq11

>SN N B (), Lxo (F) sy 0 () Yi (0 (fean)

k o0€Sqs1 =1

_Z Z (=1)7" B (0 (f1) -+, 0 (fe)) Ye (Lxo (for1))

k o0€Sqt1

= ¢! ((LxB) AN+ B A(LxY2)) (fr, - forn)

g+1
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k=1
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k
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- ZZBk ANYe ((froooo s ficr, Lx fiy fivns oo 5 fag1))

k=1
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onde a igualdade (LxBjg) A Yy + B A (LxYr) = Lx (Br AY)) ¢ demonstrada de forma
andloga ao item 2. da Proposicao 1.38. Logo, o resultado segue pelo argumento de
inducao. m

O colchete de Schouten também nos fornece uma boa maneira de caracterizar um

tensor de Poisson.

Teorema 2.30 Um 2-campo vetorial 11 é um tensor de Poisson se, e somente se, o

colchete de Schouten de I1 com ele mesmo se anula, isto é,

[IT, IT] = 0. (2.23)



44 CAPITULO 2. INTRODUCAO A GEOMETRIA DE POISSON

Neste caso, o campo de vetores hamiltoniano de uma funcgao f suave é dado por
Xp=—[ILf]. (2.24)

Demonstragao. Dadas coordenadas locais (z1,- - ,z,,) numa vizinhanca de um ponto
abitrdrio z € M, temos Il = >, 11%9;0;. A foémula (2.16) e a relagao de derivada (2.14)

nos fornece

Ol aH oI oIl
[I1,11] = Za Za 70,

. RIig)
— zz (-2211 '@) (5 3 a—%aiaj>
= -3 ( > nsk%ﬂz ama)

i<j

s,k,i,7
_ sk sk sk
== (Z I —akaa + > 1 a—akaa oo —akaa>
EN RN ENRN s,k,i,5
2 ska sk sk aHZ
=3 (ZH 7. 0,00, + dom a—aaka + > Fo_ 0i0i0k
s,k,i,7 s,k,i,7 EN AN
2 o O ,; OT% . OITF
:—§<Z.H axsakaiaﬁZH o 8k88+ZH38 ama)
s,k,i,7 s,k,i,j s,k,i,j
sk szaij S aHkZ
S Z ZH + 11 + 1% 00;.
Ox, 0x,
k KN s
Portanto concluimos que
OII1Y OI* OTT+
— sk st/ Y il
[T, T1] 0<:>¥H Go, g H I =0,
paracadat,j, k = 1,...,m. Entao o resultado segue da Proposi¢ao 2.16. Observe também
que
oIl of of ol
0 (0 8338 . d(0
B Z ol of
B - 0 (0s) Oz

:Z< 22118’“8) .
:—22118’“

- —Xf.



Capitulo 3

Folheacoes Singulares e Estruturas
de Nambu

Neste capitulo, introduziremos os conceitos de distribuicao e folheacoes e faremos um
estudo sobre a geometria de Nambu, com o objetivo de estudarmos as folheagoes que
surgem de estruturas de Nambu. Para a teoria cldssica sobre folheagoes e distribuigoes,
utilizamos como referéncia principal [10] e para o estudo de folheagoes singulares, nos
focamos nas ideias de P. Stefan e de Hector J. Sussman, apresentadas em [8]. Também
consultamos [8] na nossa apresentacao sobre estruturas de Nambu e sobre as folheagoes
que surgem delas. Ainda fazemos um estudo sobre formas diferenciais, baseando-nos em

[13], e mostramos como elas se relacionam com tensores de Nambu.

3.1 Distribuicao e Folheacoes

O objetivo desta segao é apresentar da forma mais sucinta possivel os conceitos e resul-
tados que serao utilizados mais adiante no texto. Por isso, a maioria dos resultados aqui

apresentados sao amplamente conhecidos e divulgados, considerados clédssicos.

Definicao 3.1 Seja X € X (M) um campo de vetores sobre uma variedade M de dimen-
sao m. Uma curva integral de X é uma curva diferencidvel p : I C R — M, I um

intervalo, tal que para todo t € I temos ¢ (t) = X (¢ (t)).

Em outras palavras, uma curva integral de um campo de vetores X sobre M ¢é aquela
que seu campo de vetores tangente coincide com o campo X. Recordemos do Teorema de
Existéncia e Unicidade da Solugao de uma Equagoes Diferenciais Ordindrias que garante
a existéncia local de curvas integrais de um dado campo de vetores tangentes. Para uma

demonstracao, indicamos [7].

45
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Teorema 3.2 (Existéncia e Unicidade da Solugao de uma EDQO) Seja X € X (M)
um campo de vetores sobre uma variedade M. Para todo ponto x € M e todot € R existem

uma vizinhanca aberta U de x, € > 0 nimero real e uma aplicagao diferencidvel

S Jt—et+e[xU — M

(t,y) — B(t,y) = @u(y) (31)

para todo y € U, tais que:
i) c(t) : t — pi(x) é uma curva integral de X ;
it) ¢(0) = po(x) =z €

ii1) Quaisquer duas curvas como acima coincidem na intersegao de seus dominios. Isto
é, se Uj, e, Q; satisfazem (i) e (ii) para j = 1,2, entao ®; e ®y coincidem sobre
[t —e, t+¢[x (UyNUs) , onde € = min(eq, &3).

A aplicagdo ® como descrita acima em (3.1) é chamada de fluxo local do campo X.

Mais precisamente temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.3 Um par (U,®) é dito um fluxo local gerado por um campo de vetores
X € X (M) com U sendo uma vizinhanga de {0} x M CR x M e @ : (t,2) — () tal

que
i) para todo x € M o conjunto (Rx {z})NU é conezo;
it) a aplicagdo © — po(x) é a identidade de M ;
ii1) c(t) : t — @i(y) é uma curva integral de X que passa pelo ponto y e
i) se (t1,x), (ta,x), (t1 + ta, ) € (Rx {x}) NU entao pi, 14, () = pr, © pr, ().
Podemos agora pensar numa abordagem dindmica da derivada de Lie.

Teorema 3.4 Considere um campo vetorial X € X (M) e um tensor T € Tj(M) (ou
T € T)(M)) sobre uma variedade M, ambos de classe C*®. Seja @y o fluro do campo X .
Entao, no dominio do fluxo, temos

d * *
a@ptT - ‘ptLXTv

sendo Lx a derivada de Lie usual.

Demonstragao. Ver Teorema 6.4.1 de [2]. =
Como consequéncia do teorema anterior, temos que um tensor 7" do tipo (r,0) (ou do
tipo (0, s)) é invariante pelo fluxo de um campo vetorial X se e somente se Lx7T = 0. Em

outras palavras:
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Coroldrio 3.5 Dado um tensor T € T5 (M) (ouT € T?(M)), temos que T ¢é invariante

pelo fluro de um campo X, ou seja T = T, se, e somente se, LxT = 0.

Proposigao 3.6 Seja X um campo de vetores tangentes sobre uma variedade M e seja x

€ M tal que X (z) # 0. Entao existe um sistema de coordendas locais (xy,- - ,xy,) sobre

uma vizinhan¢a aberta U de x em M tal que X = 8%1.

Demonstragao. Primeiramente observe que existe um sistema de coordenadas locais

(y1,- -+, Ym) numa vizinhanca U do ponto z tal que X (0) = 6%1' Suponha

(I)(t>y17"' 7ym) = (hl(t7y1>"' aym)a"' 7hm(t7y17"' 7ym))

o fluxo local do campo X. Tome a aplicagao diferenciavel v : U — ¢ (U) tal que

¢ - (kl (ylv"' 7ym);"' 7km (yh'" ,ym))a onde kl (ylv"' 7ym) - hi([)?yla"' 7ym>7VZ
Assim,

w(l"):(lﬁ(o,“' ’()),... ’]{m((),... ,()))
:(hl(0,0,--- 7())’... ,hm(O,O,"' 7()))
= ®(0,2)

Logo, temos que a aplicacao jacobiana diy no ponto = é a identidade, isto é, diy(x) =

Id. Entao, diminuindo a vizinhanca se necessdrio, a aplicacao 1 possui uma aplicacao

inversa ¢! = (21 (Y1, s Ym) s+ > Tm (Y1, ,Ym)). Portanto d (1)~1) tem determinante
nao nulo e entdao ¢! é uma mudanca linear de coordenadas e, nas novas coordenadas
(21, ,Zy), obtemos X = 8%1. [ |

Definicao 3.7 Uma folheagao singular F sobre uma variedade M é uma particio F =
{Fa} de M em uma unido disjunta de subvariedades conexas F, imersas em M, chamadas

folhas, tais que

a) M = U Fu, t.e., a uniao das folhas cobre toda a variedade;

aeM
b) existe um sistema de coordenadas (yi,- -+ ,Ym) numa vizinhan¢a U de um ponto
arbitrario x de M tal que o disco d dimensional {ys1 ="+ = ym = 0} coincide

com a componente conexa da interse¢cao de U com F,, a folha que contém x, onde

d é a dimensao da folha;

¢) cada disco d dimensional {Yqi1 = Cai1, " ,Ym = Cm} contido em U, onde ¢; sao

constantes, estd completamente contido em alguma folha F,.

Se todas as folhas de uma folheagao singular tém a mesma dimensao, entdo a folheag¢dao

¢ dita reqular.
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Exemplo 3.8 Considere a particio de R®* dada como na Figura 1

j;ﬂ A
AR Y0
JII_ :I jEI I| ;: Ir
ARVEN NN
W] Ay
W/ L

Figura 1. Folheagao seqgundo Stefan-Sussman.

isto é, em cilindros concéntricos {Fy}, um ponto isolado Fy no eixo dos cilindros e dois
segmentos de retas, F e F_, completando o eizo. Temos que esta é uma folheacao de R3.
De fato, R? é uma unido disjunta desses conjuntos. Para mostrar que cada folha obedece
as propriedades b) e ¢) da definicao acima, vamos analisar cada tipo separadamente. A
folha Fy satisfaz imediatamente as propriedades. Para as folhas F e F_, o sistema de
coordenadas cartesianas (x,y, z) centradas no ponto Fy e o eizo do cilindro com sendo o
eixo x € tal que numa vizinhanga suficientemente pequena de U de um ponto arbitrdrio xg
de MNFy (ou MNF_) o disco unidimensional {y = z = 0} coincide com a componente
conezxa da interse¢io de U com F, e cada disco unidimensional {y = c¢1,z = ¢3} contido
em U, onde c; sio constantes, estd completamente contido no cilindro de raio \/c3 + c3.
Ja para as folhas F, devemos considerar as coordenadas cilindricas (r,0,z) com o eizo
do cilindro sendo o eizo z e a origem como sendo o ponto Fy. Desta forma, o disco
bidimensional {r = const. # 0} satisfaz as propriedades, a menos de uma translagao, para

uma vizinhanga suficientemente pequena do ponto considerado.$

Definicao 3.9 Uma distribuicao singular* sobre uma variedade M ¢é um subfibrado D C
TM tal que para cada x € M, D, é um subespaco de T,M. A dimensdo de D depende
do ponto x. A distribuicao é dita suave se para cada x € M e Xy € D, existir um
campo vetorial suave X definido numa vizinhanga U, de x tal que X(y) € D,,Vy € U, e
X(x) = Xo. Se a dimensao de D, nao depender do ponto x, dizemos que a distribui¢do

¢ reqular.

Exemplo 3.10 Considerando R? como sendo o fibrado tangente que descreve o movi-
mento do péndulo simples de raio l, massa m sem atrito (ver [7] para mais detalhes),
parametrizado por (0,w), onde 0 é o dngulo de inclinagao do péndulo em relagao a verti-

cal e w =46, o campo

8_(,07

onde g é o mddulo da forca da gravidade, é uma distribui¢ao singular.

1Segundo Stefan-Sussman.
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Definicao 3.11 Seja D uma distribuicao regular de dimensao p sobre uma variedade M .
Uma variedade integral de D é um par (F,h) onde F' é uma variedade de dimensao p e
h uma imersao injetiva de ' sobre M tal que, para todo ponto v € F, h(T(F)) = Dp(z)-
Uma distribuicao D sobre uma variedade M é integrdvel se para todo ponto x de M existe

uma variedade integral de D de dimensao maxima cuja imagem contém x.

Exemplo 3.12 A distribuicdo gerada pelo campo X = % em R?\ {0} com coordenadas

polares (r,0) é integrdavel. De fato, para qualquer ponto x, o circulo de raio |x| e centro

na origem é uma variedade integral de D.Q

Mais adiante veremos que toda distribui¢ao regular é gerado por campos da forma
d 0

oz’ ? Oxg

associada D(F) de tal forma que para cada ponto # € M a distribuigao D, (F) ¢ o espago

. Naturalmente, uma folheacao singular F possui uma distribui¢ao tangente

tangente & folha F, que contém z.

Exemplo 3.13 A folheacao gerada pela pelo campo X do Exemplo 3.10 é singular. De

fato, o retrato de fase do péndulo simples

Figura 2. Retrato de fase do péndulo simples sem atrito.
¢ uma folheacao singular.Q

Uma distribuicao é dita invariante pelo fluxo dos campos de uma familia de campos
vetoriais suaves C' se para cada X € C temos (gpf (:1:))* Dy = D,x(,) sempre que o
estiver bem definido, onde ;¥ é o fluxo local gerado pelo campo X. As condigoes para
uma distribuicao singular ser a distribuicao tangente de uma folheacao singular sao mais

delicadas e nos remetem ao estudo das distribuicoes integréveis.

Teorema 3.14 (Stefan-Sussmann) Seja D uma distribui¢io singular sobre uma var-

tedade M. Entao as trés afirmacoes sequintes sio equivalentes:
1. D ¢ integrével;

2. D é gerado por uma familia C' de campos vetoriais suaves e é invariante por seus

fluxos;

3. D é a distribuigao tangente de D(F) de uma folheacao singular F.
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Demonstracao. (1. = 2.) Seja C' a familia de todos os campos suaves tangentes a
distribuicao D. Como D é também suave, temos que D é gerado por . Para mostrar
que D é invariante pelo fluxo de seus campos, considere um ponto arbitrdrio x de M.
Seja F(z) a subvariedade maximal (de maxima dimensdo) que contém z. Entao, por
defini¢do, para todo ponto y € F(z) temos T, F(x) = D,. Portanto um campo vetorial
X € D quando restrito a F(x) é tangente a este. Considere agora um tempo 7 no qual
o fluxo ¢X(x) esteja definido. Como estd obrigatoriamente confinado em F(z), ¢X(z)
define um difeomorfismo entre abertos de F(z). Logo (¢ (¢)), (T.F(2)) =T, X (@) F (2).
Segue que (¢ (2)), De = D x(y)-

(2. = 3.) Suponha que D seja gerado por uma familia C' de campos vetoriais suaves

e seja invariante com respeito a C'. Tome um ponto arbitrario z € M e denote por d

a dimensao de D,. Escolhendo X, .-, X, € C tais que os vetores X; (x),---, Xy (x)
sejam linearmente independetes, ou seja, D, = (X7 (), -+, X4 (z)), a aplicacdo
(tlv"' atd) '_>¢210"'O¢fd7

onde ¢! é o fluxo local do campo X;, ¢ um difeomorfismo entre o disco d-dimensional de

R? com uma subvariedade de dimensao d que contém z. Como D ¢é invariante por C' entao

(e (2)), De = Dyx(py = (X1 (97 () -+, Xa (@7 (2)))

sendo ;X o fluxo local de um campo X € C qualquer. Isto nos diz que esta subvariedade
é de dimensao maxima. Fazendo a uniao de todas as subvariedades que se intersectam,
obtemos uma particao de M em numa uniao disjunta de subvaridades integrais de dimen-
sao maxima, chamadas folhas. Naturalmente das propriedades da subvariedade, para uma
vizinhanga U suficientemente pequena de um ponto x em M, existe um sistema de coorde-
nadas locais (z1, -+ ,x,;,) de origem em x tais que a folha d-dimensional F, que contém x
é parametrizada pelas coordenadas (x1,- - ,x4), ou seja, (podemos obter coordenadas nas
quais) o disco (z441 =+ -+ = &, = 0) estd inteiramente contido na folha F,. Neste caso,
0 d

nos pontos da intersecao entre U e F, a distribuicao D é gerada pelos campos o B

Por continuidade, existe uma vizinhanca V' C U tal que os campos 8%1, cee a%d continuam
sendo linearmente independentes, ou seja, estes campo ainda sao alguns dos geradores da
distribui¢ao nesta vizinhanga. Em outras palavras, o posto do conjunto gerador de D|y é
maior ou igual a d. Isto nos diz que as folhas suficientemente préximas da folha F, tém
dimensao minima d e que os discos d-dimensionais (Tg441 = Cgi1,* " , Tm = Cm), onde ¢;
sao constantes Vi, estao inteiramente contidos em alguma subvariedade integral. Portanto
a distribuicao D é a distribuigao tangente de uma folheagao singular F.

(3. = 1.) Agora, se D ¢é a distribuicdo tangente de D(F) de uma folheacao singular
F, entao as folhas F (z) sdo subvariedades integrais invariantes de dimensao maxima de

D, logo D é integrével. m
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Definicao 3.15 Uma distribuicao D é dita involutiva se, dados X,Y € D, o colchete de

Lie [ X, Y] também pertence a D, isto é,
X(z),Y(z) e D, = [X,Y](z) € D,.

Teorema 3.16 Seja D uma distribuicao regular de dimensao p sobre uma variedade M.
Se D é involutiva, entdo para todo ponto x € M existe um sistema de coordenadas locais
0 0

(1, , &) sobre uma vizinhanga aberta U de x tal que Dy é gerado por 3o e
p

Demonstragao. Se p = 1, entao o resultado segue da Proposicao 3.6. Suponha p > 1 e
que a distribuigao D seja gerada pelos campos X, ---, X,. Novamente pela Proposicao
3.6, existe um sistema local de coordenadas (y1,--- ,¥ym) tal que X; = 8iyl' Defina os
campos Y1, - - -, Y, da seguinte forma, Y1 = Xj e Y; = X;—(X;(y1)) X1, parai = 2,--- ,m.

Assim, esses novos campos possuem as seguintes propriedades:
i. Yq,---.Y,, geram a distribuicao D;
ii. [V;,Y;] € D, para todos i,j e
i, Y (1) = 0,Vi > 2.

Considere N = {(y1, -+ ,ym) € M : y; = const.} subvariedade de M de dimensao
m — 1 que contém o ponto z. Pelas propriedades 7.,7:. e iii., os campos Ys,---,Y,,
sao tangentes & N e a distribuicao regular DV gerada por estes campos & involutiva de

dimensao p — 1. Segue da Proposicao 3.6 que existe um sistema de coordenadas locais

(o, ,(n) de N numa vizinhanga da inclusao do ponto z, tal que Yy = 8%2. Tome
zn=yre2z =G Y2 Ym),i = 2,...,m. Entdo (z1,---,2,) ¢ um novo sistema de

coordenadas locais de M tal que

0 0

—_ 2 = —
821’ 82’2

3/1:

Como p < 00, seguimos indutivamente o mesmo processo e encontramos ao final um sis-

tema de coordenadas locais (x1, - - - , x,,) sobre uma vizinhanga de x tal que D é localmente
0 i) )
gerado por 5=, -+, 5=, como querfamos. ®

Teorema 3.17 (Frobenius) Seja D uma distribuicdo reqular sobre uma variedade M.

Para que D seja integrdvel é necessdrio e suficiente que seja involutiva.

Demonstragao. Suponha D uma distribuicao regular integravel de dimensao p. Entao,
pelo Teorema 3.14, D é invariante pelo fluxo de seus campos e pelo Coroldrio 3.5 LxY =
[X,Y] = 0, para quaisquer X,Y € D. Como D é um subfibrado do fibrado tangente,
temos que 0 € D e assim [X,Y] € D, para quaisquer X,Y € D. Logo a distribuicao D é

involutiva. Reciprocamente, basta mostrarmos que [X,Y] = 0, para quaisquer X,Y € D
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e o resultado segue pelo Coroldrio 3.5 e pelo Teorema 3.14. De fato, o Teorema 3.16

nos diz que existe um sistema de coordenadas locais (z1,--- ,x,,) tal que D é gerado
pelos campos 6%1, e ,%. Entao, para cada y € M, temos D, = <8%1 (y),--- ,(%p (y)>

Dados X,Y € D, temos que para cada z € M,

(X, Y](2) = [X(2),Y (2)].

Pela linearidade do colchete de Lie, basta calcularmos para os vetores X = a?;i (2) e

Y = % (2), 4,5 =1,...,p. Entao, segue de (1.5) que [X,Y](2) =0,Vz € M. =

3.2 Morfismos de Poisson e Folheacoes Simpléticas

Existem ainda alguns conceitos muito importantes para as geometrias de Poisson e sim-
plética que sao fundamentais neste trabalho e que poderiam muito bem ser expostos no
capitulo anterior. No entanto, em nossa visao, o capitulo anterior nao oferecia uma mo-
tivacao adequada & sua introducgao. Escolhemos abordar os conceitos de morfismo de

Poisson e simplectomorfismo nesta secao, onde sua importancia é mais evidenciada.

Definigao 3.18 Sejam (M, {, },) e (M2, {,},) duas variedades de Poisson. Uma apli-
cag¢do suave ¢ de My em My é chamada de morfismo de Poisson ou aplica¢do de Poisson

se

{¢*f7 ¢*g}1 - ¢* {fa g}gavfag € (Ohe (MQ) (32)

Analogamente, dadas (Ny1,wq) e (Na,ws) duas variedades simpléticas, entdo a aplicagdo
¢ (Ni,wi) — (N2, ws) tal que

P wy = wy (3.3)

¢ chamada simplectomorfismo.
Em geral, simplectomorfismos nao sao morfismos de Poisson. Por exemplo, tomando-

se My = {xo}, vg € R*™ e My, = R?" ambas munidas da forma canénica em um dado

sistema de coordenadas w; = wy = Z?Zl dx; N\ dy;. Entao a aplicacao de inclusao

1 (Ml,wl) m— (MQ,UJQ)

Zo — Zo

é claramente um simplectomorfismo, mas se considerarmos os tensores de Poisson corre-

spondentes (ver Exemplo 2.14)

"0 0
=1 = Z@m 4 oy;’
i=1 " !
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dadas f,g € C* (R*"), temos {2*f,1* g} = {f(x0),g(x0)} = 0 (Exemplo 2.3) enquanto
que

S gk =2 Z 8931 ayl (Z B ayl) (w0) -

Assim, {+*f,1*g} # +* {f, g} em geral. Em outras palavras, a inclusao

1. (Ml,Hl) E— (MQ,HQ)

Zo — Zo

nao é um morfismo de Poisson.
Dada uma variedade de Poisson (M, II), recordemos da Definigdo 2.20 e do Exemplo
2.18 que o espacgo caracteristico de Il forma uma distribuicao Cr, chamada distribuicao

caracteristica. Mais ainda, recorde da Proposi¢ao 2.22 que, dado x € M
Co = Im#np) = {Xs(x) : fe C®(M)}, Vo e M. (3.4)

De acordo com o Coroldrio 3.5, o préximo lema nos mostra que esta é uma distribuigao
invariante pelo fluxo dos seus campos. Neste caso, esta distribuicao gera uma folheagao

singular Fy, pelo Teorema 3.14.

Lema 3.19 Seja (M,II) uma variedade de Poisson. Um campo hamiltoniano X preserva
a estrutura de Poisson 11, isto é
Lx, II=0.

Demonstragao. Pela Proposigao 2.29, dadas g, h € C*° (M) obtemos

(LXfH) (9.h) = LXf (I (g, h)) — (Lng’ h) — 1 (g, Lth)

h)
= X; (Il (g,h)) —T1(Xy (9),h) — (g, Xf (R))
=T1(f,11(g,h)) = TL(TL(f,g),h) — 1T (g,IL(f, )
=11(f,11(g,h)) + T (h,I1(f, 9)) + (g, 1L (R, f))
=0

pois IT & um tensor de Poisson e satisfaz a identidade de Jacobi. Como g e h sao arbitrarias,

concluimos que Lx I =0. =

Teorema 3.20 Com a mesma notag¢ao da segao anterior, cada folha F(x) de uma fol-
heag¢do Fr de uma variedade de Poisson (M,I1) é uma subvariedade simplética imersa.
A imersao é um morfismo de Poisson e o tensor de Poisson Il fica completamente deter-

minado pelas estruturas simpléticas das folhas de Fiy.
Demonstracao. Considere F(z) a folha que contém x e as coordenadas locais canonicas

(p17"' yPs 1y 5, (4s, 21, " 7Zm—2s)
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dadas conforme o Teorema 2.23 num dado ponto arbitrario x de M. Entao a subvariedade
{z1 =++ = Zm_2s = 0} &€ um subconjunto aberto de F(x) e tem uma estrutura simplética
canonica associada, segundo o Teorema 2.23. Observe que tal estrutura nao depende
da escolha das coordenadas, isto ¢, para cada ponto {z; = -+ = z,,_2s = 0}, ela coincide
com a forma simplética no espaco caracteristico, pois estas coordenadas correspondem &
parte degenerada do tensor de Poisson. Portanto, cada folha F(z) possui uma estrutra
simplética associada, logo ¢ uma subvariedade simplética imersa na variedade de Poisson.
As condigoes b., d. e e. do Teorema 2.23, que sao {¢;, ¢;} = {pi,p;j} =0,Vi,j e {z,p;} =
{zi,4;} =0e{z,2;} (xr) =0,Vi, j, respectivamente, nos dizem que, sendo ¢ : F(z) — M

a aplicagao de inclusdo de F(z) em M, temos

v {f7g} = Z*H<f7g) = W(f;g) = {f?g} |.7:(1‘)

Logo a imersao é um morfismo de Poisson. m
Motivados por este teorema, chamaremos a folheacao Fy; gerada pela distribuigao

caracteristica Cry de folheagdo simplética.

3.3 O Colchete de Nambu e o Tensor de Nambu

Veremos agora uma generalizacao de uma estrutura de Poisson introduzida por Nambu
([14]) e formalizada e generalizada por Takhtajan ([15]).

Definicao 3.21 Sendo M uma variedade e q¢ um nimero natural qualquer, entdo uma
estrutura de Nambu de ordem q sobre M é um operador linear antissimétrico {---} :
C®(M) x -+ x C®(M) — C*®(M), chamado colchete de Nambu, satisfazendo:

q—vezes

i. (Re.gra de LBZbTLZZ) {fla"' 7qulaglg2} = {fla"' 7fq71>gl}g2+gl {fla"' 7fq71>g2}7'

it. (Identidade fundamental)

q
{fla"' 7fq*17{gl7"’ 79(1}} = Z{gla 7.9@'717{][17"' 7qulagi}7gi+17"' 7gq}7
i=1

para quaisquer f;, g; € C°(M).
No caso ¢ = 2 a identidade fundamental coincide com a identidade de Jacobi. De fato,

fdg, hty =g, {f;h}} +{{f, 9}, h} =
—{f g, h}}y +H{g{f,p}} +{{f 9}, h} =0 =
{f. g}, h}+ g n}, fY+{{h f},9} =0.
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Dessa forma, uma estrutura de Nambu de ordem 2 é na verdade uma estrutura de Pois-
son. De maneira andloga ao caso da geometria de Poisson, podemos definir um campo
hamiltoniano de uma (q — 1)-upla de fungées (fi,--- , fo—1), observando que o operador
{fi,--+, fy—1,-} ¢ uma derivacdo. De fato, o Lema 1.34 assegura que existe um tnico
campo Xy, .. 5, € X (M) tal que Xy, .. r . (9) = {f1,---, fy—1,9}. Segue da antissime-
tria de {---} que {f1, -+, fy—1, fi} =0 parai =1,...,¢ — 1. Portanto as funcoes f; sao

integrais primeiras de Xy, .. 7 ;.

Exemplo 3.22 Dado um colchete de Nambu de ordem q > 1 sobre uma variedade M
e uma funcao g € C°(M) podemos definir um colchete de Nambu de ordem q — 1 da
sequinte forma

{fla U 7fq71}g = {fl?' o quflag}u
para quaisquer f; € C*°(M), 1 = 1,...,q — 1. De fato, a regra de Leibniz é imediata da
defini¢cao. Quanto & identidade fundamental temos

{fla"' 7fq727{h17"' 7hq1}g}g = {fla"' 7fq727{h17"' 7h‘qflag}7g}
=—{f, o290 {l1,+  hg1,9}}

q—1
:_Z{hl’”' Afre o faa g i} hg1, g}
i=1
_{f17"' 7qu2agag}
qg—1
:Z{hb 7{fl>"' afq—?ahiag}7"' 7hq—lag}
=1

qg—1
= Z{hla 7{f17"' 7fq—27hi}ga"' 7hq—1}g~
i=1
Logo o colchete {---}, de ordem q —1 é de Nambu.Q

A linearidade e a regra de Leibniz nos dizem que um colchete de Nambu é uma
multiderivacao. Assim, de acordo com o Lema 2.12, cada colchete de Nambu de ordem ¢
pode ser caracterizado por um unico ¢-campo vetorial A, chamado tensor de Nambu, da

seguinte forma:

{fla"‘ qu} :A(fla"' 7fq) = <df1/\"'/\de7A>- (3‘5)

Por analogia, diremos que um g-campo vetorial A satisfaz a propriedade da identidade
fundamental se, e somente se, o colchete induzido por (3.5) satisfizer tal propriedade.
Neste caso, a identidade fundamental pode ser reinterpretada por meio da derivada de

Lie como

q
LXA(gla e 7gq) = ZA(gla e 7gk—1aLX (gk) s Jk+1, " " ° 7gq)7 (36)
k=1

onde X = Xy..5, g1, -+ ,9, € C®(M).
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Lema 3.23 Seja A um q-campo vetorial sobre uma variedade M. FEntao A satisfaz a

propriedade da identidade fundamental se, e somente se,
LXfl"'fq—lA = 07 (37)

onde Xy,...;,_, € um campo hamiltoniano de A.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.29, temos que (LXfl---fq,lA) (g1, ,9,) = 0, para

quaisquer gy, -, g, € C (M), se, e somente se,

q
LXA(gh agq) - ZA<917 ' 7gk—17LX (gk) y Jk+1, 7gq) = Oa
k=1

ou seja, se e somente se, (3.6) é valida, como queriamos. m
Um colchete de Nambu de ordem ¢ = 1 é uma derivacao, portanto, todo campo
hamiltoniano é um 1-tensor de Nambu. Vimos que um 2-tensor Nambu coincide com um

tensor de Poisson. Para ¢ > 3 o tensor é caracterizado como segue.

Teorema 3.24 (Decomposicao de Nambu) Um g-campo vetorial A sobre uma var-
redade m-dimensional M, g > 3, é um tensor de Nambu se, e somente se, para todo ponto
x € M em que A(z) # 0, existe um sistema de coordenadas locais (x1, -+ , Ty) numa

vizinhanca de x, tal que A se escreve como

A:i/\.../\i. (3.8)

Neste sistema de coordenadas, o colchete de Nambu tem a sequinte forma

{fiseo s fo} = det <§f">q . (3.9)

i/ ij=1

Demonstracao. Suponha A um tensor de Nambu de ordem ¢ > 3 e seja y € M tal que
A(y) # 0. Entao existe um campo hamiltoniano X = Xy, r | tal que X(y) # 0. Tome
fq € C® (M) tal que X(f,) = 1. Sabemos que f, existe, pois a equagao ¢ uma EDP linear
de primeira ordem e sempre tem solugao local. Para ¢ =1,...,q, vamos chamar de X; o
campo hamiltoniano da (¢ — 1)-upla ( fi,- - ,ﬁ, ey fq>, onde ﬁ representa a auséncia
deste termo. Neste caso, temos que os campos X; sao linearmente independentes, pois
Xi(fi) = £1 e X;(f;) = 0 para i # j. Temos também que os campos hamiltonianos X
preservam df;, para todos i,j = 1,...,q e também preservam o tensor de Nambu A. De

fato, temos que

Lx,dfj = dLx, f; = d(X; (f;)) = 0;
LXiA = 0
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sendo a iltima igualdade devida ao Lema 3.23. Entao cada X; também preserva qualquer

elemento criado a partir destes. Assim, para qualquer h € C* (M)
[Xi, X;] (h) = X; (X (h)) = X; (Xi (b))

= X; (X () — | DX (X5 (fo) + Xi (X; (b))

onde a segunda igualdade segue da identidade fundamental. Como a igualdade é vilida
para qualquer h, encontramos [X;, X;] = 0, para todos i, j = 1,...,q. Logo, pelo Teorema
de Frobenius 3.17, obtemos uma folheacao regular ¢g-dimensional gerada por Xj,---, X,
e um sistema de coordenadas locais

(Ilv"' ,Ilfm) = (flv"' >fq7yq+1a"' 7ym)

tal que as fungdes yg41, - ,Yn sdo integrais primeiras da folheacdo, isto é, X;(y;) = 0,
i=1,...,qej=q+1,...,m. Neste caso, temos X;(z;) = 1,i =1,...,q, e concluimos
for o) = 1. (3.10)

Por outro lado, de X;(y;) = 0, obtemos

{x1, -, xi1, g1, 2,y =0 (3.11)

para todos 7, j. Agora nos resta mostrar que para qualquer s > 0 temos

{xila"' yLig_ss Yjus " 7yjs} = 07 (312)

pois neste caso teremos (3.8). Para demonstrar (3.12), a ideia é manipular esta equagao
utilizando as equagoes (3.10) e (3.11) em conjunto com a identidade fundamental e a
Regra de Leibniz. No entanto, a longa manipulagao pode tornar dificil o entendimento.
Entao, para facilitar as contas, vamos fazé-las no caso em que ¢ = 3, tendo em vista que
a manipulacdo nos outros casos é andloga. Neste caso, lembremos que {z1,z2, 23} = 1,

{z;,zj,yr} = 0, para todos i,j = 1,2,3 e k = 4,...,m. Assim, vamos nos ater ao caso
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em que s = 2, primeiramente.

2{z1,yi,y;} = 2{x1 {w1, 22, 23} , ¥, y;}
= {23, 22,23} ,vi,y5}
= {{ot viry; } o w, ws} + {21, {w, wi 05} ws} + {21, 22, {23, v, 45}
= {{o% o, 23} yi,ys b + {21, {i w2, 23} w5} + {21, v, {y), 22, 25}
+ {{at wo, w3} yi yi b+ {me, {2t v ws )} ws )+ {20, 90 {27, yg, 3}
+ {{fb’%wz, !B3} » Yis yj} + {333, {SB%, 962,%} 7yj} + {$3, Yis {ﬁa 9027%‘}}
= 2{zy {z1, 20, w3}, yi, v} + 2 {21 {21, 22, 23}, i, Y5}
+ 2 {wo, w1 {21, yi, 23}, v} + 2{@2, yi, 21 {71, Y5, w3} }
+2{w1 {1, w2, 23}, yi, v} + 2{ws, w1 {21, 22, wi} L y5 )
+ 2 {x3, yi, v1 {71, T2, Y5} }
=6 {z1 {21, 22,23} , i, Y5}

Encontramos que {x1,y;, y;} = 3 {x1,vi,y;} e isto é verdade se, e somente se, {x1,y;,y;} =
0, como querfamos. Analogamente encontramos {z2,y;,y;} = 0 e {z3,v;,y;} = 0. Agora,

para mostrar que {y;,y;, yx} = 0 para quaisquer i, j e k, observe que

0= {7190, yr}
= {21y, {yj, T2, 23}, Yr }
= Hz1Yi Y5 Y} T2, 23} + {5, {219, 22, Y} 23} + {v5, 02, {2193, 73, Ys } }
= {21 {Yi, vj, Ur}» 2o, w3} + {vi {@1, v, Ue } 2o, w3t + {yy, w1 {i, w2, yr}, w3}
+ i, yidrn, o yet s 23} + {ys, w2, w1 {yi, w3, yk b+ {ys, 02, vi {71, w3, Uk )
= o1 {yi 2, w3} y5, uk + 21 {wi {ys, w2, w5} un}
+ 21 {Yi, Y, {Uks v2, 23t} +{vi, yjo unt - 1
= {vi, y5, un} -

Assim temos a primeira parte do resultado.
Reciprocamente, se um g-campo de vetores A, ¢ > 3, sobre uma variedade M se escreve
como em (3.8), entdo pelo Lema 3.23 basta mostrarmos que dadas fi,--- , f,-1 € C® (M)

temos Ly, , A =0. Entdo, seja X = Xy, .. r ,. Neste caso

fq—1

X (g) = A(flafZag)
= (dfi Ndfa A Ndg, A)

_ Z (_1)0 8f1 af? ag
81‘0(1) (9%.(2) &L‘U(g)

gE€S3
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Entao, para g1, - , g, € C* (M) arbitrarias, temos

(LxA) (g1, 1 9q) =

q

= LXA<917 s 7gq) - ZA<91; “or k-1, Lx (gk) y Gk+1, 7gq)
k=1

Y Of,1 O dg dg
:Z(_l) 5 ! s -1 5 Z(_l)pa ! s q
La(1) Lo(g-1) O%o(q) Lp(1) Lp(q)

o€S, pESy
q
) ) ) Ofy1 0 )
_ZZ(_Dp g Z(_l)a Si Jo—1 9} 994
e fire) Oy OTpm) \ 5, o1y 0To(g-1) 0To(q) O p(q)
S A1 i R T T TR
yverd o1y OTo(g-1) 0Tp1)  Oo(g)0Tp) O p(q)
~1
S e D (0PN O Og ) O
iy a%(1) = 0%o) 0% 0%0)  Oo(g-1)OTotg) ) DTp(q)
Yy . (afl L O P ) 09,
el 5’%(1) Oto1)  OTo(g-1) 0Tpi)0To(g) ) Op(q)
-1
-5 zq e P PE Ol o Ow o
ol o)y OTp)0To()  OTg(g—1) 0Lpa)  OTg(g) O p(g)
Isto nos diz que (L XA) ¢ da forma
oo 0° fi Ofq— 0 9, 9,
_ZZ —1)° fi f fo-1 A A A A i
5’93 o) 02,0000y Oo(g-1) OT,() 04(q) 9z 5(q)

ki o,p€Sq

Para mostrar que LxA = 0 devemos entao mostrar que a somatdéria

Y (e L O O
&’U o) 02,0)0%0)  Oo(g-1)

ki o,p€Sq

sempre se anula. Para isto, vamos fazer algumas observagoes. Primeiro observe que, para
cada k, se o (k) # p(q) entdo o coeficiente se anula automaticamente, ji que teriamos
campos repetidos no produto exterior. Podemos fazer entao os coeficientes dependentes
apenas da permutacao o, a menos do sinal, e independentes da somatoéria em k. Assim,
para cada ¢ e para cada o tomamos um elemento ¢ de S, dado por 6(¢) = o(i) e 6(i) =

o(q) e 6(k) = o(k) para k # q e k # i. Logo as parcelas

1y ey 2O Ofe
81’0 aJTU(k)al‘U(i) 8xa(q_1)
R L ) B ot B [
951y  OTs)0Tsi)  OTs(g-1)
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se anulam mutuamente se escolhermos as permutacoes p e p apropriadamente. Como
cada termo da somatdria possui um termo oposto, a soma se anula e assim encontramos

LxA =0 e, portanto, A é um tensor de Nambu. m

Observagao 3.25 Apesar das provas dos Teoremas de Decomposi¢ao de Weinstein (Teo-
rema 2.23) e de Decomposicao da Nambu (Teorema 3.24) serem similares, a ideia por trds
de cada uma é diferente. Observe que no Teorema 2.23, a demonstragao se baseia no posto
do tensor de Poisson, enquanto que no caso do Teorema 3.24 partimos do grau do tensor
Nambu, com o intuito de mostrar que este coincide com o posto do tensor. Esta diferenca
entre os tensores de Nambu de ordem 2 (tensores de Poisson) e os de ordem q > 3 se deve
ao fato de que os tensores de Poisson estdo naturalmente conectados a uma dlgebra linear
e, a partir desta, deduzimos que o tensor de Poisson sempre tem posto par (ver Ezemplo
2.21). Ja no caso de tensores de Nambu de ordens superiores a trés, a variedade dos
multiindices nos permite fugir desta dgebra linear e encontrar um sistema de coordenadas
locais a partir de wm unico campo hamiltoniano. Durante a prova, a parte que evidencia
este fato é justamente na demonstrac¢io da equagao (3.12). O exemplo a sequir demonstra

como as contas sao inconclusivas no caso em que q = 2.

Exemplo 3.26 Seja (M,I1) uma variedade de Poisson e (i, T, Y1, " ,Ym) UM Sis-
tema de coordenadas locais numa vizinhanga de um ponto x € M tais que Il (x) # 0,
II(z1,22) = {x1, 22} =1 e {x;,y;} =0, para todos i = 1,2 e j = 1,...,m. Manipulando
a expressao {y;, y;} utilizando estas hipdteses, a identidade de Jacobi e a Regra de Leibniz

como na demonstracao do Teorema 3.2/, encontramos

{yiyi} = {yi{z1, 22}, y;}
= {yizr, z2} y5} — {z {wi 22}, y5}
= {wizr, 5t w2 + {22y} wizn, b — {0, 95}
={yid{ry, i}, 2o} + {2 {ys, v}, 22} + {0, yizy, }
={0,z2} + 21 Hwi vt w2} + {yis vy} {1, 22}
={yi,y}-

Por outro lado, se partimos da sequnda parte, obtemos

0 = {z1y:, 0} = {z1yi, {22, y;}}
= {{z1yi, 22}, Y5} + {72, {7195, y5}
={zi{yi, z2t yi b+ {yi{zn w2} yib + {we 20 {yis v b+ {22,y {21, 951}
= yi {{ze, 2o} ysb + {on, vt {yi yb + oo {we {yi ) +{vi y} {22, 210}
= {a1, w2 {yi, y5 ) — {on, w2} {yi, 5}
=0.
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Logo, apenas a partir das igualdades (3.10) e (3.11) no caso em que ¢ = 2, nao con-

sequimos determinar se {y;,y;} = 0 é verdadeira.Q

Dada uma variedade de Nambu (M, A), chamamos de conjunto singular do g-tensor de
Nambu A ao conjunto Sy = {x € M : A(z) = 0}. O complementar do conjunto singular
S, isto é, My = M\S = {x € M : A(x) # 0}, é chamado conjunto reqular de A. Um
g-campo vetorial é dito decomponivel se pode ser escrito como o produto exterior de ¢
campos vetoriais, ou seja, A = X A -+ A Xy, com X; € X (M). O Teorema 3.24 nos diz
que um g-tensor de Nambu ¢ localmente decomponivel fora de um conjunto singular para
todo ¢ > 3.

Seguindo a mesma ideia que introduzimos para tensores de Poisson, tendo em vista o
Lema 2.19 e a Definicao 2.20, definimos espaco caracteristico do tensor de Nambu A no

ponto z € M como sendo o menor subespaco C, de T, M tal que
A(z) e A1(C,) C A (T, M).

A dimensdo do espago caracteristico C, chamamos posto de A em z. Um raciocinio
imediato mostra que um ¢-campo vetorial é decomponivel se, e somente se, tem posto q.
Em outras palavras, o posto de um g¢-campo vetorial é minimal se, e somente se, ele é
decomponivel. Assim o Teorema 3.24 nos diz que um g-campo vetorial, ¢ > 3, é um ¢-
tensor de Nambu se, e somente se, tem posto minimal em todo ponto. Isto nao é verdade
para g = 2. Por exemplo, uma variedade simplética de dimensao maior que 2 possui uma
estrutura de Poisson cujo 2-tensor de Poisson tem posto igual a dimensao do espago, ou

seja, seu posto é nao minimal.

Exemplo 3.27 (Produto Direto) Se Ay é um q-tensor de Nambu sobre uma variedade
My e Ay é um ga-tensor de Nambu sobre uma variedade My, com q; > 3,1 = 1,2, entdo
Ay AN Ay é um (g1 + g2)-tensor de Nambu sobre My x Ms.O

Exemplo 3.28 O g-campo vetorial

0 A A 0 + 0 A VAN 0
0y or, Oy 0y,
com q > 3 numa variedade M = My X My com coordenadas locais (1, Tm, Y1, » Yn),

qg<meq<mn, nao éum tensor de Nambu, jd que nao é decomponivel, logo nao tem
posto minimal. FEntao, a soma direta de dois tensores de Nambu nao é, em geral, um

tensor de Nambu. Ao contrdrio do que constatamos para o caso de Poisson no Exemplo

2.4.0

Corolério 3.29 Sejam A um tensor de Nambu de ordem q > 3 e g uma funcao de classe
C, entao g\ é também um tensor de Nambu. Em particular, qualquer m-campo vetorial

sobre uma variedade m-dimensional é um tensor de Nambu.
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Demonstracao. De fato, para algum sistema de coordenadas locais temos A = 8%1 A
A 3%1, logo
) 0
A=g—N-N—.
g g&l'l 8xq
Tomando-se y; tal que g—zﬁ =gey =x;,1=2,...,m, obtemos uma mudanca de coorde-
nadas (1, -+, &) — (Y1, ,Ym) tal que, neste novo sistema decoordenadas locais,
0 0
gA= — N N —.
8y1 ayq

Assim, se A é um m-campo vetorial numa variedade m-dimensional, entao é decomponivel
fora de seu conjunto singular. Logo A é um tensor de Nambu. =

O Teorema 3.24 nos fornece uma forma de estudarmos uma variedade de Nambu
(M, A) (cuja estrutura de Nambu é nao trivial e tem ordem ¢ > 3) através de folheagoes
singulares. De maneira andloga ao caso da geometria de Poisson, passaremos agora ao

estudo de uma distribuicao naturalmente induzida pelo tensor de Nambu.

Definicao 3.30 Dada uma variedade de Nambu (M, A), definimos a distribui¢io carac-

teristica Cy induzida por A como
CA(ac) = {Xfl“‘fq—l (33) S CTREE >fq71 e C™ (M)} ,
para todo x € M.

Observe que se A é um tensor de Poisson, entao a definicao anterior coincide com a
dada em (3.4).

Proposicao 3.31 Sejam A um q-tensor de Nambu sobre uma variedade M, g > 3, e Cy

a distribuicao caracteristica induzida por A. Entao para todo x € My, o conjunto reqular

de M, existe um sistema de coordenadas locais (x1,- -+ ,x,,) numa vizinhan¢a aberta de
: 8 3
x tal que Cy € gerado pelos campos 52-,- -, 5o-.

Demonstracgao. Pelo Teorema 3.24, para cada x € M), existe um sistema de coordenadas

locais (x1, - - - , z,,,) numa vizinhanga aberta de x tal que A = 3%1 ARERVAY %. Assim, dadas
q
Ji,-o+, fg-1 € C (M) arbitrdrias, temos que o campo hamiltoniano Xy,...; _, é da forma

0 of )
X = 3 (2 O

‘=, 0oy OTo(g-1) O%o(q)

pois para uma g € C* (M) arbitraria, temos
X(.g) - A(f17 7fq—lag)
= (dfi A Ndfy1 Ndg, A)

_ Z (_1)0' afl . aqul ag
0%o1)  OTo(g-1) OTo(q)’

oSy

Segue entao o resultado. m
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Corolério 3.32 A distribuicao caracteristica induzida por um q-tensor de Nambu A, q¢ >

3, sobre uma variedade M é integrdvel.

Demonstracgao. Segue da Proposicao 3.31 em conjunto com os Teoremas 3.16 ¢ 3.17. =

O Corolério 3.32 e o Teorema 3.14 nos dizem que a distribuigao caracteristica C de
um ¢-tensor de Nambu A, ¢ > 3, é a distribuigao tangente de uma folheacao singular Fy
sobre a variedade M. No entanto, se restringimos a folheacao para o conjunto regular M,
de A, temos que cada folha é uma subvariedade imersa de dimensao ¢, ou seja, F, é uma
folheacao regular de dimensao ¢ sobre M,. Pela Proposicao 3.31, temos que localmente,
as folhas de F sao geradas pelas equacoes {,+1 = Cg1;-** ;Tm = G}, onde ¢; € R sado
constantes Vi. Restrito as folhas F, desta folheagao, A se torna um multicampo vetorial
que nao se anula e tem dimensao méxima. Neste caso, como A é nao degenerado, entao

existe n € AY(T*F,) forma de volume tal que
(n,\) =1. (3.13)

De fato, n nao é tdnico, mas podemos construi-la localmente. Como A da forma

8%1 AW a%’ entdo n = dw! A -+ A da? satisfaz a equacao (3.13). Por isso chamamos 7
q
de dual a A. As formas locais deste tipo de fato se colam em forma global. Suponha duas
vizinhancas U, e Ug que se intersectam, com coordenadas (1, ,%m) € (Y1, , Ym),
0 d _ _ 0 0
respectivamente, tais que Ay = Aly, = 55- A A By © Ag = Ay, = ETEANRAY: Neste
caso, fazendo a mudanca de coordenadas ¢ : (xl, s ) — (Y1, 0+, Ym), €ncontramos

Aﬂ = Px (Aa)

o (2N A n (2
— O0xy 7 Oz,

_ yi, dyi, 0
N <Z oy ay”) Z dz, Oy;,

Zay“.. yi, 9 /\.../\i_
Fr oy Oz, | Oyiy 0y,
Com isto, chegamos a conclusao que %’711 e (Zy% éigunala lset; =1,i9=2,--- ;ig=qe
q
0 caso contrdrio. Portanto temos que y; ¢ uma funcao apenas de z;, para j = 1,...,q €,

fazendo a aplicacao inversa de forma andloga, concluimos também que, para i > ¢, y; é
uma fungado apenas das (m — ¢)-iltimas coordenadas. Assim a jacobiana da mudanca de

coordenadas é da forma
A 0

do —
o B

onde A é uma matriz diagonal ¢ x ¢ cujo determinante é 1. Lembrando da teoria de

variedades que a mudanca de coordenadas no espago cotangente é igual a matriz inversa
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da transposta de dy, observamos que

dax? dy!
-1 : f
s = (dp') - =
g ( ) dx? dy?
0 0

isto é, as formas 7, localmente duais a A, se colam numa forma global.

Agora, reciprocamente, dada uma folheacao regular de dimensao ¢ e uma forma de
volume 7 em suas folhas, a nao degenerecéncia de 1 acarreta na existéncia de um ¢-campo
vetorial A tal que (3.13) é verdadeira. A nao é tnico, mas se em coordenadas locais temos
n = gdax' A---Adz?, o g-campo vetorial dual A = 51]6%1 ARERWA % ¢ um tensor de Nambu,
pelo Corolério 3.29.

Por outro lado, em cada = € Sy, o conjunto singular de A, temos que a distribuigao
caracteristica de A & Cp) = {0 € T,M}. Neste caso, a folha F, tem dimensao zero, ou
seja, sao pontos isolados. Logo a folheacao F, é singular com dois tipos de folhas: folhas
singulares de dimensao zero (i.e., pontos) e folhas regulares de dimensao ¢q. A primeira
impressao é que as folheacoes que surgem de estruturas de Nambu sao muito pobres, ja
que possuem apenas dois tipos de folhas, mas essa é uma impressao erronea. Dizemos que
duas folheagoes singulares F; e F» sobre uma variedade M essencialmente coincidem se
temos T, F, = T,F5 em quase todo ponto, ou seja, a menos de um conjunto de medida
nula. Assim, a proposi¢ao a seguir nos diz que, essencialmente, qualquer folheagao singular

pode ser gerada por uma estrutura de Nambu.

Proposicao 3.33 Seja F uma folheacao singular suave de dimensao q (isto é, de T,F
tem dimensao q para quase todo x) sobre uma variedade M. Entdao F pode ser essencial-
mente gerada por um tensor de Nambu, ou seja, existe um tensor de Nambu A sobre M

de ordem q tal que F) essencialmente coincide com F.

Demonstragao. Como 7T, F tem dimensao q para quase todo x, podemos construir g-
campos vetorias X, -+, X, sobre M tangentes a F que sao linearmente independentes

em quase todo ponto. Agora tomamos A = X; A---A X, =

Exemplo 3.34 A folheacio em R* com coordenadas cilindricas (r,0,z) gerada pelo 2-

tensor de Nambu

0z?

Az)=r?Z AL sex ndo pertence ao eizo z
A(x) =0; se x pertence ao €ixo z

é tal que as folhas sao cilindros de raio v se r # 0 e pontos isolados no eixo z. Observe

que esta folheacao essencialmente coincide com a folheag¢iao do Exemplo 3.8.¢)
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Observacao 3.35 A principio, a folheagao Fp na proposicao acima pode conter muito
mais singularidades do que F. Existe um processo chamado saturagao que remove algumas
singularidades "desnecessdrias”. No entanto, nao abordaremos o assunto e sequiremos

normalmente utilizando a Proposi¢ao 3.33 sem nos preocuparmos com isso.

3.4 Formas Diferenciais Integraveis

Passaremos agoara & caracterizacao das estruturas de Nambu através de formas difer-
enciais. Isto nos dard uma importante ferramenta no sentido de classficar estruturas de
Nambu. Com este propdsito, faremos algumas consideragoes sobre distribuicoes, formas

diferenciais e integrabilidade.
Proposicao 3.36 Seja M uma variedade de dimensiao m. Entao sao equivalentes:

1. D= |J D, é um distribui¢ao de codimensaio p;
zeM

2. Para todo x € M, existe um aberto U e uma colecdo de 1-formas diferenciais locais

wi, - ,wy € AY(U) linearmente independentes e tais que

D, = ﬂ Nuc(w;) (z);

=1

3. Para todo x € M, existe um aberto U e uma p-forma diferencial decomponivel
w € AP(U) tal que dim(Nuc(w)) =n—p e

D, = Nuc(w)(z).

Demonstragao. Vamos mostrar que 1) = 2). Considere um sistema de coordenadas

locais (x1,---,%;,) numa vizinhanga de um ponto y € M tal que D, é gerado por
83:,% (y), -, % (y). Neste caso, tome w; = dz', -+ w, = dzf. Segue que

D, = (| Nuc(w)(y)

Passemos agora a verificacdo de que 2) = 3). Seja w = w; A --- A w,, entdo segue

do Exemplo 1.30 que Nucw (z) = N¢_; Nucw;(x) para todo = € U. Finamente, vamos

mostrar que 3) = 1). Sejam wy, - - - ,w, linearmente independentes tais que w = wy A -+ A
w, para todo x € U. Logo, podemos completar o conjunto {wy,--- ,w,} de forma que
{wi, - ,wn} seja um sistema de coordenadas locais de A'(T*M). Como cada w; é nao

degenerado, existe X; € X (M) tal que w; (X;) = 1. Segue que

D, = (Nuc(w;)(2) = (Xpi1 (@), Xy ().

1=1
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Portanto, D é um distribuicao de codimensao p. =

O resultado acima mostra como uma distribuigao regular pode ser descrita através de
familias locais de sistemas de 1-formas diferenciais ou, equivalentemente, por uma familia
local de p-formas diferenciais.

Recorde que uma p-forma é dita localmente decomponivel se puder ser localmente
escrita como produto de p 1-formas diferenciais. O préximo resultado caracteriza este
tipo de p-formas tanto do ponto de vista algébrico como geométrico. Para este resultado,

presisaremos relembrar da defini¢do de anulador de uma forma (Defini¢ao 1.22).

Proposicao 3.37 Sejam M uma variedade suave e w € AP (T*M) nao degenerada, isto

é, tal que w () # 0 para todo x € M. Entdo sio equivalentes:

1. w € localmente decomponivel;

2. w(x) tem posto p para todo x € M;

3. ix,w Aw =0 para todo X; = (X3, -+ ,X,_1), onde Xy, -+ ,X,_1 € X(M).

4. Nuc(w(x))t C & (w(z)) para todo x € M, onde Nuc(w(z))* é como em (1.1);

5. D= |J D, é uma distribuicdo de codimensao p sobre M, onde D, = Nuc(w (z)).
zeM

Demonstracao. O Exemplo 1.3 nos diz que as afirmacoes 1. e 2. sao equivalentes.

(1. = 3) Neste caso, suponha que w ¢ localmente decomponivel, entdo existem wy, - - - , w,
em A' (T*M) tais que, localmente, w = wy A -+ Aw,. Como w(z) # 0,Vax, temos que
{w1, -+ ,wp} € um conjunto linearmente independente e w;(z) # 0,Vz. Dados campos
saves X1, -+, Xp_1 € X (M), temos

Ix,w A\ w

=ix, (WA Awp) A(wr A+ Awp)

= (Wi A Awp) (X, , Xp_) Alwr A+ Awp)

=D E@ A AT A Awp) (Xn, e X)) wi A(wr A Aw,y)

:Zfiwi/\(wl/\---/\wp)
=0,

onde fi = £ (Wi A A A=+ Awp) (X1, -+, Xpq) € C® (M) e o simbolo @; indica que
este termo estd ausente. Assim 3. vale.

(3. = 4.) Suponha agora 3. verdadeira. Afirmamos que, para um ponto z fixado,

Nuc(w(z))* = Im,(ix,w), (3.14)
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onde
Im, (ix,w) = {ix,w(z) € A (T*M) : X; = (X1, -, Xp_1), X1, , Xpo1 € X (M)}

Sabemos que Nuc(w(z))*t = (w1 (z), -+ ,w, (z)) e como, utilizando a notagao anterior,

temos

ix, (Wi A= Awp) (z)
= A AB A ) (1) (K Xy 2)

ZZfi(x)%‘(I)»

segue que Nuc(w(z))* D Im,(ix,w). Como w;(z) # 0, podemos tomar X;(z) tal que
wi(Xi)(z) =1 e wj(X;)(z) = 0. Assim temos Nuc(w(z))* C Im,(ix,w), de onde segue
a igualdade. Como pela hipétese de 3. temos iy,w A w = 0, segue que Nuc(w(z))t =
Im, (ix,w) C & (w (z)).

(4. = 1.) Supondo 4. verdadeira, temos, para um ponto z fixado, Nuc(w(x))* =
(w1 (x),+ ,wi (2)), para alguns wy (z),- -+ ,wi (x) € AH(T*M) e p < k < m. Assim

w(z) = Z at ' (z) wiy (X) A Aw, (2)

com i; € {1,...,k},Vj. No entanto, observe que

wj(x) Nw (z) =

= w; () A Z a " (x)wi, (@) A Aw; () =0

= wj(r) ANwy () A Aw;, () =0

para todo j = 1,..., k. Isto significa que cada w; () = w;, (z) para algum s. Mas como
p < k < m, isto s6 é possivel se p = k e entao w é decomponivel. A equivaléncia entre 1.
e 5. segue da Proposicao 3.36. m

Motivados por estas duas proposigoes, vamos introduzir o conceito de forma diferencial

integravel e veremos a seguir como essa nogao de integrabilidade de formas é caracterizada.

Definigao 3.38 Diremos que uma p-forma diferencial w sobre uma variedade suave M
¢ localmente integrdvel fora de um conjunto singular se para todo ponto x de M, existem
uma vizinhang¢a U de x e 1-formas wy, -+ ,w, € A* (T*U) linearmente independentes tais
que

w(x) =wi(z) A Awy(z)

e a distribuicao D = U, D, dada por D, = Nuc(w (z)) = N¢_; Nuc(w;)(x) é integravel.
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Proposicao 3.39 Dada uma p-forma w sobre uma variedade suave M, as sequintes afir-

magoes sao equivalentes:
1. w € integrdvel;

2. w € localmente da forma wy A --- Aw, e dw;(X,Y) (x) =0, para todos i = 1,...,p,
X,Y € Nuc(dw (x)) ex € M;

3. w é localmente decomponivel e ix,w A dw =0 para todo X; = (X1, -+, X,_1), onde

le' . ,Xp_l < %(M),
4. A distribuicao D = U, D, tal que D, = Nuc(w (z)) é integravel.

Demonstragao. A equivaléncia entre 1. e 4. segue diretamente da Defini¢gao 3.38.

(1. = 2.) Supondo w integrével, por definicdo w é localmente decomponivel. Logo
existem 1-formas diferenciais wy, - - - ,w, € AY(T*M) tais que, localmente, w = wi A+ - - Aw,.
Dados X,Y € Nuc(dw (z)),z € M, como w ¢é integravel, segue que [X,Y] € Nuc(dw (z)).

Assim, por (1.7), temos

dw; (x) (X,Y) = Lxw; () (Y) — Lyw; (z) (X) — w; (z) (LxY)
= X(w;i (z) (Y)) = Y(wi (z) (X)) — wi (z) ([X,Y])
=0,

para todoi=1,...,p.

(2. = 3.) Tome a afirmagao 2. como verdadeira. Fixado um ponto x € M, temos que
o conjunto {w; (z),--- ,w, (z)} & linearmente independente. Entao podemos completé-lo
de forma que {w; (), ,wn ()} seja uma base de TXM. Seja { X3, -+, X} CT.M a
base dual da base {w; (), ,wn, ()}. Portanto Nuc(dw (x)) = (Xp41,- -, Xn). Para

cada i =1,...,p, temos que a escrita de dw; nesta base é

do(@) = Y ful@ws() Awn(a),

j<k=1
onde fjx(z) = dw;(x)(X;, Xk), Vj, k. Logo, pela hipétese de 2., f;, = 0 para k > j > p.
Assim -
d(x) = Y03 Flwhey () A enlo)
j=1 k=1

e j < k sempre na somatéria. Neste caso, temos que
P m
dw; () Nw () = Z Z fir()w;(z) ANwg(x) Awy () A~ Aw, (z) = 0.
j=1 k=1

Relembrando as propriedades da derivagao exterior, obtemos

dw:Z(:t)wl/\---/\dwi/\---/\wp. (3.15)

i
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E por (3.14), ix,w(z) € Nuc(w(z))t = (w (z), - ,w, (x)), V X; = (X1, -+, Xpo1)-

Entao basta verificarmos a afirmacao 3. para ix,w (z) = w; (z), i =1,...,p. Neste caso
ix,w () ANdw () =w; (z) A dw (x)
=w; () AY (B)wr (@) A Adwy (2) A= Aw, (2)
k

=(H)wi (@) Awy () A+ Adw; () A+ Aw, (2)
(£) dw; () Awy () A= Awy ()

= 07
como queriamos.
(3. = 4.) Vamos supor 3. verdadeira, ou seja, existem wy, - - - ,w, € AY(T*M) tais que
localmente temos w = wy A --- Aw, € ix,w Adw = 0 para todo X; = (X, -+, X,-1),

Xy, , Xpo1 € X (M). Queremos mostrar que D = U, D, dada por D, = Nuc(w (z)) é in-
tegravel. Para isso, devemos mostrar que, dados X, Y € Nuc(w (x)), [X,Y] € Nuc(w (x)).
Assim, de (3.15) obtemos

W/\dw=W1/\~-~/\Wp/\z<i)w1/\--~/\dwi/\'--/\wp
%
:Z(i)wl/\“'/\wp/\w]_/\"'/\dwi/\"'/\wp
i

=0.
Entao, para toda (p — 1)-upla X; = (X, -+, X,—1) tal que Xy, --- , X,,_1 € X (M), temos

ix; (WA dw) =ix,wAdw+ (—1)PwAix,dw
=(-1)’wAix,dv=0

Mas lembrando de (3.14), temos

Im,, (ix,w) = Nuc(dw(z))* = (wy (2), -+ w, (z),dwy (), -+, dw, (),

logo

(w A dw;) (z) = 0,Vi <= dw; (z) € (w1 (), .w, (2)),
j& que w é decomponivel. Assim, dados X,Y € Nuc(w (z)), para todoi =1,...,p, temos
por (1.7)

0 =dw;(X,Y) (2)
= Lxwi(Y)(x) = Lyw;(X) (z) — w;(LxY) (x)
=0—-0—w([X,Y]) (z)

= —wi([X,Y]) (2),

isto & [X,Y] € Nuc(w (z)) e portanto D ¢ integrével. m
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Observagao 3.40 Observe que a condigao ix,w A dw = 0 se resume a
wAdw=0 (3.16)

sew é uma 1-forma diferencial. Para 1- formas, esta equagao é conhecida como Condi¢cao

de Integrabilidade de Frobenius.

Munidos destas caractrizacoes sobre formas diferenciais integrdveis, vamos voltar ao
estudo das folheagoes de Nambu. Antes vamos fazer apenas um consideracao. Dados um
g-campo vetorial A e uma p-forma diferencial o, p > ¢, sobre uma variedade suave M,

que em coordenadas locais tém as formas

- el
(9:1:Zl dz;,

11 < <lq

o= Z ah_._]pdxj A Adatv,

J1<<jp

vamos definir a contracao de « pelo campo A como sendo

s =g o g =gt <z 9 0% _ 5 0---01 o )(a).
q

8961 ’ ’6xiq B;tl-l

Pelas propriedades da contracao usual por um campo vetorial, por consideracoes andlogas
a que fizemos na Definicao 1.10 e pela antissimetria de «, a operacao estd bem definida.

Seja ) uma forma de volume sobre uma variedade M de dimensao m. Entao a apli-
cagdo A — i, é um isomorfismo linear de AY(TM) para A" 4(T*M), pela nao de-
generecéncia de (). Com esta aplicacao podemos caracterizar um tensor de Nambu de

ordem maior ou igual a 3 através de p-formas diferenciais.

Proposicao 3.41 Sejam A um q-campo wvetorial, ¢ > 3, sobre uma variedade M de
dimensao m e ) uma forma de volume. Entao A é um tensor de Nambu se, e somente

se, a p-forma w = iyQ (p = m — q > 0) satisfaz as sequintes condigdes:
i. iaw Aw =0, para todo (p — 1)-campo vetorial A.
ii. iaw A dw =0, para todo (p — 1)-campo vetorial A.

Demonstracao. Suponha que A é um tensor de Nambu. Se A (y) = 0 entao segue da
multilinearidade de 2 que w (y) = 0 satisfaz as condigoes i. e ii. Por outro lado, suponha

A (y) # 0. Assim, pelo Teorema 3.24, existe um sistema de coordenadas locais tal que
0 0
A=—AN--N—.
Isto nos diz que, no ponto y, os campos 5— 8 ( )RR 6%1 (y) sao linearmente independentes

)
e entao podemos completé-los de forma que {— (y), -, % (y)} seja uma base de T, M.
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Seja {dz'(y), -+ ,dz™ (y)} C T;M a sua base dual. Observe que nesta base, w(y) €
(dx(y), -+ ,dx™ (y)) e portanto, Nuc (w (y)) é gerado pelos vetores 8%1 (y), -, a%q (y)-
Logo a distribuicao D = U, D, dada por D, = Nuc(w(y)) é integrével e o resultado
segue das Proposicoes 3.37 e 3.39. Reciprocamente, se w(y) = 0 entdo ¢ = m e pelo
Corolario 3.29, qualquer g-campo A é de Nambu. Neste caso, suponha w(y) # 0. A
condicao 4. nos diz que w é localmente decomponivel e assim a . ¢é equivalente a
dizer que w é integrdvel. Entdo numa vizinhanca U de y, seja w|y = wi A -+ A wy,
onde wy, - -+ ,w, € AY(T*U) sdo formas linearmente independentes. Como a distribuigao
D = uU,D, tal que D, = Nuc(w(y)) é integravel, pelo Teorema de Frobenius 3.17 em
conjunto com o Teorema 3.16, existe um sistema de coordenadas locais (z1,- - - , z,,) para

0 0

M tal que D é gerado pelos campos B e Ou seja, em cada ponto,

Nuc(w(y))=< 0 (Y),- i(y)>-

0Tpi1 "0z,

Neste sistema, temos que
p
Wg = Z fida,
i=1
para todo k =1,--- ,pe f; # 0,Vi. Isto nos diz que
w= fdx' N--- AdaP

com f = f1--- f, # 0. Portanto, se neste sistema de coordenadas temos Q = gdz' A -+ A

dz™, g # 0, desejamos determinar que g-campo A, ¢ = m — p, satisfaz w = i,€). Isto é
fdz' Ao Nda? = gdzt A Ada™ (AN ).

Um raciocinio imediato mostra que devemos ter A = h=2— A --- A =2—. Em particular

833p+1 aﬁm
0 0
1= (g hg)
0 0 0 0
p— 1 .« .. m o e — — DY —
=gdz  N---Ndx <h8xp+1 ARRRWA e A oz ARERWA 8xp>
:(—1)pq(gh)d:(:1/\~-/\dxm i/\.../\i
81’1 8xm
= (=1)" (gh) .
Concluimos que
f o 0
A= (%)= Aces N —.
( g axp—l—l a-Im

Pelo Teorema 3.24 e pelo Corolédrio 3.29 A é um tensor de Nambu. m
Esta Proposi¢ao nos mostra que p-formas localmente decomponiveis sao associadas

a tensores de Nambu com muita naturalidade, e vice-versa. Portanto, cada p-forma
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diferencial integravel (que é nao trivial em quase todo ponto) define uma folheagao singular
de codimensao p. Podemos extender a folheagao para os pontos singulares simplesmente
fazendo cada folha ser dimensao zero nestes pontos. Poderfamos também ter partido em

sentido contrério e ter provado a Proposicao 3.33 através das formas diferenciais.

3.5 Classificacao das Estruturas de Nambu Lineares

Este capitulo é destinado a classificar folheagcoes Nambu-lineares, que sao as folheacoes
geradas por estruturas de Nambu lineares, através de um resultado importante devido a
Medeiros [13], que classifica as formas diferenciais lineares em dois tipos e que nos fornece

um ideia sobre como se comportam localmente as folheacoes lineares.

Definicao 3.42 Um tensor de Nambu A sobre uma variedade M escrito em coordenadas

, _ 1.9 O D A A D g ~ o
locais como A = reca(m) T Be; s COM 3o = By, ARERWAY Bar,? € dito linear se as fungoes n
ao li da q-upla I. Anal t - = dx’! d
sao lineares para cada q-upla I. Analogamente, uma p-forma « Jeca(m) @sdx”, onde

do? = dzi* A --- Ndaie, é dita linear se as fungoes ay sao lineares para cada p-upla J.

Nosso objetivo é estudar as folheagoes geradas pelas estruturas de Nambu A lineares
através da forma diferencial w local dada pela relagao w = 42, onde €2 é uma forma de
volume. Mais precisamente, dada uma estrutura de Nambu linear A sobre uma variedade

. ) .
M que em coordenadas locais se escreve como » reca(m) " 3o, € considerando a forma de
volume © = dx' A --- A dz™ definida na mesma vizinhanca que A, a forma w = i, é

também linear. De fato

= inlidxl/\~~/\dxm

I
=S " Epldat A AdaT A A de™
I

onde o simbolo dz indica a auséncia dos termos dx™,---  dx' do produtério. Portanto
os coeficientes de w sao fungoes lineares de onde segue que w é uma forma linear. Dito
isto, veremos como sao classificadas as p-formas lineares afim de compararmos com as
estrutras lineares de Nambu mais adiante.

Estudando a estabilidade estrutural de 1-formas diferenciais integrdveis, Airton S.
Medeiros introduz no seu trabalho Structural Stability of Integrable Differential Forms,
disponivel em [6], o conceito de p-forma localmente decomponivel fora do conjunto singular
(LDS - sigla em inglés) e de p-forma integréavel. Neste mesmo artigo sdo estabelecidas as
relagoes entre a dlgebra exterior de Cartan associada a p-formas e a geometria dos campos

de planos induzidos pelos nicleos destas formas, inclusive com relagao a integrabilidade,
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como fizemos na secao anterior. Antes de passarmos ao teorema em questao, precisaremos
de algumas consideracoes antes.

Considere o espago vetorial AP (T*K") com base {dz’: I € C? (n)}. Admitindo-se a
ordenacao (total) lexicografica nos multiindices I, existe um isomorfismo canénico lex :
AP (T*K") — K™, onde m = (Z), que respeita a ordenacao total. Desta forma, dado
U C K, fica associado de maneira unica um isomorfismo ¢ : A? (U) — C* (U, K™) =
{f:U —= K™ f e C>®} da seguinte forma

o : AP(U) — C> (U,K™)
W= recomyardr’ — f=(f1," " fm)
com f; = ay, onde j é a ordem total do multiindice J. Entao, dada uma p-forma w e
sendo f = ®(w), definimos a derivada de w num ponto xy € U como sendo w'(xg) =

w! = ®71(df (xq)). Observe que, como a derivada de uma aplicacao linear coincide com

zo
a propria, segue da definigdo que toda forma linear w € AP (U) satisfaz w(z) = w'(xp),

Va,zg € U.

Exemplo 3.43 Seja A% (T*R*) o conjunto das 2-formas sobre R*. Se {xy,x2, 3,74} ¢é
uma base para R*, seque que o conjunto {dx* A da? : 1 < i < j < 4} com (3) = 6 elementos
¢ uma base para A? (T*R*). Tomando o isomorfismo lex : A* (T*R*) — RS, encontramos
lex (da:l A dl‘2> = eq; lex (d:vl A dx?’) = e9; lex (dml A d:zs4) = e3;
lex (dx2 A dx?’) = ey; lex (dx2 A dm4) = e5; lex (dx3 A dx4) = eg,

para {e1, - ,eg} base canénica de R®. Dada w = (E?<j:1 aijdx’ A dacj> € A?(T*R*Y),
entao ®(w) = f(f1,- -, f6), onde fi = a12; fo = a13; f3 = aa; fo = ao3; f5 = aoa €
fo = ass. Observe que f : U C R* — RS tem como jacobiana no ponto o € U a matriz

4 %6

oh ... oA
81’1 81‘4
df (vo) = | : .
ofe ... 9fe
8!E1 81‘4
Ou seja, dado um vetor u = (uy,--- ,uy) de R%,
4
df1 8f6

d - L ‘
f(l'o) (U) (le 837] (Io) Uj, Z 31‘] )

Assim, W' (o) = ©7(df (0)) = Z?<j:1 bijda’ A da?, com by =S, g‘;” (x0) - ug.Q

Repetindo-se o argumento do exemplo anterior, obtemos o seguinte resultado:
Proposicao 3.44 Sendo w = Zlecp(n) ardx’ uma p-forma sobre K, entao
Vi = 3 (50w )
axk k )
IeCr(n)

para todo xy € K”.
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Outro resultado interessante é o fato da derivada se distribuir pelo produto exterior.

Proposigao 3.45 Seja w € AP (T*U) dada por w = ay A -+ A oy, onde a; € A(T*U),
j=1,...,p. Entao

Zal ) A () (m0) A+ Ay () -

para todo xy € K”.

Demonstragao. Suponha (z1,--- ,x,) um sistema de coordenadas em U e tome «; =

>y aidal. Entdo w = an A Aay = 300 (a1g) o (agy,) dat A A dade =

> secr(n) bydz’ ouseja, by = > es, (1) (aoyjs) -+ (Ao(p);,)- Assim, segue da Proposi¢ao
3.44 que

BbJ J
W' (o Z (Z 6xk k) dx

Jecr(n)

dag(; Ji 7
- Z ZZ Z bir) (o) -+ <8T(k)(l’0) Uk) - (a(pys,) (w0) da

Jecr(n) k=1 i=1 o€S)

) > (aljl)(mo)"'<(?9axii(x0)'w)m(apjp) s

1 k=1 Jezr(n)

(Z aljldle) (370) - (Z Z %CZ: (ZEQ) . ukdil?ji) . Z QApj, dzi» (1‘0)

Jj1=1 Ji=1 k=1

i

iS]

-.
Il

al(xg)/\~--/\(ai)'(xo)/\---/\ap(xo),

I
'M"@

=1

como queriamos. ®

Agora estamos prontos para conferir o teorema principal desta secao.

Teorema 3.46 Seja w uma p-forma linear LDS (respec. integrdvel) sobre o espago linear
K", sendo K um corpo. Entao existe um sistema de coordenadas locais (x1,--- ,x,) tal

que w se reduz a uma das duas posssibilidades:

1. w=aANdry \--- Ndxy_q1 para alguma 1-forma linear o sobre K" (respec. w =
df Ndxy A - Ndz,_q, para alguma fungao quadrdtica f € C* (K™));

L
2. Nuc (w)™ € gerado pelas 1-formas dxy,- - ,dzx,41 (respec. w se escreve com apenas

(p+ 1) varidveis).

Demonstracao. Vamos considerar primeiramente o caso em que w é apenas LDS. Seja
S ={xreK":w(x)=0} o conjunto singular de w. Tome xy; € K"\ 5. Como w é LDS,
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existem 1-formas ay,---,q, definidas numa vizinhanga U do ponto z,, tais que w =
a; A -+ A, Como w € linear, pelas consideracoes anteriores devemos ter w = w’ (zo),

onde w' (z9) ¢ a derivada de w no ponto z,. Por outro lado, a Proposic¢ao 3.45 nos diz que
p
w=u (z0) =Y a1 (o) A A () (o) A+ Ay (o) .
i=1

Seja m; = (—l)i_1 ()" (o), para i = 1,...,p. Note que 7; é linear para todo i, ja
que w € linear e a; (o) sdo formas constantes para todo j = 1,...,p. Observe também
que o conjunto {a; (o), - ,a, (zo)} € linearmente independente em 7*U, entdo podemos
completd-lo de forma que o conjunto {a; (o), -+ , @, (20)} seja uma base em T*U. Entao,
identificando TU com U, existe uma mudanga linear de coordenadas ¢ : U — U tal que

¢ (e;) = w4, Vi, onde {ey,--- ,e,} €& a base dual de {a; (o), ,a, (x9)}. Assim, neste

-
—

sistema de coordenadas, temos w = Y 0 m Adzt Ao Adzt A -+ AdaP. Ainda, pela

propriedade de antissimetria do produto exterior, podemos tomar m; = {;dz’ + 7; com

T = D iep dx’, onde ¢; & uma funcdo linear para todo i, j4 que se 7; tivesse algum
termo da*, com k = 1,...,p e k # 4, o produto exterior se anularia. Desta forma

w = (Lds' +77) A A (Lpda? +T)
=0 (dzt A- Ada?) + (TIA - AT+ S T AT Ao Adai A A da?

= ((da' Ao Ada?) + Y m Adat A ANdat Ao A da?

—

Em particular, fazendo X; = 8%1 A A % ARRRA %, J=1,...,p, temos que iy,w =
J

+0;dz? + 7. Assim, a condigao i x,w Aw = 0 da Proposi¢ao 3.37 nos diz que

0=ixwAw
= (iﬁjd:ﬂj :|:7T_j) AL (dxl AR d:cp)
+ (£yda? £75) Y W Adzt A Adai A A da?
i
=S Em AT A A AdTi A A da?
i

e, portanto, como as formas dz’ sao constantes, 7; A T; = 0,Vi,j. Se m; = 0 para todo
1, temos que w é claramente decomponivel. Entao suponha, sem perda de generalidade,

m # 0. A condigao ™ A7T; = 0 e o Lema de divisao de 1-formas de de Rham, implicam

em uma das duas condigoes abaixo:

a) Existe uma 1-forma constante o e fungdes lineares g; tais que 7; = g;0;

b) Existem constantes ¢; € K", tais que 7; = ¢;7r;. Claramente, ¢; = 1.
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No primeiro caso,

p
w=L(de' Ao Ada”) + Y T Adat A Adat A Ada?
i=1

={((dz' N NdaP) + (ZgZ) (0 Ada* A Adxi A~ AdaP).

Como ¢ é uma forma constante escrita apenas com as coordenadas dz?™!,--- | dz", segue
que existe uma mudanca de coordenadas tal que w se escreve apenas com as (p+ 1)
primeiras coordenadas dz', - -, dz?™!. Finalmente, no caso b) w se decompde como

p
w=L(dz" Ao NdaP) + Y e Adat A Adat A Ada?
=1

=((dz' A+ A daP)

p
+ A | (da? A Nda?) + Y eidat A Adat A A da?
=2

= (ldz' +77) Ada® A+ A da?

p
+(ld:v1+7r_1)/\Zcid:nl/\---/\dxi/\---/\dxp
i=2

P
= (ldml-i—ﬂ_l) /\Zcidl‘l/\"-/\dmi/\---/\dmp,
=1

Mas observe que Y F_ ¢; Adat A A dzi A -+ A daP 6 uma (p — 1)-forma no espago de
dimensao p gerado pelas 1-formas dz?,--- , dzP, logo é decomponivel (Proposigao 3.52,
Anexo A). E assim, fazendo uma mudanca de coordenadas, obtemos w = a A dz! A+ -+ A
daP~t,

Para o caso integrdvel, primeiro observe que, como w é uma forma linear, entao dw é
uma forma constante. Assim, temos duas possibilidades: ou dw # 0 em todos os pontos,
ou dw é identicamente nula. Para o caso em que dw # 0, a Proposi¢ao 3.53 (Anexo A),
demonstrada a seguir, nos fornece uma mudanca linear de coordenadas tais que w se reduz

a (p + 1) varidveis. Ou seja, existe um sistema de coordenadas locais em que w é da forma

pt1
Za(m1,~-- Tpy1) dTt A AdTt A A daP T
i=1

) — )
Como dw = Y " daAdat A+ Adxi A--- A doPé uma forma constante e as 1-formas
dx' sao também constantes para todo i, segue que da é uma 1-forma constante e entdo
a(zy, -+ ,%p+1) € uma funcao linear. Caso dw = 0, ou seja, w ¢ fechada, devemos lembrar

que a Proposicao 3.39 nos garante que w é LDS, entao, pela primeira parte do teorema,



3.5. CLASSIFICACAO DAS ESTRUTURAS DE NAMBU LINEARES 7

w é de um dos dois tipos

pt1
1)OJ:ZCL(£L‘1,'-- ) dzt A Ndpt A - A daPT!
i=1
2) w=aAdr' A--- AdzP

para algum sistema de coordenadas locais (z1,---,z,). Caso w seja do tipo 1), para
p+1<j<n,tome X; = %. Assim, temos que Lx,w = d (inw) +ix;dw = 0, isto &,
w nao depende das coordenadas (zpi2,- - ,z,), ou seja, w = f;rll a(xy, -, xpyr)det A
AT A - AdaPtY. Caso dw = da Adat A - A daPt = 0, entao existem 1-formas
constantes o; tais que da = Zf:_ll o; A\ dxt. Isso nos diz que da = df para alguma
forma 3 gerada pelas 1-formas dz®, com i = 1,...,p — 1, consequentemente, temos que
a = B+ df, onde f é uma funcao quadritica, ja que « é linear. Neste caso temos
w=aAde' N ANdeP7t = (B+df) Ndxt A ANdaPT = df Adat Ao A dzPTE como
querfamos. H

Paralelamente ao trabalho de Medeiros, Jean-Paul Dufour e Nguyen Tyen Zung provam,
em [8], o mesmo resultado para o caso de p-formas integraveis. Apesar do Teorema 3.46
ser mais geral, por envolver p-formas LDS, o resultado de Dufor-Zung ¢ mais detalhado.
Por isso, ¢ nele que nos basearemos para obter o resultado desejado para estruturas de

Nambu lineares. Segue o teorema:

Teorema 3.47 Seja w uma p-forma linear sobre o espago linear K", com K um corpo (R
ou C, mais precisamente)*. Entao existe um sistema de coordenadas locais (x1,- -+ , %)

tal que w é de um dos dois tipos:

I w=dz* N - ANdzP™! A, onde o é uma 1-forma do tipo

ptr 2 s
T4
a=d (Z (+) 3] + Z wﬂp+r+z’) ;
=1

Jj=p
com0<r<g=m-—pe 1<s<min(p—1,q—r).

. — L .
II: w =Y aidat Av - AdaiA-- - ANdaPT coma; = Z?; alz;, onde al sao constantes

e o stmbolo de chapéu sobre um termo indica a auséncia deste.

A demonstracao do teorema é longa e bastante técnica, o que pode fazer com que o
leitor se perca do objetivo final com facilidade. Entao vamos primeiro fazer um esbogo da
demonstragao, dando um ideia do caminho em geral para manter a leitura mais fluida. O
argumento principal é que, como w ¢ linear, ela se escreve localmente como Z;n:l Tjw; para

algum 0 < m < n, com w; p-formas constantes. O objetivo da demonstracao ¢ analisar

2Se considerarmos K como sendo C, entdo assumiremos que a forma w é holomorfa.
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as diferentes possibilidades da dimenséo do conjunto £ = N; Nuc(w;)*, mostrando que se
dim £ < p—1 o conjunto Nuc(w)* tem dimensio p+1 e, para o caso em que dim £ > p—1,
subdividimos-o em dois, o que nos leva, através de uma mudanca linear de coordenadas,
ao Tipo I, no primeiro caso, e ao Tipo II no segundo.

Demonstracao. Se p = 0, entao w é um funcao linear e pertence ao Tipo II. Suponha en-
tao p > 0. Sem perde de generalidade, podemos supor que w se escreve, num dado sistema
de coordenadas, da forma Z;n:1 zjwj, 1 < m < n, onde w; sao p-formas constantes. As-
sim, nos pontos (z1 =0,--- , 2,1 =0,2; = \,xj41 =0,--- ,x,, = 0), onde X € R, temos
w = Mw;. Como w ¢é integrdvel entao é localmente decomponivel, entao w; também é
decomponivel para todo j, j4 que ¢ uma forma constante. Denote por E; o conjunto

Nuc(w;)*. Relembre, das Proposigoes 3.37 e 3.39, que

E; = Nuc(w;)* = Im(ix,w;) C £*(w;)
e que dim Ej = p, j& que w; é decomponivel. A seguinte afirmacao nos serd ttil:
Afirmacao 3.48 Dados w; e w; com 1 <i,j < m, temos dim (E; N E;) > p— 1.

Demonstracao. De fato, nos pontos (z; =0,k #1,j), w = zw; + z;w;. Em partic-
ular, tomando z; = z; = 1, como w ¢é ou decomponivel, concluimos que (w; + w;) é
também decomponivel. Suponha entao dim (E; N E;) = d < p. Entao existe uma base
{er, -~ ea, fi,o o fo—ar 915+, Gp—a} de E; + Ej tal que

wi=e A= NegNfi NN fpa
wj=e N NegNg /N NGgpq-

Neste caso,
witwi=er A Nea AN Nfpatg Ao ANgpa).

Assim, se p — d > 2, temos que (w; + w;) nao é decomponivel, uma vez que as compo-
nentes fi,--, fp—a, 91, - , gp—a 530 lineramente independentes e assim terfamos o posto
de (w; + w;) nao minimal. Contradicao! Logo p —d < 2 o que implica dim (E; N E;) >
p—1. =
De volta ao enunciado do teorema, para cada ponto de x € K", existe 1 < h < m tal
que, reordenando os indices se necessdrio, temos F; # E; para todo i, = 1,...,h. Além
disso, qualquer que seja j = h +1,...,m, teremos E; = E; para algum ¢ € {1,...,h}.
Em particular,
dim(E;NE;)=p—1sei#j=1,...,h (3.17)

Considere £ = E1 N ---N E),. Vamos analisar os casos dimF < p—1edimFE >p—1

separadamente:
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Caso 1: dimFE < p— 1.

Primeiramente, observe que, de acordo com a Afirmacao 3.48, devemos ter h > 3.
Fixando-se E; e Fs, teremos dim (F1 N Eys N Ey) =p—1oudim (EyNE;NEE) <p—1,
qualquer que seja k = 3,...,h. No primeiro caso, segue de (3.17) que dim(E; N Ey) =
p—1=dim(F, N EyN Ey); como Fy N EyNEy C EyN Ey, entdao By N EyNEy = By N Es.
Se isto for verdade para todos os valores de k = 3,--- ,h teremos, por inducao, uma
contradi¢ao, pois £ = E1 N Ey; por conseguinte dim(E) = p — 1. Logo existe pelo menos
um k = 3,...,h tal que dim (E; N Ey N Ey) < p— 1. Sem perda de generalidade, vamos
assumir dim (E; N Ey N E3) < p — 1 e mostrar que

ZEZ:E1+E2+E3

i=1
Caso h = 3, entao nada hd a fazer. Sendo assim, vamos supor que h > 3 e mostar que
E; C F1+ Ey+ E5 para todoi =4,...,h. De fato, dadoi =3, ..., h, tome F} = E1 N E;,
FQ = E2 N Ez (§ F3 = E3 N EZ, entao

dlm(FlmFQQFg) :dlm(ElﬂE2ﬂE3ﬂE2) <p-—1.

Agora, recorde de (3.17) que dim F; = p—1,j = 1,2,3. Segue que ndo podemos ter F; =
F, = F3. Suponhamos que Fy # Fy, entao dim(F; + Fy) > p. Por outro lado, Fy + F, C E;
e dim(FE;) = p, de onde segue que E; = Fy + Fy. Em particular, E; C E; + E3 + E3, como

desejado. Agora observe que

d1m(E1 + E2 + Eg) = dlm(El) + dlm(Eg) + dlm(Eg) + dim (El N E2 N Eg)

Ja vimos que dim(FE;) = dim(E;) = dim(F3) = p e que dim(E; N Ey) = dim(E; N
E3)dim(Ey N Es) =p—1 (cf. (3.17)). Por outro lado, com um argumento anslogo ao
utilizado na prova da Afirmagao 3.48, encontramos dim (F; N Ey N E3) = p — 2. Assim

Logo dim (Fy + ---+ E,,) = dim(F; + Ey + E3) = p + 1. Portanto, para todo = € K"
existe um sistema de coordenadas (x1,---,z,,) sobre uma vizinhanga V' de z tal que
{dx',---  dxP™} é uma base de (F; + - -+ + E,,), ou seja,

p+1
w; = Zagdxl A Adr? PN AT A A daP T
7=1

onde @] sdo constantes. Assim temos

p+1
u):Xzozidcz:l/\---/\alxi/\---/\dxpJrl
i=1
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Caso 2: dimFE > p—1.
Seja (1, ,2p—1) C E uma (p — 1)-upla linearmente independente. Entao, para
todoi=1,...,h temos
w; =det A AdaPTUA

onde a; uma 1-forma constante que nao depende de {dz',---  dzP~'}. Entao
w=dz' A AdaPT A« (3.18)

com « = Y z;cy;. Para terminamos a demonstragao do teorema, basta-nos mostrar que «

p+r :)32- s
d (Z (£) ?j + Z $i$p+r+i> ;
i=1

Jj=p

¢ da forma

o que nos leva ao Tipo I, ou que o é uma forma que s6 depende das (p + 1) primeiras

coordenadas e assim é do Tipo II. De fato, completando a (p — 1)-upla (x1,--- ,x,-1) de
forma a termos um sistema de coordenadas (x1,--- ,x,,) para V, temos que « se escreve
na forma o = Y " | a;dz",onde a; sdo fungoes lineares, por conta da linearidade de w. Note
que podemos fazer a; = 0 parai = 1,...,p — 1, j4 que o independe de da!,--- ,dzP~!, ou
seja
o= Z a;dz’ (3.19)
i=p
Entao o
a= Z Z alz;dr’, ol €K Vi, j. (3.20)

i=p j=1

Como w ¢é integrédvel, segue que da Proposi¢ao 3.39
(B)aAdz' A ANdaP P Ada = a ANdw =ixw A dw =0, (3.21)

onde X = 7Z-A---Az2-. Sendodor = 37 Y™, al dzi Adzx? tome dyor = > i aldai Ada?,

segue que da = Z?;i >y aldz? Adx’ + dya. Observe que a equacio (3.21) é equivalente
a dizer que a A dija = 0 e isto nos diz que, restrita a subvariedade linear W gerada pelas
coordenadas (x,,- - ,Zn), @ ¢ integrdvel. Novamente vamos dividir nossa demonstracao
em dois subcasos:

a) dia = 0.

Neste caso, como d; |, = d segue do Lema de Poincaré (Anexo A) que |y = df para
alguma f € C* (W). Como « ¢é linear, segue que f é uma funcao quadratica nas varidveis

(p, -+ ,xm). Logo, segue de (3.20), que

p—1
a; = g ang—i-a—j; Vi.
j=1 !
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Fazendo uma mudanca linear nas coordenadas (z,,- - ,x,,) se necessério, teremos f =

fi; (£) x?/2, para algum r > 0. Desta forma, segue de (3.19) que

p+r
a—Zazdx —Zazd:c + Z a;dx’
i=p+r+1
p+r [/p—1 af .
:Z<Zaxj )d + Z (Zaxj —)alxZ
i=p J=1 i=p+r+1 \j=1 al'l
p+r p—1
:Z<Zax]:|:asz>dx+ Z (Za:g)da:
i=p \j= i=p+r+1 \j=1

De acordo com o Lema 3.49, demonstrado a seguir, podemos normalizar o segundo

termo da soma de forma a obter
p+r p—1
azZ( Vyi+ >l yg> dy’ +Zykdyp”+’“
i=p 7=1 =

onde 0 < 5 < min (p —1,m — p —r). Fazendo uma nova troca de coordenadas, colocando

=y + Zp L@l y], parai=p,...,p+ 1 e z; =y; caso contrario, obtemos
p+r p—1 s
a= E (£) 2 | dz' — g aldz’ | + g 2 dzP T
i=p j=1 k=1
p+r p+r p—1
= E (F) zidz" — E E @l zid2 + E 2pd2PTTEE

i=p i=p j=1
Observe, no entanto, que as mudancas feitas nas coordenadas (1, - - - , ¥,_1) s6 envolveram
estas préprias coordenadas, isto é, a subvariedade N = {(z1,---,zp-1) : @; € K} per-

maneceu inalterada por estas mudangas. Logo, a (p — 1)-forma dz! A --- A dzP~! é uma
forma de volume na subvariedade N, portanto se decompde nas coordenadas (21, - - - , 2p—1)

e assim a equagao (3.18) se escreve nesse novo sistema de coordenadas como
w=nhdz' N ANdZPT A,
para alguma funcao h € C'* (K") nao nula na vizinhanga em questao. Assim
w=nhdZ' AN---NdZPTPA
= hdz" A+ AdPTIA

p+r p+r p—1
A (Z( ) zidz" — ZZCL 2 dz + Zz dzp”*’“)

i=p i=p j=1

p+r
= hdz' A+ AdTA (Z (F) zdz’ + Z zkdz“ﬁk) .

i=p k=1
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Somando o resultado & expressao hdz' A+ -AdzP ™+ (35 _, Zp+r+xd2¥) que é nula, obtemos

w=nhdz' N ANdPTE NG,

com
pt+r s S
a = (F) zd2" + Z Zp ek d2” + Z 2pdzPTT R
i=p k=1 k=1
p+r 22 s
= (Z (£) 5] + Z ZinJrrJri) ;
j=p i=1

onde0<r<g=m-pe 1<s<min(p—1,m—p—r). Podemos fazer ainda uma
tltima mudanga de coordenadas para normalizar a forma hdz! A --- A dzP~! (de maneira
similar a feita no Corolério 3.29) e entao encontramos que w é do Tipo L.

b) dia # 0.

Caso dya # 0, como os coeficientes de dja sao constantes, existe uma mudanga linear

das coordenadas (zp,- - - , ;) tal que nas novas coordenadas teremos
dla = dl‘p VAN da?p+1 + 4 dZL'p+2r A d!lfp+27~+1

para algum r > 0. No entando, se tivermos r > 1, a equacao a A d; = 0 nos diz que

m m
aNdio= Z Z agdxi Ndzy Ndxpey + -+ drpror N drpior41 =0,
i=1 j=p
em outras palavras, (Z;.n:p a{) dr;Ndx,Ndzx, 1 = 0, parai = p+2,...,m, <ZT:p ai,) dxpN\
drpio Ndxpis =0e (ZT:p af,H) dzr,i1 AN dxpio Adx,s = 0. Ou seja, terfamos que todos
os coeficientes de « seriam nulos, o que é um absurdo, por causa de (3.18). Logo temos
diov = dxp Ndxpi1 € o = aydxy, + agdx, 1, sendo a; e ag fungoes lineares que s6 dependem

das coordenadas (1, - ,2,41). Entao temos

w=dz* AN ANdPP A
=dax' A+ AdaPt A (arday, + agdr,y )
= aydx' A+ NdaPt A da,

+ asdzt A AdaPTEA dxp i1

p+1 g
:Zaidxl/\---/\dxi/\---/\dpo
i=1

com a; = 0 funcoes lineares parai = 1,...,p—1 e a; e as fungodes lineares que s6 dependem

das coordenadas (z1,- - ,2p41). Logo w é do Tipo II. m
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Lema 3.49 Seja a uma 1-forma diferencial sobre um corpo K" tal que, em algum sistema

de coordenadas locais (x1,- - ,Ty), @ se escreve como
p+r p—1 ' m p—1 .
Z (j:xi + Z aij) dz' + Z (Z afx]) dz',
i=p j=1 i=p+r+1 \j=1
para algum r entre 0 e (m — p). Entao existe uma mudanga linear de coordenadas ¢ :
(X1, Tm) — (Y1, ,Ym) onde temos, nas novas coordenadas,
p+r p—1 - s
=) ((i) it Y diw) dy' + ) yrdy” ",
i=p j=1 k=1

para 0 < s <min (p—1,m —p—r) e alguns coeficientes @’ .

Demonstragao. Primeiramente, observe que a mudanca de coordenadas em questao é

dada por uma matriz do tipo

M 0 O
0 Id O
0 0 N

onde M & uma matriz (p — 1) X (p — 1), Id é a matriz identidade (r + 1) x (r +1) e N é
uma matriz (m —p —r) X (m — p — r), entdo basta-nos entender a mudanga no segundo
termo da soma. Agora, considere o sistema de coordenadas genérico (y1, - , Ym), definido

na mesma vizinhaga que (z1,--- ,x,,), tal que

xiZZiibfyk, 1=1,...,p—1
Tj =Yj; j=p,....p+r
xtzzzp+r+lciyla t=p+r+1,---,m

Assim temos

m p—1 m p—1 p—1 m
J i J k l
> Damdrt= 3 Y ar (Y Vu)d > au
i=p+r+1 j=1 i=p+r+1 j=1 k=1 l=p+r+1
m p—1 p—1 m

_ Ikl

= 2 22 X vl )wdn

1=p+r+1 j=1 k=1 l=p+r+1

Concluimos disto, que para conseguirmos o resultado, devemos encontrar matrizes in-
vertiveis [bf] e [cff] tais que a matriz [cé]T- [aﬂ . [bﬂ seja diagonalizavel. Mas isto segue
do Teorema 3.54, enunciado no Anexo A. =

Daqui em diante, vamos sempre considerar K como sendo R ou C.

Considere um tensor de Nambu A linear sobre um espaco linear V' e uma forma de vol-
ume ). Entao a forma w = i,() é integravel e linear sobre V. Pelo teorema anterior, temos

que w é de um dos dois tipos descritos. Isso significa que o tensor de Nambu A também



84 CAPITULO 3. FOLHEACOES SINGULARES E ESTRUTURAS DE NAMBU

possui dois tipos. Sew = da'A---AdzP~ ' Ao com a = d ( PU(E) a2+ 30 :L’Z-poH),

J=p
entao
p+r xg s
iN=dz' Ao ANdaPTIAd Z (£) 5] + inxp+r+i
Jj=p =1

p+r

Z dat A+ ANdaPP A d (22) + Z dzt Ao AdaP " A d (2T p g

p-‘rr

Z dzt A ANdaP A 2xjda:j
+ Z dl’l FANRRRWAN dxp_l A (.’,Up+,,‘+id$i + xid$p+r+i)
p+r s
= (4) Z zidat A AdaPt A da? + indxl A NPT A dag
j i=1

Tomando Q = dz! A -+ A dz™, encontramos

p+r - s - a
0 0 0 19) 0
A= :C N— N N — + Ti=— N A AN AN ——.
Z J Ga:p Ox; Oz, ; ‘O, OTpyrri oz,
E se temos w = Zf“Lll a;dzt A - ANdxt Ao AdaPT com a; = p+1 aja:j, entao tomando

Q =dz' A--- Adz™, encontramos

p+1
0 0 0
A= ) e A A ——
— (+)a O0Tpio ARA 0T, A ox;
0 o a0
= 8{Ep+2 AN A % VAN (:]:) a;T; 81‘

1,j=1

Com uma mudanca de coordenadas, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.50 Todo tensor de Nambu A de ordem q > 3, ou de ordem q = 2 com posto
menor ou iqual a 2, sobre o espaco linear K", sendo K um corpo, é de pelo menos um dos

dois tipos:
I: Sendo1 <r<g+1el<s<min(p,q),

r+1 A
0 0 0
A= Z ) Tpyj1 FrARAY- AR
J

T H_A_/\.../\ A - .
Z: " "0y 0Ty yit1 02441
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II: Para =377 _, b{xja%i, com b} constantes,

0 0
8:1:1/\ Aaﬂlq,l

AB.

Observe que agora também incluimos na hipétese o caso em que A é um tensor de
Nambu de ordem ¢ = 2 com posto menor ou igual a dois. Isso porque para fazermos a
relagao entre forma diferencial é crucial que tenhamos um g-campo decomponivel, para
que a distribuicao gerada pelo niicleo da forma coincida com a distribuicao caracteristica
dos campos hamiltonianos gerados pelo ¢- campo A. No caso de ¢ = 2, ou seja, no caso
de Poisson, pelo Teorema 2.23 ele sé serd decomponivel se, e somente se, seu posto for
igual a 2. Neste caso a folheagdo gerada pela (m — 2)-forma w = {2, sendo Q uma
forma de volume, coincide com a folheagao simplética descrita na Secao 3.2 e as folhas
tém naturalmente uma estrutura simplética associada, pelo Teorema 3.20.

Voltando ao caso linear, uma observacao interessante é a da 6bvia dualidade que h&
entre o Tipo I do Teorema 3.47, com o Tipo II do Teorema 3.50, e vice-versa. Também
podemos analisar o formato dos Tipo I e Tipo IT do Teorema 3.50 para imaginarmos como
seria localmente a folheacao gerada por um tensor de Nambu. No Tipo I o tensor de
Nambu se escreve como uma combinacao de ¢ + 1 elementos do sistema de coordenadas
do espaco e a distribuicao Cy possui p = m — ¢ integrais primeiras, de acordo com o
Teorema 3.47. Isso nos diz que as folhas de dimensao ¢ se enrolam como num repolho
(cabagge pile). J& no Tipo II temos uma distribuigao linear, um produto cartesiano de ¢
componentes, fazendo a folheagao parecer um livro (a book).

A classificagao da folheacao de um tensor de Nabu pode ser muito complicada e de-
pende de alguns outros fatores, como o grau do tensor, seu posto e a linearidade ou nao
dele. Como ja dissemos, o caso em que o tensor de Nambu tem grau 2 é muito singular
e bem diferente dos outros casos. Para os caso em que ¢ = 3 ou ¢ = 2 em que o g-tensor
tem posto menor ou igual a 2, a relagao entre as distribuigoes geradas pelo tensor e pela
forma dada pela contracao do tensor com uma forma de volume é importante e nos fornece
uma nova perspectiva e uma outra forma de estudar tais folheacoes, como no caso das

folheagoes Nambu-Lineares.






Anexo A

Este anexo é destinado a apresentacao de alguns importantes resultados que utilizamos
durante o texto, mas que, apesar de serem de grande relevancia, sao assuntos demasiada-
mente fora do contexto desta dissertacao, por isso nao apresentaremos suas demonstracoes

de alguns. O Lema de Poincaré foi utilizado durante as provas dos Teoremas 3.47 e 3.46.

Lema 3.51 (Poincaré) Qualquer k-forma fechada, k > 0, sobre uma variedade suave

contrdtil é exata.

Demonstracao. Ver [2]|, Teorema 7.4.18. =

Os seguintes resultados foram utilizados na demonstracao do Teorema 3.46.

Proposicao 3.52 Toda forma exterior nao nula de grau (n — 1) sobre um espago E de

dmensao n é decomponivel.

Demonstracao. Ver Proposi¢ao 7.15 da Parte I de [10]. m
Antes de vermos a préxima proposicao vamos fazer algumas consideragoes. O item 3.
da Proposi¢ao 3.39 nos garante que se w € integravel e, para dw # 0, concluimos que dw

¢ também decomponivel, j& que
ix,wAdw=0=w; ANdw=0 (3.22)

para todo¢ =1,...,p tal que w = wy A -+ Aw, como na proposi¢ao citada. Assim, como
dw ¢ uma (p + 1)-forma, existe 1-forma 7 tal que dw = nAw; A--- Aw,. Neste caso temos
que dw é também uma forma integravel. E entdo Nuc(dw) tem dimensao (n—p+1)
e é integravel. Ainda, por (3.22), segue que Nuc(dw) C Nuc(w), em outras palavras,
Nuc (w)" € Nue(dw)'. Vamos, entfio, reescrever a Proposicio 3.2 da Parte VI de [10]

para a linguagem utilizada nesta dissertacao.

Proposicao 3.53 Seja w é uma p-forma integravel sobre uma variedade M™. Para todo
ponto x de M™ existe um sistema (1, -+ ,x,,) de coordenadas locais sobre uma vizinhanga
aberta U de x tal que a expressao local de w seja

p+1

Za(xl,--- ,xp+1)dx1/\---/\c?m\i/\---/\dmpﬂ.
i=1
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Demonstragao. Primeiramente observe que Nuc(dw) tem dimensao (m —p+1) e é

integravel. Entao, para todo ponto x de M™, o Teorema de Frobenius (Teorema 3.17)

garante a existéncia de um sistema de coordenadas locais (z1,--- ,x,,) sobre uma vizin-
hanga U de z tal que Nuc(dw) é gerado pelos campos Wiz’ e ,%. Ou ainda, que
Nuc (dw)™ é gerado pelas 1-formas da!, - - -, daP™. Como Nuc(w)™ C Nuc (dw)™, segue
que, sobre U

p+1 .

w:Za(zl,--- ) dzt A Ndat Ao NdaPth e
i=1
M da(wy, e am) —
dw:Z(Z D T eIy Adat A Adat A - A daP

i=1 j=1 Oz,

Mas como dw é gerado pelas 1-formas dx!,--- ,dzP™, temos que w = 0 para
J

Jj > p+ 1. Ou seja, a nao depende das varidveis x40, ,Zpn. Logo a é fungao apenas

das (p + 1) primeiras coordenadas e segue o resultado. ®

O proximo teorema foi necessario para concluirmos o Lema 3.49 para o Teorema 3.47.

Teorema 3.54 Seja A uma matriz n x m sobre um ideal principal R; entdo existem

matrizes invertiveis P e () sobre R, de ordens n e m respectivamente, tais que

4, 0 0]
0 0 :
0 d, O
PAQ =
0 0 0
0 0 0

e d;|div1 para todoi=1,...,r—1.

Demonstracao. Ver Teorema 4, Secao 10.5, de [5]. =
Note que no Lema 3.49 a matriz assume seus valores em K. Podemos, entao, tomar

dy =---=d, =1, que é o caso desejado naquele lema.



Conclusao

H& uma grande diferenca entre as estruturas de Nambu de grau 2, o caso de Poisson, e
grau maior ou igual a 3, segundo os Teoremas de decomposicao local de Weistein (Teorema
2.23) e de Nambu (Teorema 3.24). Localmente uma estrutura de Nambu de ordem maior
ou igual a 3 é decomponivel, enquanto que no caso de Poisson temos decomponibilidade
apenas quando o posto da estrutura é 2. Essa diferenca é essencial quando vamos tratar
das folheacgoes geradas pelo tensor.

A decomponibilidade do tensor de Nambu A nos permite estudar a distribuicao carac-
tristica C'y como a distribuigao formada pelo micleo da forma diferencial w = 42, onde 2
¢ uma dada forma de volume. Essa interpretacao é extremamente 1itil, ja que alguns re-
sultados sobre as folheagoes geradas por p-formas diferenciais j& sao bastante conhecidas,
embora ainda nao totalmente exploradas. Um exemplo foi no caso linear, onde utilizamos
o teorema de classificacdo de p-formas (Teorema 3.47) para classificarmos os tensores de
Nambu de ordem maior igual a 3 ou ordem 2 com posto 2. Neste caso, a folheacao é
localmente divida em dois tipos, o tipo livro (book) e o tipo repolho (cabagge pile), como
expomos ao final do tltimo capitulo.

O caso de Poisson, embora em geral nao possamos fazer uma conexao com formas
diferenciais de maneira analoga aos outros casos, nao é menos interessante. As folheacoes
geradas pela distribuigao caracteristica possuem uma estrutura simplética natural, o que
nos permite a utilizagdo da geometria simplética no estudo das folhas. Além disso a
imersao da folha na variedade total é um morfismo de Poisson, que é uma ferramenta
muito 1til no estudo da geomtria de Poisson, embora nao tenhamos discutido o assunto
em toda sua profundidade. De qualquer forma, as folheacoes geradas pelas distribuicoes
caracteristicas dos tensores de Nambu sao bem definidas. E, reciprocamente, vimos que
praticamente qualquer folheacao singular de dimensao constante pode ser gerada por um
tensor de Nambu (Proposigao 3.33), o que s6 nos mostra o quanto o estudo da geometria

de Nambu é importante.
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