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Resumo

O setor de gauge CPT-par do Modelo Padrão Estendido (MPE) acrescido de um po-

tencial do tipo Higgs é estudado. Condições sobre (a decomposição utilizada) o tensor

violador da simetria de Lorentz são impostas para que este modelo seja uma teoria

quântica de campos consistente e soluções do tipo vórtice sejam investigadas. É feita

também uma generalização supersimétrica da decomposição (do tensor violador da

simetria de Lorentz) utilizada, promovendo a decomposição usual, de um mero an-

satz, a um caso particular de uma generalização deduzida por meio de argumentos de

supersimetria.

Palavras-Chave: Supersimetria, Teoria Quântica de Campos e Violação da Simetria

de Lorentz.



Abstract

The CPT-even gauge sector of the Standard Model Extension (SME) plus a Higgs-like

potential is studied. Besides, conditions above (the decomposition used) the Lorentz

symmetry violation tensor are imposed in such way that this model can be a consistent

quantum �eld theory and vortexlike solutions can be investigated. A supersymmetric

generalization of the decomposition (of Lorentz symmetry violation tensor) used is

made too, promoting the usual decomposition, of a simple ansatz, to a special case of

a generalization inferred by supersymmetry arguments.

Keywords: Supersymmetry, Quantum Field Theory and Lorentz-Violation.
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Capítulo 1

Introdução

Da tentativa de se incorporar a Relatividade Geral no cenário estabelecido pelo Modelo

Padrão (MP) das partículas elementares, obtendo uma descrição uni�cada das quatro

interações fundamentais da natureza, surge de forma natural a quebra (ou violação) da

simetria de Lorentz [1]. Esta violação espontânea da simetria de Lorentz pode ocorrer

em uma enorme variedade de modelos propostos. A idéia básica destes modelos é que

a simetria de Lorentz é preservada em altíssimas energias, sendo tais modelos baseados

em lagrangeanas invariantes de Lorentz e a quebra de simetria ocorre porque o estado

fundamental da solução das equações de movimento não exibe invariância de Lorentz.

Desse modo, alguns campos tensoriais adquirem valores esperados não nulos no vácuo,

selecionando assim uma direção privilegiada no espaço-tempo, quebrando a isotropia.

Do ponto de vista teórico, o mecanismo de violação espontânea da simetria de Lorentz

é muito atrativo, pois a simetria é quebrada por uma solução não trivial do estado

fundamental das equações de movimento. Interações envolvendo campos vetoriais, si-

milares àquelas do campo de Higgs no Modelo Padrão, requerem um valor do campo

vetorial no vácuo, não nulo, no estado fundamental. O vácuo da teoria não permanece

�vazio�, mas ele possui uma estrutura (campos tensoriais que assumiram valores espe-

rados não nulos) que privilegia uma direção, violando a invariância rotacional e assim

a própria simetria de Lorentz.

Potenciais de interação levando à quebra espontânea da simetria de Lorentz podem

ocorrer, por exemplo, em teorias de cordas, onde o estado fundamental das soluções

das equações de movimento não é o estado com campo nulo, mas estados com valores

esperados não nulos de campos tensoriais no vácuo [2�10].

A possibilidade de que violações conjuntas das simetrias de Lorentz e CPT, advindas

de alguma teora mais fundamental da natureza, possam ser detectadas em escalas de
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energias já atingíveis, levou ao desenvolvimento do Modelo Padrão Estendido (MPE),

por Colladay e Kostelecký na década de 90 [11, 12]. Motivados por um mecanismo de

violação das simetrias de Lorentz e CPT em teoria de cordas eles desenvolveram um

modelo que incorpora as possíveis violações dessas simetrias no Modelo Padrão.

Entretanto, não são apenas questionamentos teóricos que podem motivar a proposta da

quebra da simetria de Lorentz. Na década passada, surgiram, por meio de observações

astronômicas no espectro de estrelas [13], evidências de que a constante de estrutura

�na α = e2/}c, uma medida da intensidade da interação eletromagnética entre fótons

e elétrons, está lentamente variando [14�16]. Anteriormente, Dirac já havia sugerido

esta idéia [17]. Como α relaciona a carga elétrica e, a constante de Planck }, e a

velocidade de propagação da Luz no vácuo c, qual seria a �constante� que poderia

variar? Sem dúvida a alteração de qualquer uma delas provocaria grandes mudanças

nas propriedades da matéria.

Outro exemplo vem da observação de Raios Cósmicos além do limite (GZK)- Greisen-

Zatsepin-Kuzmin (EGZK ≈ 4 · 1019eV [18�22]), levanta dúvidas sobre o conhecimento

das leis que regem o tempo de vida dessas partículas que compõem estes raios. Seria

esperado que estas partículas decaíriam antes de chegar à terra. Uma possível expli-

cação é que estes raios desenvolvam uma velocidade superior a da luz para conseguir

atingir o sistema solar1.

Esta tese é dedicada ao estudo do setor de gauge CPT-par do Modelo Padrão Estendido

acrescido de um potencial do tipo Higgs. Nossos objetivos principais são:

1. A análise da consistência desse modelo. Mais precisamente quais condições devem

ser impostas à decomposição, do tensor violador da simetria de Lorentz, utilizada

para que a consistência seja garantida.

2. A investigação da formação de soluções do tipo vórtice nesse cenário.

3. Propor uma generalização supersimétrica da decomposição utilizada.

A tese está organizada da seguinte forma: no capítulo 2 será feita uma revisão sobre

a violação da simetria de Lorentz [23]; no capítulo 3 será feita uma revisão sobre a

simetria CPT, sua relação com a simetria Lorentz, e importantes propriedades dos

setores de gauge CPT-par e CPT-ímpar [1, 24]; no capítulo 4 será feita a análise do

setor de gauge CPT-par acrescido de um potencial do tipo Higgs [25]; no capítulo 5

será feita a generalização supersimétrica da decomposição do tensor violador da simetria

1Recentemente, um experimento realizado no observatório Pierre Auger em 2008 indicou de fato a
existência do limite GZK [26]
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de Lorentz; no capítulo 6 teremos as conclusões e propostas futuras. É interessante

ressaltar que os capítulos 4 e 5 são contribuições originais desta tese.
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Capítulo 2

Violação da Simetria de Lorentz

2.1 Introdução

O princípio de invariância de Galileu estabelece que as leis da natureza são independen-

tes da velocidade do observador (suposta constante, pois aqui tratamos de referenciais

inerciais), ou seja, as leis da mecânica clássica são invariantes sob transformações de

Galileu. Esse princípio foi estabelecido experimentalmente e, embora possua um es-

tenso domíno de validade, é limitado. A Teoria da Relatividade Restrita, formulada

por Einstein, substituiu o princípio de invariância de Galileu pelo de invariância de Lo-

rentz, que estabelece que as leis da física e a velocidade da luz no vácuo são as mesmas

em qualquer referencial inercial, de modo que, em baixas energias, isto é, velocidades

baixas comparadas à da luz no vácuo, o princípio de invariância de Galileu é uma boa

aproximação.

A Teoria da Relatividade Restrita, como mencionado acima, foi fundamentada em dois

postulados:

1. As leis da Física são idênticas em qualquer referencial inercial.

2. A velocidade da luz no vácuo é a mesma em qualquer sistema de referência

inercial.

As transformações que relacionam dois referenciais inercias de modo a respeitar a esses

dois postulados são chamadas de transformações de Lorentz. A equivalência de descri-

ções entre dois referenciais inerciais que se relacionam por meio das transformações de

Lorentz é dita simetria de Lorentz.
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A combinação da simetria de Lorentz com Mecânica Quântica leva à Teoria Quântica

de Campos, que descreve as partículas elementares como excitações localizadas de

um campo que está imerso no espaçø-tempo [27]. O desenvolvimento dessas idéias

levou à formulação do Modelo Padrão da física de partículas, que descreve de maneira

uni�cada as interações que regem as partículas elementares (eletromagnética, nuclear

forte e fraca), mas não incorpora a interação gravitacional.

2.2 A Violação Espontânea da Simetria de Lorentz

As tranformações de Lorentz podem ser realizadas de dois pontos de vista distintos [28]:

1. Ponto de vista passivo - quando deixamos os pontos pertencentes ao espaço-tempo

intactos e relacionamos as bases de dois sistemas de referência inerciais.

2. Ponto de vista ativo - quando deixamos nosso sistema de referência �xo e quem

se movimenta são os pontos do espaço-tempo.

A não equivalência entre essas duas descrições é dita violação ou quebra da simetria

de Lorentz.

Uma maneira de se implementar a quebra da simetria de Lorentz é por meio de um

campo de fundo (um campo ao qual nós não temos acesso às suas fontes). Em função

disso surgiram duas novas denominações para as transformações de Lorentz:

• Transformação de Lorentz de observador - para designar a transformação passiva

em presença de um campo de fundo.

• Transformação de Lorentz de partícula - para designar a transformação ativa em

presença de um campo de fundo.

A quebra de simetria realizada por um campo de fundo é chamada de quebra espontânea

de simetria. A idéia da quebra espontânea da simetria de Lorentz surge naturalmente

da tentativa de se incorporar a Relatividade Geral ao Modelo Padrão [23], para que

assim possamos obter uma descrição uni�cada das quatro interações fundamentais da

natureza. Esta idéia ganhou uma atenção especial devido ao fato de que, em um pro-

cesso de transição de fase, é natural que apareça um campo de fundo não nulo resultante

quando o sistema físico atinge o estado de mínima energia, como, por exemplo, na tran-

sição de fase do ferromagnetismo no modelo de Ising. Antes da transição temos uma

cadeia linear de spins com movimento térmico e descorrelacionados [29,30]. À medida
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que o sistema é resfriado os spins começam a �car correlacionados e se orientam em

uma determinada direção gerando como campo de fundo um campo magnético. Desta

forma ocorre uma quebra de isotropia espacial pois este campo de fundo seleciona es-

pontaneamente uma direção preferencial. Um processo de transição de fase semelhante

a esse, no contexto do Modelo Padrão, vem explicar como as partículas fundamentais

adquirem massa [31].

A idéia da ocorrência da quebra espontânea de simetria no contexto da teoria das

Cordas e do Modelo Padrão Estendido foi lançada por Alan Kosteleský e Stuart Samuel

[2,32] em 1989, e aos poucos foi ganhando adesão na comunidade como o procedimento

mais usual para se introduzir a quebra da simetria de Lorentz.

2.3 O Mecanismo de Quebra Espontânea proposto

por Kostelecký e Samuel

O que foi descoberto por Kostelecký e Samuel [32] é um mecanismo dentro da teoria de

cordas que permite a violação da simetria de Lorentz na escala de energia de Planck [1].

Este mecanismo trata-se de uma quebra espontânea da simetria de Lorentz realizada

através de tensores que adquirem valores esperados no vácuo diferentes de zero. Isto

é o que chamamos aqui de �condensação� dos tensores no vácuo. Quebrar a simetria

de Lorentz desta forma não signi�ca deixar de usar a álgebra de Lorentz. Quebrar a

simetria de forma espontânea signi�ca construir uma ação que é invariante sob esta

simetria, enquanto o vácuo da teoria não o é.

Porém, nem todo termo violador da simetria Lorentz pode ser incorporado ao Modelo

Padrão sem que antes sejam analisadas a regularização por contagem de potências e

a invariância frente a simetria de gauge do Modelo Padrão. A quebra da simetria de

Lorentz implementada desta forma não afeta a covariância da teoria, isto é, a física é

a mesma para qualquer observador inercial. O que se altera são as transformações de

Lorentz do ponto de vista de partícula.

Vejamos brevemente como isto ocorre [33]. Seja Φ(x) um campo onde os índices vetori-

ais ou espinoriais pertencentes a SO(1, 3) foram omitidos. Fazendo uma transformação

de Lorentz sobre Φ(x) e, em seguida, tomando o seu valor esperado no vácuo, teremos1

1Devido à invariância por translação, 〈0|Φ(x) |0〉 = 〈0|Φ(0) |0〉. Esta invariância implicará na
conservação do tensor energia-momento.
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〈0|Φ′(0) |0〉 = 〈0| e−
i
2
ωµνMµνΦ(0) |0〉

= 〈0| (1− i

2
ωµνMµν + · · ·)Φ(0) |0〉 (2.1)

ou

〈0|Φ′(0) |0〉 − 〈0|Φ(0) |0〉 = − i
2
ωµνMµν 〈0|Φ(0) |0〉+O(ω2). (2.2)

Se Φ(0) for um campo escalar, então Mµν = 0. Portanto mesmo que o campo adquira

um valor esperado no vácuo diferente de zero (〈0|Φ(0) |0〉 6= 0) a simetria de Lorentz é

preservada, pois 〈0|Φ′(0) |0〉 = 〈0|Φ(0) |0〉. Aqui está a idéia do mecanismo de Higgs.

Desejamos aqui estender este mecanismo para os demais campos. Entretanto, para

qualquer outro campo (tensorial ou espinorial) os geradores Mµν são diferentes de zero

e, consequentemente, 〈0|Φ′(0) |0〉 6= 〈0|Φ(0) |0〉, isto é, a simetria de Lorentz é quebrada

(se 〈0|Φ(0) |0〉 6= 0). É neste sentido que falamos que a violação da simetria de Lorentz

se dá do ponto de vista de partícula2; pois partículas e campos ao interagirem com um

vácuo que não é invariante frente a rotações, SO(1, 3), produzem consequências físicas

diferentes para cada direção escolhida. Por outro lado, escolhida uma dada orientação

todo observador inercial irá se deparar com a mesma física (a covariância é preservada).

2.4 Considerações �nais

Neste capítulo vimos os conceitos de simetria de Lorentz e de quebra espontânea dessa

simetria. Vimos também que se qualquer outro campo, que não seja o escalar, adquirir

no vácuo um valor esperado não nulo, necessariamente a simetria de Lorentz será

violada, que é a idéia central do mecanismo de quebra proposto por Kostelecký e

Samuel. Este mecanismo também promove a violação da simetria-CPT. Apesar de CPT

ser uma simetria discreta, e, aparentemente, não ter relação alguma com a simetria

de Lorentz; se a teoria for interagente, segundo Greenberg, violar a simetria CPT

implica necessariamente violar a simetria de Lorentz [34]. Portanto, investigações sobre

violação de CPT pode ser um caminho para se buscar vestígios da violação da simetria

de Lorentz.

2Como mostramos, esta quebra pode ser vista como uma extensão do mecanismo de Higgs.
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Capítulo 3

Setores de Gauge CPT-ímpar e

CPT-par do Modelo Padrão Estendido

3.1 Introdução

Há três tipos de transformações discretas que são de fundamental importância para

teorias de campo [1]: a inversão espacial ou paridade P, a conjugação de carga C e a

reversão temporal T. Toda teoria de campos livre, isto é, não interagente, é invariante

sob estas tranformações, porém interações podem quebrar estas simetrias, e hoje é

sabido que todas as três simetrias discretas C, P e T são quebradas na natureza [35�

37], entretanto a combinação destas três simetrias discretas leva a um dos resultados

mais gerais e fundamentais da teoria quântica de campos. Este resultado é o teorema

CPT que estabelece que qualquer teoria quântica de campos que satisfaça a algumas

condições gerais tem que ser invariante sob esta simetria [38].

O Modelo Padrão Estendido (MPE) é uma teoria de campos efetiva obtida do Modelo

Padrão (o modelo que descreve de maneira uni�cada as interações que regem as partí-

culas elementares, a saber, as interações eletromagnética, nuclear fraca e nuclear forte,

mas não incorpora a gravitacional) pela adição de termos que incorporam as violações

da simetria de Lorentz e CPT [11, 12]. Os termos acrescentados são construídos pela

contração de operadores de campos do Modelo Padrão com constantes de acoplamento

tensoriais que permeiam o espaço-tempo. Tais coe�cientes tensoriais (ou constantes

de acoplamento) têm suas origens em teorias mais fundamentais, onde ocorre a que-

bra espontânea da simetria de Lorentz, sendo as constantes de acoplamento utilizadas

para se construir o MPE, o valor esperado no vácuo de tais campos tensoriais. Existe

uma in�nidade de termos que podem ser construídos dessa forma, inclusive termos
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não renormalizáveis, de dimensão arbitrariamente alta [39�43], porém, para investigar

em escalas de baixas energias, como a escala do Modelo Padrão, é vantajoso traba-

lhar com um subconjunto, incluindo um número �nito de termos. Um subconjunto de

muito interesse, e denominado Modelo Padrão Mínimo Estendido (MPME), é obtido

do anterior por restringir-se àqueles termos renormalizáveis por contagem de potências

e que preservam a invariância de calibre, SU(3) × SU(2) × U(1), do Modelo Padrão

usual. Aqui vamos trabalhar com o MPME e a partir desse ponto nos referiremos a ele

simplesmente como Modelo Padrão Estendido (MPE).

Neste capítulo vamos discutir as transformações C, P e T, a conexão do teorema CPT

com a simetria de Lorentz, e analisaremos algumas propriedades importantes [24] dos

setores de gauge CPT-par e CPT-ímpar do Modelo Padrão Estendido.

3.2 Simetrias Discretas

3.2.1 Operação de Paridade

A operação de paridade é caracterizada por promover a inversão do sistema de coor-

denadas de tal forma que o vetor posição é revertido1:

~r
P→ −~r, (3.1)

valendo ∂i
P→ −∂i sobre o operador gradiente (∇ P→ −∇), enquanto que

∂t
P→ ∂t. Logo, vale:

∂µ
P→ ∂µ. (3.2)

Vetores genuínos (velocidade, momento, aceleração, força, campo elétrico, vetor poten-

cial) são revertidos perante o operador paridade P , ou seja,

~v
P→ −~v; ~p

P→ −~p; (3.3)

~a
P→ −~a; ~f

P→ −~f ; (3.4)

~A
P→ − ~A; ~E

P→ − ~E; (3.5)

enquanto que pseudo-vetores (campo magnético, spin, momento angular) permanecem

invariantes:
~B

P→ ~B; ~S
P→ ~S; ~J

P→ ~J. (3.6)

1Nesta tese usamos c = } = 1 e a assinatura (+,−,−,−).



17

Quantidades escalares permanecem invariantes, A0
P→ A0, enquanto pseudo-escalares

sofrem reversão de sinal. O quadripotencial e a quadricorrente alteram-se como

Aµ
P→ Aµ; Jµ

P→ Jµ; ∂µ
P→ ∂µ. (3.7)

3.2.2 Operação de Inversão Temporal

A operação de reversão temporal é caracterizada por t
T→ −t, atuando da seguinte

forma sobre os vetores:

~r
T→ ~r; ~v

T→ −~v; ~a
T→ ~a; ~f

T→ ~f ; (3.8)

onde usamos ∂t
T→ −∂t, ∂i

T→ ∂i. Para manter a força de Lorentz invariante,
~f = q( ~E+~v× ~B), o operador T atua da seguinte forma sobre o campo eletromagnético:

~B
T→ − ~B; ~E

T→ ~E; (3.9)

A0
T→ A0; ~A

T→ − ~A; (3.10)

Aµ
T→ Aµ; Jµ

T→ Jµ; ∂µ
T→ −∂µ. (3.11)

3.2.3 Operação de Conjugação de Carga

A operação de conjugação de carga é caracterizada por reverter a carga do sistema

q
C→ −q, ou levar o estado de partícula ao de anti-partícula em uma teoria quântica-

relativística. Por reverter a quadricorrente, Jµ
C→ −Jµ, atua da seguinte forma

sobre o quadripotencial:

A0
C→ −A0; ~A

C→ − ~A. (3.12)

Ademais, não atua sobre o espaço-tempo, de modo que ∂µ
C→ ∂µ. Com isto resulta:

~E
C→ − ~E; ~B

C→ − ~B; (3.13)

~p
C→ ~p; ~a

C→ ~a; ~f
C→ ~f. (3.14)
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3.2.4 Operador CPT, o Teorema CPT e sua Conexão com a

Simetria de Lorentz

As três simetrias discretas discutidas são simetrias exatas para teorias de campos livres,

porém elas podem ser violadas na presença de interações. Por exemplo, a paridade é

violada nas interações fracas [35,36] e a combinação de paridade e conjugação de carga

CP, é violada em decaimento de mésons K [36, 37]. Contudo pode-se esperar que as

simetrias discretas sejam tão fundamentais para teorias de campo quanto a invariância

de Lorentz dentre outras simetrias, e portanto elas devem valer em toda teoria física.

Há uma simetria que é profundamente entrelaçada no formalismo da teoria de campos e

satisfaz a este critério, ela consiste em uma transformação que combina as três simetrias

discretas já discutidas anteriormente. Esta simetria é a CPT, ou seja, o produto das

simetrias de conjugação de carga, paridade e reversão temporal.

O operador CPT (CPT ) é formado pelo produto dos operadores C, P e T . Atua da

seguinte forma sobre o campo eletromagnético e sobre as derivadas espaço-temporais:

A0
CPT→ −A0; ~A

CPT→ − ~A; (3.15)

Aµ
CPT→ −Aµ; ∂µ

CPT→ −∂µ; (3.16)

~E
CPT→ ~E; ~B

CPT→ ~B. (3.17)

O teorema CPT estabelece que qualquer teoria quântica de campos é invariante sob a

simetria discreta CPT, se as seguintes condições forem satisfeitas:

• A teoria deve ser local.

• A teoria deve possuir um lagrangeano hermiteano.

• O lagrangeano da teoria deve ser invariante sob transformações de Lorentz pró-

prias.

• A teoria deve respeitar a relação spin-estatística, isto é, campos com spin inteiro

devem ser quantizados com comutadores e campos com spin semi-inteiro devem

ser quantizados com anti-comutadores

Desse modo o teorema CPT estabelece que embora tais teorias quânticas possam violar

as simetrias C, P e T separadamente, qualquer teoria quântica de campos satisfazendo

às condições acima deve ser invariante sob CPT [38,44,45]. Uma demonstração rigorosa

desse teorema é dada em [38].
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Dessa discussão vemos que a invariância de Lorentz da teoria é uma suposição funda-

mental para a validade do teorema CPT. As lagrangeanas do MPE satisfazem a todos

os critérios para a validade do teorema, exceto um, o de invariância sob transformações

de Lorentz próprias.

A covariância de Lorentz de uma teoria teoria quântica de campos pode ser especi-

�cada em termos de covariância das funções de Wightman da teoria. As funções de

Wightman são matrizes de elemento do produto de campos no vácuo [38] e tais funções

compartilham das mesmas simetrias que a teoria. Greenberg mostrou [34] que a viola-

ção da simetria CPT de qualquer função de Wightman implica na violação da simetria

de Lorentz da teoria. Isto ocorre porque se uma função de Wightman da teoria viola a

simetria CPT então ela não obedece a uma condição chamada de comutatividade local

fraca, o que acarreta em uma violação da simetria de Lorentz da teoria (mais deta-

lhes sobre estes pontos podem ser vistos em [34, 38]). Este argumento de Greenberg

não se aplica a teorias livres, assim nós podemos enunciar o teorema de Greenberg

da seguinte maneira: Se a invariância sob a simetria discreta CPT é violada em uma

teoria quântica de campos interagente, então aquela teoria também viola a simetria de

Lorentz.

Estes resultados são relevantes para teorias de campos efetivas, onde a teoria quadridi-

mensional surge de uma em altas dimensões, como o MPE discutido aqui. Se a teoria

efetiva em quatro dimensões viola a simetria CPT, ela também viola a simetria de

Lorentz, sendo a recíproca falsa.

3.3 O Setor de Gauge do Modelo Padrão Estendido

A lagrangeana do setor de gauge do MPE é [11,12]

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4
εµναβV

µAνFαβ − 1

4
(KF )µνκλF

µνF κλ − AµJµ, (3.18)

sendo F µν = ∂µAν − ∂νAµ o tensor do campo eletromagnético construído a partir do

4-potencial Aµ = (A0, ~A).

As violações da simetria de Lorentz aqui consideradas são as mais gerais que podem

advir do setor de radiação do MPE. Elas são parametrizadas pelos campos tensoriais

de fundo V µ e (KF )µνκλ. Classicamente, estes termos podem assumir qualquer valor,

porém como esperado da experiência com a eletrodinâmica de Maxwell, tais termos

devem ser muito pequenos, ou até mesmo, se não nulos, incomensuráveis, pois as

violações de simetrias parametrizadas por eles nunca foram detectadas na natureza.
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Estes tensores são ditos campos de fundo pois permeiam todo o espaço-tempo e não

temos acesso a suas fontes, ou seja, são campos tensoriais �xos que selecionam uma

direção privilegiada no espaço-tempo, quebando a isotropia.

Termos que violam a simetria de Lorentz se dividem em dois grupos. Um sendo pa-

rametrizado por termos que também violam a simetria CPT, e outro que preserva

esta simetria. O setor de gauge do MPE contém um termo que viola a simetria CPT,

εµναβV
µAνFαβ, chamado de CPT-ímpar, e outro termo que não viola esta simetria,

(KF )µνκλF
µνF κλ, chamado de CPT-par. Em função desses termos o setor de gauge do

MPE pode ser divido em CPT-ímpar e CPT-par, vamos agora estudar cada um deles

individualmente.

3.4 A Lagrangeana do Setor de Gauge CPT-ímpar do

Modelo Padrão Estendido

A lagrangeana do setor de gauge CPT-ímpar do MPE [24] é

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4
εµναβV

µAνFαβ − AµJµ, (3.19)

onde V µ = (V0, V
i) é um campo de fundo �xo responsável pela violação da simetria

de Lorentz e que não se transforma como um quadrivetor. Esta lagrangeana foi pri-

meiramente analisada por Carrol-Field-Jackiw [46]. Na ausência de fontes ela pode ser

reescrita em uma forma explícita, lembrando que

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, F0i = Ei, Flm = εlmkBk, (3.20)

como

L =
1

2
( ~E2 − ~B2) +

1

2
[V 0( ~A · ~B)− A0(~V · ~B)− ~V · ( ~A× ~E)], (3.21)

esta lagrangeana é conhecida como a lagrangena da eletrodinâmica de Maxwell-Carrol-

Field-Jackiw. Sob a atuação do operador CPT, (3.21) transforma-se como

L CPT→ L =
1

2
( ~E2 − ~B2) +

1

2
[−V 0( ~A · ~B) + A0(~V · ~B) + ~V · ( ~A× ~E)], (3.22)

entretanto, os campos tensoriais de fundo com um número ímpar de índices de Lorentz,

como V µ, são quantidades que não sentem as transformações de CPT [1], o que acarreta

a violação da simetria CPT, e é nesse sentido que o setor de gauge é dito CPT-ímpar.
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3.4.1 Equações de Movimento

As equações de movimento da eletrodinâmica representada pela lagrangeana (3.19)

podem ser obtidas por meio das equações de Euler-Lagrange

∂L
∂Aλ

− ∂σ
∂L

∂(∂σAλ)
= 0, (3.23)

nos dando

∂νF
νµ +

1

2
εµλαβVλFαβ = Jµ, (3.24)

e por meio da identidade de Bianchi,

∂νFαβ + ∂αFβν + ∂βFνα = 0. (3.25)

De (3.25) obtemos as equações de Maxwell homogêneas:

∇ · ~B = 0; (3.26)

∂ ~B

∂t
+∇× ~E = 0. (3.27)

Enquanto que (3.24) nos dá as equações de Maxwell não-homogêneas (modi�cadas pelo

campo de fundo):

∇ · ~E − ~V · ~B = ρ; (3.28)

−∂
~E

∂t
+∇× ~B + ~V × ~E = ~J. (3.29)

3.4.2 Equações de Onda e Relações de Dispersão

Partindo das equações de Maxwell anteriormente obtidas, mediante manipulações al-

gébricas, obtemos:

� ~B + V0(∇× ~B) = ∇× (~V × ~E)−∇×~j; (3.30)

� ~E +
∂(∇× ~E)

∂t
= ∇(~V · ~B) + V0

∂ ~B

∂t
+∇ρ+

∂~j

∂t
, (3.31)

onde � = ∂µ∂µ.

Partindo de (3.24), usando o gauge de Lorentz ∂σAσ = 0, obtemos

�Aλ +
1

2
ελµαβV

µFαβ = Jλ, (3.32)
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daí, para o potencial escalar temos que

�A0 + ~V · ~B = ρ, (3.33)

e para o potencial vetorial temos que

� ~A− V 0 ~B + (~V × ~E) = ~J. (3.34)

A equação (3.32) pode ser escrita como

MλβA
β = Jλ, (3.35)

onde

Mλβ = �ηλβ + ελµαβV
µ∂α. (3.36)

Trabalhando no espaço de Fourier (dos momentos), podemos então escrever

Aβ = Ãβexp(−ip · x) = Ãβexp(−ip0t+ i~p · ~x) (3.37)

∂µ → −ipµ, ∂µ∂
µ → −p2, (3.38)

logo

Mλβ(p) = −p2ηλβ − iελµαβV µpα. (3.39)

Por meio de extensas manipulações algébricas obtemos o determinante da matriz M ,

isto é

det(M) = p4[−p4 − p2V 2 + (~V · ~p)2]. (3.40)

A relação de dispersão é obtida fazendo det(M) = 0, ou seja

p4 + p2V 2 − (~V · ~p)2 = 0. (3.41)

3.4.3 Análise da Relação de Dispersão e da Birrefringência

A birrefringência é usualmente a decomposição da luz propagando-se em um meio

anisotrópico em duas diferentes componentes (raios ordinário e extraordinário). A bir-

refringência é também descrita como a propagação de diferentes modos de polarização

com diferentes velocidades. Tal diferença de velocidade causa uma rotação no plano de

polarização. A birrefringência possui similaridade com o efeito Faraday, em que a ro-

tação do plano de polarização é causada por um campo magnético ao longo da direção

de propagação. O efeito Faraday é uma ferramenta bastante utilizada por astrofísicos
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em busca de campos intergaláticos.

No caso das eletrodinâmicas com violação da simetria de Lorentz, é comum ter birre-

fringência no vácuo determinada pelo campo de fundo violador da simetria de Lorentz,

tal como pode ser veri�cado na teoria de Carrol-Field-Jackiw. Como veremos, devido

aos dados de polarização da luz advinda de galáxias distantes [19, 46�49], os teste de

birrefringência acabam sendo os que levam aos limites mais restritivos na magnitude

dos parâmetros de violação. A seguir ilustraremos como isso pode ser realizado dentro

do contexto da eletrodinâmica de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw.

Como acabamos de ver, a relação de dispersão geral da eletrodinâmica de Carrol-Field-

Jackiw é

p4 + p2V 2 − (~V · ~p)2 = 0, (3.42)

onde pµ = (ω, ~p) é o quadrivetor de onda. Essa equação pode ser inicialmente resolvida

para p2, dando

p2 =
−V 2 ±

√
V 4 + 4(V · p)2

2
, (3.43)

sendo V · p = V µpµ, que pode ser aproximada, V 2 << 1, por

p2 =
−V 2

2
± (V · p), (3.44)

ou seja

(ω2 − ~p2) =
−V 2

2
± (V0ω − ~V · ~p), (3.45)

fornecendo

ω2 ∓ V0ω − ~p2 +
V 2

2
± ~V · ~p = 0. (3.46)

Buscando um resultado em primeira ordem no campo de fundo violador (V << 1),

fazemos

ω2 ∓ V0ω − ~p2 ± ~V · ~p = 0, (3.47)

e resolvemos para ω, obtendo

ω = ±V0

2
± |~p|

√
1∓

~V · ~p
|~p|2

, (3.48)

isto é

ω ≈ ±
[
|~p| ± 1

2
(±V0 −

∣∣∣~V ∣∣∣ cosθ)] . (3.49)

Tomando somente o sinal superior em (3.47), ou seja tomando a equação ω2 − V0ω −
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~p2 + ~V · ~p = 0, e levando em conta que ω deve ser positivo, �camos com

ω ≈
[
|~p| ± 1

2
(V0 −

∣∣∣~V ∣∣∣ cosθ)] , (3.50)

e

|~p| ≈ ω ± 1

2
(V0 −

∣∣∣~V ∣∣∣ cosθ). (3.51)

Como já foi dito, ocorre birrefringência quando modos de polarização diferentes propagam-

se com velocidades de fase diferentes, determinando uma rotação no plano de pola-

rização à medida que a onda se propaga. Para veri�car se a teoria em questão é

ou não birrefringente, é necessário tomar os dois modos de polarização (right e left)

propagando-se no mesmo sentido, de modo a constituir uma única frente de onda. Por

convenção o modo right propaga-se para a direita (sentido positivo do eixo-x), enquanto

que o modo left propaga-se para a esquerda (sentido negativo do eixo-x). A mudança

na fase ϕ da onda circularmente polarizada, resultante da junção dos dois modos, é

proporcional à distância L percorrida pela luz, ou seja,

ϕ = |~p|L. (3.52)

Tomando-se a diferença entre os dois modos (right e left), representados respectiva-

mente por | ~p+| e | ~p−|, temos

∆ϕ = (| ~p+| − | ~p−|)L = (∆ |~p|)L. (3.53)

O ângulo de rotação do plano de polarização é metade da diferença de fase, ou seja

α =
∆ϕ

2
= (∆ |~p|)L

2
. (3.54)

Tomemos então o modo right, no seu sentido convencional, da eletrodinâmica de

Maxwell-Carrol-Field-Jackiw, descrito por

ω+(+~p) ≈
[
|~p| ± 1

2
(V0 −

∣∣∣~V ∣∣∣ cosθ)] , (3.55)

e também o modo left propagando-se também para a direita (sentido oposto ao seu

convencional), ou seja

ω−(−~p) ≈
[
|~p| ± 1

2
(V0 −

∣∣∣~V ∣∣∣ cosθ)] . (3.56)
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Como essas equações envolvem |~p|, em vez de ~p, não há mudança de sinal relativo

quando a informação da reversão ~p→ −~p é implementada. Como consequência, temos

velocidades de fase (uph = p0/|~p|) correspondentes diferentes para estes dois modos

propagantes no mesmo sentido, isto é,

uph+ ≈ 1 +
1

2 |~p|
(V0 −

∣∣∣~V ∣∣∣ cosθ), (3.57)

e

uph− ≈ 1− 1

2 |~p|
(V0 −

∣∣∣~V ∣∣∣ cosθ). (3.58)

Neste caso veri�camos que

(| ~p+| − | ~p−|) ≈ 2(V0 −
∣∣∣~V ∣∣∣ cosθ), (3.59)

logo

α ≈ L(V0 −
∣∣∣~V ∣∣∣ cosθ). (3.60)

3.5 A Lagrangeana do Setor de Gauge CPT-par do

Modelo Padrão Estendido

A lagrangeana do setor de gauge CPT-par do MPE [24] é

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4
(KF )µνκλF

µνF κλ − AµJµ, (3.61)

onde (KF )µνκλ é um tensor de acoplamento adimensional e renormalizável responsável

pela violação da simetria de Lorentz. Ele possui as mesmas simetrias do tensor de

Riemann, isto é

(KF )µνκλ = −(KF )νµκλ, (KF )µνκλ = −(KF )µνλκ, (KF )µνκλ = (KF )κλµν ; (3.62)

(KF )µνκλ + (KF )µκλν + (KF )µλνκ = 0, (3.63)

e duplo traço nulo

(KF )µνµν = 0. (3.64)

Portanto o tensor (KF )µνκλ possui 19 componentes independentes, das quais 9 não

fornecem birrefringência.
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Na ausência de fontes a lagrangeana pode ser reescrita em uma forma explícita como

L =
1

2
( ~E2 − ~B2)− 1

4

[
4(KF )0i0jE

iEj + 4(KF )oilmεlmpE
iBp + (KF )ablmεabqεlmpBqBp

]
.

(3.65)

Com o mesmo argumento utilizado no caso da lagrangeana do setor de gauge CPT-

ímpar, concluímos que (KF )0i0j, (KF )ablm e (KF )oilm são CPT-par.

Uma Primeira Parametrização Matricial

Uma parametrização útil para esta teoria é aquela [19, 20] em que as 19 componentes

independentes do tensor (KF ) estão contidas em 4 matrizes 3× 3: (κDE), (κHB), (κDB)

e (κHE).

As componentes dessas matrizes são dadas por

(κDE)jk = −2(KF )0j0k, (κHB)jk =
1

2
εjpqεklm(KF )pqlm, (3.66)

(κDB)jk = −(κHE)kj = εkpq(KF )0jpq. (3.67)

De acordo com essa parametrização notemos que:

(κDE)jk = (κDE)kj → matriz simétrica → 6 componentes,

(κHB)jk = (κHB)kj → matriz simétrica → 6 componentes,

(κDB)jk → sem simetria → 9 componentes.

A propriedade (3.64) implica em

(κHB)jj = −(κDE)jj, (3.68)

enquanto que a propriedade (3.63) implica em

(κDB)jj = −(κHE)jj = 0. (3.69)

Portanto temos que:

(κDE) e (κHE) (6 componentes independentes cada, devido ao fato de cada uma ser

simétrica, 6 + 6 = 12, −1 componente, devido ao traço da soma κDE + κHB ser nulo,

12− 1 = 11) → 11 componentes independentes,

(κDB) = −(κHE)T (9 componentes independentes, devido ao fato de não ser simétrica,

−1 componente, devido ao traço nulo, 9− 1 = 8) → 8 componentes independentes.

Totalizando 19 componentes independentes, logo esta parametrização é consistente.
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Usando esta parametrização, (3.65) pode ser reescrita como

L =
1

2

[
δji + (κDE)ij

]
EiEj − 1

2

[
δpq + (κHB)pq

]
BpBq − (κDB)ipE

iBp. (3.70)

Da de�nição dessa parametrização vemos que (κDE)ij e (κHB)pq são P-par, enquanto

que (κDB)ip e (κHE)ip são P-ímpar. Com isso podemos a�rmar que nessa parame-

trização, com relação à paridade, o setor par possui 11 componentes independentes,

enquanto que o setor ímpar possui 8 componentes independentes.

3.5.1 Uma Segunda Parametrização Matricial

Há uma outra parametrização em que ocorre a separação explícita das componen-

tes de paridade par e paridade ímpar do setor CPT-par em termos das matrizes

(κ̃e+), (κ̃e−), (κ̃o+) e (κ̃o−). Elas são tais que:

(κ̃e+)jk =
1

2
(κDE + κHB)jk, (κ̃e−)jk =

1

2
(κDE − κHB)jk − δjkκtr, (3.71)

(κ̃o+)jk =
1

2
(κDB + κHE)jk, (κ̃o−)jk =

1

2
(κDB − κHE)jk, (3.72)

sendo

κtr =
1

3
tr(κDE) =

1

3
(κDE)ii, (3.73)

onde (κ̃e) e (κ̃o) denotam matrizes de paridade par e ímpar respectivamente. Sabendo

que (κDE) e (κHB) são matrizes simétricas, temos que:

(κ̃e+)jk = (κ̃e+)kj → matriz simétrica → 6 componentes,

(κ̃e−)jk = (κ̃e−)kj → matriz simétrica → 6 componentes.

Notemos também que as matrizes (κ̃e+) e (κ̃e−) têm traço nulo.

Lembrando que (κDB)jk = (κHE)kj, obtemos que:

(κ̃0+)kj = −(κ̃0+)jk → matriz anti-simétrica → 3 componentes,

(κ̃0−)kj = (κ̃0−)kj → matriz simétrica e de traço nulo → 5 componentes.

Portanto temos que:

(κ̃e+) e (κ̃e−) → matrizes simétricas de paridade par e traço nulo → (6+6−1) =

11 componentes independentes,

(κ̃0+) e (κ̃0−) → matriz anti-simétrica de paridade ímpar e matriz simétrica de

paridade ímpar e traço nulo → (3 + 5) = 8 componentes independentes.
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Totalizando 19 componentes independentes, logo esta parametrização também é con-

sistente.

Em termos desta parametrização podemos escrever

(κDE)jk = (κ̃e+)jk + (κ̃e−)jk + δjkκtr, (3.74)

(κHB)jk = (κ̃e+)jk − (κ̃e−)jk − δjkκtr, (3.75)

(κDB)jk = (κ̃0+)jk + (κ̃0−)jk, (3.76)

(κHE)jk = (κ̃0+)jk − (κ̃0−)jk. (3.77)

Utilizando esta parametrização, (3.65) pode ser reescrita como

L =
1

2
(1 + κtr) ~E

2 − 1

2
(1− κtr) ~B2 +

1

2
[((κ̃e+)ij + (κ̃e−)ij)E

iEj

+ ((κ̃0+)ip + (κ̃0−)ip)E
iBp − ((κ̃e+)qp − (κ̃e−)qp)B

qBp]. (3.78)

3.5.2 Equações de Movimento, Equações de Onda e Birrefrin-

gência

Com procedimentos análogos aos utilizados no caso CPT-ímpar, obtemos as seguintes

equações de movimento:

∂νFαβ + ∂αFβν + ∂βFνα = 0; (3.79)

∂νF
νµ − (KF )µνρϕ∂νFρϕ = Jµ, (3.80)

que fornecem, respectivamente, as equações de Maxwell homogêneas:

∇ · ~B = 0; (3.81)

∂ ~B

∂t
+∇× ~E = 0, (3.82)

e as não homogêneas:

∂iE
i + (κDE)lj∂lE

j + (κDB)lk∂lBk = ρ; (3.83)
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∂tEi − εijk∂jBk + (κDE)ij∂tEj − (κDB)ik∂tBk −
(κHB)jkεjip∂pBk − εipk(κDB)mk∂pEm = −Ji. (3.84)

Por meio de manipulações algébricas obtemos a equação de onda modi�cada para o

campo elétrico (na ausência de fontes):

[δjk + (κDE)kj]∂t
2Ej − [1− (κDE)aa]∇2Ek + ∂k(∂cEc) + (κDB)kaεabc∂t∂bEc

−(κDB)abεbkj∂j∂tEa + (κHB)aa∂k∂bEb + (κHB)ab∂a∂bEk − (κHB)ka∂a∂bEb

+(κHB)ka∇2Ea − (κHB)ab∂a∂kEb = 0. (3.85)

Dada a complexidade dessa equação, é conveniente analisá-la em diferentes setores.

A. Equação de Onda para Parâmetros de Paridade Par

Focando nossa atenção no setor de paridade par, ou seja, tomando o setor de

paridade ímpar como sendo nulo (fazendo κDB = 0), a equação de onda (3.85)

�ca:

[δjk + (κDE)kj]∂t
2Ej − [1− (κDE)aa]∇2Ek + ∂k(∂cEc)

+(κHB)aa∂k∂bEb + (κHB)ab∂a∂bEk − (κHB)ka∂a∂bEb

+(κHB)ka∇2Ea − (κHB)ab∂a∂kEb = 0. (3.86)

Para simpli�carmos nossa análise, deveríamos trabalhar com somente uma matriz

violadora da simetria de Lorentz (LV). Com este intuito façamos κDE = −κHB,
implicando em

(κ̃e+)jk = 0, (3.87)

(κ̃e−)jk = (κDE)jk − nδjk = 0, (3.88)

sendo

n =
1

3
tr(κDE); (3.89)

ou seja

(κDE)ab = (κ̃e−)ab + nδab = 0, (κHB)ab = −(κ̃e−)ab − nδab = 0. (3.90)

Com isso (3.86) torna-se:
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[(1 + n)δjk + (κ̃e−)kj]∂t
2Ej − [(1− n)δka + (κ̃e−)ka]∇2Ek +

∂k(∂cEc)− n∂k∂bEb − (κ̃e−)ab∂a∂bEk +

(κ̃e−)ka∂a∂bEb + (κ̃e−)ab∂a∂kEb = 0. (3.91)

E a lei de Gauss (3.83) nesse caso (κDB = 0 e ρ = 0) �ca:

(1 + n)∂aEa + (κ̃e−)ba∂bEa = 0. (3.92)

Vamos re�nar ainda mais nossa análise estudando dois casos especí�cos:

1. Caso isotrópico: (κ̃e−) = 0 e n 6= 0

Neste caso muito particular, há somente um único parâmetro violador da

simetria de Lorentz isotrópico, n. A equação de onda (3.91) é então reduzida

a:

(1 + n)∂t
2Ek − (1− n)∇2Ek + ∂k(∂cEc)− n∂k∂bEb = 0, (3.93)

e a lei de Gauss (3.92) �ca simplesmente:

(1 + n)∂aEa = 0. (3.94)

Substituindo (3.94) em (3.93) obtemos:

[(1 + n)∂t
2 − (1− n)∇2]Ek = 0. (3.95)

No espaço de Fourier a expansão do campo elétrico é dada por:

~E = ~̃Eexp(−ip · r), (3.96)

desse modo (3.95) �ca:

[(1 + n)p0
2 − (1− n)~p2]Ẽk = 0, (3.97)

que nos dá a relação de dispersão

[(1 + n)p0
2 − (1− n)~p2] = 0, (3.98)
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ou seja,

p0 = ±

√
(1− n)

(1 + n)
|~p| . (3.99)

Esta relação de dispersão nos dá velocidades de fase e de grupo iguais,

uph =
p0

|~p|
=

√
(1− n)

(1 + n)
, (3.100)

ug =
dp0

d |~p|
=

√
(1− n)

(1 + n)
. (3.101)

Como os modos right e left propagam-se com a mesma velocidade de fase,

isto representa uma eletrodinâmica não-birrefringente. Notemos que ela de-

veria valer para 0 ≤ n ≤ 1 para assegurar uma velocidade de grupo menor

ou igual que 1. Podemos mostrar que a relação de dispersão descreve a

propagação de ondas eletromagnéticas em um meio dielétrico, onde a luz

propaga-se com velocidade c/nindex, sendo nindex o índice de refração. No-

temos também que o parâmetro violador da simetria de Lorentz pode ser

escrito em termos do índice de refração:

1

nindex
=

√
(1− n)

(1 + n)
, (3.102)

ou seja,

n =
n2
index − 1

n2
index + 1

. (3.103)

Neste caso, o efeito da violação da simetria de Lorentz é modi�car a veloci-

dade de propagação, tal como pode ocorrer em um meio dielétrico.

2. Caso anisotrópico: n = 0 e (κ̃e−) 6= 0

Neste caso, mantemos como não nulos os coe�cientes matriciais (κ̃e−), para

que possamos introduzir a anisotropia na teoria. A equação de onda (3.91)

torna-se então:

[δjk + (κ̃e−)kj]∂t
2Ej − [δka + (κ̃e−)ka]∇2Ek

+∂k(∂cEc)− (κ̃e−)ab∂a∂bEk + (κ̃e−)ka∂a∂bEb

+(κ̃e−)ab∂a∂kEb = 0, (3.104)
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e a lei de Gauss (3.92) �ca:

∂aEa + (κ̃e−)ba∂bEa = 0. (3.105)

Substituindo (3.105) em (3.104), obtemos:

{[�− (κ̃e−)cb∂c∂b]δka + (κ̃e−)kb[�δab + ∂b∂a]}Ea = 0, (3.106)

no espaço de Fourier �camos com:{
[p2 − (κ̃e−)cbpcpb]δka + (κ̃e−)kb[p

2δab + pbpa]
}
Ea = 0. (3.107)

Como a matriz (κ̃e−) é simétrica e de traço nulo, ela pode ser parametrizada

em termos de dois vetores tridimensionais, ~a e ~b, como:

(κ̃e−)jk =
1

2
(ajbk + akbj), (3.108)

com ~a ·~b = 0 e det(κ̃e−) = 0. Com isso (3.107) pode ser reescrita como:

MkjEj = 0, (3.109)

onde

Mkj = [p2 − (~a · ~p)(~b · ~p)]δkj +
1

2
(ajbk + akbj)p

2 +
1

2
akpj(~b · ~p) +

1

2
bkpj(~a · ~p).

(3.110)

As relações de dispersão são obtidas fazendo detM = 0. Por meio de algumas

manipulações algébricas obtemos então que:

p2 − (~a · ~p)(~b · ~p) = 0, (3.111)

isto é,

p0 = ± |~p|
√

1 + |~a|
∣∣∣~b∣∣∣ cosθacosθb, (3.112)

ou seja, o modo left permanece igual ao modo right sob a operação ~p→ −~p,
o que assegura a não-birrefringência.

B. Equação de Onda para Parâmetros de Paridade Ímpar

Nesse caso vamos fazer κDE = κHB = 0 na equação de onda (3.85), mantendo

somente os coe�cientes de paridade ímpar ((κDB)ka 6= 0). Temos então que:
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∂t
2Ek −∇2Ek + ∂k(∂cEc) + (κDB)kaεabc∂t∂bEc

−(κDB)abεbkj∂j∂tEa = 0. (3.113)

Para facilitar ainda mais a nossa análise, escolhemos κDB = κHE, então:

κ̃o− =
1

2
(κDB − κHE), (3.114)

κ̃o+ =
1

2
(κDB + κHE) = κDB. (3.115)

Substituindo (3.114) e (3.115) em (3.113), temos que:

∂t
2Ek −∇2Ek + ∂k(∂cEc) + (κo+)kaεabc∂t∂bEc

−(κo+)abεbkj∂j∂tEa = 0. (3.116)

Notemos que a lei de Gauss (3.83) �ca:

∂aEa − (κ̃o+)ba∂bBa = 0. (3.117)

A condição κDB = κHE associada com (κDB)jk = −(κHE)kj, nos dá

(κDB)jk = −(κDB)kj, (3.118)

ou seja, a matriz κDB = (κ̃o+) é agora anti-simétrica e, consequentemente, de

traço nulo, logo possui somente 3 componentes independentes, podendo então

ser parametrizada em termos de um vetor tridimensional ~κ, tal que:

(κ̃o+)jk = εjkiκi, (3.119)

e det(κ̃o+) = 0. Usando (3.119) em (3.116) obtemos:

∂t
2Ek −∇2Ek + ∂k(∂cEc) + εkaiεabcκi∂t∂bEc

−εabiεbkjκi∂j∂tEa = 0. (3.120)

No espaço de Fourier (3.120) é escrita como:

p2
0Ek − ~p2Ek + pkpcEc + εkaiεabcκip0pbEc

−εabiεbkjκipjp0Ea = 0, (3.121)
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que, mediante a alguma manipulações algébricas, assume a forma

MjkEj = 0, (3.122)

onde

Mjk = [p2 + 2p0(~κ · ~p)]δkj + pkpj − p0(κipk + κkpj). (3.123)

As relações de dispersão são obtidas fazendo detM = 0, realizando esse cálculo

obtemos:

p2 + 2p0(~κ · ~p) = 0, (3.124)

ou seja

p0 = ±
[√

~p2 + (~κ · ~p)2 ∓ (~κ · ~p)
]
. (3.125)

Com o intuito de investigarmos sobre a birrefringência, devemos comparar as

velocidades de fase dos modos right e left, ambos movendo-se para a direita, isto

é:

p0+(+~p) =
[√

~p2 + (~κ · ~p)2 − (~κ · ~p)
]
, (3.126)

e

p0−(−~p) =
[√

~p2 + (~κ · ~p)2 − (~κ · ~p)
]
. (3.127)

Esses dois modos fornecem a mesma velocidade de fase

uph =
√

1 + κ2cos2θp − |κ| cosθp, (3.128)

portanto, concluímos que os coe�cientes κ são não-birrefringentes.

3.6 Considerações Finais

Neste capítulo discutimos a simetria de CPT e sua relação com a simetria de

Lorentz, e analisamos propriedades importantes dos setores de gauge CPT-ímpar

e CPT-par do MPE, em particular a birrefringência.

O estudo da birrefringência é muito importante porque produz rigorosas restrições

aos coe�cientes violadores de Lorentz. Carrol-Field-Jackiw [46] obtiveram, por

meio da análise da luz advinda de galáxias muito distantes, a condição∣∣∣V0 −
∣∣∣~V ∣∣∣ cosθ∣∣∣ < 4, 4× 10−33eV, (3.129)
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que representa um limite superior muito restritivo sobre a magnitude do parâme-

tro de violação da simetria de Lorentz. Dados também revelam os limites [19,20]

(κDE + κHB) ≤ 10−37 e (κDB − κHE) ≤ 10−37. (3.130)

É importante lembrar que nenhum experimento ou observação astrofísica já feita,

até o presente momento, �xou algum valor para tais parâmetros, o que sempre se

obteve são limites superiores para a magnitude das componentes destes campos

de fundo. O fato de tais estimativas serem muito pequenas, tanto para o caso

CPT-par quanto para o CPT-ímpar, somente corrobora um fato amplamente

veri�cado: de que não há quebra da simetria de Lorentz no Modelo Padrão.

Tais violações de simetria podem ocorrer, por exemplo, em teorias de cordas, em

escalas de energia muito além das usuais. O MPE aqui tratado descreve uma

física além do Modelo Padrão, em que se esperaria obter algum rastro de quebra

de simetria na escala do Modelo Padrão, mas até o presente momento este não

parece ser o caso no setor eletrodinâmico.

O estudo do setor de gauge CPT-par aqui tratado será de importância funda-

mental para o desenvolvimento do próximo capítulo, que também é uma das

contribuições principais dessa tese.
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Capítulo 4

A investigação de Modelos de

Gauge de Quebra de Simetria de

Lorentz do Tipo KF com

Con�gurações do Tipo Vórtices

4.1 Introdução

Neste capítulo analisaremos a eletrodinâmica do setor de gauge CPT-par do MPE

acrescido de um potencial do tipo Higgs e buscaremos quais os requisitos neces-

sários para que esta seja uma teoria quântica de campos consistente. Isto será

feito por meio de uma análise dos propagadores do modelo a partir da qual aspec-

tos de causalidade, unitariedade e graus de liberdade propagados serão obtidos.

Partindo desse estudo a formação de vórtices será investigada [25].

4.2 O Modelo de Gauge-Higgs

Propomos começar da nossa análise partindo da seguinte ação

Σ =

∫
d4x

{
−1

4
FµνF

µν + (Dµϕ)∗Dµϕ− V (ϕ) + Lκ
}
, (4.1)
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onde Lκ é o termo violador da simetria de Lorentz

Lκ = −1

4
(KµνρσFµνFρσ). (4.2)

O tensor Kµνκλ é CPT-par, ou seja, não viola a simetria CPT. Embora a violação

da simetria CPT implique em violação da simetria de Lorentz, a recíproca não

necessariamente é verdadeira. A ação acima é violadora da simetria de Lorentz

no sentido que o tensor Kµνκλ assume um valor esperado não nulo no vácuo.

Este tensor possui as mesmas simetrias do tensor de Riemann, e uma condição

adicional de duplo traço nulo, isto é:

Kµνκλ = K[µν][κλ], Kµνκλ = Kκλµν , K
µν
µν = 0, (4.3)

podemos reduzir seus graus de liberdade adotando o seguinte ansatz [50�53]:

Kµνκλ =
1

2
(ηµκκ̃νλ − ηµλκ̃νκ + ηνλκ̃µκ − ηνκκ̃µλ) , (4.4)

onde κ̃µν é o tensor de traço nulo

κ̃µν = κ (ξµξν − ηµνξαξα/4) , (4.5)

sendo ξµ um quadrivetor de fundo constante e

κ =
4

3
κ̃µνξµξν . (4.6)

O potencial V é dado por [54]

V (ϕ) = m2 |ϕ|2 + λ̄ |ϕ|4 , (4.7)

que é a forma mais geral de um potencial de Higgs em quatro dimensões, sendo λ̄ e

m parâmetros (m não é a massa). Por uma escolha apropriada dos parâmetros de

modo que o campo ϕ adquira um valor esperado no vácuo não nulo, a saber, λ̄ > 0

e m2 < 0, o espectro de massa do fóton será deslocado após a quebra espontânea

da simetria de gauge local e do campo ϕ ter assumido tal valor esperado no vácuo.

O campo de Higgs é minimamente acoplado ao eletromagnético por meio de sua

derivada covariante sob a simetria de gauge local U(1), a saber

Dµϕ = ∂µϕ+ ieAµϕ. (4.8)
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Esta simetria é quebrada espontaneamente, e o novo vácuo será dado por

〈0|ϕ|0〉 = a, (4.9)

onde

a =

(
−m

2

2λ̄

)1/2

; m2 < 0. (4.10)

Adotamos a parametrização polar usual

ϕ =

(
a+

σ√
2

)
eiρ/
√

2a, (4.11)

onde σ e ρ são �utuações quânticas escalares. Como estamos realmente interessa-

dos na análise do espectro de excitações, escolhemos trabalhar no gauge unitário,

que é obtido fazendo σ = ρ = 0. Então a ação de gauge bilinear será dada por:

Σg =

∫
d4x

{
−1

4
FµνF

µν − 1

4
2κ ((gµρ (ξνξσ − gνσ ξeξe/4))FµνFρσ) +

M2

2
AµA

µ

}
,

(4.12)

onde M2 = 2e2a2 é a massa (ao quadrado) adquirida pelo fóton.

O propagador é uma função de Green da teoria de�nida a partir da parte qua-

drática da ação clássica do modelo. A partir dele obtêm-se informações sobre

causalidade, unitariedade, graus de liberdade propagados, dentre outros. Para

obtermos o propagador da teoria devemos reescrever sua ação da seguinte forma

Σg =

∫
d4x

1

2
Aµ {Oµν}Aν . (4.13)

sendo que o operador diferencial Oµν que aparece na parte quadrática da ação é

chamado de operador de onda. O propagador de Feynman da teoria é dado pela

inversa de seu operador de onda assim de�nido. O operador de onda pode ser

escrito em termos dos operadores de projeção de spin como segue

Oµν =
(
(1− κ ξeξe/2)� + κλ2 +M2

)
θµν +(

κλ2 +M2
)

(ωµν) + κ�ξµξν − κλ (ξµ∂ν + ∂µξν) , (4.14)

onde λ ≡ Σ µ
µ = ξµ∂

µ, e θµν e ωµν são respectivamente os operadores de projeção

transverso e longitudinal:
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θµν = gµν −
∂µ∂ν
�

, ωµν =
∂µ∂ν
�

. (4.15)

Com o intuito de inverter o operador de onda, precisamos adicionar dois novos

operadores, visto que os já mencionados não formam uma álgebra fechada. São

eles:

Σµν = ξµ∂ν , Λµν = ξµξν . (4.16)

O propagador, que é o valor esperado no vácuo do produto de campos ordenado

temporalmente [44,45,54] é dado em termos do operador de onda como

〈0|T [Aµ (x)Aν (y)] |0〉 = −i
(
O−1

)
µν
δ4 (x− y) . (4.17)

Sendo a álgebra dos operadores dada pela Tabela 1 .

θαν ωαν Λα
ν Σα

ν Σ α
ν

θµα θµν 0 Λµν − λ
�Σνµ Σµν − λωµν 0

ωµα 0 ωµν
λ
�Σνµ λωµν Σνµ

Λµα Λµν − λ
�Σµν

λ
�Σµν ξ2Λµν ξ2Σµν λΛµν

Σµα 0 Σµν λΛµν λΣµν Λµν�
Σαµ Σνµ − λωµν λωµν ξ2Σνµ ξ2�ωµν λΣνµ

Tabela 1: Tabela multiplicativa. Os produtos obedecem à ordem �coluna vezes

linha�.

A forma �nal do propagador é então dada por (denotando por simplicidade

〈0|T [Aµ (x)Aν (y)] |0〉 por 〈AµAν〉 )

〈AµAν〉 =
i

D

{
θµν +

(
1

M2

(
((1− κ ξ2/2)� +M2)

2
+ κλ2 (1 + κ ξ2/2)�

E

))
ωµν

−
(
κ�
E

)
Λµν +

(
λκ

E

)
Σµν +

(
λκ

E

)
Σνµ

}
. (4.18)

As expressões em que os pólos do propagador aparecem são:

D =
(
1− κ ξ2/2

)
� + κλ2 +M2, (4.19)

E =
(
1 + κ ξ2/2

)
� +M2. (4.20)
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As expressões acima nos permitem iniciar nossa discussão sobre a natureza das

excitações, que podem ser vistas como os pólos do propagador, presentes no

espectro. A primeira vista, o produto dos denominadores D e E poderia originar

múltiplos pólos que contaminariam o espectro quântico com fantasmas (estados

com normas negativas). Por essa razão um estudo cuidadoso dessa questão se faz

necessário, para isso é aconselhável dividir nossa discussão em dois casos: vetores

ξµ tipo tempo e tipo espaço.

4.3 As Relações de Dispersão, Estabilidade e Cau-

salidade

Aqui nosso ponto de partida é o propagador, cujos pólos estão associados às rela-

ções de dispersão, que por sua vez nos fornecem informações sobre a estabilidade

e a causalidade do modelo. A análise da causalidade está relacionada à positivi-

dade dos pólos do propagador na variável p2, devemos ter p2 ≥ 0 para preservar

a causalidade (evitar táquions, ou seja partículas com velocidades superiores a

da luz no vácuo). Enquanto que a estabilidade está diretamente associada à

positividade da energia para cada um dos modos provenientes das relações de

dispersão.

Nosso propagador apresenta duas famílias de pólos em p2,

(i)D =
(
1− κ ξ2/2

)
(−pµpµ) + κλ2 +M2,

(ii)E =
(
1 + κ ξ2/2

)
(−pµpµ) +M2.

Analisando as relações de dispersão, para o caso ξµ = (1; 0, 0, 0), (i) nos dá os

pólos p0 = ±
√

(2−κ)|~p|2+2M2

2+κ
= ±mt, e (ii) p0 = ±

√
|~p|2 + M2

(1+κ/2)
, enquanto que,

para o caso ξµ = (0; 0, 0, 1), (i) fornece p0 = ±
√

2M2+|p3|2(2−κ)
2+κ

= ±ms, e (ii)

p0 = ±
√
|p3|2 + M2

(1−κ /2)
. A causalidade é então assegurada tomando κ ∈ (−2, 2),

enquanto que a estabilidade é garantida tomando o sinal positivo de p0. Notemos

então que se �zermos ~p → −~p, as relações de dispersão continuam as mesmas,

comportamento esse que implica em não birrefringência. Concluímos então que

o intervalo (−2, 2) é o domínio de validade de κ no qual a teoria é causal, estável

e não birrefringente.
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4.4 A Análise da Unitariedade

Para a análise do modelo a nível clássico, adotamos o método de saturação do

propagador com correntes externas [55�57]. O fato de nosso modelo ter dois

setores (escalar e de gauge) implica que devemos saturar os propagadores escalar

e de gauge separadamente. Entretanto, vamos nos concentrar somente no setor

de gauge pois estamos interessados na interação eletromagnética. Escrevemos o

propagador saturado como

SP〈AµAν〉 = J∗µ〈Aµ(k)Aν(k)〉Jν (4.21)

e então, para cada pólo simples do propagador, vamos calcular os autovalores da

matriz dos resíduos em cada um desses pólos, e analisar a positividade de cada

um desses autovalores. A equação da continuidade ∂µJµ = 0 (que toma a forma

kµJ
µ = 0 no espaço dos momentos) reduz o número de termos efetivos no cálculo

do propagador saturado. O propagador efetivo toma a seguinte forma

Bµν(k) =
i

D

{
gµν −

(
κ�
E

)
Λµν

}
, (4.22)

pois se ele apresentasse quaisquer operadores diferenciais, os mesmos se anulariam

ao serem contraídos com a quadricorrente em função da equação da continuidade.

Consequentemente o propagador saturado é dado por

SP〈AµAν〉 = J∗µ(k)
{
Bµν

}
Jν(k). (4.23)

Para realizarmos a análise da positividade dos autovalores da matriz dos resíduos

é conveniente tomarmos, sem perda de generalidade, pµ = (p0; 0, 0, p3) como

momento linear, e dividir nossa análise em vetores ξµ tipo espaço e tipo tempo.

Nossa tarefa consiste então em veri�car o caráter dos pólos apresentados nas

diferentes con�gurações de ξµ.

Com ξµ = (0; 0, 0, 1) (tipo espaço) e no pólo p0 = ms, temos

Resp0=ms
Bµν(k) =

i

2ms

 −2/(2 + κ) 0 0 0
0 2/(2 + κ) 0 0
0 0 2/(2 + κ) 0
0 0 0 2(p3)2/

[
(2− κ)(p3)2 + 2M2

]
 ,

(4.24)

e observamos ambiguidade de sinal somente nos elementos de matriz Resp0=msBii

(visto que B00 é não físico), devemos então estudar a dependência do sinal com



42

κ. Para os elementos Resp0=msB11 e Resp0=msB22 devemos ter

2

(2 + κ)
> 0, (4.25)

logo κ > −2. Já para o elemento Resp0=msB33, devemos ter

2(p3)2

(2− κ)(p3)2 + 2M2
> 0. (4.26)

Com o intuito de tornar nossa análise independente do momento, vamos tomar

o limite M → 0, que essencialmente é o limite em que o condensado começa a

aparecer (ou seja, estamos deixando o vácuo não nulo, onde a simetria U(1) é

espontaneamente quebrada, rumando em direção a níveis energéticos superiores,

onde reavemos a simetria U(1)), com isso obtemos

2

(2− κ)
> 0, (4.27)

logo κ < 2. Fazendo a intersecção entre esses dois intervalos obtemos κ ∈ (−2, 2),

que é o intervalo em que a positividade dos autovalores da matriz dos resíduos

(para ξµ tipo espaço e no pólo p0 = ms) é garantida, juntamente com a ausência

de modos taquiônicos.

Com um procedimento análogo obtemos que, para ξµ = (1; 0, 0, 0) (tipo tempo)

e no pólo p0 = mt, o intervalo é também κ ∈ (−2, 2). Portanto concluímos que

esse domínio de validade de κ previne fantasmas e táquions.

4.5 Uma discussão sobre con�gurações do tipo vór-

tice

Uma vez que nossa discussão sobre a consistência das propriedades quânticas do

modelo foi concluída, voltemos nossa atenção para uma questão de orientação

clássica, a saber, a reavaliação das con�gurações do tipo vórtice na presença de

um termo violador da simetria de Lorentz como o que utilizamos aqui.

No nosso caso, com o termo Kµνκλ incluído, partindo da ação (4.1) chegamos às

equações de movimento,

DµDµϕ = −m2ϕ− 2λϕ|ϕ|2 (4.28)
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e

κξνξσ∂ρFρσ − κgνρξµξσ∂µFρσ + ie (ϕ∂νϕ∗ − ϕ∗∂νϕ) +

2e2Aνϕ∗ϕ = −
(
1− κ ξ2/2

)
(∂µF

µν) , (4.29)

então podemos derivar as equações de Maxwell modi�cadas,

−
[(

1− κ ξ2/2 + κ
(
ξ0
)2
)
∇·+ κλ~ξ·

]
~E = κξ0~ξ ·

(
∇× ~B

)
+ ie(ϕ∂0ϕ

∗ − ϕ∗∂0ϕ)

+2e2ϕ∗ϕΦ, (4.30)

∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (4.31)

∇ · ~B = 0 (4.32)

e

−
(
1− κξ2/2

) [
∂0
~E + (∇× ~B)

]
= κ

{
~ξ
[
ξ0(∇ · ~E)− ~ξ · ∂0

~E + ~ξ · (∇× ~B)
]}

−κξ0
[
ξ0∂0

~E − (~ξ × ∂0
~B)
]

+ κλ
[
ξ0
~E − (~ξ × ~B)

]
−ie(ϕ∇ϕ∗ − ϕ∗∇ϕ) + 2e2ϕϕ∗ ~A, (4.33)

onde Φ = A0.

Devemos lidar com as equações de Maxwell modi�cadas ((4.30)-(4.33)) antes de

analisarmos as con�gurações de vórtices, para entendermos a anisotropia gerada

pelo tipo de violação de Lorentz que estamos considerando. A lei de Gauss

modi�cada, no regime estacionário é

−
[(

1− κ ξ2/2 + κ
(
ξ0
)2
)
∇·+ κλ~ξ·

]
~E = κξ0~ξ ·

(
∇× ~B

)
+ 2e2ϕ∗ϕΦ. (4.34)

Na busca por soluções do tipo vórtice [54], vamos considerar um campo escalar
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no espaço bidimensional

ϕ = χ(r)einθ, (4.35)

sendo n um número inteiro. A solução assintótica é proposta ser um círculo S1

ϕ = aeinθ; (r →∞). (4.36)

Vamos considerar também que o campo de gauge assume a forma

~A =
1

e
∇ (nθ) ; (r →∞), (4.37)

ou, em termos de suas componentes

Ar → 0, Aθ → −
n

er
; (r →∞), (4.38)

o que nos fornece um campo magnético assintótico puramente na direção z (pois
~B = ∇× ~A). Com isso a Lei de Gauss modi�cada no regime estacionário �ca

(
1− κ ξ2/2 + κ

(
ξ0
)2
) d

dr

(
dΦ

dr

)
+ κλ |ξr|

dΦ

dr
− 2e2a2Φ = 0, (4.39)

essa equação diferencial não apresenta um termo independente de Φ, logo ela

admite a solução trivial Φ = 0, que é uma solução de vórtice não carregada (pois
~E = −∇Φ− ∂ ~A/∂t = 0), e é com ela que lidaremos daqui para frente.

Estudando a equação de Ampère-Maxwell modi�cada (4.33) no regime estacioná-

rio, e como nossa solução de vórtice não apresenta carga elétrica ( ~E = 0), temos

que

−
(
1− κξ2/2

)
(∇× ~B) = κ

{
~ξ
[
~ξ · (∇× ~B)

]
− λ(~ξ × ~B)

}
−ie(ϕ∇ϕ∗ − ϕ∗∇ϕ) + 2e2ϕϕ∗ ~A. (4.40)

Novamente vamos dividir nossa análise em vetores ξµ tipo tempo e tipo espaço.

No caso ξµ = (1; 0, 0, 0) (tipo tempo), a equação (4.40) �ca

d

dr

[
1

r

d

dr
(rA)

]
− 2e

χ2

(1− κ/2)

(
eA− n

r

)
= 0; (4.41)
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no limite assintótico (r → ∞) χ ≈ a, e com essa aproximação conseguimos

resolver essa equação obtendo

A(r) = − n

er
+
c

e
CK1

(
|e| a√

1− κ/2
r

)
, (4.42)

e como a função de Bessel, no limite assintótico, tem um comportamento predo-

minantemente exponencial, �camos com

A(r) →
r→∞ = − n

er
+
c

e

 π

2 |e| a√
1−κ/2

r

 1
2

exp

(
− |e| a√

1− κ/2
r

)
. (4.43)

O comportamento da solução assintótica é governado por a/
√

1− κ/2 = a′(κ) no

argumento da exponencial. No intervalo em que nossa teoria é livre de fantasmas

e táquios, κ ∈ (−2, 2), a′ é positivo, e limκ→2−a
′(κ) =∞, ou seja, a exponencial

tende a zero. Isso signi�ca que, a medida que κ→ 2−, o vórtice, que é o defeito

no condensado (campo de Higgs) descrito pela solução assintótica do campo de

gauge, torna-se mais e mais con�nado até desaparecer por completo. Fisicamente

o condensado é incrementado (visto que agora ϕ = a′einθ; (r →∞) ) forçando

o vórtice a desaparecer.

No caso ξµ = (0; 0, 0, 1) (tipo espaço), (4.40) �ca

d

dr

[
1

r

d

dr
(rA)

]
− 2e

χ2

(1 + κ/2)

(
eA− n

r

)
= 0; (4.44)

e a solução, no limite assintótico, é

A(r) →
r→∞ = − n

er
+
c

e

 π

2 |e| a√
1+κ/2

r

 1
2

exp

(
− |e| a√

1 + κ/2
r

)
, (4.45)

que é análoga à solução anterior, só que agora o termo a′ que governa o compor-

tamento da solução é tal que, a medida que κ→ 2−, o valor de a′ diminui, ou

seja, o valor da exponencial aumenta. Isso signi�ca que, a medida que κ→ 2−,

a intensidade do vórtice aumenta, enquanto que a intensidade do condensado

diminui, mas um não suprime o outro.

Para estudarmos a estabilidade da solução de vórtice calculamos a energia total

associada a essa con�guração e obtemos
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E =
1

8
B2(4− κ) +

M2

2
A2, (4.46)

e como o domínio que estamos considerando é κ ∈ (−2, 2), a energia é, de fato,

positiva, nos dando portanto uma solução estável.

4.6 Considerações Finais

Vimos então que o setor de gauge CPT-par do MPE acrescido de um potencial

do tipo Higgs é de fato uma teoria quântica de campos consistente, e também

fornece soluções do tipo vórtice, desde que sejam impostas certas condições sobre

a decomposição adotada do tensor violador da simetria de Lorentz. É interes-

sante notar que se tivéssemos adotado qualquer outra decomposição, di�cilmente

teríamos obtido resultados semelhantes. Por que essa decomposição ao invés de

qualquer outra? Haveria um argumento formal para deduzí-la ao invés de tomá-la

como um simples ansatz? Esse é o ponto de partida do próximo capítulo.
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Capítulo 5

Generalização Supersimétrica do

Tensor Violador de Lorentz

5.1 Introdução

Em nossa abordagem, assumimos que a simetria de Lorentz é violada em energias

além do MP [2], onde a supersimetria (que é a simetria que relaciona os férmions e

bósons da física de partículas elementares, de modo que cada partícula tenha um

parceiro supersimétrico de mesma massa mas estatística diferente) é esperada ser

válida. Portanto esperamos que teorias que violem a simetria de Lorentz devam

também conter vestígios de supersimetria. Diante deste ponto de vista, pode-

mos esperar que, quando alguns tensores adquiriram no vácuo valores esperados

diferentes de zero, os seus respectivos espinores relacionados via supersimetria

também �zeram o mesmo. Logo, se o objeto que viola a simetria de Lorentz

κµν puder ser escrito em termos de vetores, a sua forma mais geral, ditada pela

supersimetria, deve conter uma decomposição em termos de vetores e espinores

que podem ser rearranjados para fornecer κµν constante. Neste capítulo nosso

objetivo é descobrir qual é a correção para o tensor κµν ditada pela supersime-

tria. Para atingir nosso objetivo podemos usar o modelo de Wess-Zumino [58]

com o acoplamento1 κµν∂µϕ∂νϕ∗ ou a eletrodinâmica escalar com este mesmo

acoplamento. Após obter o tensor via supersimetria, podemos usar o ansatz

que promove uma decomposição para o setor não birrefringente do fóton [52,53],

κµνκλ = 1
2

(ηµκκνλ − ηµλκνκ + ηνλκµκ − ηνκκµλ), para obter o tensor κµνκλ. Esta

1Poderíamos também usar o acoplamento κµνF
µ
λF

λν na teoria de Super-Maxwell. Entretanto,
este acoplamento não está previsto no setor do fóton do Modelo Padrão Estendido (MPE) [11,12]



48

supersimetrização se baseia em reduzir os graus de liberdade escrevendo o ob-

jeto em sua decomposição mais fundamental possível. Esta redução dos graus

de liberdade para promover a supersimetria é de fundamental importância, como

explicaremos a seguir.

Para reproduzir em campos componentes os acoplamentos citados, iremos cons-

truir superações para cada um dos modelos. Entretanto, esperamos que a forma

de κµν independa do modelo em questão. Nossa abordagem consiste em acomo-

dar o campo de fundo violador da simetria de Lorentz dentro de um supercampo.

Nesta abordagem construímos a superação, realizamos os cálculos para expressá-

la em campos componentes, para a partir daí identi�car termos que possam as-

sumir no vácuo valores diferentes de zero. Portanto é crucial tomarmos cuidado

para não trazermos para a teoria campos com spin maiores que 2, isto é, tornar

a teoria não causal. Este objetivo é atingido quando acomodamos os campos

violadores da simetria de Lorentz dentro de um supercampo escalar quiral, pois

a restrição DS̄ = D̄S = 0 elimina spin maiores que 1/2, isto é, elimina graus de

liberdade espúrios.

5.2 Supersimetria e Quebra da Simetria de Lo-

rentz

Para reproduzir em campos componentes o acoplamento no modelo de Wess-

Zumino ou na eletrodinâmica escalar, κµν∂µϕ∂νϕ∗, devemos usar a superação

S =

∫
d4x d2θd2θ̄

{
κ (DαS DαΦ)

(
D̄α̇S̄ D̄

α̇Φ̄
)}

, (5.1)

onde

Φ(x, θ, θ̄) = eiθσ
µθ̄∂µ

(
ϕ(x) +

√
2θψ(x) + θ2G(x)

)
(5.2)

e
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S(x, θ, θ̄) = eiθσ
µθ̄∂µ

(
s(x) +

√
2θχ(x) + θ2F (x)

)
. (5.3)

Nosso interesse é selecionar os termos que multiplicam ∂µϕ∂νϕ∗ e identi�car,

após simetrizado, com o tensor violador da simetria de Lorentz κµν . Esta identi-

�cação nos fornece2

κµν = 4κ
(
∂µs∂νs

∗ + ∂νs∂µs
∗ + FF ∗ηµν

)
+

+ κ
(
iχσλ∂λχ̄ ηµν + i∂λχσ

λχ̄ ηµν +

+ iχσµ∂νχ̄+ iχσν∂µχ̄+

− i∂µχσνχ̄− i∂νχσµχ̄
)
. (5.4)

Notamos que (5.4) é uma generalização da decomposição bosônica do κµν . Po-

demos identi�car a parte bosônica de (5.4) com a decomposição corrente na lite-

ratura, κµν = κ
(
ξµξν − ηµνξλξλ/4

)
[50, 51]. Isto é,

4κ
(
∂µs∂νs

∗ + ∂νs∂µs
∗ + FF ∗ηµν

)
= κ

(
ξµξν − ηµνξλξλ/4

)
. (5.5)

Impondo a condição adicional de traço nulo, �camos com

κµν = κ̃µν + κ
( i

2
∂λχσ

λχ̄ ηµν −
i

2
χσλ∂λχ̄ ηµν +

+ iχσµ∂νχ̄+ iχσν∂µχ̄− i∂µχσνχ̄− i∂νχσµχ̄
)
, (5.6)

onde

κ̃µν = κ
(
ξµξν − ηµνξλξλ/4

)
, (5.7)

com κµν = κνµ e κµµ = 0.

2Existem termos do tipo χσχ�ϕϕ∗ que por integrações por partes dariam contribuição para o
κµν . Entretanto, quando os objetos vetoriais e espinoriais se condensaram no vácuo as integrações
por partes não poderão ser mais feitas.
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A forma explícita de χ, tal que κµν seja constante, é obtida por meio da matriz

κµν =

[
κ00 κ01 κ02 κ03
κ10 κ11 κ12 κ13
κ20 κ21 κ22 κ23
κ30 κ31 κ32 κ33

]
, (5.8)

mediante ao fato dela ser simétrica

κµν = κνµ, (5.9)

e ter traço nulo

κ00 + κ11 + κ22 + κ33 = 0. (5.10)

A solução deste sistema de equações diferenciais é altamente não trivial e �cará

como trabalho futuro [59]. Entretanto, consideremos a seguinte con�guração do

nosso campo de fundo violador da simetria de Lorentz


s(x) = ixµξµ + a;

F = constante;

χ̄(x1) =
(
ibx1

c

)
; x1 = x; x2 = y; x3 = z;

∂µs(x) = constante;

(5.11)

onde a, b, c são constantes e ξµ é um vetor constante.

Obtendo então

κµν = κ̃µν + κ[(bc+ cb)/2 + iχσµ∂νχ̄+ iχσν∂µχ̄

− i∂µχσνχ̄− i∂νχσµχ̄]. (5.12)

Explicitamente temos que

κµν =

 κ̃00 + κ(bc+ cb)/2 κ̃01 κ̃02 κ̃03

κ̃10 κ̃11 + 3κ(bc+ cb)/2 κ̃12 − iκ(bc− cb) κ̃13

κ̃20 κ̃21 − iκ(bc− cb) κ̃22 − κ(bc+ cb)/2 κ̃23

κ̃30 κ̃31 κ̃32 κ̃33 − κ(bc+ cb)/2

 , (5.13)
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logo �cará claro o porquê da matriz estar escrita dessa forma. Há então três

possibilidades para que esta matriz seja simétrica e de traço nulo:

• b = 0: Nesse caso o espinor é constante (solução trivial).

• c = 0: Nesse caso o espinor possui dependência apenas em x1, e somente

em uma de suas componentes, sendo a outra nula.

• bc = −cb: Nesse caso as componentes do espinor são anti-comutativas.

Dentre esses três caos, o terceiro é o mais rico conceitualmente, pois ele nos

diz que o tensor violador da simetria de Lorentz KF advém de um espaço-tempo

não comutativo, ou seja, se antes havia duas formas distintas de se implementar a

violação da simetria de Lorentz, por meio do tensor KF e por meio de um espaço-

tempo não comutativo [60, 61], agora vemos que talvez esses dois procedimentos

sejam equivalentes. De qualquer forma essa idéia ainda é muito prematura, para

ser melhor compreendida devemos encontrar a solução geral do sistema de equa-

ções diferenciais em questão, para que assim possamos ver se toda solução é

obrigatoriamente advinda de um espaço-tempo não comutativo.

5.3 Considerações Finais

Por meio da supersimetria, que não deve ser desprezada na escala de energia

onde a simetria de Lorentz é fortemente violada (isto é, altas energias), obtemos,

por intermédio do modelo de Wess-Zumino, um objeto violador da simetria de

Lorentz expresso em termos de vetores e espinores. Observamos então que esse

objeto é constituído por uma parte bosônica, que é uma decomposição corrente

na literatura (o que, em si, é um fato notável, visto que a mesma decomposi-

ção não foi obtida originalmente por argumentos de supersimetria), e uma parte

fermiônica. A exigência de que esse objeto seja constante, aliado ao fato dele

ser simétrico e de traço nulo, leva a um sistema de equações diferenciais cuja

solução geral ainda não foi obtida, entretanto uma solução particular é estudada

levantando o interessante questionamento de uma possível equivalência entre os

métodos de se implementar a violação da simetria de Lorentz via o tensor KF

e via um espaço-tempo não comutativo. Uma proposta promissora para traba-

lhos futuros seria encontrar a solução geral do sitema de equações diferenciais e

então revisitar cenários de violação da simetria de Lorentz levando em conta a

contribuição fermiônica.
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Capítulo 6

Conclusões e Perspectivas Futuras

Esta tese foi dedicada ao estudo do setor de gauge CPT-par do MPE acrescido

de um potencial do tipo Higgs. Nossos resultados principais foram que a decom-

posição (do tensor violador da simetria de Lorentz) utilizada [50, 51], submetida

a certas condições (a saber, a escolha dos vetores de fundo ξµ como sendo do tipo

espaço ou tipo tempo, e o domínio da constante κ) faz com que este modelo seja

uma teoria quântica de campos consistente, isto é, livre de fantasmas e táquions,

e também que ele forneça soluções do tipo vórtice.

Outro objetivo desta tese foi propor uma generalização supersimétrica para a

decomposição utilizada, este objetivo foi alcançado com êxito, promovendo a

decomposição usual, de mero ansatz, a um caso particular de uma generalização

deduzida por meio de argumentos de supersimetria.

Nossas perspectivas de trabalhos futuros seriam, como dito no capítulo 5, en-

contrar uma solução geral do sistema de equações diferenciais, esclarecendo se

de fato há uma equivalência entre a implementação da violação da simetria de

Lorentz via o tensor KF e via um espaço-tempo não comutativo, e então utilizar

essa generalização supersimétrica em trabalhos onde a decomposição fora utili-

zada, obtendo novamente os resultados, agora corrigidos por meio da contribuição

fermiônica, o que sem dúvida promete resultados bem interessantes.

Uma aplicação particularmente interessante seria calcular o propagador do fóton

e veri�car a separação de massa do fotino, ou seja, veri�car se o gap de massa

aumenta. Isto poderia explicar a não detecção de partículas supersimétricas no

LHC, uma vez que o ato de não encontrar a supersimetria está ligado a sua

quebra. Para implementar este mecanismo de quebra de supersimetria, neces-

sariamente devemos ter uma teoria mais fundamental, portanto, uma proposta
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promissora de trabalho futuro seria implementar a quebra da simetria de Lorentz

na supergravidade.
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