Cotas Superiores para o Numero de
Pontos Racionais e Aplicacoes as
Torres de Corpos de Funcoes

Thiago Filipe da Silva

19 de agosto de 2010



Dados Internacionais de Catalogagao-na-publicacéao (CIP)

(Biblioteca Central da Universidade Federal do Espirito Santo, ES, Brasil)

S586¢

Silva, Thiago Filipe da, 1987-

Cotas superiores para 0 niumero de pontos racionais e
aplicacdes as torres de corpos de func¢bes/Thiago Filipe da
Silva. — 2010.

43 f.

Orientador: José Gilvan de Oliveira.
Dissertagcdo (Mestrado em Matematica) — Universidade
Federal do Espirito Santo, Centro de Ciéncias Exatas.

1. Curvas algébricas. 2. Func¢des algébricas. 3. Weierstrass,
Pontos de. I. Oliveira, José Gilvan de. Il. Universidade Federal do
Espirito Santo. Centro de Ciéncias Exatas. lll. Titulo.

CDU:51




Cotas Superiores para o Numero de
Pontos Racionais e Aplicacoes as
Torres de Corpos de Funcoes

Thiago Filipe da Silva

Dissertacao submetida ao Programa de Pdés-Graduacao em Matematica
da Universidade Federal do Espirito Santo como requisito parcial para a
obtencao do grau de Mestre em Matemaética.

Aprovada em 19/08/2010 por:

Prof. Dr. Francesco Noseda, UFRJ

Prof. Dr. José Gilvan de Oliveira, UFES - Orientador

Prof. Dr® Luciane Quoos Conte, UFRJ

Universidade Federal do Espirito Santo
Vitoria, Agosto de 2010



Agradecimentos

A Deus

Aos Meus Pais

Ao professor José Gilvan de Oliveira (orientador)

Aos membros externos da Banca examinadora, professor Francisco Noseda e
professora Luciane Quoos Conte

Aos amigos do mestrado

A Capes pelo apoio financeiro.



Resumo

O estudo sobre o nimero de pontos racionais de uma curva algébrica nao-
singular encontra diversas aplicacoes em Geometria Algébrica, teoria de codigos
corretores de erros e criptografia. O objetivo dessa dissertagao é obter co-
tas superiores para o niumero desses pontos a partir do trabalho Olav Geil
e Ryutaroh Matsumoto [7]. Mostramos como sao obtidas essas cotas, que
elas dependem dos geradores do semigrupo de Weierstrass de algum ponto
racional e que, em alguns casos, essas novas cotas melhoram a cota obtida
anteriormente por Lewittes. Apresentamos algumas aplicacoes desses resul-
tados no estudo de torres de corpos de funcoes e, finalmente, apresentamos
um exemplo de uma torre assintoticamente 6tima em caracteristica 3, calcu-
lamos os géneros e alguns semigrupos de Weierstrass nos primeiros niveis da
torre.



Abstract

The study on the number of rational points of an nonsingular algebraic curve
finds many applications in Algebraic Geometry, Algebraic Geometry Codes
and Encryption. The aim of this paper is to obtain upper bounds for the
number these points from the paper of Olav Geil and Ryutaroh Matsumoto
[7]. We show how these bounds are obtained, depending of the generators of
the Weierstrass semigroup of a rational point and that in some cases, the new
bound improves the Lewittes’s bound. We present some applications of these
results in the study of towers of functions fields and, finally, we present an
example of an asymptotically optimal tower in characteristic 3, we calculate
the genus and some Weierstrass semigroups in the first levels of the tower.
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Capitulo 1

Introducao

Desde o inicio do século XX, um objeto de estudo de grande interesse dos
matematicos tem sido o de determinar o niimero de pontos racionais de uma
curva algébrica sobre um corpo finito. Tal interesse tornou-se mais acentuado
nas ultimas décadas a partir do entendimento de que o conhecimento do
nimero de pontos racionais de uma curva algébrica tem profundas aplicacoes
na teoria dos cédigos corretores de erros e na criptografia.

O primeiro resultado geral sobre a quantidade desses pontos foi obtido,
em 1930, por Hasse para curvas elipticas. Ele provou o seguinte resultado que
havia sido conjecturado por E. Artin em sua tese: Se E é uma curva eliptica
definida sobre um corpo K com ¢ elementos entao a quantidade |E(K)| de
pontos racionais da curva satisfaz a desigualdade ||E(K)| — (¢ + 1)| < 2,/4.

Em 1949, Weil fez uma série de conjecturas com alto nivel de generalidade
a respeito do nimero de pontos em variedades definidas sobre corpos finitos.
Dentre elas destacamos a racionalidade da funcao Zeta, Equacoes Funcionais
e a Hipotese de Riemann para curvas algébricas. Estas foram provadas por
ele mesmo para variedades abelianas e curvas de género g qualquer mostrando
que, o numero N de pontos racionais de uma curva algébrica nao-singular
de género g, definida sobre um corpo finito com ¢ elementos, obedece a
desigualdade |N — (¢ + 1)| < 2g,/q. Esse resultado ficou conhecido como o
Teorema de Hasse-Weil [5, p.120]. Mais tarde, Serre provou que |[N—(g+1)| <
g LQ\/C_]J [5, p.180]. Finalmente, em 1973, Deligne provou a Hipdtese de
Riemann.

Em [6], Lewittes exibiu uma cota superior para N usando apenas a mul-
tiplicidade do semigrupo de Weierstrass em um tnico ponto racional, o que
serviu de motivacao para o nosso trabalho.

O objetivo desta dissertacao é obter cotas superiores para o ntmero de
pontos racionais de curvas algébricas seguindo [7]. O principal resultado



consiste em obter uma cota que depende de todos os geradores do semigrupo
de Weierstrass de um unico ponto racional. A partir disso, em alguns casos,
serd possivel melhorar as cotas obtidas por Serre e Lewittes.

Uma outra questao a ser estudada € a seguinte: dado um corpo de con-
stantes [F, com ¢ elementos e um inteiro nao-negativo g, encontrar uma cota
superior para o maior nimero N,(g) para o qual existe um corpo de fungoes
F/F, de género g tal que N(F') = N,(g), onde N(F') é o ntimero de lugares
racionais de F'/F,.

A organizacao deste trabalho é a seguinte. Comecamos o Capitulo 2 com
uma introdugao a Teoria dos Semigrupos Numeéricos apresentando alguns re-
sultados e depois estudando algumas propriedades dos chamados semigrupos
simétricos e semigrupos telescépicos. No Capitulo 3 fazemos uma introducao
a Teoria dos Corpos de Fungoes Algébricas com o fim de introduzirmos a
notacao e alguns resultados necessarios para a compreensao da linguagem
usada nos capitulos seguintes. No Capitulo 4 provamos o teorema principal.
A partir de um semigrupo numérico A, obtemos uma cota superior para o
nimero de lugares racionais, de um corpo de func¢oes com algum lugar com
semigrupo de Weierstrass igual a A, dependendo de todos os geradores de A e
que generaliza um resultado de Lewittes. Finalmente, no Capitulo 5 fazemos
algumas aplicagoes de resultados obtidos anteriormente em torres de corpos
de fungoes. Mostramos que é impossivel construir uma torre
assintoticamente boa com uma infinidade de corpos de funcoes que pos-
suem lugares racionais com semigrupos de Weierstrass telescépicos. Fi-
nalizamos o traballgo mostrando que a torre definida recursivamente pela

1+z

equagao 2., = - é assintoticamente étima quando ¢ = 9 = 3? e explici-
n

tamos alguns semigrupos de Weierstrass no caso em que ¢ é impar.
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Capitulo 2

Semigrupos

Neste capitulo vamos desenvolver alguns resultados da Teoria de Semi-
grupos Numéricos que serao necessarios para a compreensao dos proximos
capitulos. Os conceitos de semigrupos simétricos e semigrupos telescopicos
serao introduzidos na tltima se¢ao vamos obter uma férmula para o género de
um semigrupo telescopico a partir de uma sequéncia geradora do semigrupo.

Os resultados obtidos neste capitulo podem ser encontrados em [4].
Seja Ny o conjunto dos niimeros inteiros nao-negativos e seja

N:= NO - {0}

2.1 Semigrupos Numéricos

Definicao: Um subconjunto A de Ny é chamado um semigrupo quando
0 € A e para todos a,b € A tem-se a+b e A. O semigrupo A é chamado
numérico quando Nog — A for finito. Neste caso o nimero g = [Ny — A|
chama-se o género de A e Ng— A é chamado o conjunto das lacunas de A.

No caso em que A é um semigrupo numeérico, existe um elemento minimo
¢ € A com a propriedade que para todo x € Ny com x > ¢ tem-se x € A. Tal
elemento ¢ é chamado de condutor de A.

Para cada A € Ny define-se A\+ A = {\+z/ 2 € A}.

11



Proposicao 2.1: Sejam A um semigrupo numérico e A € A. Entao

IA—=(A+A)] =X\

Demonstracao: Visto que Ny — A é finito entao existe ¢ condutor de
A. Seja g = |Ng — A| e considere os conjuntos Y = {t € A/t < A+ ¢} e
V={veld+ A/ AX<v<A+c}. Logo[U| =A+c—ge|V| =c—g.
Obviamente ¥V C Y. Vamos mostrar que U —V =A — (A + A). Com efeito,
dado t € U — V qualquer, segue que t € Acomt < Aout ¢ A+ A. Em
qualquer dos casos t ¢ A+ A. Reciprocamente, dado t € A — (A+A) qualquer
segue imediatamente que ¢ ¢ V. Como t ¢ A+ A e ¢ é o condutor de A entdo
t<A4+ceassimtel.

Portanto, U —V =A — (A + A) e consequentemente |[A — (A + A)| =
U—=V|=Ul-V|=A+c—g)—(c—g)=A O

Definicao: Dado H subconjunto nao-vazio de Ny define-se o conjunto
(H) = {a1z1 + ... + apxy/ 21,00, € H, a1,...;a,, € Ng € m € N} que
claramente é um semigrupo de Ny e € chamado o semigrupo gerado por H.
Quando H € finito e € escrito por H = {\1,..., \,} entao usamos a notagdao
(A1, ooy Am) para simbolizar (H).

Um semigrupo A de Ny é dito finitamente gerado quando existem m € N
e A1,y A € A tais que A = (A\p, .oy A)-

Observacao 2.2: Se A ¢ um semigrupo de Ny e H € um subconjunto
nao-vazio de A entao (H) C A. Isso seque imediatamente do fato de que A
€ fechado para a operacdao de adi¢ado.

Proposicao 2.3: Se A ¢ um semigrupo numérico de Ny entdo A € fini-
tamente gerado.

Demonstracao: Como Ny — A é finito existe ¢ condutor de A. Considere
os conjuntos H = {t € A/t <c}eJ = {c,c+1,..,c+(c—1)} que sao finitos.
Segue que H U J C A e, pela observagao anterior, segue que (H U J) C A.
Vamos mostrar que A C (H U J). De fato, seja A € A qualquer. Se A < ¢
entao A € H. Se A = c entao A € J. Suponha A > ¢. Do algoritmo da
divisao de Euclides existem [, € Ny tais que A = l.c+r, com 0 < r < c.
Visto que A > centdo ! > 1, ouseja, [ —1 € Nyg. Assim A = (I—1).c+ (c+7)
edai A € (J) C (HUJ).

Portanto, A = (H U J) o que conclui a demonstrac¢ao. [
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Proposigao 2.4: Sejam a,b € N com mdc(a,b) =1 e A = {(a,b). Entao
para cada m € A existem unicos x,y € Ny tais que m = xb + ya com
0<z<a.

Demonstracao: Dado m € A existem xq, 1y € Ny tais que m = xqb + yoa.
Do algoritmo da divisao de Euclides existem ¢,z € Ny tais que xo = ga + x
com 0 < z < a. Definindo y = gb + yo tem-se que m = zb + ya. Suponha
que existam x1,y; € Ny tais que m = z10 + y;a com 0 < z; < a. Logo
(x —x1)b = (y1 — y)a. Dal a divide |z — z1].b e como mdc(a,b) = 1 entao
a divide |x — z1]. Mas, |z — 21| < a e assim |z — z;| = 0, ou seja, © = x1 e
portanto y; = y. U

2.2 Semigrupos Telescopicos e Simétricos

Definicao: Seja (ay, ..., ax) uma sequéncia de nimeros inteiros positivos.
Para cada i € {1,....,k} seja d; = mdc(ay,...,a;). A sequéncm (ay,...,ax) €

T g > Vie{2,..,k}.
Um semigrupo A de Ny € chamado telescopzco quando € gerado por uma
sequéncia telescopica.

chamada telescépica quando d, = 1 e G € <

Exemplos de semigrupos telescépicos:

(1) Seja A = (4,

6, Chame a1 = 4, as = 6 e a3 = 5. Sendo d; =
mdc(ay, ..., a;), Vi € {1,
=2e

5).
2,3}, seque que dy = 4, dy = 2 e d3 = 1. Observe
=3

que P =5, &t = . e 5 =12+ 13. Portanto A € um semigrupo
telescsopzco

(2) Seja T' = (34,4,62,97). Chame a; =34, ap =4, a3 =62 e a; =97 e
d;, = mdc(al, ...,ai), Vi € {1,2,3,4} LOgO, dy = 34 dy = 2, ds=2¢edy=1.
Observe que o =97 L=17, 3 =22 2=31e97 = 1.17 4 9.2 + 2.31.
Temos também que 43 = 31 &= 17 2= ) e 31 =117+ 7.2. Portanto I
€ um semigrupo telescopico.

Observacgao 2.5: E imediato verificar que se (ay, ..., ax) € uma sequéncia
. _ . e s
telescopica com d; = mde(ay, ...,a;), Vi € {1,...,k}, entao (d—i, ""d_:) ¢ uma

sequéncia telescopica, Yi € {1, ..., k}.
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Proposicao 2.6: Sejam (aq,...,a;) uma sequéncia telescopica e A =
(ay,...,ax) com d; = mdc(ay, ...,a;), Vi € {1,...,k}. Entao para cada A\ € A
existem unicos xi,...,x € Ny tais que A = x1a1 4 ... + xpap e 0 < x; < dilfl,

Vie{2,.. k}.

Demonstragao: Por indugao sobre k. Para k = 1 o resultado é claramente
verdadeiro e para k = 2 é imediato da Proposicao 2.4. Suponha k£ > 3 e

que o resultado seja valido para kK — 1. Seja I' = <d:i1, ey Z::> que pela

Observacao 2.5 é telescépico. Como A € A existem [, ..., Br € Ny tais que

A = piay + ... + Brai. Tomando o = 5 d:il + ...+ ﬁk,lgz* segue que 0 € I’

-1
e A = frag + dp_10. Do algoritmo da divisao existem w,z, € Ny tais que

Br = wdi_1 + xx com 0 < xp < dx_1. Logo, A = zrar + (way, + o)dx_1 e
como wag + o € ' entao por hipdtese de inducao existem xq, ..., 251 € Ny

tais que way +o0 = xld]‘:l +...—|—xk,13:j e0<uz; < ngj, Vie{2,....k—1}
dj,1

onde D; = mdc(d:il,..., d:—il), Vie{l, .. k—1} E claro que Dg—;l =

para todo j € {2,...,k — 1} e assim A\ = zya; + ... + xpa;, com 0 < z; < did—;l,
Vie{2,.. k}.
Agora suponha que existam vy, ..., yr € Ny tais que X\ = y1a1 + ... + yrpax

e <y < d&‘il, Vie{2,...,k}. Seja C={je{l,..,k}/ x; # y,} e suponha

por absurdo que C' # @&. Tome | = maxC. Logo [ > 1 e (2, — y)a =
(y1 — x1)ag + ... + (yi—1 — x;-1)a;_1 donde segue que dld—*ll divide (2 — yi) -

ap di—1

Como mdc( ) = 1 entao d&—;l divide z; — y; e visto que x; — y; # 0 segue

dl’ dl
dld;l < |z — |, absurdo pois 0 < zy,y;, < %‘
Portanto C = @&. O

que

Definicao: Seja A um semigrupo numérico de Ny de género g e condutor
c. Dizemos que A € um semigrupo simétrico quando ¢ = 2g.

A seguir provaremos um resultado que caracteriza os semigrupos simétricos
e que de certa forma justifica sua terminologia.

Proposigao 2.7: Seja A um semigrupo numérico de Ny de género g > 0
e condutor c. Entao ¢ < 2g. Além disso, A € simétrico se, e somente se,
para todo s € Ng — A tem-se que c — 1 — s € A.

Demonstragao: Considere os conjuntos S = {0,1,...,c — 1}, J = {(t,c —
1—t)/teSH H={(s,c—1-=3s)/seNy—AeL={c—1-s,s)/
s € Ng — A}. Segue que |J| =ce que |[H| =|L| = g. Como ¢ é o condutor
de Aentao H C Je L C J,ouseja, HUL C J. Afirmamos que J C HU L.
De fato, seja € J qualquer. Assim existe t € S tal que z = (t,c — 1 — t).
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Como ¢ —1¢ A e A é um semigrupo de Ny entdo t ¢ Aouc—1—1t ¢ A. Se
t ¢ Aentaot € Ng— A = = € H. Suponha que ¢ — 1 —t ¢ A. Tomando
so =c—1—tsegue que x = (¢—1—5¢,89) € L. Logo J C HU L e portanto
J=HUL.

A primeira conclusao a partir disso é que ¢ = |J| = |H|+ |L|—|[HNL| =
2g — |H N L|. Em particular ¢ < 2g.

Considere o conjunto Z = {(s,c—1—s)/ s € Ng—Aec—1—s € Ny—A}.
E fAcil ver que Z = HN L e assim:

A é simétrico <= ¢ = 29 <= Z = & <= para todo s € Ny — A tem-se
quec—1—seA. O

A seguir enunciamos uma proposicao cuja demonstracao é analoga a
demonstracao da Proposigao 2.4.

Proposicao 2.8: Sejam a,b € N com mdec(a,b) = 1. Entdo para cada
m € Z existem unicos x,y € Z tais que m = xb+ ya com 0 <y < b.

O proéximo resultado vai nos garantir que um semigrupo gerado por dois
inteiros positivos primos entre si é um semigrupo numérico. Mais adiante
vamos mostrar que esse semigrupo é também simétrico.

Proposicao 2.9: Sejam a,b € N com mdc(a,b) =1 e A = (a,b). Entao:

a) Para cada m € Ny — A existem tnicos x,y € Z tais que m = xb+ ya
comx<0el<y<b;

b) O conjunto Ny — A € finito, ou seja, A é um semigrupo numérico.

Demonstragao: (a) Isso é consequéncia imediata da Proposigao 2.8.

(b) Dado m € Ny — A qualquer, do {tem anterior existem x,y € 7Z tais
quem=zb+yacomzr<0el<y<b Sex < —aentao m =zb+ ya <
(—a)b+ya < —ab+ (b— 1)a = —a < 0, contradigao ja que m € Ny. Logo,
—a < x <0 e portanto Ny — A é finito. [J

Proposicao 2.10: Sejam a,b € N, com mdc(a,b) = 1, A = {(a,b), ¢
o condutor de A (cuja existéncia estd garantida pela proposi¢ao anterior) e
g = |Ng — A|. Entao:

a) Se a,b > 2 entdo max(Nyg — A) = ab— a —b. Em particular, ¢ =
(a—=1)(b—1);
. AT _ (a=1)(b—1
b) O semigrupo A € simétrico e g = %

15



Demonstracao: (a) Como a,b > 2 entao (b—1)a—b > 0, ou seja, (b—1)a—
b € Ny. Suponha por absurdo que (b—1)a—b € A. Da Proposicao 2.4 existem
Zo, Yo € Ny tais que —b+(b—1)a = xob+ypa com 0 < yy < b. Pela Proposigao
2.8 segue —1 = xp e b — 1 = yo, contradi¢ao. Logo (b—1)a—be Ny—A. O
fato de (b — 1)a — b ser o maior elemento em Ny — A decorre imediatamente
do item (a) da Proposicao 2.9.

(b) Vamos mostrar que c—1—s € A, Vs € Ng—A. De fato, seja s € Ng—A
qualquer e suponha por absurdo que ¢c—1—s € Ny — A. Pela Proposicao 2.9
podemos escrever s = x1b+ y1a e ¢ — 1 — 8 = xb + yoa com 1,29 < —1 €
0<wyp,y2<b—1. Logo,c—1=ab—a—b= (z1+ 22)b+ (y1 + y2)a e dai
(—z1—x9—1)b = (1 +y2—b+1)a. Sendo q := (—x; —x2—1)b positivo temos
= +y—b+1)a<(b—14+4b—1—-b+1)a= (b—1)a < ab. Por outro
lado, visto que mdc(a, b) = 1 entdo b divide (y; +y2 — b+ 1) donde segue que
q > ab, absurdo. Portanto ¢ —1 — s € A e da Proposicao 2.7 concluimos que
A é um semigrupo simétrico. Assim g = % OJ

A préxima proposicao generaliza o resultado obtido no item (b) da
Proposicao 2.9.

Proposicao 2.11: Sejam k € N, k> 2, aq,...,ar € N tais que
mdc(ay, ...,ar) =1 e A = (ay,...,ax). Entao Ng — A € finito.

Demonstracao: Para k = 2 ja foi demonstrado na Proposi¢ao 2.9. Suponha
por inducao que £ > 3 e que o resultado seja valido para k& — 1. Para
cada i € {1,....,k} seja d; = mdc(ay,...,a;) e considere o semigrupo I' =

al ap—1 al ak—1
dig_1’ """ dpa dip_1’ """ dpa

segue que Ny — I" é finito. Considere os conjuntos H = {xdy_1 + yax/
reNy—Te0<y<dii}ed={zdp1+yar/ —ar <2<0e0<y<dp}
que sao finitos. Afirmamos que Ng— A C HUJ. Com efeito, sejat € Ny — A
qualquer. Como mdc(ay, di_1) = 1 entao da Proposigao 2.8 existem z,y € Z
tais que t = xdj_1 + yar com 0 <y < dj_1. Como t > 0 entao —ay < x. Se
x < 0entao t € J. Suponha x > 0. Se x € I" entao existem yy,...,yx_1 € Ny
tais que z = y1 -2~ + ... + Yp_1=-L. Dal wdj_; € A e assim ¢t € A, absurdo.

di—1 di_1

Logo x € Ny — I' e desse modo t € H. Portanto Ny — A é finito. [J

>. Visto que mde( ) = 1, por hipétese de indugao
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2.3 O género de um Semigrupo Telescopico

Daqui em diante vamos explorar algumas propriedades de um semigrupo
telescépico encontrando uma equacao que expressa o condutor em funcao
apenas dos geradores do semigrupo. Mais adiante, provaremos que tais
semigrupos sao simétricos. Isso possibilita também uma equacao para o
género dependendo apenas dos geradores do semigrupo. Isto sera usado no
Capitulo 5 quando for provado que nao é possivel construir torres de corpos
de fungoes assintoticamente boas com lugares racionais que tenham semigru-
pos de Weierstrass telescopicos.

Proposicao 2.12: Sejam k € N, k > 2, (aq,...,ax) uma sequéncia
telescopica, A = (ay,...,ax), ¢ o condutor de A e d; = mdc(ay, ...,a;), Vi €

(1,..,k}.

a) Se I' = < “ a’“*1> e d é o condutor de T' entdo

di_17 """ dga

c—1= dk_l(d — 1) + (dk—l — 1)ak,

k
b)c—1= Z(d“l — 1)a;, onde dy = 0.

d;
=1

Demonstracao: (a) Seja h = (d — 1)dy—_1 + (di—1 — 1)ax. Como
mdec(ay, dy—1) = 1 entdo, da Proposigao 2.8, existem tnicos 2/, y’ € Z tais
que h = 2'dj_1 +y'a,, com 0 < ¢y’ < dy_;. Visto que d é o condutor de I"
entao d — 1 ¢ T E claro que h € Ny. Suponha por absurdo que h € A.
Pela Proposicao 2.6 existem xq, ..., 2, € Ny tais que h = x1a1 + ... + xpay
com x; < d;—il’ Vie {2,..,k}. Assim 0 < xp < dy_1 e h = (.Tld;:il + ...+

)di_1 + xra donde segue que x’ = Ild:il + o+ T

ag_1 ag
xk_ldkﬂ dy

Em particular 2’ € I". Por outro lado, visto que h = (d—1)dj—1 + (dg—1—1)ay
e0<dp_1—1<dp_1entaod—1=2"ed,_1—1=9y eassimd—1¢€Tl,
contradigao. Logo, h € Ny — A. Afirmamos que h = max(Ny — A). Com
efeito, seja t € Ny — A qualquer. Pela Proposicao 2.8 existem x,y € Z tais
quet = xdp_1+yarcom 0 <y <d,_1—1. Sex <0entaot = xdyp_1+yar <
(d—1)dg—1+yar < (d—1)dg_1+(dr—1—1)ay = h. Suponha que z > 0. Como
t = xdp_1+yar et € Ng—A entaox € Ng—I'edai z < d—1. Novamente segue
que t < h. Portanto, ¢ — 1 = max(Nyg —A) = h = (d — 1)dy_1 + (dg—1 — 1)ay.

(b) Pela Proposicao 2.10 o resultado é verdadeiro para k = 2. Suponha
por indugao que k > 3 e que o resultado seja valido para k£ — 1. Temos que o

al a; )
dp—17 """ dg_1/?

— ey =y

al ap—1
di—1’ """ dpa

semigrupo [' = > é telescépico. Sendo e; = mdc(
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Vi e {1,...k — 1}, segue que dy_1e; = d;, V5 € {1,...,k —1}. Como d é o

k—1
condutor de I'" entao por hipétese de indugao temos que d — 1 = Z(eje—;l —
j=1
1)d:i1. Portanto ¢ — 1 = dj_1(d — 1) + (d—1 — 1)ag
k—1
ei_ a; d;_
= dp 1 () (= 1)) + (e — Dap = Y (%2 = Day. O
j=1 i=1

Teorema 2.13: Sejam k € N, k > 2, (aq, ..., a;) uma sequéncia
telescopica, A = {aq, ..., ar), d; = mdc(ay, ...,a;), Vi € {1,....k} e
g =:|Fgo——/\L

a) SeT = <dZi1,..., Zij> e g =|Ng—T| entao g = dk_lg'+—(d’“‘l_g)(a’“_1);

b) O semigrupo A é simétrico. Em particular

k
g = %(1 + Z(did—;l — 1)a;) onde dy = 0.

=1

Demonstracao: (a) Seja S = {0,1,...,dy_1 — 1}. Para cada v € S seja
A(v) = {vag + dj—yw/ w € Ny — T'}. Logo |A(v)| = ¢/, Yo € S. Visto
que mdc(ay, d—1) = 1, a Proposi¢ao 2.8 nos diz que {A(v)/ v € S} é uma

UA(U)‘ = dy_1g'.

veS
Pelas Proposigoes 2.6 e 2.8 segue que A(v) C Ny — A, Vo € S. Sejam

L = {ag,dx_1) e U = {aay + Bdy_1/ o € S e B € Z com < 0}. Assim
U C Ny—A e das Proposigoes 2.4 e 2.8 concluimos que i =Nyg—L e UNA(v) =
@, Yv € S. Pela Proposicao 2.10 temos que |[U| = w. Disto

segue que U U (UA(U))| = ]UA(U)| + |U| = di—19" + w e por

colecao de conjuntos dois a dois disjuntos e portanto

vES veS
observagoes anteriores ja sabemos que Y U (UA(?))) C Ny — A. Afirmamos
veS
que Ng—A = UU(UA(U)). De fato, sejat € Ng— A qualquer. Da Proposicao
ves

2.8 existem x,y € Z tais que t = yap + xd_1; com 0 <y < di_1, logo y € S.
Se x < 0 entao t € U. Suponha x > 0. Suponha por absurdo que x € I.
Entao existem x1, ..., 2,1 € Ny tais que z = xldgil + ...+ $k_1§::1’ ou seja,
rdg_1 = x101 + ... + Tp_1a_1. Assim t € A, contradicao. Logo, v € Ny — I
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e disto t € Ay UA . Portanto, Ng — A =UU (UA(U)) e isso implica
vES veS
que g = [Ny — A| = dj_1g/ + Y=
(b) Para k = 2 é resultado imediato da Proposi¢ao 2.10. Suponha por

indugao que o resultado seja valido para kK — 1. Assim [' = < d:il, oy 3:,1>

é simétrico, ou seja, sendo d o condutor de I' temos que d = 2¢’. Pela
Proposicao 2.12 segue que ¢ — 1 = dy_1(d — 1) 4 (d—1 — 1)ay e assim, pelo
que provamos anteriormente concluimos que:

g = dp_1g + (dk—1—12)(ak—1) _ dr—a(d—1 +(gk—1_1)ak+1 _ % e portanto A é
simétrico.

k
Em particular, da Proposicao 2.12 temos g = $(1 + Z(dd—*l —1a;). O
i=1

Desse modo, os semigrupos telescépicos (4, 6,5) e (34,4,62,97) consider-
ados no inicio da secao 2.2 tém género 4 e 64, respectivamente.
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Capitulo 3

Corpos de Funcoes Algébricas

Neste capitulo vamos enunciar alguns resultados que serao utilizados no
decorrer deste trabalho e introduzir a linguagem basica para a teoria dos
corpos de fungoes algébricas: valorizacoes, lugares, divisores, género e semi-
grupos de Weierstrass.

Todas as demonstracoes dos resultados aqui enunciados podem ser en-
contradas em [5].

Em todo este capitulo K é um corpo arbitrario.

3.1 Anéis de Valorizacao Discreta e Lugares

Definigao: Seja F/K uma extensao de corpos. Dizemos que F/K é um
corpo de fungoes algébricas ou simplesmente corpo de funcoes quando existir
x € F transcendente sobre K tal que a extensao F/K(x) é finita.

O conjunto K := {z € F/ z é algébrico sobre K} ¢ um subcorpo de F
que contém K e é chamado o corpo das constantes de F'/K. Dizemos que K
¢ algebricamente fechado em F quando K = K.

Observacao: Os elementos de F' que sao transcendentes sobre K podem
ser caracterizados da sequinte forma: z € F € transcendente sobre K se, e
somente se, a extensio F/K(z) é finita.

Um exemplo simples de um corpo de fungoes é o corpo de fungoes racional:
F/K é chamado racional se F' = K (x) para algum x € F transcendente sobre
K.
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Definigao: Um anel de valorizagcao de um corpo de fungoes F/K € um
anel O C F' com as sequintes propriedades:

(1) KCOCF;
(2) Para todo z € F — {0} tem-se z € O ou 271 € O.

Exemplo: Dado um polinomio monico e irredutivel p(x) € Klz|, o con-

gunto Oy = {%/f(m), g(z) € K[z] e p(z) t g(x)} € um anel de valorizag¢ao
de K(z)/K. E ainda, se q(x) € K|x] € outro polinémio monico e irredutivel,

entdo Oyz) # Op(a)-
A seguir enunciamos alguns resultados que nos dao maiores informagcoes
sobre um anel de valorizacao e que vao permitir inserir o conceito de um

lugar de um corpo de fungoes.

Proposicao 3.1: Seja O um anel de valoriza¢do de um corpo de fungoes
F/K. Entao:

a) O é um anel local, ou seja, O possui um unico ideal mazimal P =
O — O* onde O* € o grupo das unidades de Oy

b) Seja x € F —{0}. Entao: x € P <=2 ¢ O;

¢) Para o corpo K das constantes de F/K temos que KcOeKnP=
{0}

Proposicao 3.2: Seja O um anel de valorizacao de um corpo de fungoes
F/K e seja P o tunico ideal mazimal de O. Entao:

a) P € um ideal principal;

b) Se P =tO entao cada z € F — {0} possui uma inica representa¢ao
na forma z =t"u para n € Z e u € OF;

c) O é um dominio de ideais principais. Mais precisamente, se P = tQO
e I € um ideal nao-nulo de O entio I =t"O para algum n € Ny.

Um anel que possui as propriedades da Proposicao 3.2 é chamado um
anel de valorizacao discreta.
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Definigao: Um lugar P de um corpo de fungoes F/K € o unico ideal
mazimal de algum anel de valorizacao O de F/K. Cada elemento t € P tal
que P =10 é chamado uniformizante local de P (ou elemento primo de P).

O conjunto Pp := {P/P é um lugar de F'//K} é o conjunto dos lugares de
FIK.

Se O é um anel de valorizagao de F/K e P é o ideal maximal de O
entdo O é unicamente determinado por P, a saber O = {z € F —{0}/271 ¢
P} conforme a Proposi¢ao 3.1(b). Assim, Op := O é chamado o anel de
valorizagcao associado ao lugar P.

Exemplo: Considere novamente o corpo de funcoes racionais K(z)/K.
Seja p(x) € K[z] um polinémio monico e irredutivel. Os conjuntos

Opey = {12/ 1 (x), g(x) € Kla] e plx) { g(x)} e
O = {£2/ /(). 9(x) € K[a], gr(/(x)) < gr(g(2))}

s@o anéis de valorizagdo de K(x)/K cujos ideais mazimais sao, respecti-
vamente:

Pywy = {58/ (), g(x) € K[z, p(a)|f(x) e p(z) t g(2)} e

9(x)

Py = {£8/f(2),9(z) € K[2] e gr(f(2)) < gr(g(z))}.

g(x)

23



3.2 Valorizacoes em Corpos de Funcoes

Uma outra descrigao de lugares pode ser dada em termos de valorizagoes.

Definicao: Uma valorizacdao discreta, ou simplesmente valorizacdo, de
um corpo de fungoes F/K € uma funcio v : F — Z U {o0} que satisfaz as
sequintes propriedades:

(1) v(z) = 00 <=z = 0;
(2) v(z.y) = v(z) + v(y), Yo,y € F;

(3) v(z +y) = min{v(z),v(y)}, Vo,y € F;
(4) Eziste z € F tal que v(z) = 1;

(5) v(a) =0, Va € K — {0}.

Nesse contexto o simbolo oo é apenas um elemento que nao pertence a
Z tal que oo+ 00 =0c0+n=n+00 =00€00 >m, Ym,n € Z. Pelas
condigoes (2) e (4) segue imediatamente que v : F' — ZU{oco} é sobrejetiva.
A propriedade (3) é chamada desigualdade triangular.

O seguinte resultado é rico em aplicacoes e é comumente chamado De-
sigualdade Triangular Estrita.

Proposigao 3.3: Seja v : FF — Z U {oco} uma valorizagdo discreta
em um corpo de fungoes F/K e sejam x,y € F com v(x) # v(y). Entdo

vl +y) = minfu(z), v(y)}.

Definigao: Seja P um lugar de um corpo de fungoes F/K. Define-
se uma fun¢ao vp : F' — Z U {oo} da sequinte forma: Tome t € P um
uniformizante local de P. Entdo cada z € F' — {0} possui uma unica repre-
sentagao na forma z = t"u com u € Op e n € Z. Definimos entao vp(z) =n
e vp(0) = oo.

Vale ressaltar que a definicao acima nao depende da escolha do uni-
formizante local t. Com efeito, se s € P é outro uniformizante local entao
existe um invertivel w em Op tal que t = w.s. Assim, z = t"u = s"(w"u),
onde w™u é um invertivel em Op.
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O teorema a seguir mostra que vp é uma valorizagao discreta e expressa
uma maneira de obter anéis de valorizacao e lugares em termos de valorizacoes
e vice-versa.

Teorema 3.4: Seja F/K um corpo de fungoes.

a) Para um lugar P a func¢ao vp definida acima é uma valorizag¢ao disc-
reta de F/K e mais:

Op ={z € F/vp(z) > 0};
Op = {2 € F/up(z) = 0};

P ={z¢€ F/vp(z) > 0}.

Dessa forma, vp é chamada a valorizag¢ao correspondente (ou associada)
ao lugar P.

b) Um elemento x € F € um uniformizante local de P se, e somente se,
vp(x) = 1.

¢) Reciprocamente, suponha que v : F — ZU{oo} seja uma valorizacao
discreta. Entdo o conjunto P :={z € F/v(z) > 0} é um lugar de F//K com
anel de valorizagao correspondente igual a Op = {z € F/v(z) > 0}.

d) Todo anel de valorizacio O de F/K € um subanel mazimal préprio de
F.

O dltimo resultado nos diz que em um corpo de fungoes, os conceitos
de lugares, anéis de valorizagao e valorizacoes discretas essencialmente sao
iguais.

Seja P um lugar de F//K e Op o anel de valorizacao correspondente a
P. Como P é um ideal maximal de Op entao o anel quociente Fp = % é
um corpo. Para z € Op define-se z(P) € Fp como sendo a classe residual
de z médulo P e para x € F — Op define-se z(P) = oo (novamente oo
denota um elemento que nao pertence a Fp). Pela Proposi¢ao 3.1 temos
que K C Op e KN P = {0} donde segue que a aplicagdo ¢p : K — Fp,
dada por pp(x) = z(P), é um homomorfismo injetivo. Assim, o corpo K
estd mergulhado em Fp e de maneira natural temos que Fp é um K-espaco
vetorial.
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A proposicao seguinte mostra que a dimensao de Fp como K —espago
vetorial é finita.

Proposicao 3.5: Sejam P um lugar de um corpo de funcoes F/K e
x € P—{0}. Entio dimyx Fp < [F: K(z)].

Seja P um lugar de um corpo de fungoes F// K. O inteiro positivo deg P :=
dimg Fp é chamado o grau de P. Um lugar de grau 1 é dito lugar racional

de F/K.

Definicao: Um lugar P é um zero de um elemento z € F' se vp(z) > 0,
e P é um polo de z se vp(z) < 0. Se vp(z) =m > 0 entao dizemos que P
¢ um zero de z com ordem m. Se vp(z) = —m < 0 entdo dizemos que P é
um polo de z com ordem m.

O proximo teorema é uma aplicacdo do Lema de Zorn e é til para re-
sponder sobre a existéncia de lugares de F'/K.

Teorema 3.6: Seja F'//K um corpo de func¢oes e R um subanel de F' com
K C R C F. Suponha que I seja um ideal nao-nulo proprio de R. Entao
existe um lugar P tal que I C P e R C Op.

Corolario 3.7: Sejam F/K um corpo de fungées e z € F transcendente
sobre K. Entao z possui pelo menos um zero e um polo. Em particular, o
conjunto dos lugares de F/K nao é vazio.

O proximo teorema é um resultado muito forte dentro da teoria de corpos
de funcoes e nos informa sobre a independéncia de valorizagoes no seguinte
sentido: Se vy, ..., v, sdo valorizagoes discretas duas a duas distintas em F/ K,
z € F e se ja conhecemos v(z),...,v,_1(2) entao nada podemos concluir a
respeito de v,(z). Esse teorema é muitas vezes chamado de Teorema da
Aproximacao Fraca.

Teorema 3.8: Sejam F/K um corpo de fungoes, Py, ..., P, lugares dois
a dois distintos, x1,...,x, € F e r1,....,1, € Z. Entao existe v € F tal que
vp(x —x;) =1, Vi€ {1,...,n}.

Corolario 3.9: Todo corpo de fungoes possui uma infinidade de lugares.
O Teorema da Aproximagao Fraca tem um importante papel na demon-

stracao do seguinte resultado, que é comumente conhecido como Desigual-
dade Fundamental.
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Teorema 3.10: Sejam F/K um corpo de funcoes, © € F e Py,..., P,
zeros de x. Entdo vai (x).deg P, < [F: K(x)].

i=1
Corolario 3.11: Em um corpo de fungoes F/K, todo elemento x €
F — {0} possui uma quantidade finita de zeros e pdlos.

3.3 Divisores e o Teorema de Riemann-Roch

No que segue neste capitulo vamos considerar que F'/K é um corpo de
funcoes com corpo de constantes igual a K.

Definigao: O grupo dos divisores de um corpo de fungoes F'/K € definido
(escrito aditivamente) como o grupo abeliano livre gerado pelos lugares de
F/K e é denotado por Div(F). Os elementos de Div(F) sao chamados
de divisores de F/K. Em outras palavras, um divisor é uma soma formal
D = Z npP com np € Z, VP € Pr e np = 0 para quase todo P € Pr.

PePp

Dados D = Z npPeD = Z n'p P divisores entdao D+D' = Z (np+

PePr PePr PePr
n’p)P. O elemento neutro de Div(F') é o divisor 0 := Z rpP com rp =0,
PePr
VP € Pr. Dados Q € Pre D = Z npP definimos v (D) = ng.
PePr

Uma ordem parcial em Div(F') é definida por: D; < Dy <= vp(D;) <
vp(Dq), VP € Pr. Se D, D’ € Div(F) com D < D'e D # D’ entao escreve-
mos D < D',

Um divisor D > 0 é chamado positivo (ou efetivo). O grau de um divisor
de D é definido como deg D := Z vp(D)deg P e a funcao deg : Div(F) —
PePp
Z é um homomorfismo de grupos.

O Corolario 3.11 diz que um elemento nao-nulo em F' possui uma quan-
tidade finita de zeros e pdlos. Assim, a seguinte definicao faz sentido.
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Defini¢ao: Seja z € F'— {0}. Sendo Z o conjunto dos zeros de x e N
o conjunto dos polos de x definimos:

()o = E vp(x)P como sendo o divisor dos zeros de x,
Pez

()0 := Z(—vp(x))P como sendo o divisor dos pdlos de x e
PeN

() :=(x) — (¥)s como sendo o divisor principal de x.

Dessa forma, (x)g e (7)s sao divisores efetivos e () = Z vp(x)P.
PePr

Os elementos constantes nao-nulos em F' sao caracterizados por:
re K< (x)=0.

Proposicao 3.12: Todo divisor principal de F/K possui grau zero. Mais
precisamente: Seja x € F — K. Entao deg(x)y = deg(z)o = [F : K(x)].

Definicao: O conjunto P(F) :={(z)/x € F —{0}} € chamado o grupo
dos divisores principais de F/K. E claro que P(F) é um subgrupo de Div(F')
pois para x,y € ' — {0} temos (z) + (y) = (z.y) e —(z) = (z71).

Para um divisor A € Div(F') definimos o espa¢o de Riemann-Roch asso-
ciado a A por L(A) :={x e F —{0}/ () > —A} U{0}.

A préxima proposicao é uma reuniao de alguns dos principais resultados
a respeito do espaco de Riemann-Roch associado a um divisor de F'/K.

Proposicao 3.13: Seja F/K um corpo de fungoes.
a) L(A) € um espago vetorial sobre K, VA € Div(F);
b) L(0) = K;

¢) Para cada divisor A € Div(F') o espago L(A) possui dimensao finita
como K—espago vetorial, representada por I(A).

Um dos problemas mais importantes na teoria de corpos de funcgoes
algébricas é calcular a dimensao [(A). A resposta para essa questao é dada
em um dos resultados mais importantes dessa teoria, a saber, o Teorema de
Riemann-Roch.
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O préximo resultado vai nos permitir definir o que vem a ser o género de
um corpo de funcoes.

Proposicao 3.14: Eziste uma constante v € Z tal que deg A—1(A) <,
VA € Div(F).

Definigao: O género g de um corpo de fungoes F/K é definido por
g :=max{deg A —[(A)+1/A € Div(F)}.

Visto que £(0) = K, o género de um corpo de fungoes sempre é um inteiro
nao-negativo.

Definigao: Um divisor W de um corpo de fungoes F/K € dito candnico
quando degW =2g—2 e (W) > g.

A definicao de divisor canonico dada acima é equivalente a definicao feita
em [5] (confira a Proposigao 1.6.2 em [5]). Com isso podemos enunciar o
Teorema de Riemann-Roch.

Teorema 3.15 (Riemann-Roch): Seja W um divisor canonico de
F/K. Entao, para todo A € Div(F) vale que l(A) = deg A+1—g+I(W —A).

O préximo resultado é comumente chamado de Teorema da Aproximacao
Forte e é uma consequéncia do Teorema de Riemann-Roch.

Teorema 3.16: Sejam S C Pp e P,....,P. € S, com r € N. Sejam
X1,...,p € F e ny,...n,. € Z. FEntao existe um elemento v € F tal que
vp (v —x;) =n;, Vi € {1,...,r} comvp(x) >0, VP € S—{P,..,P}.

Sejam F'/K um corpo de fungées e F'/F uma extensao de corpos. Seja
v F' — Z U {oco} uma valorizacdo discreta. Como v'(F — {0}) é um
subgrupo de Z entao existe um inteiro positivo e tal que v'(F — {0}) = eZ.
Desse modo, a fungao v : F — Z U {oo} definida por v(z) = 2/(z) é uma
valorizacao discreta em F'//K. Sendo P € Pr e P’ € Pp 0s correspondentes
lugares de v e v/, respectivamente, o inteiro positivo e(P’|P) := e é chamado
indice de ramificacdo de P’ sobre P.

Teorema 3.17 (Riemann-Hurwitz): Sejam F/K um corpo de fun¢oes
de género g e F'/F uma extensao finita separdvel. Sejam K' o corpo das
constantes de F' e g o género de F'/K'. Se e(P'|P) nao é divisivel por
car(K) para todos P € Pp e P’ € Pp com P'|P entao

29 — 2= [k (20 — 2) + Y _(e(P'|P) — 1).
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3.4 O Teorema das Lacunas de Weierstrass

Definigao: Seja P € Pp. O conjunto N(P) :={n € Ny/ existe
x € F — {0} tal que (z)oo = nP} € chamado o semigrupo de Weierstrass de
P.

E claro que, de fato N(P) é um semigrupo de Ny pois se 21, 7, € F — {0}
e ()00 = 1P, (72)0e = Mo P entdo (11.72)00 = (T1)oo + (T2)e = (N1 +n2) P.

O conjunto N(P) também é chamado conjunto das nao-lacunas de P e
o conjunto Ny — N(P) é chamado conjunto das lacunas de P. Uma outra
maneira de descrever o conjunto das nao-lacunas de um lugar P é observar
que um inteiro nao-negativo n pertence N(P) se, e somente se,

L((n—1)P) C L(nP).

O préximo resultado nos diz que o semigrupo de Weierstrass de um lugar
é um semigrupo numérico, ou seja, o conjunto das lacunas de P ¢ finito.

Proposicao 3.18: Sejam P € Pr e g o género de F/K. FEntdo para
todo n > 2g existe um elemento x € F tal que (T)oo = nP.

Finalizamos o capitulo enunciando um teorema que seré fundamental nos
capitulos seguintes.

Teorema 3.19 (Teorema das Lacunas de Weierstrass): Sejam F/K um
corpo de funcoes com género g > 0 e P um lugar racional. Entdo P possui
exatamente g lacunas.
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Capitulo 4

Cotas Superiores para o
Numero de Pontos Racionais

Anteriormente estudamos algumas propriedades de semigrupos numéricos
e revisamos alguns resultados basicos da teoria de corpos de fungoes algébricas.
O leitor assim terd maior familiaridade com certos conceitos que serao apre-
sentados a seguir.

Nosso objetivo neste capitulo consiste em obter cotas superiores para o
nimero de lugares racionais de um corpo de fungoes sobre um corpo finito.
Isto sera feito a partir de um tipo especial de semigrupo numérico, que sao
os semigrupos de Weierstrass.

4.1 O Teorema Principal

Seja F'/F, um corpo de funcoes sobre um corpo finito F, com ¢ elementos.
Por questoes técnicas vamos sempre assumir que o corpo das constantes de
F/F, é o corpo F,. Denotamos por N(F') o nimero de lugares racionais de
F/F,.

Para cada inteiro g ndo-negativo define-se N,(g) como sendo o maior
nimero para o qual existe um corpo de funges F'/F, de género g tal que

Ny(g9) = N(F).

Neste capitulo A é um semigrupo numérico de Ny com um ntmero finito
g de lacunas e é finitamente gerado por Ay, ..., Ay, com 0 < A < ... < A\p. O
inteiro positivo A; é chamado a multiplicidade de A.
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Se existe um corpo de funcoes sobre F, possuindo um lugar racional tal
que seu semigrupo de Weierstrass é exatamente A entao define-se
Ny(A) = max{N(F)/ F é um corpo de funcoes sobre F, com semigrupo de
Weierstrass igual a A em algum lugar racional}. Se tal corpo de fungoes nao
existe entdo define-se N, (A) = 0.

Lewittes mostrou em [6] que se \; é a multiplicidade de um semigrupo
de Weierstrass de algum lugar racional de F'//F, entdao N(F) < g\ + 1.

O principal teorema nesse capitulo consiste em obter uma cota superior
para N(F') dependendo nao apenas da multiplicidade A; mas também de
todos os demais geradores de A. Veremos também que o resultado de Lewittes
sera uma consequéncia direta desse teorema.

Teorema 4.1: Se F/F, é um corpo de funcoes tal que existe P € Pp
racional com semigrupo de Weierstrass igual a A entdo

m

A— (U(qu‘ +A))

=1

N(F) < +1.

Em particular tem-se

m

A= (UJ@ri+4))

=1

—|—1SQ/\1+1

Demonstra¢ao: Sejam N = N(F) e Py,...,Py_1, P todos os lugares
racionais de F/F,. Defina L, = L(tP) o espaco de Riemann-Roch associ-

ado ao divisor tP para todo t € NoU {—1} e L = ULt' Em particular
t=0
Ly ={0}. Como A é o semigrupo de Weierstrass de P entao L; = L;_1 se

teNg—AedimL; =dimL; 1+1,set € A. Aqui, dimV denota a dimensao
do espaco vetorial V' sobre F,. Considere a fun¢ao linear

¢+ L — FN1 dada por ¢(f) = (f(P1), . f(Py_1)) e defina B, = (L),
para todo t € Ng U {—1}.

Segue que F_; = {0} e dim E; = dim E,_, para todo t € Ny — A. Para
t € A temos que F; = F;_; oudim F; = dim E;_; + 1.

Vamos mostrar que ¢ é sobrejetiva. Com efeito, seja u € Fé\’ ~1 qualquer.
Entao podemos escrever u = (21(P1), ..., 2xv-1(Pn-1)) com z; € Op;, Vj €
{1,...,N — 1}. Seja S = Pr — {P}. Como P, ..., Py € S, pelo Teorema
da Aproximagao Forte concluimos que existe z € F' tal que vp,(z — z;) = 1,
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Vie{l,..N—1}ewvg(z) >0,VQ € S—{P,...,Py_1}. Daiz € Le
2(Pj) = zj(P;), Vj € {1, ..., N — 1} e consequentemente
u = (z). Portanto, ¢ é sobrejetiva e para t suficientemente grande temos
que dim Ey = N — 1.

Considere o conjunto J = {t € A/dimE;, = dimE; ; + 1}. Como

dim E; = N — 1 para t suficientemente grande entao |J| = N — 1.
m

Vamos mostrar que (U(q)\,- + A)) € A — J. De fato, se i € {1,...,m} e

t € g\; + A entao existe )Z\ é A tal que t = g\; + A. Considere z; € L tal que
vp(z;) = —N;. Temos que E; C E;_;. Com efeito, seja f € L; qualquer. Se
f € L;—; nada a provar. Suponha que f ¢ L; ;. Tomando g = z; ?.f, temos
que g € Ly — Ly_y eassim f=xl.g€ L; — L;_1. Como (2;9)0o = (\i + \)P
entdo x;9 € L;_1. Logo ¢(f) = ¢(xl.9) = p(z,.9) € E,_1 donde segue que
E, C E;_4. Visto que E;_; C E, entao F;, = E, 1, ou seja, t € A — J.

Portanto (U(q)\i +A)) C A—J e consequentemente J C A — (U(in +A)).

i=1 =1
m

A= (Ja@r +A)

i=1

Como |J| = N(F) — 1 entao N(F) < + 1.

m

Mas também |A — (U(q)\i +A))| < |A—(g\ +A)| e pela Proposicao 2.1

i=1
temos |A — (¢\1 + A)| = g\; donde segue a outra desigualdade. [

4.2 Comparando Cotas Superiores

A cota de Serre implica que se A tem género g entao Ny (A) < g LQ\@J +
q + 1. Observe que a cota de Lewittes é melhor do que a cota de Serre se

2 . .
Al o @. Esta ultima desigualdade ocorre sempre que o

corpo F, tem 2,3 ou 4 elementos. De fato, como a multiplicidade de um
semigrupo numérico nao pode exceder g + 1 entao % < 2 =1. Mas,

g
Lzﬁj 3 L2\/§J 4 Lz\/AIJ
— —§>1,—3 —§>1e—4

e somente se

_ 5

Exemplo: Seja ¢ = 2 e considere o semigrupo numérico A = (8,9, 20).

Assim, A\ =8, Ay =9, \3=20e A =10, 8,9, 16, 17, 18, 20, 24, 25, 26,
27, 28, 29, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 40, 41, ...}.

Logo, 2\; + A = {16, 24, 25, 32, 33, 34, 35, 36, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 48,
49, 50, 51, 52, 53, 54, 56, ...}. Disto segue que S := A — (2A\; +A) = {0, 8, 9,
17, 18, 20, 26, 27, 28, 29, 35, 37, 38, 46, 47, 55}.
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Observe que 2X\ + A = {18, 26, 27, 34, 35, 36, 38, 42, 43, 44, 45, 46, 47,
50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 58, ...} edai T := 5 — (2As + A) = {0, 8, 9, 17, 20,
28, 29, 37}.

Como todos os elementos de T' sao menores do que 40 entao T—(2A3+A) =
T—(40+A)=T.

Mas, A — ((2A1 +A)U (A2 +A)U(2A3+A)) =T — (2X3+A) =T e desse
modo [A — ((2A; + A) U (2A2 + A) U (2A3 + A))| = 8. Portanto, a nova cota
obtida nesse caso é 8+ 1 = 9 enquanto que a cota de Lewittes é 2\; +1 = 17.

Nas tabelas abaixo constam outros exemplos comparando a cota de Le-
wittes com a nova cota obtida no Teorema 4.1, onde x é a cota de Lewittes
e y é a nova cota obtida.

A = (8,9,20) A = (13,14, 20) A = (10, 11, 20, 22)
g =20 g =42 g =45

q z/y q z/y q z/y

2 | 17/9 2 | 27/9 2 | 21/5

3| 25/16 3| 40/17 3| 31/10

4| 33/25 4| 53/33 4| 4117

8 | 65/65 8 | 105/95 8 | 81/65

9 | 73/73 9 | 118/102 9 | 91/82

16 | 129/129 16 | 209/195 16 | 161/141

A seguinte proposicao nos da mais informacgoes sobre o quanto pode ser
boa a cota obtida no Teorema 4.1 e mostra que sua diferenca com a cota de
Lewittes nao excede o género g.

Proposicao 4.1: Se A = (\y,...,\,) € um semigrupo numérico entdio

A— (U((Mi +4))

i=1

g +1—g< + 1 < min{g\ +1,¢™ + 1}.

Demonstracao: A primeira desigualdade decorre do fato que existem no
maximo gA; — g elementos em A que sao menores do que gA\; e que esses
m

elementos pertencem a A — (U(q)\i + A)). Para a dltima desigualdade, do

i=1
m

Teorema 4.1, j& temos que [A — (U(q)\i +A))|+1 < g\ + 1. Considere o
i=1

conjunto L = {by A1 +...+b, A/ 0 < b; < ¢, Vi € {1,...,m}}. Afirmamos que

A— (U(q)\i +A)) C L. De fato, seja t € A — (U(q)\,; + A)) qualquer. Como

i=1 i=1
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t € A, entao existem aq, ..., a,, € Ny tais que t = a1\ + ... + a;pA\p,. Suponha

por absurdo que exista j € {1,...,m} tal que a; > ¢. Consequentemente

existe d € Ny de maneira que a; = g+d et = a;\j+w onde w = Zak)\k € A.
oy

Sendo u = d\; + w concluimos que u € Aet =a;\j+w = (¢+d)\; +w =

g\ + (dX\; + w) = g\; +u € g\; + A, contradicdo. Logo, 0 < a; < ¢,

Vi € {1,...,m} donde segue que t € L.

Portanto, [A — (U(q)\i + A))| < ¢™ o que conclui a prova da proposigao.
i=1

A seguir apresentamos um corolario do Teorema 4.1 que, sob certas
condicoes, consegue melhorar efetivamente a cota de Lewittes.

Corolério 4.1: Seja B={\€ A/ X e [\ + 1L\ + Pﬂ — 1]}, Se
t = |B| entao Ny(A) < g\ —t+1.

Demonstracao: Se B = & entao t = 0 e a desigualdade é verdadeira pelo
Teorema 4.1. Suponha B # &. Para cada A € B temos que g\ # g\ +7 para
qualquer n € A j4 que nao existe um elemento nao-nulo n € A com 7 < ;.
Logo, g\ ¢ (g\1 +A) e visto que A > A\ + 1 entdo g\ € g\; + A, para algum

je{l,...,m}. Daig\ € (U(q)\i +A)) —(gA1+A). Assim, se J é o conjunto

i=1

dos elementos g\ com A € B entdao J C (| J(ghi + A) N (A — (gh +A)) e

s

=1

=

|J| = t. Desse modo, a uniao disjunta (A — (| J(¢g\; + A))) U J estd contida

)

I
—

A— (U(Q/\z' +A))
i=1
concluimos que Ny(A) < g\ —t+1. O

em A — (¢g\ + A) e dai < g\ — t. Pelo Teorema 4.1

No caso em que A\ = g+1 temos A = {0,9+1,9+2,...} e o nimero ¢ do
Corolario 4.1 é exatamente {%1—‘ — 1. Logo, Ny(A) <q(g+1)+2— [%—‘_

Observacgao: Seja ¢ o condutor de A. E claro que a nova cota coincide
com a cota de Lewittes sempre que g\ + ¢ < qhy. Isso ocorre quando gy +
29 < q)g jd que ¢ < 2g.

Como a multiplicidade de um semigrupo A nao pode exceder g + 1 entao
pela cota de Lewittes temos N, (g) < ¢(g + 1) + 1. No préximo resultado
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vamos explorar uma implicacao do Teorema 4.1 para obter uma nova cota
para o nimero Ny(g).

Proposicao 4.2: Se q € N € poténcia de um primo e g € um inteiro
nao-negativo entao Ny(g) < (q — %)g +q+2— %.

Demonstragao: Sejam F'/F, um corpo de fungoes de género de g e P € Pp
racional. Seja A o semigrupo de Weierstrass de P. Pelo Teorema das Lacunas
de Weierstrass temos que |Ng — A| = g e assim A é finitamente gerado.
Tome Ay, ..., N\, € A geradores de A com 0 < A\; < ... < A\,,. Temos que

M<g+l SqaB={NeA/)e [A1+1,A1+[ﬂ 1} et = |B|
Do Corolario 4.1 segue que N(F) < g\ —t + 1. Considere o conjunto
J={heNy/heh+LAN+ {%-‘ — 1]} que possui |J| = [ﬁ-‘ —1

q
elementos. Sendo M = {l € Ny — A / 1 > A1}, como nao existem elementos

nao-nulos de A menores do que A\; entao |M| = g— (A —1). Visto que J estd
contido na uniao disjunta B U M entao [%-‘ —1<t+g— (A —1)eassim
-t < —(%1 + A1 — g —2) donde concluimos que N(F) < (q— %)g+q—|— 2— %.
Portanto, N,(g) < (¢ — %)g +q+2— %. O

Uma aplica¢ao direta da Proposicao 4.2 é que Na(g) < 29+ 2, N3(g) <
%g + % e Ny(g) < %g + % que sao cotas muito melhores do que a cota de
Serre para esses casos e, para género pequeno, competem até mesmo com a

cota de IThara.
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Capitulo 5

Torres de Corpos de Funcoes

Neste capitulo vamos estudar um novo conceito que é muito utilizado na
Teoria de Codigos Corretores de Erros que sao as torres de corpos de funcgoes.

5.1 Torres com Semigrupos Telescopicos

Uma sequéncia (FM/F,, F®/F,, ...) de corpos de fungdes é chamada
torre se F C FU+) i € N. Escrevemos N = N(F®) e ¢ = g(F®)
(género de F'®) /). Dizemos que uma torre de corpos de funcdes é assintoti-
camente boa quando le)rglo ¢ =00 e llgglo inf N(l)) =rk>0.

A seguir apresentamos um resultado que é uma consequéncia do Teorema
4.1 e da Proposicao 4.1.

Proposigao 5.1: Seja (FV/F,, F® /F,, ...) uma torre assintoticamente
boa. Seja (PW, PP ) uma sequéncia tal que PY é um lugar racional
de F(i)/IFq pam cada 1 € N. Seja )\gi) a multiplicidade do semigrupo de
Weierstrass A9 de P% e m; o nimero de geradores em alguma descricao

K f N(‘i)

(')
de A9, Entdo lim mf y > = e lim m; = oo, onde lim in
1—00 q 1—00 1—00

Demonstracdo: Como lim ¢ = co entdo lim —— (L) = (0. Do Teorema 4.1
1—00 7/—>OO

. NG 0) 4
temos que N <q)\( +1 Vi € N, e assim 8 < 2() + (i),‘v’zGN. Logo,

NO
lim inf N(; < hm mf( 7 + g(.)) ou seja, hm 1nfﬂ >4
1—00

Para a segunda parte, visto que Kk >0, entao podemos tomar € € R com

0 <e< k. Comok = lim inf & L) entao existe 79 € N tal que kK — ¢ < 1;/((2))7
1—00

para todo 7 > ig. Da Proposm;ao 4.1 temos que N@ < ¢™ +1, Vi € N. Logo,
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para cada ¢ € N com ¢ > 7y tem-se Kk — ¢ < % < % donde segue que
qmi > (k — s)g(’) — 1. Assim, lim ¢" = 00 jd que K — e > 0 e limg® = oo.
1—00 100

Portanto, limm; = oco. [J
1—00

Para a construcao de cédigos geométricos de Goppa com bons parametros,
além de encontrar uma base {fi, fo,...} do espago vetorial L(iP) tal que
vp(fi) > vp(fit1), também é necesséario calcular f;(P;), o que geralmente é
dificil mesmo quando se tem um conjunto de equagoes explicitamente dado.
S. Miura em [1] e R. Pellikaan em [2], independentemente e simultaneamente,
propuseram uma forma padrao de definir equacoes para curvas algébricas
afins para que f;(P;) pudesse ser calculado de maneira simples. Porém, J.
Suzuki em [3] mostrou que o nimero de equagoes na forma padrao proposta
por Miura e Pellikaan ¢ minimo se, e somente se, o semigrupo de Weierstrass
de P é telescopico. Com isso, seria desejavel encontrar torres de corpos de
funcoes assintoticamente boas com semigrupos de Weierstrass telescopicos.
O que vamos mostrar a seguir é que nao existe tal torre.

Proposicao 5.2: Seja (FW/F,, F®/F, ..) uma torre de corpos de
funcoes tal que para uma infinidade de indices i tem-se que F® possui um
lugar racional P com semigrupo de Weierstrass telescopico igual a A®.
Entdo a torre (FW /F,, F@/F,,...) ndo é assintoticamente boa.

Demonstracao: Seja (ﬂ“, e 7(,2) uma sequéncia telescopica que gera A

com m; menor possivel com essa propriedade. Por [1] temos que {yfi), s %(,2}

é um conjunto minimal gerador de A®. Sendo dy) = mdc(%l), e 7](-1)) para
(%)

todo j € {1,...,m;} segue da Proposi¢ao 2.6 que dj(j)l > 2. V5 €{2,...,m;}.

J

Suponha por absurdo que a torre (FW /F,, F®)/F,, ...) seja assintotica-
mente boa. Para cada ¢ seja )\Y) = min{%z), ,%(,2} Pela Proposicao 5.1

existe Kk > 0 tal que lim inf % > % e limm; = co. A partir da expressao
i—»00 9 7  j—co »

obtida no Teorema 2.13 para ¢ concluimos que m; < % + 2.

1

(@)
Seja d = lim infg(l—i). Visto que d > g > (0 entao se pode tomar € > 0
1—00

0)
com € < d. Dal existe ig € N tal que 2(1” > d — ¢ para todo i > ig. Como

g S
d — ¢ > 0 entao % < ﬁ para todo i > iy5. Portanto m; < ﬁ + 2, para
1

todo i > iy, 0 que contradiz o fato de que m; — oo quando i — oco. [
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5.2 Uma Torre Assintoticamente Otima

Vamos estudar nesta se¢ao um exemplo de uma torre de corpos de fungoes
sobre o corpo F,, definida de maneira recursiva, que provaremos ser
assintoticamente étima no caso ¢ = 9.

Uma torre F sobre o corpo finito F, é assintoticamente étima se

AMF) = lim NED) atinge a chamada constante de Thara A(q) = lim supele),
g

n-—so0 9™ g—00

O préximo teorema pode ser encontrado em [5, Teorema 7.1.3].
Teorema (A cota de Drinfeld-Vladut): A constante de Ihara satisfaz

Alg) < - 1.

Sejam ¢ = [%, onde [ é uma poténcia de um primo fmpar, (x,) uma
~ . 1 2
sequéncia tal que z2, = ;;i" e F = F (xg,...,2,), Vn € Ny, com

transcendente sobre [F,.
Considere a torre F = (FO/F, FW/F,, ..) e seja g™ o género de
F™/F,, ¥n € Ny.

Dado A € F,U{o0o}, considere a valorizacio vy : F© — ZU{oo} tal que
Uoo(Tg) = —1 e vy(xg— A) = 1 se A # 00, e seja Py o correspondente lugar de
vy em FO). Se vg\l) : F — Z U {oo} é uma valorizacdo acima de vy, com

indice de ramificagao eg\l) e correspondente lugar Pil) em FW/F,, entdo

(1) el 5
vy (71) = 5= (A(1 + 25) — vA(0))-

Vamos mostrar que sao verdadeiras as seguintes afirmagoes:
(a) FOHD/FM) ¢ uma extensio separdvel de grau 2 para todo n € Ng;

(b) F, € o corpo das constantes de F™ /F,, Vn € Ny.

. ~ 2 o 1+22 oy
Com efeito, pela equagao z;_ | = o € do fato da caracteristica do corpo

de base ser impar, temos que [F(™+1) . F(W] < 2 ¢ ) /F(®) ¢ separdvel

para todo n € Ny. Seja Py o polo de zy. Tome P(Q) € Pru tal que

P£)|Poo e seja el o dice de ramificagao de P sobre P,,. Observe que

(1) T )
D0~ B () 5 Logor 0 — ooy 1

2z
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Prosseguindo indutivamente construimos uma sequéncia de lugares
Pég) € Prpm tal que PO(Z}H) |PC£§) e o indice de ramificagao de PO(SH) sobre Po(g)
6 el =2 vn e Ny. Por [5, Teorema 3.1.11] temos que [F("+D) . p(] >
e = 2 donde segue que [P+ ] = 2, ¥n € Ny. Portanto, (a) e (b)
decorrem de [5, Proposicao 7.2.15].

Visto que ¢ = [? entdo existe i € F, tal que i = —1.

O que faremos agora é explicitar alguns semigrupos de Weierstrass de
FO /R, FA/F, e F® /F, calculando os correspondentes géneros.

Vamos mostrar inicialmente que o semigrupo de Weierstrass de ch) é
AW = (2.3) e que gV = 1.

. . 1
Com efeito, analogamente ao que fizemos anteriormente temos que el =

2e Uc()l)(ml) = —1. Logo U(()l)(ﬁo) =2e Ug)(l‘o) = —2. Pela desigualdade

triangular estrita temos v;(zg) = min{v;(zg — i), v;(i)} = 0 e v;(xg + i) =
min{v;(zo — 7),v;(2¢)} = 0. De maneira andloga v_;(z¢) = v_;(xg — i) = 0.
)

(1)

Desse modo, U§1)<x1) = % (vi(zo — ©) + vi(wo + 1)) = %~ e portanto egl) =2
e v§1)($1) = 1. Analogamente e(fi) = 2, vgi)(xl) =1le vf\l)(ajl) > 0 para
A € {0, 00,4, —i}. Entdo podemos concluir que os divisores das fungoes ¢ e

1 em FU sio:

(20)V) = 2P — 2PY)

(Il)(l) _ Pz‘(l) + Pgll) _ P(](l) _ Po(é).

Dessa forma, (zgz;)® = P 4+ PY 4 PV — 3P0 ¢ assim 2,3 € AW,
Dai ¢V < 1. Pela férmula do género de Riemann-Hurwitz temos 2¢g(") —2 >
2(—2) + 4 = 0 o que implica g) > 1. Portanto, g =1 e A = (2,3).
Além disso, os tnicos lugares ramificados na extensao F'() /F ©) sdo Py, Py,
P_; e P;. Neste caso, a cota obtida no Teorema 4.1 para o nimero de lugares
racionais de F'M/F, é 2q + 1.

Vamos mostrar que o género de F(2)/ F, ¢ ¢ = 3 e que o semigrupo de
Weierstrass do lugar P2 em F® acima de PY) é A® = (3, 4).
De fato, para cada A\ € F, U {oc}, seja v§\2) : F@ — Z U {co} uma

(2)

valorizacao acima de vy com indice de ramificacao ey e correspondente lugar

Pf) em F®/F1) . Entdo, de maneira andloga ao caso anterior conclufmos
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que e(f) = 2se A € {00,0,—1,1}, ’U(_Ql)(xQ) =% e U&Q)(xg) > 0se \ ¢

{00,0, —i,i, —1}.
Entéo podemos concluir que os divisores das funcdes zg, 1 e x5 em F?)
Sao0:

(20)® = 4Py — 4P2),

21)® =2P? 4 op® _op® _opP ¢
0

(172)(2) — Z P£21) _ Pé2) _ ch) _ PZ@) . PE?).

1

PPy

Desse modo, 4 € A®. Visto que r2 = 12;? entao (1150)2

Assim, 2(1+‘”0)(2) (zox1)?) = QPE) + 2Pi(2) + 2P(§2) — 6P
Logo, (H£0)@) = PP+ p? L PP _3pP@ ¢ dai 3 € A®. Disto segue que
¢® < 3. Pela férmula do género de Riemann-Hurwitz temos que 2¢g® — 2 >

2(2.1 — 2) + 4 o que implica que g > 3. Portanto, ¢» =3 e A(Q) = (3,4).

Além disso os tnicos lugares ramificados na extensao F?)/F(1) sio PCSO),

= 41'01171.

Pél), PS-) e Pz-(l). Neste caso, a cota obtida no Teorema 4.1 para o nimero

de lugares racionais de F® /F, é 3¢ + 1.

Agora vamos motrar que ¢©® = 9 e que o semigrupo de Weierstrass do
lugar P em F® acima de P2 6 A®) = (6,8,11,15).

Para isso, para cada A € F, U {o0}, scja vg\?’) : FO®) — Z U {co} uma

3)

valorizacao acima de vy com indice de ramificacao ey’ e correspondente lugar

P/{g) em F® /F® . Entao de maneira andloga aos casos anteriores concluimos
que ) = 2se X € {00,0, —i,i,—1} e v\ (23) > 0 se A ¢ {00,0,—i,i,—1}.

Desse modo, (z¢)® = 8P0(3) — 8P Observe que vg)(ﬂ) = —6 e,

x2
como 11&3)(%) >0 se A # 0o, entao (%)&? = 6PY.

Temos que v (%) — o (o) + 408 (21 + 1) — v (w5) = =8 — 4 —

3

(=1) = —11 e, como v& )(—xo(xlﬂ)) > 0se A # oo, entao (—zo(zlﬂ))(?’) 11P%

Vemos também que vg)(%) = 16v00 (20— 1) =02 (23) = —16—(—1) =
—15 e, como v&g)(%) > 0 se A\ # oo, entao ((“ml) ) = 15P%). Assim,
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6, 8, 11, 15 € A® e dessa forma ¢ < 9. Mas, pela férmula do género de
Riemann-Hurwitz temos que 2¢® — 2 > 2(2.3 — 2) + 8 = 16 donde segue
que ¢® > 9. Portanto, ¢ = 9 ¢ A® = (6,8,11,15). Além disso os
tinicos lugares ramificados na extensiao F® /F(?) sao Po(g), PSQ), Pg), Pi(z) e
os quatro lugares acima de P_;. Neste caso, a cota obtida pelo Teorema 4.1
para o ntimero de lugares racionais de F®) /F q € 6g+ 1.

Agora vamos analisar o caso ¢ = 3% e mostrar que neste caso a torre F é
assintoticamente étima.

Visto que ¢? > 2 entdo também da férmula do género de Riemann-
Hurwitz segue que ¢™ — oo quando n — oo.

O corpo Fg pode ser representado por Fg = F3(7) e assim
Fg = {0,+1,4¢,+(i +1),£(i — 1)}. Neste caso o conjunto
Y = {£(i + 1),£(: — 1)} satisfaz as condi¢oes de [5, Corolario 7.2.21] e
portanto a taxa de decomposicao v(F/F©®) = lim NUET) e F sobre FO)

s oo [F'():F(0)]
satisfaz v(F/F©) > |¥| = 4.

O conjunto Ag de [5, Proposicao 7.2.23] é dado por Ay = {00, 0, +i} como
uma consequencia direta de [5, Proposigao 3.7.3]. Considere agora o conjunto
A = {0,00,+1,+i} C Fg U {oo}. Observe que para todo 3 € A, todas as
solugoes a € Fy U {o0} da equagao % = /3% estao em A. Isso se verifica
facilmente como segue:

Se f =00 entao a =0 ou o = o0;
Se =0 entao a = =+;

Se § = +£1 entao a = 1;

Se = +i entao a = —1.

Além disso, por [5, Teorema 7.2.10(b)], o género da torre

(n)

: . A
Y(F/FO) = 7}13)10[1’(’%—17“’)} satisfaz y(F/F©) < —1 + % =—-1+3=2.

v(F/F©)

Portanto, por [5, Proposi¢ao 7.2.23] temos que A(F) = SEFo) 2

4

2
2=+9-1 atinge a cota de Drinfeld-Vladut e consequentemente a torre F é
assintoticamente étima.

Em [8], Garcia e Stichtenoth mostraram que a torre F é assintoticamente
6tima para ¢ = p? onde p é um primo fmpar qualquer.
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