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RESUMO

O objetivo deste trabalho € mostrar para o aluno a importancia da probabilidade
no dia a dia. Primeiramente foi feito um levantamento do conhecimento prévio
dos alunos em relacéo a probabilidade. Logo em seguida, foram abordados os
aspectos historicos da probabilidade e probabilidade geométrica. O proximo
passo consistiu na construgcdo dos conceitos e definicbes de probabilidade,
foram analisados varios problemas, cujas solu¢des foram construidas com a
intervengé&o do professor, induzindo os alunos a pensar e repensar 0s conceitos
basicos. Em seguida, foi aplicada uma sequéncia didatica sobre o assunto
probabilidade, na perspectiva de produzir uma aprendizagem significativa e
contextualizada. Finalizando, foi aplicada uma avaliacdo escrita sobre o tema

abordado no trabalho.

Palavras - chave: Probabilidade, Probabilidade geométrica e resolucdo de

problemas.



ABSTRACT

The purpose of this paper is to show the student the importance of probability in
everyday life. Firstly, a survey was made of students' prior knowledge of
probability. Next, the historical aspects of probability and geometric probability
were discussed. The next step was to construct the concepts and definitions of
probability, analyzed several problems were, whose solutions were constructed
with the intervention of the teacher, inducing the students to think and rethink
these basic concepts. Then, a didactic sequence was applied on the subject
probability, with the perspective of producing meaningful and contextualized
learning. Finally, a written evaluation was applied on the topics addressed in the

work.

Keywords: Probability, Geometric probability and problem solving.
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1. INTRODUCAO

A origem da probabilidade se deu na idade média e estava associada a jogos de
azar, com o intuito de esquematizar estratégias em apostas. Outras situacdes
envolvendo a incerteza de ocorrer ou ndo um evento despertou o interesse de
matematicos para um estudo mais sistematico, com a intencao de desenvolver
novos aspectos tedricos da probabilidade, como por exemplo, a teoria da medida
e o teorema da extenséo de Kolmogorov.

Esse projeto tem por finalidade despertar interesse no aluno pela disciplina de
matematica no que tange o assunto de probabilidade, apresentando uma
sequéncia didatica de forma ludica para a construcao dos conceitos matematicos
associados a probabilidade. Desta forma, serdo analisados varios problemas,
cujas solucdes serdo construidas com a mediacdo do professor, levando os

alunos a pensarem e repensarem 0s conceitos basicos de probabilidade.

Batanero (em [12], p. 77) destaca a importancia do ensino de probabilidade para
educar o raciocinio probabilistico necessario para enfrentar o acaso na vida
cotidiana e melhorar a intuicdo dos estudantes. De forma gradativa, mediante
erros e acertos, os alunos conseguem construir seu conhecimento, assim o papel

do professor € apenas de mediador nessa construgao.

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN (Brasil, 1997) estabelecem que a
principal finalidade do estudo de probabilidade € a de que o aluno compreenda
gue grande parte dos acontecimentos do cotidiano sdo de natureza aleatéria e é
possivel identificar provaveis resultados desses acontecimentos. As no¢des de
acaso e incerteza, que se manifestam intuitivamente, podem ser exploradas na

escola, em situacfes nas quais o aluno realiza experimentos e observa eventos
(12], p. 56).

Batanero (em [12], p. 76) destaca que a probabilidade é parte da matematica e

base de outras disciplinas e é essencial para preparar os estudantes, visto que
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0 acaso e os fendbmenos aleatérios estdo presentes em nossas vidas. A
probabilidade é extremamente Gtil no cotidiano do ser humano para que possa
desenvolver estratégias, desde a possibilidade de que chova em um
determinado periodo do dia ou mesmo acertar os numeros da Mega-Sena, por

exemplo.

O enfoque deste trabalho é mostrar para o aluno a importancia da probabilidade
no dia a dia e que cada acao envolve possibilidades de resultados variados e, a
partir de cada resultado obtido no experimento aleatério, ajuda-lo a tomar a
decisdo mais adequada para aquela situagcédo-problema.

Inicialmente, abordaremos os aspectos historicos, a origem, o desenvolvimento
e a evolucao do estudo da probabilidade e probabilidade geomeétrica. Logo em
seguida sera apresentada a teoria do tema abordado no trabalho. O proximo
passo consiste em uma sequéncia didatica sobre probabilidade na perspectiva

de uma aprendizagem significativa e contextualizada.
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2. UM BREVE HISTORICO SOBRE A TEORIA DA PROBABILIDADE E DA
PROBABILIDADE GEOMETRICA

Os primeiros registros do surgimento da probabilidade aconteceram na ldade
Média. E estavam associado a jogos de azar, com o proposito de planejar
estratégias em apostas. Outras situacdes abrangendo a incerteza de ocorrer ou
ndo um evento despertou o interesse de outros matematicos para um estudo
mais sistematico com o intuito de desenvolver novos aspectos tedricos da

probabilidade.

De acordo com [5], o primeiro registro sobre o estudo de probabilidade surgiu
com Girolamo Cardano (ltalia, 1501-1576) que, em 1526 escreveu um trabalho
notavel sobre probabilidades, o Livro Liber de Ludo Aleae (Livro dos jogos de
azar) no qual escreveu varios problemas de enumeragéo. A obra de Cardano,

porém, so foi publicada em 1663.

Em torno de 1654, foi proposto um problema a Blaise Pascal (1623-1662) pelo
monge franciscano Luca Paccioli (1445-1517) que, a partir da resolucdo do
problema juntamente com Pierre de Fermat (1601-1665), iniciou-se um estudo

mais aprofundado sobre probabilidade.

O problema proposto pelo monge Paccioli em 1494, conhecido como problema
dos pontos, apresenta a seguinte situacdo: “Dois jogadores disputavam um
prémio que seria dado a quem primeiro fizesse 6 pontos no jogo. Quando o
primeiro jogador tinha 4 pontos e o segundo tinha 3 pontos, foi preciso
interromper o jogo. Como dividir o prémio?” Esse problema foi proposto a Pascal
por Chevalier de Méré (Franca, 1607- 1684), que o apresentou a Pierre de
Fermat (1601-1665). Havendo assim, uma aproximacdo entre esses dois
matematicos, cada um resolveu o problema a seu modo, utilizando métodos

diferentes, apresentando naturalmente a mesma solucdo do problema.

Fundamentado nos trabalhos de Pascal e Fermat, Christiaan Huygens (1629-

1695) escreveu, em 1657, a primeira publicacdo sobre a teoria das
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probabilidades. Posteriormente, Jakob Bernoulli (1654-1705) aprimorou em seus
estudos/pesquisas o0 que até entdo se tinha de conhecimento a respeito de
probabilidade. O seu trabalho estaria contido na obra Ars Conjectandi (A Arte da
Conjectura). Jakob Bernoulli faleceu antes de finalizar o trabalho que foi

concluido e publicado por seu sobrinho Nicolaus | Bernoulli (1687 — 1759).

Parece consenso que a no¢cdo de Probabilidade Geométrica foi introduzida pelo
matematico e naturalista francés Georges Louis Leclerc, o conde de Buffon.
Em 1777, Buffon apresenta em seu Essai d’ Arithmétique Morale o seguinte
problema que ficou conhecido como o Problema da Agulha de Buffon:
“Considere uma familia de retas paralelas num plano, em que duas paralelas
adjacentes arbitrarias distam de d unidades. Tendo-se lancado, ao acaso, sobre
o plano, uma agulha de comprimento | (I < d), determinar a probabilidade de que
a agulha intercepte uma das retas.” Segundo Tunala (1992), para um grande
numero de lancamento da agulha, a solucdo desse problema nos sugere um
método experimental para o calculo do valor aproximado de pi.” (LOPES,
SALVADOR, BALIEIRO FILHO, pag. 48) [13]

http//gigamatematica.blogspot.com

Figura 1: Georges Louis Leclerc, Conde de Buffon

Buffon também apresenta no livro Essai d’ Arithmétique Morale, o Jogo de
Discos: “Em um plano pavimentado com quadrados de lado | é langado

aleatoriamente um disco de diametro d. Qual a probabilidade de o disco, depois
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de pousar no plano, ndo intersectar e nem tangenciar os lados de quadrado

algum?”

Outros mateméaticos deram continuidade ao estudo de probabilidade que até os
dias atuais continua sendo desenvolvida, pesquisada e utilizada para muitas
finalidades.

3. CONSTRUCAO DOS CONCEITOS E DEFINICOES DE PROBABILIDADE

3.1 Introducéao

De acordo com [14], a Teoria das Probabilidades é o ramo da Matematica que
cria, desenvolve e em geral pesquisa modelos que podem ser utilizados para
estudar experimentos ou fendbmenos aleatérios. A seguir, veremos alguns
conceitos basicos de probabilidade com base nos textos [4], [8], [9], [14], [15],
[16] e [18].

3.2 Conceitos Basicos de Probabilidade

Diremos que um experimento aleatério os fenbmenos que, quando repetidos sob
as mesmas condi¢des produzem resultados imprevisiveis, ou seja, quando o
resultado de cada realizacdo é incerto. Por exemplo, no lancamento de uma
moeda podemos obter dois resultados diferentes {coroa, cara}. Da mesma
forma, se considerarmos no sorteio de um numero entre 1 e 30, ndo teremos a
certeza de qual numero sera sorteado, podemos ter varias ocorréncias de
resultados. Enquanto, os experimentos deterministico, os fenédmenos que,
guando repetido em condicbes semelhantes conduz a resultados
essencialmente idénticos, isto é, sdo aqueles cujos resultados sao previsiveis,

por exemplo, a &gua aquecida a 100°C, sob pressdo normal, entra em ebulicéo.
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Espaco amostral € o conjunto de todos os resultados possiveis de um fenémeno
aleatorio. Vamos utilizar o simbolo Q para representa-lo. Por exemplo: no
lancamento de um dado, o espaco amostral é formado pelos nimeros 1, 2, 3, 4,
5, e 6, assim caracterizado: Q = {1,2,3,4,5,6}.

Os subconjuntos do espac¢o amostral sdo chamados de conjuntos de eventos.
Usaremos letras mailsculas A, B, ..., para representa-los. Exemplo: Um baralho
padrdo com 52 cartas contém 4 naipes (espadas, copas, paus, ouros), cada um
dos quais possuindo 13 cartas diferentes (as, rei, dama, valete, 10, 9, 8, 7, 6, 5,
4, 3, 2). Se escolhermos aleatoriamente uma carta do baralho, qual a

probabilidade da carta ser uma dama?

Ora,
Q é o conjunto das 52 cartas,

A ={dama de espadas, dama de copas, dama de paus, dama de ouros}.

Dentre os conjuntos de eventos podemos considerar a unido do conjunto de
eventos de A com o conjunto de eventos de B, que sera denotado por A U B, e
equivale a ocorréncia de um conjunto de eventos de A, ou um conjunto de

eventos de B, ou um conjunto de eventos de ambos.

AuB={xeQ|xeAoux eB}

Q Q Q Q
A. . |
Toda a regido hachurada representa A U B.

Figura 2: Representacéo da unido de dois conjuntos de eventos: A U B.

A ocorréncia simultdnea de eventos do conjunto A e eventos do conjunto B sera
denotada por A N B e sera chamada de conjunto de eventos intersecgéo
(de A com B).
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ANB={xeQ|xeAex eB}

Q Q Q Q
A®B AO OB A )

Toda a regido hachurada representa A N B.

Figura 3: Representacao da intersec¢éo de dois conjuntos de eventos: A N B.

O conjunto complementar de eventos de A, denotado por A, é o conjunto de

eventos que ocorrem se, e somente se, NAo ocorrem eventos de A.

A={xeQ|x¢A}

Q

Figura 4: Representacgio do conjunto complementar de eventos de A = A.

Dois conjuntos de eventos A e B dizem-se mutuamente exclusivos ou disjuntos,
guando a ocorréncia de um deles impossibilita a ocorréncia do outro. Os dois
conjuntos de eventos nao tém nenhum elemento em comum, isto ¢, ANB =0

(conjunto vazio).

Se AN B =, entdo os conjuntos de eventos sdo mutuamente exclusivos.

Q

B

@ O

Figura 5: Representacédo do conjuntos de eventos mutuamente exclusivos: ANB =@

A
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3.3 Probabilidade de um conjunto de eventos

Em fen6bmenos aleatérios tais como, langcamento de uma moeda, langcamento de
um dado, extracdo de uma carta de um baralho entre outros, todos os resultados
possiveis tem a mesma probabilidade de ocorrer. Tais fenbmenos sdo chamados
fenbmenos equiprovaveis ou igualmente provaveis. Assim, por exemplo, no
langamento de uma moeda a probabilidade do evento cara ou coroa ocorrer sdo

igualmente provaveis, ou seja, a probabilidade de ocorréncia de cada um é %.

Sejam Q um espaco amostral finito e equiprovavel, e A um conjunto de eventos
de Q. A probabilidade de ocorrer algum elemento de A é indicada por P(A) é

definida por:

numero de casos favoraveis ao conjunto de eventosde A n(A)

P(A) = =
(4) numero de casos possiveis n(Q)

Onde n(A) e n(Q) indicam, respectivamente, a quantidade de elementos de A e
de Q.

Exemplo: Considere o fenbmeno aleatério lancamento de um dado e o evento

A “sair numero impar”. Qual a probabilidade deste evento ocorrer?

Solucéao:
Q0={1,2,3,4,5, 6}
A={1, 3,5}

3 1
P(A) = i 2—0,5

Portanto, a probabilidade deste evento ocorrer € 0,5 ou 50%.

Assim, pela definicdo, a probabilidade € uma funcéo cujo dominio é o conjunto
das partes do espago amostral Q e o contradominio é [0,1] e, cada parte do Q &

um conjunto de eventos. Dessa forma:
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i) Para todo conjunto de evento A, 0 < P(A) < 1;
i) P(Q) =1;

iii) Se A e B sdo conjuntos de eventos mutuamente exclusivos, ou seja, conjuntos
de eventos que nao podem ocorrer simultaneamente (isto &, A N B = @) entéo,
P (AUB)=P(A) + P(B).

Exemplo 1: Em uma urna, ha 7 bolas azuis, 4 verdes e 9 vermelhas. Retirando-
se uma bola ao acaso, determine a probabilidade de ela ser:

a) azul.

b) verde.

c) vermelha.

d) azul ou vermelha.

Solucado: O espaco amostral € o conjunto de todas as bolas que estédo contidas
na urna. Entdo, n(Q) = numero de casos possiveis = 20.

a) Se um elemento de A indica o evento “a bola retirada da urna é azul”, temos
gue n(A) = 7 e portanto;

_nd) 7
P(A)— m— E

b) Se um elemento de B denota o evento “a bola retirada da urna é verde”, temos

gue n(B) = 4 e portanto;

n(@ 20 5

py MB)_ 41

c) Se um elemento de C denota o evento “a bola retirada da urna é vermelha”,
temos que n(C) = 9 e portanto;
n() 9

P(C): m— %
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d) Se um elemento de A U C denota o evento “a bola retirada da urna é azul ou
vermelha”, como A e C s&o conjuntos de eventos mutuamente exclusivos, entao
ANC=yd e, portanto, P (AU C) = P(A) + P(C). Assim,

P(AUC) = ! + o _16_+
20 20 20 5°

Exemplo 2: Dois dados sao langados simultaneamente. Calcule a probabilidade
de se obter 7 como soma dos resultados.

Solucdo: Ha 6 x 6 = 36 resultados possiveis igualmente provaveis, logo
n(Q) = 36. Se um elemento de A indica o evento “obter 7 como soma dos
resultados”, temos que: A = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)}, logon(A)=6 ¢
portanto;

n(4) 6 1

P(A)= m— %= g

Teorema 1: Sejam A e B conjuntos quaisquer de eventos de um espaco amostral

Q, entao,

i) P(A) =1—P(A), onde A é o complementar de A;

ii) P(@) =0, onde @ é o conjunto vazio;

i) P(A\ B) = P(A) — P(A N B), onde A\ B é o conjunto dos elementos de A
gue nédo estdo em B, ( conjunto diferenca entre A e B);

iv) P(AUB)=P(A)+P(B)-P (ANB);

V) Se B c A entdo P(A) =2 P(B).

Demonstracao:

i) Segue da definicdo de probabilidade que P(Q) = 1.
Alémdisso, AUA=Qe ANA=3,isto é, Ae A sdo mutuamente excludentes.
Portanto,
1=P(@Q)=P (AUA) =P(A) + PA).
Segue que, P(A) =1 - P(A).



21

i) Podemos escrever, P(Q) = P (Q U @) = P(Q) + P(9), pois Q e & sao
mutuamente excludentes. Portanto, P(d) = 0.

iii) Observe que A= (A\B) U (AN B). Além disso, A\ B e A N B sdo mutuamente
excludentes. Portanto,

P(A)=P[(A\B)U(ANB)]=P (A\B)+P (AN B).
Segue que, P (A\B) =P(A) — P (AN B).

iv) Observe que A U B = (A\ B) U B. Além disso, A\ B e B sdo mutuamente

excludentes. Portanto, P (AU B) =P [(A\B) UB]=P (A\B) + P(B). Como

P (A\B) =P(A) — P (AN B). Dai resulta que,
P(AUB) =P (A) +P (B) — P (A N B).

v) Segue do item (iii) acima que P (A\B) = P(A) — P (A N B). Mas, se B c A entédo
A N B =B. Logo, P (A\B) =P(A) — P(B). Como P (A\ B) =0, temos que
P(A) 2 P(B).

Exemplo 1: Ao lancarmos dois dados, qual € a probabilidade de a soma dos

numeros das duas faces que ficaram para cima ser igual a 14?

Solucao: Isso caracteriza um evento impossivel, uma vez que a soma maxima
dos nameros de duas faces € 12, com as duas faces 6 voltadas para cima. Esse
evento ndo ocorre, portanto o conjunto de eventos favoraveis é vazio. Assim, a

probabilidade desse evento € zero.

Exemplo 2: Considere o experimento lancamento de um dado e os seguintes
eventos: A = {5}, isto é, o evento de sair o numero 5, B = {2, 4, 6}, isto é, o
conjunto dos eventos de sair um numero par e C ={2,3,5}, isto €, o conjunto dos
eventos de sair um numero primo. Determine o espaco amostral Q e as
probabilidades: P(B), P(C), P(AUB), P(AuUC) e P (A).
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Solugdo: Q =11, 2, 3, 4, 5, 6};

_nA)_ 1
_ B _ 3.
_ @) _ 3.

P(AUB) = P(A)+P(B)= -+

N =
o w

P(AuC) = P(A)+P(C)—P(ANC) =

(o)W N

+31_
6 6 6

| =

- 1 5
P(A)=1—P(A)=1—g=g.

Exemplo 3: Retira-se uma carta de um baralho comum de 52 cartas. Qual a

probabilidade desta carta ser um sete ou uma carta de espadas?

Solucao: O espago amostral Q € o conjunto de todas as cartas. Assim temos que

n() = 52. Se um elemento de A é identificado pelo evento “a carta retirada do
baralho é um sete”, temos que n(A) = 4 e portanto, P(A) = :—2. Enquanto, um
elemento de B € identificado pelo evento “a carta retirada do baralho € uma carta
de espadas”, temos que n(B) =13 e portanto, P(B) = g Assim, temos que um

elemento da interseccéo de A com B indica o evento “a carta retirada do baralho

€ um sete de espadas”, entdon(A n B) = 1. Logo, pelo teorema 1, temos que:

4 13 1 16
P(AUB)= P +P(B)~PUNB) = o+ =~ == = -
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Exemplo 4: Um numero natural entre 1 e 300 € escolhido aleatoriamente.

Calcule a probabilidade de que ele seja divisivel por 3 ou por 5.

Solucdo: Sejam A e B 0s conjuntos de eventos que acontecem se 0 humero
escolhido for divisivel por 3 e por 5 respectivamente. Precisamos calcular
P(AUB). Temos: A={3-1,3-2,3-3,..,3-100}, B={5-1,5-2,5"3,...,5 - 60}
e AnB={15-1,15-2,15-3,...,15-20}. Logo, a quantidade de numeros
naturais entre 1 e 300 divisiveis por 3 é 100; a quantidade de nimeros naturais
entre 1 e 300 divisiveis por 5 é 60, e a quantidade dos divisiveis por 3 e 5
simultaneamente é 20.

Temos portanto,

n(4) 100 1
P(A) = ) - 3003
_n@B)_ 60 1
P(B)_@_ 300 5°
_n©_ 20 _1
P(ANB) = m— 300 15
Assim,
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = §+ %— %: %

3.4 Probabilidade Condicional

Existem situacdes em que a probabilidade de um determinado evento ocorrer
depende da ocorréncia de outro evento. Esta € chamada de probabilidade
condicional que € entdo definida da maneira seguinte. A probabilidade
condicional de A, dado que ocorreu B, € definida como sendo a divisdo da
probabilidade de ocorréncia de ambos o0s conjuntos de eventos A e B pela

probabilidade de ocorréncia do conjunto de eventos B, a saber,

P(ANB)

P(A/B) = —5rms

,se P(B) # 0.
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Exemplo 1: Calcular a probabilidade de se obter soma 8 no langamento de dois

dados sabendo que o resultado do lancamento foi dois nimeros impares.

Solucdo: Seja A o conjunto dos eventos tais que a soma dos numeros seja 8 e
B o conjunto dos eventos tais que os dois nimeros sejam impares. Assim,
P(A n B) é a probabilidade de se obter apenas nimeros impares que somam 8
no lancamento de dois dados. As Unicas combinacfes das 36 possiveis séo:
(3,5) e (5,3). Portanto, P(ANB) = 2/36.
Ja P(B) é a probabilidade de obter somente nimeros impares no langcamento de
dois dados. As Unicas combinacdes dentro das 36 possiveis sao:

(1,1); (1,3); (1,5); (3,1); (3,3); (3,5); (5,1); (5,3) € (5,9).
Logo, P(B) = —-.

Utilizando a formula para probabilidade condicional, teremos:

_ P(AnB)
P(A/B)—W
Z 36 2
_36_ % 22_=~
P(A/B)_g_% 9
36

Dizemos que um conjunto de eventos de A é independente de um conjunto de
eventos de B se a probabilidade de A é igual a probabilidade condicional de A
dado B, isto é, se P(A) = P(A/B) . Neste caso, P(AnB) = P(A) - P(B).

Exemplo 1: Uma moeda € lancada duas vezes. Vamos calcular a probabilidade
de:

a) obtermos cara no segundo langamento;

b) obtermos cara no segundo lancamento, sabendo que obtivemos cara no

primeiro lancamento.

Solucéao:

a) O espaco amostral é:

Q ={(cara, cara), (cara, coroa), (coroa, coroa),(coroa, cara)} .- n(Q) = 4.
O evento que queremos € A = {(cara, cara), (coroa, cara)} - n(A) = 2.

Logo,
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n4) 2 1
P(A)= m= Z=§

b) Temos dois conjuntos de eventos a considerar:

O conjunto de eventos B obter cara no primeiro langamento, entdo B = {(cara,
cara), (cara, coroa)} e o conjunto de eventos A obter cara no segundo
lancamento, entdo A = {(cara, cara), (coroa, cara)}.

Como sabemos que ocorreu o0 conjunto de eventos B, temos que o conjunto de

eventos A sO pode ter ocorrido na intersec¢éo de A e B:

P(ANB) 1

Observando as respostas dos itens (a) e (b), temos que P(A/B) = P(A) = %

Por isso, dizemos que A e B sdo conjuntos de eventos independentes.

Exemplo 2. Uma urna tem 50 bolas, sendo 20 azuis e 30 brancas. Se
sortearmos 2 bolas, 1 de cada vez e repondo a sorteada na urna, qual sera a

probabilidade de a primeira ser azul e a segunda ser branca?

Solucado: O espago amostral Q é o conjunto de todas as bolas contidas na urna.
Portanto, n(2) = 50. Sejam A o conjunto dos eventos tais que a bola é azul e B
0 conjunto dos eventos tais que bola é branca. Temos que, P(B/A) = P(B),
porque o fato de sair bola azul na primeira retirada néo influenciou na segunda
retirada, ja que ela foi reposta na urna. Logo, esses conjuntos de eventos séo

independentes.

20 30 6
Exemplo 3: Considere cartdes numerados de 1 a 100 em uma urna e
misturados. Retiramos um cartdo. Se o numero do cartdo € no minimo 25, qual

a probabilidade que ele seja 877
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Solucdo: O espago amostral Q € o conjunto de todos os cartbes. Portanto,
n(2) = 100. Vamos chamar de A o conjunto dos eventos tais que 0s nimeros
dos cartdes que ndo séao inferiores a 25, assim: n(4) = 76. E vamos chamar de
B o conjunto de eventos tais que a probabilidade de que o nimero retirado seja
87. Entdo, n(B) = 1. Substituindo na férmula, obtemos:

P(ANB)
P(B/A)=W
= 1 100 1
_ 100 _ ) -
P(B/A)_ﬁ_loo 76 76
100

Exemplo 4: Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas pretas. Sacam-se,
sucessivamente, sem reposi¢cdo, duas bolas dessa urna. Determine a

probabilidade de ambas serem brancas.

Solugéo: Sejam B 0 conjunto dos eventos tais que a primeira bola é branca e B>

0 conjunto dos eventos tais que a segunda bola € branca. Entdo, temos

4

P(Bl nBz) = P(B1) 'P(Bz/Bl) = 10 )

O| W
|

4. APLICACOES DA PROBABILIDADE GEOMETRICA

No estudo da probabilidade pode ser interessante trabalhar o conceito de
probabilidade geométrica, pois os alunos podem conectar os estudos de
probabilidade com os conhecimentos geométricos. Para a resolucdo dos
problemas envolvendo a probabilidade geométrica € necessario o uso da
geometria, utilizando-se os conceitos sobre comprimento, area e volume. Para

isso, utilizaremos como base os textos [3], [5], [10] e [13].
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4.1 Probabilidade envolvendo comprimento

Primeiramente, escolha um ponto de um determinado segmento.
Sejam X e Y pontos de um segmento de extremidades A e B.

A X Y B

Figura 6:Célculo de probabilidade envolvendo comprimento.

Diremos que a probabilidade de um ponto do segmento AB pertencer ao
segmento XY (contido em AB) é diretamente proporcional ao comprimento de
XY e ndo depende da posicéo dos pontos X e Y sobre AB. Portanto, selecionado

um ponto de AB, a probabilidade de que ele pertenca a XY sera:

medida do comprimento de XY

P(XY) = medida do comprimento de AB

Exemplo 2. 1: Qual a probabilidade de, em uma corda de comprimento 4m, um

ponto pertencer exatamente aos 10 cm iniciais?

Solucao: Primeiro, converteremos todos os dados a mesma unidade de medida.
Assim, em uma corda de 400 cm, queremos calcular a probabilidade de um ponto
pertencer aos 10 cm iniciais.

Observe a figura:

A=X Y B

Figura 7: Representacdo dada no exemplo 2.1.

Assim, a probabilidade pedida € a de um ponto do segmento AB, de 400 cm,

pertencer ao segmento XY, de 10 cm. Logo,

medida do comprimento de XY

P(XY) =
(XY) medida do comprimento de AB
10 1
P(XY) = m = E = 0,025

Portanto, a probabilidade do ponto pertencer aos 10 centimetros iniciais € 2,5%.
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4.2 Probabilidade envolvendo area

Consideremos uma regiao X do plano, contida em uma regiéao A.

A A
: <

Figura 8: Célculo de probabilidade envolvendo éareas.

Diremos que a probabilidade de um ponto da regido A pertencer a regido X é
diretamente proporcional area de X e ndo depende da posicédo que X ocupa em
A. Portanto, selecionado ao acaso um ponto de A, a probabilidade de que ele

pertenca a X sera:

medida da area de X

PX) = medida da area de A

Exemplo 2.2: Observe a representacdo da bandeira do Brasil. Nela estéo
indicadas algumas de suas dimensdes oficiais (segundo o INMETRO). O
retangulo pintado de verde mede 200 cm de comprimento por 140 cm de largura.
Os vértices do losango pintado de amarelo distam 17 cm dos lados do retangulo.
Determine, a probabilidade de, ao escolhermos um ponto ao acaso no interior do

retangulo, esse ponto pertencer ao losango.

200 cm

140 cm

Arquivo da editora

https://brainly.com.britarefa/1019515

Figura 9: Bandeira do Brasil.
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Solugdo: Temos que a area do retdngulo de comprimento 200 cm e largura 140
cm é 28 000 cm?. Analisando o losango, temos que a diagonal maior mede 166
cm e a diagonal menor mede 106 cm. Logo, a area do losango é 8 798 cm?.

Assim, a probabilidade pedida é:

_ medida da area do losango inscrito 8798 03142
" medida da 4rea do retangulo 28000 ~

Portanto, escolhido um ponto ao acaso no retangulo, a probabilidade dele
pertencer ao losango é de aproximadamente 31,42 %.
4.3 Probabilidade envolvendo volume

Suponhamos um sélido V' no espaco, contido em um sélido V.

Figura 10: Calculo de probabilidade envolvendo volumes.

Diremos que a probabilidade de um ponto do sélido de V (volume V) pertencer
ao solido V' (volume V') é diretamente proporcional ao volume de V' e nao
depende da posicdo que V' ocupa em V. Portanto, selecionado ao acaso um

ponto de V, a probabilidade de que ele pertenca a V' seré:

medida do volume de V'

PV = medida do volume de V

. 25 . . .
Exemplo 2.3: Em uma esfera de raio ~ ¢m,temos umcone circular reto inscrito

de raio 6 cm e altura 8 cm, como mostra a figura a seguir:
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h=8cm

Figura 11: Representacdo dada no exemplo 2.3.

Qual a probabilidade de, ao pegarmos um ponto ao acaso no interior da esfera,

esse ponto pertencer ao cone?

Solucédo: Para resolvermos esse problema, temos que saber como calcular o

volume da esfera e o do cone.

O volume da esfera € dado em funcdo do comprimento do raio, de acordo com

a féormula

Onde,

V é o volume da esfera e r é o seu raio.

Figura 12: Volume de uma esfera.
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O volume de um cone circular reto é dado, em funcéo da area de sua base e de

sua altura, pela férmula abaixo

Onde,
V é o volume do cone,
Ab é a area da sua base e

h é a sua altura.

Figura 13: Volume de um cone circular reto.

Assim, o volume da esfera dada no exemplo é:

Figura 14: Calculo do volume da esfera do exemplo 2.3.
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Por outro lado, o volume do cone circular reto dado no exemplo &

1
V=§-Ab-h=—-1t-(6)2-8

Figura 15: Célculo do volume do cone circular reto do exemplo 2.3.

Logo, a probabilidade pedida é:

medida do volume do cone circular reto

medida do volume da esfera

96m 4608

~ 15625 15625
28

Portanto, escolhido um ponto ao acaso na esfera, a probabilidade dele pertencer

P

= 0,2949

ao cone circular reto é de aproximadamente 29,49%.

5. SEQUENCIA DIDATICA

A sequéncia didatica sobre probabilidade foi realizada com um grupo de 29
alunos da terceira série do Ensino Médio de uma escola publica da rede estadual
de ensino do Espirito Santo, localizada na cidade de Serra. Inicialmente foi feita
uma abordagem sobre o tema e um levantamento do conhecimento prévio dos
alunos sobre probabilidade. O préximo passo foi o desenvolvimento da
sequéncia didatica onde foram utilizadas diferentes metodologias e ferramentas
como, analise de questbes de probabilidade e simulagbes computacionais no
programa Geogebra. Foi finalizado com uma avaliacdo sobre o que os alunos

absorveram sobre o tema.
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5.1 Primeiro contato com a probabilidade em sala de aula

No primeiro momento foi feito um levantamento prévio do conhecimento dos
alunos em relacdo a probabilidade, através de um questionario, contendo oito
guestdes de multipla escolha, com a finalidade de avaliar o grau de entendimento
gue 0s mesmos possuiam do que vem a ser probabilidade. O questionario
diagnéstico aplicado aos educandos esta no anexo |.

5.1.1 Tabulacé&o e analise dos dados

Foram distribuidos 27 questionarios para os alunos do 3° ano do Ensino Médio.
Vale ressaltar que o questionario foi apresentado para os educandos antes
mesmo de ser introduzido o conteudo, com o intuito de identificar a

“familiaridade” dos mesmos com a probabilidade.

Levantamento prévio do conhecimento dos
alunos em rela¢ao a Probabilidade

%0 Tg1,5 81,5

80 A

70 A

60 -

>0 1 W Acertos

40 - M Erros

Percentual de alunos

30 A ’ N&do souberam

Questdo

Fonte: Sala de aula.

Grafico 1: Levantamento do conhecimento prévio dos alunos



34

Analisando o gréfico, as questdes relativas a comparacao de probabilidade, que
sdo as questdes 1, 3 e 6, no anexo |, houve um maior nimero de acertos,
revelando que os alunos possuiam um conceito intuitivo de probabilidade e foi

constatado que o percentual de acertos foi superior a 60%.

Nas questdes 2 e 5 os alunos ndo apresentaram um desempenho satisfatério,
mostrando que 0s mesmos nao conseguiam determinar a probabilidade de um
evento. Nota-se também, que estas foram as questées em que houve o maior
ndamero de alunos que ndo souberam responder. O mesmo aconteceu com a

guestao 8.

Os alunos tiveram dificuldades na resolucdo da questdo 4, onde aplica-se a
probabilidade de um evento associado a um espaco amostral equiprovavel,

apontando o maior percentual de erro correspondendo a 81,5%.

Na questao 7, os alunos ndo conseguiram compreender que o fato de um evento
ocorrer pode afetar a probabilidade de ocorréncia de outro evento, pois
obtivemos o mesmo percentual de acertos e erros nesta questao equivalente a
40,75%.

Analisando o grafico € possivel concluir que: Os alunos apresentaram um
resultado razoavel, sendo aproximadamente 43,5% de acertos, 27,3% de erros

e 29,2% nédo souberam responder as questdes.

Apoés a aplicacdo do questionario diagndéstico foi feito um breve relato sobre o
surgimento, o desenvolvimento e a evolugcdo do estudo da probabilidade. Em

seguida, foi apresentada a probabilidade geométrica.
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5.2 Desenvolvimento
O segundo momento consistiu em mostrar a teoria do tema abordado no trabalho
aos alunos, e em seguida foram elaboradas questdes para investigacao do tema,

sendo algumas destas atividades contidas no livro didatico ([18], paginas 246 a
279) e outras retiradas da internet ([6] e [7]).

5.2.1 Atividades de probabilidade

Exemplos de atividades que foram desenvolvidas em sala de aula para a
aprendizagem de probabilidade pelos estudantes.

Exercicio 01: (ENEM — MEC) As 23 ex-alunas de uma turma que completaram

o0 Ensino Médio ha 10 anos se encontraram em uma reunido comemorativa.
Vérias delas haviam se casado e tido filhos. A distribuicdo das mulheres, de

acordo com a quantidade de filhos, € mostrada no grafico abaixo.

10

B
6
. | , il

sem filhos 1 filho 2 filhos 3 filhos

Gréfico 2: Modelo de atividade de probabilidade (exercicio 01)

Um prémio foi sorteado entre todos os filhos dessas ex-alunas. A probabilidade

de que a crianca premiada tenha sido um(a) filho(a) Unico(a) é

(A) 1/3 (B) 1/4. (C) 7/15. (D) 7/23. (E) 7/25.
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Solugédo: O grafico de barras acima mostra que 8 ex-alunas néo tém filhos, 7 ex-
alunas tém 1 filho cada, 6 ex-alunas tém 2 filhos cada e 2 ex-alunas tém 3 filhos

cada. Entdo, o numero total de filhos é:
nQ)=0-8+1-7+2:-6+3-2=0+7+12+6=25

Para o evento A, que representa “sortear uma crianga que seja filho(a) unico(a)”,
h& 7 casos possiveis, logo n(A) = 7. Desse modo, ha 7 chances em 25 de que a
crianca sorteada seja filho(a) Unico(a), ou seja:

) _ 7
PA =@~ 25

Assim, a alternativa correta é a opgéo (E).

Exercicio 02: Uma pessoa joga uma moeda quatro vezes, qual a probabilidade

de sair CARA nas quatro jogadas?
(A) 1/2 (B) 1/4 (C) 1/8 (D) 1/16 (E) 1

Solugédo 1 : O espaco amostral para essas jogadas possuira 2% = 16 elementos.

O evento CCCC ocorrera somente uma vez. Logo, P(CCCC) = 11—6

Solucdo 2: Como as jogadas sao independentes, isto €, um resultado nao

depende do outro, temos pelo teorema da multiplicacéo:

P(CNCNCNAC)=PC) -PC) - P(C) - P(C)=(%>-<%)-<%) (%): L

Exercicio 03: (UPF) Uma urna contém 3 bolas brancas e 4 bolas pretas. Tira-

se, sucessivamente, 2 bolas. Entdo a probabilidade das bolas serem da mesma

cor, é:

(A) 1/7 (B) 2/7 (C) 3/7 (D) 4/7 (E) 5/7
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Solugdo: N&o ha reposicao, pois as retiradas sédo sucessivas.

3\ /2 4\ /3
P(mesma cor) = P(BB UPP) =P(BNB)+P(PNP) = (7) . (8) + (7) . (E)
p( )_6+12_18_3
mesma cor) = 42 = 42 = =
OBS: Usando o espacgo amostral:
C> C; 3+6 9 3

P(mesma cor) = C_§+ - =1 = 71

Exercicio 04: (VUNESP) Dois jogadores, A e B vao lancar um par de dados.

Eles combinam que, se a soma dos numeros dos dados for 5, A ganha, e, se
essa soma for 8, B € quem ganha. Os dados séo lancados. Sabe-se que A néao
ganhou. Qual a probabilidade de B ter vencido?

(A) 10/36 (B) 5/32 (C)5/36
(D) 5/35 (E) n&o se pode calcular

Solucdo: O espaco amostral do lancamento de dois dados € composto de 36
elementos (pares ordenados). O evento “soma 5” sera A = {(1,4), (4,1), (2,3),
(3,2)}. Os eventos “soma 5” e soma “8” sdo disjuntos, logo nédo ha intersecao. Se
A nao ganhou o espaco amostral ficara reduzido para 36 — 4 = 32 elementos. O
evento soma 8 sera B = {(2,6), (6,2), (3,5), (5,3), (4,4)}.

Logo, a probabilidade de B vencer sera: P(soma 8) = %

Exercicio 05: Os baralhos comuns com 52 cartas séo divididos em quatro naipes

distintos - copas, espadas, ouros e paus. Cada naipe possui 13 cartas, sendo
gue 9 delas sdo numeradas com 0s numeros haturais de 2 a 10. A carta que
representa o 1 é aquela que contém a letra A, chamada de As, palavra originaria
do latim que significa “uma unidade”. As outras trés cartas — Valete, Dama e Rei,
também conhecidos como figuras — sdo representadas pelas iniciais das
palavras em inglés: J, de jack (valete), Q de queen (rainha) e K de king (rei). Ao
se retirar uma carta aleatoriamente de um desses baralhos, qual é a

probabilidade de essa carta ser:



a) um rei de paus?
b) uma carta com nimero 8?
c) um valete ou uma carta de ouros?
d) uma dama ou uma carta com o0 numero 3?

€) uma carta de copas, que nao seja figura?

Solucéo:

a) Ha quatro reis em um baralho, mas somente um é de paus. Portanto,
P(rei de paus) = —
retae paus) = ) .

b) Ha quatro 8 em um baralho, um para cada naipe. Portanto,

4 1
P(nimero 8) =

52 13°
c) Sejam A e B os eventos “a carta ser um valete” e “a carta ser uma carta de

ouros”, respectivamente. Temos que:

4 1
PA=5=13
13 1
PB) =55 =3
P(ANB) = 1 ;
- 52’

A probabilidade de que uma carta escolhida aleatoriamente seja um valete ou
uma carta de ouros é dada por:

P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB)

1 1 1 4
P(AUB) = —+ ——

13 4 52 13°

38
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d) Sejam C e D os eventos “a carta ser uma dama” e “a carta ser uma carta com

0 numero 3”, respectivamente. Temos que:

4 1
P(C) = =13

4 1
P(D)=5_2=E;

Uma carta nao pode ser dama e 3 ao mesmo tempo. Logo, P (C n D) = 0.
A probabilidade de que uma carta escolhida aleatoriamente seja uma dama ou

uma carta com o numero 3 é dada por:

P(CuD) = P(C)+ P(D)

PCUD) = — 4 4 = 2
V) =Rt T 13

e) Cada naipe tem 13 cartas, sendo trés delas figuras; portanto
13-3 10 5

52 52 26

P( carta de copas, que nio seja figura) =

Exercicio 06: (ENEM - MEC) José, Paulo e Antonio estdo jogando dados ndo

viciados, nos quais, em cada uma das seis faces, ha um namero de 1 a 6. Cada
um deles jogara dois dados simultaneamente. José acredita que, apos jogar seus
dados, os numeros das faces voltadas para cima lhe dardo uma soma igual a 7.
Ja Paulo acredita que sua soma sera igual a 4 e Antdnio acredita que sua soma
seraigual a 8.

Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de acertar sua
respectiva soma é:

(A) Antdnio, ja que sua soma € a maior de todas as escolhidas.

(B) José e Antbnio, ja que ha 6 possibilidades tanto para a escolha de José
guanto para a escolha de Antbnio, e ha apenas 4 possibilidades para a escolha
de Paulo.

(C) José e Antbnio, jA que ha 3 possibilidades tanto para a escolha de José
guanto para a escolha de Antbnio, e ha apenas 2 possibilidades para a escolha

de Paulo.
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(D) José, ja que ha 6 possibilidades para formar sua soma, 5 possibilidades para
formar a soma de Antonio e apenas 3 possibilidades para formar a soma de
Paulo.

(E) Paulo, j& que sua soma é a menor de todas.

Solucédo: Probabilidade é encontrada através da raz&o entre o nimero de casos
favoraveis pelo total de casos. Como o dado é lancado duas vezes e para cada
lancamento temos 6 possibilidades, o total de possibilidades é de 6 x 6 = 36
possibilidades. Os casos favoraveis variam de acordo com o palpite de cada um,
José acredita que a soma sera 7. Nesse caso, 0os casos favoraveis séo: (1,6);
(6,1); (2,5); (5,2); (3,4); (4,3), totalizando 6. Paulo acredita que a soma é 4, sendo
entdo os casos favoraveis (1,3); (3,1); (2,2), totalizando 3. Antbnio acredita que
a soma seria de 8, sendo entdo os casos favoraveis: (2,6); (6,2); (3,5); (5,3);
(4,4), totalizando 5. Assim, quem tem a maior possibilidade de acertar a soma é
José, ja que ha 6 possibilidades para formar a sua soma, 5 possibilidades para
formar a soma de Antonio e apenas 3 possibilidades para formar a soma de

Paulo. Portanto, a alternativa correta é D.

Exercicio 07: De um grupo de 48 pessoas, 36 possuem cachorro como animal

de estimacéo, 20 possuem gato, 12 possuem as duas espécies e 0s demais néo
possuem animal ou possuem outra espécie de animal de estimacédo. Escolhendo
aleatoriamente uma pessoa desse grupo, qual é a probabilidade
aproximadamente dela possuir:

a) cachorro de estimacao?

b) cachorro ou gato de estimacao?

C) apenas gato de estimacao?

Solucado: Sejam C e G os eventos “possuir cachorro como animal de estimacao”

e “possuir gato como animal de estimagao”, respectivamente.

a) A probabilidade de a pessoa possuir cachorro de estimacao é dada por:

P(C) = 36 _ 75%
=18 0.
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b) Temos entado: (C) = z—g (P(G) = % eP(CNG) = ﬁ Entéo:
20 12 44

36
P(CUG)= P(C)+P(G)—-P(CNG)= st 18" 18- 18

= 0,9167 ou 91,67%.
Portanto, a probabilidade, aproximadamente, dela possuir cachorro ou gato de
estimacao é 91,67%.

c) Temos 20 pessoas que possuem gatos, mas destas sabemos que 12 também
possuem cachorros, assim:
Pessoas que s6 possuem gatos = 20 - 12 = 8 pessoas.

A probabilidade da pessoa possuir apenas gato de estimacéao é dada por:

P(apenas gato de estimagio) = % = 0,1667 ou 16,67% .

Exercicio 08: De cada lote de 20 pecas produzidas por uma maquina que esta

com um pequeno problema de regulagem, 4 apresentam algum tipo de defeito.
Retirando-se aleatoriamente 2 pecas de um desses lotes, sem reposicao, calcule

a probabilidade de se retirar:

a) Duas pecas perfeitas
b) Uma peca perfeita e um defeituosa

c) Duas pecas defeituosas

Solucéao:

a) Duas pecas perfeitas:

16 15 240 12
— = 10,6316 ou 63,16%.

P=30 197380 19°

Logo, a probabilidade de se retirar duas pecas perfeitas € aproximadamente
63,16%.
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b) O enunciado nao fala uma ordem especifica, portanto devemos calcular todas
as ordens, nesse caso sdo apenas duas:
- Uma peca perfeita e uma defeituosa;

- Uma peca defeituosa e uma perfeita.

Entao,
16 4 64 32
Pi=50 197 380 " 190"
4 16 64 32
P, =—

20 19 380 190°

Pp 4 p = b 32 _ 0 32 3368 0u33.68%
-T2 T 790" 190 190 95~ ot 23,567

Logo, a probabilidade de se retirar uma peca perfeita e uma defeituosa,

considerando todas as combinac¢des possiveis é aproximadamente 33,68%.
c) Duas pecas defeituosas:

po 3 _ 123 L 03160u316%
~20 19 380 95 o 3,2570.

Logo, a probabilidade de se retirar duas pecas defeituosas é, aproximadamente
3,16%.

Exercicio 09: (ENEM - MEC) Em um blog de variedades, muasicas, mantras e

informacdes diversas, foram postados “Contos de Halloween”. Apds a leitura, os
visitantes poderiam opinar, assinalando suas reacbdes em: “Divertido”,
“‘Assustador’ ou “Chato”. Ao final de uma semana, o blog registrou que 500
visitantes distintos acessaram esta postagem.

O grafico a seguir apresenta o resultado da enquete.
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CONTOS DE HALLOWEEN
opinidao dos visitantes

DIVERTIDO — 52%

assustaoor | 15
ciaro [ 1>~

NAO OPINARAM _ 21%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60%

Grafico 3: Modelo de atividade de probabilidade (exercicio 09)

O administrador do blog ir4 sortear um livro entre os visitantes que opinaram na
postagem “Contos de Halloween”.

Sabendo que nenhum visitante votou mais de uma vez, a probabilidade de uma
pessoa escolhida ao acaso entre as que opinaram ter assinalado que o conto

“Contos de Halloween” é “Chato” € mais aproximada por:
(A) 0,09 (B) 0,12 (C)0,14 (D) 0,15 (E) 0,18

Solucao:
Trata-se de um problema de probabilidade condicionada, onde o espaco
amostral ndo € o total de entrevistados, mas sim o total de pessoas que
opinaram, ja que esta foi a condi¢do imposta pelo problema. Como o sorteio foi
entre 0s que opinaram, vemos que o 21% nao opinou, sobrando entdo 79% de
opinantes.

Numero total de opinantes = 0,79 - 500 = 395.

Numero de opinantes que votou “chato” = 0,12 - 500 = 60.
Assim sendo, a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso dentre as que

opinaram, ter assinalado “chato” sera:

60
P(Chato) = ﬁ = 0,15.

Portanto, a alternativa correta é D.
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Exercicio 10: (UEL-PR) De um total de 500 estudantes da area de exatas, 200

estudam Caélculo Diferencial e 180 estudam Algebra Linear. Esses dados
incluem 130 estudantes que estudam ambas as disciplinas. Qual é a
probabilidade de que um estudante escolhido aleatoriamente esteja estudando
Calculo Diferencial ou Algebra Linear?

(A) 0,26 ()0,50  (C) 0,62 (D) 0,76 (E) 0,80

Solucéo: Sejam C e A os eventos “estudar Calculo Diferencial” e “estudar Algebra

Linear”, respectivamente. Temos entéo,

P4) = 180 9
500 25’
200 2
P = —_-—— = -
© 500 5’
130 13
P(CnA):%=%;

A probabilidade de que um estudante escolhido aleatoriamente esteja estudando

Célculo Diferencial ou Algebra Linear é dada por:

2 9 13 1
= — = — —_—— = == 0,
P(CUA)= P(C)+PA)—P(ANC) 5+ T 50" 2 0,5 ou 50%.

Portanto, a alternativa correta é B.

5.2.2 Atividades para a compreensdo de probabilidade geométrica com a

utilizacao do programa Geogebra

Atividades de probabilidade geométrica utilizando o programa Geogebra,
aplicado aos educandos. As atividades foram apresentadas no Datashow,

utilizando o Geogebra.
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Atividade 1

Essa atividade tem como proposta responder a duas questbes: Qual é a
probabilidade de que uma pessoa, (de olhos vendados) ao arremessar um dardo,
atinja o disco central de 10 cm de raio (r) de um alvo circular de 45 cm de raio
(R)? E se for agora um quadrado de 5 cm de lado (l), colocado no interior de um
guadrado de lado 20 cm (L), qual a probabilidade que tenha atingido o quadrado

menor?
100 |
80 |
40 ]
20 |
u]
40 20 a 20 40 G0 a0 100 120 14C
-20 |
Figura 16: Atividade 1 de probabilidade geométrica no Geogebra.
Solucéao:

Para a primeira pergunta, a resposta sera:

area do circulo menor wr? 102 100

Py, = = 0,0494 = 4,94%.

area do circulo maior ~ mwR? 452 - 2025
Para a segunda pergunta:

area do quadrado menor [? B 52 25 00625 — 6950,
area do quadrado maior L2 202 400 ' = en0

G2 —
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Atividade 2

Observe o grafico e imagine ser um alvo:

.
-"-

[ -

>

- e ] ] ]

Figura 17: Atividade 2 de probabilidade geométrica no Geogebra.

a) Observando o grafico, qual a regido que o atirador atingira com maior

facilidade?

Solucédo: O atirador terd maior facilidade de acertar a regido vermelha ja que

possui area maior, e menor probabilidade na regido amarela, por ter area menor.

b) Calcule a probabilidade de o dardo atingir a regido azul, faca 0 mesmo para

as regides amarela e vermelha;

Solucgéo:
P(azul) = area daregidoazul 20 unidades 03125 = 3125
azit) = area total 64 unidades ' T ooheT
area daregido amarela 12 unidades
P(amarela) = = 0,1875 = 18,75%.

area total - 64 unidades
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area daregido vermelha 32 unidades

P(vermelha) = 0,5= 50%.

area total " 64 unidades

c) Calcule a probabilidade de acertar area do quadrado ABCD,;

Solucéo:

area do quadrado ABCD 4 unidades
P(quadrado ABCD) = =

- = = 0,
area total 64 unidades 0,0625 = 6,25%.

d) Qual a probabilidade do atirador acertar a regido vermelha e a area do
guadrado ABCD?
Solucéo:

2 unidades

" = 0,03125 = 3,125%.
64 unidades 0,03125 = 3,125%

P(quadrado ABCD N regido vermelha) =

e) Dado que o atirador acertou a area do quadrado ABCD, qual a probabilidade

gue ele acerte a regiao azul?

Solucéao:
P(quadrado ABCD N regido azul) _ 3,125

P(regido azul/quadrado ABCD) = P(quadrado ABCD) =25

= 50%.
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O Tangram é um jogo chinés de origem milenar, composto por sete formas

geométricas que, organizadas, podem formar cerca de 1700 silhuetas. Os

chineses o chamam de “Tabua da sabedoria” ou “Tabua das sete sabedorias”.

Considere o seguinte Tangram em um plano cartesiano

Figura 18: Atividade 3 de probabilidade geométrica no Geogebra.

7

a) Qual é a probabilidade de, ao marcarmos aleatoriamente um ponto

pertencente ao Tangram, esse ponto:

- pertencer a regido vermelha?
- pertencer a regido roxa?
- ndo pertencer a regiado verde?

- ndo pertencer a regido rosa?

Solucao:

P(regiao vermelha) = ~
(reg ) area total

area daregido vermelha 16 unidades

64 unidades

= 0,25
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P(regido vermelha) = 25%.
areadaregidoroxa _ 8unidades
area total "~ 64 unidades

P(regido roxa) = =0,125 = 12,5%.

P(ndo pertencer aregiio verde) = 1 — P (pertencer aregido verde)

P(na t % E de) = 1 8 unidades _ 1-0,125= 0,875
nao pertencer aregido verde) = 4 unidades = ) =0,

P(néo pertencer aregiio verde) = 87,5%.

P(ndo pertencer aregidorosa) = 1 — P (pertencer a regido rosa)

P(na t 2 E! )= 1 4 unidades =1-0,0625 = 0,9375
ndo pertencer aregido rosa) = chunidades ) =0,

P(nio pertencer aregiio rosa) = 93,75%.

b) Ao marcarmos um ponto pertencente ao Tangram com ordenada negativa,
gual é a probabilidade de esse ponto pertencer a regido rosa?
Solucéao:

P(regido rosa\ordenada negativa) = 0.

¢) Ao marcarmos um ponto pertencente ao Tangram com ordenada positiva, qual
€ a probabilidade de esse ponto pertencer a regido azul?

Solucéao:

P(regido azul N ordenada positiva)

P(regiao azul\ordenada positiva) =
(reg \ p ) P(ordenada positiva)

P(regido azul\ordenada positiva) = % = % = 33,33% .

Observacao: Para elaboracdo dessas atividades utilizamos as referéncias [3],
[11] e [18].
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5.2.3 Resultados das atividades de Probabilidade Geométrica e etapa final

da sequéncia didéatica

Na primeira atividade, a maioria dos alunos sentiram dificuldades na resolugéo,
porque determinaram o0 evento e 0 espago amostral de forma incorreta. Na
primeira pergunta, no espaco amostral em vez de calcular a area da regido do
disco, consideraram apenas o comprimento do raio, de forma analoga na

segunda pergunta, analisaram apenas o lado do quadrado.

Na segunda atividade os alunos demonstraram um bom desempenho,
compreendendo o conceito de probabilidade. Conseguiram determinar o espago
amostral e os eventos de forma correta. A minoria errou o calculo de

probabilidade condicional, por falta de interpretacédo da questéo.

Na atividade 3, a maioria dos educando entenderam como calcular a
probabilidade de um evento complementar. De maneira analoga, poucos
erraram sobre a probabilidade condicional. Os erros cometidos foram por falta

de interpretacao e célculos basicos.

Em todo momento da aplicacéo da sequéncia didatica, foram feitas observacdes
em relacdo a participacdo e desenvolvimento das atividades por partes dos
alunos. Finalizando com uma avaliacao escrita individual e sem consulta (anexo
II) no valor total de 8 pontos para averiguar o que o0s alunos assimilaram sobre o

tema.
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Na etapa final participaram 29 alunos e os resultados obtidos estéo apresentados
no histograma que segue abaixo:

Resultado da avaliacdo escrita

12
11
10

11

Numero de alunos

EEN G I U UL = RN}

0 2 4 6 8
Notas

Fonte: Sala de aula.

Grafico 4: Resultado da avaliacao escrita

Analisando o grafico acima, podemos observar que aproximadamente 14% dos
alunos apresentaram um resultado insatisfatorio, enquanto 24% (7 alunos) deles
obtiveram um resultado razoavel. Do total de 29 alunos, aproximadamente 38%
apresentaram um bom resultado. Percebemos que 7 alunos obtiveram uma nota

maior ou igual a 6, aproximadamente 24% da turma.
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6. CONCLUSAO

Na educacdo basica, muitas vezes o ensino da probabilidade n&do recebe a
devida atencdo. Assim, é necessdria uma metodologia que transforme a
realidade da memorizagao de contetidos e formulas em um ensino que desperte

o real interesse por uma aprendizagem significativa.

Além disso, vivemos na era da tecnologia e informacdo, onde os estudantes
convivem o tempo todo com a tecnologia, quer seja utilizando a internet em
computadores, quer seja em aparelhos tipo smartphone, fazendo-se assim
necessario e interessante aplicar alguns recursos que os fizessem despertar a
curiosidade pelo contetdo aplicado em sala. A partir desse conceito, por meio
do programa Geogebra foram aplicadas atividades que pudessem envolver a
geometria e a probabilidade.

O principal objetivo deste trabalho foi mostrar para o aluno a importancia da
probabilidade no dia a dia e, que cada acéo envolve possibilidades de resultados
variados e, a partir de cada resultado obtido no experimento aleatorio, ajuda-lo

a tomar a decisdo mais adequada para aquela situac&o-problema.

Em todos os momentos os alunos estiveram interessados em apreender o
conteudo apresentado, porém, no decorrer da aplicacdo da sequéncia didatica,
os alunos demostraram maior interesse pela aula quando houve uma relagéo
entre a probabilidade e a geometria, principalmente através do programa

Geogebra.
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8. ANEXO |

QUESTIONARIO DE PESQUISA SOBRE PROBABILIDADE

12 Questao: Uma bola sera retirada de uma sacola contendo 6 bolas vermelhas
e 5 bolas brancas. Desta forma a probabilidade de se retirar ao acaso uma bola
branca é maior do que uma bola vermelha?

( )sim ( )néo () néo sei

22 Questdo: Considere o lancamento de um dado. A probabilidade da face
voltada para cima ser o nimero primo é 1/2.

( )sim ( )néo () néo sei

32 Questao: Considera um baralho de cartas comum com 52 cartas. Tirando ao
acaso uma carta do baralho, a probabilidade de retirar uma carta de espadas é
a mesma de retirar uma carta de ouros.

( )sim ( )néo ( ) néo sei

42 Questdo: A probabilidade de ocorrer no maximo uma coroa em dois
lancamentos de uma moeda é 50%7?

( )sim ( )néo ( ) néo sei

52 Questao: Em uma caixa ha 9 bolas verdes, 5 bolas amarelas e 6 bolas azuis.
A probabilidade de se retirar ao acaso uma bola amarela € 25%?

( )sim ( )néo ( ) néo sei

62 Questao: No lancamento um dado, a probabilidade de sair um namero impar
na face voltada para cima é a mesma de sair um namero par na face voltada
para cima.

( )sim ( )néo ( ) néo sei
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72 Questdo: Uma caixa contém 9 bolas numeradas de 1 a 9. Retirando-se uma
delas ao acaso, observa-se que a mesma traz um numero par. A probabilidade
de que esse numero seja menor que 6 é 50%. .

( )sim ( )néo ( ) néo sei

82 Questdo: Um numero inteiro é escolhido aleatoriamente entre 1, 2, 3, ..., 30.
A probabilidade de ser um multiplo de 4 é 7/30.

( )sim ( )néo () néo sei
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9. ANEXO 1l
AVALIACAO SOBRE PROBABILIDADE

12 Questdo: (Enem 2011) Rafael mora no centro de uma cidade, mas, por
recomendacdes meédicas, decidiu se mudar para uma das regides: Rural,
Comercial, Residencial Urbano ou Residencial Suburbano. A principal
recomendagao médica foi com as temperaturas das “ilhas de calor” da regiao,

gue deveriam ser inferiores a 31°C. Tais temperaturas sdo apresentadas no
grafico:

. PERFIL DA ILHA DE CALOR URBANA Escolhendo, aleatoriamente, uma
°C
% 7°X L33 das outras regides para morar, a
9% 7\
/ \ - 32 - e
8o — N 3 probabilidade de ele uma regiao
a7 7/ \N_/\ . R
86 / N\ » que seja escolher adequada as
85 e SO - . 4 .
I I | recomendacdes medicas é
-l-—llH ila Ala anh Sla ?
Rural Comercial CENTRO Residencial Residencial
1 1 Urbano Suburbano % 3 3
a) — b - te; EPA d ~ e) =
= ) 4 o = )5

22 Questdo: (Enem 2011) O gréafico mostra a velocidade de conexao a internet
utilizada em domicilios no Brasil. Esses dados sao resultado da mais recente
pesquisa, de 2009, realizada pelo Comité Gestor da Internet (CGlI).

% domicilios segundo a velocidade de conexao a internet
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Disponivel em: http://agencia.ipea.gov.br. Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado).

Escolhendo-se, aleatoriamente, um domicilio pesquisado, qual a chance de

haver banda larga de conexao de pelo menos 1 Mbps neste domicilio?

a) 0,45 b) 0,42 c) 0,30 d) 0,22 e) 0,15
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32 Questdo: Um arquivo contém 24 fichas, numeradas de 1 a 24. Retira-se ao
acaso uma ficha. Qual a probabilidade de se tirar uma ficha com o nUmero maior

ou igual a 157

42 Questdo: (FGV) Uma urna contém 50 bolinhas numeradas de 1 a 50.
Sorteando-se uma bolinha, a probabilidade de que o nimero observado seja
multiplo de 8 é:

a) 3/25 b) 7/50 c) 1/10 d) 8/50 e) 1/5

52 Questdo: (EFOA- adaptada) Uma pessoa tem em maos um chaveiro com 5
chaves parecidas, das quais apenas uma abre determinada porta. Escolhe uma
chave ao acaso, tenta abrir a porta, mas verifica que a chave escolhida nao
serve. Na segunda tentativa, com as chaves restantes, qual a probabilidade de

a pessoa abrir a porta?

62 Questdo: (Unesp- adaptada) Jodo lanca um dado sem que Antdnio veja. Joao
diz que o numero mostrado pelo dado é par. Qual a probabilidade de Anténio

descobrir esse nimero?

72 Questao: (Maua-SP- adaptada) Uma caixa contém 11 bolas numeradas de 1
a 11. Retirando-se uma delas ao acaso, observa-se que ela tem um numero

impar. Determine a probabilidade de esse nimero ser menor que 5.



