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Resumo

A dissertacao aborda o estudo das cadeias de Markov, processos evolutivos com “perda de
memoria”’, amplamente aplicados em areas como biologia, estatistica e finangas. A convergéncia
dessas cadeias para uma distribuigao estacionaria é analisada utilizando a “distancia de vari-
acao total”. Introduzem-se os tempos de mistura, representando o tempo necesséario para a
convergeéncia.

O conceito de acoplamento entre cadeias de Markov é apresentado, revelando sua utilidade
na determinacao de cotas para os tempos de mistura. Explora-se o fendémeno de cutoff, um
decrescimento abrupto na distancia de variacao total em sequéncias de cadeias de Markov, pro-
porcionando uma compreensao detalhada da convergéncia. O objetivo final é calcular o perfil
do cutoff para o processo de exclusao no grafo completo.

Os capitulos abordam construgao de cadeias, conceitos técnicos, acoplamentos e tempos de
mistura, culminando na anéalise do fendmeno de cutoff e sua aplicacao especifica ao processo de
exclusao no grafo completo.



Abstract

This dissertation delves into the study of Markov chains, evolutionary processes characterized
by “memory loss”, widely applied in diverse fields such as biology, statistics, and finance. The
convergence of these chains to a stationary distribution is analyzed using the “total variation
distance”. The times of e-mixing are introduced, representing the time required for convergence.
The concept of coupling between Markov chains is presented, demonstrating its utility in de-
termining bounds for mixing times. The phenomenon of cutoff, an abrupt decrease in total
variation distance, is explored, providing a detailed understanding of convergence. The ulti-
mate goal is to calculate the cutoff profile for the simple exclusion processes on complete graphs.
Chapters cover the construction of chains, technical concepts, couplings, and mixing times, cul-
minating in the analysis of the cutoff phenomenon and its specific application to the exclusion
process in the complete graph.
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Introducao

Informalmente cadeias de Markov sao processos evolutivos com uma caracteristica particular
que chamamos de “perda de memoria”, isto é, tentar prever o futuro do processo conhecendo
todo o histérico até um certo instante s é equivalente a tentar prever o futuro conhecendo o
processo apenas no instante s, e particularmente dado o presente, o passado e o futuro sao
independentes. Esse tipo de processo tem ampla aplicacao em diversas areas do conhecimento,
como biologia, estatistica, financas e fisica.

Parte da utilidade das cadeias de Markov reside na capacidade de extrair resultados valiosos
com base em uma teoria simples. Essa teoria permite analisar a convergéncia e o comporta-
mento geral dos processos, além de facilitar a implementacao em algoritmos computacionais.
Em muitas situagoes, a distribuicao (ou lei) de algumas cadeias de Markov converge, ao longo
do tempo, para uma distribuicao especifica chamada de distribui¢ao estacionaria ou invariante.
Para medir essa convergéncia, introduzimos a “distancia de variacao total”, uma métrica que
atribui valores de 0 a 1, indicando a proximidade da cadeia a convergéncia. Inicialmente, explo-
raremos conceitos fundamentais de cadeias de Markov, referindo-nos principalmente a | ]
e | |. Posteriormente, seguindo a abordagem proposta por | |, construiremos uma
familia de cadeias de Markov em tempo continuo, e deduziremos algumas de suas propriedades.

Ao estudar uma cadeia de Markov que admite distribuicao estacionaria, & fim de observar o
tempo que uma cadeia leva para se aproximar de sua distribuicao estacionaria, definimos os
tempos de e-mistura, t,;,(¢), que representam o tempo necessario para que a distancia entre
uma cadeia e sua distribuicao invariante seja menor do que €.

Introduzimos o conceito de acoplamento entre duas cadeias de Markov (X;)ier e (Y3)ier'",
que consiste em exibir uma terceira cadeia (U;)ier = (Z;, Wi)ier de modo que cada uma das
coordenadas de (U;):er quando observadas individualmente se comportem como (Xt )er € (Y3)ter
respectivamente. Através de um resultado que obteremos no Capitulo 3, mostraremos que
utilizando acoplamentos é possivel encontrar cotas para os tempos de mistura de uma dada

(MF = [0, 00) ou N.

11
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cadeia.

Um fenémeno importante observado em algumas sequéncias de cadeias de Markov é conhecido
como cutoff. Primeiramente identificado nos trabalhos de Persi Diaconis, Siavash Shahshahani
e David Aldous nos anos 80, o fenémeno em uma sequéncia de cadeias (X}';t > 0),en consiste
no decrescimento abrupto da distancia de variacao total de 1 — ¢ até ¢ (para ¢ € (0,1/2)),
quando observada na escala do tempo de mistura, de modo que conforme n cresce a distancia
de variacao total na escala dos tempos de mistura ¢, se aproxima de uma funcao degrau.
Em alguns casos, é possivel determinar a sequéncia de intervalos onde esse decrescimento ocorre.
Nesses casos, chamamos esta sequéncia de janela de cutoff. Tanto esta parte quanto a do estudo

de tempos de mistura e acoplamentos, estdo baseados no conteudo de | |.

Diaconis, em | |, fez a seguinte afirmagao: “At present writing, proof of a cutoff is a
difficult, delicate affair, requiring detailed knowledge of the chain, such as all eigenvalues and
ergenvectors.”

Embora existam métodos atuais que nao exijam esse conhecimento, demonstrar a ocorréncia
do cutoff permanece desafiador.

Por fim, em alguns casos, conseguimos apresentar uma descri¢ao ainda mais precisa do cutoff:

Se para uma sequéncia (X}';t > 0),en de cadeias existe uma fungao real G tal que o limite da
distancia de variacao total na escala da janela é descrito pela fun¢ao G.
Neste cenario particular de cutoff, obtemos uma compreensao extremamente detalhada sobre
a natureza da convergéncia. No entanto, em contrapartida, calcular o perfil do cutoff para
uma sequéncia de cadeias de Markov se revela uma tarefa extraordinariamente desafiadora.
Constatamos que até mesmo para processos simples, sao necessarias ferramentas sofisticadas,
resultando em perfis que frequentemente se apresentam como fungoes nao tao usuais.

O objetivo final deste texto é calcular o perfil do cutoff para o processo de exclusao no grafo
completo (processo definido na Segao 3.3), formalizando os conceitos mencionados e apresen-
tando construgoes conforme necessario.



Preliminares

0.1 Probabilidade

Neste capitulo, exibiremos de maneira sucinta alguns conceitos elementares que serao uti-
lizados no decorrer do texto. Esperamos que o leitor ja domine conceitos béasicos de teoria
da medida como conjuntos mensuraveis, fun¢oes mensuréveis, o-algebras, espacos de medida,
entre outros.

Definicao 0.1.1 (Variavel aleatoria). Fixados dois espagos mensuréaveis (91, F;) e (Qq, Fa),
uma variavel aleatoria é uma funcao X : €2y — €25 mensuravel.

Definig¢ao 0.1.2 (distribui¢ao de probabilidade). Fixada uma medida g em um espago (€2, F),
dizemos que p é uma distribui¢ao de probabilidade se () = 1.

Definigao 0.1.3 (Espago de Probabilidade). Um espago de medida (€2, F,P) é chamado espago
de probabilidade se P € uma medida de probabilidade.

Definicao 0.1.4 (Valor Esperado/Média). Fixada uma variavel aleatéria X definida em
(Q, F,P) assumindo valores em R, definimos o valor esperado de X (Notagao Ep [X] ) por

Ep [X] = /QXdIP’.

Observagao 0.1.5. Frequentemente, quando uma tnica medida é especificada no problema,
denotamos o valor esperado de X apenas por E [X].

Definigao 0.1.6 (Variancia). Fixada uma variavel aleatoria X definida em (2, F,P) assumindo
valores em R, definimos a variancia de X (Notagao Var(X) ) por

Var(X) =E [X?] - E[X]*.

13



14 0.1. Probabilidade

Definigao 0.1.7 (Conjuntos Independentes). Fixado um espago de medida (€2, F,P) e uma
familia A = {A,, « € I} de eventos, dizemos que os elementos de 4 sdo independentes se

P (ﬂ Ak) = [ P(Aw)
kel kel
para qualquer I’ C [ finito.

Definicao 0.1.8 (Independéncia entre variaveis aleatorias). Fixadas variaveis aleatorias

Xy, Xo,..., X, tomando valores em (S7,851),...,(S,,S,) respectivamente. Dizemos que
X1, X, ..., X, sdo independentes se para quaisquer conjuntos A; € Si,..., A, € S, men-
suraveis tem-se:
n n
P (ﬂ {X;, € Ak}) =[P Xk € A).
k=1 k=1

Defini¢ao 0.1.9 (Independéncia entre variaveis aleatorias (caso geral)). Fixada uma familia
arbitraria A = {X,, : a € I} de variaveis aleatorias, dizemos que as variaveis aleatorias de A sao
independentes se para qualquer J C [ finito as variaveis em {Xj : k € J} sao independentes.

Nesta tltima parte da secao apresentaremos algumas distribuicoes que serao utilizadas ao
longo do texto.

Defini¢ao 0.1.10 (Distribui¢do de uma variavel aleatoria). Fixada uma variavel aleatoria X
em um espaco de medida (Q, F,P), assumindo valores em R, definimos a distribuicao de X
como sendo a medida u : B(R) — R, definida por

u(A) = P(X € A)
para todo A € B(R)®.
Observacao 0.1.11. Neste texto usaremos i.i.d. para nos referirmos varidveis independentes
e iguais em distribuicao.

Abaixo listaremos alguns exemplos de distribui¢oes que serao utilizadas no texto. Para sim-
plificar a notacdo, considere que o espago de probabilidade em questao é (€2, F,P).

Exemplo 0.1.12 (Distribuigdo de Bernoulli). Dizemos que uma variavel aleatéria X possui
distribuigao de Bernoulli com parametro p € [0, 1] (Notagao X ~ Ber(p)) se

PX=1)=p P(X=0)=1-p.

Ou seja, uma variavel com distribuigdo Ber(p) modela o lan¢amento de uma moeda (honesta
ou nao).

(M Ao longo deste texto, sempre que mencionarmos “assumindo valores em R” queremos dizer que o espaco de
chegada em questao é (R, B(R))
2)Onde B(R) ¢ a o-algebra de Borel de R



15 0.1. Probabilidade

Exemplo 0.1.13 (Distribuigao Binomial). Dizemos que uma variével aleatoria X possui dis-
tribuicdo Binomial com parametros n € N*® e p € [0,1] (Notagdo X ~ Bin(n,p)) se para
qualquer k € {0,1,...,n} tem-se

pec =0 = () -

Este tipo de cadeia modela a quantidade de sucessos observados em n langamentos de moeda
independentes.

Exemplo 0.1.14 (Distribui¢ao Uniforme em A). Fixado um conjunto finito e ndo-vazio A, di-
zemos que uma variavel aleatoria X possui distribui¢do Uniforme em A (Notagdo X ~ Unif(A))

se para qualquer a € A tem-se
1

Al
onde |A| denota a quantidade de elementos em A. Este tipo de cadeia modela a escolha de um
elemento aleatério de A de maneira uniforme.

P(X =a)=

Exemplo 0.1.15 (Distribui¢cao de Poisson). Dizemos que uma variavel aleatoria X possui
distribui¢do de Poisson com parametro A (Notagdo X ~ Pois(\)) se para qualquer k£ € N
tem-se
M e=A

ko

Abaixo listaremos algumas distribui¢oes continuas que serao usadas no texto. Antes disso
faremos algumas observacoes.

Observagao 0.1.16. Observe que pelo fato de a o-algebra de Borel de R ser gerada por
intervalos da forma (—oo,x) com x € R, para que p seja a distribuicao de X, basta que

:u(<_oo’y)) = ]P)<X S (—OO,y))
para todo y € R.

Defini¢ao 0.1.17 (Fungao densidade). Fixada uma variavel aleatoria X, dizemos que uma
funcao f : R — R5( ¢ a funcao densidade de X se para qualquer x € R tem-se

P(X = z) = / " fw)dy.

Exemplo 0.1.18 (Distribuigdo Exponencial). Dizemos que uma variavel aleatoria X possui
distribuigdo exponencial de parametro A > 0 (Notagdo X ~ Exp(A)) se X possui funcao

densidade f dada por
Ae ™™ sex > 0;
flz) = {

0, caso contrario.

Observe que particularmente P(X < z) = 1 — e *?,

(3)Conjunto N\ {0}.



16 0.2. Mixordia

Exemplo 0.1.19 (Distribui¢ao Uniforme). Dizemos que uma variavel aleatoria X possui dis-
tribui¢do uniforme em um intervalo finito [a, b) (Nota¢do X ~ Unif([a,b)) ) se X possui fungao
densidade f dada por

0, se x < a;
! <z <b
= , sea<cwx ;
fl) =4 —
0, se x > b.
Desta maneira, tem-se
0, se v < a;
r—a
P(X <x)= , sea<ux<b
- b—a
1, se x > b.

para todo x € R.

Exemplo 0.1.20 (Distribuigdo Normal). Dizemos que uma variavel aleatéria X possui distri-
buigao Normal de parametros u € R e 6% > 0 (Notagao X ~ N(u,0?)) se X possui fungao
densidade f dada por

flz) = 1 o (52)’

oV 2T

Observagao 0.1.21. Geralmente em aplicagoes costuma-se utilizar a distribuicao chamada
Normal Padrdo que consiste na distribuigao Normal de parametros 0 e 1. Isto ¢, N(0,1) com
densidade

—_
[N}

T

fl@) = —=e"2.

0.2 Mixo6rdia

Nesta se¢ao, como indicado no titulo, apresentaremos conceitos variados que serao utilizados
ao longo deste texto.

Definicao 0.2.1 (Matriz estocastica). Fixada uma matriz A = (a;; : i,j € I) com entradas
em Rsy @ para algum conjunto de indices I enumeravel®. Dizemos que A é uma matriz
estocastica se para qualquer ¢ € I tem-se

Zaij =1.

jel

Através de um calculo simples obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 0.2.2. O produto de duas matrizes estocdsticas é uma matriz estocdstica.

(4)R20 = [07 OO)
(5)Neste texto a nocio de enumeravel também abrange conjuntos finitos.



17 0.2. Mixordia

Definigao 0.2.3 (Fungao indicadora). Fixado um conjunto A, definimos a fungao 1,4 denomi-
nada fungao indicadora de A em €2, por

1, sex € A;
1 — Y Y
4(@) {O, sex ¢ A.

Defini¢ao 0.2.4 (conjunto das partes). Fixado um conjunto A, o conjunto das partes de A é
{E : E C A}, denotado por P(A).

Observagao 0.2.5. Note que fixado um conjunto A, (A, P(A)) é uma o-algebra, que rotinei-
ramente chamamos de o-algebra das partes A, ou somente o-algebra das partes quando nao
houver risco de ambiguidade.

Abaixo definiremos uma nocao de distancia que sera usada para medir convergéncia de cadeias
de Markov.

Definigao 0.2.6 (distancia de variagao total). Dadas duas distribui¢oes de probabilidade u e
v definidas em um espago (€2, F), definimos a distancia de variagao total entre as medidas por

drv (p,v) = Elég\u(E) —v(E)|.

No caso em que o espago de estados é enumerével, existe uma caracterizacao da distancia
acima que ¢é particularmente interessante e sera utilizada em todo o texto.

Proposicao 0.2.7. Se pu e v sao distribuigoes de probabilidade definidas em um espago enu-
merdvel (), entao

oy () = 5 3 () = ().

FISY)

Dem.: Seja B ={x : u(x) > v(x)}. Fixado qualquer evento A, temos
u(A) —v(A) < u(AnB) —v(ANB) < u(B) —v(B).
E de maneira semelhante,
v(A) = n(A) < v(B°) — p(B°) = u(B) — v(B).

Note que
1(B) —v(B) = (v(B) — w(B°)) = p() —v(Q2) =0,

o que revela que essas quantidades sao iguais.

Portanto:

drv(p,v) = Elég!u(E) —v(E)| < u(B) — v(B)

< 5 (0(B) — v(B) + (B°) — w(BY)



18 0.2. Mixordia

1
§Z|N

Note que a desigualdade contraria vem do fato de que a cota superior é alcancada tomando
E = B ou B“.

Portanto, concluimos que

dTV vV Z |M

CEGQ

|
Note que através da demonstracao da proposicao acima também obtivemos o seguinte resul-
tado:

Corolario 0.2.8. Com as condicoes e notacoes da Proposicao 0.2.7, temos:

drv(pv) = 3 (ula) - v(x)).

onde B={x € Q| u(z)>vx)}.

Definigao 0.2.9 (Grafo). Um grafo ¢ um par de conjuntos G = (V, E) onde V # () e E é um
subconjunto de {{z,y} : z,y € V}.
Chamamos os elementos de V' de vértices e os elementos de E de arestas.

Parte da utilidade dos grafos mora no fato de eles serem particularmente tteis para mapear
relagoes entre objetos de maneira visual. O préoximo exemplo exibe uma representagao tipica

de um grafo.

Figura 1: Duas representagoes distintas de um grafo G com conjunto de vértices {1,2,3,4} e
conjunto de arestas {{1,2}, {2,3}, {2,4}, {3,4}}

Observagao 0.2.10. Por abuso de notagao, frequentemente usamos a palavra grafo para nos
referirmos & uma representagao de um grafo.

Exemplo 0.2.11 (Grafo completo de n vértices). Chamamos de grafo completo de n vértices
o grafo com vértices {z1,...,x,} e conjunto de arestas {{x,y} : x,y € V}.
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Figura 2: Grafo completo de 4 vértices

Ou seja, o grafo com n vértices formado por todas as arestas possiveis.

Observagao 0.2.12. Note que a defini¢do acima permite o que chamamos de loop (arestas da
forma {z,z}. Em outros textos ¢ comum definirmos o grafo completo de n vértices como o
grafo com todas as arestas possiveis exceto loops.

Definigao 0.2.13 (grau de um vértice). Fixado um grafo G = (V, F), definimos o grau de
um vértice z (notagao deg(z)) como sendo o ntmero total de arestas incidentes a x (loops s@o
contados duas vezes por incidirem duas vezes).

Definicao 0.2.14 (Caminho). Fixado um grafo G = (V, E) um caminho entre dois vértices
e y € uma sequéncia ag, ay, ..., a,_1 de vértices tais que para qualquer i =0,1,... ,n—1 tem-se
{a;,a;11} € E ,onde ay =z e a, = v.

Definigao 0.2.15 (Grafo Conexo). Dizemos que um grafo é conexo se fixados dois vértices

quaisquer existe um caminho entre eles.

O conceito que introduziremos a seguir serda bastante ttil na construgao e na demonstragao
de algumas propriedades para cadeias de Markov em tempo continuo.

Definicao 0.2.16. Fixada uma matriz quadrada M, definimos a exponencial e™ de M por

k
M
: e
k=0

Observacao 0.2.17. Note que qualquer matriz quadrada possui exponencial, visto que

00
=53
k=0

onde s é a dimensdo da matriz e || M|/, ¢ a maior das entradas de M.
Portanto, cada entrada de e™ esta bem definida.

=\ M*(z,
>t

k=0

Mo, y)| g~ s e
k! - k! s

k=0

Definigao 0.2.18 (Big-O e Little-0). Escrevemos f(z) = o(g(z)) se
f@ (@

Hm oy Toou lim ey =0

a depender do contexto. Na literatura costuma se dizer que f é “little-0” de g.
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Escrevemos f(z) = O(g(x)) se

f(x) /(=)

lim —% < oo ou lim —= < 0
T—00 g(:p) z—0 g(x)

a depender do contexto. Na literatura costuma se dizer que f é “big-0” de g.
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Cadelas de Markov em tempo discreto

Neste capitulo usaremos a existéncia de sequéncias de variaveis aleatorias i.i.d.(Y) para cons-
truir cadeias de Markov em tempo discreto. Os detalhes referentes a existéncia estao delineados
no Apéndice B.

Ao longo do capitulo, quando nao especificado, estaremos supondo que a medida do espaco em
questao é P, e adicionalmente, o longo de todo o texto, sempre que o espago de estados for
enumeravel, consideraremos que a o-algebra do espaco de chegada ¢é a das partes.

Exploramos conceitos-chave, como a matriz de transicao, distribuicao estacionaria, recorréncia,
e ao final do capitulo obteremos critérios e caracterizacoes para esses fenomenos. Em especial,
obteremos um teorema a respeito da convergéncia de cadeias de Markov, que desempenhara
um papel fundamental nos capitulos subsequentes. Este capitulo fundamenta-se amplamente
em duas fontes principais: | le| |.

1.1 Cadeias de Markov em tempo discreto

Um processo estocdstico em tempo discreto é uma familia (X,,),en® de varidveis aleatérias
definidas em um mesmo espago (€2, F,P) e assumindo valores em um mesmo conjunto E, (E,G).
Chamamos E de conjunto de estados.

Abaixo enunciaremos a propriedade fundamental que caracteriza cadeias de Markov.

Defini¢ao 1.1.1 (Propriedade de Markov). Dizemos que um processo estocéstico em tempo
discreto (X, )nen satisfaz a propriedade de Markov se

P( X,k =y|Xo = a0, X1 = ay,..., X, = a,) = P(Xosk = y| Xy, = ay)

(WIndependentes e iguais em distribuicio.
(2)Neste texto N representara o conjunto dos naturais incluindo o zero.

21
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para quaisquer n, k € N e quasiquer que sejam os estados ag, ..., a,,y, desde que

]P(onao,Xlzal,...,Xn:&n) > 0.

Uma interpretagao da propriedade de Markov seria a seguinte:
Tentar prever o futuro de um processo que se conhece o histérico até um certo ponto tg, é
equivalente & tentar prever o futuro do processo conhecendo o processo apenas em t.

Frequentemente no contexto de cadeias de Markov nos deparamos com a famosa frase: “Dado
o presente, o futuro e o passado sao independentes”. E isso é uma consequéncia direta da
propriedade de Markov:

Fixados estados ag, ay, .. ., a,ik, para cada k € N denotando por Ay o evento X,, = ay, temos

P(Ag, .oy An—1, Apgts oo s Apgi An) = P(Apia, - Angi] Ao, - Aper, An)P(Ao, - o A |Ar),
== P(AnJrl’ e ,AnJrk‘An)]P(Ao, ‘e ,Anfl‘An).

Onde a primeira igualdade segue de uma propriedade bésica de probabilidade condicional, e a
segunda da propriedade de Markov. Com essa motivacao em mente, definimos:

Definigao 1.1.2 (Cadeia de Markov). Dizemos que um processo estocastico em tempo discreto
(Xn)nen € uma cadeia de Markov se este satisfaz a propriedade de Markov.

Abaixo apresentaremos alguns exemplos de cadeias de Markov.

Exemplo 1.1.3. Sejam &;,&,... varidveis aleatérias independentes com distribuigoes
& ~ Ber (k71) A sequéncia de varidveis aleatérias X, X1, ... definidas por

Xy = 0;
Xa() = X1 (w) + ().
forma uma cadeia de Markov.

De fato, observe que se P(Xy = 0, X7 = ay, ..., X, = a,) > 0 paraestados ay, as, . . . , Gy, €ntao
fixado um estado y, temos

P(Xn+t:y\X0:O,X1:al,...,Xn:an)
:]P)(Xn—i—t_Xn:y_aanl:a'hXQ_Xl:af2_a17---aXn_Xn—1:an_an—l)

n—+t n
_P<ka—25k_y—an
k=1 k=1
n+t
:IP(Z &=y—ay

k=n+1

&1 _ang_a2_a17---7£n_an_an1)

51 :a17£2:a/2_a17--'7£n:an_an1)

Assim, utilizando o fato de (& )ken ser uma sequéncia de variaveis independentes, temos

P(Xn+t:y|X0:0,X1 :al,...,Xn:an)
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n+t
75yl
k=n+1

n—+t

=P Y &G=y-a,X,= an> P(X, = a,) "
k=n+1
AQL::an>

n+t
=P ng—i_Xn:y‘Xn:an)

k=n+1
=P(Xp =y | Xo=ay)

n+t

=P 2{: 5k::Z/—‘an

k=n+1

revelando que de fato o processo acima é uma cadeia de Markov.

Sua dinamica é bastante simples, uma heuristica consiste em: A caixa comega com 0 bolas, e
a cada instante de tempo ¢, com probabilidade 1/t uma bola é colocada na caixa. Observe que
com o passar do tempo a expectativa de colocar uma bola na caixa vai ficando cada vez mais
baixa, porém é facil de ver que com probabilidade 1 o niimero de bolas na caixa converge para
oo! (Basta notar que a probabilidade de apos qualquer tempo k& nenhuma bola ser colocada na
caixa € igual a 0).

Exemplo 1.1.4 (Passeio Aleatério em Z). Sejam &;,&, ... varidveis aleatorias ii.d. com
distribuigao unif({—1,1}). Definimos o passeio aleatorio em Z como sendo a cadeia X1, X, ...
onde

Xo = 0;
. n
Xn(w) = 2pmr Srlw).
Ou seja, o processo consiste em cada instante de tempo escolher com probabilidades iguais se
a cadeia “anda” uma unidade para a esquerda ou para a direita na reta.
Uma conta idéntica & do exemplo anterior mostra que de fato o passeio aleatério em Z é uma
cadeia de Markov.

Os exemplos acima ilustram dois tipos bastante distintos de cadeias de Markov. O primeiro
deles revela uma mudanca de comportamento conforme o tempo avanca, enquanto o segundo
se comporta da mesma maneira em qualquer tempo escolhido. Chamamos cadeias que assim
como no segundo exemplo nao se comportam de maneira diferente conforme o tempo avanca
de homogéneas. Mais precisamente:

Definigao 1.1.5 (Cadeia homogénea). Dizemos que uma cadeia de Markov (X,,)nen € homo-
génea se para quaisquer estados = e y tem se

P(X,.1 =y X, =2) = K(x,y),
para algum valor K (z,y) para qualquer n € N sempre que P(X,, = z) > 0.
Um aspecto interessante que deriva da definicao de cadeias de Markov, é a observacao de que

as cadeias sao caracterizadas pelas probabilidades P(X,,11]|X,) com n € N. Em virtude dessa
forte ligacao, surge a necessidade de dar um nome a esses objetos.
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Definigao 1.1.6 (Matriz de transigao). Dizemos que uma matriz estocéstica P é a matriz de
transi¢do de uma cadeia de Markov (X, ),en, se para qualquer n e qualquer estado y € E com
P(X,, =y) > 0 tem se

P(Xp=-[Xn=y)=Ply,).

Comumente trataremos de cadeias nas quais o estado inicial é regido por uma distribuigao
de probabilidade. Portanto, dada uma cadeia de Markov (X,,),en, diremos que a cadeia possui
distribuicao inicial A se para qualquer estado y tem-se

Uma consequéncia da propriedade de Markov para cadeias de Markov homogéneas é o seguinte
fato:

n—1
P(XO = CL(),Xl = al...,Xn = an) = /\(ao) H P(ak,ak+1)
k=0
para quaisquer ag, @1, ...,a, € F.
Ou seja, a probabilidade de a cadeia seguir uma determinada trajetoéria é o produto da proba-
bilidade de iniciar no lugar desejado, e as probabilidades de em cada instante de tempo realizar
o salto desejado.

O exemplo abaixo mostrard como construir uma cadeia de Markov através de uma matriz de
transicao. Isso nos permitira exibir exemplos de uma maneira mais simples.

Exemplo 1.1.7 (Construcao de Cadeias de Markov através de matrizes de transi¢ao). Seja
E = {ag,as, ...} o espago de estados desejado, A\ uma distribuigdo em E e P uma matriz de
transicao também em F. Fixado k € N*, defina para cada n € N* o intervalo

n—1

= ZP(ak,ai)7 Zp(akaai)>

i=1

com medida de Lebesgue P(ay,a,).
Agora, definamos a variavel aleatoria f,, :=[0,1) — E por

ay, se x € IF;
a9, S€ T € ]5;

fak(I) =

as, se T € ]é“;

Ou seja, criamos uma fungao escolha cuja medida correspondente a cada um dos estados da
cadeia é a probabilidade de saltar de a; para os mesmos. De maneira analoga, construimos
uma variavel aleatoria 6 : [0,1) — E de modo que

ai, se x € Jr;

0(z) = < as, se x € J};
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onde Jy, Jo, ... s@o intervalos concatenados de medidas A(ay), A(az), ... respectivamente.

Definimos F': [0,1) x E — E por

F(t,x) = fu(t)

para quaisquer x € E |t € [0,1).
Agora, seja (&,)nen uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d. com & ~ unif ([0,1)).
Finalmente, definimos a cadeia (X,,),en+ indutivamente por

{Xo = 0(&(w)).
Xp(w) =F (§-1(w), Xpn—1(w)), para n € N*.

para cada w no espago de defini¢ao de (&, )nen-

Note que fixados estados by, by, . . ., b, tais que se tenha P(Xy = by, X1 = b1,..., X, =b,) > 0.
Fixado um estado y, temos

]P)(XO = bOaXl = bla"-aXn = bn7Xn+1 = y)

= ]P(Xo = bo, F'(Xo,&1) = b1, F(X1,&) = b, ..., F(Xp1,&n) = by, X1 = Z/)
= ]P)(XO = bOa F(b())fl) = bl7F(b17§2) - bZa <. 7F<bn717£n) = bn7F(Xn7€n+1) = y)

Portanto, segue da independéncia das variaveis &y, &y, ... que

P(Xo=0bo, X1 =0b1,..., X =by, Xosx = ¥)
= P(Xo = bo)P(F(by, &) = b1)P(F (b1, &2)
P(Xo = bo)P(f,(&1) = b1)P(fi, (52) =0
A(ag)P(bo, b1)P(by,b2) -+ P(bn—1,bn) P(

= ) ( ( n— 17571) = n) ( (Xnvfn—i—l) = y)
2) - (fbn 1(&n) = bn)P(fy, (§ns1) = ¥)
bu, y).-

E portanto, vale
P(X; = 2) = (AP')(2)

para qualquer estado z e t € N.
Note que particularmente, para quaisquer estados u e v e qualquer k € N tem-se

P(Xpi1=v | Xy =u) = P(u,v),

desde que P(Xj = u) > 0.
Ou seja, de fato as probabilidades de transicao conferem. Assim, s6 nos resta mostrar que de
fato o processo (X, )nen € uma cadeia de Markov.

Note que por consequéncia dos calculos acima, temos
]P(XO = bo,Xl = bl, Ce >Xn = bnaXn—i-k = y)
= > Mao)P(bo,b1)P(by,bs) - -+ Pbnsk—2, bnr—2) P(bn—is1, 9)
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Portanto,

]P)(Xn—i-k::y‘XO:bO)Xl :bla---;Xn:bn)

_ Z )\(GO)P(bo, b1)P(bl, 52) ce P(bn+k727 bn+k72)P(bn7k+1a Z/)
)\(ao)P(bo, bl)P(bl, bg) e P(bn_l, bn)

b1y bntk—1€EE

(]

P(bna bn+1) o P(bn+k—2a bn+k—2)P(bn—k+1a y)

bnt1ybntk—1€EE

(]

P(F(bn, Ent1) = bns1) - P(F(bpti—1, Entr) = bnyr—1)

b+, bntk—1€E

P(-F'(b’rw £n+1> = bn-ﬁ-la e 7F(bn+k—17 fn-i-k) = y)

(]

bn+17~~~7bn+k’—leE

(]

P(F(bn7§n+1) - bn+17 T 7F(bn+k‘—lv§n+k> =Y | Xn = bn)

bpn+1,esbntk—1€E

P(F(Xn’gn-i—l) = bn+17 T 7F<Xn+k—17§n+l€) = bn+k—1 | Xn = bn)

(]

bn+17---7bn+k—leE

(]

P(Xn-i—l - bn+17 t 7Xn+k—1 - bn-l—k:—la Xn—i—k =Y | Xn - bn)

bn+17---7bn+k—leE

=P(Xor =y | Xo =by).

Portanto, de fato o processo (X, ),eny ¢ uma cadeia de Markov homogénea e com matriz de
transicao P.

Observagao 1.1.8. Note que a construcao acima pode ser feita para qualquer distribuigao
inicial . Daremos um destaque para as distribui¢oes d, com = € E. Por abuso de notacao
denotaremos por P, a medida P aplicada a cadeia com matriz de transicao P e distribuicao
inicial d,, ou seja, uma “copia” de (X;)sen -

Observacao 1.1.9. No exemplo acima, poderiamos obter uma forma de gerar cadeias nao-
homogéneas através de matrizes de transicao. Para isso, ao invés de definirmos as variaveis
aleatorias f,, correspondentes a P(ag,-), precisariamos definir variaveis aleatorias ( Ja Jnens,
onde cada f;' corresponderia a P(ay,-,n).

Como o restante da demonstragao é idéntica, consideraremos essa construcao de cadeias nao-
homogéneas.

Observagao 1.1.10. Em rigor, para mostrar que o processo definido no exemplo é uma cadeia
de Markov seria necessario verificar que cada um dos X é mensuravel. Este detalhe é feito no
Lema B.0.3 do Apéndice B.

Exemplo 1.1.11 (Cadeia de Nascimento-Morte). Seja £ = N ou {0,1,...,n} para algum
n € N*. Construimos uma matriz de transicao atribuindo para cada z € FE probabilidades
Pz, ¢z de modo que P(x,z + 1) = p,, P(x,x — 1) = @z, ¢ P(x,z) = 1 — (p + ¢) (Nos casos
extremos 0 ou n tem-se p, = qo = 0).
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Exemplo 1.1.12 (Urna de Pdlya). Podemos definir a Urna de Polya como sendo o processo
gerado pela matriz de transicao P dada por:

X

P(xayvn): In+2
n+2’

, sey==cx

sey=x+1

e estado inicial Xy = 1.

Basicamente a cadeia consiste no seguinte processo: Inicialmente temos duas urnas com uma
bola cada. A cada instante escolhemos uma bola ao acaso de maneira uniforme adicionamos
mais uma bola a urna na qual a bola escolhida esta. O processo consiste em acompanhar o
nimero de bolas na primeira urna. Uma observagao interessante é que a Urna de Pélya é uma
cadeia de nascimento-morte com a particularidade de ter ¢, = 0 para todo x € N. Além disso,
a urna de Poélya é nao-homogénea.

Exemplo 1.1.13 (Passeio aleatorio em Zj). Considere a matriz de transicdo P em Z; dada
por
P, sey=x+1;
P(z,y) =1 q, sey=x—1;
1l—p—gq, sey=u=x.
onde p,qg > 0 com p+ g < 1. Chamamos uma cadeia com matriz de transicao P de passeio
aleatorio em Zj;. O caso mais simples é quando p = ¢ = 1/2, que é o passeio simples sem viés.

p

p (D),
BN O ORY

Figura 1.1: Passeio aleatorio em Zg com probabilidades de transi¢ao representadas visualmente.

Exemplo 1.1.14 (Passeio aleatorio simples em um grafo). Dado um grafo conexo G, definimos
o passeio aleatorio simples em G como sendo a cadeia de Markov com matriz de transigao P,
onde

0, se x e y nao sao vizinhos ;

P(z,y) = 1 o

———, sex ey sao vizinhos.

deg(z)
Ou seja, em cada instante de tempo, escolhe-se um vizinho do estado atual de maneira aleatéria
e uniforme. A figura abaixo ilustra um passeio aleatoério em um grafo.

O exemplo seguinte é um “sub-exemplo” do exemplo acima.
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Exemplo 1.1.15 (Passeio aleatério no toro discreto d-dimensional). Fixado n € N* Consi-
dere o grafo com conjunto de vértices Z¢, e tal que dois vértices (z1,...,7q) € (y1,...,%q) S30
vizinhos se e somente se existe j € {1,...,d} de modo que z; =y; £ 1 (mod n) e z; = y; para
qualquer i # 7.

A dindmica do passeio aleatério no toro d-dimensional consiste em cada instante de tempo
escolher um coordenada de maneira aleatoriamente uniforme, e posteriormente escolher se essa
coordenada aumenta ou diminui em uma unidade (mo6dulo n) também de maneira aleatoria-
mente uniforme.

Formalmente, o passeio aleatério no toro d-dimensional é a cadeia de Markov com matriz de
transicao P dada por

1
P(z,y) = § 24
0, caso contrario.

se y =x £ e; para algum j € {1,...,d};

Figura 1.2: Representagao do toro discreto 2-dimensional Z3.

Uma pergunta interessante a se fazer, é: Fixado M € N, qual a probabilidade de observarmos
Xy = a dado que Xy = ap? Essa pergunta nos leva a introduzir o conceito de matriz de
transicao em k passos, que como o nome indica, se trata da matriz que carrega as probabilidades
de todas as transicoes em um intervalo temporal igual a k.

Definicao 1.1.16 (Matriz de transigao em k passos). Seja (X,,)nen uma cadeia de Markov com
espaco de estados E, homogénea e com matriz de transicao P. Fixado k£ € N* chamamos a
matriz P* definida por

PF(x,y) = P (Xy = y).

Atraves da matriz de transicao em k passos, podemos gerar uma nova cadeia de markov,
desta vez com matriz de transicio P*. Por uma certa 6tica, esta cadeia é uma versao acelerada
da cadeia original.

Observacao 1.1.17. Pela observacao a respeito da propriedade de Markov, sabemos que

P"(ag,an) = ) ﬁp(akaak+l)'

al,....an—1€E k=0
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Essa observacao é suficiente para obtermos o proximo resultado.

Proposicao 1.1.18 (Equagoes de Chapman-Kolmogorov/Propriedade de Semigrupo). Seja
(Xn)nen uma cadeia de Markov com espago de estados E, homogénea e com matriz de transi¢ao
P. A seguinte equagao € valida para quaisquer k,n € N* e x,y € B

P (2,y) = (PkP”) (x,y).

J& conhecemos as probabilidades de uma cadeia homogénea atingir determinado estado no
tempo k quando k£ € N. Porém muitas das vezes estamos interessados em expressar a proba-
bilidade da cadeia atingir um estado y no tempo 7 quando 7 é uma variavel aleatoria. Nesse
contexto, surge o que chamamos de propriedade forte de Markov.

Para este capitulo definiremos o seguinte objeto de uma maneira mais ingénua, e por consequén-
cia enunciaremos uma versao mais ingénua da propriedade forte de Markov.

Defini¢ao 1.1.19 (Tempo de Parada*). Fixados uma cadeia de Markov X, e uma variavel
aleatoria 7, dizemos que 7 é um tempo de parada para X se 7 assume valores em N U {oo} e
para qualquer ¢t € N, o evento {7 =t} depende apenas de Xj, ..., X;.

Proposicao 1.1.20 (Propriedade Forte de Markov*). Sejam: (X, )nen uma cadeia de Markov
com distribui¢ao inicial A e matriz de transicao P; T um tempo de parada para (X,)nen. Dado
T <00 e X, =1 o0 processoY = (Yy)ren definido por Yy, = X,k € uma cadeia de Markov com
matriz de transicao P. Além disso, dado T < oo e X, =1, Y € independente de Xy, X1, ..., X,.

Observacao 1.1.21. Em textos mais avanc¢ados, é comum definir cadeias de Markov em termos
de filtragoes, especificando o espago mensuravel em questao, porém ainda é possivel estudar a
teoria bésica sem dar muita énfase a essas tecnicalidades. Nao faremos a demonstracao para
cadeias em tempo discreto, mas utilizaremos o fato de que cadeias homogéneas satisfazem a
propriedade forte de Markov. A demonstragao pode ser encontrada em | .

No capitulo seguinte definiremos os conceitos acima de maneira formal, e faremos a demonstra-
¢ao para cadeias em tempo continuo. A demonstracao para o caso discreto mutatis mutandis é
analoga a demonstragao no caso continuo.

Exemplo 1.1.22 (Ruina do Apostador). Considere a cadeia de Markov com matriz de transi¢ao
P em {0,1,...,n} dada por

1
soserd{0n} eyefo—Lao+1};
P(x,y) = 1, sexc{0,n} ey =

0, caso contrario.

Uma interpretagao para cadeia é a seguinte: Um apostador em um cassino com uma deter-
minada quantia inicial decide apostar em um jogo de modo que a cada rodada a sua fortuna
aumenta em uma unidade ou diminui em uma unidade com probabilidades iguais. Assim, o
apostador prossegue até perder tudo ou atingir uma fortuna igual a n, onde o mesmo para de
apostar.

Denotando por 7 o tempo no qual o apostador para de apostar (que é um tempo de parada),
mostraremos que

Py(X,_) = S o Eglr] = k(n—k),
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para qualquer k € {0,1,...,n}.

Por hora assumiremos que P(7 < oo) = 1, e posteriormente no capitulo obteremos um
resultado que mostra que de fato a igualdade vale.

Observe que
Po(X;,=n)=0 e P, (X,=n)=1

Além disso, para k € {1,...,n — 1}, temos

Pu(X;=n)=Pu(X,=n, X1 =k—1)+Pu(X,=n, X1 =k+1)

:ZPk(XT:n,T:s,Xlzk—1)+ZIP’k(XT:n,T:s,X1:k+1)
s=1

s=1

:i]}»k(xlzk+1,x2¢{o,n},...,Xs1¢{0,n},X5:n)

s=1

+iIP’k(X1:k:—1,X2§Z{O,n},..-,Xs—lﬁé{oa”}?Xs:”)

s=1

:Z[}P’k(ngé{O,n},,Xs_l¢{O,n},XS:n]X1:k’+1)%}

—l—Z{Pk(XQ%{O,n},...,XS_1¢{O,n},XS:n]Xlzk;—l)%},

s=1

Assim, utilizando o Propriedade de Markov obtemos

Pe(X,=n) =) [Pkﬂ (X1 ¢{0,n},..., X, ¢ {0,n}, Xe_y =n) ﬂ
Y [Pkﬂ (X1 ¢ {0, n}, ..., Xond {00}, Xo 1 =n) ﬂ
= [1 1
— 2 [§]P’k+1(r =s—1)+ §]P’k_1(7 =5 — 1)]
= lIEDk+1(Xr =n)+ lIEDk—l(Xr =n).

(]

2

Observe que desta forma, obtemos o sistema

P.(X,=n)=1,;
Po(X, = n) = 0;
1 1
Pr(X, =n) = §Pk+1(XT =n)+ EIP’k_l(XT =n), se k ¢ {0,n}.

Resolvendo o sistema com as equagoes e condigoes de contorno acima obtemos
Pr(T =n) = k/n,

para todo k € {0,...,n}.
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Ja para o valor esperado, sabemos que

Portanto, para k € {1,...,n — 1}, temos

WE

Ep[r]= ) [Py(7=5)s]

s=1

[
K

[Pk<X1 :k}—l, X2 §é {0777,}, ceey Xs—l §é {0,77,}, XS < {O,?’L})S]

1

+§iWMXy—k+LX§¢WJQPU,X&1¢WJQH&E{QHDQ,

=1

S

vy

onde repetindo os passos da conta anterior obtemos

Ek[T]:i[Pk—l(TZS—l)g]+§:[Pk+1(T:S—1)g}

°° [p“(T51>321]t§[mﬂ<731>821}
+§;[M_1<T_s—1>ﬂ +§;[M+1<T—S—”ﬂ

:g[m1<7_s>§}+g[mﬂh—s>§]+%+5

= 14 LEu [r) + 3Ekn

Resolvendo o sistema de equacoes lineares:

Eq[r] = 0;
E, [r] = 0;
Ei[r] = 1+ 3Ees [r] + 5 Bxua [1], se k ¢ {0,n}.

Concluimos que
Ey [7] = k(n — k)

para todo k € {0,...,n}.

Abaixo, definiremos alguns tempos de parada que serao fundamentais no estudo de cadeias
de Markov em tempo discreto.

Definigao 1.1.23 (Tempo de primeira visita). A varidvel aleatoria TF em (Q,F,P) definida
por

Ti(w) = inf {t € N*|.X;(w) =i}
para todo w € €.
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Defini¢ao 1.1.24 (Tempo de k-ésima visita). Definimos indutivamente as Variaveis aleatorias
TF em (Q, F,P) por

TF(w) = inf {t EN|X,(w) =i, t> Ti(k_l)(w)}

para todo w € €.

Observagao 1.1.25. Note que a propriedade forte de Markov nos permite por exemplo, calcular
as probabilidades de uma cadeia estar em um determinado estado £ unidades de tempo depois
de visitar um outro estado qualquer pela primeira vez.

Agora, direcionaremos nossos esforcos para tentar compreender o comportamento assintotico
de uma cadeia em tempo discreto.

Defini¢ao 1.1.26 (distribuigao estacionéria/invariante). Dizemos que uma distribuigao = de-
finida em F é invariante com respeito a uma matriz estocastica P, se

7P =.

Observagao 1.1.27. Comumente chamamos 7 de medida estacionaria da cadeia (X,,), quando
esta ultima ¢é gerada por P.

Observagao 1.1.28. Se u ¢ uma medida (ndo necessariamente com pu(E) = 1 ou sequer finita)
satisfazendo uP = pu, entao pu é apenas uma medida invariante para P. E importante fazer
essa distin¢ao, pois este detalhe serda importante em um resultado futuro.

Note que se 7 é invariante para P, segue das Equagdes de Chapman-Kolmogorov (Proposi-
cao 1.1.18) que mP* = 7 para qualquer k € N.

Exemplo 1.1.29 (Passeio aleatorio simples em Zj). Verificaremos que a distribui¢ao uniforme
em Zj € uma medida invariante para o passeio aleatorio em Zj, (definido no Exemplo 1.1.13).
Note que:

7P(z) = Zw(y)P(y,x) =m(x —1)P(x—1,z) + n(x)P(z,z) + m(x + 1) P(z + 1, )

Z%[p+(1—p—q)+q]=%=7r(x)-

Portanto, concluimos que a distribui¢ao uniforme é invariante para P.

Com a finalidade de obter uma condicao suficiente e de verificacao mais simples para que uma
medida seja estacionaria para uma cadeia, surgem o que costumamos chamar de condigoes de
equilibrio.

Definig¢ao 1.1.30 (Equilibrio/Equagoes de equilibrio). Dizemos que 7 e P estdo em equilibrio
se as equagoes
m(y)P(y,z) = P(z,y)m(z)

chamadas de equacoes de equilibrio sao vélidas para quaisquer estados x,y € F.
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Através do préximo resultado obteremos uma maneira mais simples de verificar que uma
dada medida é invariante & uma cadeia fixada, que embora nao seja uma condi¢ao necesséaria,
é suficiente.

Proposicao 1.1.31. Se uma distribuicao 7 satisfaz as equagoes de equilibrio para uma matriz
de transicao P (ambos definidos em E ), entao m é estaciondria com respeito a P.

Dem.: Fixado um estado y € F/, note que
TP(y) =Y w(x)P(x,y) =Y w(y)Ply, x) = 7(y),
el el

onde a segunda igualdade vem do fato de m e P estarem em equilibrio. [ |

Observacao 1.1.32. Em geral, quando as equagoes de equilibrio sao satisfeitas, na litera-
tura costuma-se dizer que a cadeia é reversivel, porém nao exploraremos este conceito e suas
propriedades neste texto.

Exemplo 1.1.33 (Medida estacionéria para passeio aleatorio no grafo). Fixado um grafo finito
e conexo (G, uma distribuicao invariante para o passeio aleatério simples em G é w, dada por

para todo x € G.
De fato, note que se z,y sao vizinhos, entao

(@) Pz, y) = dxz) 1 1 dly) 1

=3B ) 2BG)  2BG) dy) _ TWPW.).

Se x e y nao sao vizinhos, entao é imediato que 7(x)P(z,y) = 7(y)P(y, z). Como 7 satisfaz as
equacoes de equilibrio para P, concluimos que de fato 7 é invariante para P.

Particularmente, se o grafo for regular, isto é, o grau de todos os vértices for igual, entao a
medida uniforme é invariante a cadeia. Em um resultado posterior, mostraremos que de fato
essa ¢é a unica distribuicao invariante para essa cadeia.

Exemplo 1.1.34 (distribuigao invariante para Nascimento-Morte). Considere uma cadeia de
nascimento-Morte X com probabilidades p, e ¢, como no Exemplo 1.1.11. Definiremos recur-
sivamente uma medida p que seja invariante para a cadeia.

inicialmente suponha que 1(0) = 1. Supondo que p satisfaz as condigoes de equilibrio, temos

1(0)po = p(1)q,

_ P

q1
Repetindo o processo para p(2), temos

e portanto (1)

p(L)pr = u(2)ge,
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e portanto u(2) = Doy
4192
Assim, podemos definir a medida p por
k—1 »
p(k) = -,
n=0 In+1

para cada k no espaco de estados.
Segue da construgao de p que a mesma ¢ invariante para a cadeia.
Note que se o espaco de estados E for finito, entao a medida 7 dada por

(k)
k) = )

¢ uma distribuigao invariante para a cadeia.
J& para o caso em que o espaco de estados nao é finito, para obter uma distribuicao invariante,
é necessario que a soma dos valores de p seja finita.

Sabemos verificar se uma certa dada medida é invariante para uma fixada cadeia, porém,
ainda nao conhecemos nenhum critério que garanta a existéncia de uma distribuicao invariante.
O préximo resultado garante a existéncia de uma medida invariante sob a hipétese de o estado
de espacos ser finito.

Proposicao 1.1.35 (Existéncia de distribui¢do invariante para espagos finitos). Se X ¢é uma
cadeia de Markov homogénea com matriz de transicao P em um espaco de estados finito F,
entao X possui pelo menos uma distribuicao invariante.

Dem.: Para cadan € N* defina Q,, :=n~' >} / P'. Fixada uma distribuigao de probabilidade
A qualquer em F, defina para cada n € N* a distribuicao A, := AQ@,,.

Note que para qualquer n € N*, \,, estd na bola unitaria, que é um conjunto compacto de RI®!,
Portanto, a sequéncia (A, )nen+ admite subsequéncia (A, )ren+ convergente.

Mostraremos que lim,,_,o, A,,, € uma distribuicao invariante para a cadeia.

Note que

<

— Y

g T

(1 - Py = D=L 2
Nk -

onde |-}y denota a norma da soma. Isso mostra que mostra que

lim Ay, = lim A, P = (lim )\nk> P,
k—o00 k—o00 k—o00

Definicao 1.1.36. Fixada uma cadeia de Markov com matriz de transicao P, e 7,57 € FE,
dizemos que j é acessivel a partir de i (Notagao: i — j) se existe k € N, tal que P*(i,5) > 0.
Se i — j e j — i, entdo dizemos que 7 e j se comunicam. (Notagao: i <> 7).

Observagao 1.1.37. Note que a definicao acima deixa implicito que dados estados x e y tais
que x — y, existem n € N, e estados x1,...,x,-1 € F de modo que

P™(x,y) > p(x, z1)p(x1,22) - - p(Tn-1,y) > 0.

Além disso, é imediato que a reciproca é verdadeira.



35 1.1. Cadeias de Markov em tempo discreto

E possivel perceber também que “se comunicar” é uma relagao de equivaléncia, e em alguns
textos, suas classes sao chamadas de Classes Comunicadoras.

Definigao 1.1.38 (Periodo). Fixada uma cadeia de Markov, definimos o periodo de um estado
x por
Per(z) := mdc{n € N, ; p"(z,z) > 0}.

Proposicao 1.1.39. Quaisquer estados x,y € E espaco de estados na mesma classe comuni-
cadora possuem o mesmo periodo (Periodo é uma propriedade de classe).

Dem.: Fixados x,y € E em uma mesma classe, sejam m = Per(z), n = Per(y), X :=
{neNy; p"(z,2) >0} e Y :={neNy; p"(y,y) > 0}.

Como x <+ y, existem [,k € N de modo que p'(z,y) > 0 e p*(y,z) > 0. Note que Per(x) e
Per(y) dividem [ + k (basta concatenar os caminhos). Além disso, para qualquer w € X segue
que Per(y)|(l + k + w), e consequentemente Per(y)|w. Portanto Per(y)| Per(x).

Por um argumento analogo segue que Per(x)| Per(y).

Assim, concluimos que Per(y) = Per(z).

Definigao 1.1.40 (cadeia irredutivel). Dizemos que uma cadeia de Markov (X, ),en com espago
de estados E ¢ irredutivel se quaisquer x,y € F se comunicam.

Tendo em vista a Proposicao 1.1.39, o resultado abaixo é imediato.

Corolario 1.1.41. Se uma cadeia € irredutivel, entiao todos os seus estados possuem o mesmo
periodo.

Proposicao 1.1.42. Seja X é uma cadeia de Markov irredutivel e com matriz de transi¢ao
P. Se m € uma medida invariante para P entdao para qualquer x no espaco de estados tem-se
m(z) > 0.

Dem.: Seja y um estado qualquer. Tome um estado = de modo que 7(z) > 0. Como a cadeia
¢ irredutivel, pela Observacao 1.1.37 existe k& € N* de forma que P*(z,y) > 0.
Portanto,

m(y) = (7P*)(y) > m(x)P*(z,y) > 0.
n

Definigao 1.1.43 (Cadeia aperiodica). Dizemos que uma cadeia é aperiddica se todos os seus
estados possuem periodo igual a 1. Particularmente, se uma cadeia irredutivel possui um estado
com periodo igual a 1, entao a cadeia é aperiodica.

Existe um método para transformar uma cadeia qualquer em uma cadeia com uma dindmica
analoga, que seja irredutivel. O préoximo exemplo mostra o processo.

Exemplo 1.1.44 (Versao lazy de uma cadeia). Seja X uma cadeia gerada pela matriz de
transicao P. Chamamos a cadeia Y com matriz de transicao P%Id de versao lazy de X.

Note que o processo consiste em atribuir 1/2 de probabilidade de a cadeia permanecer no mesmo
estado, e redistribuir o 1/2 restante de maneira proporcional a P.
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Figura 1.3: Representacao em grafo de uma matriz de transigao e a sua versao lazy.

Este exemplo acima é bastante ttil, tendo em vista que existe um resultado a respeito de
convergéncia (presente no final da se¢do) que exige que a cadeia em questdo seja aperiddica, o
que nao ¢ um problema se tomarmos por exemplo a versao lazy de uma cadeia.
Adicionalmente, é possivel controlar o quao lazy uma cadeia é, isto é, podemos “brincar” com
a probabilidade de a cadeia ficar parada, e utilizar valores diferentes de 1/2.

Exemplo 1.1.45 (Versao a-lazy de uma cadeia). Seja X uma cadeia gerada pela matriz de
transigao P. Chamamos a cadeia Y com matriz de transigdo aP + (1 — a) Id de versao a-lazy
de X.

Proposigao 1.1.46. Se (X,,)nen € uma cadeia irredutivel e aperiddica, com espago de estados
E e matriz de transi¢ao P, entdo existe ky € N tal que para qualquer k > ko tem se P*(z,y) > 0
para quaisquer x,y € E.

Dem.: Fixado um estado x, seja X :={n € N* : P"(z,z) > 0}.

Pela aperiodicidade da cadeia, sabemos que mdc X = 1, e portanto, pelo Lema de Schur existe
r. € N tal que para qualquer n > r, tem-se P"(z,x) > 0.

Fixado um estado y, pela recorréncia da cadeia, existe s € N tal que P*(x,y) > 0. Logo, para
qualquer n > s + r,, temos

P™"(z,y) > P"*(z,z)P*(x,y) > 0.

Ou seja, mostramos que para qualquer par (a,b) existe um t,, € N tal que P'(a,b) > 0
sempre que t > t,p. Particularmente, tomando kg := max{t,; : (a,b) € E x E}, segue o
resultado. ]

Defini¢ao 1.1.47 (Recorréncia e transiéncia). Fixada uma cadeia de Markov (X,,),en, € um
estado 7, dizemos que um estado 7 é recorrente se

P, {k € N : X, =i} énao-limitado) = 1.
Em contrapartida, dizemos que ¢ é transiente se

P; ({k € N : X} =i} ¢é nao-limitado) = 0.
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Lema 1.1.48. para qualquer k € N a sequinte igualdade é verdadeira
P.(V, > k) = P,(T, < oco)"

onde Vy =3 07 Lix,=a}-
Dem.: Provaremos o resultado utilizando o principio de indugao matematica. Para k = 0, o

resultado é imediato.
Suponha que a igualdade seja valida para algum k£ > 0. Assim:

P,(Vo>k+1)=

P, (T < o0)
P.(TF < oo, TF — T* < o0)

P, (TF < oo, TF — TF = s)

[
WE

1

@
I

P.(T* < oo, Xppy1 0, ooy Xppys1 0, Xppys = 0).

I
NE

1

@
Il

Utilizando a Propriedade Forte de Markov obtemos

NE

P,(V,>k+1)= Po(Xi #x, ..., Xy # 2, X, = )P, (TF < 00)]

1

@
I

[
NE

[Po(Ty = 5)Pa(T) < 00)]

©
Il

I
=

T, < s)P.(T" < o).

Finalmente, pela hipotese de inducgao, concluimos que
P, (V> k+1) =P, (T, < oco)*.
Portando, segue do principio de induc¢ao matemaética que
P.(V, > k) = P, (T, < oo)F
para todo estado x e qualquer k£ € N. [ |

Proposicao 1.1.49. Fizada uma cadeia de Markov (X,,)nen com matriz de transicao P, e um
estado x, as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Se P, (T, < o) = 1, entio x € recorrente e Y P*(x,x) = oo;
k=0

oo
(ii) Se P,(T, < o) < 1, entdo x € transiente e Y P*(z,z) < 0o;
k=0
(iii) Fizada uma classe comunicadora, seus estados sao todos recorrentes ou sao todos transi-
entes apenas. Particularmente, se a cadeia for irredutivel, os estados sao todos transientes
ou todos recorrentes apenas.
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Dem.: (i) Note que

P,.(Vy = o00) = lim P,(V, > r) = lim P,(T, < 00)" =1,

r—00 r—00

onde a segunda igualdade segue de Lema 1.1.48. Portanto, pela defini¢ao ¢ é recorrente. Agora,

temos .
ZP”(ZL‘,JJ ZE 1{Xn—x} Zl{Xn—x}
n=0

onde a segunda igualdade segue do Teorema de Fublnl.

E, [Va] = oo,

(ii) Observe que

ZP”QZZL“ ZIP’ (Ve >71)=> Pu(T

Assim, por Lema 1.1.48 temos

= o 1
ZP(x,x): (T < 00)" = 1—IP’x(Ta;<oo)<oo'

Logo, P,(V, = o0) = 0, e segue da defini¢do que x é transiente.

(iii) Observe que cada um dos estados é recorrente ou transiente. Fixada uma mesma classe
comunicadora C', e x,y € C', segue do fato da cadeia ser irredutivel que existem m,n € N* de
modo que P"(x,y)P"(y,x) > 0. Pelas equagdes de Chapman-Kolmogorov, temos

[e.e]

ZP'“ v,x) >y P (w,y) Py, y) P (y, o).

k=0

Repetindo o argumento, obtemos
ZPk v, y) > Z z)P*(x, 2) P! (z,y)
= k=0

onde P"(y,z)P!(z,y) > 0. Assim > .-, P*(y,y) ¢ finita se e somente se Y - P*(z,z) o é.
Portanto, em vista dos itens anteriores concluimos a demonstragao deste item. [

Observacao 1.1.50. Classicamente, o resultado acima é utilizado para mostrar que o passeio
aleatorio em Z¢ é recorrente somente para os casos d = 1,2, e transiente para os demais. Nao
demonstraremos este fato aqui, mas ele é feito em | I, 1 le| |.

Proposicao 1.1.51. Seja X wuma cadeia irredutivel com matriz de transi¢cao P e espago de
estados E. A cadeia € recorrente se e somente se tem-se P(T, < o0) = 1 para qualquer estado
x.

Dem.: Suponha que todos os estados sejam recorrentes. Fixados estados x,y quaisquer mos-
traremos que Py (T, < oo0) = 1.
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Pela irredutibilidade da cadeia, existe m € N* tal que P™(y,z) > 0. Portanto, como a cadeia
¢é recorrente, temos

1 =P,(X, = z para algum n > m)
= ZP n = @ para algum n > m | X,, = w)P,(X,, = w),

wek
segue da propriedade de Markov que

1= P,(T, < 00)P"(z,w)

weFE

< 1= P"(z,y)] + By(T, < 00)P"(z)
De onde segue que Py (T, < oo) = 1.

Agora, observe que pela propriedade de Markov temos

P(T, < o0) Z]P’Xo—y W (T < 00)

yerR

usando o fato de P, (7, < co) = 1 para qualquer y obtemos
P(T, < 00) = Y P(Xg =1.
yek

Reciprocamente, suponha que P(7,, < oo) = 1 para qualquer estado x. Tome um estado z € E
de modo que tenha-se P(X, = z) > 0.
Pela propriedade forte de Markov, temos

1=P(T, < x0) ZIP’XO—y y(1, <00) <1-P(Xy=2)+P(Xo=2)P.(T, < ),

yeE

o que nos leva a concluir que P,(7, < oo) = 1, e consequentemente z é recorrente. Como a
cadeia é irredutivel, concluimos que todos os estados sao recorrentes. [ |

Fixado um estado x,y, usaremos V;/ para denotar o ntmero esperado de visitas ao estado y
entre duas visitas consecutivas ao estado x. Isto é:

T,
> 1{Xn:y}] :
n=0

onde T, denota o tempo de primeira visita.

Teorema 1.1.52. Seja X uma cadeia de Markov irredutivel e recorrente com matriz de tran-
sicao P. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras para qualquer x no espaco de estados E.

i) Vi=1;
(i) V*P =V*, onde V* = (V7; y € E);

)



40 1.1. Cadeias de Markov em tempo discreto

(iii) V7 € (0,00) para qualquery € E.

(iv) Se A € uma medida tal que AP = \, entdo A = kV* para alguma constante k € R.
Dem.: (i) Imediata.

(ii) Fixado n € N*, note que

P, (Xp1=2,X,=y,n<T,) =P, (X, =y|Xpna=2,n<T,)P,(X,.1=2,n<T,),

e pela propriedade de Markov, temos

P,(Xp1=2,X,=y,n<T,) =P, (X1 =2,n<T,) Px,y) (1.1)
Como a cadeia é recorrente e irredutivel, pela Proposi¢ao 1.1.51 temos P(7, < oo) = 1.
Portanto,

>, 1{Xn=y}m{nsm]

n=0

Ty,
z 1 Xn=y
n=0

que pelo teorema de Fubini resulta em

v;:im(xn_y,ngﬂ)
n=1
:Zipx(an—ZaXn—yvn<Tm)
z€FE n=1

utilizando (1.1) obtemos

%xzzipx(Xn_l =z,n <T;)P(z,y)

z€E n=1
zelR n=0
= Z P(z,y)E, Z 1{Xn:z}ﬁ{n<Tzl}]
zeE Ln=0
[T.—1
z€E L n=0
=3 Play)Ve = (V°P)(y).
z€E

Portanto, concluimos que V* = V*P. B B
(iii) Fixado um estado y, sabemos que existem k, k € N* tais que P*(z,y) e P*(y, ) sao ambos
positivos.
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Note que através da conclusao do item anterior é facil de ver que V*P™ = V* para qualquer
n € N. Portanto, temos
Vy = (VTP (y) = Vi P (a,y) > 0.

Por outro lado, utilizando o mesmo argumento, obtemos
v — (vaﬁ) (x) > Vi PRy, 2) > 0,

Portanto,

— 1
[Pk(yﬁv)} >V > PMx,y) >0,

o que conclui a demonstracao do item.

(iv) Primeiro mostraremos que A > A(x)V* e em seguida obteremos a igualdade. Pela
Proposigao 1.1.42; sabemos que A(x) > 0 assim, observe que

Aly) = Z A1) P(z1,y) = Z A1) P(z1,y) + A(z) P(z, y)

z1€EE z1€E \{z}
= > Ma)Plrny) + Mo)P(Xy =y, T, < 1).
z1€E \{z}

Repetindo o processo para a primeira soma, obtemos:

Z A@1)P(z1,y) = Z Z AMw2) P(zg, v1) P21, Y)

T1€EE 21€E zo€ E\{z}
= ) Ma2)P(rz,2)Ply) + Mx) Y Ma)P(w, 22)P(2,)
z1,22€E\{z} o€ E\{z}
=3 S A@)Plan ) Plany) + Pu(Xo =y, T, > 2)
T1E€EE zoeE\{x}

Assim, indutivamente
A(y) = Z )\(an)P(ana anfl) e P(aka akfl)P(a’b y) + )\(.CC) Z]P)x(Xk =Y, Tx Z k)
ai,...,an€FE{z} k=1

e consequentemente,

My) = M2) Y Po(Xp =y, T, > k).

k=1

Agora, Observe que

me(Xk =y, T, > k)= ZEQE |:1{Xk:y}1{Tka}j|
k=1 k=1

Z 1{Xk=y}1{Tzzk}]

k=1

~F,
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Tp—1

Y vy
k=1

Portanto, de fato temos A > A(z)V*. Agora, provaremos a igualdade. Fixado um estado
y qualquer, pela irredutibilidade existe m € N* de modo que P™(z,y) > 0. Observe que
A — A(z)V* é uma medida invariante. Pelas equag¢oes de Chapman-Kolmogorov, temos

0=A@) = Ma)V*(z) = ) [(Aw) = A2)V* (w)) P (w, 2)] = (A(y) — A@)V*(y)) P"(y, 2)-

werR

O que revela que A(y) —A(z)V*(y). Como tomamos y € E qualquer, segue que A = A(z)V*. W

Observacao 1.1.53. Nas hipoéteses do teorema acima, note que se a cadeia X possui uma
distribuicao invariante 7w, entao sabemos que fixado y, VY = krn para algum k£ > 0. Por
consequéncia
E, [T,] = Z Vi(z) =k,
zel

e portanto
=R, [T,]” Vv

Como isso vale para qualquer y € F, segue que

1
m(x) = E. T,
para todo z € E.
Além disso, para quaisquer z,y € E vale
E, [T}]
VY(z) = L2,

O comentéario acima unido com a Proposi¢ao 1.1.35 garantem o préximo resultado.

Corolario 1.1.54. Se X € uma cadeia de Markov irredutivel e recorrente, entao X possui
no mdrimo uma distribuicao invariante. Particularmente, se o espaco for finito, X possui
exatamente uma unica distribuicao tnvariante.

O préximo exemplo mostra que a hipétese de que o espaco seja finito nao pode ser retirada
da Proposigao 1.1.35.

Exemplo 1.1.55 (Passeio aleatorio em Z). Considere o passeio aleatorio simples em Z (Exem-
plo 1.1.4). E facilmente verificavel que a medida 7 dada por

m(x) =1 para qualquer x € Z

satisfaz as equacgoes de equilibrio com a cadeia.

Se Proposicao 1.1.35 fosse valido para espago de estados nao-finito entao a cadeia assumiria
uma distribui¢do invariante p. Assim, pelo item (iii) Teorema 1.1.52 deveria existir constante
k de modo que k7w = p. Porém, como 7 nao é uma medida finita nao existe constante que torne
a igualdade verdadeira.

Logo, concluimos que o passeio aleatorio simples em 7Z nao possui distribuigao invariante.
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Observacao 1.1.56. Note que o exemplo acima fornece uma estratégia para mostrar que
uma determinada cadeia nao possui distribuicao invariante. E suficiente obter uma medida
invariante nao-finita.

Proposicao 1.1.57. Seja X uma cadeia de Markov em tempo discreto irredutivel, com espago
de estados E. Se a cadeia possui uma medida invariante A ou existe algum estado x € E de
modo que E, [T,] < oo, entao E, [T})] < co para todo y € E, e a distribui¢ao m dada por

€ wnvariante para a cadeia.

Dem.: Se E, [T,] < oo, entao segue da Proposi¢ao 1.1.49 que a cadeia é recorrente. Portanto,
pelo Teorema 1.1.52 segue que V*P = V7.
Note que

00 > E, [T,] > E,

) Tf 1{Xn=y}] =D E

yeE n=0 yeE

Ty, —1
Z 1{Xn=y}] = Z Vi(y),
n=0

yekE

onde a primeira igualdade segue do Teorema de Fubini (Teorema A.1.4). Portanto é imediato
- -1, T . .
que V* (E, [T,])”" é uma distribui¢do invariante para a cadeia.

Agora, se a cadeia possui uma distribuicao invariante A\, entao o resultado segue da Observa-
cao 1.1.53. [

Finalizaremos o capitulo obtendo resultados a respeito da convergéncia de cadeias de Markov.
Estes resultados serao fundamentais para o estudo de cadeias de Markov em tempo continuo.
Inicialmente obteremos um resultado mais forte valido apenas para cadeias com espaco de
estados finito.

Teorema 1.1.58 (Teorema da convergéncia (Espago finito)). Seja (X, )nen uma cadeia de
markov com espaco de estados E finito, matriz de transicio P. Se a cadeia € irredutivel e
aperiddica, entao existem constantes a € (0,1) e C' > 0 tais que

t t
max {drv (P'(z,"),7)} < Ca
onde m € a (unica) distribuicao invariante da cadeia.

Dem.: Pelo fato da cadeia ser irredutivel e aperidédica, pela Proposicao 1.1.46 existe r € N tal
que P"(z,y) > 0 para quaisquer z,y € E.

Defina a matriz II como sendo a matriz |E| X |E| com todas as linhas iguais & distribuigao .
Uma consequéncia dessa definicdo é o fato de que IIP* = II para qualquer k € N.

Tomando 6 < min{P"(z,y) : x,y € £}, temos P"(z,y) > dn(y) para quaisquer z,y € F.
Assim, denotando 1 — § por 6, note que a equagao

Pr=(1-0)I+6Q
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define a matriz estocastica (). Além disso, como P"II = II, segue que QII = II, e consequente-
mente, Q*II = II para qualquer k € N.

Observe que se P™ = (1 — 6™)I1 + 0"Q", entédo

Pr(n—l—l [(1 6”)1_.[ + QnQn] pPr

— (1= 0MIIP" +6"Q" ((1 — O)II + 6Q)
(1 )H + QnQnH _ 9n+1QnH + 0n+1Qn+1
II — ™I + O"11 — 6n+1H+6n+1Qn+1
(1 9n+1)H + 9n+1Qn+1

Como P" = (1 — 0)I1 4 6Q), segue do principio de indugdo matemética que
P =(1-60"I1+06"Q",

para qualquer n € N*. Rearranjando os termos, e multiplicando ambos os membros por P’
(0 < j < k), obtemos ’ '
PRI 11 = 08 (QFP7 —10).

Observe que para qualquer y € F, temos

S|Py, ) — w(@)| = 3 [Py, a) ~ Ty, 2)| = 20057 [(QPY) (. ) — T(y, )| < 26

zel zeFE zeFE

Portanto, concluimos que

1 .
d PrkJrj < ek < = 91/1" rkJrj_
r;leag{ v ( (y,-),m)} < 0" < 5(077)
Logo, definindo o := §'/7 ¢ C' := ="' obtemos o resultado desejado. [ |

Abaixo, enunciaremos um resultado a respeito de convergéncia para cadeias com espaco de
estados nao necessariamente finito, porém com uma conclusao ligeiramente mais fraca.

Teorema 1.1.59 (Teorema da convergéncia (caso geral)). Seja X € uma cadeia com matriz de
transicao P, irredutivel, aperiodica, com espaco de estados E e distribui¢cao inicial \. Se w é
uma distribuicao invariante para P, entdo

lim P(X, = x) = n(x)

n—oo

para todo x € E. Particularmente,

lim P"(y,z) = m(x)

n—oo

para quaisquer xr,y € E.

Dem.: Teorema 1.8.3 de | |- |
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Cadelas de Markov em tempo continuo

Neste capitulo, introduziremos alguns conceitos técnicos essenciais, como filtragoes, processos
adaptados e tempos de parada, que serao fundamentais para a definicao formal de cadeias de
Markov. Na segunda secao, aproveitaremos a construgao de cadeias de Markov em tempo
discreto, elaborada no Capitulo 1, para construir uma familia particular de cadeias de Markov
em tempo continuo. Na subsequente secao, derivaremos propriedades fundamentais para as
cadeias pertencentes a essa familia, e ao final, apresentaremos uma versao para tempo continuo
do teorema da convergéncia, além de discutir detalhes relacionados a recorréncia e unicidade
de distribuicoes invariantes para as cadeias dessa familia.

A se¢ao inicial é fundamentada em | |, enquanto o restante do capitulo é guiado pelo
conteudo de | |.

2.1 Cadeias de Markov em tempo continuo

Nesta sec¢ao, definiremos os objetos bésicos, e posteriormente definiremos formalmente o con-
ceito de cadeias de Markov em tempo continuo. Para tal usaremos conceitos e resultados
oriundos da teoria da medida.

Definigao 2.1.1 (Filtragao). Dado um espago de probabilidade (2, F,P), dizemos que uma
sequéncia (F;),; de sigma élgebras (com I = R ou I = N) ¢ uma Filtracao se as seguintes
condigoes sao verificadas:

(i) F; é uma o-algebra contida em F para todo i € I;

(ii) Fi € F, sempre que i,j € [ e i < j.

Observagao 2.1.2. Um espaco de probabilidade (€2, F,P) munido de uma filtracao (F;),.; ¢
chamado de espaco de probabilidade filtrado.

45



46 2.1. Cadeias de Markov em tempo continuo

Definigao 2.1.3 (Processo estocéstico em tempo continuo). Dado um espago de probabilidade
(Q, F,P), um processo estocastico em tempo continuo é uma familia de variaveis aleatorias
X = (X t € Ryp) tomando valores em um mesmo espago mensuravel (£, F').

Note que a definicao acima é bastante geral, e agora estando no “mundo continuo” problemas
antes nao observados no caso discreto comegam a surgir. O préoximo exemplo ilustra um deles.

Exemplo 2.1.4. Se (Y,,) é uma cadeia em tempo discreto, dados eventos Ay, A, ... disjuntos,
uma conta bastante geral que frequentemente fazemos é

P (U {v, € An}> :

neN

que pelos resultados de teoria da medida sabemos ser equivalente a

> P(Y, € Ay).

neN

Porém, isso nao se traduz quando estamos no mundo continuo, visto que o resultado acima
nao faz sentido quando se tem uma quantidade nao-enumerével de eventos (que a principio é
valida).

Com isso em mente, definiremos um tipo de processo que evita o problema acima.

Definigao 2.1.5 (Processo continuo a direita (Espago de estados enumeravel)). Seja (X3)i>o0
um processo estocéastico em tempo continuo com espago de estados E enumeravel. Dizemos que
(X¢)i>0 € um processo continuo a direita se para qualquer w € Q2 e t > 0 existe € > 0 tal que

Xs(w) = Xy (w) parat < s <t+e.

De fato, isso evita o problema descrito no exemplo, pois neste caso o processo é completamente
determinado pelas probabilidades P(X;, = ag, Xy, = a1, ..., Xy, = a,) para n € N/t,, > ... >
to >0 e ag,...,a, € I (Ver Observagao A.1.13). Por conta disso, doravante trataremos apenas
do caso em que o espaco de estados é enumeravel.

Outro problema que surge, é a possibilidade de se ter uma quantidade infinita de trocas de
estado em um periodo finito de tempo. Encontraremos condi¢oes para evitar este problema
para uma classe de cadeias em tempo continuo na préxima segao.

Observagao 2.1.6. Dizemos que o processo X = (Xy;t € I) é adaptado a filtragao (F;),., se
para cada ¢ € I a variavel aleatoria X; é (F;, F')-mensuravel.
No contexto de filtragoes, uma delas se destaca das demais:

Exemplo 2.1.7 (Filtragdo natural). Fixado um processo estocéstico (X;);>o chamamos a fil-
tragdo (F),s, definida por
Fs=0 (X : te€]0,s]NI)

para todo s > 0, de filtracdo natural, onde o(Y") denota a sigma algebra gerada por Y.
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Note que o nome realmente faz jus ao objeto, visto que em cada instante de tempo se tem a
menor sigma-algebra que “compreende” o processo.

Exemplo 2.1.8. Qualquer processo estocéstico ¢ adaptado a filtragao natural.

Exemplo 2.1.9 (Processo nao adaptado & uma dada filtragao). Considere o espago de proba-
bilidade ([0,1),B([0,1)),P)"), onde P ¢ a medida de Lebesgue em [0, 1). Definindo o processo
estocastico em tempo continuo (Y;);>o por

Xi(w) = [tw]

para cada t > 0 e w € R. O processo definido acima nao ¢ adaptado a filtragao (F;);>0 dada
por
Fo={0,R} e F=0c(n,n+1);neN,)

para qualquer ¢ > 0. Porém ¢é adaptado a filtragao (G;):>¢ dada por

Go={0,R} e gtza({ﬁ,”“

S

);nEN,sE(O,t)),

para qualquer t > 0.
De fato, basta notar que
_ m m—+1
Xitm)=|——— ) €G
t t
para qualquer t > 0 e m € N, e além disso, pela definicao trivialmente se tem G; C G, sempre
que s > t.

Exemplo 2.1.10. Considere uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d. (§x)ren com distribui-
¢oes unif ({1,...,n}), definidas em algum espago de probabilidade (€2, F,P).
O processo (Y;)i>o com espago de estados ({1,...,n},P({l,...,n})) definido em (2, F,P)
para cada t por

Xi(w) = &ty (w)
é adaptado a filtracao

(80,1, 814))-

Buscando definir cadeias de Markov, definimos:

Definicao 2.1.11 (Propriedade de Markov). Seja (X;);>0 um processo estocéstico definido no
espaco (2, F,P), assumindo valores em (¥, F') e adaptado a filtragdo (Fs)s>0. Dizemos que
(X¢t)e>0 satisfaz a propriedade de Markov se para quaisquer A € F',t > s > 0 tem-se

P(X,€A|F,)=P(X, € A| X,).

Observacao 2.1.12. Note que em vista da definicao acima, nao faz sentido dizer que uma
sequéncia é uma cadeia de Markov (ou nao) se a filtracdo nao for especificada.

MWB([0,1)) = B(R)N[0,1)
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Definigao 2.1.13 (Cadeia de Markov em tempo continuo/ Processo de Markov). Dizemos
que um processo estocastico em tempo continuo é um Processo de Markov se este satisfaz a
propriedade de Markov. Em particular, quando o espago de estados ¢ enumeravel, dizemos que
o processo ¢ uma Cadeia de Markov em Tempo Continuo.

Exemplo 2.1.14. O Exemplo 2.1.10 é uma cadeia de Markov. De fato, é facilmente verificavel
que
P(Y € A| F) = Pgy € A) = P(Y; € 4| Y)),

visto que a sequéncia (&g )ren € 1.1.d. .

Assim como no caso discreto, as vezes é interessante calcular probabilidades de certos eventos
em tempos aleatorios ao invés de um determinado instante. Por conta disso, assim como no
caso discreto, a propriedade forte de Markov é importante.

Definicao 2.1.15 (Tempo de parada). Seja (X;):>o um processo estocéstico definido no espago
(Q, F,P), assumindo valores em (€, F’) e adaptado a filtragdo (Fs)s>o. Dizemos que uma
variavel aleatoria 7 é um tempo de parada para (X;):>o se para qualquer ¢ > 0 tem se

{r <t} e F.

Defini¢ao 2.1.16 (o-algebra em um tempo de parada). Se T' é um tempo de parada com
respeito a filtragao (Fs)s>0, definimos a o-algebra Fr, denominada o-algebra do Passado de T,
por

Fr={AeF|An{T <t} € F, para todo t > 0}.

Definicao 2.1.17 (Propriedade Forte de Markov). Seja (X;);>0 um processo estocastico defi-
nido no espago (2, F,P), assumindo valores em (', F') e adaptado a filtragao (F;s)s>0. Dizemos
que o processo satisfaz a propriedade forte de Markov se para qualquer tempo de parada T,
qualquer s > 0 e qualquer A € F’ tem-se

P(Xr s € Al Fr) =P(Xprys € A| Xp)
quase certamente no conjunto {7" < oo} .

Definigao 2.1.18 (Nucleo de Transi¢ao). Seja (X;);>o uma cadeia de Markov em tempo
continuo no espago (2, F,P), assumindo valores em (¥, F"). Dizemos que uma familia
(P2 (A,-,s);t,s > 0e A€ F') de medidas em (€, F') é um niicleo de transigao de (X;);>o se
para qualquer A € F' e quaisquer s,t > 0, vale

P (A s)P(X, € A) =P(X, € A, Xop = ).
Observagao 2.1.19. Chamamos as medidas P**5(A, -, s) de probabilidades de transigao.

Definigao 2.1.20 (Cadeia Homogénea/Nao-Homogénea). Dizemos que uma cadeia de Markov
em tempo continuo é homogénea se a mesma admite um nicleo de transicao tal que

P"S(A, - 8) = PT(A, - r)

para quaisquer r,s > 0. Nestes casos, denotamos as probabilidades de transi¢ao omitindo a
primeira entrada temporal. Isto é: P'™5(A, - s) =: P*(A,-).
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Exemplo 2.1.21. Uma cadeia tal que (X;(w));>0 € constante para qualquer w é particularmente
homogénea

Exemplo 2.1.22. A cadeia do Exemplo 2.1.10 é ndo-homogénea.
No proximo capitulo, nos restringiremos ao estudo de cadeias homogéneas e continuas a

direita, e obteremos uma familia (ndo-trivial) de cadeias de Markov em tempo continuo, assim
como uma maneira construtiva de gerar cadeias em tempo continuo.

2.2 Construcao de Cadeias de Markov em tempo continuo
via matrizes geradoras

Comecaremos definindo os objetos basicos para construir cadeias.
Definigao 2.2.1 (Matriz geradora). Seja I um conjunto enumeravel. Chamamos uma matriz
Q = (¢ij ; 1,5 € I) de matriz geradora se as seguintes condicoes sao verificadas:
(i) 0 < —qii < oo;
(i) gi; > 0 para todo i # j;
(iii) Y ¢;; = 0 para todo i.

jel

Note que as condigdes (i) e (ii) acima nos levam a concluir que >, ¢;; < 00 mesmo quando
I nao é finito. Além disso, é notorio que a) também é uma matriz geradora para qualquer
a > 0. Esse conceito sera importante no futuro.

Observagao 2.2.2. Doravante usaremos ¢(i) para denotar —g; sempre que a matriz geradora

for Q.

Teorema 2.2.3. Seja Q uma matriz em um conjunto finito I. Definindo P(t) = e'? para
t > 0, verificamos as sequintes propriedades:

(i) P(s+t)= P(s)P(t) para quaisquer s,t > 0 (propriedade de semigrupo);

ii ;> 0) € a unica solugdo para a equagao conhecida como “Equacao progressiva de
i) (P(t);t>0) € a uni lugca Q hecid “E Q gressiva d
Kolmogorov” ?

d
Lpw=rwae. PO =14,
(iii) (P(t);t > 0) € a unica solugao para a equagao conhecida como “Equagdo regressiva de
Kolmogorov” )
d
P =QP@).  PO)=1Id;

(2)Na literatura essa propriedade é conhecida como “Kolmogorov Forward Equation”
(3)Na literatura essa propriedade é conhecida como “Kolmogorov Backward Equation”
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(iv) Para qualquer k € N vale:
dk

EPO)0) = Q"

Dem.:

(i) Note que
P(s+1t) =elHQ = g ((ka

!

oo k E -
=22 i Q" (@)

o,
V)
+
n
NE
NE
s |18
==
1D
\?_T‘/v

(ii) Por hipotese, sabemos que

k!

k=0
Além disso pelo fato de o raio de convergéncia da funcao exponencial ser R, através da
derivagao termo-a-termo obtemos

Nos resta agora apenas verificar que a solugao é de fato tinica. Seja M (t) uma solugao do
sistema. Temos

L (@9 = M0 4 M) (@)

assim, segue da hipotese que

d

77 (M(#)e™@) = M(£)Qe™? = M(1)Qe™"? = 0.

Portanto, M (t)(—Q)e™ '@ & constante. Portanto, concluimos que de fato a solugao ¢ tinica.

(ili) Segue da mesma observagao que o item anterior.
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(iv) Nos itens anteriores mostramos que

P'(t) = P(t)Q
Portanto, indutivamente obtemos
d* "
—P(t) = P(t
L P(t) = P()Q",

particularmente, tomando ¢ = 0 obtemos o resultado desejado.

Observacao 2.2.4. A Equagao Progressiva de Kolmogorov pode ser reescrita como

—Pt (z,y) ZPt z,2)q(2,y), P(z,y) = 0.y,

zeE

para quaisquer =,y € F.

Chamamos as equagoes acima de Equagoes Progressivas de Kolmogorov. Em alguns textos
encontramos apenas a formulagao acima.

De maneira semelhante, definimos as Equacoes Regressivas de Kolmogorov como

d

_Pt Pt PO —
P @) = ZEZEQ(:L’,Z) (2.9), (€,9) = Oay,

para quaisquer z,y € [ et > 0.

Observagao 2.2.5 (Equagoes de Chapman-Kolmogorov). Uma consequéncia do primeiro item
do teorema anterior é o fato de que para quaisquer z,y € [ vale

P (x,y) = (P'P%)(x ZPt x,w)P*(w,y).

wel

Chamamos as equacoes acima de Equagoes de Chapman-Kolmogorov.
Particularmente, vale
P (x,y) > P'(z,w)P*(w,y)

para qualquer w € I.

O proximo resultado mostra que através de uma matriz geradora podemos obter uma matriz
estocéstica de maneira relativamente simples.

Proposicao 2.2.6. Uma matriz () em um conjunto finito I é uma matriz geradora se e somente
se P! = e'Q ¢ uma matriz estocdstica para todo t > 0.

Dem.: Pela definicao de exponencial de uma matriz e utilizando a aproximacao de exponenciais
em R, temos

Pt =1d+tQ + O(¥?).
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Portanto, para x # y quaisquer tem-se g(x,y) > 0 se e somente se P'(z,y) > 0 para t
suficientemente pequeno.

Pela propriedade de semigrupo para qualquer n € N* tem-se P* = (P*/™)". Assim, o argumento
anterior pode ser reescrito como: Para x # y quaisquer tem-se ¢(z,y) > 0 se e somente se
P'(z,y) > 0 para qualquer ¢t > 0.

Suponha que () é uma matriz geradora. Assim, fixado um estado x, para qualquer n € N*
temos

Dt @y) => > ¢ @ 2alzy) =Y q" @ 2) Y alzy) = ¢ H(@,2)0=0,

yeE yeE zeFE zeE yeE z€E

visto que cada linha de () soma zero.
Portanto,

t*Q"(z, y) t

t _ ) _ s k _ 20—
yerR yeE k=0 k=1 yeE k=1

o que mostra que P! é uma matriz estocéstica.

Reciprocamente, suponha que P’ ¢ uma matriz estocastica para todo ¢t > 0. Temos

d . d
ZQ(may) = & o <ZP (x,y)) = E o (1) = Oa
yerR = z€E =
o que mostra que ) é de fato uma matriz geradora. [ |

Fazendo uma pequena antecipacao, este resultado e o anterior nos levam a concluir que cada
matriz geradora fornece uma tnica matriz de transicdo (no sentido da propriedade de semi-
grupo), e ainda oferecem uma boa caracterizagdo de matrizes geradoras. Embora o resultado
inicialmente seja valido apenas para espagos finitos, obteremos um analogo valido para os casos
em que [ nao é finito.

Definicao 2.2.7 (Tempos de salto). Dado um processo (X;)¢>o, definimos os tempos de salto
(Jn)nEN de (Xt)tZO por

0, para k = 0;
C\inf{t> Jei s X #£ Xy} parak > 1

Definicao 2.2.8 (Tempos de espera). Dado um processo (Xt)i>o, definimos os tempos de
espera (Sy)nen, de (Xi)i>o0 por

{Jk — Jp—1,  se Jp_1 < o0;
S =

00 caso contrario.

Como indicado pela nomenclatura, os tempos de salto funcionarao como instantes em que a
cadeia muda de estado, e os tempos de espera serao intervalos de tempo entre saltos consecu-
tivos.
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Agora listaremos algumas propriedades da distribuicao exponencial que serao tteis para
os proximos resultados. As demonstragoes podem ser encontradas no Apéndice A.3 (Teo-
rema A.3.4 ¢ Teorema A.3.2).

Teorema 2.2.9. Uma varidvel aleatoria T : Q — (0,00] possui distribuicao exponencial se e
somente se possut a possui a propriedade da “Perda de Memdria”. Isto é:

P(T>s+t|T>s)=P(T >t) para quaisquer s,t > 0.

Teorema 2.2.10. Sejam Sy, S5, ... uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes com
Sn ~ Exp (A,) com N\, € (0,00) para todo n € N,. As sequintes propriedades sao vdlidas:

(i) Se §%<oo, ent&oP(iSn<oo) =1.
n n=1

> ] 00
(i) Se > =% ent&oP(Z Sn:oo) = 1.
n=1 "\n n=1

Definigao 2.2.11 (Processo de saltos/Cadeia de saltos). Dado um processo (X¢)¢>o em tempo
continuo, chamamos de processo de saltos de (X;);>p 0 processo em tempo discreto (Y;,)nen
definido por Y,, = X . Se este processo for uma cadeia de Markov, entao chamamos de cadeia
de saltos.

Moralmente, a cadeia (Y;,)nen € 0 historico de sitios visitados pela cadeia (X;)i>o.

Definigao 2.2.12 (Matriz de salto). Dada uma matriz geradora ), definimos a matriz de salto
A=(a;j;i,j€l)de@ por

S, seq(t) #0ej#4;

q(i) @

ajj = 0, se q(l>7éoe‘]zl7
0, seq(i)=0¢j#3
1, seq(i)=0ej=1

Note que a Matriz de salto ¢ uma matriz estocéastica obtida por uma “espécie” de normalizacao,
que consiste no seguinte processo em cada uma das linhas: Se a linha for nula, acrescente 1 na
diagonal principal. Se a linha for nao nula, remova o termo da diagonal principal e normalize
os termos da linha.

Observacao 2.2.13. Doravante, sempre que necesséario assumiremos que as entradas da matriz
de salto A sao (a;;; 4,7 € I).

Na secao anterior apontamos para o possivel problema de observarmos uma quantidade infi-
nita de saltos em um intervalo finito de tempo. Em breve, obteremos condigoes suficientes para
que este problema nao seja observado. Por hora, definiremos um tipo particular de processos
que evitam este problema.
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Definigao 2.2.14 (Tempo de explosao/processo minimal). Fixado um processo estocéstico X
em tempo continuo, com tempos de espera Si, 59, ...e tempos de salto Ji, Jo,... definimos o
primeiro tempo de explosao ( por

(=supJ, = ZS”'
" n=1
Ademais, se ( = oo com probabilidade 1, entao dizemos que o processo é minimal.

Note que se ( < oo, isso indica que a cadeia realizou uma quantidade infinita de saltos em
um tempo finito, em outras palavras, a cadeia “explodiu”.

Definicao 2.2.15 (Cadeia de Markov em tempo continuo gerada por ()). Um processo (X¢)¢>o
minimal e continuo & direita assumindo valores em I é uma cadeia de Markov com distribuicao
inicial A e matriz geradora ) se sua cadeia de saltos (Y, ),en € uma cadeia de Markov em
tempo discreto com distribui¢ao inicial A e matriz de transi¢ao A, e para cada n € N, condi-
cionado a Yy, ..., Y,,_1, os seus tempos de espera Si, ..., 5, sao varidveis aleatorias exponenciais
independentes com parametros ¢(Yp), ..., ¢(Y,,—1) respectivamente. Em outras palavras

X = 1y0)Yn
n=0

)
Jo=0 J1 J2 J3 J?4 J5 t
Sl SQ 53 54 SS

Figura 2.1: Exemplo grafico de uma cadeia de Markov em tempo continuo gerada por uma
matriz Q).

Observagao 2.2.16. Na definicao acima ao invés de definir Sy, S, ... como sendo exponenciais
de parametros q(Yy),q(Y1), ..., poderiamos definir para cada k € N*
En
Sk = s
q(Ye-1)
onde &1,&,... sao variaveis aleatorias exponenciais com parametro 1. Isso segue do fato de

pExp(p) ~ Exp(1) para todo p > 0.
Essa caracterizacao sera tutil no Capitulo 4.
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Observacao 2.2.17. E possivel perceber na definigdo acima que os numeros ¢(i) agem como
uma espécie de “taxa” de saida de um determinado estado 7, e regulam a quantidade de tempo
(em média) em que a cadeia permanece nesse estado antes de realizar uma troca.

Observacao 2.2.18. Sabemos que se () for uma matriz geradora, entao para a > 1 a matriz
a@) também o é. Se X é a cadeia gerada por () e Y é a cadeia gerada por a(), entao através
da defini¢ao, é possivel perceber que Y possui (em média) tempos de espera menores, e con-
sequentemente (em média) transiciona mais rapido do que X por um fator de @. De maneira
semelhante, para o < 1, Y transiciona mais rapido do que X por um fator de a.

O argumento acima é formalizado no Exemplo 3.2.6.

Exemplo 2.2.19 (Construgao de Cadeias de Markov em tempo continuo). Considere a sequén-
cia (&k)ren de variaveis aleatorias i.i.d. com distribuigdo comum &, ~ Exp(1) definidas em um
espago (', F',P’). Fixada uma matriz geradora (), considere também uma cadeia de Markov
em tempo discreto (Y},),en definida em um espago (€2, F,P) com espago de estados F, gerada
pela matriz de salto A advinda de Q.

Definamos a sequéncia (7},),en de varidveis aleatorias por

paran € N* e T = 0.
Assim, para cada t > 0 definimos a funcao X; : Q x Q' — FE por

Yo(a), sete [Ty, T1(B));
Yi(a), sete[Ti(B), Ta(B));

Xi(o, B) = Yo(a), set e [T2(B), T5(5));

Mostraremos que a fungdo X; é mensuravel no espaco (2 x Q| F ® F’) (e portanto uma
variavel aleatoria).

Note que
X7'2) ={(a,8) € QxQ : t€[T,(B), Tni1(B)) e Yn(a) = 2 para algum n € N}
= J (¥ ) < AT (0.4 N T ((8,00)) }) -

neN

Como as varidveis aleatorias Y71,Ya,... e Ty, Ty, s, ... sdo mensurdveis, segue que X, '(2) é
uniao enumeravel de conjuntos mensuraveis, logo é também mensuravel. Portanto, segue que
cada X; é mensuréavel.

Note que pela construgao do processo (X;);>0, 0 comportamento observado é o mesmo descrito
na Definigao 2.2.15, portanto fica demonstrada a existéncia deste tipo de processo.

Observagao 2.2.20. Note que fixada uma matriz geradora, podemos construir varias cadeias
com condigoes iniciais diferentes. Daremos énfase as distribui¢oes iniciais 0, com = € F.

Por abuso de notagao usaremos P, (X; € A) para denotar as probabilidades de uma “copia” de
(X¢)i>0 gerada por () de maneira independente e com condigao inicial d,.
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Definido o processo, ainda é preciso demonstrar que de fato se trata de uma cadeia de Markov
em tempo continuo segundo a defini¢ao da se¢ao anterior, ou seja, que o processo satisfaz a pro-
priedade de Markov. Nao faremos a demonstracao neste capitulo, mas ela pode ser encontrada
no apéndice.

Teorema 2.2.21. Fizada uma matriz geradora @), o processo em tempo continuo da defini¢ao
2.2.15 satisfaz a propriedade forte de Markov. Isto €, fixado um tempo de parada T, para
qualquer s > 0 tem-se

P<XT+S = | fT) = P<XT+S = | XT)

no conjunto {T < oo} . Particularmente,
P(Xris =6 Xr=0a,T <0) =P(Xr =a,T < o0)P, (X, =¢),
o que garante que
P(Xris =& | Xr=a,T < 0) =P(X; =¢)
se P(Xr =a) > 0.

Dem.: Ver Apéndice B. [ |

Note que se tomarmos 7" := s para algum s € R, obtemos a propriedade de Markov.

Portanto, agora de fato conhecemos uma maneira de gerar cadeias de Markov em tempo
continuo, e mais do que isso, para este tipo de cadeia, podemos por hora nao dar muita atencao
para a o- algebra em questao.

O exemplo abaixo ilustra que o problema de se ter infinitos saltos em um periodo finito de
tempo de fato acontece com algumas cadeias

Exemplo 2.2.22 (Cadeia de Markov ndo-minimal). Considere a matriz geradora @) definida
em N* dada por
=2 sey=u=x
Qx,y) = { 27, sey=x+1
0, sey & {x,x+1}
A dindmica da cadeia de Markov em tempo continuo gerada por () com estado inicial 0 consiste

em cada nimero natural n esperar um tempo exponencial médio igual a 27" para transicionar
a0 seu sucessor. Se Sp,Ss, ... s@o seus tempos de espera, entao pelo Teorema 2.2.10, concluimos

que
P <Z S, < oo) =1
n=1

Agora que vimos um exemplo de cadeia em tempo continuo nao-minimal, finalmente obte-
remos condigoes suficientes para nao seja observada uma quantidade infinita de saltos em um
periodo finito de tempo.

Teorema 2.2.23. Seja (X;)i>0 uma cadeia de Markov com distribui¢do inicial N\ e matriz
geradora Q. Se uma das condi¢oes abaixo for verdadeira, entdo a cadeia nao explode.
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(i)
(i)
(ii)

sup {¢(1)} < oo ;
1€

Q € finito;

Xo =1, ei € recorrente para a cadeia de salto.

Dem.: Definamos as variaveis aleatérias T), por

Tn = Q(Yn—l)sna

onde as variaveis (Yj)ren € (Sk)ken s@o respectivamente a cadeia de saltos, e os tempos de
espera. Pela definicao de cadeias de markov em tempo continuo, as variaveis Tp,7T5,... sao
independentes, com média igual a 1 e independentes das variaveis aleatorias Yy, Yy, .. ..

(i)

Por hipotese, sabemos que sup {q(i)} < o0, portanto, vale

Como

segue do Teorema 2.2.10 que com probabilidade 1, acontece

> q(Ya1)S, = +oo.
n=1

Consequentemente observa-se ( > 0o, e portanto com probabilidade 1 nao acontece ex-
plosao.

Se Q é finito, particularmente sup {q(7)} < oo, e consequentemente a demonstragao do
1€9)
caso anterior é valida.

Se o estado 7 é recorrente, por defini¢cao, a cadeia visita ¢ infinitas vezes com probabilidade

1. Portanto, sejam V;, V5, V3, ... as visitas ao estado i na cadeia (Yj)ren. Note que
¢ > Z i)Sy+1 = Z ) SVl = ZTVk—i-la
k=1 k=1

e portanto de maneira semelhante ao caso (i), concluimos que com probabilidade 1 nao
ocorre explosao.
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Uma discussao interessante surge quando é feito o questionamento a respeito de maneiras
equivalentes de se definir cadeias de Markov em tempo continuo. Os préximos resultados apon-
tarao nessa direcao, obteremos formulagoes equivalentes, que em certos contextos proporcionam
melhores interpretagoes acerca do fenomeno estudado. Inicialmente obteremos um resultado
valido apenas para cadeias com espaco de estados finito, e em seguida obteremos um resultado
equivalente para cadeias em um espacgo de estados nao-finito.

Teorema 2.2.24. Seja (X;)i>0 um processo minimal continuo a direita tomando valores em
um conjunto finito E. Seja Q) uma matriz geradora em E com matriz de salto A. As sequintes
condicoes sao equivalentes:

(i) (defini¢ao via probabilidades de transi¢cao) Defini¢cao de cadeia de Markov em tempo con-
tinuo da Defini¢ao 2.2.15, com matriz de saltos A, cadeia de saltos (Y, )nen € distribui¢ao
inicial 6,;

(i) (defini¢ao infinitesimal) Para quaisquer t,h > 0 condicionando em X; =y, X1y € inde-
pendente de (X : s <t), e quando h | 0, uniformemente em t, para qualquer estado z
tem-se

P(Xt+h =2z | Xt == y) - 5yz + Q(yv Z)h + O(h);

(iii) (defini¢ao via probabilidades de transi¢ao) Para todo n € N, quaisquer 0 < ty < t; <
- < tpi1 € quaisquer estados Yo, Y1, - - -, Yni1 tem-se

]P) (th+1 = yn+1 ‘ Xto == yt07 e ,th - ytn) - Ptn+1_tn (yTw yn-i—l)a

onde (P'(a,b) : a,b € E,t > 0) € a solugio da equagio progressiva (regressiva) de
Kolmogorov:

P(t)=P(t)Q, P(0)=1d.

Dem.: (i) = (ii) Nesta demonstragao abusaremos da notacao o(h) e O(h) para simplificar
as contas.

Observe que
Py(Xn = y) 2 By(Sr > h) = e ™" =1+ q(y,y)h + o(h),

e para z # y, temos

Py(Xh:Z)ZP(J1<h}/i:Z Sg>h)
— (- (g, 2) e

<<>h+d>ﬂﬂ)kl—«>h+4m>
2, 2)h(1 — () + o(h)) + o(h)
q(y, z)h + o(h).

Portanto, para qualquer estado z, vale

]Py(Xh = Z) Z 51/72 + Q(y7 Z)h + O(h)v
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o que implica
1= "P,(Xp=2) 2 (8, +a(y. 2)h) +o(h) = 1+ 0+ o(h).
zeE zeE

Logo,
0= (Py(Xn=2) = 8. +4aly, 2)h) = o(h),

zelR

o que revela que
P,(Xp = 2) =0, + q(y, 2)h + o(h).

Observe que por hipotese a cadeia (X;):>o satisfaz a propriedade de Markov. Portanto, para
quaisquer t,h > 0 e z € E, temos

P(Xypn =2 | Xi=y) =Py(X), = 2) =0y +q(y,2)h + o(h).

Note que pela propriedade de Markov concluimos também que condicionado a X; = vy, X;p €
independente de (X, : s <1t).

(i) = (iii) Para todo ¢ > 0 e todo z € E defina P'(x,y) = P,(X; = 2)

P (zy) = Py(Xy = w)P(Xipn = 2 | Xy =w)

P (z,y) = Z [P'(2,9) (0w, + q(w, 2)h + o(h))]
P (z,y) = P'(z,y) = Y [P'(z,9)(a(w, 2)h + o(h))]

e portanto

Pt+h(z7y) B P%Z,y)
h

=" [Pz, ) (a(w, 2) + o(1))]

weER

=Y [Pz y)q(w, 2)] +o(1).

weE
Assim, fazendo h | 0, concluimos que P'(y, z) possui derivada a direita (em t).
Sabemos que
Pz, y) = P(z,y) = h <Z [P'(z,y)q(w, 2)] + 0(1)> ,
weE
portanto, para h < t, tomando s =t — h, obtemos

P*(z,y) = P*"(z,y) = h (Z [P (2, 9)q(w, 2)] + 0(1)) :

wek
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e fazendo h | 0, concluimos que P'(z,y) é continua a direita (em ¢). Repetindo o processo
anterior, deduzimos que P?(z,y) também possui derivada a esquerda.

Portanto, concluimos que

d

o) _ ¢ 0 _
dtP(x,y) ;P(LZ)Q(%?JHO(M e P(z,y) = 0y,

ou seja as equagoes progressivas de Kolmogorov sao satisfeitas, e como o espaco de estados E ¢é
finito, P! é a tnica solucao para a equacao progressiva de Kolmogorov. Note que por hipotese,
temos

P (th—i-l = Yn+1 | Xto = Utgy - - 7th = ytn) = Pthrl_tn (yna yn—l—l)v

para todo n € N, quaisquer 0 < t5 < t; < --- < t,41 e quaisquer estados Yo, Y1, .- -, Yni1-
Portanto, concluimos que

P(Xtns1 = Ynt1 | Xto =Yt0r---» Xt = Yt,) = P 7" (Y1 — t).

(ii) = (i) Através das demonstragoes acima, sabemos que uma cadeia Y definida por
(i), satisfaz (iii). Portanto, se X é uma cadeia satisfazendo (iii), entao as probabilidades de
dimensao finita coincidem. Pelo Corolario A.1.12 segue que as probabilidades coincidem no
espago todo. Consequentemente, a cadeia X satisfaz (i). [ |

Em alguns textos, define-se uma cadeia de Markov via um objeto que chamamos de operador
infinitesimal, que de certa forma coincide com matrizes geradoras.

Definigao 2.2.25 (Cadeia de Markov em tempo continuo via gerador infinitesimal). Fixado €2
enumeravel, defina o operador L por

Lf(x) =Y o [fy) — f(z))

yeQ

para toda fungao f : {2 — R, limitada. Definimos a cadeia gerada por L como sendo a cadeia
gerada pela matriz () tal que

Ay se x 7é Y;

oy =V — Y pw, sex=y.
weQ\{z}

Os proximos dois teoremas irao generalizar resultados antes obtidos para () matrizes em um
espaco de estados finitos para espacgos de estados quaisquer. As demonstragoes podem ser
encontradas em | .

O teorema abaixo é uma versao do Teorema 2.2.3 para cadeias em tempo continuo em um
espaco de estados nao necessariamente finito.
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Teorema 2.2.26. Seja (Q uma matriz geradora. Entdao a equagao regressiva de Kolmogorov
P(t)=QP(t),  P(0)=Id

possui uma solugdo nao-negativa minimal (P(t);t > 0). Essa solugdo forma um semigrupo
matricial
P(s)P(t) = P(s+1) para quaisquer s,t > 0,

e também € a solugcao minimal nao-negativa da equacao progressiva de Kolmogorov
P'(t) = P(1)Q, P(0) = Id.

Teorema 2.2.27. Seja (X;)i>o processo minimal e continuo a direita com valores em I (Nao
necessariamente finito). Seja QQ uma matriz geradora em I com matriz de salto A. As sequintes
condicoes sao equivalentes:

(1) (X¢)t>0 € uma cadeia de Markov em tempo continuo como definida em 2.2.15.

(ii) (X¢)eso € um processo tal que para qualquer n € N, quaisquer to <ty < --- <t,.1 € Ry,
e estados ag, ay,...,a,11 € ), vale
]P)(th+1 = Qnp+1 |Xto = Qp, - - - 7th = an) = Ptn+1_tn (ana &nJrl)'

Note que os dois resultados acima sintetizam uma versao do Teorema 2.2.24 para os casos
em que o espago de estados nao necessariamente é finito.

Note que a terceira definicao do teorema anterior lembra bastante o caso discreto, onde
descreviamos a cadeia em fungao das probabilidades de transicao. E a semelhanca nao é mera
coincidéncia, pois fornece uma maneira de gerar cadeias continuas através de cadeias discretas
e vice-versa.

Exemplo 2.2.28 (Cadeia continua através de cadeia discreta). Seja Z = (Z;)ien+ uma cadeia
de Markov em tempo discreto, com matriz de transicao P. Uma maneira de obtermos uma
“versao continua” da cadeia acima consiste no seguinte processo: Defina a matriz M por

P(z,y), se & 7 y;
M(z,y) = § - > Px,w), sex=y.
we\{z}

Observe que M é uma matriz geradora. Portanto podemos obter uma cadeia em tempo continuo
através de M.

Fixado z € 2, suponha que tanto Z quanto X possuem distribui¢ao inicial d,. Assim, supondo
que P(x,z) < 1 e denotando por T1(Z),T1(X) os tempos do primeiro salto das cadeias Z e X

respectivamente, temos
1

T 1 P(z,z)’
ja que pela defini¢ao T1(X) ~ Exp (—M(z,x)), e M(x,z) = P(z,z) — 1.
Além disso,

1

E.[Ti(2)) = [(1 = P(x,2))P(x,z)*(k +1)] = = Pla)

keN*
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Ou seja, a cadeia de Markov X gerada por M se comporta de maneira semelhante a Z, no
sentido que em cada um dos sitios o tempo médio de espera até a troca de estado é o mesmo.
Note que o caso P(x,z) = 1 é imediato.

Observagao 2.2.29. Através de uma matriz geradora, obtemos apenas uma matriz de salto,
porém, fixada uma matriz de salto, existe uma infinidade de matrizes geradoras que a tem
como matriz de saltos. Por conta disso, fixada uma cadeia em tempo discreto, no exemplo
acima poderiamos obter varias versoes da cadeia discreta com “tempo distorcido” (Inclusive
distorgoes diferentes em cada um dos sitios), como por exemplo as matrizes da forma oM com
a > 0.

Exemplo 2.2.30 (Cadeia discreta através de cadeia continua). Fixada uma cadeia X em tempo
continuo, com nucleo de Transi¢do P = {P"; t > 0}, a cadeia Y em tempo discreto gerada por
P!, é uma espécie de discretizacao de X. Observe que Y mantém uma certa semelhanca com
a cadeia X, por conta da propriedade de semigrupo da tltima, no sentido que nos tempos em
N, as probabilidades de estar em cada um dos sitios sao iguais.

Além disso, assim como no Exemplo 2.2.28 os tempos esperados de salto sao os mesmos

Observacao 2.2.31. Note que no exemplo acima, poderfamos ter optado por usar P" com
h # 1. Isso resultaria em uma espécie de discretizagao da cadeia continua com uma “distor¢ao
temporal”.

Essa técnica é conhecida na literatura como “sampling”, é possui algumas aplicagoes em simu-
lagoes (ndo s6 de cadeias de Markov, mas em outros processos). A (provavel) principal delas
¢ conhecida como “Markov Chain Monte Carlo” (MCMC) ou “Método de Monte Carlo” para
cadeias de Markov.

2.3 Propriedades de cadeias obtidas por matrizes gerado-
ras

Para simplificar a notagdo, ao longo desta se¢ao a cadeia em questao seré (X;);>o com espago
de estados E e matriz geradora (). Quando necessario, suporemos que o espago de probabilidade
em questao é (2, F,P). O conteiudo desta se¢ao é fortemente baseado em | .

Buscaremos obter resultados semelhantes ao obtidos para cadeias em tempo discreto. Assim
como no caso discreto, fixado um semigrupo de transi¢do P, usamos x — y (leia-se x leva a y)
para dizer que existe ¢ > 0 de modo que P'(z,y) > 0, e se x — y e y — x ent@o escrevemos
x <> y e dizemos que x e y se comunicam.

Teorema 2.3.1. Fizados estados i e j distintos, as sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) P'(i,j) > 0 para todo t > 0;
(ii) ¢ — j;
(iii) ¢ — j na cadeia de saltos;

)

(iv) Exzistem estados iy, ..., 1,1 tais que [[;_y q(ix, ik41) >0, onde iy =1, 1, = j.
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Dem.: (i) = (ii) Segue imediatamente da defini¢ao de i — j.

(i1) = (it7) Se i — j, entdo P;(X; = j para algum ¢ > 0) > 0, o que implica P;(X,, =
j para algum n € N*) > 0, e consequentemente em i — j na cadeia de saltos.

(i1i) = (iv) Pela Observagao 1.1.37, sabemos que existem e estados iy, ..., 4,1 de modo
que a(iy, igy1) > 0 para qualquer k € {0,1,...,n — 1} onde A = {a(x,y) : x,y € Q} é a matriz
de saltos. Segue da definicdo da Matriz de Saltos que q(ix,ixr1) = q(ig)a(ig, ix+1) > 0 para
todo k € {0,1,...,n—1}.

(iv) = (i) Fixados estados x,y € 2 tais que ¢(x,y) > 0, note que
Pa,y) 2Pi(L St Yi=y, S > 1) = (1—e a(z,y)e " >0,

onde a igualdade acima segue da independéncia das varidveis. Portanto, pelas equagoes de
Chapman-Kolmogorov (Observagao 2.2.5), segue

n—1 n—1
(i, j) > Hpt/n(ik,ikﬂ) >02 H(1 — e O iy g gy Je T > 0,
k=0 k=0

Note que o resultado acima revela uma diferenca interessante quando comparado ao caso em
tempo discreto, pois a nocao de periodicidade deixa de existir, visto que em qualquer intervalo
de tempo é possivel observar uma transicao entre estados que se comunicam. Particularmente,
se a cadeia de saltos for irredutivel, entao em qualquer intervalo de tempo é possivel observar
qualquer transicao entre estados quaisquer. Isso simplifica um pouco o estudo.

Defini¢ao 2.3.2 (Estados recorrentes e transientes). Fixada uma cadeia de Markov (X});>0
em tempo continuo, dizemos que um estado x é recorrente se

P,({t >0 : X; =z} éilimitado) = 1.
Em contrapartida, dizemos que x é transiente se

P, ({t>0: X; ==z} éilimitado) = 0.

Abaixo, obteremos um resultado que nos permite relacionar transiéncia e recorrencia de ca-
deias em tempo continuo com o estudo da recorréncia e transiéncia da cadeia de salto, tornando
possivel o uso dos resultados obtidos no caso discreto.

Teorema 2.3.3. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) se x € recorrente para a cadeia de salto (Yy,)nen, entao x € recorrente para (Xi)i>o;
(ii) Se x € transiente para a cadeia de salto, entdo x é transiente para (Xi)i>o;

(i) Cada wm dos estados € recorrente ou transiente;
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(iv) Recorréncia e transiéncia sio propriedades de classe.

Dem.: (i) Suponha que x é recorrente para a cadeia de saltos. Se Xy = x, pelo Teorema 2.2.23
que a cadeia nao explode. Segue do fato de x ser recorrente para a cadeia de saltos que com
probabilidade 1, x =Y,, = X; para uma quantidade infinita de indices n € N . Como a cadeia
nao explode, particularmente, a sequéncia (.J,,)nen € nao-limitada.

Portanto, segue da defini¢ao de recorréncia que a cadeia (X;);>¢ ¢ recorrente.

(ii) Suponha que z é transiente para a cadeia de saltos. Se Xy = x, entdo com probabilidade
1

Y

N:=sup{n>0 :Y, =z} <o,
e portanto, {t >: X; = x} < Jyy41 < 0o com probabilidade 1.
(iii) e (iv) seguem dos itens (i),(ii), e da Proposi¢ao 1.1.49. [

Defini¢ao 2.3.4. Fixada uma cadeia (X;);>0, chamamos de primeiro tempo de passagem ao
estado = a varidvel aleatoria denotada por T, e definida por

Tp(w) =1inf{t > Ji(w) : Xi(w) =x}.
para qualquer w € 2.

Proposicao 2.3.5. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:
(i) se g =0 ouPy(T; < 00) =1, entao i € recorrente e / p'(i,i) dt = oo.
0
(ii) seq >0 eP;(T; < 00) < 1, entao i € transiente e / p'(i,4) dt < oo.
0

Dem.: O caso ¢(i) = 0 é imediato, portanto, iremos supor que ¢(i) > 0 e P;(T; < o0) = 1.
Definindo N, := min{n € N* : Y, =i}, é possivel notar que claramente

Pi(N, < o0) = Py(T; < o0),

e consequentemente pelo Teorema 2.3.3 e pela Proposicao 1.1.49, o estado ¢ é recorrente se e
somente se P;(7; < 00) = 1.

Portanto, para finalizar a demonstragao basta mostrar que as integrais assumem os valores
descritos no enunciado.

Note que:
/ pt(i,i)dt:/ E;(1ix,—)dt.
0 0

Segue do Teorema de Fubini (Teorema A.1.4) que

/ pt(i, z) dt = E; |:/ 1{Xt:i}:| dt
0 0
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— [,

n=0

Novamente, pelo Teorema de Fubini, temos

0

n=0

Como 5,1 e Y, sao independentes, segue que

/000 (i,9)dt = ZE Spa1|Yn =1 Pi(Y, = 1)

Mg

1
10) 15
onde A = (a(i,j) : i,j € E) é a matriz de saltos.

Portanto, segue da Proposigao 1.1.49 que
/ p'(i,1) dt < oo se e somente se i é transiente.
0

No estudo de cadeias em tempo discreto, vimos que medidas invariantes desempenham um
papel fundamental na compreensao do comportamento de cadeias de Markov. Definiremos uma
nocao de medidas invariantes para matriz geradora, e em seguida revelaremos a sua relagao com
a medida invariante da cadeia.

Definicao 2.3.6. Fixada uma matriz geradora (), Dizemos que uma medida A definida no
espaco de estados que indexa () é invariante com respeito a () se

AQ = 0.

Proposigao 2.3.7. Seja QQ uma matriz geradora com matriz de salto A. Fizada uma medida
A, as sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) A € invariante para Q;

(ii) a medida p definida por p(x) = Az)q(x) € invariante com respeito & matriz de salto
(HA = p).

Dem.: Note que

=Y u@)alz,y) = > Mx)g(z)a(z, y) (2.1)

=Y M@ [a(x,y) + 0aya(2)) = (MQ)(y) + (n1d)(y), (2.2)

o que garante o resultado. [
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Note que se a cadeia de saltos possuir uma tnica distribui¢ao invariante, entao () também

possuird uma unica distribuicao invariante, e qualquer medida que seja um multiplo dessas
medidas é também invariante para () ou A.
Particularmente, se ¢(z) = ¢(y) para quaisquer estados z,y € E, isto é, a taxa de saida
de qualquer estado é a mesma, entao () e a cadeia de saltos possuem a mesma distribuicao
invariante. Isso se mostra bastante tutil quando o objeto estudado é uma versao continua de
uma cadeia em tempo discreto (Exemplo 2.2.30).

Proposicao 2.3.8. Seja X uma cadeia de Markov em tempo continuo irredutivel, com espaco
de estados E e gerada por uma matriz geradora Q). Se Q) possui uma distribuicdo invariante A
ou existe algum estado x € E de modo que E, [T,] < oo, entdo E, [T})] < oo para todo y € Q, e
a medida ™ dada por

€ a unica distribuicao invariante para Q).
Dem.: Suponha que E, [T,] < co. Seja Y,, a cadeia de saltos de X, e sejam também N, o

tempo de primeira passagem do estado x na cadeia de saltos.
Definamos a medida p* dada por

Tz
1o (y) = E, {/0 Lix.=y) dS] -

Note que

Z SnJrl 1{Yn:y,n<Nz}] )

n=0

Tz
1 (y) = E, { / 1ix,— dS} =E,
0

e pelo Teorema de Fubini (Teorema A.1.4), segue que
:ux(y) = ZEZ‘ [Sn+11{Yn=y}ﬂ{n<Nz}j| :
n=0

Observe que pela Lema A.2.8, temos
E. [Snt11{v,=yin{n<n.}]
=E, [Snt1lveppnfnen.y | Yo =y, n < N Po(Y, =y, n < N,)
+E, [Sn+11{yn:y}n{n<]\/’x} |Y, #vy ou n> Nm} P, {Y, #y}U{n > N,})
=E, [Sn+11{n:y}m{n<m} 1Y, =2,n< Nw] P.(Y,=y,n<N,) +0
=E,[Sns1 | Yo=2|P. (Y, =y, n < N,).

Portanto,

pY) = Eo[Sunr | Yo =2]Pa(Yy =y, n < N,)
n=0
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= Z q(y)_lEx (1{Yn=y}ﬂ{n<Nz}> .

n=0

Novamente, pelo Teorema de Fubini (Teorema A.1.4), temos

1w (y) = q(y)'E, Z ]—{Yn=y}ﬂ{n<Nz}]

L n=0

[N;—1
) E | 1m:y}] |
L n=0

Assim como na notagao do Teorema 1.1.52, usaremos V*(y) para denotar o ntumero esperado
de visitas ao estado y entre duas visitas consecutivas de x na cadeia de saltos A.

Portanto, temos

w(y) = B (2.3)

Suponha que E, [T,] < oo. Neste caso, por consequéncia, temos E, [V,] < co. assim, segue
do Teorema 1.1.52 que V*(-) é uma medida invariante para a cadeia de saltos A.

Logo, segue da Proposicao 2.3.7 que p* é uma medida invariante para (). Como

yekr

segue que

¢ uma distribui¢ao invariante para (). Ou seja, este caso recai no proximo.

Agora, suponha que ) possui uma distribui¢ao invariante A, mostraremos que A é a medida
descrita no enunciado.

Fixado um estado = qualquer, pela Proposicao 2.3.7 a medida v definida por

é invariante para a cadeia de saltos A. Portanto pelo Teorema 1.1.52 segue que v = kV* para
alguma constante positiva k.

Note que

B, (1] = S = S T = Y B Y k) — k<o

yekr ye E q yeE

Como tomamos = € E qualquer, concluimos que E, [T,] < oo para qualquer estado y € E, e
consequentemente todos os estados sao recorrentes.
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Repetindo os passos da primeira parte, concluimos que par todo x € E, V* é uma medida
invariante (e finita) para a matriz de salto A. Assim, segue do Teorema 1.1.52 que A possui
exatamente uma medida invariante, e consequentemente, pela Proposicao 2.3.7 A é a tnica
distribuicao invariante para Q).

Como pela primeira parte da demonstracao sabemos que para todo x € E, u* é uma medida
(finita) invariante para @, repetindo os passos da Observagao 1.1.53, concluimos que 7 definida
para todo y € F por

¢ a Unica distribuicao invariante para (). [ |

Observagao 2.3.9. Assim como em uma observagao anterior, note que se tivermos ¢(y) = ¢(x)
para quaisquer estados x,y € E, entao a medida 7 acima também ¢é a distribuicao invariante
para a cadeia de saltos.

Observacao 2.3.10. Note que nas hipoteses do resultado acima, dizer que () possui uma

distribuigao invariante A significa dizer que E, [T,] < 00, o que particularmente implica em
P, (T, < o0) = 1.

Teorema 2.3.11. Sejam: ) wma matriz geradora irredutivel e recorrente; e A uma medida.
As sequintes afirmacoes sao equivalentes

(i) AQ = 0;
(ii) AP" = X para todo h € R,.

Dem.: Por ser recorrente segue do Teorema 2.2.23, que a cadeia nao explode.

Observe que para para qualquer s € [nh,nh + h), utilizando as Equagdes de Chapman-
Kolmogorov e a propriedade de Markov, temos

(P")"™ (@, 2) = PO (@, )
> P(x,z) PO (g 1)
> P¥(z,2)Py(J1 > (n+1)h — s)
_ Ps( ) —q(z)((n+1)h—s)
(z, )

> P(z,x) e 1@h

x,T)e

Assim através da inequagao acima e do uso do Teorema da Convergéncia Mondtona, obtemos.

eq(x)h/ Pt(QJ, :c) dt < / <Z P(n+1)h1[nh,(n+1)h)> dt = Z Pnh(xa x) = Z(Phyl(x?x)
0 0

Em vista Teorema 2.3.3, por () ser recorrente, a integral acima nao é finita. Assim, pelo
Proposicao 1.1.49, concluimos que P" é recorrente.
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Por ser recorrente e irredutivel, segue do Corolério 1.1.54 que cada P® possui no méximo
uma distribuicao invariante. Note também, que por () ser recorrente e irredutivel, pelo teo-
rema anterior () possui no maximo uma distribui¢ao invariante. Portanto, qualquer medida A
satisfazendo um dos itens do enunciado é tinica a menos de constante.

Fixado um estado x € FE, sabemos da demonstragao do Teorema 1.1.52 que a medida u
definida por

Ty
ply) = / Lix,=yy dt
0
¢ invariante para Q).

Logo, para finalizar a demonstragao do resultado, basta verificar que uP(s) = p para todo
s> 0.

Pela propriedade forte de Markov, temos

s s+T%
E, {/ 1{Xt=y} dt:| =E, |:/ 1{Xt=y} dt:| .
0 Tw

s+T,
n(y) =E, [/ Lix,=y) dt}

Segue do Teorema de Fubini que

Portanto

w(y) = / E, [1(x,=y) iz, >0 dt]
=/ P, (Xor =y, t <T,)dt
0

de onde segue da propriedade de Markov que

) = [P =2t < TP )t

zeE

= <E:v { /0 ’ Lix,=y} dt} Ps(z,y))

z€E

zeE
= (1P*)(y)
o que finaliza a demonstracao do resultado. [ |

Corolario 2.3.12. Para que A seja uma distribuicao invariante para () € suficiente que se
tenha

Mz)Q(z,y) = AMy)Q(y, x)

para quaisquer estados x,y € E.
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Dem.: Note que por hipotese temos:

0=> Qy.z) =Y DNyQy,2)] =Y N)Qx,y)] = \Q)(y),

zel zel zel
que em vista do teorema anterior garante o resultado.

Teorema 2.3.13 (Convergéncia ao equilibrio). Seja @ uma matriz geradora irredutivel com
semi-grupo de transi¢ao P(t), tal que sua distribuicdo invariante seja A. Nesse caso para
quaisquer x,y no espago de estados E, temos

. t o
lim Pz, y) = Ay).
Particularmente, se E for finito, vale
tlim drv(Lei(X (1)), A) =0,
— 00
onde (X (t))i>0 € a cadeia gerada por Q.

Dem.: Como por hipotese () possui uma distribuicao invariante A, segue da Observagao 2.3.10
que () é recorrente. Portanto, segue do Teorema 2.3.11 que AP° = X para qualquer s > 0.
Além disso, pelo Teorema 2.3.1 sabemos que P? possui todas as entradas positivas, o que
garante que P? ¢é irredutivel para todo s > 0.

Com as informagoes acima em mente, observe que pelo Teorema da Convergéncia em tempo
discreto (Teorema 1.1.59), e pela propriedade de semigrupo, temos

lim P (x,y) = lim (P")"(z,y) = \(y)

n—oo n—oo
para quaisquer z,y € F.

Além disso, observe que se t € [nh, (n+ 1)h), entao

|Pt(x7y> - Pnh(‘rvy>‘ - ZPt—hn<x72)Phn(y72) - P’m(xay)

zelR

= Z P (g, 2) PP (y, 2) — Z P (g, 2) P (2, y)

z€E zelR

=| X (P ) [P 2) = P(ey))
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_ | _ oala@)(t—hn)

S 1— eQ(l“)h .

Assim, dado € > 0 qualquer e fixados z,y € E quaisquer, tome h > 0 de modo que se tenha

1 o-a@h < &
=2

Tome também N € N de modo que se tenha

[P (z,9) = Aw)| < 5

para qualquer n > N.

Portanto, se t > Nh et € [nh, (n+ 1)h), temos

" o € €
[P, y) = Aw)| = [P'(@,y) = P, p)] + [P (@0) = Aw)| < 5 + 5 =&,
Como tomamos ¢ > 0 qualquer, concluimos que
. + o
lim P'(z,y) = A(y)
para quaisquer x,y € E. n

Finalizaremos o capitulo enunciando um resultado que indica que o tempo médio que a

cadeia passa em cada um dos estados é inversamente proporcional ao tempo médio de retorno
dos mesmos.

Teorema 2.3.14 (Teorema Ergodico). Seja QQ uma matriz geradora irredutivel e v uma dis-

tribuicao qualquer no espago de estados E. Se (Xi)i>0 € uma cadeia de Markov em tempo
continuo com distribuicao inicial v, entao

1 [t 1
(tH?ot /0 Xe=a} O = (D, [TA)
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Acoplamentos, Tempos de Mistura e o
Fenomeno Cutoft

Nas duas primeiras se¢oes deste capitulo, exploraremos acoplamentos e tempos de mistura em
cadeias de Markov. Ao fixarmos duas matrizes de transi¢ao, desenvolveremos uma abordagem
para construir acoplamentos entre variaveis aleatorias associadas a essas matrizes. Além disso,
examinaremos como criar acoplamentos entre duas cadeias em tempo continuo, tendo uma ma-
triz geradora que satisfaga condicoes especificas. Exibiremos alguns exemplos de acoplamentos
explicando as suas dinamicas.

Introduziremos o Teorema da Dualidade, um resultado que estabelece uma conexao entre
acoplamentos e tempos de mistura. Esse resultado nos permitira estabelecer uma cota superior
para o tempo de mistura usando um tempo de parada associado ao acoplamento. Finalizando a
segunda se¢ao, exploraremos aplicagoes praticas desse resultado, calculando cotas para o tempo
de mistura em algumas cadeias de Markov especificas.

Ja na tltima secao, estudaremos um fenémeno observado em algumas sequéncias de cadeias
de Markov, conhecido como cutoff. Esse fendmeno, observado em uma sequéncia (X;*;¢ > 0),en
de cadeias de Markov, caracteriza-se pelo decrescimento abrupto da distancia de variacao total
de 1 — ¢ até € (para € € (0,1/2)) quando analisado na escala do tempo de mistura, de modo
que conforme n cresce a distancia de variagao total na escala dos tempos de mistura ¢ se
aproxima de uma funcao degrau.

Apresentaremos uma condigao necessaria para a ocorréncia do cutoff, juntamente com uma
caracterizagao especialmente tutil desse fenémeno. Introduziremos os conceitos de “janela do
cutoft” e “perfil do cutoft”, que, ao serem identificados em uma sequéncia, proporcionarao uma
descricao extremamente precisa do cutoff.

Ao longo deste capitulo utilizaremos F para representar N ou R.

Na ultima parte do capitulo, destacaremos alguns exemplos de cutoff e definiremos o processo
de exclusao, que sera o foco de estudo no capitulo subsequente.
Este capitulo é fundamentado no contetdo de | |-
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3.1 Distribuicoes estacionarias, acoplamentos e distancia
de variacao total

Definigao 3.1.1 (Acoplamento). Dadas duas distribuigoes p e v definidas em (4, F) e
(Qq, F3) respectivamente, dizemos que a medida v definida em (€ x Qo, F; ® F3) (onde F1®@F
é a menor sigma algebra contendo F; X F3) é um acoplamento de p e v se

V(A X Qo) = p(A) e y(& x B) = v(B)

para quaisquer A € €y, B € §2,.

Para duas variaveis aleatorias X e Y definidas em (€, F1,Py) e (Qq, F2, Py) respectivamente,
dizemos que uma variavel aleatoria (Z, W) definida em algum espago (5,7) unida a uma
medida P é um acoplamento de X e Y se

P(ri(Z,W) e A) =P (X HA)) e P(m(Z,W)e B)=Py(Y 1B))

para quaisquer A e B mensuraveis nos espacos de chegada de X e Y respectivamente, onde m;
e Ty sao as projecoes na primeira e segunda coordenada respectivamente.

Observacao 3.1.2. E possivel ver na definicio acima que acoplamentos entre distribuicoes
estao intimamente ligados com acoplamentos de varidveis aleatorias, por conta disso é comum
encontrar defini¢oes ligeiramente diferentes, mas ainda equivalentes. Portanto, se X e Y forem
variaveis aleatorias tais que X possui distribuicao p e Y possui distribuicao v, e v for um
acoplamento de p e v, por vezes diremos que v é um acoplamento de X e Y; Assim como
diremos que (X', Y”’) é um acoplamento de p e v caso seja um acoplamento de X e Y.

Note que v :=Po (Z,W)™! é um acoplamento de y e v.

Usaremos esta ideia para acoplar cadeias, e posteriormente obter cotas no tempo que a cadeia
leva para convergéncia.

Definicao 3.1.3 (Acoplamento de Cadeias de Markov). Sejam (X;)ier € (Yi)er com F = Rxq
ou N, duas cadeias de Markov definidas no mesmo espago €. Dizemos que (W,;);ep € um
acoplamento de (X;)er € (Yy)ier se para cada t € F W, ¢ um acoplamento de X; e Y;.

Definido o que vem a ser um acoplamento de cadeias de Markov, percebemos que construir
acoplamentos nem sempre é uma tarefa facil. Com a finalidade de facilitar a obtencao de
acoplamentos a observacao abaixo exibird uma maneira de gerarmos um acoplamento apenas
exibindo uma matriz de transicao que satisfaca uma certa condi¢ao. Isso nos permitira citar
exemplos e obter resultados de uma maneira mais simples.

Definicao 3.1.4. Se P é uma matriz de transicao em um espaco de estados F enumeravel,
fixado A C E, definimos

P(z, A) = Z P(z,y)

yeA

para todo xz € FE.
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Observacgao 3.1.5 (Acoplamento via matriz de transigao). Sejam (X¢)ien € (V;)ien cadeias de
Markov definidas em um mesmo espaco de probabilidade, com espago de estados E enumeravel,
distribuicoes iniciais A\; e A9, e matrizes de transicao P; e P, respectivamente. Adicionalmente,
seja P uma matriz de transicio em E x E tal que se tenha

P((a,b), {2} x B) = Pa(a,z) e P((c,d), Ex {y}) = Pa(d,y)

para quaisquer estados a,b,c,d,z,y € F,.

Pela construcao de cadeias discretas feita no segundo capitulo, existe uma cadeia de Markov
(Zi)ien = (X, Y!)sen definida em um espaco (€', F,P), assumindo valores em (Ex E, P(ExE))
e com matriz de transicio P. Note que para qualquer t € N*, temos

P(X] € A) =P((X],Y/) € Ax E),
segue da probabilidade total que
F(Xé < A) = Z F((X;YZ) € Ax E7 (Xlgfla}/t/fl) = (xt—byt—l))'
Tt—1,Yt—1€E
Logo, segue da propriedade de Markov que
PUGed) = Y|Pl Ax BB = ()|
Tt—1,Yt—1€E
Portanto, indutivamente, temos

B(X, € A) = 3 [A1<xo>A2<yo>F<<xo,yo), (e1,91)) . P (s, o), A x E)]

T0,Y0,T1,Y1 5Tt —1,Yt—1E€E

= > @) ((2,y), Ax E).

el
Assim, segue da definicao da cadeia que
P(X[€A)= > M@)X@)Pf(z,4) =) \(z)P (z,A),
T, yel zel

o que nos leva a concluir que
P(X, € A) = (MPH(A) =P(X, € A).

Uma verificacio semelhante mostra que P(Y, € A) = P(Y; € A). B
Portanto, segue da defini¢ao de acoplamentos que (X7, Y/ )ten unido a P forma um acoplamento
com a matriz de transicao desejada.

Note que a definicao fornece bastante liberdade para um acoplamento, e como é de se esperar,
fixadas duas cadeias existem vérios tipos de acoplamentos distintos. Abaixo exibiremos alguns
exemplos de acoplamentos diferentes em cadeias em tempo discreto, e em seguida daremos
exemplos para cadeias em tempo continuo.

Neste primeiro exemplo, apresentaremos uma aplicacao simples de acoplamentos.
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Exemplo 3.1.6. Sejam (X¢)ien € (Yi)ieny duas cadeias de nascimento-morte em N indepen-
dentes, com a mesma matriz de transicao, e com distribuicoes iniciais J, e d, respectivamente,
onde x > y.

Supondo que as probabilidades de subir uma unidade sejam iguais a p, e as de descer sejam
iguais a ¢ em qualquer um dos estados (exceto 0, nele a probabilidade de permanecer em 0 é
1 — p, fixado um n, ao fazer a pergunta: Qual das cadeias tem a maior probabilidade de estar
acima de n em um fixado tempo s, é de certa forma intuitivo pensar que (X;);en € a cadeia
com a maior probabilidade. Abaixo utilizaremos um acoplamento para provar que de fato a
verdade esta do lado da intuigao desta vez.

Utilizando a mesma nota¢ao do Exemplo 1.1.11, considere a matriz de transicao H, dada por

D, se (z,w) =(a+1,b+1);
H ((a,b),(z,w)) =< q, se (z,w) =(a—1,b—1);

P(a,z)P(b,w), caso contrario.

A cadeia (Z;, W,)en gerada pela matriz de transi¢do H, e distribui¢@o inicial d, x d, unida a
uma medida de probabilidade P (em algum espaco de medida) é um acoplamento de (X, )y €
(X0)ren.

Observe que como Xy > Yy, temos X; > Y, para qualquer ¢t € N. Portanto, pela definicao de
acoplamentos, temos

P(X, > n) = ip(xt — k) = iF(Xt — k) > iF(Yt —k) = iP(Yt = k) =P(Y; > n).

No exemplo acima, é possivel fazer a mesma conta para cadeias de nascimento-morte em
{0,1,...,n}, porém isso exige alguns ajustes nas probabilidades de transi¢do do estado n.
Outra particularidade do exemplo acima, é o fato de que se ambas comegam no mesmo estado,
entdo elas andam juntas para sempre. E sempre possivel definir um acoplamento entre duas
cOpias de uma mesma cadeia de modo que esse fend6meno acontega.

O proximo exemplo talvez seja o mais simples dos acoplamentos, onde as coordenadas do
acoplamento andam de maneira independente.

Exemplo 3.1.7 (Acoplamento independente). Fixadas duas cadeias (X;)ien € (Y)ien com
espago de estados E enumerdvel, chamamos de Acoplamento Independente a sequéncia de
variaveis aleatorias (X, Y;)eny unidas & medida P definida por

P((Xy, Y1) = (2,9)) == P(X; = 2)P(Y: = ),

para quaisquer z,y € 2.

O exemplo abaixo ilustra um tipo de acoplamento entre duas copias de uma mesma cadeia
de modo que os valores de uma das cadeias sempre sejam maiores do que os da outra. Isto é,
de certa forma o acoplamento preserva ordem.

Exemplo 3.1.8 (Acoplamento dominante). Considere duas cadeias de Nascimento-Morte
(Exemplo 1.1.11) (Xy)ier e (Y3)ien independentes e iguais em distribuigdo. Suponha que se
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tenha p, < 0.5 e ¢, < 0.5 para qualquer estado x. Adicionalmente, suponha que p, > p, e
¢ < gy sempre que y > x, isto é, quanto mais alto for o valor da cadeia em um dado instante,
maior serd a probabilidade de no instante seguinte a cadeia assumir um valor menor, e em
contrapartida, quanto mais baixo for o valor de uma cadeia maior sera a probabilidade de a
cadeia assumir um valor maior no instante seguinte.

Chamamos de Acoplamento Dominante o acoplamento (X}, Y} );eny com matriz de transi¢ao P
dada por

;

Das sex>ye (w,z)=(x+1,y+1);

Py = Da- sex >y e (w,2) = (z,y+1);

l—py,—qw sex>ye(wz)=(,y);

9w — Qy, sex>ye (wz)=(x—1y);

ys sex>ye (w,z)=(x—1,y—1)
P((z,y), (w, 2))  pys sex<ye(w,z)=(r+1ly+1);

De — Dy- sex <ye(w z)=(r+1vy);

l—ps—qy, sex<ye(wz) = (x,vy);

Gy = Qo sex <ye(wz)=(z,y—1)

Gz ser<ye(w,z)=(x—1y—1);

L0, caso contrario.

Perceba que se Xo(w) > Yy(w), entdo X;(w) > Y;(w) para qualquer ¢t > 0. Semelhantemente, se
Xo(w) < Yy(w), entao Xy (w) < Yy(w) para qualquer ¢ > 0. Isso justifica o nome do acoplamento.
Ademais, se X](w) = Y/(w) para algum ¢, entdo X.(w) = Y/(w) para qualquer s > t.

O exemplo abaixo consiste em uma mistura dos acoplamentos acima.

Exemplo 3.1.9. Nas hipoteses do exemplo anterior, considere a matriz de transicao G definida

por
(

Das sex>ye (w,z)=(x+1y+1);
Py — Do sex>ye (w,z)=(z,y+1);
1 —py — o, sex >y e (w,2) = (z,y);

G ((z,y), (z,w)) = { & — g, sex > ye(w,z)=(z—1y);
Qy sex>ye (w,z)=(x—1y—1);
P(z,w)P(y,2), sey > x;
0, caso contrario.

\
A dinadmica da cadeia gerada por G consiste no seguinte:

Se Xo(w) > Yy(w), entdo X;(w) > Y (w) para qualquer t > 0;

Se Xo(w) < Yo(w), entdo as cadeias se movem de maneira independente até que acontega
Xs(w) > Y;(w), e dali a cadeia segue X;(w) > Y;(w) para qualquer ¢ > s.

Ou seja, a cadeia gerada por GG é uma mistura do acoplamento independente com o acoplamento
dominante.

O proximo exemplo, valido apenas para cadeias lazy, exibe um acoplamento no qual somente
uma das coordenas se move a cada instante de tempo.
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Exemplo 3.1.10 (Mexe-Nao-Mexe). Fixadas duas matrizes de transigdo P; e P, em um espago
enumeravel E, sejam (X})ien € (Y;)ien de Markov em tempo discreto com matrizes de transi¢ao
(P, +1d)/2 e (P> +1d)/2 respectivamente, ou seja, versoes lazy de cadeias geradas por P; e Ps.
Considere a matriz de transicao M dada por

( Pi(x,w)
R S — se 2 = .
2 ] y?
2 ’
L0, caso contrario.

Uma interpretacao do acoplamento acima é a seguinte: A cada instante de tempo, jogamos
uma moeda (honesta), e se o resultado for cara, a cadeia transiciona de (x,y) para (z,y) de a
cordo com a matriz de transigao Pj, e se o resultado for coroa, a cadeia transiciona de (z,y)
para (z,y) de a cordo com a matriz de transigao P.

Nas hipoteses do exemplo acima, é possivel criar um acoplamento que mistura a Mexe-Nao-
Mexe com o acoplamento no qual as cadeias andam juntas. Para isso, é necessario impor a
condicao P, = P,. O exemplo abaixo apresenta o processo.

Exemplo 3.1.11. Nas hipoteses do exemplo anterior, com a condi¢ao adicional P, = P,
considere a matriz de transi¢ao ¢ dada por
.
P
w, wreyerty
Pl (ya Z)
Q(($7y>,(w,2)): Ta Sea?:wex;éy;

P(z,w), serx=yew=z

L0, caso contrario.

A dinamica de uma cadeia gerada por ¢ consiste nas cadeias andarem seguindo o mexe-nao-
mexe até que as coordenadas se encontrem pela primeira vez. Apés esse primeiro encontro as
coordenadas seguem juntas seguindo a dindmica de P, = Ps.

Nesta proxima parte trataremos de acoplamentos em tempo continuo.
Assim como no caso em tempo discreto, podemos definir acoplamentos em tempo continuo de
uma maneira mais simples. A proxima proposigao fornece uma maneira relativamente simples
para obter acoplamentos para cadeias em tempo continuo.

Proposicao 3.1.12. Sejam (X:)i>0 € (Yi)i>0 cadeias de Markov em tempo continuo definidas
em um espago de probabilidade (2, F,P), com espago de estados E finito, e com matrizes
geradoras M e N respectivamente.

Se () é uma matriz geradora no espaco de estados E X E, de modo que tenhamos

ZQ((ZE,y),(a,b)) :M(ZL‘,CL) € ZQ((m,y),(b,a)):N(y,a)
beE beE

para quaisquer x,y,a € E. entao qualquer cadeia gerada por (Q com condi¢ao inicial dada por
um acoplamento de P(Xo =-) e P(Yy =) € um acoplamento de (X¢)i>0 € (Yi)i>o0-
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Dem.: Seja (X],Y/)i>0 uma cadeia gerada por ) de modo que sua condigao inicial é um
acoplamento de P(Xy =) e P(Yy = -).
Pelo Teorema 2.2.24 sabemos que

P ((x.),(a. b)) = " ((xy Zz ). (a,)). (3.1)

Inicialmente, mostraremos que

ZQk ((m,y),(a,b)) :Mk(x’ CL) (32)

beE

para quaisquer a,x,y € F e todo k € N*.
Para k = 1 o resultado segue da hipotese.
Suponha que o resultado seja vélido para qualquer s < n € N* tal que s < n. Neste caso, temos

> Q" (,y). (a ZZQ” z,y), (z,w)) @ ((z,w), (a, b))

- Z Q" ((z,9), (z.w) Y _Q((z,w), (a,b))
z,wek beE

como por hipotese o resultado é valido para qualquer s < n € N*, temos

> (wy), (a,b) = D Q" ((w,y), (z,w)) M(z,a)

beE zZweE

= Z M™(z,z)M(z,a)

zeE

= M""(x,a).

Portanto, segue do principio de indugao que (3.2) é valida para qualquer k € N*.

Provada a igualdade, agora mostraremos que P(X! = a) = P(X, = a) para qualquer a € E.
Fixado a € E qualquer, temos:

=" N PB(Z = (a,b) | Zo = (x,9)B(Zy = (,y))

beFE x,yck

=35 P ((x,y), (a,b) Mz, y)

beE z,yeE
por (3.2), temos

=3 S @ (). (0, b) A, y)

beFE xz,yeE k=0

= 3 Y @ (). (0, 6) A y)

z,yeE k=0 beE
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de onde segue de (3.1) que

o ik
X =a)= 3 3 M a)A ()
zyelE k=0
= Z Z EMIC(JJ7 a)P(Xy = 2)
zeF k=0
tk
_Z]P’ (Xo=1x) k'Mk(x,a)
rel k=0
= ZP(XO = x2)P'(z,a)
zel
= ]P(Xt = (l)

Um desenvolvimento analogo mostra que P(Y; = a) = P(Y; = a) para qualquer a € E, portanto,
concluimos que de fato (Z;)i> € um acoplamento de (X;)i>0 € (Yi)i>o0- [ |

Nas hipoteses da proposicao anterior, note que resgatando a Defini¢ao 2.2.25 podemos definir
um acoplamento entre duas cadeias de Markov em tempo continuo por um gerador L tal que

Li(r.y) = Y 0wy F(a0) = flzy).

(a,b)EEXE

Para isso, basta exigir que se tenha

D Qg an) & Y Ay ha) = N(z,0).

beE beE
para quaisquer a,z,y € E.

Semelhantemente a acoplamentos de cadeias em tempo discreto, para cadeias em tempo
continuo também existem varios acoplamentos diferentes. Exibiremos alguns deles nos proximos
exemplos.

Exemplo 3.1.13 (Acoplamento independente). Sejam (X¢):>o € (Y;)i>0 cadeias de Markov em
tempo continuo definidas em um espago de probabilidade (€2, F,P), com espago de estados F fi-
nito, e com matrizes geradoras M e N respectivamente. Definimos o acoplamento independente
de (X4)t>0 e (Y2)i>0 como sendo a variavel aleatoria gerada por L, onde

Lf(z,y) = ) m(z)n(w)[f(zw) = f(z,y)]

z,weK

para qualquer fun¢ao f : E x E — R, onde m(u) = —M (u,u) e n(u) = —n(u,u) para qualquer
uekb.

A ideia do acoplamento ¢ manter as coordenadas se movendo de acordo com (X¢)i>0 € (Xt)t>0
de maneira independente (assim como no caso em tempo discreto).
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Exemplo 3.1.14 (Acoplamento dominante). Sejam (X;);>0 € (Y;)i>0 cadeias de Nascimento-
Morte definidas no espago de probabilidade (2, F,P), com espago de estados {0,1,...,n}.
Suponha que ambas sejam sejam advindas da matriz geradora M, onde

Das sey=x+1;

x sey=x—1;
M(z,y) =

—qy — Pz, S€Y=T;

0, sey ¢{r+1,z,2—1}.

Suponha adicionalmente que p, > p, e ¢, > ¢, sempre que x < y, € que ¢y, Do, Pz, ¢z > 0 para
qualquer z € {1,...,n — 1}.

Definamos a matriz geradora () em E X E por

(e —py, sex>y e (z,y)=(z,w)

Px sex>ye (z,w)=(r+1,y+1);

Py =Pz, sex>ye (z,w0)=(z,y+1)

@G—q, sex>ye (z,w)=(r—1y);

Qy sex >y e (z,w)=(x—1y—1)
Q ((z,y), (z,w)) § Py, sex <y e (z,w)=(z+1y+1)

Pe—DPy, sex<ye (z,w)=(x+1y);

Gy — @, sex<ye (z,0)=(r,y—1)

Gz serx<ye (z,w)=(x—1y—1)

—qy — Pz, sex <y e (z,y)=(z,0);

L0, caso contrario.

E facilmente verificavel que @ satisfaz as hipoteses do teorema, portanto, tomando um acopla-
mento das distribui¢oes iniciais de (X¢)¢>0 € (Y:)i>0, juntamente com () gera-se um acoplamento
(X}, Y))i>0 de (Xt)i>0 e (Yi)i>0 com a particularidade de que se X.(w) = Y;(w) para algum
s > 0, entdo Xj(w) = Y;(w) para todo t > s. Isso justifica o nome do acoplamento.

Observacao 3.1.15. No caso do acoplamento acima, um fené6meno interessante acontece, tem
se P(7(;4) < 00) = 1 para qualquer « € E, onde 7(,,) ¢ o tempo de chegada ao estado (z,z),
definido por

Tawy(w) =min{t >0 : (X, Y)>0 = (z,2)}.

Para isso, basta a condi¢@o de que p, e ¢, sejam sempre positivos (com excegao de gy € py).
De fato, note que pela definigao da cadeia e o fato de o espago de estados ser finito, algum es-
tado (a,b) com a > b é recorrente. Como (a,b) — (y,y) e (y,y) ndo leva a (a,b) se a > b, segue
que nenhum par (a,b) com a > b é recorrente. Portanto, existe algum estado (y,y) € E x E
recorrente.

Note que (z,z) <> (y,y) para qualquer X € F, assim, (z,x) e (y,y) pertencem a mesma classe
comunicadora, e consequentemente (z,z) também é recorrente. Portanto, repetindo a demons-
tragao de Proposigao 1.1.51 (levando em consideragao a distribuigao inicial do acoplamento),
concluimos que de fato para qualquer z € E tem-se

P(T(Lx) < OO) =1.
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O proximo teorema relaciona distribuicoes com os seus possiveis acoplamentos.

Teorema 3.1.16 (Teorema da Dualidade). Sejam p e v distribuigoes de probabilidade definidas
em (2, F). Se Q € enumerdvel, entao

drv(p,v) <inf{P{X #Y}: (X,Y) unido a P € um acoplamento de i e v} .

Dem.: Fixado um evento A, e um acoplamento qualquer como no enunciado, note que

u(A) —v(A)=P(X € A) —P(Y € A)
<PXeA)-PYecA XA <PXecA Y¢A)
<PX#Y)

Repetindo o processo com v(A) — u(A) obtemos
[u(A) —v(A)| <P(X #Y),
e consequentemente

drv(p,v) = jlelg{lu(fl) —v(A)} SP(X #Y).

Como a desigualdade acima vale para um acoplamento qualquer, concluimos que de fato
dry(p,v) <inf {P{X # Y} : (X,Y) unido a P ¢ um acoplamento de e v}.
[
Observagao 3.1.17. Em | | é demonstrada uma versao mais forte do resultado acima,

onde além de termos a desigualdade, existe um certo acoplamento que alcanca a igualdade.

Neste proximo resultado obteremos uma cota superior para a distancia de variacao total da
cadeia, e para isso, consideraremos apenas acoplamentos (Z;, W;) (tempo discreto ou continuo)
que satisfacam a condigao:

Zi(w) = Wi(w) = Zs(w) = W(w) para qualquer s > t. (3.3)

Teorema 3.1.18. Sejam (X;)ier € (Yi)ier (com F =Rso ou N) duas cadeias definidas em um
mesmo espago de probabilidade (2, F,P) com espago de estados E finito, matriz/semigrupo de
transicao P, e distribuicoes iniciais 0, e 0, respectivamente para x,y € E fizados.

Suponha que exista um acoplamento (Zy, Wy)er em um espago (', F',P) tal que a condi¢do de
Fquagao (3.3) seja satisfeita. Se T,. € um tempo de parada definido por

Tae(w) :=1inf {t : Zy(w) = Wi(w)},

entao B
dTV (Pt<x7 ')a Pt(y> )) < ]P)<7_ac > t)
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Dem.: Observe que pelo Teorema 3.1.16, temos
dry (PY(z,-), P'(y,-)) < P(W, # Zy),
e como o acoplamento satisfaz (3.3), segue que
P(W, # Z;) = P(Tae > t).
Portanto, concluimos que
dpy (P'(x,-), Py, ")) < P(rac > ).
[ |

Observagao 3.1.19. Chamamos os tempos 7,. (ou 7,, nos exemplos anteriores) de tempos de
acoplamento.

3.2 Tempos de mistura

Todas as defini¢oes aqui listadas valem tanto para cadeias em tempo continuo quanto discreto
a menos que explicitado o contrario.

Fixada um cadeia de Markov em tempo discreto ou continuo (X;); com espaco de estados
F finito, matriz/semigrupo de transi¢do P e distribui¢ao invariante m, denotaremos por d(t) o
namero

d(t) := max {drv(P"(z,-),7(-))} ,

zelR

ou seja, a maior das distancias para a medida invariante no tempo ¢ dentre todos os estados
iniciais possiveis. De maneira semelhante, denotaremos por d(¢) o numero

d(t) := max {dpv(P"(z,-), P(y,")) } -

z,yel
No restante do capitulo sempre que utilizarmos d(t) e d(t), serd em relacdo & cadeia do
enunciado, proposicao, entre outros.

Proposicao 3.2.1. Se (X;) € uma cadeia de Markov (em tempo continuo ou discreto) com
espago de estados I finito, semi-grupo de transicio (P') e medida invariante m entdo

(1) = sup {drv (1P, 7)}
o
onde 1 varia entre todas as distribuicoes de probabilidade definidas em I.

Dem.: Fixado um estado z, observe que P'(z,-) = 0,P'. Portanto, pela definigao de d(t),
temos

d(t) < sup {dpv(uP',7)} .
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Por outro lado, suponha que d(t) = dry(P'(z,-),n(+)). Fixada uma distribuigao u qualquer,
temos

arv(uP'm) = 5 3 |(uP)) — ()]

yel

_ %Z 3 [u(z)P'(z.9)] - ()

yel | zel

_ %Z > [Plzy) = w(y)] w(z)

yel | zel

S (02) [P ey) — w0)])

yel zel

= (M dre(P (e 7))

zel

< dgy(P'(x,-),7(-)).

IA

Observacao 3.2.2. Note que o resultado acima revela que a “pior” é atingida escolhendo-se
comecar no “pior” dos estados iniciais, o que é de certa forma bastante intuitivo.

Observacao 3.2.3. Fixado um conjunto A, note que

|Pt(x,A) — W(A)‘ = }Pt(x,A) — WPt(A)‘ = Z (W(y) [Pt(:p,A) — Pt(y,A)D

<> (7)) | Pz, A) = Py, A))) < [7(y) dpy (P'(x, ), P'(y.))]
< [r(y)d(t)] = d(t).

E portanto _
d(t) = max {dpv (P'(z,-),7(:))} <d(t).

zel

Proposigao 3.2.4. Seja (X;): uma cadeia de Markov (tempo discreto ou continuo) com espago
de estados E enumerdvel, matriz/semigrupo de transicao P, distribui¢io inicial i e medida
mvariante 7. A distdncia de variagao total entre a distribuicdo da cadeia e a sua medida
mwvariante € decrescente conforme o tempo avancga, isto €, para todo t > s tem-se

dpy (P (), 7(-)) < dgy (uP'(-), 7 ().

Em particular,
drv (P*(,-),7(-)) < dpv(P(,-),7(-))
para qualquer x € E.
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Dem.: Fixados t > s, pela Proposicao 0.2.7, temos

ZI (P')(y) - 7(y)|

dTV (/LP

yEE
1
22
yerR
1
22
yel
1
22
yeE
1
22
yerR
1
22

yelE

LY P )

zeFE yeFE

3

zeE

3 [ul@) Pl (z,y) — 7(y)] ‘

; [1(x) (P'(x,y) = 7(y))] ‘

; [1(x) (PPP"*(a,y) = 7P *(y))] ‘

; <u(ﬂf) ; (PP (2,y) — 7TP’f‘s(y)}> |
3 ) 3 [P e (P 2) < 7))

> ln(@) (P, 2) - W(Z)])‘

zel

> ) (P, 2) - 7?(2))]'

zeFE

—ZmPS 7(2)| = dpy (P (-), 7 ("))

zeR

O que demonstra a primeira parte do teorema.
Note que a segunda parte segue do caso em que a distribuicao inicial é J, na demonstracao

acima.

O objeto que definiremos a seguir é fundamental no estudo da convergéncia de cadeias de
Markov. Ele servird para medir o tempo necessario para que a distancia de variagao total entre
uma cadeia e sua distribuigao invariante estejam e-proximas

Definigao 3.2.5 (Tempos de mistura). Fixada uma cadeia de Markov (em tempo continuo ou
discreto) (X;):, definimos os tempos de e-mistura ,,;,(¢) por

Particularmente, definimos

Embora parega arbitrario, a escolha de t,,;, := tni.(1/4) fornece a desigualdade t,,;,(¢) < log(e™

tmiz(€) ;= min{t : d(t) < e}.

Mais detalhes podem ser encontrados em | |.

1).
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Exemplo 3.2.6. Seja (X;);>0 uma cadeia de Markov em tempo continuo com espago de estados
I finito e matriz geradora ). Suponha que 7 seja medida invariante de (X;):>o.

Se (Y3)i>0 € a cadeia com matriz geradora @) (o > 0), com matriz de transigdo P', entdo

dpy (Pt(ili, ), 7T) = dpv (etQ(:c, Y, 7T) = dpy (et/a(aQ)(x, 9, 7r) =dpy <ﬁt/a(az7 ), 7r) .

Particularmente, vale
_ €
tnnx(g) ::tnnx (__)

a
para qualquer € > 0, onde t,,;,(s) sdo os tempos de mistura de (V;);>0-

Portando, gerar uma cadeia através de um miultiplo de uma matriz geradora acelera (ou
retarda) o processo por um valor inversamente proporcional & constante.

Para o préximo resultado, utilizaremos a variavel aleatéria 7, , definida por
Tpy =min{t : X; =Y},
dado que Xg =x e Yy = y.

Proposigao 3.2.7. Sejam (X;); e (X1): duas cadeias de Markov em tempo discreto ou continuo
definidas no mesmo espago, com a mesma matriz de transi¢ao (ou matriz geradora no caso
continuo), espago de estados E finito.
Se para cada par x,y € E, (Z"); unido a Rc,y ¢ um acoplamento com condi¢ao inicial Oz ,
de maneira que a condigao descrita em (3.3) (Apds coincidirem pela primeira vez, as cadeias
permanecem juntas) seja satisfeita, entao

d(t) < m%}é@x,y {Tey > t}.

Particularmente,
timie < 4max {EE,y [vay]} .

z,yelr

Dem.: A primeira parte vem do Teorema 3.1.18 juntamente com a Observacao 3.2.3. Usando
a Desigualdade de Markov (Teorema A.1.5), temos

max {]E@w [Twy] }

z,yeE

d(t) < maxPu, {7, > 1} < -

Tomando t = 4max {E@ [Tx’y]} , obtemos
ek Ty

max {E@W [T ] }

1 1
d <4maX {E@x Y [Tx7y]}) S YeE = -
z,yeE ot 4max {Eﬁx Y [Txyy]} 1

zyelE

e portanto
Enm §§4rnax,{E%%ﬂ[7¢y]}.

z,yeE
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Abaixo, apresentaremos um exemplo que fara uso de um acoplamento para estimar o tempo
de mistura de uma cadeia usando a proposicao acima.

Exemplo 3.2.8 (Cota para o passeio aleatorio em Z,,). Fixados p € (0,1) e ¢ := 1—p, considere
o passeio aleatorio lazy no circulo Z,, com viés p — ¢, isto é, a cadeia (X;);ey com matriz de
transicao P dada por

( ,sey=x+1;

,sey=x—1;

p
2
q
2
1 .
5) S€ Yy = T,

0, caso contrario.

Uma simples verificagao das condigoes de equilibrio (Defini¢ao 1.1.30), mostra que a distribui¢ao
invariante é a uniforme.
Considere a matriz de transicao ) dada por

(Lose(ab)=(w+Ly)eaty

g, se (a,b) = (x — 1,y) e x # y;

Sose(ab)=(ry+easty

g,%(m®=%%y—l)ew#%
Q(r.y). (a.1) = 1 2

éa se (a,b)Z(a:+1,y+1)e:E:y,

Sose(ab)=(@-Ly—1ler=y

1

Lose(ah) = (ry)er =y

0,, caso contrario.

Uma heuristica para a uma cadeia com matriz de transicao () consiste no seguinte: Quando
as coordenadas estao diferentes, sorteamos uma coordenada e escolhida a coordenada com
probabilidade p somamos 1 e com probabilidade ¢ somamos —1 a coordenada sorteada. Ja
quando as coordenas estao juntas, elas permanecem juntas seguindo as probabilidades de P.
Para cada par (z,y) € Z, X Z,, considere o acoplamento (Z*¥, W*¥),cn com matriz de transi¢ao
(@, distribuigao inicial d(,,) num espaco com medida PP, .

Note que se definirmos para cada par (z,y) a variavel aleatoria D} como sendo a “distancia
anti-horaria” de z,y (quantidade de arestas no caminho anti-horario de z até y) , entdo D; é o
problema da Ruina do apostador. Ademais, note que inf {t : D;"Y € {0,n}} = 7Y, onde 7%
¢ o tempo de acoplamento de (Z%Y, W™Y),y.

Portanto, pelo Exemplo 1.1.22 (Ruina do Apostador) , concluimos que

B, ,(Tey) = k(n = k),
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se a distancia anti-horéaria de x e y ¢é igual a k. Particularmente,

2
n
E]P’z)y (Tx,y) S Za

para quaisquer x,y € Z,.
Assim, utilizando o Teorema 3.1.18 e a Desigualdade de Markov concluimos que

max Ep, [T, 9

d(t) < max Py, (1, > t) < 2 <
T, YELn ’ ’ t

&=

Exemplo 3.2.9 (Cota para o passeio lazy no toro discreto). Considere a versao lazy do passeio
aleatorio no toro discreto d-dimensional (Exemplo 1.1.15).

Considere a matriz de transicao S dada por

(1

1 3¢ % =Y para algum j e (a,b) = (z,y) £ (ej,€));

1

1 ¢ % # y; para todo j e (a,b) = (z,y) £ (0, ¢;);
_ 1

S((x,9), (z,w)) = 1 5¢ % # y; para todo j e (a,b) = (z,y) £ (e;,0);

1
57 s€ (xay) = (CL, b)a

L0, caso contrario.

Note que a cadeia é irredutivel, e por ser finita possui um estado recorrente. Assim, todos os
seus estados sao recorrentes, e pela Proposicao 1.1.51, segue que os tempos 7, sao finitos com
probabilidade 1.

Assim, fixado um par z,y, defina para cada ¢ € {1,2,...,d} a variavel aleatoria D; por
Di(w) :=inf{teN : m(Z"Y(w)) =m((W*(w))},

onde 7; é a projecao na i-ésima coordenada. Pelo comentario anterior, sabemos que cada um
dos D; é finito com probabilidade 1.

Observe que cada uma das cadeias D; é um passeio aleatorio em 7Z,, com a particularidade de
que ao invés de realizar um movimento por unidade de tempo, tem-se um movimento a cada d
unidades de tempo (em média).

Portanto, se Xi, Xo,... X, s@o variaveis i.i.d. com distribui¢do comum Ber (1/d) e inde-
pendentes das variaveis D; (sem perda de generalidade podemos supor que estao definidas no
mesmo espago em que as variaveis D;), entao segue do exemplo anterior que

D; n?

E
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Note que
D; 0o o) 00
> X, ZX@DZZ”] = E[Xy1pzn] =Y (E[X,|P(D; > n)) = E[X,]E (D],
n=1 n=1 n=1 n=1

e portanto para cada 7, temos

o
IS

n

E[D;] < I

Observe que
d

2d2
E [7.,] < Z

=1

Com isso, segue do Teorema 3.1.18 e da Des1gualdade de Markov que

max 4 E Ta
d(t) < s {]P)x (Tx N t)} z,y€Zd { Pz .y [ y]} < n2d2 '
eyezd - YN Y t - 4t

3.3 Cutoff, Pré-Cutoff e Janela de Cutoff

Definigao 3.3.1 (Cutoff). Seja ((X}")ier ; » € N) uma sequéncia de cadeias de Markov com
F = N ou R>(. Denotando para cada n € N os tempos de mistura da cadeia (X}"); por t%..(¢),
dizemos que essa sequéncia de cadeias apresenta cutoff se para qualquer € € (0, 1) tem se

~ 1. (3.4)

Uma vaga interpretacao do fenémeno acima é que para n suficientemente grande, os tempos
que as cadeias gastam para ficar e-proximas das suas medidas invariantes diferem pouco dos
tempos que as cadeias gastam para ficar (1 — ¢)-proximas, ou seja, o intervalo entre estes dois
eventos ¢ bem curto (proporcionalmente ao tempo que o primeiro deles leva para acontecer).
A préxima proposicao fornece uma interpretagao mais clara acerca do fendmeno.

Para o restante do capitulo, denotaremos por d,(t) a distancia entre a n-ésima cadeia e sua
medida invariante no tempo t.

Proposicao 3.3.2. Suponha que a sequéncia ((X[)ier ; n € N) de cadeias de Markov € tal que
para todo n € N os tempos de mistura da cadeia (X]') sao tl,.(€). A sequéncia apresenta cutoff
se e somente se

1, se c < 1;

n—oo

lim d,(ct,,;.) = {

0, sec>1.

Dem.: Suponha que ((X/")er ; n € N) apresenta cutoff. Note que para 0 < e < 1/4, vale
1 S 1 S 1
.o (L—e) =t 7 tmie(e)’

mix mix
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o que implica

tn . (e tn e tn 1 € tn 1 c
e portanto
th . (1 — tn
hm mzx( 8) — l T)’LZCC( ) — 1’ (35)

para qualquer € < 1/4.
Assim, fixado ¢ > 1, existe nyg € N tal que para qualquer n > ng tem-se

1
o que implica
1
e <d,(cty;.) e l—¢e>d, < mm).
c

Portanto,

mix
n—oo n—oo

1
e > lim d,(ct],;.) e 1-—¢< limd, ( mm),

para qualquer € < 1/4, o que nos leva a concluir que

1
lim d,(ct)..) =0 e lim d, < mm) = 1.

n—0o0 n—oo

Reciprocamente, suponha que

1 <1
lim d,(ct", ):{ 5 e

n—00 i 0,sec>1

Fixados ¢ > 1 e € € (0, 1) quaisquer, existe ng € N tal que para qualquer n > ng tem se

miz

1
dn(cth:.) <min{e,1 —¢e} e d, ( mm) > max{e,1 —¢},
o que implica

A > max (' ()" (1—e)} e 115” < min{t" (&)," (1—e)}.

mix ) Ymix mix ) Ymax

Portanto, concluimos que

cth tn .. (€) chn .
> >

miz miz miz
_lt%zx N t?mx(]' - 5) N Ct?mx
o que garante que
tr..(€) 1
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A proposicao acima pode ser interpretada da seguinte forma: Conforme n cresce, na escala
de ¢ .., d, se aproxima de uma funcao degrau, ou seja, o decrescimento acontece de forma

abrupta.

A Figura 3.1 ilustra o comportamento tipico de uma sequéncia de cadeias que apresenta
cutoff. Interprete a Figura 3.1 como sendo as mudancas no comportamento & medida que n
cresce.

Figura 3.1: Representacao grafica do fenomeno cutoff, onde n; < ny < n3 < ny.

Abaixo, definiremos um fenémeno um pouco mais abrangente que o cutoff, e posteriormente
mostraremos que tal fendmeno é uma condi¢ao necessaria para que aconteca cutoff.

Definigao 3.3.3 (Pré-cutoff). Uma sequéncia de cadeias apresenta pré-cutoff se satisfaz a

condicao
tr (e
sup lim supL()

o < Q.
0<e<1/2 n—00 thie(1—¢)

Note que se uma cadeia apresenta cutoff, entao para qualquer € € (0, 1) tem se

o que garante que o a cadeia também apresenta pré-cutoff.

Sabendo que pré-cutoff é uma condicao necessaria para que ocorra cutoff, é normal nos
perguntarmos se pré-cutoff é uma condicao suficiente. Em | |, € mostrado que ndo. Um
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contra-exemplo apresentado por David J. Aldous (exibido em | |) consiste na sequéncia de
passeios aleatorios nos grafos descritos na Figura 3.2 com probabilidades de transi¢gao também
exibidas na Figura 3.2. O comportamento da distancia de variacao total para a distribuicao
invariante é mostrado na Figura 3.3.

Figura 3.2: Dindmica da sequéncia de cadeias que apresenta pré-cutoff mas nao cutoff

—10n —10n + 2 -2

Figura 3.3: Comportamento da distancia de variagao total da n-esima cadeia

dy (1)

36m 42n

Observagao 3.3.4. As figuras acima foram retiradas de | |.

Defini¢ao 3.3.5 (Janela do Cutoff). Suponha que a sequéncia ((X}")er ; n € N) de cadeias
de Markov ¢ tal que para todo n € N os tempos de mistura da cadeia (X}') sao t..(¢).
Dizemos que a sequéncia de cadeias de Markov apresenta cutoff com janela de tamanho O(wy,)
se w, =o(th,.)e

lim liminfd, ()., + ow,) =1,
a——00 MNn—r0o0

lim limsup d,, (5, + owy) = 0.
Q=00 p—oo
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Note que a janela do cutoff basicamente especifica um intervalo menor do que ¢, (em
escala) no qual o decrescimento abrupto da distancia para a distribui¢do invariante acontece.
Com essa interpretagao em mente, nos abrimos para uma outra possibilidade, a de estudarmos

o decrescimento abrupto na escala da janela (ao invés de na escala de ¢, ).

Defini¢ao 3.3.6 (Cutoff com perfil). Suponha que a sequéncia ((X}")er ; 7 € N) de cadeias

de Markov ¢é tal que para todo n € N os tempos de mistura da cadeia (X}') sao t..(¢),

miT
e adicionalmente suponha que a sequéncia apresenta cutoff com janela de tamanho O(w,).
Dizemos que a sequéncia apresenta cutoff com perfil G se para todo b € R tem-se

lim dy (", + bw,) = G(b)

mix
n—00

para G : R — R, onde d,(t) é a distancia & medida estacionéria no tempo t.

Em esséncia perfil do cutoff se trata de uma funcao que descreve o comportamento assintético
do cutoff quando olhado na escala da janela transladando a origem para t”

mix*

Abaixo exibiremos um exemplo de sequéncia de cadeias que apresenta cutoff.

Exemplo 3.3.7 (Passeio aleatorio em {0,1,...,n} com viés (). Fixado p € [0, 1], chamamos
de passeio aleatorio (lazy) em {0,1,...,n} com viés § = p—1/2 a cadeia de Markov em tempo
discreto com matriz de transicao P dada por

(p/2, sey=x+1ex #0;
q/2, sey=x—1ley#n;
1/2, sex=0ey=1;
1/2, sex=ney=n—1;
1/2, se y = x;

[ 0, caso contrario.

Ou seja, quando em um vértice interno, saltamos para a esquerda com probabilidade ¢/2, para
a esquerda com probabilidade p/2 e ficamos parados com probabilidade 1/2. Quando em um
dos vértices extremos a cadeia fica parada com probabilidade 1/2, e se move para o vértice
vizinho com probabilidade 1/2.

Abaixo enunciaremos um resultado a respeito de uma sequéncia cujo perfil do cutoff é conhe-
cido. O resultado ¢ obtido na integra no capitulo 18 de | |-

Teorema 3.3.8. A sequéncia de passeios aleatorios (XJ') com wviés B = p — 1/2 em
{0,1,2,...,n} apresenta cutoff em B~'n com uma janela de tamanho O(\/n). Mais preci-
samente, existe uma constante c¢(8) > 0 tal que para qualquer o € R,

i d, (5 + avit) = #(=c(3)a).

onde ® € distribuicao normal padrao.
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Nesta tltima parte do capitulo, definiremos um tipo de cadeia novo que sera o tema central
no proximo capitulo. Inicialmente definiremos em tempo discreto, e em seguida trataremos da
sua versao continua.

Comecaremos apresentando uma heuristica do processo. Fixado n € N, seja H um grafo
conexo com n vértices. Inicialmente escolhe-se uma quantidade k € {1,...,n — 1} de vértices
de H, e atribuimos o valor 1 para os vértices escolhidos e 0 para os demais. A cada instante
de tempo, escolhe-se uma aresta e uniformemente ao acaso, e troca-se os valores dos vértices
incidentes a aresta. Frequentemente, dizemos que os sitios que tem 1 associado possuem uma
particula, e o processo é interpretado como as particulas trocando de posicao.

A figura abaixo ilustra um exemplo do processo de maneira visual.

SER R
e eh ol

Figura 3.4: Exemplo visual do processo de exclusao em um grafo.

Abaixo segue a definicao formal do processo

Definigao 3.3.9 (configuracao/espago de configuragoes). Fixado um grafo H conexo com con-
. s L. . 174 ~

junto de vértices V', chamamos o conjunto {0,1}" de espago de configuragoes.

Um elemento 7 de {0, 1}V ¢ chamado de configuracao.

Ou seja, na linguagem da heuristica antes apresentada, uma configuragao é uma certa dispo-
sicao de particulas nos vértices do grafo.

Fixada uma configuragao n e um vértice z, denotamos por 7, o valor atribuido ao vértice z
na configuracao 7. Ademais, fixados vértices x,y do grafo, denotamos por ™Y a configuracao
obtida através da troca dos valores nos vértices x e y, mais precisamente, para cada z vale

T]y7 se 2 = I
x7y P —_ .
nz - nxa s5€ z = ya

n., se z & {z,y}.

Fixadas as notagoes, agora finalmente definiremos formalmente o processo.
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Definigao 3.3.10 (Processo de exclusdao simples). Fixado um grafo H finito e conexo com
conjunto de arestas E, chamamos de processo de exclusao simples no grafo H o processo
definido pela matriz de transigado P em {0, 1}V dada por

(1

e C=n""n#Ce {z,y} € E;

P(.¢)=1q,_ eyt € B2 0™ # nj
|E]

\ 0, caso contrario.

, se (= 1;

Observacgao 3.3.11. Em alguns casos definimos o processo acima com a matriz de transicao
S dada por

( 2

—— se ( =n"Y, e {z,y} € E;
S, Q) =4, 2zyt € E ™ £ )
2[U[ + |L|

\O, caso contrario.

,se(=mn

onde L é o conjunto dos loops do grafo e U = E'\ L. No fundo, se trata de uma versao acelerada
da cadeia anterior, com uma particularidade.

Esta versao é particularmente util para o processo de exclusido no grafo completo (incluindo
loops), pois nesse caso, as probabilidades de transigao sao simplesmente 2/n?. Em | | é
utilizada esta versao.

Observacao 3.3.12. Do ponto de vista matemético, nao existe nada de especial nas versoes
citadas acima. Em rigor, poderiamos gerar infinitas versoes da cadeia, pois no fundo a tinica
coisa que muda é o quao lazy a cadeia é. Sua dindmica permanece a mesma.

j& para a versao continua, definimos por:

Definigao 3.3.13 (Processo de exclusao simples (tempo continuo)). Fixado um grafo H finito
e conexo com conjunto de arestas E, chamamos de processo de exclusao simples no grafo H o
processo definido pelo gerador L tal que

Lf) =k Y (f"™) = f(n))

(z,y)EE

com k > 0.

Note que na versao em tempo continuo, a constante k£ dita a velocidade (em média) em que
acontecem trocas. Para k = 1, é observada uma quantidade de trocas igual (em média) ao
caso discreto. Um outro ponto importante a se observar é que no caso em tempo continuo
poderiamos fornecer taxas diferentes em cada uma das configuracoes, ou seja, poderiamos levar
intervalos de tempo diferentes (em média) para sair de configuragoes diferentes.

Exemplo 3.3.14 (Processo de Exclusdo no circulo (Zs,)). E o processo de exclusio definido
no grafo Zs,.
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Através das equagoes de equilibrio (Defini¢ao 1.1.30) é facilmente verificavel que a distribuicao
uniforme é uma distribuicao invariante a cadeia, e pelo Corolario 1.1.54 sabemos que é a tnica.
Hubert Lacoin mostrou em | | que para o processo de exclusdao no circulo (Zs,) com
configuragoes iniciais contendo n particulas, vale

, n? n? V()
lim d, <ﬁ log(n) + ps) = erf <—e :

n—o00 m

2
ou seja, a sequéncia apresenta cutoff com perfil erf (ﬂ >e‘(')> e janela n?/7?, onde erf é a
T

Fungao Erro de Gauss dada por

2 [t e
erf(t) = ﬁ/o e*“ du.
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Perfil do Cutoff do Processo de Exclusao
no grafo completo

4.1 Processo de exclusao simples no grafo completo

Este capitulo terd como objetivo calcular o perfil do cutoff para a sequéncia de processos de
exclusao simples no grafo completo.

Resgatando a definicao do capitulo anterior, redefinimos o processo de exclusao no Grafo
completo de n vértices por o processo definido pela matriz de transigao P em {0, 1}V dada por

1
pot se ¢ =n"Y, n#(Ce {z,y} € E;
P 9 - 5 c E . Rald
Q) =19, _ .y i )|
n
0, caso contrario.

Observe que na defini¢cao acima estamos considerando o grafo completo do n vértices incluindo
os loops.

Observacao 4.1.1. Neste capitulo, especialmente usaremos “cutoff para o processo de exclusao”
para nos referirmos a um eventual cutoff para uma sequéncia de processos de exclusao.

O proximo resultado que enunciaremos, retirado de | | se deve a H. Lacoin e R. Leblond.

Teorema 4.1.2. Para cada n € N* considere o processo de exclusao no grafo completo com n
vértices e k, particulas iniciais.

(a) Se lim,_,o k2 /n = oo, entdo para cada € > 0 existe § > 0 tal que para qualquer n valem
1 1
d, <§nlog(n) + Bn) <e e d, (§nlog(n) — Bn) >1—cg

96
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(b) Se lim,, o k2/n =0, entdo para cada € > 0 existe 3 > 0 tal que para qualquer n valem

dy (nlog(k,) +pn) <e e dy(nlog(k,) —Bn) >1—¢;

(c) Selim, o k2/n € (0,00), entdo valem as duas afirmagoes acima.

Observacao 4.1.3. No artigo o tempo de mistura aparece dividido por um fator de 2. Esta
diferenca acontece pelo fato de termos escolhido uma versao com taxas de salto divididas por
2 em relagao a versao do artigo, tendo em vista o Exemplo 3.2.6.

Utilizando o resultado acima, buscaremos obter o perfil do cutoff para o processo de exclusao
no grafo completo.

Para o restante do capitulo fixaremos algumas notagoes.
Denotaremos o conjunto {1,...,n} por A,, usaremos €2, para denotar o conjunto {0, 1}A” e
denotaremos por (2, ; o conjunto das configuragoes com k particulas, isto ¢,

QM:{JEQ,L: Zaz:k}.

ZEEAn

Recordando, o processo de exclusao simples no grafo completo de n vértices em tempo con-
tinuo ¢é dado pelo gerador M,, tal que

Maf(o) =5 3 (F(0™) ~ (o)

z,yEAn
para todo o € €, e para toda f : 2, — R.

Particularmente, nesta segao trabalharemos com a versao n vezes “acelerada” do processo
definido acima, isto é, o processo definido pelo gerador L,, dado por

Lf0):== 3 (fe™) = f(o))

z,y€An
para todo o € €),,.

Note que a cadeia gerada por L,, nao é irredutivel, visto que fixada uma configuracao o € €2,
s6 observamos transicoes entre configuragoes com o mesmo nimero de particulas. Para contor-
nar este problema, fixada uma configuracao inicial o com k particulas, a cadeia gerada por L,
¢ irredutivel se o espago de estados é €2, ;. Com isso em mente, usaremos d,, , para denotar a
distancia até a medida invariante para o processo de exclusao no grafo completo com espago
de estados €2, .

Proposigao 4.1.4. Se (Z;)1>0 € o processo de exclusao no grafo completo de n vértices com
estado inicial o € Qy, g, entao i, = unif(Qy, ;) € a Unica distribui¢ao invariante para X;.

Dem.: Uma simples verificagdo das equagoes de equilibrio (Definigao 1.1.30), e o Corola-
rio 1.1.54 garantem o resultado. |
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Observacao 4.1.5. Fixados n > k£ > 0, note que que pela simetria do grafo completo, a
distancia a distribuicao invariante em qualquer instante de tempo é a mesma para qualquer a €
Q1. Ou seja, fixado um €2, 5, a distribuicao inicial do processo nao influencia na convergéncia
a distribuicao estacionéaria.

Ao final da sec@ao provaremos o seguinte teorema.

Teorema 4.1.6. Seja (ky,)nen uma sequéncia de inteiros positivos com lim,, o k, = 00, e tal
que 2k, < n para todo n € N.
Se lim,, oo k2 /n = 0, entdo existe v € R tal que

Tim d, (log(ky) +7 +1) = B(C > 1),

x - A . -, . s . .. .
onde ¢ == ) e (&4)zen € uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com lei comum
x=1 €
Exp(1).
Assim como foi feita a observac¢ao em | |, o célculo de d,, ;, pode ser reduzido ao calculo

da distancia de variacao total entre uma cadeia mais simples e a sua distribuicao invariante.
Usaremos esse caminho para obter o resultado.

Suponha que a € Q,, . Defina A, := {z € A, : a, =1}, ou seja, os sitios que possuem
particula na configuracao a. Note que a cardinalidade de A,, é k,,.

Fixado n € N* denotaremos por (Z"(t));>0 0 processo de exclusdo no grafo completo de n
vértices com estado inicial a.

Para cada n € N definamos a cadeia (W}* ; ¢t > 0) por

W= Z(t)

.’EGAn

para cada t > 0.
Ou seja, a cadeia (W}*; t > 0) conta quantas particulas estdo no conjunto dos sitios que na
configuracao inicial possuiam particulas.

Por ser uma projecao’) de uma cadeia de Markov, (W*);>o ¢ também uma cadeia de Markov.
Além disso, através da anélise das probabilidades de aumento ou diminuicao de particulas no
conjunto observado, ¢ possivel ver que (W}*):>o possui gerador L, , dado por

e =2 a4 1) — fay) + 202 2)

n n

Lo g f(2) = (fx=1) = f(z))
para f:{0,1,...,k,} 2 Rexze€{0,1,...,k,}.

Observagao 4.1.7. A fim de simplificar a notacao, no restante da secado omitiremos a depen-
déncia em n de k,, W™ e Z™.

(DVer secao 2.3 de [LPW]
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No proximo resultado obteremos a distribuigao invariante para a cadeia (W}*):o.
Proposicao 4.1.8. Se W, = k, entao a distribuicao invariante v,y da cadeia € dada por
k\ (n—k
() (=)
(%)

Up () =

para qualquer x € {0,1,...,k}.

Dem.: Note que pelo Corolario 2.3.12, basta verificarmos que v, (2, y)Q(x) = vy x(y, ) Q(y),
onde () ¢ a matriz associada ao gerador L, ;. A verificagao é simples, e por isso nao a faremos
aqui. [
Observagao 4.1.9. Na proposi¢ao acima, a distribui¢ao uniforme de (W;);>¢ € de certa forma
natural, visto que a medida associada a cada valor x é simplesmente a razao entre o ntimero de
configuragoes com x particulas dentro do conjunto observado e k — x particulas fora dele, e o
numero total de configuragoes.

Agora, finalmente mostraremos que a distancia entre a cadeia (W;)i>0 € vy, € igual a d,, 4.

Proposicao 4.1.10. Para todo t > 0 tem se
dn,k(t) = dTV (Pa(Wt = ')7 Vn,k(')) )

onde o € um elemento qualquer de §2y, .

Dem.: Definindo para cada [ o conjunto S; := {a €y - erAn Oy = l}, temos

dslt) =5 3 PX(1) = 0) ~ u4l0)

o€y,
1 1
== P(X(t) =0) — —
5 J;ﬁ:k (X(t) =0) B
1< 1
= Y SR =0) - o
=1 c€S, (k)

note que se W, = x, entao por termos Wy = k segue que X, esta uniformemente distribuido
nas configuragoes com exatamente z particulas em A,,. Assim,

)= 5 0[S BXO =)= 3 1

=1 |o€Ss; oes; \k

Como ) possui (¥) (”_k) elementos e ) |

AV P(X(t) = o) =P(W, =1), temos

oES]

- (63

Portanto, reduzimos o problema inicial a analisar a convergéncia de (W});>o.
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4.2 Demonstracao do Teorema 4.1.6

Trataremos do caso em que
2

lim k, =400 e lim — =0.
n—oo n—oo M,

Sabemos que

(k —x)? z(n — 2k + x)

n

Lo i f () = (f(z+1) = f(x) + (f(z —1) = f(x))

para qualquer f limitada. Portanto, tomando f como a fung¢ao identidade, obtemos

Ln,k’Wt = Ln,k:f(Wt)

- G W _nWt)Q (W, +1—W))

(kf — Wt)2 _ Wt(n — 2k + Wt)
n n

:——Wt.

n

-2
+ Wt(n k‘l‘ Wt) (Wt _1_ Wt)

Segue do Lema A.3.6 que o processo M dado por
t

M(t) =W, — Wy — / L, xf(Ws)ds
0

¢ um Martingal®. Assim, segue do fato de M(0) = 0 e do Lema A.2.8 que

E[M(t)] = E[M(#) [ M(0)
=E[M(t) [ M(0)

JP[M(0) = 0] + E[M(¢) | M(0) # 0] P[M(0) # 0]
],

Como M (t) é um martingal, concluimos que E [M(¢)] = 0.

0
0

Logo,

0=E[M®#)]=E[W, - W, —E [/Ot Lo f (W) ds]

~mmg s (5w o,

através do Teorema de Fubini (Teorema A.1.4), obtemos

n

t k2
O:E[Wt]—WO—/ E{——WS] ds.
0

(2)Certo tipo de processo (X¢)i>0 tal que particularmente vale E [X;4 ]| X,] = X,
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E portanto,

dE W, k2 k?
[AZEP—W4=——MWL
dt n n

o que unido ao fato de Wy = k nos leva a concluir que

2

E[W,] = ke " + k—(l —eh.

n

Note que pelo fato de cada uma das cadeias (W;):>o ser irredutivel e aperiodica, pelo Teorema
da Convergéncia (Teorema 1.1.58) W, esta bem definida e tem-se Wy, ~ v, 4.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema A.1.2) temos:

. 2
E (W] = lim E[W)] = .

Assim, utilizando a desigualdade de Markov segue que

2
P(Woe > 1) <E[Wa] = o

Logo, temos

dTV(Vn,ka(SO) =1- Vn,k:(o)
—1-P(Ws =0)
— P(Wa > 1)
k?
<

. (4.1)

Utilizando a Proposigao 4.1.10, a Equagao (4.1) e a desigualdade triangular na distancia de
variacao total, segue que
]{52
n

|dn i (t) — dpy (Lei(Wy), 00)| < drv (Vn ks 00) <

Y

e particularmente
2

@Wmmm@—%g%my (4.2)

Observe que
dry(Lei(Wy),60) = 1 —P(W, =0) =P(W, > 1). (4.3)

Definamos a variavel aleatéria Hy por

Hy:=inf{t>0; W, =0}.

Note que Hy >t = W; > 1. Assim, utilizando (4.3) segue que

P(Hy > t) < P(W, > 1) = dpy (Lei(W,), &). (4.4)
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Considere as cadeias de Markov em tempo continuo Y, Y2, ... Y* independentes, geradas
por L, j, e com condigoes iniciais 1,2, ..., k respectivamente.
Para cada par (x,y) € {0,1,...,k}x{0,1,...,k}, defina um acoplamento ((Z;"¥, W;"¥);>q, P*¥)
dominante (como no Exemplo 3.1.14) entre Y* e Y'V.
Definindo para cada par z,y a variavel aleatoria

Tey =nf{t >0 : Z/Y =W/},
segue do Teorema 3.1.16 que

doi(t) < sup  P"Y(1,, >t) (4.5)

x n ue devi naturez men DY WYY 50, PYY a variavel aleatoria
Se x > y, note que devido a natureza do acoplamento (Z,"”, W,"?);>o,

H,,=inf{t >0 : ZY =0}
é tal que
P*Y(Hyy > Tyy) = 1.

Particularmente,
P*Y(Hy, > t) > P (1, > 1)

para todo t > 0.

Observe que o caso y > x é simétrico ao caso anterior, no sentido que podemos definir H, ,
de forma semelhante, e que H,, ~ H, ,.

Assim, pela Equagao (4.5), concluimos que

dni(t) < sup P*Y(H,, >1t).
z,ye{l,...k}

Observe que Hy , e H, ;, possuem a mesma distribuicao de Hy para quaisquer z,y € {0,1,..., k}.
Além disso, se x > y e z > w, entao claramente H,, > H,, sempre que x > z. Vale também o
caso simétrico, para r <y e z < w vale H,, < H,,, sempre que y > w. Portanto, Hy, domina
estocasticamente as variaveis aleatorias H, .

Assim, segue que
doi(t) < sup P™Y(H,, >t) <P(Hy>t). (4.6)

zyed{l,....k}
Unindo (4.2), (4.4) e (4.6), concluimos que

2

P(Hy > t) — % < dyo(t) <P(Hy > 1) (4.7)

Portanto, para provar o resultado podemos concentrar nossos esforcos em descrever o com-
portamento assintotico da probabilidade P(Hy > t) (conforme n — 0o0). Com isso em mente,
definamos para cada = € {0,1,... k}, a variavel aleatoria

H,:=inf{t>0; W, =z}
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e para cada x # 0 defina H, , 1 := H,_1 — H,.
Observe que pela propriedade forte de Markov as variaveis aleatérias acima definidas sao inde-
pendentes. Além disso, observe também que

k
HO = Z Hx,xfl-
r=1

Nos proximos passos usaremos a interpretagao da cadeia (W;);>¢ feita na Observagao 2.2.16.

Para cada z definamos
M — (k —x)? N x(n—2k+x)’
n n

(k —x)? _x(n—2k+u)

= T~ € T
b A, q

Ny

Quando no estado x a cadeia espera um tempo exponencial de parametro A, (Equivalente a
esperar /), onde F & um tempo exponencial de parametro 1, pela Observacao 2.2.16) e apos
isso com probabilidade p, a cadeia passa para o estado z + 1 e com probabilidade ¢, a cadeia
passa para o estado z — 1.

Sejam &1, . . ., &, variaveis aleatorias i.i.d. com lei comum Exp(1). Condicionado no primeiro
tempo de salto depois de chegar em x, temos

Hx,xfl = f\_f =+ 936<H;+1,x + H:?,xfl%

onde 0, ~ Bern(p,), Hy,,, e H, | sdo copias de Hyy1, € Hypy de modo que &, 6,, Hy
e Hix_l sejam todas independentes entre si. A heuristica por tras do argumento mora no
fato de que ao chegar em x o tempo de espera até o proximo salto é £, /\,, e ao saltar com
probabilidade p, a cadeia transiciona para x — 1, e com probabilidade ¢, a cadeia transiciona

P 1 2 . .
para = + 1, tornando necessario esperar H,,, , | + H; , ;| para transicionar para r — 1.

Para cada x € {1,...,k}, defina

MJ: = Hx,:c—l - f\_i

Note que
E [Mx] =K [ex(H;-‘rl,I + Hx2,a:—1>]

CE |0 (Mopy + M) 46, (S 4 &
>\x+l )\x

Usando a linearidade do valor esperado, e o fato de 6, ser independente das demais variaveis
aleatorias, segue que

1 1
E [M,] = p. ()\ » +IEI[MI+1]+)\—+E[MI]),
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e portanto

Dz 1 1
E[M,| =— — + E M, .
[ ] 4z (/\m—i-l * )\z * [ +1]>

Neste momento, provaremos que as variaveis M, ficam pequenas para n suficientemente
grande, e assim trocaremos o estudo das variaveis H, ,_; pelo estudo de f\—“”
T

Proposicao 4.2.1. Existe ng € N tal que para n > ng vale

16k2

nx?

E[M.] <
para todo x € {1,... k}.

Dem.: Tome ny € N de modo que para todo n > ng tenha-se n > 4k* (e particularmente
n > 4k).

Assim, fixado n > ng, observe que para qualquer = € {1,...,k — 1} temos:
k—x—1)>2 1 — 2k 1 —4k+ 4 2
)‘x—i-l:( r—1) +(a:+ )(n + x4+ ):)\x_i_n + 4 + > A (4.8)
n n n
Note também, que
/\m_x(n—2k+a:)Zx(n—?k:)zx(n—n/Q)ZE’ (4.9)
n n n 2
‘ k 2 k2 k2 2k?
Pa (k=) il (4.10)

Sabendo que

4py,
EM]=0<—,
[Mi] kG
suponhamos que
E[M,q] < _Apsi1
Azt 1Gz+1
para algum x € {1,...,k — 1}.
Neste caso, temos:
4>2+
- (x+1)
4k? 2
>24 —
n (r+1)
2k
=2+4

n(x+1)
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Assim, utilizando (4.8) e (4.10) segue que

e A Ahps
4 Ze y 2AaPeil

4> =
>\x+1 /\m )\:erIQerl

?

que é suficiente para garantir que

1 + i 4px+1 )

)\:c+1 Az )‘x+IQm+1

(
> (b B
M.

Portanto, pelo principio de inducao matematica concluimos que

P B ()
A2z
para qualquer = € {1,...,k}.
Assim, segue de (4.9) e (4.10) que
16k" > E[M,]
nx? ;
para qualquer = € {1,... k}. [ |

Observacao 4.2.2. Doravante, consideraremos n > ng da proposi¢ao anterior.

Observe que

E

n

fle
H, — >
3

ou seja, conforme avangamos no tempo, espera-se que Hj esteja muito proxima da soma das

k 0
16k2 32k2
] <y pr) <y 100 B (411
x=1

=1

variaveis .
X

) 1 1
Assim como trocamos o estudo de H, ,_; por $  agora compararemos " e — a fim de
T

A - T
€a

posteriormente trocar o estudo de /f\_x por =—.
x
xr

Observe que pelo fato de n > 4k2, e k > x, temos

2 _ 2 2
Dy — 2] = k* —4kx + 2x §k—§1.
n n 4
Portanto, utilizando a desigualdade
1 1 la—b 1
- _Zl<
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valida sempre que |a — b| < b, obtemos

o 1 ool Z 452

< .
x? 1_\)\x—x|_nx21_i_nszz21_1_3nw2
x 4x 4

1
Ay X

Assim, pela desigualdade triangular, e pela linearidade do valor esperado, segue que

TS [ o FEREY [ S

E

r=1 a:

Novamente, segue da desigualdade triangular que
k k
£ €
GRP R [ EapSbe i
de onde, utilizando (4.11) e (4.12), concluimos que

H() Z é-m

k
§o &
=F = (%)

r=1

] 104k2

Assim, finalmente reduzimos o estudo do comportamento de di ,(t) ao estudo da soma
k
>e
=1 z

Note que

Swn(5)-Sow(6) -S4

=0

Se[s]-

=1

Portanto, pelo Teorema das duas séries de Kolmogorov (Teorema A.1.8) segue que

f:v _
,}E&Z

¢ uma variavel aleatoria bem definida (a soma converge quase certamente).

Para o proximo passo utilizaremos o Lema A.3.5 (enunciado abaixo), cuja demonstracao se
encontra no apéndice.

Lema 4.2.3. Eziste v € (0,00) tal que para qualquer y € Ny wvale

k

Zi—logy v

=1

_2k
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Note que
k k

k
Z%—logk—”y—;&;l—i—;é—logk—y.

r=1

Portanto, pelo lema acima, segue que

k
: &e _
2 (Z;—W—W) -

=1

0 que nos leva a
n—oo

k
lim ]P’(Zg—m >logk+’y+t) =P(( > 1),
x
=1

e consequentemente
lim P(Hy > logk +v+1t) =P(¢ > t).

n—o0

Portanto, pela desigualdade obtida em (4.7), segue que

lim d,,\ (logk+~+t) =P >1)
n—oo

que ¢é o resultado desejado.
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Ferramentas da teoria da medida e proba-
bilidade

A.1 Resultados Basicos

As demonstragoes e mais detalhes importantes podem ser encontrados em | , |.
Para o restante da segao, considere um espago de medida (2, F, p).

Teorema A.1.1 (Teorema da Convergéncia Monotona). Seja (f,)nen uma sequéncia mondtona
nao-decrescente de fungdes p-integraveis assumindo valores reais positivos. Se (fn)nen converge
pontualmente para uma funcao f, entao f € integrdvel e

/fduzr}g&/fndu-

Teorema A.1.2 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,)nen uma sequéncia de fungoes
p-integrdaveis assumindo valores reais, e convergindo p-q.t.p. para uma funcao mensurdvel f.
Se existe uma fun¢ao integrdvel g tal que | f,| < g para todo n € N, entao f € integrdvel e

/fdu=7}Lr§O/fndu-

Teorema A.1.3. Se X € uma varidvel aleatoria continua asssumindo valores reais, com fun¢ao
densidade fx, e g € uma fun¢do mensurdvel, entao

E[g(X)] = / " o) fx () de.

o0

Teorema A.1.4 (Teorema de Fubini). Sejam (Q, F,u) e (A, G,v) espacos o-finitos. Se F €
uma fungao mensurdvel em (2 x A,0(F X G),u®@v) , e u ® v- integravel, entio as fungoes
definidas p @ v - q.t.p. por

f(x)z/AFmdu e g(y)z/QFydu

108
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possuem integrais finitas e tem-se

/Q{F/Adu} du:/QXAFd(ué@y):/A{F/Qd#} W

Teorema A.1.5 (Desigualdade de Markov). Se X é uma varidvel aleatdria nao negativa, entdao

para todo t > 0 tem-se
E
P(X >1t) < %
Teorema A.1.6 (Teorema da Extensdo de Carathéodory). Se p é uma medida o-finita em

uma dlgebra A, entdo p possui uma unica extensio para o(A).

Dem.: Consultar | | ou | . |

Teorema A.1.7 (Desigualdade de Chebyshev). Se X é uma varidvel aleatoria com média p,
entao para qualquer a € R tem-se

EX?] —p?

PX -E[X]| > ) < =

Teorema A.1.8 (Teorema das duas séries de Kolmogorov). Seja (X, )neny uma sequéncia de
varidveis aleatdrias independentes de modo que para cada n € N se tenha E[X,] = u, e

Var [X,] = 02. Se

(0] oo
Z“"<OO e Zai<oo,
n=0 n=0
entao a série
[o.¢]
> X
n=0

converge quase certamente em R.

Definigao A.1.9 (7-sistema). Se 2 é um conjunto nao vazio, dizemos que uma colegao 4 de
subconjuntos de 2 é um m-sistema se A é fechado para intersecoes finitas.

Definigao A.1.10 (A-sistema). Se €2 é um conjunto ndo vazio, dizemos que uma cole¢ao A de
subconjuntos de {2 é um A-sistema se as seguintes condig¢oes sao satisfeitas:

(i) Qe A
(ii) Se A, Be Ae AC B, entao B\ A € A;
(iii) Se Ay, Ag,---€ Ae A, 1 A, entao A € A.

Teorema A.1.11 (Teorema A-7 de Dynkin). Se A € um w-sistema e B € um A-sistema ambos
de Q, e A C B, entio o(A) C B.

Dem.: Ver Apéndice A de | |. |



110 A.1. Resultados Bésicos

Corolario A.1.12. Sejam py e ps sao duas medidas definidas em um mesmo espago (£, F)
tais que
p1(A) = pa(A)

para qualquer A em um m-sistema A. Se o(A) = F, entao 1 = pa.

Observacgao A.1.13 (Processos continuos & direita sdo definidos pelas distribuigdes finito-di-
mensionais). Note que a o-algebra J gerada pelos conjuntos da forma

{Xto = CL(),th =dai,... ,th = an}

com n € N e estados ag, ai, . ..a, € ty,ts,...,t, € Ry éigual a o(X; : t > 0). De fato: Como
os conjuntos da forma {X; = a} pertencem a 7, particularmente cada X; é J-mensuravel, o
que garante que o(X; : t >0) C J.

Em contrapartida, observe que
n
(X = a0, Xo = an, . X, = g} = () Xi (ar),
k=0

mostrando que {X;, = ap, Xy, = a1,...,Xs, =a,} € o(X;y : t > 0), e consequentemente
J Co(X; :t>0).

Como a colegao A dos conjuntos da forma { Xy, = ag, X3, = ay,..., X, = a,} é um 7-sistema,
pelo Corolario A.1.12 uma medida em o(X; : ¢ > 0) é unicamente determinada pelos seus
valores em A.

Porém, por ser um processo continuo a direita, sabemos que para cada t € R>( vale
o0
xi=a}=J [ {N=a,
9€Q>0 peQnlt,t+q]
onde Qs :={y € Q| y > 0} . Portanto, particularmente a colegdo B dos conjuntos da forma
{Xto = ao,th =Q1,... ,th = an}

com n € N, estados ag,a1,...a, € tg,...,t, € Q>¢ (que também é um m-sistema), é tal que
o(B) = o(A). Assim, pela argumentagao anterior, uma medida em o(X; : ¢ > 0) é unicamente
determinada pelos seus valores em B.
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A.2 Esperanca condicional

Definigao A.2.1 (Esperanca condicional). Seja (€2, F,P um espago de probabilidade e G uma
o-algebra contida em F. Fixada uma variavel aleatéria X G-mensuravel e com E[|X|] <
00, definimos a esperanga condicional de X dado G (Notagao E [X | G]) como sendo qualquer
variavel aleatéria Y que satisfaca as seguintes condigoes:

(i) Y é G-mensuréavel;
(ii) Ppara qualquer A € G, tem-se E[14Y] =E[14X].

Observagao A.2.2. Recorde que pela defini¢ao de valor esperado, vale
E[14X] = /XlAd]P = / X dP.
A

Defini¢ao A.2.3 (Esperanga condicional dada uma variavel aleatoria). Dadas X, Y duas varia-
veis aleatorias definidas um espago de probabilidade (€2, F, P, definimos a esperanga condicional
de X dado Y (Notacao E[X | Y]) por

E[X |Y]:=E[X|o(Y)].

Defini¢ao A.2.4 (Esperanca condicional dado um evento). Dada uma variavel aleatoria X de-

finida no espago (€2, F,P) e um evento A € F com P(A) > 0, definimos a esperanca condicional
de X dado A (Notagao E [X | A]) por

E[X | A :=

Lema A.2.5 (Lei da Esperanca Iterada). Seja (2, F,P) um espago de probabilidade e G uma
o-dlgebra contida em F. Fixada uma varidvel aleatoria X G-mensurdvel, entao

EE[X |Gl = E[X].

Dem.: Consequéncia direta do item (ii) da Defini¢do A.2.1 tomando A =) . [

Definigao A.2.6 (Probabilidade Condicional dada uma o-algebra). Fixados um conjunto A e
uma o-algebra G num mesmo espaco de probabilidade, definimos a probabilidade de A dado F
por

P(A]G)=E[1a]d].

Lema A.2.7. Fizado um espago de probabilidade (2, F,P), suponha que Ay, As, ... seja uma
parti¢ao de ). Se P(A;) > 0 para todo indice i, e G = 0(Ay, A, ...), entdo
L E[14,X]
E[X = — =1,
X191=3 5T 1
=1
Lema A.2.8. Fizado um espaco de probabilidade (2, F,P), suponha que Ay, As, ... seja uma
particao de ). Se X € uma varidvel aleatoria definida neste espaco, entao

o0

E[X] = Y (E[X14]P(4)).

i=1
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Teorema A.2.9. Sejam X,Y sao varidveis aleatorias definidas em um mesmo espaco de pro-
babilidade, e seja F uma sub-o-dlgebra. Se X € F, E[|Y]] < 0o e E[|XY]] < 00, entdo

E[XY | F]=XE[Y | F].

Particularmente,
EE[XY | F]]=E[XE[Y | F]].

Proposicao A.2.10. Sejam X,Y sdo varidveis aleatorias independentes, e ¢ : R> — R uma
fungao tal que E[¢(X,Y)] < 0o. Se g(x) :=E[p(x,Y)], entao E[¢(X,Y) | X]| = g(X).

Dem.: Ver Exemplo 4.17 de | |. [ |

Proposicao A.2.11. Sejam Xi, ..., X, varidveis aleatorias independentes, e seja ¢ : R™ — R

uma fungao tal que E[p(Xq,..., X)) < oo. Se g(y1, .-, Yn-1) = Elo(y1, .., Yn-1,Xn)],
entio E[p(X1, ..., X,) | o(Xy,... Xn1)] = 9(Xy).

Dem.: Ver | . |
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A.3 Lemas tteis

Lema A.3.1 (Lema de Schur). Se S C N possui mdc(S) = g5 entdo existe inteiro mg tal que
para todo m > mg o produto mgs pode ser escrito como combinacao linear de elementos de S
com coeficientes inteiros nao-negativos.

Dem.: Lema 1.30 de | |. [

Teorema A.3.2 (Propriedade da Perda de Memoria). Uma varidvel aleatoria T : € — (0, 0o]
possut distribuicao exponencial se e somente se

P(T>s+t|T>s)=P(T >t) para quaisquer s,t > 0.

Dem.: Suponha que T' ~ Exp(A) para algum A > 0. Assim

P(T>s+t,T>s) PT>s+t) e At -
]P)(T>S+t‘T>S): P<T>S) = IED(T>8) = e—)\(s) —e )‘(t):]P)(T>t>

Reciprocamente, suponha que 7' satisfacao a condi¢ao do enunciado.
Como T > 0, existe n € N* tal que P(T" > 1/n) > 0. Definindo a fungao f : Rsy — [0,1) por

f@t) =B(T > 1),

segue da hipotese que

f(l)z]P’(T>1):IP<T>i%> :P(T>%)n>0.

Assim, definimos implicitamente \ pela equacdao e . Observe que

1) xR e (1 E5) r (r0) < (- 2) T s

para quaisquer m,n € N*, o que nos leva a concluir que

flg) =e

para qualquer g € Q. Assim, segue do fato de f ser nao-crescente, e da continuidade de P
que

fla) = e

para todo x € Rx, e consequentemente 7' ~ Exp(\). [ |

Teorema A.3.3 (Propriedade da Perda de Memoria II). Se Z ¢ uma varidvel aleatoria com
distribuicao Exp(\), entao para qualquer fun¢ao mensurdvel f tem-se

E[f(Z = t)l{zsny] = e ME[f(2)].
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Dem.: Através do Teorema A.1.3, e
E[(Z ~ O)1izn] = [ £(Z 01z P
= /Ooo Ae™ f(x —t)1psy da
=e M /0 T AeAeD flo —t)1an da
—e M /OO Ne 2@ f(x — ) da
¢

Y / Ae ) f(y) dy
t

=e ME[f(2)]
|
Teorema A.3.4. Sejam Si,Ss, ... uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes com
Sp ~ Exp (A,) com N\, € (0,00) para todo n € N,. As sequintes propriedades sao vdlidas:
. > ] B [ee)
(i) Se Z)\—<oo, entio P | > S, <oo ) =1.
. 00 1 B 00
(i) Se Z)\—:oo, entioP | > S, =00) = 1.
n=1 "\n n=1
Dem.: Se ) x < 00, entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos
n=1
oo o0 o 1
E Sp | => E[S,] = — < oo,
(3s) - Smisi-3 L <
n=1 n=1 n=1
0 que garante que
P (Z S, < oo) =
n=1
Em contrapartida, se Y — = 00, entdo pela independéncia das variaveis aleatorias , temos:
n=1 "\n

oo (358 flee ) [l e (1)

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

(£
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Fixado M > 0 qualquer , note que

SEEN
(

> E jexp | — Z S") 1{2;’5’:1 Sn<M}]
L n=1
> E _exp (—M) 1{220:1 Sn<M}:|

oo
::aMP<§:&,<M>,
n=1
0 que nos mostra que

P (isn < M) = 0.
n=1

Como tomamos M > 0 qualquer, segue que

P <i S, < oo) =0.
n=1

Lema A.3.5. Existe v € (0,00) tal que para qualquer y € N vale

k

Zé—logk—y

r=1

3
< —.
- 2k

Dem.: Note que pela formula de Taylor, para cada x € N* temos

1 =L (—1)rHt
log(1+—): (=1 .
i

p=1 p
Assim, particularmente
1
0<——log|(1+—-) <—
(D)=
e como
> <o
22 ’
r=1
temos
vy :——log(1+—) < o0
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que nos leva a concluir que

i(g)_logk_i(;_bg(wé))

=1

k

Zi—logy—v

z=1

<

CF (i)

— 1
< |log(k + 1) — log k| + Z 52

r=k+1
< log(l—k%)‘—l—/}C %dt
SRR
—k 2k
2
=35

Para o proximo resultado considere uma cadeia de Markov (X;);>¢ em tempo continuo como
as da Defini¢ao 2.2.15 com espaco de estados E.

Lema A.3.6. Seja F' : R, x E — R uma func¢ao limitada, de modo que para cada v € FE
F(-,z) € de classe C? e existe constante C > 0 tal que

sup (22 F) (s, )] + sup (02 (5, )| < C
(s,x) (s,x)

O processo (MF (t))i>o definido por
t
ME(t) .= F(t, X;) — F(0, Xg) — / (0s + L)F(s, Xs)ds
0

é um martingal com respeito a (Fy : t > 0), onde (F; : t > 0) € a filtragio natural
Fi=o0(Xs : t>s52>0).

Dem.: Lema 5.1 do apéndice 1 de | .



B

Construcao de sequéncias de variaveis ale-
atorias 1.1.d. e de cadeias de Markov

Antes de enunciar o primeiro fixaremos uma notacdo. Denotaremos por RY a o-algebra de
subconjuntos de RY gerada pela colecio A dada por

A::{(al,bl] X (ag, be) ><~--><(an,bn]><R><R><---‘

neN e (a,b],(az, b, ..., (an,b,) sdo intervalos em R}.

Observacao B.0.1. E facil de ver que para qualquer n € N* tem-se M x R xR x --- € RN
para todo M € B(R") visto que B(R") ¢é gerado por retangulos n-dimensionais. Este detalhe
serd importante no futuro.

Teorema B.0.2 (Teorema da Extensao de Kolmogorov). Suponha que para cada n € N* se
tenha uma medida i, definida em (R™, B(R™)). Se para qualquer n € N*, e quaisquer intervalos
(a1, 01], (a2, ba] ;- -+, (an, bn] tem se

/,l,n+1 ((alabl] X (CLQ,Z)Q] X X (anabn] X R) = ,Mn ((alabl} X (CLQ, b2] XX (aTL’bn])?
entao existe uma medida P em (RN, RY) de modo que

P ((a1,b1] X (ag,bo] X -+ X (an,by] X RXR X +-+) = p, ((a1,b1] X (ag,bs] x -+ X (an,by])

para qualquer n € N*| e quaisquer intervalos (a1, b1], (ag, b2, -, (an, by .
Dem.: Consultar apéndice 3 de | |. |
Dada uma sequéncia Xy, X5, ... de variaveis aleatorias reais, denotemos por p, a distribuicao

de X;. Como cada pu; é uma medida em R, para cada n podemos definir a medida produto

Un = H1 &+ & Un,

117
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onde

va(Ar x - x Ay) = [ i(Ar)
k=1

para quaisquer Ay, ..., A, € B(R).
Assim, pelo Teorema da Extensio de Kolmogorov, existe uma medida P em (RN, RY) de modo
que

P ((a1,b1] X (ag,be] X -+ X (an,by] X RXR X +-+) = p, ((a1,b1] X (ag,bs] x « -+ X (an, by])

para qualquer n € N*, e quaisquer intervalos (aq,b1], (ag,bs], -+, (an, byl .
Definamos a sequéncia (Y,)qen- de varidveis aleatorias em (RN, RN, P por

Yo (w1, wa,...)) = wy

para todo n, e para todo (wy,ws,...) € RY.
Observe que para cada n € N* temos

PYyel,....Y,el,)=P

([1 X -+ X Iy, xRx--)
L1 (20
k=1

para quaisquer intervalos Iy,...,I de R. Assim, particularmente as varidveis aleatorias
Y1,Ya, ... é independente. Além disso, como P(Yy, € I;) = ux(lx) para qualquer intervalo
Iy, e B(R) é gerada pelos intervalos, segue de Corolario A.1.12 que X}, e Y} possuem a mesma
distribuicao.

Lema B.0.3. As varidveis aleatorias Xy (k € N) definidas no Exemplo 1.1.7 sao mensurdveis.
Dem.: Note que X é claramente mensuravel, uma vez que é composicao de func¢oes mensu-
raveis. Suponha que X,, seja mensuréavel para algum n € N.

Fixado um estado z, observe que

Xoh(2) = {w | Fl&(w), Xa)} = J{X @ N (fao &)™ (2)}-

ack
Assim, pelo fato de X,,, f, e &, serem mensuraveis, por consequéncia X, também o é.
Portanto, segue do principio de indugao matematica que X; é mensuréavel para todo t € N.

B.1 Construcao de Cadeias de Markov em tempo continuo

Nesta secao, mostraremos que o processo definido em Definicao 2.2.15 é de fato uma cadeia
de Markov em tempo continuo. Recordando a definicao:
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Definigao B.1.1 (Cadeia de Markov em tempo continuo gerada por ). Um processo (X;)i>o
minimal e continuo a direita assumindo valores em I é uma cadeia de Markov com distribuicao
inicial A e matriz geradora ) se sua cadeia de saltos (Y, ),en € uma cadeia de Markov em
tempo discreto com distribuicao inicial A\ e matriz de transicao A, e para cada n € N, condi-
cionado a Yy, ..., Y,,_1, os seus tempos de espera Si, ..., 5, sao varidveis aleatorias exponenciais
independentes com parametros ¢(Yp), ..., ¢(Y,—1) respectivamente. Em outras palavras

X =Y 1y0.0Y
n=0

Observagao B.1.2. Na defini¢ao acima ao invés de definir Sy, .55, ... como sendo exponenciais
de parametros ¢(Yy),q(Y1),. .., poderiamos definir para cada k € N*
&k
Sk = s
q(Yi-1)
onde &1,&,, ... sao variaveis aleatoérias exponenciais com parametro 1. Isso segue do fato de

pExp(p) ~ Exp(1) para todo p > 0.

Usaremos a mudanca descrita na observacao acima.

Observacao B.1.3. Na ocasiao da definicao nao especificamos uma filtracao, portanto, con-
sideraremos o processo definido no espago (€2, F,P), onde F := o(X; : t > 0) com a filtracao
natural (F;);>0, onde Fy :=0(X; : 0 < s <1).

Proposicao B.1.4. O processo estocdstico em tempo continuo descrito na Definicao 2.2.15
satisfaz a propriedade de Markov. Isto é

P(Xirs =& | F) =P(Xews = €| Xu),
para quaisquer t,s > 0 e & no espaco de estados E. Particularmente,
P(Xis =& X = o) = Po(Xs = OP(X; = a)

0 que garante

P(Xpys =& | Xy = a) =Pu(X, =§)
quando P(X; = ) > 0.
Dem.: Fixados t,s > 0 e £ € E, definamos a fun¢ao P*(Xy, &) por

P (X, ) (w) = Py, w)(Xs = &).

Pela defini¢cao de probabilidade condicional, provar a igualdade do enunciado é equivalente a
mostrar que

E{X s =&} | Al =E[M{Xy =&} [ X4 (B.1)
Inicialmente mostraremos que

E [1{Xt+s = 5} | ]:t] = PS(Xt>£)7 (B-2)
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e posteriormente mostraremos que isso implica (B.1).

Como pela definigao de esperanca condicional temos
P(Xips = €| 1) = E[1{Xps = &} | A,

para mostrar a igualdade principal ¢é suficiente mostrar que se tem

/1{A}1{Xt+s =¢HdP :/1{A}P5(Xt,§) dP (B.3)

para qualquer A € F;.

Note que os conjuntos da forma {S; > ay,...,5 > a;, Yo =vo,..., Y1 =y, X; =} com!l € N,
ai,...ar > 0eyo,y1,...,y € E de modo que J, < t, formam um m-sistema C.
Além disso, observe que F; C o(C). Portanto, pelo Teorema A-7 de Dynkin (Teorema A.1.11)
e pela Observacao A.1.13, basta verificar que a igualdade (B.2) vale para qualquer conjunto
com a forma descrita acima.

Assim, fixado um conjunto A = {S; > ay,...,S; > a;,Yo =vo,..., Y = y;, X; = (}, observe
que
P(AAXs =&} = ZP(A, {Xips =&h I <t < Jiia)

k>0

Analisaremos a parcela P (A, { X, s = &}, Jp <t < Jpy1) da soma. Observe que pela constru-
¢ao do processo, o valor de X;,, pode ser escrito como

Xips = Y Ut + 5 € [Jn, Jns1) Yoo

n=0

Porém como sabemos que s € [Ji, Jp + 1), e os tempos de espera sao independentes, podemos

escrever .

Yi, sese (0, Sk+1—(t—Jk))§

Yit1, ses€ [Sip1, Sp + 5k+2);
Xt—i—s = -

Yito, ses€ |Spqr+ Sy, Skp1 + Skga + 5k+2);

9

\
onde Sk+1 = Sk+1 — (t — Jk)
Ou seja, podemos escrever

Xivs = F (5, {Y5, Yir1, - .- F o Ao — (= i)y Jig2s .- })

onde F' é a fungao descrita acima. Para simplificar a notagao, usaremos f(W) para denotar

F(S,{Yk,Yk_H, e } s {W, Jk+2, e }),
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para qualquer variavel aleatéria W. Além disso, note também que
]P)(Aa {Xt+s = g}a Jp <t< Jk+1) = ]P)<Ba {}/;c = C} ’ {Xt+s = 5}7 Jp <t < Jk—i—l) )

onde B = {X;, =1, Xy, =y2,..., Xy, =y}, em outras palavras, B ¢ o conjunto A sem a
condicao X; = (.

Defina a sigma algebra Hy = o (Yo, Y1, ..., Y, So, S1, ... Sk). Observe que como t € [J, Jiy1)
e t > J;, tem-se obrigatoriamente k£ > [, assim, B é H;-mensuravel. Logo, temos

P(AA{Xs =& e <t < Ji1)
=K [1Bl{Yk=C}1{Xt+s ={{J <t < Jk+l}}
= E [151py,= H{ S (Skr1 — (t = i) = &1y <t<inn}) (B.4)
=E [131{Yk=4}1{f(5k+1 - (t - Jk)) = f}l{Jkgt}l{t—Jk<Sk+1}}
=E [1p1py=) 1{ F(Sks1 — (t = Ji)) = E} 1<y Lpso<siny] »

onde f(W) = F(5,{¢,Yes1,..-},{W, Jrta,...}), em outras palavras ¢ a funcio f com a
informacao de que Yy, = (.

Assim, utilizando o Lema A.2.5 temos

P(A7 {Xt+s - 5}7 Jk S t < Jk-i-l)
=E [E [151=01{f (k1 = (t = J1)) = e} enLpsesiiny | Hal]

que através do Teorema A.2.9 nos fornece

IP)("47 {Xt+8 = 5}7 Jk S t < Jk-i-l)
=E [131{Yk=4}1{JkSt}E [1{?(Sk+1 —(t—=Ji)) = f}l{thk<sk+1} | Hk“ . (B.5)

Segue de Proposi¢ao A.2.11 que

E[1{f(Skr1 — (= ) =} L sesiny | Hi] = E [L{F(Si1 — (t = 9)) = E} Lppmsesiny] |,y

e Propriedade da Perda de Memoria II implica em
E[1{F (S = (t = J) = 1 syesieny | Ha] =D E[1{F(S ) =€}, (B6)

onde Sii; ¢ uma varidvel aleatéria com a mesma distribuicao de Sii; e independente das
variaveis Sp, 51, . . .

Assim, substituindo (B.6) em (B.5), obtemos
P(AAXirs =& e <t < Jipa)
=k [131{Yk=<}1{Jk5t}e o= [ { (Skt1) = }”

=E [1plpy,—g 1<y e O W]E {T(Skﬂ) = 5}]



122 B.1. Construcao de Cadeias de Markov em tempo continuo

=E [1plpy=) Lp<n e O] PG 6 (B.7)

Note que repetindo os passos de (B.4) até (B.6) com a fungao G = 1 ao invés de f obtemos a

igualdade

e—Q(C)(t_Jk)} —F [

E [151{v=c 1< 11y =y L <t< i) (B.8)

Portanto, substituindo (B.8) em (B.7) obtemos

P(A{Xes = & Jk <t < Jenn) = B [Lsl =) L] P1GE)
[151pyv— 1 <t<n 3 PP(C )]
[1A1{Jk§t<Jk+1}Ps(C7£)}

=K
=K
= ]E 1A1{Jk§t<Jk+1}Ps(Xt7€)j| .

Somando em k£ € N obtemos
B (A {Xors = €)) = E[LiP*(X,,8)]. (B.9)
que através da discussao inicial nos permite concluir que

E[l{XtJrs = f} ‘ ]:t] = PS(Xtaf)

Observe que a pré-imagem de qualquer conjunto mensuravel por P*(X;, ) é um conjunto da

forma
U {Xt = yk} )
iel
com I C Ney; € E para todo i € I. Portanto, P*(X;,§) é o(X;)-mensuravel.

Sabemos que
/ 141{ Xy, = £} dP = / 1,P*(X,, €) dP

para qualquer A € F;. Como o(X;) C F;, particularmente vale

/131{Xt+5 — &} dP = / 15P%(X,, &) dP

para qualquer B € F;.
Portanto, segue da definigao de probabilidade condicional que
E1{Xs =&} [ o(Xy)] = PP(X4, §) = E[1{Xyys = &} | F],
o que finalmente nos permite concluir que o processo (X;);>o ¢ uma cadeia de Markov.
Ja para a segunda parte, tomando A = {X; = (}, segue da igualdade acima que
E [1x—g1{Xtrs = ] = E [ P7(X5,€)]
o que implica

E [1{Xt:4}1{Xt+s = 5}] =K |:1{Xt:<}Ps(<7 5)} = P(Xt = C)PS(C7§)7
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que é suficiente para concluir que

P(Xis = £, X = Q) = P(X; = O)P°((, ).
[ |
Agora direcionaremos os nosso esforcos para provar que o processo também satisfaz a propri-
edade forte de Markov.
Proposicao B.1.5. se S < T sao dois tempos de parada para uma dada cadeia com filtragao

(Fi)e>o0 entao Fs C Fr.

Dem.: Fixado A € Fg, segue da definigao que AN{S <t} € F; para todo ¢t > 0. Além disso,
como T é um tempo de parada para a cadeia, por defini¢ao {T <t} € F; para todo t > 0.
Note que segue do fato de S < T que

(T <t} C{S<t}.

Assim, vale

{T<t}NnAN{S <t} ={T <t}nA,
e como JF; é uma o-algebra, segue que
{r<tter
para todo t > 0. Logo, concluimos que A € Fr.
|

Observacao B.1.6. Para o proximo resultado, utilizaremos o fato de (X;)¢>o ser continuo a
direita sem fazer mencoes.

Lema B.1.7. Se S|T sao tempos de parada para (Xi)i>0, entao Xr, {S <T}, {S>T},
{S<T} e{S>T} sio Fr-mensurdveis.

Dem.: Note que fixado t > 0, temos

{(S>Tyn{T<ty= |J ({S>s}n{T<s}

s€eQN[0,t]

- U ds<sn{T<s).

s€Qn[0,4]

Como cada ({S < s} N{T < s}) pertence a Fj, segue da definigao de o-algebra em tempo de
parada que {S > T'} € Fr. Pelo fato de Fr ser uma o-dlgebra, particularmente

(S<Ty={S>T)¢eFr

De maneira semelhante, fixado ¢ > 0, temos

{(S<Tyn{T<ty= J ({S<s}n{t=T}n{T>s})

s€QN0,t]
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= |J {s<sin{t=TIn{T<s}).

s€QNI0,t]
Como por hipotese {S < s} N{T < s} pertence a Fs e s < t, segue que
{S<stn{t>T}N{T < s}°) € F.

Portanto, segue da definigdo de o-élgebra em tempo de parada que {S < T} € Fr, e conse-
quentemente {S > T} € Fr.

Ja para a segunda parte, para mostrar que Xp é Fp-mensurdvel, basta mostrar que
{Xr =y} € Fr para todoy € E.
Fixado y € E, observe que para todo m € N, existe k,, € N tal que T" € [(k,, — 1)27™, k,,27™).
Particularmente pelo fato do processo ser continuo a direita, sob a condi¢ao T' < t, existe um
m € N tal que todo [ > m natural admite k; € N com k27! <t de modo que

ki —1 Kk
XT:Xklg—l:y e TE[T7§>

Note que reciprocamente, se algum w € € satisfaz as condigoes acima, entao w €

{XT =y, T < t} .
Portanto, fixado ¢ > 0, temos
{XT = yuT S t}

={X, =y, T=t}| J{Xr=9,T <t}

00 00 |_27ltJ

mwr-aU(OA U frenre 52 2))

m=0Il=m k=1

=00 (0A U (e oinfre o fr 1))

m=01l=m k=1

k E—1)°
Como {X; =y}, {T =t}, { Xy =y}, {T < 2—m}, {T < 2—”‘} pertencem a F;, con-

cluimos que {XT =y, T < t} € F.
Assim, segue da defini¢ao de o-algebra em tempos de parada que X1 é Fpr-mensuravel. [ |

Proposicao B.1.8. O processo definido em Definigao 2.2.15 satisfaz a propriedade forte de
Markov. Isto €, fixado um tempo de parada T, para qualquer s > 0 tem-se

P(Xris =& | Fr) = P(Xrys = €| X7)
no conjunto {T < oo} . Particularmente,
P Xris =6 Xr=0,T <00) =P(Xr =a,T <o0)P,(X; =¢),

0 que garante que
P Xrs =€ | Xr=0a,T <00) =P,(X; =¢)

se P(Xr = a) > 0.



125 B.1. Construcao de Cadeias de Markov em tempo continuo

Dem.: Adotaremos a mesma estratégia da demonstragao anterior. Primeiro mostraremos que
P(Xrys =& | Fr) = P*(X71,§),
e posteriormente mostraremos que isso implica na desigualdade do enunciado.

Procuramos mostrar que para todo A € Fr, tem-se

E[141{X7ys =} 1rcod] = E[14P° (X7, §)1rcod] -

Defina para cada n os tempos de parada T, por

“k+1
T, = Z Lirernmys

2n
k=0

onde I(n, k) = <k (k+ 1)] .

DT
Observe que {T < o} ={T,, < o0}, T,, > T e além disso, T,, | T.

Fixado n € N* note que

E [1A1{XTn+s = 5}1T<oo] =E [1A1{XTn+s = f}lTn<oo]

o0

S TE[141{T, = (k + 1)27"}1{ X, 1o = €}]

k=0

hE

E [141{T, = (k+ 1)27" }1{ X(p11)2-n45 = &}

i
o

Note que como T < T,, temos Fr C 7,, e como por hipétese A é Fpr-mensuravel, segue que
A ¢ Fr,-mensuravel. Portanto, segue da definicao que AN{T},, = (k+1)27"} € Fry1)o-n.

Assim, retomando as contas, pelo Lema A.2.5 temos

- k+1
E[141{X7,+s = lres] = ZE []E {]—Al{Tn = ( on )}]—{X(k+1)2"+s =¢} | ]:(kﬂ)/an
k=0
- k+1
= E |:1A1{Tn = ( on )}E [1{X(k+1)/2n+s = 5} | f(kﬂ)ﬂ”ﬂ :
k=0

Usando a propriedade de Markov, obtemos

o0

E[1a1{Xp, s = ren] = > E {lAl{Tn =
k=0

(k+1)

}PS (X<k+1)/2naf)}

14P°( X7, 5)1{Tn<00}]
lAPS(XTnyg)l{T@Oﬂ

E|
E
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Observe que como o processo é continuo a direita e T}, | T temos
Tim 1{Xr, 4, = €} = 1{Xry, = £},
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que
E1sa{ X1 =M reo] = Jim E LA{ X745 = {Flrcse] = Jim E [14P*(X7,, €)1 {7<o0)]

Como o espago de estados é enumeravel, P*(-,£) é trivialmente continua, o que nos leva a
concluir que

lim P(Xp,.€) = P'(Xr.£).
Portanto, novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

lim E [14P*(X7,,&)7<0}] = E [LaP* (X7, €)1 {7<o0}] -

n—o0

Assim,

E [1A1 {XT—I—S = 5} 1T<oo] =K [1APS(XT7 €>1{T<oo}} )

e como tomamos A € Fp qualquer, segue que
P(Xr4s =& | Fr) = P*(Xr,§)
em {1 < oo} .
Repetindo o argumento da demonstragao da propriedade de Markov, concluimos que
P(Xris =& | Xp) = P*(X7,9),
e consequentemente
P(Xrys =& | Xp) = P*(Xr, &) = P(Xpys =& | Fr)
em {1 < oo} .
Ja para a segunda parte, tomando A = { X7 = (}, segue da igualdade acima que
E [1r<co)lixr=0) H{ X115 = §}] = E [Lircoy Lixp=q P* (X7, §)]
o que implica
E [1rcoop L= H{Xrss = ] = E [Lircsy 1= P*(C, §)] = P(X7 = ¢, T < 00) P*((, €),

que é suficiente para o resultado final. [ |
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