Jomar Ferreira Ramos Junior

A Transformada de Fourier para o Laplaciano

Generalizado

Vitéria

2024



Jomar Ferreira Ramos Junior

A Transformada de Fourier para o Laplaciano Generalizado

Dissertacao de mestrado apresentada ao PPG-
MAT como parte dos requisitos exigidos para
a obtencao do titulo de Mestre em Matema-
tica

UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Orientador: Prof. Dr. Fabio Julio da Silva Valentim

Vitoria

2024



Ficha catal ogréfica disponibilizada pelo Sistema Integrado de
Bibliotecas - SIBI/UFES e elaborada pelo autor

Ramos Junior, Jomar Ferreira, 1998-
R175t A Transformada de Fourier para o Laplaciano Generalizado
/ Jomar Ferreira Ramos Junior. - 2024.
87f.:il.

Orientador: Fabio Jilio Vaentim da Silva.
Dissertacdo (Mestrado em Matemética) - Universidade
Federal do Espirito Santo, Centro de Ciéncias Exatas.

1. Transformada de Fourier. 2. Equagtes diferenciais
parciais. 3. Fungdes de Green. 4. Teoria Espectral. 5. Operadores
Diferenciais. 6. Operadores auto-adjuntos. 1. da Silva, Fabio
Julio Vaentim. I1. Universidade Federal do Espirito Santo.
Centro de Ciéncias Exatas. |11. Titulo.

CDU: 51




A Transformada de Fourier para o Laplaciano Generalizado

Jomar Ferreira Ramos Junior

Dissertacdo submetida ao Programa de Po6s-Graduagdo em Matematica da
Universidade Federal do Espirito Santo como requisito parcial para a obtencao do

grau de Mestre em Matematica.

Aprovada em 05 de margo de 2024 por:

Prof. Dr. Fabio Julio da Silva Valentim
Universidade Federal do Espirito Santo
Orientador

Prof. Dr. José Miguel Mendoza Aranda
Universidade Federal do Espirito Santo

Prof. Dr. Jean Carlos Silva
Universidade Federal de Minas Gerais

Universidade Federal do Espirito Santo
Vitéria, 05 de marco de 2024

Documento assinado eletronicamente nos moldes do art. 10 da MP 2200/01 e Lei 14063/20
[Hash SHA256] a082564ccel2777ca95bf60669f41feb7270b424d353f9670a9cafdal58052c2




Jomar Ferreira Ramos Junior

A Transformada de Fourier para o Laplaciano Generalizado

Dissertacao de mestrado apresentada ao PPG-
MAT como parte dos requisitos exigidos para
a obtencao do titulo de Mestre em Matema-
tica

Trabalho aprovado. Vitoria, 05 de marco de 2024:

Prof. Dr. Fabio Jilio da Silva
Valentim
Universidade Federal do Espirito Santo
Orientador

Prof. Dr. José Miguel Mendoza
Aranda
Universidade Federal do Espirito Santo
Membro Interno

Prof. Dr. Jean Carlos da Silva
Universidade Federal de Minas Gerais
Membro Externo

Vitoria
2024



A minha famdlia, por seu amor incondicional e apoio constante; aos meus amigos, pela
compreensao e incentivo ao longo desta jornada; e a todos os professores e mentores que
me guiaram e inspiraram, esta dissertacao é dedicada a vocés. Que este trabalho possa
contribuir de alguma forma para o avanco do conhecimento em nossa drea e para o bem

da sociedade.



Agradecimentos

Expresso minha profunda gratidao a Deus, por Sua infinita sabedoria, por me
conceder forgas nos momentos desafiadores e por guiar meus passos ao longo desta jornada

académica.

Agradeco ao Dr. Fabio Jualio Valentim da Silva, meu orientador, pela orientacao
dedicada, pelo apoio constante e pela sua expertise que foram fundamentais para o
desenvolvimento desta dissertagao. Sua orientacgao foi essencial para o meu crescimento

académico e profissional.

A minha familia, meu mais sincero agradecimento pelo amor incondicional, apoio e

compreensao demonstrados em todos os momentos. Vocés sao minha base e inspiracao.

Aos amigos e colegas de estudo, pelo incentivo, amizade e troca de conhecimentos
ao longo dessa jornada. Em especial aos meus irmaos de outra mae: Carlos Eduardo
Wolkartt Vago, Guilherme Barbieri Piski, Adler Armelini Furlan.

Agradego também a Fundagao de Amparo a Pesquisa do Estado (FAPES), pela
concessao da bolsa de estudos em parte do periodo do mestrado. Sem o apoio financeiro

oferecido por esta instituicao, este trabalho nao seria possivel.

Por fim, agradeco a todas as pessoas que direta ou indiretamente contribuiram
para o seu desenvolvimento. Que esta dissertagao possa contribuir de alguma forma para

o avanc¢o do conhecimento em nossa area e para o bem da sociedade.



“O talento € natural. A habilidade é desenvolvida com horas e horas de treinamento”
Kobe Bryant



Resumo

Esta dissertacao académica tem como objetivo principal contribuir para o aprimoramento
do entendimento da Teoria de Fourier aplicada ao laplaciano generalizado. A metodologia
proposta envolve a construcao de uma base ortonormal de autofunc¢oes para o operador,
com base na escolha apropriada de func¢oes de Green. O problema central consiste em
encontrar a solugao u(x) que satisfaca determinadas condigoes de contorno para a equacao
Lu = f, utilizando uma representacao em série das autofungoes do operador L. A
dissertacao aborda aspectos fundamentais, como a definicdo do dominio do laplaciano
generalizado, a andlise das Func¢oes de Green e suas aplicagoes na resolucao de equacgoes
diferenciais parciais, bem como transformadas para o laplaciano generalizado. O interesse
em consolidar a Teoria de Fourier para o laplaciano generalizado visa proporcionar uma
compreensao mais profunda das propriedades desse operador e sua relacdo com a Teoria de
Fourier, estabelecendo um alicerce para pesquisas futuras, incluindo casos mais complexos
como o operador diferencial na ordem inversa. Este trabalho representa uma contribuicao
significativa para a compreensao da teoria do laplaciano generalizado e suas conexdes com

a Teoria de Fourier.

Palavras-chave: Laplaciano Generalizado, Teoria de Fourier, Base de Autofuncoes,

Operador Diferencial, Transformada Generalizada.



Abstract

This academic dissertation aims primarily to contribute to the enhancement of understand-
ing of the Fourier Theory applied to the generalized Laplacian. The proposed methodology
involves the construction of an orthonormal basis of eigenfunctions for the operator, based
on the appropriate choice of Green’s functions. The central problem consists of finding the
solution u(z) that satisfies certain boundary conditions for the equation Lu = f, using a
series representation of the eigenfunctions of the operator £. The dissertation addresses
fundamental aspects such as the definition of the domain of the generalized Laplacian, the
analysis of Green’s functions and their applications in solving partial differential equations,
as well as transformations for the generalized Laplacian. The interest in consolidating the
Fourier Theory for the generalized Laplacian aims to provide a deeper understanding of the
properties of this operator and its relation to Fourier Theory, establishing a foundation for
future research, including more complex cases such as the differential operator in reverse
order. This work represents a significant contribution to the understanding of the theory

of the generalized Laplacian and its connections with Fourier Theory.

Keywords: Generalized Laplacian, Fourier Theory, Basis of Eigenfunctions, Differential

Operator, Generalized Transform.
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1 Introducao

Esta dissertacao objetiva contribuir para consolidacao do entendimento da teoria
a cerca desta generalizacao da equacao do calor. Pretendemos estabelecer bases claras
da Teoria de Fourier no contexto do laplaciano generalizado. Partindo de uma escolha
apropriada de fung¢oes de Green, vamos construir uma base ortonormal de autofuncoes para
o operador, similar a de senos e cossenos para o laplaciano, induzindo uma transformacao
que o trivializa, como feito em (DYM; MCKEAN, 1976a), e nos artigos (FELLER, 1955;
FELLER, 1957).

A ideia geral para essa teoria, sem muito rigor, comega com o problema abaixo,

onde queremos encontrar a solu¢ao u(x) que satisfaz as condigoes de contorno.

Lu=f

Quando temos uma base ortonormal de autofuncoes de L, e considerando que elas

satisfacam as condigoes de contorno, podemos escrever:

Assumindo que u(x) pode ser escrita na expansio pelas autofungoes, temos:

u(z) = i eabu()
Portanto, vale:
fla) = £ (i cnqbn(a:)) — -3 et

Aplicando o produto interno com a autofuncao ¢,,, obtemos uma férmula para a

constante ¢, na qual escrevemos u(x).
[e.o]
<f> ¢m> = <_ Z Cn>\n¢n> ¢m> = _Cm)\m <¢m7 ¢m> = _Cm>\m
n=1
Entao, é possivel determinar a solugao u(z), através de seus coeficientes:
Cm = _)‘;Ll <f7 ¢m>

Em particular, o assunto focal deste trabalho é uma abordagem mais tedrica e

menos aplicada, isto é, serao tratados com mais detalhes os teoremas e a teoria que visam
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construir desde os objetos e espacos, até a transformada generalizada que trivializa a

solugao desse laplaciano.

Em (DYM; MCKEAN, 1976a), que é a principal referéncia deste trabalho, usamos
_&Ef
dWdx’

esse raciocinio, considerando o laplaciano generalizado, que é o operador & : f —

onde W é uma func¢do nao-decrescente, continua a direita, que pode conter saltos.

Dividida em quatro capitulos interligados, a pesquisa comeca com uma introducao
as defini¢oes fundamentais, incluindo a fung¢ao massa W, e avanga para a definicdo do
dominio do laplaciano generalizado. Nesta dissertacao, vamos nos concentrar no caso em
que W é limitada e esta definida num intervalo finito. Em seguida, explora-se a natureza do
operador diferencial, demonstrando sua auto-adjuncao e nao-positividade em seu dominio.
A dissertacao também aborda o conceito de Fungoes de Green, uma ferramenta crucial
na resolucao de equagoes diferenciais parciais, destacando sua utilidade na obtencao de
solugoes particulares e gerais. A Fungdo de Green depende de um pardmetro w € C,
neste estudo vamos nos concentrar no caso em que w = tb, com b > 0. Por fim, sao
apresentadas as transformadas para o laplaciano generalizado, revelando a relacao entre
o Operador de Green, a Funcao Espectral Principal e as transformadas pares e impares.
Essa pesquisa oferece uma compreensao aprofundada das propriedades do laplaciano
generalizado, contribuindo para a consolidagdo do conhecimento sobre a Transformada de
Fourier deste Laplaciano.

O interesse em consolidar o entendimento da Teoria de Fourier para o laplaciQano
af

dzdW’
no qual a ordem da derivagao esta trocada, portanto, reforcando o entendimento para o

generalizado estd em estudar o segundo caso, onde o operador diferencial é ) : f —

primeiro caso dWdz, sera possivel investigar e realizar uma pesquisa com uma base mais

solida para o segundo caso dx dW.

E esperado que o leitor possua um conhecimento amplo sobre Medida e Integracéo,
como em (BARTLE, 2014). Conhecimentos sobre Andalise Funcional como em (REED;

SIMON, 1981) ajudam a compreender melhor a motivacdo e a construgao dos objetos.
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2 Cordas

O objetivo desta dissertacao é construir a Transformada de Fourier para o operador
laplaciano generalizado. Neste capitulo, vamos introduzir algumas defini¢oes para iniciar a
teoria. O termo generalizado vem com a introdugao de uma fungao W, chamada de massa,
que serd a derivada de segunda ordem dWdx do operador &, diferentemente do laplaciano
classico dx?. A partir da funcdo massa, definimos um conjunto predecessor e dele vamos
extrair o dominio do laplaciano generalizado. Mais precisamente, vamos apresentar um
laplaciano generalizado pois existem diversas maneiras de generalizar o laplaciano classico.

Além disso sao apresentadas algumas propriedades para as fungoes nesta classe.

2.1 Conceitos

Iniciamos com a definigdo da funcao W e seu dominio, para gerar o laplaciano

generalizado.

O problema de vibragdo unidimensional em uma corda é um dos problemas funda-
mentais estudados na fisica e na matematica aplicada. Ele envolve modelar o comporta-
mento dinamico de uma corda esticada entre duas extremidades fixas quando sujeita a
uma perturbacao inicial. A solugao desse problema muitas vezes requer o uso de técnicas
matematicas avancadas, incluindo o operador Laplaciano e a transformada de Fourier,

motivando a definicao abaixo.

Definicao 2.1.1. Uma corda é um par [W onde o ntimero 0 < [ < oo é o comprimento
da corda e W = W (x) é uma fungdo real que representa a massa acumulada da corda do
inicio até o ponto x < [. Pedimos que W seja, naturalmente, nao negativa, nao decrescente

e continua & direita.

-

A massa colocada em x, representa o salto da fun¢do em z, denotado por Wiz|. E

dado pela diferenga W (z) — W(xz—), onde x— é o limite a esquerda de z.

Observacao. Na definicao 2.1.1, o comprimento [ pode ser infinito. Vamos nos concentrar
apenas nos casos em que [ + W (l) < 0o, ou seja, o comprimento [ é finito e a funcao W
¢é limitada. Nesse caso em que as cordas tém comprimento finito, existe um parametro

0 < k < oo que diz como a corda estda amarrada no final e representamos a corda como a

trinca [IWk.
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Exemplo 2.1.2. W com salto, limitada e | = oco.

Figura 1 — W com salto, limitada e [ = oc.

-

W(x)

Fonte: Producgao do préprio autor.

Exemplo 2.1.3. W com saltos, limitada e [ < oo.

Figura 2 — W com saltos, limitada e | < co.

W) —

Fonte: Producgao do préprio autor.

A partir dessa funcdo massa W da defini¢cao da corda, vamos definir uma medida e
sempre que falarmos da funcao W daqui pra frente, estamos falando sobre a medida, a

menos de uma mengao explicita contraria.

Definicao 2.1.4. A medida gerada pela fungao real massa W, é a medida definida na
o-élgebra dos borelianos, onde a medida de um intervalo (a,b] é dada pela diferenca da
funcao nos extremos:

W((a, b)) = W(b) — W(a)

A principio, a fungdo massa W sé estd definida no intervalo [0,[], mas estendemos

essa funcao em toda a reta definindo W(x) = 0 para x < 0 e W(z) = W(l) para
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x > [. Lembre-se que [ + W(l) < oo, entdo a medida do intervalo [0,[] é finita, pois
w([0,1])) =W () —W(0-) < 0.

Vamos representar por o(W) a menor sigma algebra para a qual a fungdo W é

mensuravel e por um resultado classico de Teoria da Medida, obtemos:

o(W) =o({W™'((—o0,7] );r € Q})

Dizemos que uma funcio f é W—mensurdvel se f~!( (—oo,r] ) € o(W) para todo
re Q.

A principio, consideramos fun¢oes f definidas apenas no intervalo [0, /], mas quando

necessario, vamos considerar as suas extensoes f(x) =0 ,z<0e f(z) = f(l) ,x > L.

Considere o Espago de Hilbert Complexo L*([0,1], dWW) das fungdes W-mensuraveis

que satisfazem:
171 = [, 1F@PaW () < oo

O produto interno do espaco é dado por:

(Foy= | frodW

onde g* é o conjugado da funcao g. Como, a principio, a fungao massa W nao precisa ser
continua, é preciso tomar cuidado com os extremos na integral, pois pode ocorrer para

algum a:
/{ AWV () £ 0

Portanto, fixemos a notagao:
Notacao.
o AW (z) = Jiayy AW (z) € a integral no intervalo fechado [a,b], considerando a
massa em a € b ;

o [P dW(z) = Jiapy AW (z) ¢ a integral no intervalo [a, b), considerando a massa em a

e desconsiderando em b ;

o [FdW(z) = Jiapy AW (z) ¢ a integral no intervalo aberto (a,b), desconsiderando a

massa em a e b ;

o [PaW(z) = Jiapy AW (x) € a integral no intervalo (a, b], desconsiderando a massa em

a e considerando em b .

Observagao. As duas notagoes sdo equivalentes, mas em determinados contextos é mais
interessante usar uma ou outra. Essa notacao serd usada somente ao integrarmos em

. . : ~ b
funcao de W, em outras integrais vamos manter a notagao usual, como, por exemplo [, dx.
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Além de enxergar a funcao W pelo seu carater de medida, também queremos falar

sobre a derivada em relagao a essa fungao, por isso definimos:

Definig¢ao 2.1.5. Dizemos que uma funcao real g possui derivada em relacao a W num
ponto x € R se o limite abaixo existe:

g ) ale ) —gla)
aw h—0 Wi(x+ h) — W(z)

Se o limite existe para todo o x real, dizemos que g ¢é derivavel em relacao a W.

Observe que, quando W é crescente, temos x << W, isto é, a medida de Lebesgue
dx é absolutamente continua em relacao a medida dW, por isso vale o Teorema de Radon-
Nikodym, enunciado abaixo, com ele podemos obter uma espécie de Regra da Cadeia para

a derivagao nos casos em que W ¢é crescente.

Teorema 2.1.6 (Teorema de Radon-Nikodym). Sejam A e p medidas o-finitas mensurdveis
nos borelianos da reta tais que N\ << p, \ é absolutamente continua em relag¢io a i, entdo

existe uma fungdo mensurdvel (nos borelianos) f: R — R tal que:

A(A) :/ f du , para todo A boreliano
A

Essa funcao f é chamada de derivada de Radon-Nikodym e é representada por i
1

Ainda, para qualquer fungdo g integravel em relacio a X\, vale:

dA
/gdk=/9-fdu
A A7 dp

Proposicao 2.1.7. Seja F : [a,b] — R, definida por

onde fla,b] — R é uma fungdo continua. Entdo vale:

dF(x) _ dF(z) dx dx

AW o aw W

d
Demonstragio. Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos —(x) = f(x). Usando o

dz
Teorema de Radon Nikodyn temos que

F(s) = [f(:p)j;/ dw.

Logo,
dF(z) f(z) dv  dF(z) dx
aw AW~ dx AW’
0 que prova o resultado. O
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av = deaw™®

Prosseguimos com algumas definigoes.

Definigao 2.1.8. Chamamos de Operador Diferencial Formal, o operador que para cada
funcao f, associa sua derivada em relagdo a x e a W, isto é:

& f

I — vz

O dominio desse operador sao as fungoes em L?([0,1],dW) para as quais existe essa

derivada de segunda ordem, primeiro em relacao a = e depois em relacao a medida W.

Observacao 2.1.9. Em geral, nao vale a comutatividade dessas derivadas, isto é, nao

vale que:
&f  df
AW dz  dx dW

d
Pois dé[t/ pode existir para f descontinua, desde que os pontos de descontinuidade da f
df _ salto em x de f

coincidam com os pontos de descontinuidade da W, e teriamos w(az)

d
e por outro lado, como f é descontinua, df(x) nao estaria bem definida.
x

)

~ salto em z de W

No caso em que W ¢ diferenciavel em relacao a z, temos:

df B f/ d2f B W/f// _ W//f/
ar W= = maw e
Enquanto
cf _df), "

Ve~ aw YT
Por isso, nao vale a comutatividade,em geral.

O proposito deste capitulo é associar uma classe de operadores & com uma corda
dada e isso € feito através da restricdo do operador diferencial formal a dominios especiais
D(®). O operador & sera definido como uma restrigdo do Operador Diferencial Formal, a
um dominio especifico D(&) C L*([0,1],dW).

Vamos construir esse dominio D(®) nas préximas se¢oes, mas ja observe que a

d*f
dWdz
Tal operador & sera chamado de Laplaciano Generalizado, pois faz um papel

acao do operador & numa funcao f em seu dominio é

semelhante ao laplaciano, mas na segunda derivada, usa a fungao massa W, que generaliza

a escrita do laplaciano.
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2.2 O dominio Dy(®)

Nesta secao, vamos iniciar a construc¢ao do dominio do operador &. A ideia geral é
comecar com espagos maiores e reduzir tais espagos para que satisfagam as propriedades
desejadas e através de alguns teoremas de extensao obter o dominio do operador de forma
que seja maximal. Veremos algumas propriedades para as fungdes nesta classe Dy(®) e na
proxima secao, impondo algumas condi¢des de contorno, teremos o dominio do operador

&,

Fixemos as seguintes notacgoes:

yla y—x
(o) = i L= §<y>

onde f* e f~ sao as derivadas a esquerda e a direita de x respectivamente.

Definigao 2.2.1. Considere a classe de fungoes definida em toda a reta L%([0, 1], dW),
definimos a classe Do(&), com Do(&) C L*([0,1], dW), como a classe de fungdes para as

quais valem que se f € Dy(®), entdo f pode ser escrita como:
J@) = fO) + O+ ["dz [ Sf(s)aw(s) (2.1)

onde fio 1 [ f(s)[PdW (s) < o0.

Em outras palavras, Do(®) = {f € L*([0,1],dW) tal que f pode ser escrita como (2.1)}.

Mais a frente daremos exemplos de fungbes nesta classe Dg(®), porém antes é
necessario verificar algumas propriedades sobre as fun¢oes nesse conjunto, isso vai ajudar

a compreender melhor os exemplos.

Nesse momento & f é apenas a representagdo de uma func¢ao. Observe que as

fungoes nessa classe se estendem linearmente fora do intervalo [0, []:

o« T >1:
o Jy) = fl)
fre=im ==
i [£O) £y [ dz J5 SF(s)dW (5)
ylz y—x
L SO = f7(0)z = i dz i 6 /(s)dW (s)

y—x
Simplificando e utilizando que | < z < z < y, vale:

FH(z) = lim F0)(y —x) + [Ydz[fL_ & f(s)dW (s) + [7 &f(s)dW (s)]
ylz y—1x
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Mas como W (s) = W(l) para | < s < z, temos [ & f(s)dW (s) = 0 e entao:

FO)(y — ) + [ dz fo_ & f(s)dW (s)

f7(z) = lim -
i O = 2) + (= 2) fo SF(5)dW (s)
y.m _ ! o B ! .
=1lim f7(0) +/0_ & f(s)dW(s) = f(0) +/0_ & f(s)dW (s) = fH(1)

Assim, para x > [, vale
f@)=f0)+ )1

e £ <0:

De igual modo,

) - i L&) = fW)
Fre=in =
i [T £ f(O)z + [§dz fg B (s)dW (s)
YTz T —y
—f(0) = f=(0)y — J§ dz 5 & f(s)dW (s)
rT—y

+

Simplificando e utilizando que y < z < 0, vale:

FO) (@ —y) = Jo dz Ji_ &f(s)AW (s) + J, dz [5_ B f(s)dW (s)

fH(z) = lim 2
i SO )+ J dz [ ()W (s)
ytz r—y

Mas como W(s) =0 paras<0ey <z <z <0,
temos [ & f(s)dW (s) = — [°” &f(s)dW (s) = 0 e entdo:

f+($) = lim M — f*(())

ylz r—y

Assim, para x < 0, vale
f(x)=f(0)+ f(0)z (22)

Prosseguimos com a proposigao.

Proposicao 2.2.2. Para f € Dy(®), podemos calcular a derivada d direita e a esquerda

como:

() = f70) + fy &f(2)dW(z), para 0 <z <
f7(0), para z <0
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e

F(2) = F7(0)+ f3~ Bf(2)dW(z), para 0 < x <1
f7(0), para x <0

Demonstragio. Como visto acima, para z < 0, vale (2.2) que diz que f(z) = f(0)+ f~(0)z,
logo, para x < 0, temos f*(z) = f~(x) = f~(0). Por definigao,

Fr(z) = lyli? w
i | FO A+ F Oy + J5' dz Jo- B f(s)dW(s)
ylx y — T
L O = 7Oz = Jy dz Jg 8f(s)dW(s)

y—x
Simplificando e utilizando que x < z <y, vale:

FH@) = lim JO0)(y — ) + [ dz[Jo_ & f(s)dW (s) + [T &f(s)dW (s)]
ylo y—T

Mas como [ & f(s)dW (s) é constante em relagdo a z, temos:

@) = tim IO =)+ = 2) [T S (o) & [ d= [ B (5)AW ()
ylz y—x

Vamos mostrar agora, que lim,, [V dz [ & f(s)dW (s) = 0.
Escreva F(z) = [; & f(s)dW (s), queremos lim,, [Y F'(2)dz = 0 e para isso, basta

mostrar que F(z) é limitada.

De fato, por definigao, f € Do(6) = &f € L*([0,1],dW), como a medida de
[0, 1] é finita, vale que & f é integravel, isto é, [1_|&f(s)|dW (s) = M < oo. Em particular,
F(z) = [[&f(s)dW(s) < M e, vale, lim, [Ydz [7 &f(s)dW (s) =0

Portanto,
o) =g TO =2+ 0 =B ST
=tim f7(0)+ [ SF)aW(s) = 7O + [ Sf()aw(s)
Analogamente,
o) =y 20 =10

J0) + f7(0)x + Jy dz Jo_ & f(s)dW (s)
Ty
—f(0) = f7(0)y — Ji' d= Jo_ & f(s)dW (s)
T —y

= lim l

yt

_|_
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Simplificando e utilizando que y < z < z, vale:

JO) @ —y) + J, dz J5_ &f(s)dW (s)

f(z) =lim
yt r—y
i £ =)+ L A SF(5)AW () + [ S ()W (s)]
e r—y

Mas como [ & f(s)dW (s) ¢ constante em relagdo a z, temos:

() = tim O =)+ (@ = y) B SF()AW(s) + J d= Jy BF (5)dW(s)
yra T —y

Novamente, temos lim, [;7 dz [; & f(s)dW (s) = 0, analogamente ao caso anterior, com a

observacao de que quando y 1z, e como y < z < z, vale z | y. Portanto,
RO G — ) J{ & f(s)dW
f(x)= li%n F70)(z—y)+ (z—y) JI &f(s)dW(s)
yix T —y

= FO+tim [Tefs)aW(s) = 7O+ [ efs)aw(s)

Corolario 2.2.3. Para f € Dy(®), valem os sequintes itens:

L f(y) = (@) = [L & f(2)dW(2)
2. (6f(@))Wla] = f+(x) - [~ ()

Demonstracao.

1. Ora, fazendo a subtracdo, obtemos f(y) — f~(z) =
=0+ 7 &f(2)dW(2) = [7(0) = [y~ &f(2)dW(z) = [;_ & (2)dW(2)

2. Segue do item anterior que fT(x) — f~(z) = [ B f(2)dW(z) = & f(x) [ dW(z) =
&f(x) - W(z) = W(z—)] = &f(z)W]z]

]

Exemplo 2.2.4. Se W cresce apenas em finitos saltos Wy, Wy, --- , W,, colocados em

O0=x9g<x1<--- <z, =1entdo & pode ser expresso na forma:

flar) — flan)  flan) — f@e)
Tt1 — Tk Tk — Lk—1

Wi,

& f(zr) =

para k=1,--- ,n—1, mas para k = 0 e k = n pode ser que & f nao tenha essa escrita,
pois nao estao bem definidos ;1 ou ;1 para esses casos. Se fixar os valores de f(I) e

f(0), entao a funcao f(z) é completamente definida.
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Figura 3 — Exemplo de W somente saltos.

I
I
I
I
I
I
.
I
I

| |
1 |
| |
| |
f 1
| |
| |
| |
| |

Fonte: Producao do préprio autor.

() = f () _ S () = f ()
Além disso, seja rp < y < Tp.1, a derivada é constante em todo o intervalo sem massa,
pois fT(y) = f~(0) + J¥ & f(s)dW (s) = f~(0) + K, & f(z;)W;, observe que a integral

soma todos os saltos até y, e como a massa é constante nesse intervalo, a derivada é

De fato, como visto em 2.2.3 temos & f () =

constante, logo f é linear nesse intervalo e podemos calcular a derivada como a diferenca:

f(xry1) — f(an)

Tpr1 — Tk

fH(ay) =

foy) — f(xk—l).

T — Tp—1
Além disso, no exemplo, se fixarmos f~(0) e f*(1), o operador estard totalmente determi-

Pelo mesmo motivo, temos [~ (zx) = fT(xp_1) =

nado.

Exemplo 2.2.5. Caso em que W ¢é suave e estritamente crescente.

Se reduz ao estudo da segunda derivada da fun¢do. De fato, para uma fungao ¢:

dg 0 SR —a@) el ) = gle) h
dW h—0 W(x+h)—W(z) hr-0 h W(x+h) —W(z)

=g'(x) - (W(2))

af o df
dWdz — dW

Como W é estritamente crescente, temos W’ > 0 e ndo existe problema com

(W)L,

Dali, (WL

O proximo lema traz uma motivaciao para o estudo de &.
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Figura 4 — Exemplo de f para W somente saltos.

Fonte: Producao do proéprio autor.

Lema 2.2.6. Se A(s) > 0 e B(s) ¢ tal que B(s)/A(s) é integrdvel, entdo o operador

diferencial formal:
f N Af// + Bf/

pode ser colocado na forma &f = f" /W' com respeito a uma nova varidvel x.

Demonstragio. Ora, basta realizar uma mudanca de varidvel de x para z’ e definir uma

funcao massa adequada.

Note que:

d (df\ d (dedf\ dzd (dudf
cMQM>_m<m%J_mmm@fm>
_dx_d de \df d (df) dz
—@f_<M/w+@(wlw1

de\df d2f dx
m)w*wmA

dx
_di[d
- da |da
dx[d , L dr
= |ae\aw ) T

(2.3)

A (drY _defd
do' \dz' | dx' | dx

A nova varidvel é:

Dai, obtemos:

-1 -1
dx dz’ @ B(s) @ B(s)
? = df = 67 f(} A(S)ds = efO A<5)d8
T T




Capitulo 2. Cordas 25

E ainda:
dfde) _ df [rE@a) _ [rEEes Br)
dx \ dx’ dx A(x)

Substituindo essas informagoes em (2.3), obtemos:

z B(s) ds 2
d(df\ [ peem[Ba), ] (e 20%) , ,
— L) = ) = B A
d (d
Assim, escrevendo d.:z:’(da:f’> = f” em termos da varidvel z’, basta definirmos

(e o igg ds) 2
Az)

o f// o " /
= =A@+ B@)f

W' =

em termos da varidvel 2’ e podemos escrever:

& f

De fato, W é uma funcao massa, pois, da maneira que é definida, W’ > 0.

]

O lema ilustra que dada uma EDO mais complexa, através de uma mudanca de
variaveis, recaimos sobre o problema &, entao, resolvendo para &, resolvemos para o caso

mais geral.

2.3 Condicoes de Contorno
Agora, vamos colocar mais algumas restrigoes a & obtendo um dominio menor
D(®) C Dy(®) com propriedades que serdo importantes nos proximos passos.
Inicialmente, definimos:

Defini¢ao 2.3.1. D_(&) :=Dy(&) N (f: f~(0) =0), isso é, o conjunto das f € Dy(®)

tais que a derivada a esquerda em 0 é nula.

Definicao 2.3.2. D (&) :=Do(&) N (f : |fI| + 1B <oo)N(f:kfT(1)+ f(I) =0),

isso é, o conjunto das f € Dy(®) tais que:

L[flf < o0
2. |&f]] < o0
3. Vale kft(l) + f(I) = 0, onde k é um parametro que diz como a corda estd

"amarrada" em [, o parametro assume um valor entre 0 < k < oco. Essa condi-

cao kft(l) + f(I) = 0 vem com o entendimento de que se k = oo, entdo f*(l) =0e
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para k < 0o, a condigao kft(l) + f(I) = 0 é equivalente a f(I + k) = 0, isto é, como

j& vimos, para x > [, a fungdo f se estende linearmente, assim, temos:

fa+k)=fO)+U+k=0)-f71)=kf 1)+ f(1)
Portanto, f(I+ k) =0< kf*t(l) + f(I) = 0.
Observacao 2.3.3. O parametro k que informa como a corda estd amarrada, é uma
informagao sobre a corda, o objeto que inicia a definicao de toda teoria, entao isso nao
gera um problema quanto a boa definigdo de D (®) |, pois o pardmetro k estd fixado. Ele

nao ¢é exigido na defini¢do, pois é uma informacao sobre cordas finitas, se [ = oo nao seria

necessario tal parametro.

Por fim, definimos a classe de fungoes e o operador:
Definig¢ao 2.3.4. D(®) :=D_(6) N D, (&)

Definicao 2.3.5. O operador & ¢ definido como uma restricao do Operador Diferencial
Formal, ao dominio D(&) C L%([0, ], dW).

& :D(®) — L*[0,1],dW)

2f
= G

A motivagao para definirmos o dominio D(®) desse modo consiste nos seguintes

fatos, que veremos com mais detalhes nos préximos capitulos:

« D(®) é denso em L%([0,1],dW)

« O operador & atuando no dominio D(®&) é auto-adjunto e nao-positivo.
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3 Operador Diferencial

No préximo capitulo, queremos definir a Funcao de Green do laplaciano generalizado,
porém, é necessario que o operador satisfaca algumas propriedades. O objetivo dessa
se¢ao é provar que o operador diferencial & restrito ao dominio D(®) é auto-adjunto e

nao-positivo para cada possivel escolha do parametro k, com 0 < k < oo.

Para isso, devemos checar os seguintes itens:

1. D(&) é denso em L2([0,1],dW)
2. & é simétrico
3. & é nao-positivo

4. & é auto-adjunto

3.1 Contexto do Operador &
A proposicao seguinte prova o item 1.

Proposigao 3.1.1. O conjunto D(®) é denso em L*([0,1],dW) para cada possivel valor
de k, com 0 < k < o0

Demonstragio. Sabemos que as fungdes continuas sdo densas em L*([0, 1], dW), isso vale
apenas porque o intervalo ¢ limitado, entao precisamos provar o resultado apenas para f

continua, conforme o Teorema 11.18 (RUDIN, 1987), encontrado nas péaginas 326 e 327.

Seja f € Cppy » 0 espago das funcoes continuas em [0,!]. Note que o conjunto das
fungoes absolutamente continuas ¢ denso em Cp . De fato, os polinémios sao absolutamente

continuos e em num intervalo compacto sao densos em Cjy, pois dados g € Cpy e

e > 0, existe um polinémio p tal que ||p — g||eo < o que implica que

(W(l) = W(0=-)]2

62

f[O,l] Ip(x) — g(x)2dW (z) < W W0 )

Assim, basta provar o resultado para as fungdes absolutamente continuas. Logo,

dado ¢ > 0, existe uma g absolutamente continua, tal que || f — g|| < €. Como essa g é
absolutamente continua, é escrita como g(z) = ¢(0) + [5 ¢'(y)dy , onde ¢’ é a derivada em
quase todo ponto de g e ¢’ é Lebesgue integravel. Além disso, vamos provar a seguir que

existe uma funcao:

h(y) = /Oy k(s)dW (s), com k € Cpy (3.1)
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E que satisfaz:
[ 19'w) = hldy < =

Por ser Lebesgue integravel, ¢’ é muito bem aproximada por uma finita combinagao linear

de fungoes caracteristicas, isto é,

() =Y _a;1y,(z) , onde J; é um intervalo e o; é uma constante em C

Mais precisamente, dado € > 0 existe uma combinagao linear finita tal que:

- Zailji(x)’dx <e/2
i=1

Vamos construir a fungao h(x) desejada, utilizando a ideia abaixo para aproximar

uma funcdo caracteristica e, consequentemente, aproximar a ¢'.

Sejam o intervalo J = [jo, 71] C (0,1), a func¢do caracteristica 1; e § > 0 qualquer.

Tome funcgoes continuas ¢y > 0 e ¢ > 0 tais que:

[eo@aw (@) = [er@)aw (@) =

Além disso, as fungoes ¢g se anula fora do intervalo [jo — 0, j0] € 1 se anula fora do
intervalo [ji, 71 + 0], como na figura 5, onde jj = jo — 0 e jj = j1 + 0.

Defina a fungao j(z) := [i"(¢vo(y) — ¥1(y))dW (y), exemplo na figura 7. Note que
(¢o(y) —¢1(y)) € Con-

Apos breve reflexao, conclui-se que:
J115(@) = j(@)ldz < 25

Entao, para cada intervalo J;, existe essa fungdo j;(x) que aproxima a indicadora
1Jz(x) tal que f ‘Lh(x) - jz(x)‘dm < 251

. Lembre-se que n estd fixado (depende

Para o mesmo ¢ anterior, tome §; =
4n|ay|

de €) como a quantidade de fungoes caracteristicas.

Defina h(z) := >, a;j:(z) e observe que:

_iailJi($>’d$+/’£:Oéi1Ji($) —h(m)‘d:p
<: +/\ZQZ1J Z% )|dz
< ;+/;

Jlo@ -

Oéi(l]i< — ji(z )‘d:v
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Figura 5 — Exemplo de g e ¢

Fonte: Producao do préprio autor.

Figura 6 — Exemplo de j(x)

Fonte: Produgao do préprio autor.

o ,
< S+ X [lallla(@) - ji)lda
=1
e n ) c n
<S4 Llail [ (@) = gie)lde < 5+ Y- 2l
i=1 i=1
- €
s 2| ——— <
_2+; |a|4n\ai\ 5
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Figura 7 — Exemplo de j(x) com ¢’s

Fonte: Producao do préprio autor.

Além disso, como cada () = ¢ (h(y)— | (1))dTV (9), defina k(y) = S, (i)~
0 (y)) e note que ¢ continua, pois ¢}, ¢} sdo continuas e finalmente, vale:
Yy
hy) = [ k(s)aw (s)

Vale, entao:
X
J

Demonstrando assim, a existéncia dessa h(z) da equagao (3.1).

Yy
g (y) — /0 k(s)dW(s)’dy < e, com k(s) € Cpyj

Por fim, defina go(x) = g(0) + [ [Ji_ k(s)dW (s)]dy. Assim definida, gy € D(®) e
®go = k. Ainda, observe que vale go(z) = ¢(0) + J3 h(y)dy. Entao, pela desigualdade

triangular:

1f = goll < I1f =gl +1lg = g0ll
1 = goll < 15 = gll + 19(0) + [ g/ )y = 9(0) = [ nw)ayll =

17 =g0ll <1 =g+ 11 [ 9'@) = h@)dall < 17 = gll + [ g/ (@) = hia)ldo < 22
[l

A Proposicao seguinte prova os itens 2 e 3.
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Proposicao 3.1.2. Para toda f € D(&),

SR P = — 3| fPde — k| FEOP, se 0 < k< oo
<Q5f7f>W:<f7®f>W: 0
— oI Pz, se k = oo
Demonstragio. Relembre que o produto interno do espago é dado por (f, g) = f[ﬂ,l} f-g dW.

Para 0 < z < [, temos:

/[O,r] F1(5)8(s)dW (s) = f*(5>@f(3)dW s —i—/ [ (s)&f(s)dW(s)

(3.2)
= FOSFOWO+ [ F(&)OF()iW(s)
Ora, lembre-se que &f(x) = d?/ijﬂx) = Wf*(x) = Bf(s)dW(s) = df*(s)
Substituindo na (3.2), temos:
Jo, P8 (s) = 0+ [ J)(s)
= ' (0)8(0) +/f (s)df*(s)
Integrando por partes a integral de 0 a x, obtemos:
Jo, PSR (s) = PO FOWI0) + [ (s)dr*(5)
= FOBFOW(O] + () ()] - /0 (Y6 )
Pela linearidade da derivada, vale (f*)(s) = (f7)*(s), e (f7)*(s) - f(s) = |f(s)|?
Jo, FOBFEW () = FOBFOWI] + f = [ 1rras
= FO)BFOW[0] + f*()f* (@ / () Pds
= FOT0) = f7O0) + () f* (@ / () Pds
/0 () Pds = £ (0)£7(0)
Como f € D(®&), temos f~(0) =0 e resta:
J, PSS () = £ @) () = [[17*(s)Pds (33)

Fazendo x 1 [, obtemos pela equagao (3.3):

/[O,Z) f*(S)@f(S)dW(s) = f*(l_>f+(l_) _ /Ol ’f+(8)‘2d8

Como [ + W (l—) < oo, pela proposigao 2.2.2, temos por um lado fT(I—) = f(0) +
J& & f(2)dW (2), e por outro, f~(I) = f=(0) + fi~ &f(2)dW (2), dai vale f~(1) = f*(I).
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Ainda, f é continua em [, pois temos f~(I) e f7(I) bem definidas (ndo necessariamente

iguais), mas isso ja é suficiente para a continuidade e, portanto, f(I—) = f(I).

Entao, podemos escrever:

[, PSS (s) = ) = 115 (s)Pds
Portanto,
[, FOBHM () = [ OB+ [ F o8
=f%ofww-ﬁﬁf+sPds+fwo@fuﬂvm
= O ) +6£(0) /Lﬁ )[2ds
= OO+ (W) - f- /U+|ds

Pela definigdo de D (®) 2.3.2, vale a relagao kf () + f(I) =0 = f(l) = —kfT(l) =

() = =k(fH)*(), se k < 00, caso k = oo, temos f(I) =0 = f*(I) = 0. Finalmente,

—k[fEOP = [ 1f(s)]P se 0 < k < o0

OF, P = [ ()8 (s)dW (5) =
0 — Iy [FF ()PP, se k=00

Como o operador & é linear, vale (&f)* = &(f*), igualmente no caso da derivada
pela direita (f*)*(x) = (f7)*(z). Com essas consideragoes, e com um raciocinio andlogo

ao primeiro caso, obtemos:

—k[fFOP = [ IfF(s)[P se 0 < k < o0

m@ﬁw%@f@ﬁﬁ@MWS{ﬁfﬂ@%wkw

O

A prova do Item 4, & é auto-adjunto, sera feita no préximo capitulo Funcoes de

Green, pois deriva de um resultado do Operador de Green, na Proposi¢ao 4.5.3.
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4 Funcoes de Green

As fungoes de Green sao uma técnica poderosa para resolver equagoes diferenciais
parciais, particularmente quando envolvem operadores diferenciais lineares. A ideia
central é encontrar uma solugao particular para uma EDP sujeita a condi¢ées de contorno

especificas.

Onde £ é um operador diferencial linear (como o operador Laplaciano), u(z) é a funcao
desconhecida e f(z) é uma fungdo dada, as fungdes de Green fornecem uma solugao

particular da forma:
uw) = [ Gl y)f(y)dy

Onde G(z,y) é a funcao de Green associada ao operador £. A func¢ao de Green satisfaz
a equacgao diferencial homogénea associada ao operador £ com condi¢des de contorno
adequadas. Uma vez que a fungdo de Green é conhecida, a solucao geral da EDP pode ser

obtida através de uma convolucao da fun¢ao de Green com a fungao f(x).

No proximo capitulo, veremos a construcao das Transformadas para o laplaciano
generalizado, essa construcao depende de uma relagao entre as Fungoes de Green do
Operador e da sua Funcao Espectral Principal, para realizar uma espécie de decomposicao

do operador em termos de suas autofuncoes.

4.1 Apresentando os Operadores

Como vimos no capitulo anterior, no Lema 3.1.2 o operador & é nao-positivo,
logo, seu espectro estd contido no intervalo (—oc, 0], o objetivo da Fungdo de Green é
encontrar uma espécie de operador inverso de &, mas para isso, é necessario realizar um
deslocamento por um multiplo da identidade para que esse novo operador esteja fora do

espectro garantindo uma boa definicao para a inversa.

Vamos definir dois operadores que, a principio, sao objetos diferentes, porém, mais

a frente veremos que se tratam do mesmo objeto.

Definigao 4.1.1. O Operador de Green de pardmetro w do operador & ¢é definido como:

G, = (-l - &) (4.1)
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Definicao 4.1.2. A Fungao de Green do Operador & com pardmetro w é

Az, w)D(y,w), se x <y
Gu(z,y) = : (4.2)
Aly,w)D(a,w), se y <z

As fungoes A(x,w) e D(y,w) serdo definidas nas préximas segoes.

Definicao 4.1.3. O Operador Integral da Funcao de Green de pardmetro w do operador

& ¢é definido como:
Gu: f € P(0.0,dW) — [ Culry) F)dV(y) (43)
Onde a Fungao de Green G, (z,y) é o ntucleo desse operador integral.

Observacgao 4.1.4. A notacao G, foi usada tanto para se referir ao Operador de Green,
que é a inversa (—w? — )71, quanto para o Operador Integral da Funcao de Green, pois,
apesar de a principio serem objetos diferentes, o Teorema 4.5.1 demonstra que, nesse

contexto, sao os mesmos operadores.

Note que, para A ¢ (—o0, 0], ou melhor, para A > 0, temos (& — \I)f # 0,Vf # 0.
Isso ja seria suficiente para definir uma inversa (& — AI)~!, mas observe que (& — \I) é
nao-positivo, assim, para trabalharmos com um operador positivo, é conveniente definirmos
o operador na ordem inversa (Al — &)~1. Além disso, nos préximos passos, vai se tornar
necessario utilizar v/, por isso, tomamos na definicio A = —w?, e para que se tenha A > 0,

deve ocorrer —w? > 0 = w? <0, isto é, w é um nimero complexo nao-real.

Vamos provar a existéncia de G, como em (4.3) através de sua construcao. O

interessante é que para cada w, G, serda auto-adjunto e limitado.

Tal construcao sera feita através da correspondéncia do operador de Green G,
com o operador integral da fungio de Green Gy, = [ Gu (2, y) f(y)dW (y), formado pela
solugio A € D_(®) que satisfaz A = —w?A, com A(0,w) = 1 e pela solugao D € D, (&)
que satisfaz 8D = —w?D, com D™ (0,w) = —1.

No Capitulo 5.4 , Green Functions, em (DYM; MCKEAN, 1976b), a teoria é
construida para os diversos casos em que w? < 0, nesse trabalho vamos nos concentrar no

caso em que w = tb, com b > 0.

Neste momento, vamos nos concentrar na Fungao de Green G, (z,y), mais especifi-

camente na construcdo de A(x) e D(x) e a demonstracao de algumas propriedades.

4.2  Solucio A(z,w)

Nesta secao, vamos apresentar a fun¢ao A(x,w), o primeiro fator da Func¢ao de Green
e algumas de suas propriedades. Também veremos que A(x) satisfaz a certas condigoes de

contorno. Além disso, mostramos a unicidade dessa solu¢ao A(x) no contexto.
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Definicao 4.2.1. Considere a sequéncia de fungoes, onde:

po(z) =1

pol@) = [z [ pua(s)aw (s

e defina
Alz,w) = i(—l)”w%pn(m) (4.4)

Quando o pardmetro estiver claro, podemos omitir na notagao e escrever apenas A(x).

De fato, esse somatério estd bem definido, pois 320 ,(—1)"w*"p,(z) < co. Vamos

verificar isso quando falarmos sobre as propriedades de A(z,w).

Observacao 4.2.2. No contexto dessa dissertagao, em geral, o parametro w = ib, assim,

a funcao A pode ser escrita como:

Alx) = Az, ib) = i (1) (b2 po () = i B (2)

Aprofundando o estudo sobre as fungoes p,(x), vamos mostrar algumas de suas
propriedades, que auxiliam a demonstrar as propriedades da fungao A(z) na préxima

secao.

Proposigao 4.2.3. Sejam p,(x) definidas como em 4.2.1, entdo, valem para todon € Z.,

as sequintes propriedades:

Demonstragio. i . p,(z) < (n!)™? {fé”’ W(y)dy]n
Note que p,, é ndo-decrescente. De fato, observe inicialmente que py(x) = [y dz [;_ dW (s)
e, por definigdo, W é ndo-decrescente e ndo-negativa, logo [ dW (s) é uma fungao (de
z) nao-decrescente e nao-negativa, o que implica que p; é nao-decrescente, e novamente
Joo Pn—1(s)dW (s) é uma fun¢ao (de z) nao-decrescente e nao-negativa, o que implica p,, é

nao-decrescente.

Agora, considere:

pu(z) = /Om dz /oi Pr_1(s)dW (s)
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< /Ox dz /OZ Pn-1(2)dW (s)
-t [ v

d
Além disso, pr(x / dz / dW(s) = p1 / dW (s) , portanto:

:/0 Pn—1 del Z

Logo:
pa(@) < [ s ()i (2)
Por fim, usando a recursao paran — 1,n —2,--- ,2 e o fato de que n é finito, vale:
n@)]" [ Wiydy]
</ l l/ (=g (= )1'”]@1(2):{ n'} S[O 0! |

Pois, p1(z) = /0 dz - dW(s) = /Ox W(z) —W(0—)dz < /Ox W(z)dz
i pux) < ()22 W (2)]"

Esse item faremos por inducao. Considere o caso n = 1.

x) :/xdz/des S/JCW,Z —WO—)sz/szdz
0

</ x)dz < W(x /dz<:nW()

Portanto, vale para n = 1.

(n)? 7

Pni1(T /dz/ Pn(s)dW (s </ dz/ W(s)
/ dz/i ————dW(s </ [ /7 ij) dW(s)]dz

v 2" W)™ )"Jrl W (x)"tt pz 2m W(x)rtt prtd
L s S ar 1) f) e nt 1) (nt 1)
[xW($)}n+1

= (D

Assim, a desigualdade vale para todo n.

Suponha valido para n, p,(z) < entao:

iii . pyp(2) < ()W () [fg W (y)dy]”

Como pui1(x / dz/ pn(s)dW (s) entao:
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Pia(@) = [ pa(s)aW(s)
Usando o item i .

pha(@) < [ @) [ W] aw(s) < )7 W@ [T ()]

n

]

Vamos precisar de um resultado sobre derivagao de séries, a demonstracao deste

resultado pode ser encontrado no livro (LIMA, 1982), no capitulo sobre Séries de Fungoes.

Teorema 4.2.4 (Derivacao de Séries). Seja Y f, uma série de fungoes derivdveis no
intervalo [a,b]. Se Y fu(c) converge para um certo ¢ € [a,b] e a série . f], = g con-
verge uniformemente em [a,b], entdo a funcdo f dada pela série f = > f, converge

uniformemente em [a,b] e possui derivada f' =g =13 f!.

Além disso, um resultado classico de Teoria da Medida, que pode ser encontrado
em (BARTLE, 2014).

Teorema 4.2.5 (Teorema de Fubini). Sejam (X,X,u) e (Y,Y,v) espacos de medida
o-finitos e seja a medida m em Z =X XY o produto ju-v. Se a fungio F' em Z =X xY

¢ integravel com respeito a w entdo vale:

/X[/Yqu]du:/Y[/Xqu]dy

Figura 8 — Exemplo de aplicacao do Teorema de Fubini

w

Fonte: Producao do préprio autor.



Capitulo 4. Fungoes de Green 38

Aqui estao algumas propriedades sobre A(z) que serdo uteis no decorrer do estudo.

Proposicao 4.2.6. Para a fungio A(x,w), o primeiro fator da Fung¢io de Green, valem

as sequintes propriedades:

1.

2.

3.

A=1parax <0,

At >0, ou seja, A é nao-decrescente ;
BA >0, ou seja, A € conveza ;

A(l) < o0 ;

AT(l) < o0 ;

A€ L*([0,1],dW) ;

Demonstracao. 1. A=1parax <0 ;

Considere z < 0. Pela defini¢io A(x) = 302, b*"p,(x). Além disso, po(z) = 1 para
todo x e p,(x) = [§ dz J5_ pn—1(s)dW (s). Observe que para = < z < 0, a fungdo W
nao tem massa, logo

0—

/0 7 P (8)dW (s) = — [ pui(s)dW(s) =0

Dai, p,(z) = 0 para n > 1. Entao, A(z) = 300, 0*"pu(z) = 1+ 3°°, b*"p,(z) = 1.

Se x = 0, a integral pode ter massa, porque pode existir um salto em 0, isto é ,
0
S pra( )W () = s (0) - WO

Mas ainda assim, ocorre p,(x) = [3 pn_1(0) - W[0] dz = 0 para n > 1. Portanto,
A(0) =1 também.

. AT >0, ou seja, A é ndo-decrescente ;

Pelo resultado de Derivacao de Séries 4.2.4, e pelas propriedades de p,(z), podemos
derivar a série, como a soma das derivadas.

Logo, derivando a expressao de A(x), obtemos A™(z) = Y20, b*'pt (). po(z) =
1 = pg(z) =0 e podemos escrever AT (z) = 300 v*"pf ().

Para mostrar que A% > 0 é suficiente mostrar que cada p;(x) > 0 para n > 1.

Ja vimos que p;(z) = [ pn_1(s)dW (s) para n > 1. No item anterior, vimos que

para z < 0, a integral [;" p,—1(s)dW (s) = 0.

Novamente, como W é nao-decrescente, para garantir que p; (z) > 0, basta que
pn(x) > 0.
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De fato, fazendo a indugdo em n. Para n = 0, po(z) = 1 > 0. Suponha vélido pra

n — 1, entao

po(z) = /Om dz /Oz_pnl(s)dW(s) >0

Pois W é nao-decrescente e p,_1(s) > 0 por hipétese de indugao.

Sendo assim, concluimos que AT > 0.

3. A >0 e A € conveza ;

Novamente, pelo resultado de derivagao de séries, podemos aplicar o operador & em
A(z), e obtemos BA(x) = 300 b*"Gp, (), pois & é linear.

Observe que podemos comutar o somatério com o operador & pelo Teorema de
Fubini 4.2.5.

Ora , &p,(x) =& [y dz [5_pn-1(s)dW (s) = pp_1(x) para n > 1.
No caso n = 0, temos Bpy(z) = 0.

Logo,

GA(x) = &po(z) + i V" Gp, ()

n=1
= Z V"1 (z) = b* - Z b""pu(x) >0
n=1 n=0

De fato, p,(z) > 0, o que é suficiente para termos A > 0.
Para que A seja convexa é suficiente mostrar que AT é nao-decrescente. De certo,
para z < y, temos AT (y) — At (z) = [YBA(s) dW(s) > 0.
4. A(l) < 00 ;
Vamos utilizar a propriedade i . sobre p,, que diz que p,(z) < (n!)7![f5 W (y)dy]".

Com base nisso,

A(l) = ?:Obznpna) < ijob%(n!)l [/Ol W(y)dyr

< i [ Js W (y)dy" _ b fow

|
n=0 n:

De fato, W (l) < oo por hipétese (Observagao 2.1.1) e W é nao-decrescente, e como

o comprimento da corda é finito [ < oo, temos b? - [} W (y)dy < oo.

5. AT(l) < 00 ;

De novo, usaremos outra propriedade sobre p, , a propriedade iii ., que diz que
Py (@) < (n) =W (2)[Jg W(y)dy]".
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Com base nisso,

AT =Y 0"y (1) = > b*"pi (1), pois pg (1) =0
n=0 n=1
00 00 1 n
= SR < X | [ W)
n=0 n=0 0
00 2. ! n )
< bQW(Z) . Z [b fO Ij;(y)dy] _ bZW(Z) . e[b fol W (y)dy] < 00
n=0 '

l
De fato, P Jo W + o6 como vimos antes e b*W (1) também.

6. Ae L*([0,1],dW) ;
Por fim, sabemos que A(l) < oo e A*(z) > 0 para todo .

Defina a fungdo constantes f(x) = A(l) e observe que f(x) > A(z) , Vx € R, entao
como W > 0 e é nao-decrescente, vale [, f(z)dW (z) > [j A(z)dW ().

E ainda, [j, ) f(x)dW (z) = A(l) - (W (1) = W(0—)) < o0, logo A € L*([0,1],dW).
]

Observagao 4.2.7. Note que A(x) = 1 parax < 0e AT > 0, isso implica que A(x) > 1 > 0
para todo x € R.

Agora iniciamos os resultados sobre as condi¢oes de contorno e unicidade, estes
resultados justificam o nome "solugao'para a fungao A(x).
Proposigao 4.2.8. A(z) estd na classe D_(®) e é solugio de &f(zx) = b*f(x) para

0<x <.

Demonstragio. Como D_(®) =Dy(®) N (f: f~(0) = 0) vamos provar que A(x) estd em
Dy(&) e (f: f7(0) =0).

« (f:/7(0)=0)
00 2n _
10 0—x 10 0—x
iy 1P0(0) = po(@)) + 3521 52" (Pa(0) — pa(2))
210 _
7Y1O—U+Ziw%“W$M£JM$ﬂW$—ﬁﬂwém@MW@ﬂ
Como W(s) = 0 para s < 0, temos /Os g(s)dW (s) =0, onde g(s) é qualquer.
o b2(n+1) 0—0
g =" o-0] lim L =0

10 -z 210 —x
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« Dy(8)
Queremos provar que A(z) = A(0) + A= (0)z + [ dz [;_ BA(s)dW (s)

AW dz fOx dz f(f— pn—1<5>dW<S) = pn—l(‘r)

Para isso, observe que &p,, () =

Pela linearidade, segue:

BA(z) =& Z b"p, () Z V" Sp, () Z b ( (4.5)

n=0 n=0

O que implica:

/dz/icﬁA )W (s z/dz/ Zb2”pn1 (s)]dW (s)

:i::%/dz/ Pr_1(s)dW ( )]
Zib "Pn(s)

Pelo Teorema de Fubini 4.2.5, podemos comutar a integral com o somatério, pois
Jydz - BA(s)dW (s) < A(z) — A= (0)z < M
Por fim, j4 vimos que A~(0) = 0 e que p,,(0) = 0 paran > 1, logo A(0) = 1°py(0) = 1.

Portanto:

A0) + A~ ( m—i—/ dz 0_@5,4( AW (s) = 1402+ 3 0pa(s)

n=1

= Zanpn = ( )

Além disso, da Equagao (4.5) obtemos:

Q5A(ZL‘) Z b2npn 1 Z b2 " l)pn 1 )
n=1
=0 > 0pu(z) = VP A(z)
n=0

]

Teorema 4.2.9. A(z) € a tnica solugio de & f(z) = b f(x) de classe D_(®) com f(0) = 1.

Demonstracao. Suponha que exista outra funcao f que cumpre essas propriedades, isto é,
f(0) =1, &f(x) =b*f(x) e f € D_(8).

Observacao. Como uma maneira de exibir o pensamento sobre as demonstracoes do
teorema, inicialmente houve a tentativa de usar o argumento apresentado a seguir, porém,

ele nao vale para todos os casos, vale somente se existissem finitos pontos = em que A e f

sao diferentes.



Capitulo 4. Fungoes de Green 42

Para o leitor, vale como mencao a ideia abaixo:

Defina y := min{s € (0,] ; A(s) # f(s)}.
Entao vale que A(s) = f(s) para todo s € [0,y) e

Aly) - f(y) _1+/ dz/iéA YAW (s [1+/ dz/i(’if VAW (s )]
:/ dz/i(%As —Bf(s)dW (s)
—/dz/b2 2F(5)dW (s)

—62/ dz/i (5)dW (s)

Mas, como A(s) = f(s) para todo s € [0,y) temos:
Aw) = fy) =¥ ["d= [ 0aw(s) =0

Absurdo, pois A(y) # f(y).
Prosseguimos com uma demonstracao que vale para o caso geral.

Se estivéssemos no espago C?([0,1]), uma maneira de conseguir a igualdade entre
duas fungoes f, g é obter f(a) = g(a), em um a € [0,1], f'(b) = ¢'(b), em um b € [0,1], e
f"(x) = ¢"(x) para todo = € [0, ], vamos tentar usar algo parecido, que envolve o operador

® que ¢ justamente a derivada em x e em W (x).

Novamente, supomos f uma solucao diferente de A que cumpre com as propriedades

solicitadas.

Seja y € (0,1], como ja vimos acima:
Aly) — fly) = b2/ dz/ £(5))dW (s) (4.6)

Ora, temos GA(x) = b*A(x) e &f(z) =V’ f(z) = (b* — &)(A(z) — f(x)) =0,
como b? estd fora do espectro de &, entdo o operador (b* — &)~! estd bem definido e vale

para todo s :

V¥ —-8)'0 =
0

(b = &)1 (1 = B)(A(s) — £(9)))
(A(s) = £(s))

Substituindo em (4.6):

Aly) = () =8 ["dz [ 0aW(s) =0 = Aly) = 1)

0 0—
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Proposicao 4.2.10. A(z) nao pertence a classe D (®).

Demonstragio. De fato, como W é nao-decrescente e po(z) = 1, p, é ndo-decrescente, isso

implica que A(x) é ndo-decrescente, isto é, AT (x) > 0, dai, como A(0) = 1, vale A(z) > 0.

Finalmente, para que A € D (&), deverfamos ter k- AT(I) + A(l) = 0, mas como

k é um parametro entre 0 < k < oo isso nao pode ocorrer, pois AT(l) > 0e A(l) > 0.

]

Observacao 4.2.11. Observe que pelo Teorema 4.2.9 e pela Proposicao 4.2.10, concluimos
que a tinica solugio para &h = b*h com h € D(®) é a solugao trivial h = 0, pois, se houvesse
alguma solugao nao-trivial, terfamos h = a4 com a > 0, com h € D(&) C D (8), e isso

implicaria A € D, (®), o que ¢é absurdo.

4.3 Solugdo D(z,w)

Nesta se¢ao, vamos apresentar a fungao D(x,w), o primeiro fator da Funcao de
Green e algumas de suas propriedades. Também veremos que D(x) satisfaz a certas

condigoes de contorno. Além disso, mostramos a unicidade dessa solu¢ao D(x) na classe
D.(8).

Defini¢ao 4.3.1. A funcdo D(x,w) que compoe a Funcao de Green, depende da fungao
A(z,w) e é dada por:
I+k
D(w,w) = Alw,w) [ Aly,w) dy (4.7)

onde k é a constante que diz como a corda estd amarrada. Quando o parametro estiver

claro, podemos omitir na notagao e escrever apenas D(z).

A boa definic¢ao é obtida relembrando algumas propriedades ja vistas sobre a fungao
A(z,w). Pela observacao 4.2.7, temos que A > 1, logo A(y,w) 2 <1 e a integral vai de x
até [ + k, por isso A(x,w) [T Ay, w)2dy < occ.

Observagao 4.3.2. Para x > [, D(x) pode ser escrita como D(z) = D(1) + (z —1) - D*(I)

Isso ocorre, porque possui inclinagao constante, com:
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Para x > [, temos At (z) = AT(l) e A(x) = A(l) + (x — 1)AT (1), substituindo:

DHa) =A%) [ Aly) 2y — Ay

= A0~ AW + (y = DATO) Py — [AQ) + (¢ = DAT Q)
— A1) - [(zﬁ(z))_l( (4
+ (A + (- l)A*(l))lﬂ — [A() + (z = DAT()] !

= —[A(D) + kAT (D] + [AQ) + (2 = DAY = [A(D) + (= = DAT()]
= —[A(D) + kAT (D]

+((1+ k) —DATD)

Na segunda linha, usamos a expressao abaixo para resolver a integral:

/ab[c +(x = Dd] ™ = —[d(c+ (b—Dd)]" + [d(c+ (a —1)d)]"

Aqui estao algumas propriedades sobre D(x) que serdo tteis no decorrer do estudo.

Proposicao 4.3.3. Para a fungio D(z,w), o primeiro fator da Fung¢io de Green, valem

as sequintes propriedades:

7. D(x) >0 parax <l+k;
8. &D(x) >0, ou seja, D é convexa , para v <l+k ;
9. DT <0, ou seja, D € nao-crescente ;

10. D € L*([0, 1), dW)

Demonstragio. 7. D(z) >0 para x <l+k ;

Usando o fato de A(x) > 0, e novamente que W > 0, entéo a integral ["t% A(y)~2dy >
0, j4 que a funcdo A(y)™2 > 0 e z <[+ k. Portanto, D(z) > 0.

Se x > [ +k, terfamos D(z) = [\ A(y)~2dy = — [/, A(y)~2dy e j4 ndo poderiamos
garantir D(z) > 0.

8. &D(x) > 0, ou seja, D € convexa , para v < |+ k;
Veremos no Teorema 4.3.4 que &D(z) = b?*D(x), assim, como D(z) > 0 para
x <1+ k, temos &D(z) > 0 nesse intervalo.

9. Dt <0, ou seja, D € ndo-crescente ;

Para x > [, vimos na Observagao 4.3.2, que D" (z) = —[A(l) + kAT (1)] < 0, pois
A1), A (1), k > 0.
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Para x < [. Pela propriedade anterior, temos que ®D(s) > 0 para s < [ + k, entdo
D™ é nao-decrescente nesse intervalo, isto é, r <y = D% (z) < D*(y). Logo,
r<l = D" (x) <D"(1)<0

10. D € L*([0,1],dW)

Também na demonstracao do Teorema 4.3.4, D € D, (®), em particular, D €
L2([0,1], dW).

O
Teorema 4.3.4. D(x) ¢ a tnica solugio de &f(x) = b*f(z) de classe D, (&) com
£7(0) = -1,
Demonstracao. Vamos dividir a prova em duas etapas.

D ¢ solugao com D~(0) = —1.

D)= (4 [ a2a)

A(y)~*dy + A(z) - ( /x o A(y)‘Qdy>

Aly)dy + A(z) - (= A(2) ™)

A(y)Pdy — A(z) ™

Emxz =0, A=(0) =0¢ A(0) =1, dai D~ (0) = —1.

Vimos nas propriedades que D € L*([0,1],dW), precisamos mostrar que kD (1) +
D(l) = 0 para que D seja de classe D (®).

Usando a escrita da Observagao 4.3.2, DV (1) = —[A(l) + kAT ()]}
Ainda, D(1) = A(l) [/T* A(y)~2dy, com A(y) = A(l) + (y — 1)A* (1), resolvendo a

integral:

D) = AQ) [ 1AW + (g~ AT Py
AW [~ AT OAD) + (1 + k) — DA D))
F AT QAW + (- DA )]
=y [ A+ (@R = DA+ 140 + €= DAT O]
= ﬁ% [ = [AQ) + AT (D)) + A
Entao,
kDT(1) 4+ D(I) = —k[A(l) + EAT ()] + AY) [— [A(L) + kAT + A(l)—l}
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Lk A(l) 1 1
TADTRATD) A0 AD +RATQ) T AT
kAR — AQ) 1

O AYDAQ) + RATD)] A

S S

AT(l) A+

Vamos mostrar que || D||y < oo.

Ora, vimos nas propriedades de A que A é nao-decrescente e A(l) < oo, logo, para
x entre 0 <z <, temos A(z) < A(l) < oo.

Ainda, pela observacao 4.2.7, A(z) > 1, logo A(z)2 < 1.
Portanto,

I+k
D(@) = A@) [ Aly) 2y < A+ k - 2) S AD@+F) =

IDII = /M |D(@)]*dW (x) < [AQ)(1L + k)J* - [W(I) = W(0-)] < o0

Agora, vamos mostrar que &D = b%D.

J& sabemos que Dt (z) = AT (x) - [*F A(y)2dy — A(x)~", derivando em relacio a

W em ambos os lados:
&D(z) = d;/(m(x)) = d;lv <A+(x) : / T Ay)2dy — A(a:)‘1>

= aw(AT@) / ARy A () d(vjv ( /;k Aly)~dy)

d -1
(4@
d I+k d

_ 12 + -2 . -1

= b?D(z) + A*( )'W( [ AW) dy)+w( Alz)™)

=b*D(z)

Na tltima passagem, usamos que A*(x)-i(fl“ﬂA(y)*zdy)%—i(—A(x)*l) =0.

’ dW \7* aw

Note que essa igualdade vale nos casos em que W é constante, pois para a derivada

de uma funcao f estar bem definida quando W é constante é necessario que v 0.



Capitulo 4. Fungoes de Green 47

Quando W é crescente, podemos usar o resultado inicial sobre derivar em termos

- df dr  df
P 2.1 - = ——_—C-° .
de W, a Proposicao e usar W W

d
De fato, usando T como a derivada a direita.
T

Ay ([ ) y) = A S ([ A )

aw
— A*(z) - jg/ . ;i( _ /lx A(y)_Zdy>

+k
dx _
= A"(z) - aw (— A(x) 2)
@ A
dw  A(x)?
Ainda,
d dr d
— (= A(x) ) = —/—/— . (= A(z) !
aw (A7) = g g (A7)
dx d de At (z)
= A2 (A = .
a7 AT 7 (4@) = 7 A(z)?
C 1 ; 1 A+ i I+k -2 i . -1\ _ 3
oncluimos que vale A*(x) - dW(fx A(y) dy) + dW( A(z) ) = 0 e, mais
ainda, ®D = b*D.
Como BD(z) = clIc/lI/(D+<x)) = b>D(x), integrando em relagao a W (s), podemos

escrever:

D*(x) =D (0)+ [ *D(s)dW (s)

0—

Integrando em relacao a z:

D(x) = D(0) + D~ (0)a + /O " dz OZ V2D (s)dW (s)

Logo, D € Dy(®).

Para obter |&D||y < oo, basta observar que
I8Dlw = [[1*Dllw = b*|| Dllw < o0

Relembrando, concluimos que:

e 8D =b’D

e DeDy(®)
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e D7(0) = -1

[ D[lw < o0

kD*(I) + D(I) = 0

Assim, D(z) é uma solucdo de & f(z) = b*f(x) de classe D (&) com f~(0) = —1.
Unicidade.
Suponha que exista outra fungdo f que cumpre essas propriedades, isto é, f~(0) =
—1, &f(z) =b*f(z) e f € D4().
Em particular, f € Do(®) e podemos escrever:
f@) = FO) + O+ [ dz [ &f()aw(s)
0 0—
= J(O0) = 1w+ 8 [ dz [ fls)aw(s) —
0 0—
fr@) = =148 [ f)aw(s)

Analogamente, D™ (z) = =1+ [y D(s)dW (s)
Portanto, D™ (x) — f~(z) = b* [7_ D(s) — f(s)dW (s).
Pelo mesmo argumento usado no Teorema 4.2.9, temos & D(x) = b*D(x) e & f(z) =
Vf(z) = (b*—6)(D(x) — f(z)) = 0, como b* estd fora do espectro de &, entdo o
operador (b* — &)~ ! est4 bem definido e vale para todo s :
(b = &) (1 = B)(D(s) — f(5))) = (* = 8) 0 =
(D(s) = f(s)) =0

Entao,

D™ (w) = f~(@) =¥ [ D(s) — f(s)dW (s)

— 2 / 0dW (s) = 0
0—

E vale a igualdade D~ (z) = f~(z) para todo x € [0, ].
Além disso, como f,D € D (®), temos kf~(l) + f(I) =0e kD~ (I) + D(I) = 0.

Assim, como k é um parametro fixo, dado com a corda, D(l) e f(l) estao determinados e
vale a igualdade D(I) = f(I).

Dai, como as derivadas sao iguais, D e f sdo continuas e possuem um ponto em

comum D(l) = f(l), vale a igualdade entre as fungoes D(x) = f(z).
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Assim, D(zx) ¢ a tnica solugao de & f(x) = b?f(z) de classe D (&) com f~(0) =

Observagao 4.3.5. D(x) nao pertence a classe D_(®).

Basta notar que D~(0) = —1 # 0, logo D ¢ D_(®).

Proposicao 4.3.6. Sejam A(x) e D(x) os fatores que compée a funcio de Green do
operador & para um parametro qualquer. Entao vale, para todo x € R, a sequinte

tqualdade:
At (x)D(z) — A(z)D*(x) = A™(z)D(x) — A(z)D™ (x) =1

Demonstracao. Para x < 0, temos:
At (2)D(z) — A(x)DT(z) = -1-D"(2) = —1-D~(0) = —-1-(=1) =1
O raciocinio é o mesmo para A~ (z)D(z) — A(z)D~ (z) = 1.
Para x > [, temos:

Ja vimos que A, D sao lineares em intervalos sem massa e, por defini¢do, z > [ é

um intervalo sem massa, isto é, a inclinacao é constante.

AT (2)D(x) — A(z) D" (x) = AT (1) D(x) — A(x)D* (1)

AT(1)[D() + (z = 1)D*(1)]

= [A() + (= = DAT ()] D* (1)

AT()D(1) = A()D* (1) + (= = DA*()D* (1)
— (z = DA (1)D*(1)

= AT(1)D(1) — A() D (1)

Novamente, temos A~ (z)D(x) — A(z)D~(x) = AT(1)D(l) — A(l)D*(l) com o mesmo
raciocinio, assim, resta provarmos o resultado para 0 < x < [.

Como o resultado ja vale para x < 0, a ideia é mostrar que a funcdo A’'D — AD’ é

constante, ou seja, a derivada ¢ nula.

Assim, para 0 < z < [, temos:

I+k
D(x) = Alx) [ Aly) 2y —
I+k
Dlfw) = Ax) [ Aly)2dy + Alx) - (~A(x) )

T

— ) [ A Py - A =
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D) = A(w) [ Aly) Py + A) - (~A) )~ (~A) DA @)
= %) [ Al) Py~ A @A) ) + A AR )
— ) [ AGy) 2y

Onde A’ é apenas uma notacao para representar que a conta é a mesma tanto para

a AT quanto A~ e nao que exista de fato a derivada.

(A’(m)D(:z:) — A(x)D’(as))l = A"(z)D(x) — A(x)D"(z) + A'(z)D'(x) — A'(z)D'(x)
( )

= A"(z)D(x) — A(x)D"(x)

= A'(x) - Al) [ Aly)dy

— A(x) - A”(a:)/ A(y)2dy =0

T

Portanto, vale At (z)D(z) — A(x)D*(z) = A~ (z)D(x) — A(z)D~ (z) = 1 para todo
reR

[]

4.4 Exemplos de Funcao de Green

Exemplo 4.4.1. W(z)=2z,l<o00,0<k <00

Inicialmente, temos p;(x):

xT z xT z T 2
p1(x) :/ dz/ 1dW (s) :/ dz/ ds :/ wdr = 2
0 0— 0 0 0 2!

De igual modo, py(x):

2
/dz/ p1(s)dW (s /dz/ —ds— —dz:ﬁ

zn
(2n)!

Note que, W(z) = x apenas no intervalo [0, ], pela Definigao 2.1.1, pois W (x) =
O,sex<0eW(z)=W()=1,sex>1. Assim, temos:

Recursivamente, p,(x) =

e Sex <0 = A(x)=1

e Sex>1,p(z) =pu(l) = A(z) = A(l)

Dai, para 0 < x < [:

— Z anpn(x)
n=0
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B (bx)?  (bx)? (bx)?"
B R TR O S
= cosh(bx)

Ainda,

D)= AG) [ Aly) Pdy

_ A [ [ Ay [ A(zr?dy]

! I+k
= cosh(bx) /cosh by) 2dy+/ cosh(bl)~ 2dy]

-~

= cosh(bx) /cosh by) " 2dy + k - cosh(bl)~ ]

= cosh(br) (tcmh (60) taniz(bx)) +k- cosh(bl)Q]
_ COSh OSMO) [ tanh(b1) — tanh(be)) + kb - cosh(bi) 2]

Por fim, para = < y, temos:

G(z,y) = Alz) - D(y)
cosh(by)

G(z,y) = cosh(bz) - [(tcmh(bl) — tanh(by)) + kb - cosh(bl)_ﬂ

Exemplo 4.4.2. W(z) =614 100)(®) ,com0<a<l,l<o00,0<k <00

Inicialmente, temos p;(x):
p(z) = / dz / 1dW (s)
— / 16 1 so0)(2)dz

= 0(z — a) - Lo 400)(7)
De igual modo, py(z):
— /0 " dz /0 " pu(s)dW(s)
= ["az [ 85 = @) Lpsoo ()W (5)

/ (@—a) g 1o0)(a)) - 0 1jg4oo)(2)d2

Recursivamente, temos p,(r) = 0 para n > 2. Dai A(x) = 1+ - pi(x) =
1+0% 6(x —a) - 1 4o ().
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Ainda,

Se r < a , entao:

— A(z) /ZA 2y 4 / Zdy_

, pois x > 1 = A(x)

— A(x) /A 2dy+/ )2dy + k- A(l 1

— Ax) / 1dy—|—/ (14 0%6(y — ) 2dy + k- A(l)™ 1

1

l

— A(z) _(a — )+ ( b26(b25(y — a) + 1)

1 1

D) = A [ Ay ay+ [ A(zr?dy]
= A(x) _/l A(y)2dy + k - A(z)—zl

xT

) + k- A(l)—ﬂ

a

= A(x) -/xl(l +b6%5(y —a)) 2dy + k- A(l)zl

1 ! _9
=49 " sy —a . T A0 ]
— A@@)| - 625;() kA ]

1 1 L
=A@\ Ay ~ o TEAY 1

Se | < x , entao:
I+k _2
D(x) = Alx) [ Aly)dy

= ) | A0 2ay
= A(z)- (Il +k—2)A()~?

= A(l)
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= A(2) - (k= (z = D))A(1)

Podemos resumir a escrita usando fungoes indicadoras, assim temos:

1 1 k — (LE - l) . 1(l,l+k] (ZE)
PoA(r) b25A(l)> Toa (@) + A2

D) = A fa = 2)- Tow (o) +

Por fim, para = < y, temos:

G(z,y) = A(x) - D(y)

Gle) = ) 460 (0= o)+ ( sy ~ s ) 100

4.5 lgualdade entre o Operador Integral e Operador de Green

Por fim, apresentamos o principal teorema da secao que apresenta a igualdade entre
o Operador Integral da Fun¢ao de Green e o Operador de Green, validando a notagao

utilizada no inicio da secao.

Relembre as definigbes do Operador de Green e do Operador Integral da Funcao

de Green.
Definigao (4.1.1). O Operador de Green de parametro w do operador & é definido como:
G, = (—wl - &)

Definicao (4.1.3). O Operador Integral da Funcao de Green de parametro w do operador

® ¢ definido como:
Gu: f e (01,dW) — [ Culey) fy)dIV(y)
Onde a Fungao de Green G, (z,y) é o nucleo desse operador integral.

Prosseguimos com o Teorema.

Teorema 4.5.1. O operador integral da fungdo de Green com parametro ib do operador &,

Gy, € 0 mesmo que o Operador de Green com parametro ib do operador & , (b* — &)~ .

Gy = (> — &) (4.8)
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Demonstragio. O objetivo é mostrar que (0> — )Gy f(z) = f(x) para todo = € [0,1] e

toda f € L*(|0,1],dW), para assim concluir G, = (b* — &)1,
Para essa demonstracao vamos dividir em algumas etapas com pequenas afirmacgoes

que serao provadas.

Afirmacgao 1. v*’G;1 <1, onde 1 = 1(x) é a fungdo constante igual a 1.

Demonstracao 1. Para 0 < x < [:

l l
BGul(@) =8 [ Gule, )1 )W (y) =¥ [ Galw.5)dW ()

= [ /0 7 Ga(,y)dW (y) + / l Ga(, de(y)]

Em [y Gu(x,y)dW (y), temos y < z, dai Gy (x,y) = A(y)D(x).
Em fal: sz(a:,y)dW(y), temos z < y, dai Glb(xay) = A(.’L’)D(y)

V’Gypl(z) = b? [/{: Gap(x,y)dW (y) + /l Ga(z, y)dW(y)]
- zﬁl/w A(y)D(x)dW (y +/ (y)dW(y)]
/ B2 A(y)dW (y) + Az / V2D (y)dW (y)

D(:r)/i BA(y)dW (y) + Az /@D )W (y)

Observe que [y BA(y)dW (y) = AT (z).

Além disso,
D(z) = D(0) + D~ (0)z + /O dz OZ SD(y)dW (y) —>
D*(x) = D7(0) + | &D()aw )

Dai,
—

| D@ () =eD@WI+ [ eD@)a ()

x
[—

—6D()WI] + [D(O) + ) 8D(y)dW(y)

00~ [ eplaviy)

—&D()WI] + D*(I-) — D*(2) = (6DOWII] + D~ (1)) — D* (x)
=D*(l) = D*(z) < —D*(x) , pois DT <0



Capitulo 4. Fungoes de Green 55

Como A(z) >0e —D*(z) >0, entdo —A(x)D*(z) > 0 e vale
9 T l
BGal(x) = D(x) [ SAW)dW () + Alx) | D)W (y)
< A™(x)D(z) — A(x)D*(z) = 1, pela Proposicio 4.3.6
Para = > [:

V*Gapl(z) = b° /Ol_ Gip(z,y)dW (y) = D(x) l V> A(y)dW (y) , pois = >y

= AT()D(z) = AT (x)D(x) , pois _A+(l) = A" (z) para x > 1
< At(2)D(z) — A(z)D*(z) = 1

Para z < 0:

PGulle) =8 [ Guley)aWi) = Alx) [ FDE)W() , pois = < y
= A()[D*(l) = D*(0-)] < —A(2) D" (0-)
= —A(z)D*(x) , pois D'z) = D*(0—) para = < 0
< AT (2)D(z) — A(z)D*(z) = 1

Afirmacao 2. |Gy f|| <072 f]| para f € L*([0,1],dW).

Demonstracio 2. Usando que b*°Gl < 1, i.e., Gyl < b2

(Gusl = [ | [ Gutan st ] awia)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para:

</Ol— VGala.y) - Galr, y)f(y)dw(y)> |

< ([ eatenawn)( [ cote sl pams)

2

‘/Ol_ Giv(, y) f (y)dW (y)

A troca de variaveis da ultima integral so foi feita para explicitar que a funcao de Green das
duas ultimas integrais ndo possuem relacdo. Além disso, observe que a func¢ao /Gy (x,y)

esté bem definida pois Gy (z, y) > 0.
iGarl? < [ |( [ Gatesnawn) ([ GateoroRave) e
<[ g [ coteolrerav ] avi)
| [ ([ cutesawa) )i paw )
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1 l
<t [ 1PV (s) =677

Afirmacgio 3. Guf € D_(8) e (1 —8)Gyf = f para 0 <z < [.

Demonstragio 3. Queremos mostrar que Gy f € D_(8), isto é, mostrar que
Gipf € Do(6) e G f~(0) =0

Para z < 0:

Ora,

Gif(z) = /Ol Gip(z,y) f(y)dW (y) , como z < 0 <y, temos Gy(x,y) = A(x)D(y)

— [ A@)D(y) f(y)dW (y)

0—

=) [ D) SV () ¢ Alr) =1, para 2 <0

!
:/ D(y) f(y)dW (y) , que é constante em x

Logo, G f~(0) = 0.

Agora para verificar que Gy, f € Do(®8). Considere x < I.

Gl (@) = [ AGD@ IV () + [ A D))V ()

=D(@) [ AW)I)aW () + Alx) [ D) f)dW (y) =

T

(Gal) (@) =D*(@) [ AW () + A7) [ D)) ()

— xT

Observacao 4.5.2. Vale a igualdade, pois podemos derivar sob o sinal da integral, assim
(Ganf)T(z) = [L_GH(x,y)dW (y) onde G} é a derivada & direita em relacdo a . De fato,
como existem AT e DT em todos os pontos e ainda sao limitadas, estamos em condingoes

de utilizar essa derivacao.

Ainda, Gjj(z,y) = A*(2)D(y) , se v <y e Giy(w,y) = A(2)D*(y) ,se y < w.

Derivando em relacao a W

d(Gaf)" () d n v n !
AW (z)  dW(x) (D (z) /0_ A(y)f(y)dW (y) + A™(z) /x D(y)f(y)dW(y)>
dA™(z)

dD*(x) (= I
= W) b AWI@aTE) + dW(x)LD<> (y)aW (y)

g Lowroms)

= &D(x) [ A)f(y)dW (y) + BA /ZD W (y)

+ DT (2)A(z) f(z) + AT (x
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(/ >)

- 6D(2) /O”A<y>f<> D) +6A@) [ D) F)Iw ()

+ DT (2)A(z) f () —

+ D™ (x)A(2) f(x) — AT (x) D() f (x)

_ [Dm | Awrw) A [ D ﬂ

+ [0 @A) - A+<x>D<x>}f<x>
= b*Gyf(x) — f(z) , pois DT (x)A(z) — At (2)D(z) =1

Portanto, podemos escrever, para x < [:
G f(2) = Guf (0) + (Gaf) O + [ d= [ [#Guf(s) — F()] V(5

Além disso,

(0° — 8)Gipf(2) = PGy f(z) — Gy f(2)
= VG f(z) — [PPGaf(x) — f(x)] = f(x)

Como f,Guf € L*([0,1],dW) = *Guf — f) € L*([0,1],dW) , entdo, resta

apenas verificar x > [.

Para concluir que Gy, f € Do(®8), é suficiente que Gy, f () seja linear para x > I,

pois x > [ é um intervalo sem massa.

Finalmente, para x > [:

Guf(r) = [ AWDE) @)W (), pois y <1<

= D(x) /l Ay) f(y)dW (y)

Dai, como féf A(y) f(y)dW (y) é constante em x e para = > [, temos D(z) é linear,
logo G f(x) também é linear e temos G, f € D_(8).

Afirmacao 4. G, f € D (&) e (1 — 8)Gyuf(1) = f(1).

Demonstragio 4. Ora, para que Gy f € D, (&) , precisamos de |Gy f]| < oo e
[EGn fI| < oo .

Pela Afirmagao 2, |G f| < 072 f]| < oo.

Para o caso |Gy, f|| < oo, observe que pela afirmagao anterior, vale para 0 < x < [,

(b* — 8)Gyf = f, portanto, vale Gy, f(z) = V2 Gy f(z) — f(2).

Assim,

[6GafI? = [ 168G ()W ()
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= [OG f W+ [ 186G ()P (x)
= [6Gu P + [ T PGS (@) - flo)PdW ()

< 00, pois B*Gyf — f € L*([0,1],dW)

Além disso, a condigio k(G f) 1 (1) + G f(1) = 0 é verdadeira, pois, para x > [,
G f(x) = D(x) Jy- A(y)f(y)dW (y), dai:

K(Gauf) () + Guf (1) = [ED* (1) + D) [ AW)Fw)aW () = 0

Note que D € D (&), logo kD™ (1) + D(l) = 0.
Finalmente, temos Gy f € D, (®).

Resta mostrar que (0> — &)Gy, (1) = f(1).

Pelo Corolario 2.2.3 sabemos que &Gy, f(1) = (Gibf)Jr(li/V_[l%Gibf)_(l).

Por um lado,

Guf() = D(x) [ AW )W (y) , para o >1 =

l

(Gaf) () = D* () | Al f()aW (y)

0—

Por outro lado, para x <[

(Cuf) (2) = D) [ AW) )W () + A7) [ D) f()aw(y) =

(Cuf) (1) = D) [ AW W)W (y) + A*(1-) [ D)7 (y)

0— -

= D) [ A F@)IT () + AT-)DOFOW]] =

(Gaf) ()= D) [ AW W)dW () + A~ ()P FOWI]

= D() [ AW () + [A- (D) ~ ADD 1] FOW]
=D [ AW FW)AW )+ FOW
Entao,
(Gaf)" () = (Guf) ()= D7) [ AW W)W ()
- [ [ awswave) + sowi
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= [D* 0 -] [ A )W) ~ QW

= [epOWII] [ AW WG - QW
= DOWI [ A)7)aW () — 7w
= |00 [ 4t s - |

= [PGut) - rO]wi

Logo,

(Ganf)" (1) = (Ganf) (1) —p
W]

GGy f(l) = *Gaf(1) = f(I)

Afirmacgao 5. Gy = (V> — &)~ L.

Demonstragio 5. J4 vimos nas afirmagoes 3 e 4 que Gy f € D(8) e que satisfaz
(b* — &)Gyf = f para toda f € L*([0,1],dW).

Como o operador (b* — &) possui inversa, é injetivo e, pela relacdo (b — )Gy f = f

concluimos que Gy, também é injetivo.
Resta mostrar, que Gy, é sobrejetivo.

De fato, seja f € D(®) tal que nio exista nenhuma g € L*([0,1], dWW) que satisfaca
Gig = f. Defina a funcio h = f — G4 (b* — &) f. Observe que (b* — &) f € L*([0,1],dW),
logo h # 0. Além disso, h € D(®) pois [, Gu(b> — &) f € D(8).

Finalmente, note que:

(b = &)h = (b = &)(f — Ga (b — B)f)
=~ &)f — (" —&)Gu(t* — &) f
= (P - ®)f - (( —6)Gy) (b — &) f
=*-&)f -’ -0)f=0 =
b’h = Bh

Assim, h # 0 é solugdo de b?h = &h em D(®), absurdo pela Observacao 4.2.11.
Logo, Gy é sobrejetivo e ainda vale f — G4(b> — &) f =0 = Gu(0?> — 8)f = f.

Portanto, como vale para toda f € L*([0,], dW), temos:

Gl —8)f = (* —6)Gyuf = = Gy =(b"—-&)""
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Proposicao 4.5.3. O operador & agindo no dominio D(&) é auto-adjunto para cada

possivel valor de k, com 0 < k < 0.

Demonstragao. Isso vem do fato de o Operador Integral da Fungao de Green ser auto-
adjunto, nao vamos demonstrar aqui, mas um estudo sobre a teoria das Fungoes de Green
pode dar ao leitor a compreensao desse assunto, a demonstragao de que o Operador Integral

da Fungao de Green é auto-adjunto pode ser encontrada em (KIPNIS, 2011).

Agora sabemos, pelo Teorema 4.5.1, que vale Gy = (b — )71, Além disso, Gy ¢

auto-adjunto, isto é, G}, = Gy.
Sejam f, h € D(®), entao:

(f.h) = (f,Ga(b* — B)h) , pois Gy (b* — &) =1
wf, (B> = ®)h) , pois Gy, ¢ auto-adjunto
(G
(®

(G

(Gaf,0?h) — (Gaf,Bh) = b Gy f, h) — (Gif, Bh) , pois b* € R
b (Gaf, h) = (8% (Ginf), ) = (V(Ganf), h) — (" (Gin ), h)
(o
<

Ginf) — 8 (Gaf), h) = ((b* — &) (Gaf), h)
(6" =G £.1)

E isso vale para toda f,h € D(®), logo, devemos ter (0> — &*)Gy, = 1, isto ¢é,
B &) =Gp= 1 —6)! = & =6

]

Proposicao 4.5.4. O operador Gy, € um operador compacto.

Demonstracao. Para provar a compacidade do operador, vamos mostrar que ele é um

operador de classe Hilbert-Schmidt, isto é, o operador Gy, satisfaz:
L[ Goteraw ] awie) < o
[0,]] [0,]]

E usar o Teorema 6.10 do (SZUCS; WEIDMANN, 2012), que diz que todo o
operador Hilbert-Schmidt é compacto.

Recorde que Gy(z,y) = A(z)D(y) , x <y e Gup(z,y) = Aly)D(x) , y < x.

Pelas propriedades de A e D, temos 0 < A, D < oo, ainda AT > 0e DT <0, isto
é, A é nao-decrescente e D é nao-crescente. Assim, D(0) > D(z) e A(l) > A(z) para todo
z € 10,1].

Portanto, G (z,y)? < [A(Z)D(O)}2 < o0 e vale:

[, | Gatemrave|avi < [ 1] [aopo] avi|ave
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5 Transformadas

Vimos no capitulo anterior que o Operador de Green com parametro ib do laplaciano
generalizado pode ser escrito como um operador integral, definido pela Funcao de Green
Ga(x,y) como nucleo. Neste capitulo, vamos obter a Func¢ao Espectral Principal do
Operador Laplaciano Generalizado &, que, em termos gerais, ¢ uma fungao que permite
escrever a Funcdo de Green G (z,y) como uma integral. A partir dessa Fungao Espectral
Principal, obtemos a Transformada Par e a Transformada Impar para o Laplaciano

Generalizado.

5.1 Funcao Espectral Principal

Usaremos fortemente o Teorema Espectral, sob as hipdteses corretas, ele garante
a existéncia de uma base ortonormal de autofuncoes, a partir dela, se obtém a Funcao

Espectral Principal.

Definicao 5.1.1. A funcao impar A : R — R é dita uma funcao espectral principal do

operador auto-adjunto & se a Funcao de Green G, pode ser escrita como:

T 2w2

Considere a medida dA(7y) como a medida gerada pelos borelianos onde A((a, b]) =
A(b) — A(a) . Observe que se a Fungao de Green pode ser escrita dessa maneira, entao a

integral precisa estar bem definida para essa fungao espectral A.

A equagdo (5.1) deve valer para w fora do espectro do operador & e apenas para
0 < z,y <l nos casos em que r e y nao estao no mesmo intervalo sem massa, isso ¢, um

intervalo I > x,y tal que W é constante no intervalo.

Seja [a, b] um intervalo onde W (z) é constante para todo z € [a, b], dizemos que esses

intervalos s@o intervalos sem massa, pelo apego fisico. Considere também = < y € [a, b].

Por um lado, como o intervalo é sem massa, A(x) = ax + ( é afim, com a > 0,
pois AT (x) > 0.
l+k
D(y) = A(s)2ds

y

b
/@s—l—ﬂ 2ds—|—/ 2ds]
Yy

+e|

1

[oz (ay +B) (ab—l—ﬂ)
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1 1
alay+B8)  alab+p) | C]

=i+(ay+5)l— +C]

~(ay+9)|

1
alab+ B)
Como a, 3, C, b sdo constantes, podemos escrever D(y) = &y + B. Ainda, D* <0,
dai & < 0.
Portanto, D é afim e G, (z,y) = (ax + B)(ay + ) = adzy + afz + aBy + 8.
Observe que ad < 0.

Por outro lado, a equagdo (5.1) nos da G, (x,y) em termos de A(z,v) e A(y,7).

Golay) 1/_0:0 Az, v)Aly, V)dA( )

T v2 — w?

Como z,y € [a,b] entdo A é afim, mas os coeficientes dependem de ~:

Go(z,y) = i/o:o (ay +752v>_(?:72y + BV)dA(’y)
Gl = 2 [@y) / T am ) [T g
+ [P0

)+ @) [ )

7 —w?

Gulry) = <xy>1 / .

7 e
S [T a0

Como w esta fora do espectro, temos:

o? 1 foo aQ

SR 5dA(7) >0, pois A é ndo-negativa.
Y2 —w TJoooy? —w

Em resumo, poderiamos escrever:

Gu(z,y) = c1(zy) + co(x +y) + ¢35, com ¢; > 0

Contradizendo ada < 0, logo, a férmula nao se mantém nesse caso, funcionando

apenas para x,y fora do mesmo intervalo sem massa, conforme veremos a seguir.

Para a demonstracao do principal resultado deste capitulo, vamos precisar de uma

defini¢do sobre o espectro de operadores lineares.

Definicao 5.1.2. Um autovalor de um operador ¢ dito um autovalor simples quando
possui multiplicidade algébrica igual a 1. Quando todos os autovalores do operador sao

simples, dizemos que o espectro é simples.
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Pela definicao da func¢éo espectral, como x = 0 é um ponto de crescimento de W, a

formula deve valer para x = y = 0 e, como visto na propriedade 1 da fun¢ao A, temos

A(0,7) = A(0,w) =1

Por um lado, G,(0,0) = A(0,w)D(0,w) = D(0,w).
1

i —dAM).

1
Por outro lado, G,(0,0) = - 25

D(0,w) = 1/°° 1 am

T Jooo ¥ — w?

Entao, dA é determinado por D(0,w):

Observagio 5.1.3. Se A ¢ uma funcio impar nao-decrescente com [(v*+1)"'dA(y) < oo,

entao ela pode ser recuperada:

D)= [* 7 aa0)

T J—0o V2 — w?

para w = a + b pela féormula

Ar2) = Aln) = im [ * ImfwD(w)da

71

onde, I'm é a parte imaginaria e a integral da é em relacao a parte real de w = a+1b.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada no Capitulo 1.2, Positive
Harmonic Functions on the upper half-plane, em (DYM; MCKEAN, 1976a)

O objetivo dessa secao é provar que existe uma bijecao entre os operadores auto-
adjuntos & e fungoes fmpares nao-decrescentes A com [(7? + 1)71dA < oo através dessa
associagao, isto é, para cada operador & existe uma tnica A que satisfaz (5.1) e para cada

A existe um tnico operador no qual é satisfeita (5.1).

Observagao. O Teorema 5.1.4 é o teorema que garante a existéncia e unicidade da funcao
espectral dado um operador e vice-versa, a demonstracao dele nao sera feita, mas pode ser
encontrada no Capitulo 5.5, Principal Spectral Functions, em (DYM; MCKEAN, 1976a).
Vamos demonstrar no Teorema 5.1.5 apenas a existéncia da funcao espectral, dado um

operador, o que garante ao menos que a teoria nao ¢é vazia.

Teorema 5.1.4. Através da funcao espectral principal, a associacdo entre operadores
auto-adjuntos & e fungoes fmpares nao-decrescentes A, com [(7? + 1) dA < oo € injetiva

e sobrejetiva, isto é:

e Dado o operador auto-adjunto & existe uma unica fungdo impar ndo-decrescente A

tal que a funcao de Green Gy para (b* — &)~! pode ser escrita como:
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1 oo A(x,v)A(y, _
Gutey) = 1 [~ HEPEED ) com [(27+1)da < o0

e Dada a funcdo impar nao-decrescente A, com [(v* +1)" A < oo , existe um tinico
operador auto-adjunto & tal que a funcgio de Green Gy, para (b* — &)~! pode ser

escrita como:

S e = NG

Teorema 5.1.5. Dado um operador auto-adjunto & existe uma fungao impar ndao-

decrescente A tal que a fungio de Green Gy para (b — &)~! pode ser escrita como:

Goly) = 1/00 Az, v)A(y,7)

2 -1
A 72+ b2 dA(y) , com /(’y + 1) dA < 0

Demonstracao. Como vimos na Proposicao 4.5.4 , o operador G = Gy, é um operador
auto-adjunto compacto, e G(L*([0,1],dW)) = D(®), isto é, a imagem do operador G ¢é
D(®), que por sua vez ¢ denso em L*([0, 1], dW).

Estamos sob as hipdteses do Teorema Espectral, que garante a existéncia de uma
familia perpendicular e unitaria (f,) de autofuncao do operador Gy, , com autovalores

reais a,, que geram o espaco L?([0,1],dW).

A demonstragao dessa versao do Teorema Espectral pode ser encontrada no Teorema
VIIL.3 do (REED; SIMON, 1981).

Cada f, € D(®) e também é autofuncao do operador &, pois:

Gibfn = anfn — (bQ - G)szfn = (b2 - Qj)anfn —

n

fn:an(ben_ﬁfn) — Q5fn: <b2_;>fn

1
De fato, b> — — ¢ fixo real e temos f,, autofuncao de @&.
Qp

Além disso, pelo Lema 3.1.2; vale (& f,, f,) < 0.

Denote 3, = b* — 1/a,, e escreva:

Dai, podemos escrever o autovalor 3, = —v2, com 7, > 0.

Conforme o Teorema 4.2.9 , a menos de uma constante multiplicativa, A(z,v,) é a

tinica solucio para & f = —2f de classe D_(®), entdo, como f, é solucdo dessa equacio
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e pertence a D(®), em particular, a D_(®), ela pode ser escrita como multiplo real de
Az, 7).

A principio, A é uma fungao que assume valores nos complexos, porém, note que,
pela definicdo das funcoes p,, que sao integrais em W de fung¢des que tomam valores
apenas nos reais, ocorre que cada p, é uma funcao real e, em particular, neste caso em

que v € R, temos:

[e.9]

Az, ) = D (=1)"(%)*"pa(z) € R para todo z € R
n=0

Ora, como fr = o - A(x,7,), com a € R, podemos afirmar que f, assume valor
apenas nos reais. Vamos usar no decorrer da demonstragao, que vale f,(z)* = f,(x). Além
disso, podemos escolher o > 0, pois o sinal nao muda a independéncia linear de cada f,,
dai, como A > 0, f, > 0.

Em particular, o espectro v, : n > 1 de & ¢é simples, isto é, cada autovalor 7,
possui uma unica autofuncao unitério. De fato, se existir uma outra g, € D(®), com
&g, = —72gn, novamente, pelo Teorema 4.2.9, terfamos g, = ¢, - A(x,7,) = gn = c- fn,

onde ¢, ¢, sao constantes, e por isso g, seria multiplo de f,.

Ainda, vale Gy f, = (72 +b*)7 f,, pois:

fo=0*=&) (0 = 8)f = (b* = &) (1 fr — & fn)
= (b2 - ®)_1(b2fn + '7r2zfn> = (b2 + 77%)(172 - 6)_1fn =

G fo = (0" + 7)) (5.2)

Como f,’s geram o espago L*([0,1],dW), para uma f € L*([0,1],dW) qualquer,
podemos escrever f = Y0, (f, fu) fn e dai:

(Gaf. f) = <Ga,f, f;: (o) fm> = f;: (Gaf. fun) (F: fr)’
Ga ( i; (. Fua) fn2> , fn1> (o fu)

3 (Fo o) G o ) U )

=SS G fo) U ) U )

= 3 S O A g fon ) U Fua) ()
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Z Z (Vay + 02 (Fgs o) (s Fra) {Fs for)”

ni=1ns=1

Mas, como f,’s sao perpendiculares, ocorre:

(fros Jni) =0 ,seng #Zmny e (fu,, fuy) =1, 86 ng =ny e a escrita se resume a:

Gaf, f) = Z%H?Q (frs fu) {fs ) (F, fa)” Z%HQ )AL fa) P

Inspirados nessa escrita, nosso objetivo agora é mostrar que o ntcleo do operador

integral G;;, pode ser escrito como a série:

§J%+w2 Ful) Fal) (5:3)

Inicialmente, vamos mostrar que Gg(z,y) > S0 (72 + 627 fu(2) fu(y), com

excecao aos intervalos sem massa e para qualquer N > 1 fixado.

Fixe N > 1 e defina o operador integral através do nticleo Gy (z,y) — SN (72 +
v*)7 fu(x) fu(y), vamos mostrar que o operador é nao-negativo, e dai, o nicleo ¢ nao-
negativo, que vai implicar na desigualdade desejada, nos periodos em que W possui

massa.

Denote por T (7,y) = XN (72 + b*) " f,(2) fu(y) e T o operador com o niicleo

Ty(z,y) para simplificar durante a escrita abaixo.

Entéo, escrevemos Ty f(z) = [jo Tn(z,y) f(y)dW (y) e vale:

(Inf.f)=[ Tnflx)- f(x)dW(z)

- /[o,u l/ (Z (v +0°) 7 ful@) fuly )> -f(y)dW(y)] - f(z)*dW (z)

L5000 rmavm] - serav)

<%+w1A”%@ﬂwwwwW@bmw¢mwwm

(o o) [ Fal@) - f(@)"dW (@), pois [ = fa

O+ %ﬁﬂ%@h@%ﬂ@WW@)

(%+§)Uhjfwhjﬂwmﬂﬁh%4hjf
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N N
=D (i + ) fus /) P =D (v + 0T fa) P
n=1 n=1

Dai,
(G = Tn)f, [) =(Gaf, [) = (INF, f)
N
E_j a + ) S P =2+ 0 ) P20

n=1

Entdo, podemos afirmar que vale G(x,y) > SN (42 + %)L fo(2) fo(y), mas
a principio essa desigualdade s6 é valida onde W possui massa, pois se Gp(z,y) <

N (2 4+ )7 (@) f(y) em intervalos sem massa, ainda valeria ((Gy — T)f, f) > 0.

O objetivo agora é provar que o somatério SN | (72 + b2) 7L f,.(2) fu(y) estd bem

definido para todo o intervalo [0, ], incluindo intervalos sem massa.

Em particular, vale G (z, ) — S (42 4+ b%) 71 f,,(x)? > 0 para z fora de intervalos

Sem massa.

Seja (a,b) C [0,] um intervalo sem massa de W.

Figura 9 — Positividade de uma fungao

Fonte: Producao do préprio autor.

Seja f uma fungao em L*([0,1], dW) tal que f”(z) existe para x € (a,b). Observando
a figura, fica facil de perceber que se antes do ponto a e apds b uma funcao f é positiva
e houver algum ponto entre a e b em que f é negativa, é necessario que a derivada da

fungao cresca nesse intervalo, isto é, em alguma parte do intervalo devemos ter f” > 0.
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Vamos usar esse fato para obter essa desigualdade G (z, 2) =N (72 46%) 71 f,,(2)? >
0, vamos observar que existem os pontos a e b, onde a func¢ao é maior que zero e vamos

mostrar que a segunda derivada é menor que zero, isso vai implicar que nao existe nenhum
z € (a,b) tal que Gy(x,7) — SN (2 +0*) "1 (2)2 <0
De fato, esse fendmeno ocorre pois ja vimos na definicdo de cordas que 0 e [

sdo sempre pontos de crescimento, assim, vale a desigualdade neles, isto é, Gy(x, ) —
net (v 4 0%) 7 fu(2)? > 0 para x € {0, 1}
N " .
Vamos mostrar que [Gib(x, )=S0 (2 + b2)_1fn(:c)2} < 0. Assim,

[ w(z, x) Z 2+ b%)” ($)2] = [A(:E)D(x) Z(% +b%)

Skt |
= (A(x)D(:z:))N - (n:(% +b%)" )
)

- (4 + A(w)D'm))/ SO CEER

n=1

= <2A/(ZL‘)D/(:)§) + A"(z)D(x) + A(z)D"( m))
J& vimos que num intervalo sem massa A e D sao lineares, logo A” = D" =0

nesses intervalos, além disso, como f, € D(®), para = € [a, 5], podemos escrever:
Fal@) = £2(0) + £ (0 x+/xdz/z & £, (s)dW (s)
— £.(0) a:—l—/dz/@fn VAW (s +/dz/é5fn W (s)
= [u(0) + £, (0)z + C1 + / [ /0 B fu(s)dW(s) + / 6 fn(s)dW(s)]dz

(2302480 (o) + (20

n=1

= fu(0) + £, (0 ):c+01+[/ & f,(s)dW (s ]/dz
= fu(0)+ £, (0)z+ C1 + Cy(x —a) = folz) =0z +

Onde C4,Cs, a, f sao constantes, assim f, é linear no intervalo sem massa e,

portanto, f/(z) =0

Juntando essas informagoes, isso implica:

"

Gib<x,x>—zl<72+b2>1fn<w>2] 2N (@)D () (2221(72+62)1-(f£(w))2>

_ 2(A'<x>D'<x> Sz <f,;<x>>2) <0

Pois D'<0e A" > 0.
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Entao, a desigualdade Gy(z,2) — XN (72 + 0*)" ' f,(2)? > 0 vale para todo
€ [0,1], ou melhor, G(z,z) > SN (2 + b))~ f(2)2

Agora, podemos também afirmar que 3°° (72 + b?) 7L f,,(2)? < oo para x € [0,1],
n=1\/n

pois Gy(x, ) estd bem definido e vale a desigualdade anterior.

A desigualdade vale para Gy(x,z), vamos mostrar que vale para z,y € [0,1],

incluindo intervalos sem massa.

O Lema 5.2.2 da Desigualdade de Holder, enunciado no préximo capitulo, aplicado
2
para o espaco adequado, garante que (Zzozl akbk) < (ZZ;.L ai)(zzozl bi) quando as
séries a2, b? sao somaveis.
Aplicando esse resultado para ay = (72 + b*) V2 f, () e b = (v + b?) V2. (y),
temos:

2

='§( )0 (07 + ) A)
< i(v +b%) 72 () )HZ( 2 4 b?) 1/2fk(y))2]

k=1

= i,yk_'_b2 lfk ]l27+b2 1fk(y)2

S 07+ 1) (@) Ay

< 00

A principio, isso ainda ndo é suficiente para concluir que a série 332, (72 +

b*)7! fir.(z) fu(y) converge, somente garante que ela ¢ limitada.

Porém, vimos que f, > 0, entao, como a série é de termos positivos e limitada, ela

converge.

Mais ainda, para z fixado, Gy (z,y) é uma fun¢io em y e, calcula-se o produto

interno abaixo:

< (T, y) i_o: (vi + %) " fula )fk(y)>fj<y)>

_/ Gi(z,y) §]ﬁ+wrvmwmw»ﬁ@rwww

:/[o,l} Galr,y) - fily)dW(y) = /[ }(i(’VkerQ) (e )fk(y)) - fi(y) dW (y)
= /[0 h Gip(z,y) - fJ i_o: b2 lfk( ) o fr(y) - fj(y)*dW(y)
B /[o,l] Gin(z,y) - fi(y i ) fi(@) (frr f;) 5 lembre que =1

k=1

:/[o,u Gip(z,y) - f[;()dW (y) — (7 +0°) 7 fi(x) = Ganfi(x) — (7 + %) f(x)

= (V 4+ ) (@) = (Z+ ) (@) =0
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Portanto, vemos que G(x,y) — 30 (72 + %)~ f,.(z) f(y) = 0 é perpendicular a
todo f;, dai, vale a igualdade em W, ou seja, nos pontos em que y estd num intervalo sem

massa, nao ¢ possivel concluir a igualdade.

Entao, temos a equagao abaixo, quando x e y nao estdo no mesmo intervalo sem

Gulr.y) = Y02+ 1) (o) ) 54

Figura 10 — Exemplo de funcao A com 0 autovalor

4

'Vz Y4 V2 V34Z4

Fonte: Producao do préprio autor.

Essa férmula para Gy, se torna uma integral com a introducgao da func¢ao impar

T
nao-decrescente A que salta §||A(x, o)l + [|A(y, v)|| em —~, e em +7,, saltos de mesmo
tamanho, como é uma func¢ao impar nao-decrescente, em —v, o salto é negativo, e em +,

o salto é positivo.

Entao, podemos escrever:

Ga(z,y) = 71T /_ o:o A(x;z)fégy ) dA(y)

Com a mesma ressalva do somatério da equagao ((5.4)) de que x e y ndo podem

estar no mesmo intervalo sem massa.
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De fato, lembre-se que f,(z) é multiplo de A(x,~,) e também, f, é unitaria, entao

= 714(%%) ualmente = 714(%%) af
P = A i B 2O =g 5 P
L Az, v)A(y,7) LS A, ) Ay, Ya)
;/ V2 + b2 dA(y) = w[%( V2 4+ b2 - Al
A, ) A(Y, Vn)
B 'A[_%M
2, ) AY, ) 7r
[g ( V2 + b2 20| A, ) - 1Ay, )l
4 A(CL’,%Z)A(y,’yn) ) ™ >1
%% + b2 2| A, )| Ay, )l
= Zl Il +%2 Z::l Y+ 07 ful(@) fuly)
= Gib(ﬂﬁ,@/)

5.2 Transformada

O objetivo desta secdo ¢é construir as transformadas "pares" e "impares', com base
na mesma ideia da Transformada de Fourier que utiliza as func¢oes cos e sen, como nicleo

da transformada par e impar, respectivamente:

o Transformada Par

+00
os = foos0) = [ cos(an) f(a)da
e Transformada Impar
+oo
sen - f — fsen( ): ‘/_OO S@?’L(C(Z’Y)f(l’)dl’

Com o auxilio da férmula da fungao de Green vista na segdo anterior (5.1), vamos
demonstrar a existéncia das versdes da Transformada "Par" e "Impar" para o caso geral,

onde as fungoes A(x,v) e B(x,7) fazem o papel do cosseno e seno, como a seguir, onde
B(.CC, 7) = —’}/_lA—’—(%, 7)

o Transformada "Par"

l
vor £ = Frar() = [ Al ) @)W (@)
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e Transformada "Impar"
R . l

Dizemos que as transformadas sao "pares' e "impares' pela inspiragao, mas nao
necessariamente valem as condigoes A(x) = A(—x) e B(z) = —B(—=) para toda funcao A
e B, vai depender da fungao massa W (x), o que valem sao as condigoes que veremos de
que a imagem da transformada "par"' sao as funcoes pares de L*(R,dA) e a imagem da

transformada "fmpar' sdo as funcoes impares de L?(R, dA).

Notagao. Considere a classe de fungdes L*(R,dA), vamos denotar por:

o L2 (R,dA) as funcoes pares de L*(R,dA) , isto é, as fungoes f € L2 (R,dA) com

par par

f@) = f(==);
(R, dA) as funcdes fmpares de L*(R,dA) , isto é, as fungoes f € L2 (R, dA)

imp

o 2

imp

com f(z) = —f(-x) .
Considere a classe de fungoes L*([0,1 + k|, dz), vamos denotar por:

« X C L*([0,1+k],dz) o conjunto das funges que satisfazem || f||2 = [i17 | f(x)[?dx <
o0 e que sao constantes em intervalos sem massa de W, mais precisamente X = Xy,

pois depende da funcao massa.
Os resultados a seguir, cujas demonstragoes podem ser encontradas em (BARTLE,
2014), irdo nos auxiliar na demonstragao do Teorema 5.2.4.

Teorema 5.2.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam (f,,) de fungoes
integraveis que convergem em quase todo ponto para uma funcgao real mensurdvel f. Se

existir uma fungdo integravel g tal que | f,| < g para todo n, entdo f € integravel e vale:

ey

Teorema 5.2.2 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP e g € L9, onde p > 1 e
(1/p) + (1/q) = 1. Entdo fg € L' e || fglli < [Iflsllglls-

Provemos a seguinte Proposicao:
Proposigao 5.2.3. Seja f € L*([0,1],dW), vale:

ll)iTmbzGibf = f, em L*([0,1],dW) , ou seja, %iTmezGibf — fllw =0
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Demonstragao. Inicialmente, vamos provar o resultado para D(®) e usar a densidade para
L2([0,1],dWV).

Seja f € D(®). Entao estd bem definido & f e podemos escrever:

PGif — f = b*Gaf — Giu(b? — 6)f , pois Gy(h> — &) = 1
=G f — Gp(V*f) + Gip(6f) = 0*Gapf — b*Gapf + G (S f)
= Gp(&f)

Dai |*Ginf — fIl = |G (& f)]]-

Pela Afirmagao 2. do Teorema 4.5.1, vale para toda f € L*([0,1],dW) que ||Gguf|| <
b=2||f]l, em particular, & f € L*([0, ], dW), logo:

1°Ganf — fll = IGa (&) < b*[&f| =
Hm 10°Ganf — fII < lljiTmb”Il@fH =0, pois [|Bf]| < oo

Portanto, o resultado segue para f € D(®).
Seja f € L*([0,1],dW). Pela densidade de D(®&), existe uma sequéncia de fungoes

fn € D(®) tal que, dado um & > 0 existe um certo indice fixo n. para o qual, se
n>n. = ||fu—f|l <e.

Adicionando e subtraindo os termos b*G, f,, € f, obtemos:

VGuf — f=VGaf £PGafu £ fo—f
= 0°Gipf = V’Gipfu +V°Gisfo — fu+ fo— f =
1°Ginf — fll = |°Givf — b Gavfrn + V*Givfro — [+ fun — [l =
10°Ginf — fll < I0°Ginf — U Giv full + 10°Gin fro — full + 1fn = ]
10°Ganf — fIl < N0*Gan(f = fu)l| + 10 G fr = full + | £ — £

Observe novamente que, pelo Teorema 4.5.1, [[?Gi(f — fo)|| < 0*-072||f — full =
If = full, entao:

16°Givf = fII < 1f = fall + 10 Givfo = full + 1 fa = [l < €+ [10°Ginfro — full + €

Além disso, o resultado ja vale para f, € D(&), entdo, passando o limite, obtemos:

Hm (DG f — fI| < lime + [*Gafo = full +¢
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< 2 + %iTm 162 Gipfr — fall < 2¢

Tomando n grande o suficiente, podemos fazer € tender a zero e assim, limppo, |*°Gnf—

fI =0

O
Seguimos com os teoremas das transformadas par e impar.
Teorema 5.2.4 (Transformada Par).
A transformada "par”
l
vor # f = Frar () = [ Al ) f (@)W (@) (55)
€ uma aplicagio 1:1 com dominio em L*([0,1],dW) e imagem L2, (R,dA).
A funcao original pode ser recuperada através da transformada inversa
. 1 ptoo .
par . fpar [fpar]par(z) = f(iL‘) = ; /_Oo A(x>'7)fpar(7)dA(7) (56)

Ainda, vale a identidade de Plancherel:

1 1 SN 1 4
1 = [ 1F@RVE) = 2 [ f )6 = 21

ou seja, a menos de um fator \/Tf — foar ¢ um isomorfismo entre L*([0,1],dW)
e L2, (R,dA).

par

Demonstracao.
A Desigualdade de Holder (Lema 5.2.2), garante a existéncia da integral.

De fato, f € L*([0,1],dW) e A(x,v) € Do(®) C L*([0,1],dW), logo A(z,v)- f(x) €
L', isto é, [l A(z,~)f(z)dW (z) < co, entdo a transformada estd bem definida.

Note que, pela Defini¢ao 4.2.1, A(z,7) = 3% o(—1)"y*"p,(z), por isso:

[e.9]

AW () = [ (31 pala)) Fa) IV ()

n=0

f par

0= [ Al
I Z () pul@)) F@)W (@) = [ Ale, ) (@)W (2)
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= fpar(_'y)

Portanto, a funcao fpar é par, justificando a notacao.

Mais a frente, vamos demonstrar a identidade de Plancherel, || f||12 = =l fpar |, €
s

como f € L2([0,1],dW), temos fyur € L2, (R, dA).

Ainda resta a transformada inversa, a identidade de Plancherel e o isomorfismo.

Para a transformada inversa, vamos usar a Proposigao 5.2.3 e a formula da Funcao
de Green (5.1).

Relembre que a a¢ao do Operador de Green, é o operador integral Gy, f(z) =
Jo— G, y) f(y)dW (y).

Assim,
G f(z / Gip(z,y) f(y)dW (y)
[ /°° EPAEan )| faw

P2+ D2

L[ e [ [} A sav)|ase)
_ ! /mwwdm)

TJ- v2 + b2
De fato, pelo Teorema de Fubini 4.2.5 podemos trocar a ordem das integrais da

segunda pra terceira linha.

Portanto, vale:

Lo A@,7) fyar(7)
; =— — A dA .
Guf(r) = [ S s (57)

Multiplicando a Equacao ((5.7)) em ambos os lados por b e aplicando o limite

com b T 0o, obtemos:

hmb Gif(z) = bz7T /O:O WdA('Y)

/OObToory +b2 . (x77)fpar(’y)dA(’7)

Como A(z,7) fpar(fy) é integravel, pelo Teorema da Convergéncia Dominada 5.2.1,

podemos trocar o limite com a integral.

62
Além disso, limpyeo m =1 e temos:

lim WGy f(z) = 71T / b A2, ) frar (V) dA(y)

—00
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Por fim, pela Proposi¢ao 5.2.3, vale:

F@) =~ [ A far()AAG)

T J—o0

Agora, em vista de obter a identidade de Plancherel, observe que || f||% = (f, f) e
usando a Proposi¢ao 5.2.3 temos || f|3 = (f, limpreo B2Gipf) = limproo 0 (f, Gin f)
Isso motiva a encontrar (f, G;f) e usando a Equagao ((5.7)), podemos escrever:

«ﬂewﬁ::A’ﬂxﬂl/m‘“%Z”%“”dAmﬂ*mvu>

T J—00 ’Y+b2

| ll /_‘:’O A(lvv)fpar(v)*dAw)]dW(x)

0— T 2402

o0 ?al 2 U Al (x)dW(x)]dA(’Y)

/ fpar fpar(7>dA(,Y> — 71-/ |fpa7“( )|2dA(’}/)

’}/ +b2 0o ’}/ +b2

Novamente, multiplicando por b? e fazendo b 1 oo segue:

hme <f szf) :hmb21/ |fpar( )|2dA(,y>
broo btoo T Jooo 4%+ b2

2

_ - b )

T /—oo %ngo} ,}/2 + b2 ’fpar(’}/)‘ dA(fy)
1

0o . 1 -
11 = = [ Voar)PAAG) =~ farll

Por fim, resta mostrar que existe um isomorfismo entre L*([0,1],dW) e L2, (R, dA).

De fato, é um morfismo pois o operador envolvido tanto no morfismo original

quanto na inversa ¢ a integral, que ¢ linear, preservando as operacoes dos espacos.
Pela existéncia da inversa, j4 podemos concluir que %, é uma injegao L*([0,1], dW) —

R,dA).

par(

Vamos mostrar que é também sobreje¢ao.

Seja g € L2, (R,dA). Queremos mostrar que g é a imagem pela transformada de

alguma fungao em L?([0, 1], dW).

Inspirado na transformada inversa, considere a fun¢ao em L%([0, ], dWW):
1
=~ [ Al 1g()da ) (58)

A principio, ¢ é apenas uma notagao, nao necessariamente, § é a transformada

inversa de g.
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Como § € L2([0,1], dW), podemos aplicar a transformada § que esté em L2, (R,dA)

e, aplicando a transformada inversa, retornamos a funcao original, isto é:
= [ Al 1)i)an) (5.9)
Portanto, unindo as equagoes (5.8) e (5.9), temos:

= [ A ganm) = [ Az y)indae) (5.10)

A
%

O objetivo é mostrar que g = g, assim, mostramos que g ¢ a imagem de uma funcao
de L2([0,1],dW).

Na demonstracao do Teorema da Fungao Espectral 5.1.5, vimos que a integral em
dA na realidade se escreve como um somatério em enumeraveis pontos, onde A[y] é o

salto da fungdo em ~, e podemos reescrever a equagao (5.10) como abaixo:

> Az, 75)g = >~ A(z,7)(3) Al (5.11)
7=1

Jj=1

Para concluir que § = ¢, é necessério apenas a igualdade ﬁ(’yj) =9g(v) , 7 €N,
pois é uma igualdade de fungoes em quase todo ponto e a funcao espectral s6 possui massa

nesses pontos.

Observe que tanto a transformada, como a inversa, sao lineares, assim, vamos

realizar todo o processo para as fungoes truncadas.

Considere a funcao gr(y) = g() - 1,,(y), onde 1, (y) é a funcgao indicadora do

ponto v, relembre que v € real entao nao ha problema com definicao.

Realizando o mesmo processo, inspirado na transformada inversa, obtemos gi, para

o qual vale uma versdo da equagao (5.11), mas nesse caso, se reduz para:

> A, 1) gk () Ayl = Y A, ) g (9) Aly)
Jj=1 7j=1
ar(7) = G( )

Finalmente:

= gjly) = , pela linearidade da transformada inversa

y) =Y _g;jly) = , pela linearidade da transformada

ly) = igcj(y) = igj(y) = g(y) . pois §;(y) = g;(y)
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Assim, concluimos que g € L?, (R, dA) é a imagem de g € L*([0,1],dW), como g ¢

par

qualquer, temos que a transformada é sobrejetiva também.

]

Avancando o assunto, vamos falar sobre a transformada impar. Para a demonstragao
vamos precisar de um resultado preliminar de analise funcional, cuja demonstragao pode
ser encontrada em (OLIVEIRA, 2001), no Corolario 18.8. ii., na pagina 130.

Lema 5.2.5. Seja H um espaco de Hilbert. Se M ¢é um subconjunto de H, entdo

Lin(M) =H <= M*+=/{0}

Onde Lin(M) é a notagao para o fecho das combinagoes lineares finitas de elementos

do subconjunto M.

Teorema 5.2.6 (Transformada Impar).

A transformada "impar"
. . I+k
it £ = Fap(3) = [ Bla)f(a)da (5.12)

¢ uma aplicacdo 1:1 com dominio em L*([0,1],dW) e imagem L% (R, dA).

imp

A funcao original pode ser recuperada através da transformada inversa
B . 1 .
Ainda, vale a identidade de Plancherel:

! 1 ~ 1, .~
111 = [ 1@ Pdz = = [ 1) PAAG) =~ fimpll3

ou seja, a menos de um fator \/7f — fi:np ¢ um isomorfismo entre X e Lfmp(R, dA).

Demonstracao. Para a demonstracao desse teorema, a ideia é obter algumas relagoes com a
transformada par, aproveitando que para essa transformada ja demonstramos o resultado.

A prova sera feita em varias etapas, vamos iniciar mostrando que a transformada

impar %, estd bem definida e que vale a identidade de Plancherel.

Inicialmente observe que a transformada como integral esta bem definida.
R I+k
fo) = [ Ble,2)f(x)da

e Wﬂx)czx —— [ A @@ )
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1 l+k
< —f/ AT, y) f(x)dz , pois A*(z) < A*(I), Vz € R
v Jo-
1 I+k
= AT [ fla)de < o
ol 0-
De fato, como W ([0,] + k]) < oo e f € L*([0,1 + k], dx), temos que f ¢ integravel,

isto &, [I*%|f(z)|dx < co. Ainda, vimos nas propriedades de A, que a A*(I) < oo, dai se

conclui fi;np('y) < 00.

Vamos justificar a notagao e mostrar que a transformada realmente é uma funcao

impar de 7.
- —A*(z,7) o , :
Por definigao B(z,7) = , substituindo a féormula para A(z, ) e derivando,
obtemos:
Az, ) = D (=1)"*"palz) = A¥(z,7) =Y _(-1)"y"pi(z) =
n=0 n=0
—At _\"© 1)" 2n
Bla,+) = (r,7) _ —¥Xoo(=1)"r"p, ()
Y Y
== > (=1)"" 'p;(x)
n=0

Calculando B(z, —7v) com essa féormula:

B(z,—y) = = > (=1)"(=)*""'pi () , o expoente é impar, logo (—7)** ' = —*""!
n=0

Z )"yt (z) = —B(z,7)

Podemos escrever fimy(7):

. I+k
f) = | Bla2)f(@)de
I+k

= [ =Bl @i =~ [ Bl ) f@)iz = ~finl—)

0—

Entao, vale que a funcgao f,mp é fmpar, resta mostrar que esta em Lzmp(R, dA).

Prosseguindo, vamos mostrar que valem alguns resultados para um conjunto denso
em X, que é o conjunto das fungoes que estao em L?([0,1 + k], dx) e que sdo constantes

nos intervalos sem massa.
Afirmacgao 1. O conjunto <h+ the D(@)) ¢ denso em X.

Demonstragdo 1. Vamos usar o Lema 5.2.5 para provar que esse conjunto é denso.
Note que X ¢ um espaco de Hilbert, pois é um subespago fechado de L*([0,1 + k], dx).

De fato, basta refletir que a soma de funcoes que pertencem a L*([0,1 + k],dx) e sdo
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constantes em intervalos sem massa resultam em fungoes que estao em L%([0,1 + k], dz),
pois L*([0,1 + k|, dz) é um espago fechado, e como ambas sdo constantes em intervalos

sem massa, a soma também o é.

Denote o conjunto (h+ the D(Qi)) por B. E facil verificar que Lin(B) = B, isso
ocorre pela linearidade da derivada e porque h~(0) = 0 para h € D(®).

Assim, pelo Lema, B = X <= B! = {0}, e B = X é equivalente a B é denso
em X. Portanto, para mostrar que (h+ che D(@)) é denso em X, vamos verificar que
B+ ={0}.

Seja j € X perpendicular a toda fungdo em B, isto é, j L h' para toda h € D(®).

O objetivo é concluir que j = 0.
I+k
0=(h*j) = / W (x) - §*(x)de (5.14)
z Jo

Podemos escrever h'(z) =[5 Bh(s)dW (s) e substituindo em (5.14):

0=(n*j) = /O”k W) - () de = /O”k l/ (’5h(s)dW(s)] () da

Pelo Teorema de Fubini 4.2.5 podemos trocar a ordem das integrais, e observando

a Figura 8, obter:

[ o] e = [ one | [ i ave

I+k

— [ eh(s) [ / o j(x)dx] AW (s)

07
Em resumo, [F &h(s) [f;+kj(x)d$] dW (s) = 0 para toda h € D(®).
Logo, devemos ter [szkj(:c)dJ:] =0 = ["*j(z)dz = 0 para todo s, com
0 < s <1+ k, exceto possivelmente em intervalos sem massa, onde mesmo o integrando

nao sendo nulo, a medida em W é.

Note que, se vale ffkj(x)dx = 0 para todo s, com 0 < s < [+ k, podemos concluir

que 5 = 0.

De fato, é possivel garantir que f;Jrkj(x)dx = 0 vale para 0 < s < [+ k sem
restrigoes pela maneira como o conjunto X ¢é definido, j é constante em intervalos sem
massa. Entao casos como o da Figura 11, cuja integral seria nula, exceto em intervalos

sem massa, nao podem ocorrer.

Finalmente, podemos concluir que j = 0, e por isso, B+ = {0}, i.e., (h+ ch e
D(QS)) é denso em X.
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Figura 11 — Exemplo de uma func¢ao j que nao ocorre.

i)

Intervalo sem massa

i(x)

O]

Fonte: Producao do préprio autor.

1

Afirmagdo 2. Vale |h*|2 = =||(hT), |4 para h € D(®).
m

imp
Demonstragio 2. No Lema 3.1.2, vimos que (f, & f),, = — [ot"|f*(2)|?dz. Entdo,
para h € D(&), temos [iTF |t (2)[2dx = — (h, BR),, .

1 A
Ainda, usando a transformada inversa h(z) = — [ A(x,7)hper (7)dA(7y) e substi-
7r

tuindo:

— (h, Bh),, = — / l h(z)[®h(x)] dW (x)

= /Ol_ h(z) [ﬂf(i / A<x,v>ﬁpar<v>dA<v))] dW (z)

Lembre-se que & = dIC/lVdd’ e como h(z) e &h(x) estdo bem definidos, podemos
T

derivar sob o sinal da integral (em relagao a x) e obter:

@)y =~ [ n) @(i / A(:vﬁ)ﬁpar(v)dA(v)ﬂ aw(a)
—— [ 1) [} [ [t i) | i

=~ [ 1|} [ [ 2] ()80 )

= [ |} [ A Dhin )] avi
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Em multilplicacao de niimeros complexos, vale a relacdo com o conjugado:
* * *
2125 = (2 - 22)
Dai, podemos escrever:

~ (o), = [ )L 246, v)ﬁpmwm] (e

[l syl

Novamente, pelo Teorema de Fubini 4.2.5, troca-se a ordem das integrais e usando

a relacio novamente:
~ ey, = | [ )|} / A ()0 | 2|
- [ [ @A) ase]|

_ /7 V 2) A (2, 7)dW (z )rhpar(v)dﬁ(v)l*

Observe que, pela linearidade e como p,(z) € R, vale:

o0 o0

= (X" (@) = Y (1) (v)*"pu(z) = Alz,7")

n=0 n=0

Além disso, v varia em R, logo v = 7*. Finalmente:

*

— (h, ®hYyy = 71T [+ _ / l h(x)A*(x,v)dW(x)]*ﬁpar(v)dA(v)]
= [ [ [ moratemaw ) i rasen|

*

= |2 [ ] 80| = |2 [ 50

1 " N R
=[5 [ P08 = [ ()8 0)
Portanto, temos:
I+k 1 ~
12 = [ @R = = (k) = — [ PR ()PAAR) = Sl

A fim de obter a Identidade de Plancherel para a transformada impar, basta mostrar

q.ue (h+)imp = _’thm"
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Inicie com:

_’72ﬁpar(7) = _72 [0, h([E)A(ZL’,’Y)dW(ZE)

= | h(@)( =P Aw,7))dW ()

[0,1]

= [ M@ BAG, )W (2)

Prosseguimos com a integral por partes:

dW( (2) A" (= )) :h(m)dg{/(’q+(x)) +C”Cfv(h($))z4+(x) -
1) (A7) = g (A ) — i () 470) =
! I
Jo MO AW (@) = @A @), = [ (b)) AT @) ()
l
= A0 ~ [ () AT (@) (2)
— h(0—-)A*(0-)
L d

— WD) A*(l) — /0 - (h(@) AT (@)W (2)

Na tltima igualdade, utilizamos a propriedade A*(0—) = 0.

Temos também, W(h( )) = j{/f/ : C;i(h(:c)) e por isso, podemos reescrever:
/Ol_d;lv(h(x))ﬁ(x)dvv( = [ C;i;/-;;(h( ))A+(x)dW(w)
_/ Wt () A* (@) S - dW () = /O h* (2) A* (2)dx

:/h+xA+m T
0

Em resumo:

1 hgar () = [ @O AW (@) = hOA D) ~ [ (b)) AT @)W (z)
— h(D)A* / Wt (2) A* (2)de = h() AT (1) — z /0 Ch (@) AT (2)da

— h()A* (1) + 7/0 h () [ - A;()] dz

— WA (D) + 7/01 It (2)B(z, 7)de

Para finalizar, vamos mostrar que para todo parametro k, 0 < k£ < oo, temos
W(OAT(1) =~ 7 h¥ (2) Bz, ) da.

e k= o00.
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Nesse caso, por defini¢do, AT(l) =0 = B(x,7v) = 0, para | < x e isso implica
v [ R () B(x, y)da = 0.

Vale, portanto, h()AT(1) = 0 =~ ["* ht(z)B(z,~)dx.

e k< 0.

Relembre, h € D(®), em particular, h € D (&), logo, h satisfaz kh*(l) + h(l) =
0 = h(l) = —kh*™(1).

Além disso, h, A € D(®) e segue, para | < z < [+ k, que h'(z) = h™(l) e
AT (x) = AT(l). Dai:
l+k l-Hc Ik
7/ (2,7)dz = 7/ “(O)B(l,v)dx = VB(Z,V)W(Z)/ dx
l

= vB(l,y)kh™(l) = 7[ — AJ;(Z)] kh*(1)
)

= —AH()kRT (1) = h()A* (1

Podemos concluir entao, que

~ I+k ~ ~ .
—Vhpar (7) = 7 /O W (2) Bz, y)dr = y(ht),,, = (W), = =V par

. 1 -
Por isso, vale ||h*]]2 = ;H(h-’_)imp”

% para h € D(®).

1. -
Afirmagao 3. Vale a Identidade de Plancherel || f||2 = =||(f),. ||A para toda
m

feX

imp

Demonstracio 3. Seja f € X, pela densidade provada na Afirmagdo 1., existe uma

sequéncia de (f,), onde cada f,, = h', com h, € D(®), para as quais vale:
Dado ¢ > 0, existe ng, tal que n > ny = ||f — full. < e.

Ora,

1 falle = 11 = Falle < 1 £lle < falle + 11f = Fulle =
£l = | falla| <

|l <e

1 -
Ja vimos que para f,, vale Plancherel || f,||. = ﬁ”(fn)imp“A , entao:

1£ 1l = | fall

(5.15)

e (AN RS

= 0 para toda f € X.

Queremos mostrar que ||| f|. — —||ﬁ-mp||2A
s
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Escreva:

1]l - j,rnﬁmpnA - \anx 4 jEum)mHA - j,rnﬁ-mpna

1 ~ 1 ~ 1 o
- e gla| + ]ﬁn(fn)im,,ua - ol

Assim, com vista a controlar a segunda parcela, vamos mostrar que (f,,) imp fimp-

. I+k
im (f) g, (7) = lim / B(z,7) fu(z)dx , pelo Teorema da Convergéncia Dominada 5.2.1
n n 0
I+k

= /OM lim (B(x,7) fu(x) ) dz = /0 B(w,7) lim (fu(z))dz
- /on B(z,7)f(2)dz = fump(7)

Relembre que ||f, — fll- = 0 e || fl|l. < oo, entdo sup || ful|z < oo e, por Plancherel,

Sup ﬁ”(fn)zmpHA <00 = Sup H<f”)zmp||A < 0.

Novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada 5.2.1:

an [ (Fo) gl = T [ 1R () PADG) = [ Timn (1), (VIPAA()
— [ 1o DPAAG) = [ fims 2

Logo, |(fa)smplla = Il fimplla- (5.16)

Entao, dado € > 0, para n grande o suficiente, valem:

1 . 4 1 A 1 A 1 .
— —\f; < - — . — A — —|\f;
’Hf“w ﬁ”fz’mpHA = ‘HfH% \/—H(fn)zmpHA + ’ﬁ”(fn)zmpHA \/%“fzmp”A
<5+|\/— 1) implla = Ifumslla)| < 26 (Eq. (5.16) e (5.15)).
Dai, t £l = —= I Fomplla| = 0. isto &, flls = == Fmplla pira toda £ € X
a €Imos x m = U, 1510 €, Tz — im I .
1, tem ﬁ pllA ﬁ plla P

Afirmacao 4. A transformada impar 5, : f — ﬁmp é uma aplicagao sobrejetiva
entre X — L2 (R, dA).

mp

Demonstragdo 4. Assim como em toda a demonstragao, temos a ideia de associar os
resultados da transformada par, que ja estao demonstrados, para obter os da transformada

impar.

Nosso objetivo sera mostrar que o conjunto S := {[(Gh) ] h € D(® )},
conjunto das derivadas & direita da transformada fmpar de h, para cada h € D(®), é

denso em L2, (R,dA).

imp

imp 3
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Obtendo este conjunto denso e com a Identidade de Plancherel, é suficiente para

concluirmos que a transformada impar é sobrejetiva.

Na Afirmagao 1., vimos que (hAJf)imp = —hpar, dai [(G;h)*]imp = —’y(GAih)pm,

Além disso,

72 +1

/ Az, ’Y);Alparm)] dW (z)
/

rpar (7) hpar() _ 15
B A(%’Y)(,yz 1 )]dW(iU) e © Lpor (R, dA)
l pa?“(/Y) ’
_ /O_ A(z,7) 2 )pardW(x)

Portanto, [(Gih)*], = —y(Gih) = ———fur(7) (5.17)

imp par ,YQ +1 par

Ora, na Proposigao 3.1.1, foi provado que D(®) ¢ denso em L*([0,1],dW), e vimos

anteriormente que a transformada par . ¢ 1 : 1 e vale a identidade de Plancherel

111 = 1 FparlI3-

Figura 12 — Diagrama da Transformada Par

101(5) T v L2([0,1],dW)

~

[D(®)],y @--mmmmmeeemmmmmmmeee- L2, (R, dA)

par par

Fonte: Producao do préprio autor.

Por isso, podemos afirmar que o conjunto [D(@)]Apmn ¢ denso em L2, (R, dA).
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Defina a aplica¢ao Truncamento em n da fungao f, T,,(f) como:

0,se —1/n<y<1/n
T.(f)(v) =40 ,se |y >n

f(v) , caso contrario

Observe que f € L7, (R,dA) = T,(f) € L;,,(R,dA). Realmente, |T,,(f)| <

\fl = T.(f) € L?,,(R,dA) e como os intervalos em que T},(f) se anula por definigdo

imp

'me(

sdo simétricos, se f é impar, T, (f) também é.

Ainda, para fi,,, impar, vale:

— v +1
Tn(fzmp) = 72 + 1 : Tn( fzmp) (518)
Com excecao para v = 0, onde fin,(0) = T5,(fimp)(0) = 0, pois sdo fungdes impares,
1
: fimp~
Note que T}, | ——— fimp | € Lfm(R, dA). De fato, é impar, e multiplicacao
_fy —_—

de fungoes impares, da uma func¢ao par e vale:
v +1
( flmp) S “n ' fimp
v +1 (1/n)? +1
. < | T2 g
( fzmp) > ‘ _(1/n) fzmp

1 1/n)?+1 n?>+1
s fz'mp> < maac{( /(Tll> ;_ o i } | fimp| € como n é fixo, temos:
n n

n®+1

T, e também

5

T,

v+ 1 n? 41
\Tn( S )| € Wl <
Finalmente, vamos provar a densidade do conjunto S. Seja fin,, € Lzmp(]R, dA).

1 fimp = (G) Tiplla = [ fimp £ Tl fimp) = [(Gilt) iyl
< | fimp = Talfimp) | & + 1T fimp) = [(Git) T,y 1

Ora, o Truncamento || fimp — T (fimp)||a — 0. Por um lado fiy,, é impar, ndo temos
problema em um possivel ponto com massa em 0, por outro lado, fi,, € L*(A), entdo
[ | fimp|?dA converge e basta tomar n grande o suficiente para que a cauda da integral seja

menor que um ¢ > 0 dado.

Entao, dado € > 0, || fimp — Tn(fimp)lla < €

Para ||T,( fimp) — [(Gih)+]Aimp||A, vamos usar a densidade de [D(@)]Apar. Vimos
na Equagao (5.17) que [(Gih)+T. S — — L Dper(7) € na BEquacao (5.18) que Ty (fimp) =
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— 1
,-y2_21 . Tn (7 il fzmp) Por isso:

1T fimp) = [(Gih) T,y lla =

2
— S Y3
: Tn( fzmp) hpar( )

7 +1 72+ 1 A
Y - 7 +1
= : har _Tn im
72+1‘ ! ) ( i p) A
N +1
S hpa’r(’Y)_Tn<ﬁy fzmp) <€
A

par par par

2
. v +1
hpar (’7) - Tn( — . fzmp)

Como [D(@)]A ¢ denso em L2, (R,dA)eT, (7 +1 fzmp> € L2, (R,dA), vale

<€
A

Logo, || fimp—[(Gih) o lla < Il fomp— T fimp) la+ 1T firmp) = [(Gih) T la < 22

1 ~
Afirmacgao 5. A transformada inversa impar f(z) = - J B(x,7) fimp(7)dA(y)

estd bem definida.

Demonstracao 5. E suficiente, mostrar que vale a a transformada inversa para um

conjunto denso em L? (R,dA) e que leva em um conjunto denso em X.

mp

Novamente, utilizando a transformada inversa par, para a qual ja sabemos a

validade, vamos obter a transformada inversa impar nesse conjunto denso.

Considere o conjunto (h+ i h € D(@)), j& vimos que ele é denso em X. Além
disso, vale Plancherel (logo, vale a injetividade) e a sobrejetividade da transformada impar.
Assim, conjunto ((h*) h e D(Qﬁ)) é denso em L? (R, dA).

imp ) imp

Além disso, usando a Equagao (5.13), calcula-se a transformada inversa de (hAJ’)

F amgling ) = = [ B D)) (1)4A()

imp:

-2 /A+£:[jy D vy, (AG) Afirm. 20 () = Al
/A%w”( Vi (1)) AA()
s / AT (x 7 (7)dA(7) , derivando em x sob a integral

= ( Az, 7)fzpar(7)dA(7)> , vale a transformada inversa par
T\

R,dA),

Portanto, vale a transformada inversa impar para um conjunto denso em L

R, dA).

zm(
P

o que implica que vale a transformada inversa para todo L3, (
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6 Conclusao

Nesta dissertagao, buscamos consolidar o entendimento da teoria relacionada a
generalizacao da equacao do calor, focando especificamente na Teoria de Fourier no
contexto do laplaciano generalizado. Ao estabelecer bases claras através da construcao de
uma base ortonormal de autofungdes para o operador, similar a abordagem tradicional dos
senos e cossenos para o laplaciano, avangamos em direcao a trivializacao desse operador,
seguindo a linha de pesquisa apresentada em (DYM; MCKEAN, 1976a) e outros artigos
relevantes (FELLER, 1955; FELLER, 1957).

A metodologia adotada se baseia na obtencao de solugoes através da expansao
em termos das autofuncoes do operador diferencial, o que nos permite determinar os
coeficientes dessa expansao a partir da relacao entre a funcao forcante e as autofuncoes.
Essa abordagem tedrica, embora menos aplicada, é fundamental para a compreensao

aprofundada das propriedades do laplaciano generalizado.

Ao longo dos quatro capitulos interligados, exploramos desde as defini¢oes fun-
damentais até a construcao da transformada generalizada que trivializa a solu¢ao desse
laplaciano. Destacamos a importancia das fun¢des de Green como ferramenta crucial na
resolucao de equagoes diferenciais parciais e demonstramos sua utilidade na obtencao de
solugoes particulares e gerais. Além disso, abordamos a natureza do operador diferencial,

sua auto-adjunc¢ao e nao-positividade em seu dominio.

Este estudo ndo apenas contribui para a consolidagao do conhecimento sobre a

Transformada de Fourier do laplaciano generalizado, mas também prepara o terreno
2

para investigacoes futuras, especialmente no caso do operador $ : f — onde a

dxdW’
ordem das derivagoes estd trocada. Ao fortalecer nossa compreensao do primeiro caso
(dWdx), estamos habilitados a explorar com mais solidez e de forma mais aprofundada as
complexidades e nuances do segundo caso (dxdW). A compreensao aprofundada desses
operadores diferenciais generalizados nao apenas enriquece o conhecimento tedrico, mas
também abre novas perspectivas para aplicagoes praticas em uma variedade de campos,
desde fisica e engenharia até financas e ciéncia de dados. Assim, ao abordar essa questao
de forma sistemdtica e rigorosa, esperamos contribuir significativamente para o avanco do

conhecimento nessa area e inspirar futuras pesquisas.

Em suma, esta dissertagao oferece uma contribuicao significativa para a consoli-
dacao da teoria relacionada ao laplaciano generalizado. Espera-se que os resultados aqui
apresentados inspirem novas investigagoes e aprofundem ainda mais nosso entendimento

desses operadores diferenciais generalizados.



92

Referencias

BARTLE, R. The Elements of Integration and Lebesque Measure. Wiley, 2014. (Wiley
Classics Library). ISBN 9781118626122. Disponivel em: <https://books.google.com.br/
books?id=aE1YBAAAQBAJ>. Citado 3 vezes nas paginas 13, 37 e 73.

DYM, H.; MCKEAN, H. Gaussian Processes, Function Theory, and the Inverse Spectral
Problem. [S.1.]: Academic Press, 1976. Citado 4 vezes nas paginas 12, 13, 64 e 91.

DYM, H.; MCKEAN, H. Gaussian Processes, Function Theory, and the Inverse Spectral
Problem. [S.1.]: Academic Press, 1976. Citado na péagina 34.

FELLER, W. On Second Order Differential Operators. [S.1.: sn.], 1955. v. 61. 90-105 p.
(Annals of Mathematics, v. 61). Citado 2 vezes nas paginas 12 e 91.

FELLER, W. Generalized second order differential operators and their lateral conditions.
[S.1: sn.], 1957. v. 1. 459-504 p. (Illinois J. Math, v. 1). Citado 2 vezes nas paginas 12
e 91.

KIPNIS, C. L. C. Green’s Functions and Linear Differential Equations: Theory,
Applications and Computation. 6000 Broken Sound Parkway NW, Suite 300: [s.n.], 2011.
Citado na pagina 60.

LIMA, E. Curso de andlise. Instituto de Mateméatica Pura e Aplicada, CNPq, 1982.
(Curso de andlise, v. 1). Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?id=
TOJUAAAAYAAJ>. Citado na pagina 37.

OLIVEIRA, C. D. Introdugao da andlise funcional. IMPA, 2001. (Publica¢bes matematicas).
ISBN 9788524401862. Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?id=
ovlUAAAAYAAJ>. Citado na pagina 79.

REED, M.; SIMON, B. I: Functional Analysis. Elsevier Science, 1981. (Methods
of Modern Mathematical Physics). ISBN 9780080570488. Disponivel em: <https:
//books.google.com.br/books?id=rpFTTjxOYpsC>. Citado 2 vezes nas paginas 13 e 65.

RUDIN, W. Real and Complex Analysis. McGraw-Hill, 1987. (Mathematics series).
ISBN 9780071002769. Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?id=
NmW7QgAACAAJ>. Citado na pagina 27.

SZUCS, J.; WEIDMANN, J. Linear Operators in Hilbert Spaces. Springer New
York, 2012. (Graduate Texts in Mathematics). ISBN 9781461260271. Disponivel em:
<https://books.google.com.br/books?id=vMveBwAAQBAJ>. Citado na pagina 60.


https://books.google.com.br/books?id=aE1YBAAAQBAJ
https://books.google.com.br/books?id=aE1YBAAAQBAJ
https://books.google.com.br/books?id=7OJUAAAAYAAJ
https://books.google.com.br/books?id=7OJUAAAAYAAJ
https://books.google.com.br/books?id=ov1UAAAAYAAJ
https://books.google.com.br/books?id=ov1UAAAAYAAJ
https://books.google.com.br/books?id=rpFTTjxOYpsC
https://books.google.com.br/books?id=rpFTTjxOYpsC
https://books.google.com.br/books?id=NmW7QgAACAAJ
https://books.google.com.br/books?id=NmW7QgAACAAJ
https://books.google.com.br/books?id=vMvcBwAAQBAJ

	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Introdução
	Cordas
	Conceitos
	O domínio D0(G)
	Condições de Contorno

	Operador Diferencial
	Contexto do Operador G

	Funções de Green
	Apresentando os Operadores
	Solução A(x,)
	Solução D(x,)
	Exemplos de Função de Green
	Igualdade entre o Operador Integral e Operador de Green

	Transformadas
	Função Espectral Principal
	Transformada

	Conclusão
	Referências

