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Resumo

Nesta dissertacao estudamos um teorema de C.H. Taubes sobre solucoes de
vortice das equagoes de Ginzburg-Landau, que descrevem a supercondutivi-
dade. Para provar o teorema, precisamos mostrar a existéncia da solucao de
uma equagao diferencial parcial eliptica nao-linear de segunda ordem. Para
obter a existéncia da solucdo, estudamos um funcional nao-linear definido
num certo espaco de Sobolev, e detalhamos as contas do artigo de Taubes.
Também incluimos dois capitulos auxiliares sobre fibrados em retas comple-
xo0s e preliminares analiticos.

Palavras-chave: supercondutividade, equacoes diferencias elipticas, espa-

cos fibrados, equagoes de Ginzburg-Landau.



Abstract

In this work we study a theorem of C.H. Taubes concerning vortex solution to
the Ginzburg-Landau equations, which describe superconductivity. To prove
the theorem we need to show the existence of a solution to a non-linear el-
liptic partial differential equation of second order. To obtain the existence of
solution we study a non-linear functional defined on an appropriate Sobolev
space. We also include two auxiliary chapters concerning complex line bun-
dles and analytical preliminaries.
Key-words: superconductivity, elliptic differential equations, bundle spaces,

Ginzburg-Landau equations.
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Capitulo 1

Line Bundles

1.1 Line Bundles

Um line bundle é uma tripla (L, M, 1) formada por variedades L e M e uma

projecao suave m : L — M tal que

1. Cada fibra 7' (m) ¢ um espago vetorial complexo de dimensdo com-

plexa 1;

2. Existe uma cobertura aberta {U,} de M e difeomorfismos
G : T (Uy) = Uy x C

tais que para todo ponto m em U, temos que ¢, (7~* (m)) C {m} x C
e a restricao
G lm—1(my: 71 (m) — {m} x C

¢ um isomorfismo C-linear.
A cobertura {U,} é uma cobertura trivializadora.

Exemplo 1.1.1 (Line bundle trivial). Considere uma variedade M. O line

bundle trivial é o produto L = M x C com a projecdo 7 : L — M dada por

w(m,z) =m.
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Vamos mostrar que 7 : L — M é um line bundle.
1. Temos que 7~ (m) = {m} x C. Podemos ver que 7! (m) ¢ um espago

vetorial complexo de dimensao complexa 1 com as operacoes

(m, z) + (m,w) = (m, z + w),

a(m,z) = (m,az),

onde z, w e o S20 numeros complexos.
2. Temos que { M} é uma cobertura aberta de M. Além disso, a aplicagao
identidade
Id: L — M xC

satisfaz Id (7! (m)) = {m} x C, e portanto
Id| =1y s 7" (m) = {m} x C

¢ um isomorfismo C-linear.

Considere um line bundle 7 : L. — M. Uma aplicagdo s : U C M — L
¢ uma se¢ao local se para todo ponto m em U, temos que s(m) estd em
7=t (m), ou seja,

mos=Idy.
Quando U = M, dizemos que s é uma secao global.

Exemplo 1.1.2 (Se¢bes do line bundle trivial). Considere o line bundle
trivial L = M x C. Para toda funcao f : M — C, temos que a aplicacao
s: M — Ldadapor s (m) = (m, f (m)) é uma segao global. Reciprocamente,
para toda secao global s : M — L, temos que s (m) estd em {m} xC, portanto
existe uma funcao f: M — C tal que s (m) = (m, f (m)).

Proposicao 1.1.3. Considere variedades L e M e uma projecao © : L —
M, suponha que vale a condicao 1 da definicao de line bundle. Temos que
w: L — M € um line bundle se e somente se existe uma cobertura aberta

{U,} de M e segoes locais s : Uy, — L que nao se anulam.
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Demonstracao. Suponha que @ : L — M é um line bundle. Tome uma

cobertura aberta {U,} de M e difeomorfismos
o 17 (Us) = Us x C

tais que para todo ponto m em U, temos que ¢, (77 (m)) C {m} xCe a
restricao
¢a |7r*1(m): 7T_1 (m) - {m} x C

¢ um isomorfismo C-linear. Para cada «, definimos a secao local s, : U, — L
por
Sa (M) = ¢ ' (m,1).

Temos que s, (m) # 0 para todo m em U,
Reciprocamente, suponha que existe uma cobertura aberta {U,} de M e

secoes locais s, : U, — L que nao se anulam. Definimos a aplicacao
G : T (Uy) = Uy x C

por

bulerr () = (o) (1)

)
Sa (M)
para cada 7~ (m) em 7! (U,). Aqui usamos que 7! (m) é um espago
vetorial complexo de dimensao complexa 1 e s, nao se anula. Temos que a

mversa é

¢t Uy x C— 771 (U,)

dada por
Ga' (M, A) = Asq (m) .

De fato, (1) Dado um z em 7! (U,), temos que z esta 7! (m) para algum
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m em U,, portanto

¢;1 o ¢a (Z) = ¢;1 o ¢a|7r*1(m) (Z>

(2) Dado um (m, \) em U, x C, temos que As,(m) estd em 7! (m), portanto

Pa © ¢;1 (m7 )‘) = da ()‘sa (m>)
= ¢a‘7r‘1(m) ()‘504 (m))

B ASq (M)
- ()
= (m,\).
A Equagao (1.1) mostra que ¢, (77 (m)) C {m} x Ce
¢0<|7r*1(m) (z+w) = ¢a|7r*1(m) (2) + ¢a|7r*1(m) (w),

¢o¢|7r—1(m) (Z’LU) = ¢o¢|7r—1(m) (Z) ¢a|7r—1(m) (’U)) >

portanto
G ln-1(my: 7' (m) = {m} x C

¢ um isomorfismo C-linear. O]

Exemplo 1.1.4 (Fibrado tangente da esfera). Lembre que a esfera S? é

definida como o conjunto dos pontos (x,y, z) em R? tais que
4yt =1
Podemos ver que o espaco tangente no ponto p em S? é dado por

T,8* = {v e R*: (p,v)gs = 0}.
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Lembre que o fibrado tangente a esfera S? ¢ definido como

78’ = | ({p} x T,S7) .

peES?

Considere a projecao 7 : T'S? — S? dada por

m(p,v) = p.

Vamos mostrar que 7 : TS? — S? ¢ um line bundle. Temos que 7! (p) =
T,S? é um espago vetorial complexo de dimensido complexa 1 com as opera-
coes

(p,v) + (p,w) = (p,v + ),

(a+ 1) (p,v) = (p,av + fn, X v),

onde n, é o vetor normal unitario no ponto p. Observe que v é uma rotagao
A s
de um angulo 7 dada por

’M):anU.

Vamos, por exemplo, mostrar que

[(c+3B) (v +i0)] v = (a + i) [(v + i9) v] .

Temos que

[(+if) (v + 1) v = [ay = B6 +i(ad + By)]v
= (ay — Bd) v+ (ad + By)n, X v.

Na esfera S?, temos que

i (i) =i (ny, X v)
=n, X (n, X v)

—_= —’U7
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portanto

(a+iB) [(y+ i) v] = (a +iB) (yv + 0ny X v)
= a(yv+6n, x v) + Bn, x (yv + dn, X v)
= (ay — B0) v+ (ad + By) np X v,

logo
[(a+ i) (v +id)] v = (a +iB) [(y + i) v].

E possivel verificar que as demais propriedades de espaco vetorial complexo
valem em 7! (p).

E facil ver que as secoes de TS? — S? sdo os campos de vetores na
esfera S2. Podemos obter campos de vetores na esfera que localmente nao
se anulam. Isto pode feito, por exemplo, usando coordenadas polares. Pela

Proposicao 1.1.3, concluimos que T'S? é um line bundle.

Exemplo 1.1.5 (Fibrado de Hopf). A reta projetiva complexa CP! ¢ defi-
nida como o espago C? \ {(0,0)} com a relagdao de equivaléncia ~, definida

por (z1, 22) ~ (wy, we) se existe A em C* tal que

wy = )\217

Wy = )\22.

A classe de (21, 22) é denotada por [21, 23]. Vamos mostrar que CP' ¢ uma

variedade complexa de dimensao complexa 1. Definimos os conjuntos abertos
U1 = {[21,22] € Cpl 21 #O},

UQZ {[21,22] E(CPIZZQ#O},

e definimos dois difeomorfismos ¢, : U; — C e 1)y : Uy — C dados por

1 ([21, 22]) = —
s ([21, 7)) = =

22
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Repare que
1 (U NUy) = C,

Py (U NU,) = C*,

wQOQﬂ;l:C*—)C*

1
Z -
z

Isto mostra que CP! ¢é variedade complexa de dimensdo complexa 1. O
fibrado de Hopf H é definido por

H={(z,[2]) e C*x CP": 2 € C*\ {(0,0)} } .

Podemos ver que o fibrado de Hopf H é uma variedade complexa de dimensao
complexa 2. Definimos a proje¢ao 7 : H — CP! dada por 7 (z, [z]) = [z].
Vamos mostrar que 7 : H — CP! é um line bundle. Temos que a fibra

771 ([2]) é dada por
1 ([2]) = {2, [2]) : A € C*}.

Podemos ver que 7! ([z]) é um espago vetorial complexo de dimensao com-

plexa 1 com as operacoes
(Az, [2]) + (2, [2]) = (A + ) 2, [2]),

Apz, [2]) = (M) 2, [2]) -

Definimos as se¢oes locais s1 : Uy — H e so : Uy — H dadas por

stlenza) = ((12) vl )
59 (|21, 20]) = ((j—; 1) ,[zl,zz}) .
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Temos que as segoes locais s; € s nao se anulam. Pela Proposicao 1.1.3,

concluimos que H é um line bundle sobre CP*.

Considere um line bundle 7 : L — M com uma cobertura trivializadora
{Uy,} de M. Pela Proposigao 1.1.3, podemos tomar se¢oes locais s, : U, — L

que nao se anulam. Em U, N Up escreva

Sa = JaBSa-
As funcoes go5 : Uy N Uz — C* sao as funcoes de transicao de s,.

Exemplo 1.1.6 (Fungoes de transicdo do fibrado de Hopf). Lembre que o
fibrado de Hopf é dado por

H = {(z, [2]) : 2 € C*\ {(070)}}7

com a projecao m : H — CP! dada por

onde [z] = {Az: A € C*}. Considere os conjuntos abertos

Ulz{[Zl,ZQ] GCP112’17£0},

UQZ{[Zl,ZQ] E(CPl:zg#O},

e as secoes s1 : Uy — H e sy : Uy — H dadas por

s1enz) = ((12) o).

Temos que
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Obtemos a funcao de transicao g : Uy N Uy — C* dada por

912 ([21, 22]) = Q'

21
Proposicao 1.1.7. Considere um line bundle 7 : L — M com uma cobertura
trivializadora {U,} de M e segdes locais s, : Uy — L que ndo se anulam.

Considere uma secao global & : M — L e escreva

5 ‘Ua = 5043047

§ lus = &p55
em Uy, NUg. Temos que

§s = Yapéas

onde gap $a0 as fungoes de transicao de s.

Demonstracao. Temos que

55 = & |varus,
= gasa

= faga/asﬁ-

Dividindo os dois lados por sg, obtemos

fﬁ = gagaﬁ'
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Proposicao 1.1.8. Considere um line bundle m: L — M com uma cobertura
trivializadora {U,} de M e segées locais so : Uy — L que nao se anulam.

Denote por gap as funcoes de transicao de s,. Temos que
1. gaa =1 em Uy,
2. Jap9pa =1 em U, N Us (se nao vazio);
3. Gap9py9ya = 1 em U, NUg NU, (se ndo vazio).

Demonstracao. 1. Temos que s, = gaaSo. Por outro lado, temos que s, =
1-s,. Portanto goo = 1.

2. Temos que

Sa = GaBSp
= GaBYBaSa-

Por outro lado, temos que s, = 1-5,. Portanto g,s9s. = 1.

3. Temos que

Sa — ga585
= 9apYp~ySy
= GaBYBsy9yaSa-

Por outro lado, temos ques, = 1 - s,. Portanto g,39s,9ya = 1. O

Observagio 1.1.9. E conhecido que dada uma cobertura aberta {U,} de uma
variedade M, se existem fungoes go5 : U,NUg — C* satisfazendo as condigoes
1, 2 e 3 da Proposicao 1.1.8, entao existe, a menos de isomorfismo, um line

bundle L — M e secoes locais s, : U, — L que nao se anulam tais que
Sa = GaBSps

em U, NUp [8, p. 5]
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1.2 Conexoes e Curvatura

Uma conezdgo V num line bundle L — M é uma aplicagao linear V : I' (L) —
['(T*M ® L) tal que para toda se¢do s: M — L e fungao f: M — C vale a
regra de Leibniz

V(fs)=df @ s+ fVs.

Em outras palavras, uma conexao V num line bundle L — M é uma
aplicacao que associa cada secao s : M — L e campo de vetores X em M

com uma secao Vys: M — L, e tal que

1. Para uma secao s : M — L e campos de vetores X; e Xo em M, temos
que

Vx,4+x,8 = Vx 8+ Vi,

2. Para uma secao s : M — L, um campo de vetores X em M e uma

funcao f: M — C, temos que

Vixs = fVxs;

3. Para secoes s1,80 : M — L e um campo de vetores X em M, temos
que
Vi (81 + 52) = Vxs1 + Vixso;

4. Para uma secao s : M — L, uma funcao f : M — C e um campo de

vetores X em M, temos que
Vx(fs)=df (X)s+ fVxs.

Exemplo 1.2.1 (Conexdo do line bundle trivial). Considere o line bundle

trivial L = M x C. Lembre que as secoes em L — M sao da forma

s (m) = (m, f(m)),
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onde f: M — C. Podemos definir a conexao V dada por
Vs = df.

Mais precisamente,

(Vixs) (m) = (m, dfm (Xom))

Vamos mostrar que V é uma conexao em L — M. Tome duas secoes

s1(m) = (m, f(m)),

sz (m) = (m, h(m)),

e uma funcao ¢ : M — C. Temos que

(Vx (514 82)) (m) = (m,d(f + h),, ( m))

= (m, dfin (Xom) + dhin (Xon))

= (m, dfpn (Xm)) + (m dhum (X))
(

= (Vxs1)(m) 4+ (Vxsg) (m).

Alem disso,

(@) (Xom))

(m) dfm (Xim) + f (m) dpm (X))
(m, dfin (X)) + ddm (Xom) (m, f (m))
Xm) s1(m) + ¢ (m) (Vxsi) (m).

(Vx (¢s1)) (m) =

(m,d
= (m, ¢
¢ (m)
dpm (

Portanto,
\V4 (81 + 82) = Vsl + VSQ,

V (¢s1) = dop ® s1 + ¢Vsy.
Proposigao 1.2.2. /8, p. 8] Considere um line bundle © : L — M com uma

conexao V. Considere uma se¢ao local s : U C M — L. Para quaisquer

extensoes S : M — L es: M — L de s, temos que
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Vg‘U - VEIU

Portanto podemos definir
Vs = V§|U

Considere um line bundle L — M com uma conexao V, uma cobertura
trivializadora {U,} e se¢Oes locais s, : U, — L que ndo se anulam. Para

cada «, existe uma tunica 1-forma A, em U, tal que
Vs, = A, R s,.
Mais precisamente,

(Vxsa) (m) = (Aa),, (Xin) sa (m).

As 1-formas A, sdo chamadas I-formas de conexao de s,.

Observe que a definicao é justificada pela proposicao acima.

Proposicao 1.2.3. Considere um line bundle L — M com uma conexao V,
uma cobertura trivializadora {U,} de M e secoes locais s, : Uy — L que nao
se anulam. Temos que

Ao = Ap + g;;dgocﬁy

onde gop sao as fungoes de transicao de s, e A, sao as 1-formas de conexao

de sg.

Demonstracao. Temos que

Vsa =V (gapss)
= dgos ® S5+ gusVsp
= dgas @ S5+ gapAp ® sp
= (dgas + gapAp) ® sg.
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Por outro lado temos que

Vsqa = A ® Sq
= gaﬁAa & 85.

Portanto
ga,BAa = dgaﬁ + gaﬁAB-
Multiplicando ambos lados por 9;61, obtemos
Ao = A+ g.5d9as.

]

Proposicao 1.2.4. Considere um line bundle L — M com uma conexdo V,
uma cobertura trivializadora {U,} e segoes locais s, : Uy, — L que nao se

anulam. Eziste uma 2-forma Fy em M tal que
Fy|y, = dA,,

onde A, sao as 1-formas de conexdo de s,.
A 2-forma Fy é a curvatura da conexao V.
Demonstragao. Basta mostrar que dA, = dAg em U, N Us. Temos que
dAo = d (A + g 5d90s)
= dAs — 925d9ap N dgap + 9ozd (dgap)
= dAs.
Acima usamos o fato que d> =0 e w A w = 0 para toda 1-forma w. n

Proposicao 1.2.5. Considere um line bundle L — M com conexdes V e V'.

Existe uma 1-forma n em M tal que

Vs =Vs+n®s,
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FV’ = FV + dn

Demonstragao. Tome uma cobertura trivializadora {U,} de M e se¢des s, :

U, — L que nao se anulam. Podemos escrever
Vsq = Aa ® Sas
V'sq = Al @ s4.
Definimos a 1-forma n em U, por

Ne = Al — A,.

Vamos mostrar que em U, N Ug vale 1, = 13. Denote por g,z as funcoes de

transicao de s,. Temos que

Na = A:x — Aq
- (A,IB * g;édga/a) - (A,B + g;édgaﬁ)
= A/B —Ap
Temos que
Visa =A@ s
- (Aoz + na) ® Sas
logo

Vis=Vs+n®s.

Também temos que

Fg = dA/a
= dAa + d"?a
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]

Proposicao 1.2.6. Considere um line bundle L — M com uma conezao V.

Suponha que existe uma se¢ao £ : M — L que nao se anula e tal que
VE=0.

Temos que a curvatura da conerao € zero, ou seja
Fy =0.

Demonstragao. Tome uma cobertura trivializadora {U, } de M e se¢oes locais

Sa : Uy — L que nao se anulam, e escreva

gan = gasa‘

Temos que

Vv, =V (§asa)
=déy @ Sq + £V,
=d&, R Sq + £ala ® Sq
= (déo + £0An) ® Sq.

Como V¢ = 0, temos que

gaAoz = _d£a>
logo
d&a
Ay = ——
€a

=d(In&,).
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Portanto

Fy =ddA,

1.3 Classes de Chern

Teorema 1.3.1. [8, p. 12] Considere um line bundle L — 3 sobre uma

superficie compacta sem bordo X com uma conexao V. Temos que

1

— [ F
27rizv

¢ um inteiro que nao depende de V.
O ntmero ¢; (L) = 5= [, Fy ¢ a classe de Chern.

2mi

Exemplo 1.3.2. Considere o line bundle trivial L = ¥ x C sobre uma

superficie compacta . Sabemos que
V=d

¢ uma conexao em L — X. Sabemos que a curvatura Fy é nula. Portanto a

classe de Chern é dada por

Exemplo 1.3.3. Considere o line bundle 7'S? — S?. Lembre que as coorde-



CAPITULO 1. LINE BUNDLES 24

nadas esféricas de S? sdo

x (0, ¢) =sin¢gcosd
y(0,¢) =singsind
2 (0, ¢) = cos o

A base do plano tangente é formada pelos vetores

9 = (—sinfsin ¢, cosfsin ¢, 0) ,

00
— = (cos b cos ¢, sin 0 cos ¢, —sin ) .
99
O vetor normal unitario n é dado por
o ., 0
—_ X —_
AL

= (cos 6 sin ¢, sin 0 sin ¢, cos @) .

Lembre que as secoes do line bundle T'S? — S? sao campos de vetores em S2.

Conside a secao s : S? — T'S? dada por
s = (—sinf,cos6,0).

Temos que
V¥ = df @ (— cosf, —sin 6, 0) .

Lembre que a conexao V de TS? — S2 é a projecao de V** no plano tangente,
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portanto

Vs =VFs— < Vgss,n >n
= V¥ 4+ df @ sin on
=di® (— cos @ cos® ¢, — sin 6 cos 2, sin ¢ cos gzﬁ)
=df ® cosp (n X s)
=1 cos pdf ® s.

Resumindo, temos que
Vs =1cospdf ® s.

Portanto a 1-forma de conexao da secao s é dada por
A =icos ¢db,
e curvatura é dada por

Fy = d(icos ¢db)
= —isin ¢do N db.

Portanto a classe de Chern é dada por

C1 (TS2) = L/ FV
S2

271

2 ™
:;—; i (/0 singbdgb) do

= —2.
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Preliminares Analiticas

2.1 Medida e Integracao

Considere um conjunto X. Uma familia A de subconjuntos de X ¢ uma

o-dlgebra se:
1. 0 e X estdo em A,
2. Se F € A, entao o complementar X \ £ € A;
3. Se By, ..., E,, ... € A, entdo a unido |J;_, E; € A.

Os elementos de A sao conjuntos mensurdveis.

Considere um conjunto X e uma familia S de subconjuntos de X. E
possivel mostrar que a intersecao de todas as o-algebras contendo S é uma
o-algebra, chamada o-dlgebra gerada por S. A o-adlgebra gerada pela familia
dos conjuntos abertos em R™ é a o-dlgebra de Borel [5, 9.

Considere um conjunto X com uma o-algebra A. Uma medida é uma
funcao

e A—[0,00],

tal que dados os conjuntos disjuntos F1, E», ... € A, temos que
H (U&) = ZM(EZ)
i=1 i=1

26
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Teorema 2.1.1. [5, 9] Existe unica medida p na o-dlgebra de Borel de R"

tal que
,u([al,bl} X ... X [an,bn]) = (bn — an) (bl — Cll) .

Considere um conjunto X com uma o-algebra A. Uma funcdo f: X — R

é mensurdvel se para todo a em R temos que
{reX:f(x)>a} e A

Um espago de medida é uma tripla (X, A, 1) formada por um conjunto

X com uma o-algebra A e uma medida .
Proposicao 2.1.2. [5, 9] Temos que

1. Se f e g sao as fungoes mensurdveis, entao f + g e fg sao fungoes

mensurdveis.

2. Se f e g sio as fungdes mensurdveis, entdo max{f, g} e min{f, g} sao

mensurdvers.

3. Se uma sequencia de funcoes mensurdveis f, converge pontualmente

para uma funcao f, entao f € mensurdvel.

Observagao 2.1.3. Toda func¢do continua f : R® — R ¢ mensuravel (Borel).

A reciproca é falsa [5].

Considere um espago de medida (X, A, ¢). Uma funcdo s : X — R ¢
simples se ela assume ntumero finito de valores {ay, ..., a,}. A integral de s é

definida por
[ =St )
i=1

onde s7! (a;) = {z € X : s(2) = a;}.
Considere um espago de medida (X, A4, 1) e fun¢do mensuravel f : X —
[0,00). A integral de f & definida por

/ fdu := sup {/ sdp : funcgoes simples s < f} )
X X
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Considere um espaco de medida (X, A, 1) e uma fun¢ao mensuravel f :

X — R. Podemos escrever

f=r—r,
onde f* = max{f,0} e f~ = max{—f,0}. A fungdo f é inlegrdvel se
Jx ffdp <oce [ frdu < oo. A integral de f é definida por

/X fu = /X Frdy - /X 1 dp

Observe que vale [, ffdpy < oo e [, f7du < oo se, e somente se,
fX | fdp < 0.

Teorema 2.1.4 (Teorema da convergéncia monotona). [5, 9/ Considere uma

sequencia de funcoes mensurdveis f,. Suponha que

0< fi(z) < falz) <.

para todo x. Assuma que f, converge pontualmente para uma funcao f.

Entao
[ 5.

Teorema 2.1.5 (Teorema da convergéncia dominada). [5, 9/ Considere uma
sequencia de funcoes mensurdveis f,. Suponha que f, converge pontualmente

para uma funcdo f. Assuma que existe uma funcdo integrdvel g tal que

|[fn ()] < g (2)

[r= s

2.2 Espacos de Sobolev

para todo n e x. Entdo

O espago L? (R") é o conjunto das fungoes mensurédveis f em R” tais que

f? < 0.
Rn
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A norma de uma funcao f em L? (R") é definida por

Il Zemy= [ f*
R'n/

O produto interno de duas fungoes f e g em L?(R?) é definido por

<f7 9>L2(Rn) = o fg.

Uma funcdo mensuravel f em R" é localmente integravel se [, |f| < oo
para todo conjunto compacto K em R".
Considere uma funcao localmente integravel f em R”. Uma funcao local-

mente integravel 0;f em R" é a i-esima derivada fraca de f se
foio=— [ ¢0if
R™ R™

para toda fun¢do ¢ em C2° (R"). A definigdo acima é justificada pelas se-

guintes afirmacoes:

1. Se existem funcgoes localmente integraveis g e h tais que

[ ao= [ neo

para toda funcdo ¢ em C'° (R™), entdo g = h. Em particular, a i-ésima

derivada fraca, se existir, é tinica.

2. Se a funcao f é suave, integrando por partes, obtemos

Rnf@'cﬁ:— Rn¢(az‘f)

para toda ¢ em C2° (R™). Pelo item 1, deduzimos que a i-ésima derivada

fraca de f ¢ igual a i-ésima derivada parcial (classica) de f.

Mais informacoes sobre derivadas fracas podem ser encontradas em |7, cap
6] e [4, cap 5].
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O espago de Sobolev H' (R™) é o conjunto das fung¢oes localmente inte-

graveis f em R" tais que as derivadas fracas 0,f,...,0,f existem, e alem
disso
f? < o0,
Rn
2
IV < oo,
R

onde Vf = (01f,...,0.f).

A norma de uma fungao f em H' (R") é definida por

£ o= [ £+ [ V1P

R

O produto interno de fungoes f e g em H' (R™) é definido por

G = [ fa+ [ (V£.99).

Teorema 2.2.1. [1, 4, 7] O espago H' (R™) com produto interno (f, 9) 1 (my

€ um espaco de Hilbert.

Mais informagoes sobre H' (R") podem ser encontradas em [7, cap 7| e
|4, cap 5].
O espago LP (R™) é o conjunto das fungbes mensuraveis f em R” tais que

P < oc.
Rn

A norma de uma fungao f em LP (R") é definida por

I £ o= [ 1117
Rn

Existem véarios teoremas sobre imersoes de Sobolev. Vamos usar o se-

guinte resultado no Capitulo 3.

Teorema 2.2.2 (Desigualdade de Sobolev). [7, p. 206] Para toda fun¢do f
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em H' (R?), temos que
k
I f k< 22265 || F N ey

para todo 2 < k < 00.

Demonstracdo. Tivemos dificuldade de encontrar a constante explicita 25+2k*
na referéncia usada pelo artigo do Taubes. Esta constante é importante no
Capitulo 3. Vamos obter o resultado usando outra referéncia. Pelo Teorema

8.5 item (ii) em [7, p. 206], sabemos que

1
| flloe@e < Il f e ey,
(R?) \/m (R2)

Portanto
k
I f 1k mey< 227265 || F i gaey -
O

Existe uma teoria que generaliza a teoria classica das imersoes de Sobolev.

O espago L4 (R™) é o conjunto das fungdes mensuraveis f em R™ tais que

[ Al <
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onde A é uma funcao satisfazendo certas propriedades |1, p. 262|. No nosso

caso A(t) = e’ — 1. Vamos usar o seguinte resultado.

Teorema 2.2.3. [1, p. 277-280] Para toda funcio f em H' (R?), existe uma
constante positiva p (dependendo de f) tal que

/ <ep2f2 — 1) < 00.
R2

Demonstracao. Gostariamos de aplicar o teorema 8.27 em [1, p. 277] com
n=2 p=2em = 1. Mas ele s6 vale para dominios limitados. Na p.
280 o autor explica a adaptacao para dominios nao limitados, e mostra como

escolher a constante p. O]

2.3 Anadlise Funcional

Lembre que um espaco vetorial H com um produto interno (-,-), é um
espago de Hilbert se H com a norma |[v||3; = (v,v), é um espago métrico
completo. Lembre que um funcional G num espaco de Hilbert H é uma
funcao G : H — R.

Considere um funcional G definido num espago de Hilbert H. Dados v e
h em H, a deriada de Gateaur G'(v,h) é definida por

G (0, h) = lim G(v+th)—G(v)

t—0 t

Y

se o limite existir.
Uma sequéncia v, num espaco de Hilbert H converge fracamente para

um v em H se

{Un, W)y — (v, w>H

para todo w em H.
Um funcional G definido em H é semicontinuo inferiormente no sentido
fraco se para toda sequéncia v,, em H convergindo para um v em H no sentido

fraco, temos que
G(v) < liminf G(v,).



CAPITULO 2. PRELIMINARES ANALITICAS 33

No capitulo 3, vamos usar a seguinte proposicao para mostrar que um

certo funcional G definido em H' (R?) possui um ponto de minimo local.

Proposicao 2.3.1. /11, p. 100] Considere um funcional G definido num
espago de Hilbert H. Suponha que a derivada de Gateauz G’ (x,h) eziste
para todo v e h em H. Assuma que G € semicontinuo inferiormente no

sentido fraco. Suponha que existe uma constante positiva R tal que
G (v,v) >0

para todo v em H com ||v||g = R. Entao eziste ponto de minimo local de G
no interior da bola |x| < R, ou seja, existe um vy em H com ||vo||lg < R tal
que

G(v) < G(v)

para todo v suficientemente proximo de vg. Em particular,
G'(vy) = 0.
Um funcional G definido num espago de Hilbert H é convezo se
G(tvy+ (1 —t)v) <tG(v1)+ (1 —1)G (v)

para todo 0 <t <1lew; ewvyem H.
Um funcional G definido num espaco de Hilbert H é estritamente convero
se
G (tvy + (1 —t)ve) < tG(v1) + (1 —1t) G (v2)

paratodo 0 <t <lewv, ewvyem H.
Vamos usar a seguinte proposi¢ao para mostrar a unicidade do ponto de

minimo do funcional G mencionado acima.

Proposicao 2.3.2. [11, p. 96/ Considere um funcional estritamente convexo
G definido num espaco de Hilbert H. Assuma que G possui um ponto de

minimo. Fntao este ponto de minimo € unico.

Para aplicar a Proposicao 2.3.1 é necessario assumir o funcional G se-
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micontinuo inferiormente no sentido fraco. Vamos usar o seguinte resultado

para mostrar que o funcional G é semicontinuo inferiormente no sentido fraco.

Proposicao 2.3.3. [11, p. 82] Considere um funcional convero G num
espaco de Hilbert H. Suponha que a derivada de Gateauzr G' (v, h) existe
para todo v e h em H. Assuma que G’ (v,-) é continuo para todo v em H.

Entao G é semicontinuo inferiormente no sentido fraco.

Fixado um v em H, lembre que G’ (v,+) é continuo em h € H se para

toda sequéncia h, em H tal que |h — h,||z — 0, temos que
\G" (v, hy) — G’ (v, h)] — 0,

e G’ (v,-) é continuo se G' (v,-) é continuo em h para todo h em H.



Capitulo 3

Teorema Principal

3.1 Vortex Number e Formula de Bogomol’'nyi

Considere o line bundle trivial R? x C — R2. Pelo Exemplo 1.2.1 e Proposicao

1.2.5, sabemos que toda conexdo em R? x C — R? é da forma
dy=d—iA

para alguma 1-forma A em R2 Lembre que a curvatura da conexio d, é

dada por
Fy=dA.

Pelo Exemplo 1.1.2, sabemos que as secoes de R? x C — R? podem ser
identificadas com funcoes complexas em R2. Neste capitulo identificamos
secoes com funcoes complexas e conexdes com 1-formas.

Considere uma fun¢iao complexa ¢ em R? e uma 1-forma A em R2. Su-

ponha que ¢ e A possuem derivadas fracas. A energia é definida por

1 1 A 2
B.4) = [ {Glasof+ 1ma+ 3 (1o - 17},
]RZ
onde )\ é uma constante.

O estudo da energia é importante na teoria de supercondutividade. Quando

A < 1, a energia descreve supercondutores do tipo I, e quando A > 1, a ener-

35
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gia descreve supercondutores do tipo I7 [3, 6, 12|. Neste capitulo estamos
interessados no caso A = 1 (valor critico). Quando A = 1, a energia ¢ limitada
inferiormente por um multiplo de vortex number (Teorema 3.1.2). Qualquer
par (¢, A) que atinge o minimo de energia é uma solugdo das equagoes de

Ginzburg-Landau (Teorema 3.2.1).

Teorema 3.1.1. Considere uma funcio compleza ¢ em R? e uma 1-forma A
em R%. Assuma que ¢ e A possuem derivadas fracas. Suponha que a energia

E(¢p,A) < co. Entao a energia E € invariante por transformacoes de calibre

¢ — g9
A— A—ig ldg,

onde g ¢ uma fun¢do compleza com |g| = 1, ou seja,

E (gng, A— z'g_ldg) =FE(p,A).

Demonstracao. Temos que

daig-1aq (90) = d(9¢) — i (A —ig~"dg) (9¢)
= ¢dg + gdo — iAggp — ¢dg
= g(d¢ —iAg)
= gdao,

Fa_ig-149 = d (A—ig~'dg)
=dA—i(—1)g 2dg Adg —ig 'ddg
=dA
= Fy,
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portanto

. 1 1 A 2
E (9o, A—ig 'dg) = {5 \da—ig-149 (990)|* + §|FA7ig—1dg|2 +t3 (lggl* — 1) }

T

1 2 1 2 )\ 2 2
{Gladadf + J1FAP + 5 (laoF - 1)°}

Il
T

1 1 A
= [ {5 1da0R + 51EaP + 3 ot - 1)}

= E (¢, A).

]

Antes de enunciar o proximo teorema, vamos introduzir uma funcao cut-
off xr tal que

1 em BR7

XR =
0 em R? \ Bang,

OSXRSL

Ch
|dXR| < Ea
onde Bpr é a bola de centro na origem e raio R.

Tome uma fungao suave y em [0, co) tal que

1 em [0,1],

>
Il

0 em [2,00),
O<x=<1l

Temos que

sup [X'| = sup |Y|
[1.2]

< (.
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Definimos
xr (r) = X It
R R
Temos que
1 em Bg,
XR =
0 em R? \ BQR,
0<xr<1
Além disso,
(1) 1
o) = (1) Jae
logo
C
dxn ()] < 2.

Teorema 3.1.2. Considere uma funcio complexa ¢ em R? e uma 1-forma A
em R2. Assuma que ¢ e A possuem derivadas fracas. Suponha que a energia
E(¢,A) < co. O limite

1
vort (¢, A) = lim —/ XrFa
R2

R—o00 277

existe. Além disso, vort (¢, A) é um nidmero inteiro e invariante por trans-
formacoes de calibre, chamado vortex number. Mais ainda, se a funcao ¢
é suave e |¢| — 1 no infinito, entdo vort (¢, A) € igual ao indice de ¢ no

infinito.

Demonstragdo. Vamos assumir que a fun¢ao ¢ é suave e |¢| — 1 quando
|z| — oo. O caso geral pode ser encontrado em |[2].

1.a. Vamos mostrar que

A= d(argd) — o 6] (ddad — 60a5) (3.1)

Lembrando que d ¢ = dp — iA¢p, temos que

¢dad = ¢pdop —iA|g[, (3.2)
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ddad = dpdd +iA|¢| . (3.3)

Subtraindo (3.2) de (3.3), obtemos
2i[6]* A= (¢do — 6dg) — (ddad — 6dad) .

Como |¢| — 1 quando x — oo, podemos dividir por |¢| para |z| suficiente-

mente grande. Temos que

A= 16172 (56 — 69) — o 1017 (6dad — 60a5)

Escreva
6=cf
— ef1eif2.

Temos que

do = e (dfy + idf,),
e

do = e’ (dfy —idfs),
portanto

1, 0,- —_— 11 - —
51017 (6do — 9d6) = = (/do — e/d5)

= %62% (ef—f—f (dfl + deQ) — ef—i-f (dfl o de2)>
- % (dfy + idfs — dfy + idf»)
=d (arg(p) )

Logo 1
A = d(args) = o [0]* (6dad — ¢dad) .
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1.b. Usando integragao por partes, obtemos

1 1

— Fp=— dA

21 Jpe Xrza 21 Jpe R
R / dxr A A
N 27T R2 XR 27T R2 XR )

Como xr tem o suporte compacto (a fun¢do se anula fora de Bsg), pelo

teorema de Stokes, temos que

1

2_ d (XRA) = 07

T JRr2

portanto
1 1
— Fp=—— dxr N A. 3.4
2 R2XR A 21 SR XR (34)

Substituindo a Equagao (3.1) na Equagao (3.4), obtemos

1 1
— Fy=—— dxyp Nd 3.5
2 Je XRL A 27 Jro XR (arg¢) ( )

1 L2 s A1
+%/de><R/\g|¢| " (0dad — 6dag)

Pelo teorema de Stokes, temos que

1

1
“or |, dxr N d(argg) = R - d (xrd (argo))
1 1
L (ares) + / xrd (argd)
27T OBag 27T OBRr
1
=9 d (argo)
T JoBgr
= vort (¢, A) .

Podemos ver que vort (¢, A) é o indice de ¢. Lembre que o indice de ¢ é um
multiplo inteiro do indice da curva 0Bpg, portanto é um multiplo inteiro de

1. Podemos escrever a Equacdo (3.5) como

1 1 1, 5, - -
3 [P = vort(0,.4)+ o= [ e 1ol (6dao — 6T29) . (36)
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Vamos mostrar que quando R — oo vale que

1
lim —/ XrF4 = vort (¢, A) .
R2

R—oo 27

Podemos assumir que |¢| > % para R suficientemente grande. Temos que

1 1 o _ 1 - B -
‘g/ﬂp dXR/\ZW’ ? (¢dA¢_¢dA¢)‘ < E/w 16177 [dxr A ($dad — ¢dad)|
1 _ _ _
<+ [ 1ol aval 66 — 2]

1 - -
-0 (6172 ldxrl [6dad — ¢dad]

T JByr\Br

C P S
i 4 (1670

< C1/ |dad]

T 21R B>r\Br ’¢|
C

< — |dag] .

T 7R Bar\Br

Acima usamos o fato que |dyg| < %. Pela desigualidade de Holder, temos

que

1 1 o, - — Cy 2 2 2
‘% /R2 dxr N % 6] (pdag — ¢dA¢)‘ < e (/Bm\BR |dad| ) (/BQR\BR 1)

e )\ 2

< - d B

< (L 1ior) Greasin
. :

_ Y o ( / |dA¢|2)
TR Byr\Br

20, (/ 2>%
<= dad’) .
VT RQ\BR‘A |

N

Podemos escrever

/ dao|? :/ dao|? 1g2\Bg,
R2\Bp R2
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onde

1 em RQ \ BR,

1R2\BR =

0 em BR.

Temos que
. 2
Bl{g%(} |dA¢| 1R2\BR = 0.

Alem disso,

dao|* 1\ | < |dag”.

Pelo teorema de convergéncia dominada (Teorema 2.1.5), temos que

lim lda¢|” 1g2\ g, = 0.
R—o0 RQ\BR \ R

Voltando & Equagao (3.6), temos que

1
lim —/ XrF4 = vort (¢, A) .
R2

R—o0 270

2. Vamos mostrar que vort (¢, A) é invariante por transformagoes de

calibre

g— g9
A— A—igtdg,

onde g é uma fun¢ao complexa com |g| = 1. Temos que

R—o0 277

1
= lim — F
RI—I)EO 2w /]RQ XrEA
= vort (¢, A) .

1
vort (g¢,A—ig’1dg) = lim —/ XrE A—ig—14g
R2

O

Teorema 3.1.3 (Formula de Bogomol'nyi). Considere uma fun¢ao complezxa

¢ em R? e uma I-forma A em R?. Assuma que ¢ e A possuem derivadas
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fracas. Suponha que a energia E(p, A) < co. Entao
E (¢, 4) > mvort (¢, 4),

e vale a igualdade se e somente se valem as equagoes de vortice

(0101 + A1) — (022 — A1) = 0, (3.7)

(021 + Aaps) + (0102 — A1) = 0, (3.8)
‘ 1

Fiy + 3 (97 + 05 —1) =0. (3.9)

Demonstracao. Para provar o teorema, basta mostrar que

B6.4) = [ {0+ 4163) — (@ua — Auo0)}

- % R? {(0a¢1 + Ass) + (D102 — A1)}

1 1 1
+—/ F12+—(¢%+¢§_1) +—/ Fia.
2 Jeo 2 2 o

Temos que
1 2 1 2 1 2 2
- Z|\F - -1
2!dA¢\ +2! Al +8(’¢\ )

1 1 1 S| 1
= S ldadl* + 5 {Fm +5 (8 + 63 - 1)} + 5 Fi2 = 5P (61 + 65) -

Temos que

dAgb = 81¢dx1 + 82¢d.%‘2 — 2925 (Aldl’l + Ale’g)
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Portanto

[dadl = 019 — iA1g]* + 026 — iAz0]’
= 011 + A1+ (162 — Adn)|” + |0261 + Asga +1 (D2 — Az
= {(01¢1 + A12) — (D262 — Ash1)}* + {(02001 + Azds) + (D1 — Arghn)}?
+2(01¢1 + A1¢2) (022 — Asr) — 2 (021 + Asghz) (D12 — Arhr) .

Logo

1 1 1

5 |dag)” + 3 |Fa + 3 (lol* — 1)2

= % {011 + A1da) — (D202 — Asdhr)} + % {(Oatpr + Asg2) + (D12 — A1)}

1 1 S
_{F12+§(¢§+¢§_1)} +§F12

+
2

+ (0101 + A1) (O2p2 — A1) — (a1 + Aaa) (0102 — A1)

- %Flz (Qﬁ + ¢§) .

Afirmamos que

~ 5 (i6d.10)
= {(0101 + A12) (Oap2 — Az¢1) — (D21 + Azh) (012 — Argn) } day A dvy

1
— §F12 ((ﬁ% + ¢g) dxri A dx,.

De fato, temos que
d (igdad) = idp A dagp + i¢dd g

= idp N dap +idd (dp — iAP)
= idp A dad + ddp N A+ || dA.
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Mas

idp A dag

=1 ((%édxl + agédxg) A (019 — iA10) dzy + (020 — 1A20) dxs)
=i (010 (020 — iA20) — 020 (019 — iA19)) day A day

= (0192 +i0101) (021 + Aoz + i (Oagpa — Aadh1)) dvy A day

— (0202 +i0ap1) (101 + A1pa + 0 (D109 — Arpy)) dy A dxa,

¢do N A+ |¢|* dA

= ¢ (01¢dx, + Oapdxs) N (Ardry + Asdxy) + Fio (gbf + gb%) dxqy N dxsy
¢ (As01¢9 — A1020) day A ds + Fis (67 + ¢3) day A ds

= (g1 —id2) (A20191 — A1Dagpy + i (A20102 — A1Dagha)) dvy A diy

+ Fip (¢% + Qﬁ%) dri N dxs,

portanto

d (ipda¢)
= {—2(0101 + A192) (a2 — Azh1) + 2 (021 + Azp) (0102 — Argn) } day A dy
+ F12 (gb% + d)g) dl‘l A d[[‘g,

0 que prova a afirmacao. Podemos ver que

{% [dadl” + % |Fal® + é (J¢* 1)2} dy A day
= % {(01¢1 + A1hy) — (Datpg — Asth)}’ day A dixy

+ % {(O21 + Azda) + (012 — A1¢1)}2 dxy N dxsy

1

1 2 1
+ 5 {Flg + 5 (Qﬁ + Qb% - 1)} dl‘l N dl‘g —+ §F12d$1 A dlL’Q

- %d (igdas) . (3.10)
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Podemos tomar uma funcao cut-off Yz como na prova do Teorema 3.1.2

1 em Bg,

0 em R2\BQR,

XR =

OSXRS:l?

a
R )

onde Bpr é a bola de centro na origem e raio R. Multiplicando a Equagao

|dxr| <

(3.10) por xg e integrando, obtemos

1 1 1 2
[ {3 lasof+ J1mE + 5 (o8 - 1°)
]RQ

- 1/ Xr{(0101 + A1¢2) — (0202 — A2¢1)}2
RQ

2

- %/ Xr {0201 + Asgpa) + (0162 — A1¢1)}
R2

1 1 Sl
+§/RZXR{F12+§<¢%+¢3—1)} +§/RzXRF12

1 _
_Z d (20d .

2/R2XR (Z¢ A¢)

Pelo teorema da convergéncia monotona (Teorema 2.1.4), para provar o teo-

rema, basta mostrar que

lim [ xgd(i¢dao) = 0.
R2

R—o00

O artigo [2| afirma que este limite ¢ zero. O

3.2 Teorema Principal

O resultado principal de [10] e deste capitulo é o seguinte.

Teorema 3.2.1. [10] Fize pontos ay, . .., a, em R?(ndo necessariamente dis-

tintos). Entao, a menos de transformagoes de calibre, existe um dnico par
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(¢, A) formado por uma funcdo complexa suave ¢ em R? e uma 1-forma A

em R? tal que
E (¢, A) < oo,

E (6, 4) = mvort (¢, 4).

e portanto o par (¢, A) € solucdo das equagoes de vortice (3.7), (3.8) e (3.9).
Além disso,
{zeros de ¢} = {a1,...,a,}

com a ordem de anulamento de ¢ em ay sendo exatamente o nimero de vezes

que ag aparece no conjunto {aq, ..., ap}.

Para provar o Teorema 3.2.1 basta transformar o problema numa equacao

diferencial parcial nao-linear eliptica de segunda ordem.

Teorema 3.2.2. [10] Fize os pontos ay,...,a, em R? (nio necessariamente

distintos). Considere as fungoes

uo () = — iln (1 + m) (3.11)

definida em R*\ {ay,...,a,}, €

3
>

go(z) =4
— (lv — ax]® + )\)2

definida em R2, onde \ > 4n. Entdo existe uma unica funcdo real analitica

v definida em R? satisfazendo

—Av+gp—1+4+¢€"e’" =0 (3.12)
e
lim v (z)=0.
|z|—00
Vamos mostrar que o Teorema 3.2.2 implica o Teorema 3.2.1. Considere
a funcao
1
fl =5 (UO + U) ’

2
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onde v e uy sao as funcoes do Teorema 3.2.2. Podemos ver que f; é suave

em R?\ {ai,...,a,}. E possivel mostrar que f, satisfaz
L o
—Af1+§(e T—1)=0 (3.13)
e
lim f; = LM (. —ag)®,
|z|—a 2
onde ny é a ordem de anulamento de ¢ em a;, (lembre que os pontos ay, ..., a,

nao sao necessariamente distintos). Para cada k, 1 < k < n, defina o angulo

ay, (x) = arctan ’

Podemos ver que

ag (r, 0 +27) = a(r,0) + 2.

Defina a funcao

n
BeY e
k=1

Observe que f, ¢ suave em R?\ {ay,...,a,}. Temos que

fo(r,0 +2m) = Zak (r,0 + 2m)
= Zak (r,0) + 2mn.
k=1

Defina
o= ef1tif2

Ay = Oz f1 + 01 fo,
Ay = =01 fr + Oz fo.

E possivel mostrar que ¢ e A sido suaves em R?. Vamos mostrar que o par
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(¢, A) satisfaz as equagoes de vortice (3.7), (3.8) e (3.9). Escreva

A=A +iA,,

= 1

Temos que

A = ngl + a1f2 +1 (_alfl + a?fQ)
= —i (01 +102) (f1 +ifo)

= —2i0f,
onde f = fi +ifs. Logo
20¢ — iA¢ = 0.
Temos que
20¢ = (01 + i0s) (61 + i¢2)
= 161 — Doy + i (D12 + Dah1) .
[§]
—iAp = —i (Ay +iAy) (d1 + i)
= A1y + Asr + i (—A161 + Azhy)
portanto

0=20¢ —iA¢
= (0191 + A1¢2) — (Oaha — Az1)
+ 1 (a1 + Azgpa) + (12 — Ardhn)) .



CAPITULO 3. TEOREMA PRINCIPAL 50
Além disso, temos que

Fig = 0145 — 00 Ay
=0 (=0 fi+ 02f2) — 02 (02 f1 + 01 [2)
= —0101f1 + 0102 fa — 0102 f2 — D202 f1
= —0101/1 — 0202 /1

= _Afla
portanto
1 1
Fiot 5 (67 + 6 —1) = =Afi+ 5 (Jo] = 1)
1 ifa |2
= —Af1 + 5 <|€fl+f ’ — 1)
= —Afl + % (62f1 — 1)
= 0.

Na ultima igualdade usamos a Equacao (3.13). Isto mostra que (¢, A) é
solugao das Equagoes (3.7), (3.8) e (3.9).

O objetivo do resto deste capitulo é provar o Teorema 3.2.2.

3.3 Propriedades do funcional G

Para toda fungao v em C° (R?), definimos o funcional

G(v):AQ{%|VU|2—U(1—90)+eUO (e”—l)}. (3.14)

Nesta secao vamos estudar as propriedades de G.

Proposigao 3.3.1. O funcional G pode ser estendido a H' (R?). Ou seja,
para toda funcio v em H' (R?), temos que G (v) € finito.
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Demonstragao. Podemos escrever a Equagao (3.14) como

G(U):/RQ%]VUF—/RQv(l—go—e“O)—1—/R2e“°(e”—1—1))
=(I)—(II)+ (I1I).

Vamos mostrar que se v estd em H'(R?), entdao (I) < oo, (II) < oo e

(I11) < oo.

1. Vamos mostrar que (I) < co. Por hipdsese, temos que

/ |Vol* < 0.
R2

2. Vamos mostrar que (/1) < co. Temos que

/U(l—go—e“(’)g/ [v[|1 — go — €|
R? R?

Pela desigualidade de Holder, temos que

1 1

2 2
/ U(l - g _euo) S (/ |v|2) (/ |1 — g0 _euo|2) )
R2 R2 R2

Por hipotese, temos que
/ v? < 00,
R2

Para mostrar que (/1) < oo, basta mostrar que

/IRQ]1—gO—e“°\2<oo.

Para entender melhor a prova, vamos supor n = 1 e a; = (0,0). Neste caso,

up (x) = —In (1+#),

temos que
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onde A > 4. Temos que

_ el
z> + A
Portanto
1—e" = A
2> + A
Podemos ver que
4\ A
1—go—e"| = +
=g == e T P
P
= |zl

para |z| suficientemente grande. Elevando ao quadrado, vemos que

O

1_ _ u02<
| 9o € | ‘.T’4

para |z| suficientemente grande. Portanto

/ |1—90—€u0|2:/ |1—90—€u0|2+/ 11— go—e™?
R2 || <Ro |z[>Ro

1
§03+02/

ja>Ro [T[*

Usando coordenadas polares, temos que

1 2w o 1
/ g = / / —rdrdf
R2\R0 |x‘ 0 Ry T

_27r1

3R

logo

/ 11— go—e™|* < o0,
R2
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portanto (/1) < oo.
Vamos mostrar que (/11) < oo. Pela Equagao (3.11), podemos ver que a

funcao uy é negativa, portanto

logo

/ e (e’ —1—w)
R2

§/ e“le’ — 1 — |
R2

< e’ —1—|.
R2

Pelo Teorema 2.2.3, como v estd em H'(R?), existe uma constante positiva

p (dependendo de v) tal que

/2 (eP2”2 - 1) < 0. (3.15)

Podemos escrever

e’ —1—v| = /
R2 {m:v(z)z

Usando a desigualdade e* > 1 4 x, temos que

|e”—1—v|+/ le” — 1 —v|. (3.16)
} m:v(m)<f}

1 1
p2 p2

Temos que v < p?v? no conjunto {x cv(x) > %}, portanto e < e”?* no

conjunto {:1: cv(x) > p%}, logo

/ e’ —1—v| < /
{;L’:U(x)zp%} {x:v(ac)

v
w"‘
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54

Usando a desigualdade e* > 1+, vemos que a funcao e’V 16 nao-negativa,

portanto

/ |e”—1—v|§/ <692”2—1>.
{x:v(ac)zp%} R2

Usando a Equagao (3.15), obtemos

/{ ()>1}|e”—1—v\<oo.
zw(z)2 3

Podemos ver que a funcao

T

e —1—=x

T —
x2

é limitada no intervalo (—oo, %), portanto
eV — 1 —v| < Cy?

no conjunto {x cv(x) < piz} Logo

/ |e”—1—v|§C’4/ v?
{x:v(az)<p%} {x:v(z)<p%}

§C4/U2.
RQ
/v2 < 00,

R2

Por hipo6tese, temos que

portanto

/ e’ — 1 —v| < oc.
{:E:v(:t)< L }

r
Pelas Equagcoes (3.16), (3.17) e (3.18), temos que

le’ — 1 —v| < o0.
R2

(3.17)

(3.18)
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]

Proposic¢ao 3.3.2. Considere func¢oes v e h em H' (R?). Temos que a de-

rivada de Gateaur G' (v, h) eziste e € dada por

G (0,h) = [ {(Vo,VR) — h(1 = go— ™) + he (e — 1)} .

RQ

Alem disso, para toda fungdo v em H' (R?), temos que G'(v,-) € um funcional

linear limitado em H'(R?).

Demonstracao. Temos que

G (v) /R {%WUP — (1= go) + ™ (¢ — 1)},

e
1
G U+th :/ {5 U+th (U+th)(1_go)+€uo (ev-i-th_l)}
R2
1
:/ {—VU|2+1€ (Vv,Vh) + —|Vh]2}
r2 | 2
+ [ {—(w+th)(1—go) +e* (e —1)},
RQ
portanto
G th th—l
W =G _ [ L970,98) + 5IVhE (1 - g0) + et T}

T

(Vu,Vh) — h (1 — go) + he"™}

2

\
U
(L s o= 1=0)
{{
{

+

S— 5

=

t

Vu,Vh) —h(1l—go—€")+ he"™ (¢’ — 1)}

2

th 1 —th
+ Vh|2+e“06”—},

t
2 t

T

2
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logo, pela definicao de derivada de Gateaux, temos que

& (o.) — tim G H ) =G ()

t—0 t
= [ {{(Vu,Vh) —h(1l—gg—€")+ he" (" — 1)}
R2

eth — 1 —th
p .

t—0

t
+ lim {—|Vh|2+e“°e”
r2 2
1. Por hipotese, temos que
IVh|? < oo,
R2

portanto

t—0

lim [ ¢|VhA|>=0.
R2
2. Vamos mostrar que

, (e —1—th)
lim eel—m8M—= =
t—0 R2 t

Temos que

— () + (II). (3.19)

2.a. Vamos mostrar que
lim (1) = 0. (3.20)

t—0
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Como a funcao ug é negativa, temos que

e <1,

1
/ §—/|eth—1—th.
RQ t RQ

Usando a expansao em série das potencias da funcao exponencial, obtemos

e < |
t R2 R2

portanto

w (eth —1-— th)
t

e

Podemos ver que
~ 10w
ne Yt
k=2

é uma sequencia crescente de fun¢des nao-negativas. Pelo teorema da con-

vergéncia monotona (Teorema 2.1.4), temos que

e = 1k—1/ K

—t h = —t hl™.

[ () =g [
/.

1 k
— h|™.
;k 1Al

Aplicando a desigualdade de Sobolev (Teorema 2.2.2), obtemos

Portanto

euo( —1—th)

k
[ < 2T

Portanto

uo( — 1 — th)
puo o T )

4Ztk1 (\/_HhHHle)>

J.
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Lembre que a formula de Stirling da aproximacao assintotica é dada por

e

1\ F
k! ~V27k (—) ,

ou seja, .
kle
lim —— =
k—o00

V2rkkk

Em particular, existe um numero inteiro positivo N tal que
Kb < kle
para todo k£ > N. Temos que

k
tkl% < tkflek

para todo k > N, e portanto

J.

S0 (eth —1-— th)

= k 1kk k
<)t (VR b )
k=2

> k
+ 4 Z tkil (\/§€ H h “HI(R2)> .

k=N+1

O primeiro termo do lado direto da equacao acima é uma soma finita, e o
, L. . . -1
segundo termo é uma série com raio de convergéncia (\/§e | h HH1(R2))

Portanto
lg% (I)=0.
2.b. Vamos mostrar que
lim (I1) = 0. (3.21)

t—0
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Pela desigualdade de Holder, temos que

J.

o (eth —1- th)

; (" = 1)

e

,11/2
: { e — 1 — th 1 : (3.22)
R2
Usando a desigualdade e* —x — 1 > 0, obtemos

(" —1)> =e* —2¢" +1
= —20—1-2(e"—v—1)

< {62”—211—1’.
Como 2v esta em H' (R?), pela prova da Proposigao 3.3.1, sabemos que

162”—20—1 < 00,
R2

portanto

/ (" —12< [ |e¥—20-1
R2 R2

< 00. (3.23)

Agora trabalhamos com segundo termo do lado direto da Equagao (3.22).
Escreva u = th. Usando a expansao em série das potencias da fungao expo-

nencial, obtemos

R2

et — 1 —ul> < / ——|ufi Ttk
R2 ];2‘]”{'

Podemos ver que

7,k=2

+k

é uma sequencia crescente de funcdes nao-negativas. Pelo teorema da con-
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vergéncia monotona (Teorema 2.1.4), temos que

|t = ' / |uli
/]R2 j,kz2 Jlk! j;Q JUED Jre

portanto
1
RS D
. >
= U
e e (n — k)'k' R2

Aplicando a desigualdade de Sobolev (Teorema 2.2.2), obtemos

[l <2

portanto

u — n" n n
|€ —1—U|2 §422m2 /2 || u ||H1(R2) .

R? n—=4 k=0

Pela formula de Stirling, existe um numero inteiro positivo N tal que

n'" < nle”
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para todo n > N. Portanto

n

N
u 2 n n n
e —1—uf’ <4) IEEATE P I ey
n=4

22 “ (n — k)'k!
+4 Z W(\/_GHUHHI]RQ)
n=N+1 k=0

N n
n
o n/2 n
n=4 k=

0
4 Z (2\/56 H u HHI(R2))

n=N-+1

+

Acima usamos o fato que

3

n!

n—k)k!

=2"
il

Lembrando que u = th, obtemos

/RZ e 1 thf* < 422% Wzn/? 2 ey

n=4 k=0

+4 Z " (2\/56 I h HHI(RQ)) . (3.24)
n=N+1
O primeiro termo do lado direto da equacgao acima é uma soma finita, e o

segundo termo é uma série com raio de convergéncia (2v/2e || h HHI(RQ))_I.
Pelas Equagoes (3.22), (3.23) e (3.24), temos que

lim (1) = 0.

t—0

2.c. Pelas Equagoes (3.19), (3.20) e (3.21), obtemos

th
lim e*e? —(6 —l- th) —
t—0 R2 t



CAPITULO 3. TEOREMA PRINCIPAL 62

3. Pelos itens 1. e 2., concluimos que

G (v,h) = | {(Vu,Vh) —h(1—go—e")+ he" (e' —1)}.

R2

Podemos ver que G’ (v, -) é linear.

4. Vamos mostrar que
G/ (U, h) S C(U) H h HHl(]RQ),
onde C (v) é uma constante positiva dependendo de v. Temos que
6 < [ 17e IR+ [ bl =g el [ e - 1]
R2 R2 R2
< [ 1wun+ [ = go- e+ [ bl -,
R2 R2 R2

pois e < 1. Pelo desigualdade de Holder temos

1 1 1 1
rG’<v,h>\s(/ \wf) (/ rvm?) +(/ h?) (/ rl—go—ew\?)
R2 R2 R2 R2

3 , 3
R2 R2
3
<l b e o sy + 112 e ([ 11 =0 )
R

1

2

0 ey (e =)
RQ

Pela prova da Proposicao 3.3.1, sabemos que

/2’1—90—6“0\2@0,
R

e’ — 1) < oo,
R2

portanto
G (v,h) < C ) || b || (w2,
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onde

1 1

2 2

C(U)—Hqul(RQ)+(/ |1_go_eu0|2) +(/ |ev_1‘2> .
R2 R2

5. Pelo itens 3. e 4. temos que G’ (v, -) é um funcional linear limitado em

H' (R?). E conhecido que isto implica G’ (v, -) continuo. O
Proposicao 3.3.3. O funcional G € estritamente convexo, isto ¢, dado um
nimero 0 <t <1 e fungoes v e w em H' (R?), temos que

Gtv+(1—t)w) <tG(w)+(1—1)G(w).

Demonstracao. Escreva

Gtv+(1—-t)w)

5 [V a=wP= [ v+ a-nui-g

ug (L tv+(1—t)w
—i—/RQe (e 1)

=()—(I)+ (III).

Vamos mostrar que (I) é convexo, (I1) ¢ linear e (1) ¢ estritamente con-
Vexo.

Termo (I). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

(I) (tv+ (1 —t)w) = %/R (| Vol” + 2t (1 — ) (Vv, Vw) + (1 — t)* [Vuw]?)

1
< 5/ (2 |Vol” + 2t (1 — ) |[Vo| [Vw| + (1 — £)* |[Vw?) .
RQ
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Usando a desigualdade 2ab < a? + b?, obtemos

(H(tv+(1—-t)w) < %/}W {# Vol + (1 —t) (|Vv|2 + |Vw|2> +(1—1)? |Vw|2}

- % - {E+tA =) Vol + (1=t +t (1 —1) |[Vw[’}

- %/R (t|Vol? + (1 —t) [Vuw]?)

=t(I)(v) + (L =) () (w).
Termo (I1). Temos que
(I (tv+ (1 —t)w)=t(II)(v)+ (1 —1t)(I]) (w).

Termo (I11). Como a fungdo exponencial é estritamente convexa, temos
que
eI et (1 — 1) e

Subtraindo 1 em ambos lados e multiplicando ambos lados por €¢“°, obtemos
que
"0 (eI — 1) < e (te” + (1 —t)e” — 1),

logo

(IID)(tv+ (1 —t)w) = / et (et”(l_t)w —1)

< t/ e"e’ + (1 —t)/ etoe? —/ et
R2 R2 R?

_t/RQe“O(e”—1)—|—(1—t)/Rze“0(e“’—1)
—(ITT) (0) + (1 — 8) (TTT) (w).

Portanto G é estritamente convexo. O

Proposicao 3.3.4. O funcional G ¢ semicontinuo inferiormente no sentido

fraco. Ou seja, se v, — v no sentido fraco em H' (R?), entdo

G (v) < liminf G(v,).



CAPITULO 3. TEOREMA PRINCIPAL 65

Demonstracao. Pela Proposicao 3.3.2, sabemos que G’ (v,-) é um funcional
linear continuo em H' (R?). Pela Proposi¢ao 3.3.3, sabemos que G’ (v,-) é

estritamente convexo. Usando a Proposicao 2.3.3, obtemos o resultado. [

Proposicao 3.3.5. FExiste constantes a > 0, b e k > 0 tais que

all v i

G (v,v) >
(LRl v lme)

—b

para toda func¢io v em H' (R?). Em particular, existe uma constante positiva
R tal que
G'(v,v) >0

para toda funcdao v em HY(R?) com ||v||m = R.

Demonstracao. Lembre que

onde \ > 4n.

1. Vamos mostrar que
1—go(x)> e, (3.25)

onde c; =1 — 47”. Temos que

A
(|lx — ax|* + )\)2

1
<_7
—A
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portanto
. A
go (l’) = 4
k=1 (|{E - ak:|2 + >‘)2
4n

<

A

=1- (1,
logo

2. Vamos mostrar que

1= go (z) — @ > 0. (3.26)
Temos que
- — apl? + A
@ — oxn [ =S (|x | )
b ( ; |z — ax|?
k=1 |33' - ak|2 + A
_ ﬁ |z — a,|?
k=1 |'1' - &k‘ + A
portanto
n n 2
go () 4+ @ =4 )\2 5 + H ez ol a2k| : (3.27)
k=1 (|$—ak| +)\) ol — a2
Escreva
_dn
TN
e
A

2= —————"—F .
\x—ak]2+)\
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Note que

lz — ag|”
1 -z = -0
: |z — ag|” + X

Podemos reescrever a Equagao (3.27) como

(@) +e @ =05 e+ [0 - =),

Observe que

A
= ————————
|z — ap]” + A
< 1,
portanto
1—2z,>0.

Lembre a desigualdade aritmética-geométrica
ﬁbk’ < (l En bk>
—\n
k=1 k=1

para b; positivo. Temos que

n

[JTa-=) < (1—%;zk>

k=1
1 n
<1l-—-— -
< n;k

Note que na ultima desigualdade acima usamos o fato que

n

1—%ZZR<1.

k=1

67

(3.28)

(3.29)
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Usando a Desigualdade (3.29) na Equagao (3.28), obtemos
go () + €0 <1 — lizk-ir zizi
- "= "=

Zn:zk + J anzk
k=1 n k=1

<1-

S|

<1

Note que na segunda desigualdade usamos z; < 1 e na terceira desigualdade

usamos vy < 1. Provamos que
1—go(z) —e® >0,

3. Vamos mostrar que se v > 0, entao

v (e“°+” — 1+ gg) > fv? — (ug + 90)2 (3.30)

1-p
para todo 0 < 8 < 1. Escrevemos
v (€™ =14 go) =v>+v(uo+ go) +v (€T =1 — (ug+v)).
E possivel mostrar que e* — 1 — z > 0 para todo z em R, logo
e"0t — 1 — (ug +v) >0,
portanto

v(e“°+“—1—|—go) > v + v (up + go)
:ﬁv2+(1—6)02+v(u0+g0)
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para todo 0 < 8 < 1. Completando quadrados, obtemos

2
1 up + Ug +
v (e — 14 go) > B + 1-8)2v+ —2 gol —(—0 901
2(1-p)2 2(1-p)
1
> B2 — —— 2
> fu 115 (uo + 90)
> f0? — —— (g + g0)’
= 1 —/8 0 0) >
portanto
1
v (e =1+ go) > v — 1_ﬁ(u0+gg)2.
4. Vamos mostrar que se v < 0, entao
ug+v €1 ’U|2
v(e —1+g0)21+|v‘.

Temos que
v (euo—i-v -1 +gO) —

Usando a desigualdade

para x > 0, obtemos

1

portanto

v (e“°+” -1+ go) >

v (1= go — €") + [v| e (1 —e ).

R I
=T

2w
|U| (1 _go_€u0)+ ‘U’ elo
1+ |y

(I + [vf*) (1 = go — €™) + [v]* e

1+ ||

Usando as Desigualdades (3.25) e (3.26), obtemos

v (equrv _ 1+g0) >

2
C1 ’U|

1+ |v|

69
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(3.31)
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5. Vamos mostrar que

2
G’ (v,v) 2/ (!VU\Q—F c1f vl ) — D, (3.32)
R2

1+ |v|
onde B=1e¢b=21 uo + go 172 (g2~ Pela Proposigao 3.3.2, temos que
G (v,v) = / {]Vv\2 —v(l—go—e™)+ve (e’ — 1)}
R2
= / {]VU\Q +0 (6“0“’ -1 —|—go)} )
R2
Podemos escrever
G (v,v) = / Vol —i—/ v (e =1+ go)
R? {v>0}
+/ v ("t — 1+ go).
{v=<0}

Usando as Equagoes (3.30) e (3.31), obtemos

1
G (v,v) > |VU|2 +/ Bv? — —/ (uo + 90)2
R? {(v>0} 1 =8 Jso

Observe que na segunda integral vale que

2

2 B vl

v >—
Bl 14|

> Clﬁ|“’2
14|y

Y
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pois 0 < ¢; < 1. Usando a desigualdade acima, obtemos

c18 |U|2 1 2
G (v,v) > / |Vol? +/ - (uo + 90)
R? wsoy LH[vl 1=08 Juso

/ C1 |U‘2 >/ Clﬁ‘U|2
weoy L+ v = Jypcoy 1+ 0|

logo

C15|U|2 1 2
G' (v,v) > !Vvl + { - (uo + go)” -

w0y L[] 1=0 Jpe
+/ C1B|U|
w<oy 1+ 7]

/ |v |2 + 01/8|U|2 1 ( + )2
—= v — U .
R2 1 + |U| 1-— 6 R2 0 go

Escreva S =1¢b=21 uo + go ||%2(R2). Obtemos

G’ (v v)>/ |vv|2+clﬁ|”|2 b
T Re 1+ [v| .

6. Vamos mostrar que

2 v 42 2
/ v > | ”L (R2) ' (3.33)
R

2 11 o] (HUH R2)+\|v\|L3(R2))

/ / (1+ !v!)% (L+1oD? fol

Temos que
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Pela desigualdade de Holder temos

l 1
| [ o) [P+ 10|
R2 | Jr2 14 v R2

Elevando ambos os lados em quadrado e dividindo por <H v ||L2 g2y Tl v HLg(RQ))

obtemos

/ gl vz (R2)
e LT (o o) + 10 )

7. Vamos terminar a prova da proposicao. Usando a Desigualdade (3.33)
na Desigualdade (3.32), obtemos

1B | v |72 g2

G (v,v) > IVol? + —b.
R? v [ Z2mey + 10 175 @)
Lembrando que
R T
tome 0 < 0 < 1 tal que
| v ||%2(R2): (I—o)v ||§{1(R2)7
e
2
90l = v e
R2
Temos que
2 4
1ﬁ 1—0 (%
G (0,0) = 0 || v ey + U=o) fvlme
(I1-0o) v HHl (R2) + || v HL3(R2

Pela desigualdade de Sobolev (Teorema 2.2.2), temos que

v 5@ < & 1o I @),
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onde k = 8/2-27. Entio

2
c1f (1 =) || v |3 gey

(=) 10 By 4 10 D

2
) ¢p(1—o)
_ + !
v 7 @2y (U (L—0)+ kv lmes

S 2 (1-0)’ b
= CIB H v ||H1(]R2) o+ 1+ k || v ||H1(R2) s

G (v,0) >0 || v | F gy + —b

poisl —o <1el>c¢ . Portanto

ap v ||%-11(R2)
L+ k| v lmme
ap v ||%11(R2)
L+ k| vl
3 ap v ||§{1(R2)
T AL+ kv [aee

G (v,v) ((1—0)2+0(1+k | v [[mre)) —b

((1—0)2+0)—b

—b.

Tomando o = %clﬁ, obtemos

G (v,v) > e

= —b.
1+k H ) HHl(RQ)

3.4 Prova do Teorema Principal

Pelas Proposicoes 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.4, sabemos que G é um operador definido
no espaco de Hilbert H!(R?), diferenciavel no sentido de Gateaux e semi-
continuo inferiormente no sentido fraco. Pela Proposicao 3.3.5, sabemos que

existe uma constante positiva R tal que

G'(v,v) >0
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para todo v em H'(IR?) com ||v|| 12y = R. Pela Proposicao 2.3.1, existe uma
fungao vg em H'(R?) de minimo local de G com G’(vg) = 0. Pela Proposigio
3.3.3, sabemos que G é estritamente convexo. Portanto, pela Proposicao
2.3.2, a funcao vy é tnica. Mostramos que existe uma tnica funcao vy em
H'(R?) tal que

G (vo,w) =0

para todo w em H'(R?). Ou seja,

{Vvy-Vw —w (1 —go—e") +we™ (e —1)} =0
R2

para todo w em H'(R?). Por defini¢ao, segue que vy ¢ a solugao fraca da

Equacdo (3.12). E possivel mostrar que a fungdo vy é analitica real [10].
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