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Resumo

Esta dissertacdo apresenta uma demonstracao do Teorema da Separagao
de Jordan-Brouwer. Este teorema afirma, grosso modo, que uma hiperficie no
espago euclidiano R™ separa o espaco em dois conjuntos: um “interior”e outro
“exterior”. A demonstracao utiliza técnicas de Topologia Diferencial como, por
exemplo, transversalidade e niimeros de rotagao. A referéncia principal desta
trabalho é [GP74].

Palavras-chave: Teorema da Separagao de Jordan-Brouwer. Teoria de
Intersecao, Modulo 2. Transversalidade. Numero de Voltas. Variedades. Varie-
dades com Bordo. Difeomorfismo. Mergulho em Espacos Euclidianos. Teorema
da Aplicacao Inversa. Submersoes. Imersoes.



Abstract

This dissertation presents a proof of the Jordan-Brouwer Theorem. This
theorem states, roughly, that a hypersurface of the euclidean space R™ divides
the space in two sets: the “inside”and the “outside”. The proof relies on te-
chniques from Differential Topology, e.g., transversality and winding numbers.
The main reference for this work is [GP74].

Key-Words: The Jordan-Brouwer Separation Theorem. Intersection The-
ory Mod 2. Transversality. Winding Numbers. Manifolds. Manifolds with
Boundary. Diffeomorphism. Embed in Euclidian Space. Inverse Function The-
orem. Submersions. Imersions.
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Introducao

Intuitivamente, sabemos que qualquer curva fechada, suave e simples divide
o plano em duas regioes, uma regiao limitada, a “parte de dentro”, e outra nao
limitada, “a parte de fora”. Por séculos, se achava que isso era algo 6bvio e
nao necessitava de demonstracdo. Apenas em 1865, C.G. Neumann chamou a
atencao para a necessidade de se demonstrar a propriedade de “separacao do
plano”e, no ano de 1897 C. Jordan, em sua obra Cours d’Analyse ([Jor09]) apre-
sentou uma demonstracao para essa propriedade que, segundo F.C.V. Marinho
(IMar05]), se apresentava com o seguinte enunciado:

Se T é uma curva fechada e simples em R? entdo o conjunto R? \ T possui
exatamente duas componentes conexas que tém I’ como fronteira comum.

No entanto, esta demonstracao foi considerada nao satisfatéria pela comu-
nidade cientifica, pois C. Jordan adimitia esse teorema valido para poligonos,
gerando discordancias entre os matematicos da época. Segundo O. Veblen, essa
seria a unica, porém relevante, falha na demonstracao apresentada por Jordan
e no ano de 1905 o préprio O. Veblen deu a primeira demonstracao (que foi
considerada satisfatéria) em seu artigo Theory of plane curves in non-metrical
analysis situs ([Veb0d]). Entretanto, essa demonstragdo, para o caso de um
poligono, era incorreta, sendo esta falha admitida pelo préprio Veblen alguns
anos mais tarde. Posteriormente, muitas outras demonstragoes foram apresen-
tadas para este Teorema e a versao mais geral, foi dada por L.E.J Brouwer em
1911, no artigo, Beweis des Jordanschen Satzes fiir den n-dimensionalen Raum
([Brol2]) que pode ser enunciado da seguinte forma:

Dada uma hiperficie X de R™, compacta e conexa. O seu complemen-
tar R™ \ X possui exatamente duas componentes conexas abertas, a “parte de
fora” Dy, que chamaremos de “exterior”, e a “parte de dentro”D1, que chamare-
mos de “interior”. Além disso, o fecho da “parte de dentro”Dy € uma variedade
compacta com bordo 0D = X .

Neste trabalho, nao faremos a demonstracao do caso particular, apresentado
por O. Veblen, mas apresentaremos uma teoria a fim de dar uma demonstragao
do caso geral, chamado de “Teorema da Separacao de Jordan-Brouwer”seguindo
os passos apresentados por V. Guillemin e A. Pollack ([GP74, p.87-89]).

Segundo a orientacao dos mesmos, definiremos e provaremos as propriedades
necessarias para demonstra-lo, construindo, assim, uma escada que nos levara
até o Teorema da Separagao de Jordan-Brouwer. No Capitulo 1, comecaremos
por definir variedades diferenciaveis n-dimensionais sem bordo, assim como de-
rivadas e espagos tangentes, por meio do difeomorfismo que estas possuem com
algum subconjunto do espago euclidiano R".

Devido a necessidade de aplicagao em contextos distintos, daremos algumas




demonstracoes para o Teorema da Aplicacao Inversa:

(i) Considerando f: X — Y uma aplicagao suave entre variedades e sua deri-
vada no ponto z € X, df,: T,X — T,Y, onde y = f(z) um isomorfismo.

(ii) Considerando f: X — Y uma aplicacio suave, injetiva numa subvariedade
compacta Z, contida em X e df;: T, X — T,Y um isomorfismo para cada
x € Z. Neste caso, teremos f aplica difeomorficamente uma vizinhanca
de Z, em X, numa vizinhanca de f(Z) em Y.

(iii) Retirando a hipdtese de compacidade da subvariedade Z, do item ante-
rior. Neste caso, também obtemos que f aplica difeomorficamente uma
vizinhanca de Z, em X, numa vizinhanca de f(Z) em Y.

Ainda no Capitulo 1, apresentaremos os conceitos, bem como os principais
resultados de imersoes e submersoes, aplicacoes transversais, homotopia e esta-
bilidade e o Teorema de Sard e mergulhos em espacos euclidianos. Neste tltimo,
serd dada uma énfase ao Teorema de Whitney.

No Capitulo 2, definiremos variedade com bordo e estenderemos os conceitos
apresentados no Capitulo 1 a estas variedades, bem como, apresentaremos al-
guns novos, como a Teoria de Intersecao médulo 2, por exemplo, que sera inten-
samente usada para demonstrar, o Teorema da Separagao de Jordan-Brouwer.

No Capitulo 3, demonstramos o Teorema da Separagao de Jordan Brouwer.
Para isso, os conceitos de transversalidade, homotopia e mergulhos em espagos
euclidianos, apresentados nos capitulos anteriores, serao bastante titeis. Neste
Capitulo, veremos que por meio de relagoes homotépicas saberemos se dois
pontos quaisquer zg, z; € R™ \ X se encontram na mesma componente conexa,
ou nao, e por meio da transversalidade, saberemos se um ponto z € R™ \ X se
encontra na regiao “interior”’ou “exterior”a hiperficie X.



Capitulo 1

Variedades Diferenciaveis

1.1 Definicoes

Considere os espagos euclidianos R™ e R™:

Definicao 1.1.1. Sejam U C R™ e V' C R" conjuntos abertos. Diz-se que a
aplicagao f: U — V € suave (ou de classe C) se f possui derivadas parciais
de todas as ordens continuas.

De modo geral, se X C R™ e Y C R" sao subconjuntos arbitrarios de
espacos euclidianos, entdo diz-se que a aplicacdo f: X — Y é suave se para
cada x € X, existe um conjunto aberto U C R™, contendo z, e uma aplicagao
suave F': U — R™ tal que Flynx = flunx-

F

f(X)
X /_\
~.

U f F(U)

Figura 1.1: A aplicacdo F € a extensdo da aplicacdo f numa vizinhanca U, de
x, contida em R™.

Proposigao 1.1.2. [GP7), Ezxercicio 1.1.18] Sejam a,b € R, com 0 < a < b, e
zo € R¥. Considere as bolas B(xg,a) e B(wo,b) contidas em R* de centro zg e
raios a e b, respetivamente. Entao existe uma funcio suave F: RF — R tal que
F(z) =1, sex € B(xp,a), F(x) =0 se x ¢ B(xg,b) e 0 < F(x) <1 nos pontos
x do conjunto B(xo,b) \ B(xo,a).

Demonstracao. Considere a fungao f: R — R, dada por

. 6’1/5”2, sex >0
f(:c){ 0, sex<0.
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Afirmamos que esta aplicacao f é suave. Com efeito, é claro que f é continua,
para todo x # 0, e que f é continua em 0 pois

lim f(z) = f(0)=0= lim e ¥/*" = lim f(x).

z—0~ f( ) f( ) z—0t z—0t f( )

Além disso, também é claro que f é suave para todo z # 0. Para x < 0, a
derivada de ordem n, f(™ (z), é 0. Para « > 0, aplicando a regra da cadeia para
fungf)gzs de uma varidvel as sucessivas derivadas de f, obtemos um produto de
e~1/#" por um polinémio P, na “varigvel”1/x. No ponto x = 0, temos

_fO+h)—fO) e 0 f(0+h)— f(0)

lim ———————= =1 =0= lim - = lim ———~ 4~/
hso+ h—0 o+ h hoo- b ho- h—0

e, portanto, f/(0) = 0. Argumentando por indugéo, concluiremos que f™(0) = 0,

para todo n € N. Supondo f'(0) = ... = f(™(0) = 0, temos

FOHD(0) = flbl_% S (h) ; f™(0)

)

onde

o PO = fO) PR e

h—0+ h h—0+ h
= i 1/h) e~/
Jim Q(1/h) - e
=0

o {0 =0
h—0- h

Portanto, f(™(0) = 0, para todo n € N. Logo f é suave.

Defina a fungéo ¢g: R — R por g(x) = f(z — a)f(b— z), onde a,b € R com
0 < a < b A funcdo g é suave, pois é dada por um produto de aplicagbes
suaves e observe que g(z) > 0 para todo = € (a,b). Defina também a aplicagao

h: R — R por
S g(t) dt

2, g(t) dt’

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, a aplicagao h é suave. Agora, como
g(xz) =0 para x < a ou = > b, temos

i)y dt [T g(t) dt
eyt g ar

h(z) =

h(x)

e, dessa forma, temos que h(z) =0sex < a, h(r) =1sex>be0 < h(z) <1
se z € (a,b).

Por fim, para determinar nossa F, consideramos o fato de que a norma
euclidiana |z|: R¥ — R é uma funcio suave. Assim, definindo F': R¥ — R por
F(z) =1—h(]z|) é uma fungao suave tal que F'(x) = 1 para todo z pertencente
a bola de raio a, F(x) = 0 para todo x fora da bola de raio be 0 < F(z) < 1
para todo ponto = € B(zg,b) \ B(xo,a), como querfamos. O
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Definicao 1.1.3. Diz-se que uma aplica¢ao suave f: X — Y € um difeomor-
fismo se f € bijetiva e sua inversa f~1: Y — X também é uma aplicacdo suave.
Quando existe um difeomorfismo entre X e Y diz-se que os conjuntos X e Y
sao difeomorfos.

Definicao 1.1.4. Sejam X e Y wvariedades de dimensoes k el respetivamente,
comk <1, e Z uma subvariedade de 'Y, de dimensao k. Quando f: X - Z CY
€ um difeomorfismo, diz-se que f aplica difeomorficamente X sobre Z.

Proposigao 1.1.5. Sejam X CR™ e Y CR"” e Z C R! conjuntos arbitrdrios.
Se f: X =>Y eg: Y = Z sdo aplicagdes suaves entdo go f: X — Z € uma
aplicacao suave. Mais ainda, se f e g sao difeomorfismos, entdo go f € um
difeomorfismo.

Demonstracao. Sejam f: X — Y e g: Y — Z aplicagoes suaves. Para cada x €
X, existem um conjunto aberto U C R™, com x € U, um conjunto aberto V C
R", com y := f(x) € V e aplicacoes suaves F: U — R" e G: V — R! tais que
Fluvnx = flvnx e Glvny = glvay. Assim, substituindo U por UNF~Y(V) C U,
se necessario, temos que Go F': U — R! é suave com (Go F)|ynx = (90 f)|vrnx-
Logo g o f é suave.

Se f e g sao difeomorfismos, entao, pelo que foi provado acima, go f é uma
bijecao suave, pois f e g sdao bijecdes suaves, e sua inversa (go f)7': Z — X
dada por (go f)~! = f~1og~! é também uma bijecio suave, pois f~! e g7
sao aplicagoes suaves. Portanto, g o f também é difeomorfismo.

O

Definigao 1.1.6. Seja X um subconjunto de R™. Diz-se que X € uma variedade
de dimenséao k se X € localmente difeomorfo ao R*. Mais precisamente, dado
x € X, existe uma vizinhanga V de x contida em X difeomorfa a um conjunto
aberto U de R™.

A um difeomorfismo ¢: U — V' chama-se parametrizacao local em torno
de z. Usualmente, sua aplica¢io inversa p~': V — U denota-se por ¢! =
(x1,...,2k), onde x1,...,x5: V — R sdo as funcgoes coordenadas, e dd-se o

nome de sistema de coordenadas locais, em torno de x.

Observagao 1.1.7. A topologia considerada em X € a topologia induzida de
R™, ou seja, um subconjunto V de X € aberto em X se existe um conjunto

V CR" talqueV:VﬂX.

Exemplo 1.1.8. O circulo S* = {(x,y) € R? : 2% +y? = 1} ¢é uma variedade
de dimensao 1.

De fato, seja (wo,y0) € S*. Entdo ou x9 > 0, ou 19 < 0, ou yo > 0 ou
Yo < 0. Se yo > 0, considere Vy = {(z,y) € S*;y >0} e

©1: (—1,1) — V1

x = (z,V/1-—22)

A aplicagdo 1 € uma bijecdo suave com inversa

(1) Vi = (1,1
(zy) = =z

12



que também é uma aplicagdo suave. Portanto, p1 € um difeomorfismo entre o
semi-circulo superior Vi e o intervalo aberto (—1,1), ou seja, v1 é uma parame-
trizagao local em torno de (xg,yo). Procedendo de maneira andloga, se yo < 0,
ou xg >0, ou o9 < 0 considere, respetivamente, as parametrizagoes

902:(_171)%{(x7y)651:y<0}7 @2($):($,—V1—$2)
p3: (-1,1) = {(z,y) € S1 x>0}, ws(y) = (V1-92y)
P4 (—1,1)—>{(x,y)651:x<0}, 904(y):(_ 1_y2’ )

Portanto, o circulo S' € localmente difeomorfo a R, logo S' é uma variedade
de dimensao 1.

Definicao 1.1.9. Sejam X eY wvariedades. Diz-se grafico da aplicagao f: X —
Y o subconjunto de X XY, dado por

graf(f) = {(z, f(x)) € X xYV: x € X}

Proposicao 1.1.10. Seja F: X — graf(f), dada por F(x) = (x, f(x)). Se
f: X =Y € suave, entio F é suave e graf(f) é uma variedade com a mesma
dimensao de X.

Demonstracdo. Primeiramente, se f: X — Y é suave, entao a aplicacdo F': X —
graf(f), dada por F(z) = (z, f(x)) é suave pois suas fungdes coordenadas sdo
suaves. Agora, a aplicacdo G: graf(f) — X, dada por G(z, f(z)) = z estd
bem definida, é suave e, Go F(x) = x e F o G(z, f(x)) = (x, f(z)), ou seja,
G = F~'. Portanto F é um difeomorfismo. Compondo as parametrizacoes lo-
cais 1: U — V de X, onde U e V sdo abertos de RF e X, respetivamente, com
a aplicacao F', restrita a V', obtemos que F' o é uma parametrizacao local de
graf(f). Logo, graf(f) é uma variedade de dimensao de k, como querfamos. [

Uma forma de se obter novas variedades a partir de variedades que conhe-
cemos é considerando o produto cartesiano de variedades.

Teorema 1.1.11. Se X C R™ e Y C R"™ sdo variedades de dimensdo k e,
respetivamente, entdo X XY € uma variedade de dimensao k + 1.

Demonstragao. Suponha que X C R™ e Y C R" sejam variedades de dimensao
k e [, respetivamente. Entdo X x Y C R™ x R* = R™" ¢, para z € X
e y € Y, existem parametrizagoes locais ¢o: W — X e ¢»: U — Y em torno
de z e y, respetivamente, onde W C R¥ e U C R/ sdo vizinhancas de z e v,
respetivamente. Defina a aplicagdo ¢ x ¢: W xU — X XY por (¢ X ) (w,u) =
(p(w),¥(u)), onde w € Wew e U. A aplicagio ¢ x ¢ é uma bijegio suave (pois
cada fungdo coordenada é suave) com inversa (¢ x 1)1 = p~! x ¥~! definida
por (p~1 x v~ 1) (z,y) = (¢~ (x),v 1(y)) também suave. Como W x U é
vizinhanga aberta de (z,y) em X x Y a aplicagdo ¢ X ¢ é uma parametrizagao
local em torno de (z,y) € X x Y. O

Definicao 1.1.12. Sejam X e Z variedades em R™. Diz-se que Z é uma sub-
variedade de X quando Z C X. Em particular, X ¢é subvariedade de R™ e X ¢é
uma subvariedade de X. Além disso, quando X C R™ e dim X =n — 1, diz-se
que X € uma hiperficie.
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Proposigao 1.1.13. Se X ¢ uma variedade de dimensao k e U € um aberto de
X, entao U € uma subvariedade de X, de dimensado k.

Demonstra¢ao. Dado um ponto x € U, como X é variedade de dimensao k,
existe uma vizinhanga V de x, contida em X, e um difeomorfismo ¢: Vo — V,
onde Vy C R¥ é uma vizinhanca da origem e ¢(0) = z. Como U é aberto
em X, a intersecao V N U, contida em V, é um aberto em X e a restrigao
olo-1(vruy: e 1 (VNU) = VNU éum difeomorfismo. Como V NU também
estd contido em U e é aberto em U, temos que ¢|,-1(ynyy € uma parametrizacao
local de U em torno de x, como desejado. O

1.2 Derivadas e Espacos Tangentes

Definigao 1.2.1. Sejam U um conjunto aberto em R™, f: U — R"™ uma
aplicagao suave e x € U. FEntao para qualquer vetor h € R™, a derivada de
f no ponto x, na diregao do vetor h € dada pelo limite

)ty £ 1) = 1)

t—0 t

se o limite existir.
Observagao 1.2.2.

(i) Fizado x € U, a aplicagdo df,: R™ — R™ atribui a cada vetor h € R™, a
derivada direcional df,(h). Assim, quando f possui derivada em todos os
pontos de seu dominio U, dizemos que f é derivavel em U.

(ii) A aplicagio df,: R™ — R™ ¢ linear e sua representa¢do matricial com
respeito das bases candnicas de R™ e R™ € a matriz jacobiana de f(y) =

(1) Fm(y)) n0 ponto z, ou seja, J f(y) = [F()]

mXxn

(iii) Regra da Cadeia: se f: U —V e g: V — R! sio aplicagoes suaves, onde
U ¢é subconjunto aberto de R™ e V ¢é subconjunto aberto de R™, entao,
para cada x € U, a derivada de go f € dada por d(go f)z = dgs() o dfs.
(Veja, por exemplo, [Liml16d, p. 105].)

(iv) Se a aplicagio f: U — V é um difeomorfismo, com U e V subconjuntos
abertos de R™, entao df,: R™ — R™ ¢é um isomorfismo.

Vamos usar a aplicagao derivada num ponto para definir espacos lineares que
melhor aproximam uma variedade X perto de um ponto, os espagos tangentes.

Consideremos uma variedade X de dimensao k contida em R™ e uma para-
metrizacio local em torno de um ponto z € X, ¢: U — X, onde U C R*. Sem
perda de generalidade, suponha que ¢(0) = 2. Diz-se que a melhor aprozimagao
linear de ¢: U — R™, no ponto ¢~ !(z) = 0, é a aplicacio

ur— ©(0) + dpo(u) = x + dpg(u).

Definicao 1.2.3. Define-se o espaco tangente a X no ponto x, como a imagem
doo(R¥) da aplicagdo dpg: R¥ — R™ e denota-se por T, X .

14



Figura 1.2: FEspaco transladado x + T, X tangenciando uma superficie.

Observagao 1.2.4. O espago tangente T, X € um subespaco vetorial de R™ de
dimensao k paralelo ao espago transladado v + T, X .

Definicao 1.2.5. Um vetor do subespago vetorial T, X de R™ diz-se um vetor
tangente a X no ponto x € X.

Proposicao 1.2.6. O espaco tangente a X, num ponto x € X, nao depende da
escolha da parametrizacdo local.

Demonstracao. Sejam X uma variedade de dimensao k e x um ponto em X.
Considere uma parametrizagao local ¢: Uy — U em torno de z, com ¢(0) =
x € U. Agora, considere outra parametrizagdo ¢: Vo — V, com ¢(0) =z € V.
A aplicagao

E=v7to ©lp-1wnvy: e UNV) >~ (UNV)

é um difeomorfismo, com ¥ o & = . Pela regra da cadeia, dypy = dipg o d&p.
Pela Observacao a aplicacio d&y: RF — R* é um isomorfismo, donde
segue que dypo(RF) = dio(R¥). Portanto, o espaco T, X nao depende da escolha
da parametrizagao. O

Observagao 1.2.7. O espaco tangente a um subconjunto aberto U de X no
ponto x € igual ao espaco tangente T, X. Com efeito, sabemos pela Proposi¢do
[[-113 que U ¢é uma subvariedade de X. Agora, seja i: U — X a aplicagio
inclusdo. Dado x € U, pelo mesmo argumento usado na Proposi¢ao
temos que se @: Vo — V' é uma parametrizacao local de X em torno de z, a
restricio o|,-1(vauy € uma parametrizagdo local de U em torno de x. Dessa
forma, considerando j: o= (V. NU) — Vo a aplicacio inclusio de o=1(V NU)
em Vy obtém-se que p|,—1(vnuy = @ o j, donde, pela regra da cadeia,

T,U = d(@|lo-1var)o(RY) = d(p o j)o(RY)
= dio o djo(R¥) = dpy o Idgx (R)
= dapo(Rk)
= T.X,

cOmo queriamos.

Proposigao 1.2.8. [GP7J, Exercicio 1.2.9(a)] Se X eY sao variedades quais-
quer de dimensdo k e l, respetivamente. Entdo T, X XY =T, X XT,Y, para
todo (z,y) € X x Y.
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Demonstragdo. J4 sabemos, pelo Teorema que X x Y é uma variedade
de dimensao k +[. Considere a parametrizagao local p x: U xV — X XY de
X x Y, em torno de (x,y), definida na demonstragao do Teorema onde
@ X P(u,v) = (p(u), Y(v)).

Pela definicao de espago tangente temos

TapX xY = d(px¢)o(RF x R

= (dpo(R¥), dipo(R"))
= dio(R¥) x dipo(R")
= T,X xT,Y,

como queriamos. O

Dada uma aplicacdo f: X — Y entre variedades diferencidveis X e Y de
dimensoes k e [, respetivamente, dizemos que f é suave se, para todo x € X e
para toda a parametrizacdo 1 em torno de f(x), existe uma parametrizagdo ¢
em torno de z tal que )~ o f o ¢ é aplicacdo suave de um aberto de R* sobre
um aberto de R!. Iremos agora definir a derivada de uma aplicacdo suave num
ponto x € X. Suponhamos que ¢: U — X é parametrizagdo de X em torno de
x, com p(0) =z e que ¢: V — Y é parametrizagio de Y em torno de y = f(z),
com %(0) = y. Assim, tomando abertos contidos em U ou V se necessério,
podemos considerar o seguinte diagrama comutativo:

>-<

__r

P

P

A}
—
—

h=y " lofop
——

-
=

As derivadas dpg, di)g e dhg estao definidas como na Defini¢ao[1.2.1]e as aplicagbes
dpg e dipg sao isomorfismos, motivando a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.2.9. A aplicacio df,: T,X — T,Y, onde y = f(z), definida por
df, = dipgodhgo (dpg)~! diz-se a derivada da aplicacdo f: X — Y no ponto z.

O diagrama anterior induz o seguinte diagrama comutativo de aplicagoes
lineares:

dsoo]\ don

Rk dho Rl

Observagao 1.2.10. A definicdo de derivada de wma aplicagdo num ponto
nao depende das parametrizacoes ¢ e Y consideradas. Com efeito, considere as
parametrizacoes locais em torno de x € X dadas por ¢: Uy — U e 0: Up— U
com ¢(0) = 0(0) = x e considere também as parametrizagées locais em torno
dey €Y dadas por : Vo =V en: Vo = V com ¥(0) =n(0) =y. Com estas
parametrizacoes podemos considerar os sequintes diagramas comutativos:
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f

X —— Y X % Y

@T wT 4 "T
h=¢ " lofo ~ h=n"'ofo >

U, L=¥_ofee L B N v

Para verificar que a definicao da derivada de f em x nao depende das parame-
trizacoes consideradas € suficiente verificar que

dipg o d(1h™" o fop)go (dpo) " =dngod(n "o fob)yo(dby)".

Seguindo um raciocinio andlogo ao da demonstragao da Proposi¢do as
aplicacoes € =01 o Olo-1wniy € €= n~lo Yly-1vapy sdo difeomorfismos e,
pela regra da cadeia, dfy o d&y = dpg e dno o d€y = dibgy, onde d&y e d&y sdo
isomorfismos. Além disso, como

foprofopot™?

(N " o)oyytofopo (8 op)!
= nfloqpoqpflofogpogoflog
= nflofOG,

tem-se

dipgod(p™ o fop)go(deo)™t = (dnoodép)od(yy™" o fop)go (diyods)™
= dngo(dégod(® ™ o fop)go(de)™) o (dhy)™?
= dnoo(d(§oy ™ ofopot o (df) "
= dnggod(n "o fof)go(diy) ",

como desejado.

Observagao 1.2.11. A regra da cadeia também vale para aplicagoes entre va-
riedades. Mais precisamente, dadas aplicagdes suaves f: X =Y eg: Y = Z e
pontos x € X ey = f(z) €Y, vale d(go f), = dgy o dfs.

De fato, sejam X,Y e Z variedades de dimensoes k,l e m, respetivamente,
ef: X =Y eg:Y — Z aplicacoes suaves. Considere p: U — X, p: V =Y
en: W — Z parametrizacies locais de X,Y e Z, em torno de ©(0) = x,¥(0) =
y = f(x) en(0) =z = g(y), respetivamente, com U C RF,V c R' e W C R™
conjuntos abertos. Resumimos os dados no sequinte diagrama:

gof
T o T

>~<

P

SERLEGS
—
=N

by

joh

<

onde h: U — V ¢é definida por h = 9 o foyp ej: V — W é definida por
j=n"togoy. Pela Definicio[T.2.9, d(go ). = dnood(joh)oo(dio)~ ¢, pela
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Observagao d(j o h)o = djo o dhg, pois h(0) = 0. Além disso, pela
Definicao dho = (dpo) "t odf, odpg e djo = (dno) ™t odg, odipy. Portanto,

d(go f)e = dnood(joh)oo(dtpg)fl
= dno o (djo o dhg) o (dpg) ™"
= dno o ((dio) ™" o dgy o dipo) o ((dipo) ! o df 0 dipo) © (dipo) ™"
= dgy o dfs.

Definicao 1.2.12. Diz-se que as variedades X e Y sdo difeomorfas quando
existe uma aplicacdo bijetiva suave f: X — Y com inversa f~1: Y = X suave.
Essa aplicacao f € chamada de difeomorfismo entre X e Y.

Proposicao 1.2.13. Se uma aplicagao suave f: X — Y é um difeomorfismo
entre as variedades X eY entdo, dado um conjunto A C X aberto, sua imagem
f(A) é um aberto em Y.

Demonstra¢do. Suponha, primeiramente, que f: X — Y é um difeomorfismo e
considere g = f~1: Y — X ainversa de f. A aplicacdo g é suave, em particular,
g é continua. Assim, temos que dado um aberto A C X, o conjunto g~!(A)
é aberto em Y, mas g~ '(z) = f(v) para todo € A. Portanto, temos que
g Y(A) = f(A) que é aberto em Y, como querfamos. O

1.3 Teorema da Aplicacao Inversa

O classico Teorema da Aplicacao Inversa, da Andlise Real, tem sua versao para
variedades diferencidveis. Sejam X e Y variedades com dim X = k e dimY =
l, e f: X — Y uma aplicacao suave. Como X e Y sao variedades, entao
dados pontos x € X e f(z) € Y, existem vizinhangas U e V de z e f(z),
respetivamente, e vizinhangas UeVde0eRFe0eR, respetivamente, tais
que as aplicagoes @: U—Ue P V =V, sdo parametrizacoes locais, em torno
de z e f(z), respetivamente. Estas aplicagoes, a principio, nada tém a ver uma
com a outra, nem com a aplicacao f, entretanto, veremos no decorrer desta
secao que se dim X = dim Y, a aplicacao f é um difeomorfismo local.

Definigao 1.3.1. Sejam X e Y wvariedades e f: X — Y wma aplicagdo suave.
Dado x € X, diz-se que f € um difeomorfismo local em x quando existe uma
vizinhanca U de x tal que a restricao de f a U € um difeomorfismo sobre uma

vizinhanga W de y = f(x) € W. Quando f é difeomorfismo local em x, para
todo x € X, diz-se que f é difeomorfismo local.

Observagao 1.3.2. [GP7/, Ezxercicio 1.5.5] Um difeomorfismo local f: X =Y
injetivo € um difeomorfismo sobre um aberto de Y. De fato, como f: X =Y
€ um difeomorfismo local, para cada x € X existe uma vizinhanca V, de x,
contida em X, tal que f aplica difeomorficamente V,, sobre um aberto W, de Y,
que contém f(x). Dessa forma, podemos escrever

X = U V.
rzeX

Como V,, € aberto em X, pela Proposi¢do o conjunto f(V,) é aberto em
Y, que contém f(z). Assim, temos que

zeX zeX zeX
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¢ uma unido de abertos. Portanto, f(X) é um aberto de Y.

Agora, como f € injetiva, temos que a aplicacdo [ € bijetiva sobre sua ima-
gem f(X) e, portanto, tem uma inversa global f~': f(X) — X. Para cada
z € X, como f: X = Y é um difeomorfismo local, existe uma vizinhanca V,
de z, contida em X, tal que fly,: Vo — Wy € um difeomorfismo onde W, €
um aberto de Y com inversa g: W, — V,, diferencidvel que coincide com f~*
em W,. A derivada de g em y = f(x) coincide com d(f~1)y: T,f(X) = T, X.
Portanto, f: X — Y € um difeomorfismo sobre um aberto de'Y, como desejado.

Proposigao 1.3.3. Uma condi¢ao necessdria para que f: X — Y seja um
difeomorfismo local em torno de x € X é que df,: T,X — T,Y, y = f(z), seja
um 1somorfismo.

Demonstracao. Sejam U C X e V C Y abertos tais que f: U — V seja um
difeomorfismo. Denotando a aplicacdo inversa f~1: V — U por g tem-se, go f =
idy e fog =1idy. Pela regra da cadeia,

dgj@) o dfz = ldr,x e dfyodgsuy = Idr, vy,

para todo & € U, e portanto, df,: T,X — T,Y, y = f(z), é um isomorfismo,
cuja aplicagao inversa ¢ dgy(z): T, Y — T X. O

Esta condicao também é suficiente, garantida pelo teorema abaixo.

Teorema 1.3.4 (Teorema da Aplicagio Inversa). Suponha que f: X — Y seja
uma aplicag¢do cuja derivada no ponto x, dfy: T, X — T,Y, é um isomorfismo.
Entao f € um difeomorfismo local em x.

Demonstrag¢do. Como a aplicagao df,: 1T, X — T,Y é um isomorfismo, as va-
riedades X e Y tém a mesma dimensao, digamos k. Considere Uy e Vj sub-
conjuntos abertos de R¥, p: Uy — U uma parametrizacio local em torno de
z € X, com o(0) =x € U, e p: Vo — V parametrizacao local em torno de y,
com (0) = y = f(a) € V e U = p(Up) e V = (Vp).

Observe o diagrama abaixo:

f

UcX ———VcCcyYy
ﬂo Y tofop ﬁ;-

A aplicacdo g = ¢~ Lo fop: Uy — V estd bem definida, como cada uma
das fungoes é suave, temos que g é suave e aplicando a regra da cadeia, temos

dgo = dip, " o dfy o dipy.

Pela Proposicao as aplicagoes dyg e dip, sao isomorfismos e, por hipétese,
df; também é um isomorfismo, dessa forma, temos que dgg é dada pela composta
de isomorfismos, logo dgy também é um isomorfismo.

Como Uy e Vj estdo contidos em R¥, o Teorema da Aplicacdo Inversa para
aplicacdes entre abertos de R¥ (vide e.g. [Lim16b} p.282]) garante que a aplicacio

g=v""ofop: Up—Vy

é um difeomorfismo. Agora, como fly = 1 ogo ¢~
composicao de difeomorfismos.
Portanto f|y: U — V é um difeomorfismo, como queriamos. O

L a aplicacdo f|y é uma
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Na subsec¢ao seguinte, o Teorema da Aplicagao Inversa aparecerd novamente
e outras generalizagoes e demonstracoes serao acrescentadas. Entretanto, a
seguir, daremos algumas respostas a pergunta: qual o comportamento de f
no caso em que dimX # dimY? O Teorema da Aplicagdo Inversa é uma
ferramenta bastante utilizada, nao sé na topologia, como também em outras
areas da Matematica. Entretanto, uma das condigoes de aplicagao imposta por
ele é que dominio e contra dominio tenham a mesma dimensao (i.e. dimX =
dimY’). Pensando em generalizar essa ideia, pode-se enfraquecer essa hipdtese,
considerando os seguintes casos: dim X > dimY ou dim X < dimY'.

1.3.1 Imersoes

Definicao 1.3.5. Seja f: X — Y wuma aplicagdo suave. Quando, para um dado
x € X, a aplicagao dfy: T, X — T,Y € injetiva, diz-se que f € uma imersao em
x. Se a aplicagdo f é uma imersdo em x, para todo x pertencente a X, diz-se
entdo que f € uma imersao.

Observagao 1.3.6. Se f: X — Y € uma imersdo, entdo dim X < dimY .

Definicao 1.3.7. A imersdo canénica de U C RF em V C R, k < I, € a
aplicagdo i: U < V, definida por i(ai,...,a;) = (ay,...,ax,0,...,0) € R

Observagao 1.3.8. A imersdo canénica € uma 1mersao.

Teorema 1.3.9 (Forma Local Das Imersoes). Suponha que f: X — Y seja
uma imersao. Entdao existem sistemas de coordenadas locais em torno de x e
y = f(x) tais que f(x1,...,2) = (y1,---, Yk, 0,...,0). Nestas condi¢oes, diz-se
que [ € localmente equivalente a imersdo canénica em torno de x.

Demonstra¢ao. Primeiramente, escolhem-se ¢: U — X e ¢: V — Y, parame-
trizagoes locais em torno de z e y, respetivamente, com ¢(0) = = e ¥(0) = y,
de modo que o diagrama abaixo seja comutativo.

x—1 .y

‘| dl
=y lofo
U 9=% ofoe, 174
Agora iremos “expandir” a aplicagdo g: U — V e usar o Teorema da
Aplicacdo Inversa. Como a aplicacio dgo: R¥ — R! é injetiva, pode-se assu-
mir, fazendo uma mudanca de base em R, se necessario, que sua representacao
matricial é da forma
{I dk]
Y
0 Ixk

onde Id; é a matriz identidade k x k. Defina
G:U xRk R por  G(a,z2) = g(a) + (0,2),

onde 0 € R¥.

Observe que G(0,0) =0 € R e U x R ¢ aberto em R! pois é o produto
cartesiano de conjuntos abertos, logo, G aplica um aberto de R! em R!. Assim
a representagao matricial de dGy é dada pela matriz identidade [ x [. Pelo
Teorema da Aplicacdo Inversa, a aplicacio G é um difeomorfismo local em
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0 € RL. Observe que a aplicacao G foi definida de modo que se tenha g = G o,
onde i é a imersdo canoénica de U em U x RI7F,

Como 9 e G sao difeomorfismos locais em 0 € R, entdo, considerando, se
necessario, um aberto contido em U x R!=* de forma a que G(U x R'=%) c V,
oG também é difeomorfismo local em 0 € R!. Deste modo, 1)oG pode ser usada
como uma parametrizagdo de Y em torno de y € Y. Além disso, escolhendo U
e V suficientemente pequenos o diagrama abaixo comuta.

f

X ——Y .
LPT PoG
U

— =V

2

Portanto, f é localmente equivalente a imersao canonica em torno de z. [

Corolario 1.3.10. Se Z é uma subvariedade de X comdim X =k edimZ =1

ez € Z, entao existe um sistema de coordenadas locais (x1,...,xx) em torno
de z tal que 141 = ... =2, =0 em UNZ, onde U é uma vizinhanca de z em
X.

Demonstrag¢ao. Seja j: Z — X a aplicagdo de inclusdo. Agora, considere

p0: U = Z, com p(0) =z, et: V = X, com ¢(0) = j(z), parametrizagoes

locais em torno de z e j(z), respetivamente, onde U C R! e V C R¥ sdo conjun-

tos abertos. Considerando os conjuntos abertos U e V suficientemente pequenos

et: U — V aimersao candnica de U em V, o seguinte diagrama comuta.
o x

1]

Nestas condicoes, tem-se j = 1 oio L. Como ¢, i e 1) sdo difeomorfismos
sobre as respetivas imagens, a aplicagdo j é um difeomorfismo local, logo, pelo
Teorema da Aplicacao Inversa, dj.: 1.2 — T, X, x = j(z), é um isomorfismo.
Assim, tem-se que a derivada dj, é injetiva e, portanto, j é uma imersao. Pelo
Teorema da Forma Local das Imersoes, segue o resultado.

>
K2

O

Observagao 1.3.11. Observa-se diretamente do Teorema da Forma Local das
Imersoes que se f é uma imersdo no ponto x, entao f € uma imersao numa
vizinhanca de x.

Teorema 1.3.12. [GP7), Exercicio 1.3.10] (Teorema da Aplica¢io Inversa
Generalizado)

Seja f: X — Y wma aplicacdo suave e injetiva em uma subvariedade com-
pacta Z, contida em X. Se para todo x € Z, a aplicacdo dfy: T, X — T,Y,
onde y = f(x), € um isomorfismo, entdao [ aplica difeomorficamente Z sobre

f(Z). Além disso, f aplica uma vizinhanga de Z, em X, sobre uma vizinhanga
de f(Z), em Y.
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Demonstragdo. Por hipétese, para cada = € Z, a aplicacao df,: T, X — T,V
é um isomorfismo, logo, pelo Teorema da Aplicagdo Inversa (Teorema ,
existe uma vizinhanga U, de z, contida em Z tal que f|y, é um difeomorfismo
sobre sua imagem. A reunido U dos conjuntos U, é um conjunto aberto que
contém a subvariedade Z.

Observe que a aplicagdo f: U — Y é um difeomorfismo local. Entédo, o
trabalho, agora, consiste em mostrar que existe um conjunto aberto V em X,
com Z C V, tal que f seja injetiva em V. Assim, pela Observacao [1.3.2] como
f é um difeomorfismo local injetivo em VNU, flyay: VNU — f(VNU) é um
difeomorfismo da vizinhanga V NU de Z sobre a vizinhanga f(V NU) de f(2).

Suponha, com vista a uma contradicdo, que tal conjunto aberto V' nao existe.
Considere uma sequéncia {e; } a convergir para 0. Para cada ey, considere o con-
junto Z* dos pontos z € X tal que a distancia de z a Z é menor do que e;. (Aqui
a distancia considerada é a distancia euclidiana no espago euclidiano R”, onde
a variedade X estd contida). Como, por suposicdo, f ndo é injetiva em cada
7k, para cada k, existem ay e by em Z*, com ay # by, mas f(ax) = f(br). As
sequéncias {ax } e {bx} possuem pontos de acumulagio em Z, donde os conjuntos
Ur{ar} U Z e J,{br} U Z sao compactos, dado que o conjunto Z é compacto.
Como, por hipdtese, f é injetiva em Z, entao subsequéncias convergentes de
{ar} e {bx} convergem para o mesmo ponto z € Z. De fato, dadas uma sub-
sequéncia {ag,} de {ax}, com limay, = z1 € Z e uma subsequéncia {by,} de
{br}, com limby, = 23 € Z, tem-se lim f(ax,) = f(z1) e lim f(bx,) = f(22),
pela continuidade de f; como f(ar,) = f(bx,), tem-se f(z1) = f(22) e, por-
tanto, z; = z2(= z), pela injetividade de f em Z. Agora, por hipétese, df, é
um isomorfismo e, pelo Teorema da Aplicagdo Inversa, f é difeomorfismo numa
vizinhanca de z, em particular, f é injetiva nessa vizinhanca o que contradiz a
existéncia nessa vizinhanga de distintos ay, e by, tais que f(a) = f(br). Portanto
existe um aberto V em X que contém Z onde a aplicagdo f é injetiva.

Mais ainda, tem-se que f: VNU — f(V NU) é um difeomorfismo, como
desejado. O

E particularmente interessante a imagem de uma imersdao. A imagem da
imersdo canénica i: RF — RY k < [, é, talvez, o mais simples exemplo de uma
subvariedade, entretanto, nao se pode afirmar que a imagem de uma imersao
arbitraria f: X — Y é uma subvariedade de Y. Observe o exemplo abaixo.

Exemplo 1.3.13. [GP7], Exercicio 1.3.7] Considere a aplicagdo g: R — S*
dada por g(t) = (cos2wt,sen2nt). Vejamos que a aplicagao g é um difeomor-
fismo local.

Consideremos as parametrizacoes @;: (—1,1) — Vi, i = 1,2,3,4, de S*
como no Exemplo . Dado tg € R, g(to) pertence a algum dos abertos V.
Suponhamos que g(t) € V1. Nesse caso, ty pertence a um intervalo da forma
(2km, (2k + 1)7). A fungdo coordenada

(Sal)_l [e] g|(2k7'r,(2k+1)7r) . (2k7T7 (2]€ + 1)71') — R
t — cos2mt

é uma aplicag¢do suave com aplicagdo inversa suave x +— arccos(x). Caso g(to)
pertenga a um outro aberto V;, por um raciocinio andlogo ao anterior, mostra-
se que, localmente, a fungdo coordenada (;)~' o g € suave com inversa suave.
Dessa forma, temos que g € um difeomorfismo local.
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Agora defina a aplicacio G: R? — S x S por G(t,s) = (g(t),9(s)). Ve-
jamos que aplicacdo G € um difeomorfismo local do plano R? no toro S' x S'.
Dado (tg,s0) € R?, suponhamos que G(to,s0) € Vi x V4. Considerando a para-
metrizacdo @1 X p1: (a,b) = (p1(a),p1(b)) de St x St em torno de G(to, so0),
a representacao local de G € dada por

(t,s) — (cos2mt, cos 27s).
Nesse caso, a matriz que representa a derivada dG; s € dada por

—sen2mtg 0

27 0 —sen27msg |

Como G(to,s0) € Vi x Vi, o determinante da matriz é diferente de 0, logo
a aplicagio dG 4, s,) € isomorfismo. Por um raciocinio andlogo, prova-se que
dG (1y,s0) € isomorfismo em (to, s0), para todo (to, o) em R2. Portanto G é um
difeomorfismo local.

Cola ! Cola
——» —— (X

de cima para baixo Cilindro extren.lll'd%(lides do
Quadrado ctiindro Toro

G

Figura 1.3:  “Transformac¢do”do quadrado num toro.

Agora defina uma aplicacdo f: L — S* x S' como sendo a restricio de G a
uma reta L = {(z,y); y = ax} de R? que passa pela origem, cuja declividade o

€ um ndmero irracional.

Figura 1.4: A imagem da curva G|p: L — S* x S*, no toro.

Como f =G| =Goi, ondei: L — R? € a inclusdo da reta L no plano R?
e as aplicagdes G e i sdo imersoes, a aplicagdo f € uma imersao. Além disso,
a aplicagdo [ € injetiva: de fato, dados (t,at),(s,as) € L tais que f(t,at) =

f(s,a8), seque que cos(2mt) = cos(2ms), sen(27t) = sen(2ws), cos(2rat) = cos(2mwas)

e sen(2rat) = sen(2ws) e, portanto, como « € irracional, tem-se (t,at) =
(s,as).

A imagem f(L) de f ndo é uma subvariedade do toro S' x S*. Com efeito,
se f(L) fosse subvariedade de S' x S entdo, para todo z € L, ewistiria uma
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vizinhanca U de z tal que fly: U — S'x St é um difeomorfismo sobre a imagem,
em particular, para cada z € L, a tmagem de cada vizinhanca conexa de z €
conezxa. No entanto, considerando uma vizinhanca conexa U de z, a imagem
f(U) c St x St contém uma infinidade de segmentos da curva dada por f(L),
pois « € irracional e, portanto, ndo € conexa.

O Teorema da Forma Local das Imersoes garante que uma imersao f aplica
uma vizinhanga W dum ponto z, suficientemente pequena, difeomorficamente
em sua imagem f(W). No entanto, para que f(W) seja uma subvariedade de Y é
necessdrio que todos os pontos y € f(W) possuam vizinhangas parametrizaveis.
Para garantir que a imagem de uma imersao é variedade, apresentamos a se-
guinte definicao

Definicao 1.3.14. Diz-se que uma aplicacio f: X — Y, entre variedades X

e Y, € propria se a pré-imagem de qualquer compacto contido em Y € um
compacto, contido em X. Uma imersao injetiva e propria chama-se mergulho.

Teorema 1.3.15. Um mergulho f: X — Y aplica X sobre uma subvariedade
difeomorficamente.

Demonstragao. Para mostrar que f(X) é uma variedade, é suficiente mostrar
que a imagem de qualquer conjunto aberto W de X é um conjunto aberto de
f(X). Com efeito, se f é uma aplicagdo que leva cada aberto W contido em
X num aberto U = f(W) contido em f(X), entdo temos que dado y € U,
existe uma vizinhanca V de y, em Y, tal que a aplicacio ¢: Vy C Rl — V é
um difeomorfismo, onde V; é um aberto de R! contendo a origem e (0) = y.
Observe que U NV estd contido em V e tomando um subconjunto de U NV,
se necessdrio, temos que a aplicacao ¢|,—1av): ¢ (U NV) - UNV é um
difeomorfismo entre conjuntos abertos. Como U NV também estd contido em
U = f(X), temos que ¢|,-1(yav): ¢ (UNV) = UNV é uma parametrizagao
local, em torno de y € f(X). Portanto é suficiente mostrar que f(W) é um
aberto de f(X).

Se f(W) nao é aberto de f(X), entdo existe uma sequéncia {y;} em f(X)
que nao pertence a f(W) mas que converge para algum ponto y € f(W). Como
o conjunto {y,y;} é compacto, a pré-imagem em X também é compacta, pois f
é prépria. Como f é um mergulho, por definigdo, f é injetiva e cada ponto y;
é a pré-imagem de um unico x; € X e y possui precisamente uma pré-imagem
x € W. Como {z,z;} é compacto, passando a uma subsequéncia, se necessério,
pode-se assumir que a sequéncia {x;} converge para um ponto z € X. Entao
lim f(x;) = f(2), mas como limy, = lim f(z;) = f(x) = y, pela injetividade
de f, tem-se z = x. Agora, W é aberto e como limz; = =z, conclui-se que,
para ¢ € N suficientemente grande, xz; € W, mas isto contraria o fato de que
yi & f(W).

Agora, tendo provado que f(X) é uma variedade, pode-se finalmente, pro-
var que a aplicagao f: X — f(X) é um difeomorfismo. Considere V um aberto
de f(X) e V' C f(X) um conjunto compacto que contém V. Como f é um
mergulho, a pré-imagem de V' por f é um compacto U’, contido em X. Agora
considere a pré-imagem U de V por f. O conjunto U é aberto em X e estd con-
tido no compacto U’. Pelo Teorema da Forma Local das Imersoes, substituindo
os abertos U e V por abertos neles contidos, se necesséario, considere parame-
trizagoes locais ¢: Uy — X e v: Vo — f(X) de X e f(X), respetivamente, com
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o(Uy) =U e (Vy) =V, onde Uy C RF e 1 C R sdo abertos, tais que

pofop ti (xq,...,1) ~ (21,...,25,0...,0).

Agora, pela construgao feita, temos que f|y: U — V é dada pela seguinte com-
posicio fly =1 L oiop, onde i: Uy — Vj é a imersdao candnica. Como cada
uma das aplicagoes 11, i e ¢ é um difeomorfismo, temos assim que f|y é um
difeomorfismo de U sobre V. Como U e V sdo abertos, temos que f é um difeo-
morfismo local e, como f é injetiva, por hipétese, temos, pela Observacao [1.3.2
que f é um difeomorfismo de X sobre f(X).

Portanto, f(X) é uma subvariedade de Y e f: X — f(X) é um difeomor-
fismo. O

1.3.2 Submersoes

Agora, para responder a “outra parte” da pergunta feita antes desta subsecao,
considera-se o caso em que dim X > dimY.

Definigao 1.3.16. Considere variedades X eY e uma aplicagdo suave f: X —
Y. Quando, para todo x € X, dfy: T,X — T,Y, y = f(x), € sobrejetiva, diz-se
que f € uma submersao em x. Se a aplicacao f € uma submersio em x, para
todo x € X, f diz-se uma submersao.

Observagao 1.3.17. Se f: X — Y € uma submersdo, entdo dim X > dimY.

De modo andlogo ao que foi feito com imersoes, também define-se submersao
canonica.

\

Definicao 1.3.18. Chama-se submersio candnica de R¥ em R!, k > [, a
projecao definida por (a1, ...,ax) — (a1,..., 0%, Gpt1,--.,01).

Observagao 1.3.19. A submersdo candnica € uma submersao.

Teorema 1.3.20 (Forma Local das Submersoes). Suponha que f: X — Y seja
uma submersao em x e, sejay = f(x). Entdo existem sistemas de coordenadas
locais em torno de x e y tais que f(x1,...,2%) = (21,...,2;), onde k = dim X
el =dimY . Nestas condicoes, diz-se que [ € equivalente a submersao canonica
em torno de x.

Demonstracao. Sejam ¢: U — X e ¢: V — Y parametrizagoes locais de X e
Y, em torno dos pontos x e y, respetivamente, com »(0) =z e ¢¥(0) = y e onde
U C R* e V C R! sao conjuntos abertos. Definindo g =4~ o f o ¢, o seguinte
diagrama comuta:

x—t.ovy

Pl

g
—_—

Agora, a aplicacao g seréd modificada de modo a poder-se aplicar o Teorema
da Aplicacdo Inversa. Como f é submersio em z, a aplicacdo dgg: RF — R! é
sobrejetiva. Fazendo uma escolha conveniente de uma base em R¥, temos que
a matriz



[Idk |0] Ixk’

representa a aplicagdo dgy com respeito a essa base. Agora defina G: U —
R* por G(a) = (g(a),aiy1,--.,ax), onde a = (a1,...,ax). Assim, a matriz
que representa dGo: R¥ — R¥ é a matriz identidade k x k, donde G é um
difeomorfismo local em 0 € R¥. Como ¢ e G~ sdo difeomorfismos locais, entdo
oG~ é difeomorfismo local em 0 € R*. Deste modo, ¢ o G~! pode ser usada
como parametrizacdo de X em torno de x € X. Além disso, escolhendo U e V/
suficientemente pequenos e definindo s como a submersao canoénica, o diagrama
abaixo comuta.

f

X — >

k<

poG ™1 P

P

U—2»

o <

Portanto, f é localmente equivalente a submersao canonica em torno de
T. O

Novamente fazendo analogia com imersoes observa-se que submersao é um
conceito local, ou seja, se f é uma submersao no ponto x, entdao f é submersao
em alguma vizinhanca de x, ou seja, submersao também é um conceito local.

Definigao 1.3.21. Seja f: X — Y wuma aplica¢iao suave entre variedades X e
Y. Diz-se que um ponto y € Y ¢ valor regular de f se df,: T, X — T,Y for
sobrejetiva em todo o ponto x € X tal que f(x) =y. Quando y € Y nao é valor
reqular de f, diz-se que y € valor critico de f.

Na Geometria, quando f: X — Y é uma aplicagao suave entre superficies
regulares, e y é valor regular de f, entao o conjunto

{reX: f(z) =y}

é uma superficie regular. A titulo de informagcao, consulte, por exemplo, [dC05,
p.69]. Sabendo que a ideia de regularidade de superficies, na Geometria, é
bastante similar & ideia de diferenciabilidade em variedades, pode-se pensar
num resultado para variedades que generalize este, para superficies. Partindo
desta intuicao, obtém-se o seguinte teorema.

Teorema 1.3.22 (Teorema da Pré-Imagem). Se y ¢ valor regular da aplicagdo
f: X =Y, entdo a pré-imagem f~'(y) é uma subvariedade de X, mais ainda,
dim f~!(y) = dim X — dimY.

Demonstragdo. Como, para todo x € f~1(y), df, é sobrejetiva, f é uma sub-
mersao em torno de x € f~1(y). Escolha sistemas de coordenadas locais em
torno de x e y, respetivamente, tais que f(x1,...,zx) = (z1,...,21), k = dim X,
Il =dimY, e faga y corresponder a (0,...,0). Assim, préximo de z, o conjunto
f~1(y) é exatamente o conjunto de pontos da forma (0,...,0, 21 1,...,Ts).
Mais precisamente, se V' é uma vizinhanca de x onde o sistema de coordena-
das (z1,...,7)) estd definido, entdao f~1(y) NV é o conjunto dos pontos onde
21 =0=...=ux. As fungdes (x;41,...,x) formam um sistema de coordena-
das no conjunto f~!(y) NV que é um aberto relativo em f~!(y). Logo, f~*(y)
é subvariedade de dimensao k — [. Observe a Figura[1.5

O
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G —L

X Y

Figura 1.5: O conjunto f~1(y) NV é um aberto de f~(y).

Uma aplicacao interessante do Teorema da Pré-imagem é mostrar que o
grupo ortogonal O(n) é uma variedade. Enunciamos abaixo este exemplo.

Exemplo 1.3.23. O grupo O(n) das matrizes ortogonais € uma subvariedade
n(n—1)
—.

do grupo das matrizes M(n) e possui dimensdo
Demonstragao. Primeiramente, o espago M(n) das matrizes, com entradas re-
ais, é uma variedade de dimensdo n?; de fato, reorganizando as entradas de cada
matriz ao longo de uma unica linha, obtemos o préprio R™. O grupo O(n) é
o grupo das matrizes A € M(n) tais que AA* = I,,, onde A* é a transposta da
matriz A e I, é a matriz identidade n x n. Observe que para qualquer matriz
A, a matriz AA? é simétrica pois é igual a sua transposta.

Afirmamos que o espago vetorial S(n) das matrizes simétricas é uma subvari-
edade de M(n) difeomorfo a R¥, onde k = n(n+1)/2. De fato, observe que uma
matriz simétrica n X n fica determinada pelas entradas da diagonal principal e
pelas entradas acima dessa diagonal, ou seja, por n(n + 1)/2 entradas.

Afirmamos também que a aplicagao f: M(n) — S(n), dada por f(A) = AA?
é suave. De fato, como dimS(n) = n(n+1)/2, a imagem f(A) = AA" pode ser
identificada com um vetor do espaco euclidiano R*, com k = n(n + 1)/2, onde
cada entrada desse vetor é da forma

bij(A) = Z TikThj,
=1

onde ;i e x; denotam as entradas (i,k) e (k,j) da matriz A, respetivamente.
Assim, temos que o termo b;; do produto AA* é dado por um polindémio nas
entradas de A. Portanto, f é uma aplicagao suave.

Dessa forma, segue que O(n) = f~1(I,). Agora, basta provar que I,, é valor
regular de f. Por definicdo, a derivada dfs: TaM(n) — T4)S(n) de f em A
é dada por:

f(A+sB) - f(4)

dfa(B) = lim .
t t
— lim (A+sB)(A+sB)" — AA
s—0 S
. AA* + sBA' + sAB' + s?BBt — AA!
= lim
s—0 S

= lim BA' + AB? + sBB!
s—0
= BA'+ ABY,
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onde B € TyM(n). Agora é necessario verificar que, de fato, dfa: TaM(n) —
T¢a)S(n) é sobrejetiva quando A € f~'(I) = O(n). Pelas identificacoes
feitas de M(n) e S(n) com espagos euclidianos, tem-se ToM(n) = M(n) e
Tr4)S(n) = S(n). A matriz I,, é valor regular de f se e somente se df4: M(n) —
S(n) é sobrejetiva para todo A € O(n), isto é, dada C' € S(n), existe B € M(n)
tal que dfa(B) = C, ou seja, BA* + AB* = C. Dadas A € O(n) e C € §(n),
tome-se B =1/2CA. Logo

1 1 D
B)=|=CA|A'"+A(=CA) == —Ct=
df4(B) <QC’ ) + <20 ) 20+2C’ C
Assim, f é uma submersdo para todo A € f~1(I,,) e I,, é valor regular de f.

Portando O(n) é uma subvariedade de M(n), mais ainda,

5 n(n+1) _n(n—l).

dim O(n) = dim M(n) —dimS(n) =n 5 = 5

O

Teorema 1.3.24. [GP7), Exercicio 1.4.7] Se y é valor regular da aplicagdo
f: X =Y, onde X € variedade compacta e tem a mesma dimensdo de'Y , entdo
f~Y(y) é um conjunto finito {x1,...,x,}. Além disso, existe uma vizinhanca U
dey, em Y tal que f~1(U) € dado pela unido disjunta V3 U ...UV,, onde V; é
uma vizinhanca aberta de x; e f aplica cada V; difeomorficamente sobre U.

Demonstracao. Como y é valor regular de f, pelo Teorema da Pré-Imagem,
temos que f~!(y) é uma subvariedade de X, de dimensdo 0. Logo, f~1(y) é um
conjunto discreto de pontos. Como f~!(y) é fechado em X e X é compacto,
temos que f~(y) é compacto. Logo f~!(y) é um conjunto finito de pontos
{z1...,2,}.

Por fim, como f: X — Y ¢é difeomorfismo local em cada z; € f~!(y), para

cada i = 1,...,n, existe uma vizinhanca V; de z; tal que fly: Vi — f(Vl) é
difeomorfismo. Considerando U = (\_, f(V;) e V; = V; N f~*(U), obtém-se o
resultado. O

Definicao 1.3.25. Seja E um espaco vetorial de dimensdo finita. As trans-
formacgoes lineares p: E — R, com valores numéricos, sao chamadas funcionais
lineares.

Proposicao 1.3.26. Seja g = (g1,...,q1): X — R uma aplicagio suave e
x € X. A derivada dg,: T,X — R! de g em x ¢ sobrejetiva se, e somente se, 0s
funcionais lineares d(g1) s, - ..,d(gi)z sao linearmente independentes em T, X .

Demonstragdo. De fato, se dg,: T,X — R! é sobrejetiva, entdo uma matriz
que representa dg, tem [ linhas linearmente independentes. Como a i-ésima
linha dessa matriz é representacdo de d(g;).: T, X — R™, i = 1,...,l, segue
que d(g1)z,---,d(g1). sdo linearmente independentes. Por outro lado, sendo
os funcionais lineares d(g1)s,...,d(g:), linearmente independentes, a matriz
jacobiana de dg,: T,X — R! possui [ linhas linearmente independentes, isto
é, dim Imdg, = [, ou seja, dg, ¢é sobrejetiva. O

Definicao 1.3.27. Diz-se que as fungoes g1,...,9;: X — R sdo independentes
em x, quando os funcionais lineares d(g1)z, - - .,d(g1)z sdo linearmente indepen-
dentes em T, X, ou equivalentemente, quando dg,: Ty X — R ¢ sobrejetiva.
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Definigao 1.3.28. A codimensdo de uma subvariedade Z C X € dada pela
equacao
codim Z = dim X — dim Z.

A definicdo de codimensdo ndo depende somente de Z, mas também do
ambiente onde ela se encontra, isto é, da variedade X. A préxima proposicao
afirma que [ fungoes independentes em X determinam uma subvariedade de
codimensao (.

Proposicao 1.3.29. Seja g: X — R! wma aplicacio suave. Se as funcgoes
coordenadas g1,...,9;: X — R sao funcoes independentes em cada ponto onde
todas se anulam, entdo o conjunto

Z={zeX:q(x)=...=g(z) =0}
€ uma subvariedade de X, com dim Z = dim X — [.

Demonstracao. Como as fungoes coordenadas ¢1,...,9;: X — R sao fungoes
independentes em todo ponto x € Z, os funcionais lineares

(dgl)r> ey (dgl)mt TmX —R
sao linearmente independentes, ou seja, a derivada
dge: X — R

é sobrejetiva em todo ponto = € Z. Dessa forma, temos que 0 é valor regular
de g, pois dg, é sobrejetiva em todo ponto x pertencente a Z = g~1(0). Assim,
pelo Teorema da Pré-imagem, temos que Z é uma subvariedade de X, com
dim Z = dim X — [, como queriamos. O

A reciproca da proposicao anterior nao vale com toda a generalidade. De
fato, existe exemplo de uma subvariedade Z de uma variedade X que nao é de-
terminada por funcgoes independentes. Veja, por exemplo, a Proposicao [2.2.12
Os préximos dois resultados dirdo quando é possivel determinar uma subvarie-
dade Z de X por funcgoes independentes. Desse modo, estes resultados também

garantirdo (em parte) a reciproca da Proposigao [1.3.29

Teorema 1.3.30 (Reciproca Parcial 1). Se y € valor reqular de uma aplica¢do
suave f: X — Y entdo a pré-imagem da subvariedade f~1(y) é determinada
por fungoes independentes.

Demonstragao. Sejam W uma vizinhanga de y € Y e h: W C Y — h(W)
um difeomorfismo tal que h(W) é aberto de R', onde | = dimY, e h(y) = 0.
Considere a aplicacdo g = ho f: f~1(W) ¢ X — R'.. Afirmamos que 0 é valor
regular de g = ho f. De fato, aplicando a regra da cadeia a aplicagao g, obtém-se

dgz = d(h © f)z = dhy © dfzv

para todo z € f~!(y). Como y é valor regular de f, df, é sobrejetiva em todo
ponto = € X tal que f(z) =y. Como h: W — h(W) C R! é um difeomorfismo,
tem-se que dh, é um isomorfismo, logo é aplicacao sobrejetiva e, além disso,
h(y) = 0. Dessa forma, tem-se dg, = dh, o df, sobrejetiva para todo x € X tal
que g(z) = 0. Portanto, 0 é valor regular de g, justificando assim a afirmagao.
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Finalmente, tomando g¢1,...,¢9; as funcdes coordenadas de g, tem-se pela
Proposicao [1.3.26] que estas fungbes sao independentes, pois a sobrejetividade
de dg, é garantida pela afirmacio feita acima. Portanto f~1(y) é determinado
por [ fungoes independentes. Logo, as fungoes coordenadas de g garantem o
resultado. O

Teorema 1.3.31 (Reciproca Parcial 2). Toda subvariedade de X de codimensdo
l € localmente determinada por | funcdes independentes.

Demonstra¢ao. Sejam Z uma subvariedade de X de codimenséo [ e z um ponto
de Z. Afirmamos que existem [ funcoes independentes g1, ..., g; definidas em
alguma vizinhanga W de z, em X, taisque g1 =...= ¢ =0em WNZ. De
fato, sejai: Z — X a aplicagao inclusao. Observe que a inclusao é, na verdade,
uma imersao, e assim, pelo Teorema da Forma Local das Imersoes, existem
parametrizacoes locais ¢: V C R¥ — Z e p: U C R¥! — X em torno de z e
de i(z), respetivamente, tais que

v loiow: (21,...,21) — (21,...,2k,0...,0)

ciop(V)=14(U).
Tomando a vizinhanga W = (U) C X de i(z) e, para cada j = 1,...,1, a
aplicacdao g;: W — R definida por

—1
9j = Tk 0,

onde Ty ;¢ REH — R é a projecao Thotj (%1, ..., Thy1) = Tiyj, temos que W N
i(Z) = g~(0), onde g = (g1,...,9;). De fato, tomando w € W Ni(Z), tem-se
w=1(u) =iop(),comu € Uev=(vq,...,05) € V,e,paracadaj=1,...,1,

gi(w) = mrijor”H(w)
Tri (Y odop(v))
Tt (V1,5 -+, 0k, 0,...,0)
= 0.
Reciprocamente, se w € g~1(0), entdo, como i o (V) =9(U) ei=1orop™t,
onde t(z1,...,2k) = (21, ., 2k,0,...,0), tem-se
w = ¥(vi,...,v,0,...,0) onde (v1,...,v,0,...,0) €U

= Youlvy,...,vx) onde (v1,...,05,) EV
= Yorop Hp)) ondep(v) e p(V)C Z.
Além disso, como a aplicacdo d(myj)y—1(z) = Thiy: R+ 5 R é sobrejetiva e

a aplicacdo d(¢™1),: T, X — RF¥*! ¢ isomorfismo, a aplicacdo dg,: T, X — R
é sobrejetiva e, portanto, g1, ..., g sao fungoes independentes. O

Corolario 1.3.32. [GP7/), Exercicio 1.4.4] Se Z C X CY sdo variedades e z €
Z, entao existem fungoes independentes g1, . . ., g; definidas numa vizinhanga W
de z, em 'Y, tais que

ZNW ={yeW:gi(y) =0,...,q(y) = 0}
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XNW={yeW: gy =0,...,9m(y) =0},

ondel € a codimensdo de Z em'Y em € a codimensdo de X em Y. Além disso,
a codimensao de Z em X él—m.

Demonstragdo. Consideremos parametrizagoes o: V — Z,¢: V' — Xe: U —
Y em torno de z,iz(z) e ix o iz(z), respetivamente, onde iz: Z — X e
ix: X — Y sdo as inclusdes naturais e V. C RF, V' C R¥ e U c R* sdo
abertos (e k +1 =k’ 4+ m). Consideremos o seguinte diagrama comutativo

zZ 7 X

d ‘|

e g=¢ 'oizop v/

Como iz é imersdo, pela demonstracdo do Teorema da Forma Local das
Submersoes, observa-se que, compondo a parametrizacao ¢ com uma aplicagao
conveniente, obtém-se uma parametrizacao ngS: V' = X tal que o diagrama
seguinte comuta

7 —'% X

q q

VotV
onde ¢: V — R¥ ¢ a inclusdo candnica. Utilizando um argumento andlogo ao
agora apresentado e considerando a imersao ix e as parametrizagoes ¢ de X
e 1 de Y, obtém-se uma parametrizacao 1¢v: U — Y de Y tal que o diagrama
seguinte comuta

z 2, x X,y

4 aﬁ wT
Vv I U,
onde j: V' — R¥* ¢ a inclusdo canonica.
 Seguindo a demonstragao do Teorema [1.3.31] e diminuindo as vizinhangas
V' e W := U, se necessério, constroem-se as | fungoes independentes g1, ...,
pretendidas.
Como k + 1 =k’ +m, obtém-se que a codimensdo de Z em X é [ —m. [

Proposicao 1.3.33. Seja Z a pré-imagem de um valor reqular y € Y por uma
aplicagdo suave f: X — Y. Entdo o nicleo da derivada dfy: T, X — T,Y em
qualquer ponto x € Z é precisamente o espago tangente a Z em x, T, Z.

Demonstra¢igo. Como f é constante em Z, entdo df,(v) = 0, para todo x € Z
ev € T, Z. Portanto T,Z é subconjunto do ntcleo kerdf, de df,, para todo
x € Z. Além disso, como, para x € Z, df, é sobrejetiva, tem-se

dimker df, = dimT, X —T,)Y =dim X — dimY
Assim, T,.Z é subespaco de ker df, com mesma dimensao. Portanto, 1,72 =

ker df,, para todo x € Z. O
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1.4 Aplicacoes Transversais

Seja f: X — Y uma aplicacao suave entre variedades X e Y. Na se¢do anterior
estudamos o conjunto solucao da equacao f(z) = y quando y é um valor regular
de f. Nesse caso, esse conjunto solugao é uma subvariedade de X. Estudaremos,
agora, o conjunto de pontos de X cujos valores em Y estao sujeitos a uma certa
condigdo, que nao serd necessariamente tomarem um valor constante. Para
esse fim, considere uma aplicagdo suave f: X — Y, uma subvariedade Z de
Y ey = f(x) com z € X. Pelo Teorema se y € Z, entao existe uma

vizinhanga U de y e fungoes ¢1,...,g:: U — R (onde [ é a codimensao de Z em
Y') tais que
Z={2€U:g1(z) =... = gi(z) = 0}.
Assim,
FFUZ)={aeX:giof(a)=...=go f(a) =0} = (g0 f)}(0),
onde g = (¢1,...,9;) é uma submersao definida em U.
f1(z)

\

U
—_— J v
Y

X R

Figura 1.6: O conjunto f~1(Z) estd localmente determinado pela composicio

go f(z).

Assim, pelo Teorema|1.3.30L f~1(Z) é subvariedade de X se 0 é valor regular
de go f. Iremos reescrever esta ultima condi¢ao em termos de f e Z. Com efeito,
pela regra da cadeia, tem-se

d(gof):c = dgy o dfy,

donde d(go f), é sobrejetiva se, e somente se, dg,: T, Y — R! aplica a imagem de
df, sobre R!. Como a aplicacao dg, & sobrejetiva e tem ntcleo kerdg, = T, Z,
a aplicagao dg, aplica a imagem de df, Im(dfs), sobre R! se os subespacos
Im(df,) e TyZ geram todo o espaco T,,Y. Conclui-se que go f é uma submersao
no ponto = € f~1(Z) se, e somente se,

Im(df,) +T,Z = T,Y. (1.1)

Definicao 1.4.1. Sejam X e Y wariedades. Diz-se que uma aplicacdo suave
f: X =Y ¢ transversal a uma subvariedade Z, contida em Y, (denota-se por
f ™ Z) quando f satisfaz a equagdo acima para cada ponto x da pré-
imagem de Z.

O raciocinio feito antes da definicdo em conjunto com o Teorema [1.3.24
permitem concluir que:
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Teorema 1.4.2. Se f: X — Y € uma aplicagdo suave e transversal a uma
subvariedade Z C Y, entdo a pré-imagem f~1(Z) é uma subvariedade de X.
Mais ainda, codimensio de f=Y(Z) em X € igual a codimensdio de Z em Y .

Exemplo 1.4.3. Como exemplo de uma aplicacdo transversal a uma subvari-
edade, considere a funcdo f: R — R? dada por f(x) = (x,2) e Z o0 eizo x em
R2. Jd um exemplo de aplica¢do nao transversal a uma subvariedade Z é dado
por f: R — R2, com f(z) = (z,2%) e Z o eizo x.

Quando a subvariedade Z é dada por um tnico ponto (i.e. Z = {y}), o espago
tangente T,,Z ¢, na verdade, um subespago de Y de dimensao zero. Assim, f
é transversal a {y} se Imdf, = T,Y, para todo z € X tal que f(z) =y, onde
diz-se que y é valor regular de f. Dessa forma, observa-se que regularidade é
um caso particular de transversalidade.

No caso particular em que a aplicagao f é a inclusao 7 de X em Y, onde
X é subvariedade de Y, dizer que um ponto x € X pertence a i~1(Z), onde
7 é subvariedade de Y, significa dizer que x € X N Z. Além disso, a derivada
dig: T, X — T,Y é meramente a aplicagao de inclusao do espago tangente T, X
no espaco tangente T,Y. Entao, a aplicacao inclusao i: X — Y & transversal a
subvariedade Z (i M Z) se, e somente se, para todo x € X N Z,

T.X +T,Z =T,Y.

Definicao 1.4.4. Diz-se que duas subvariedades X e Z de Y sdo transver-
sais (denota-se por X M Z) quando ambas satisfazem a equagdo acima, isto é,
quando ix M Z.

Teorema 1.4.5. A intersecdo de duas subvariedades X e Z transversais em 'Y
também € uma subvariedade de Y e codim(X N Z) = codim X + codim Z.

Demonstragdo. Seja i: X — Y a aplicagao inclusdo de X em Y. Como X M Z
tem-se i M Z e, pelo teorema anterior, segue que i~'(Z) é uma subvariedade de
X onde a codimensdo de i ~1(Z) = XNZ em X é igual & codimensao de Z em Y.
Seja x € XN Z. Pelo Teorema[1.3.31] existe uma vizinhanga W de x em Y onde

X é determinada por k = codim(X) fungdes independentes, ¢1,...,9x, € Z é
determinada por [ = codim(Z) fungoes independentes, hq, ..., h;. Entdo X N Z
é o conjunto onde a colecao combinada das k + [ funcgoes, g1, ..., 9k, h1,. .., hi,

se anulam. Afirmamos que essas k + [ fungbes sdo independentes em torno
de . Com efeito, como, para y € W, as aplicagoes dg,: T,Y — RF, onde
g=(g1,---,9x), e dhy: T,Y — R! onde h = (hq,...,h;), sdo sobrejetivas, a
aplicacio d(g,h),: T,Y — R** onde (g,h) = (g1,---, 9k, b1, ..., ), também
é sobrejetiva; portanto, g1,...,, gk, b1, ..., h; sao fungoes independentes. O

Lema 1.4.6. [GP7), Exercicio 1.5.5] Sejam f: X — Y wma aplica¢do trans-
versal a uma subvariedade Z de Y, W = f~Y(Z) e x € W. Entdo o espago
tangente T, W € a pré-imagem do espago tangente Ty, (Z), pela aplicagdo li-
near dfw T.X — Tf(I)Y, i.€e. Ta;(f_1<Z)> = (dfm)_l(Tf(z)Z)

Demonstragdo. Pelo Teorema [1.3.31] dado um ponto y qualquer em Z, existe
uma vizinhanca de y em Y tal que ZNV = ¢g=(0), onde g = (g1,...,91): V —
R! é a aplicacao formada pelas | funcoes independentes. Pelo Teorema
W = f~1(Z) é uma subvariedade de X e observe que

(go /)TN0 =fHgHO) =FHZnV)=WnV,
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onde V = f71(V) é aberto pois f é suave e contém z tal que f(x) = y. Assim
temos que W NV = (go f)~1(0) e, portanto, W é localmente determinado por
gof: V - R

Agora, pela Proposicio temos T, Z = kerdg, e T,W = kerd(go f)a,
onde f(x) = y. Basta provar que ker d(gof), = (df,) ! (kerdg,). Essaigualdade

segue das seguintes equivaléncias:

v € (df,) (kerdg,) < df.(v) € kerdg,

& d(go f)(v) = dgy(dfs(v)) =0
< wvekerd(go f).

O

Teorema 1.4.7. |GP7j, Exercicio 1.5.7] Sejam f: X — Y eg: Y — Z
aplicagdes suaves entre variedades. Suponha g transversal a uma subvariedade
W contida em Z. Entio f ® g=1(W) se, e somente se, (go f) M W.

Demonstragdo. Fixe um ponto x € (go f)~1(W) qualquer. Sejam y := f(x) e
z:= ¢(y). Por definigao, g M W significa que Im(dgy,) + T.W =T.Z.

fMg ' (W) = (go f) M W : Deve-se mostrar que Im(dg, o df,) + T.W =
T.Z. Como os espagos Im(dg, odf;) e T.W estao contidos em T, Z, ¢é suficiente
provar que o espaco tangente 1,7 estd contido em Im(dg, o df;) +T,W. Dado
w € T,Z, da hipétese que g M W, existem u € T,Y e v € T,W tais que
dgy(u) + v =w. Como f é transversal a g~' (W), pelo Lema

T,Y = Im(df,) +T,(g~ (W) = Im(df,) + (dg,) " (T.W).

Portanto, existem @ € T, X e 0 € (dg,) ' (T.W) tais que df. (@) + 0 = u.
Assim, tem-se
dgy o dfz (@) + dgy(0) + v =w,

onde dgy odf,(u) € Im(dgyodfs) e dg,(0)+v € T,W e, portanto, w € Im(dgy, o
dfz) + T.W, como desejado.

(go f)yMW = f g '(W): A reciproca é analoga & primeira implicacao.
Deve-se mostrar que Im(df,)+(dg,) *(T.W) = T,,Y . Novamente, fixe um vetor
w € T, Y e perceba que existem v € T, X e w € T, W tais que (dgyodf,)(u)+w =
dgy (W), garantido por (go f) M W. Além disso, tem-se dg, (df,(u) —w) € T,W,
ou seja, df;(u) —w € (dg,) " (T.W) e o resultado segue.

[

As ideias de transversalidade e os conceitos que foram abordados nesta segao
serao novamente abordados e estendidos na Segao 2.2

1.5 Homotopia e Estabilidade

Até agora foram estudadas diversas propriedades das aplicacoes suaves. Uma
pergunta que surge nesse contexto é, se a aplicagao sofrer alguma perturbac¢do,
quais destas propriedades permanecerdo. Antes de responder essa pergunta
formalizaremos essa ideia de perturbacao. A definicao a seguir fard esse trabalho.
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Definigao 1.5.1. Sejam X, Y variedades e I = [0,1]. Diz-se que duas aplicagoes
suaves fo, f1: X — Y sao homotopicas quando existe uma aplicacdo suave

F:XxI—=Y

tal que F(x,0) = fo(z) e F(z,1) = fi(z), para todo x € X. A aplicagio F
chama-se homotopia entre fo e fi. Denota-se a homotopia entre fo e fi por
fo~ f1 oupor F: fo=~ fi.

Dada a homotopia F': fy ~ f1, para cada t € I, considere a aplicagao suave
F;: X =Y, dada por Fi(x) = F(x,t). Dessa forma, para cada t define-se uma
aplicagao suave, isso equivale a definir uma familia de aplicagoes suaves (Fy)ier
de X em Y. Isto significa que (z,t) — F};(X) é uma aplicagdo suave, mais ainda,
Fo= foeF = fi.

Figura 1.7:  Para cada t € I define-se uma aplicagdo suave f;

Exemplo 1.5.2. Se n € impar, entdo a aplicacao antipoda co: S™ — S™, dada
por a(x) = —x, é homotdpica a identidade id: S™ — S™, onde S™ € a esfera
unitdria em R, De fato, seja n = 2k — 1, entdo S™ C R**. Assim pode-se
considerar cada ponto

Z = ($17y17--~»$kyyk)
de S™ como uma lista z = (z1,...,2;,) de ndmeros complexos z; = x; + iy; tais
que

‘Zl|2 +...+ |Zk|2 =1.
Identificamos cada elemento em S' com um vetor uw € C wunitdrio. A cada

niimero complero u € S* e a cada vetor z = (z1,...,2,) € S™, o vetor u-z € S™
é dado poru-z= (u-21,...,u-2). Assim, a aplicagcdo

H:S"xI — S"
tme

(z,t) — €™z

¢é uma homotopia entre a aplica¢do antipoda a(z) = —z e a aplicagao identidade
de S™, onde '™ € a exponencial complexa costm + isentr.
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A titulo de informacgdo, a aplicacdo antipoda de S™ nao é homotdpica a
identidade de S™, quando n é par. (Veja, por exemplo, [Lim12al p.7]).

Proposigao 1.5.3. Sejam X,Y wvariedades. A relagcdo de homotopia fo ~ f1 €
uma relacdo de equivaléncia.

Demonstragao.

A relagao é reflexiva: de fato, para qualquer aplicagdo suave f: X — Y, a
aplicagdo F': X x I — Y, dada por F(z,t) = f(x), para todo t € I, é uma
homotopia entre f e f.

A relagao é simétrica: de fato, seja F': X x I — Y uma homotopia entre
fo e fi. Definindo a aplicacdo G: X x I — Y, dada por G(z,t) = F(z,1 —t),
obtemos que G é uma homotopia entre f; e fj.

A relacdo é transitiva: de fato, se F': fo ~ f1 e G: fi =~ fo sdo homotopias,
defina H: X x I — Y, dada por

_ F(z,2t) se 0<t<1/2
H(z’t){G(x,Qt—l) se 1/2<t<1"

Observe que H é suave exceto, possivelmente, quando ¢t = 1/2, entretanto, pode-
mos “consertd-la”’da seguinte forma: Fixados €, > 0 suficientemente pequenos,
com 0 < J§ < e, considere uma aplicacdo funcao A\: I — I tal que A(¢) = 0 se
1/2—6<t<1/24+6, ANt)=1set€[0,1/2—¢€)U(1/24+¢€,1] e 0 < A(t) <1se
te(1/2—€1/2=5)U(1/24,1/24¢€). Observe que uma construcao semelhante
a apresentada na Proposicao garante a existéncia de uma fungao A\ nestas
condigoes. Definindo H: X x I — Y por H(z,t) = H(z,t) - A(t), temos uma
homotopia entre fy e fo. Dessa forma, a relacdo é transitiva.

Portanto, a homotopia é uma relacao de equivaléncia, como desejado. O

As propriedades fisicamente significativas de uma aplicagao sao aquelas que
permanecem vélidas mesmo quando a aplicacao sofre pequenas deformacoes.
Dessa forma, consideremos a seguinte definigao.

Definicao 1.5.4. Diz-se que uma certa propriedade de uma aplicacao fo: X —
Y ¢é estavel quando existe € > 0 e, para cada t < €, existe uma aplicagao
fi: X — Y homotdpica a fy tal que, f; possui a mesma propriedade do que
fo. Quando uma colecao de aplicagdes possui uma mesma propriedade estdvel,
diz-se que esta colecao forma uma classe de estabilidade.

O teorema, a seguir, provara a estabilidade de algumas classes de aplicagoes
suaves, em dominios compactos.

Teorema 1.5.5. [GP7/|, Exercicio 1.6.8][Teorema da Estabilidade] As sequintes
classes de aplicacoes suaves de uma variedade compacta X numa variedade Y
sao classes de estabilidade:

a) Difeomorfismos locais.
b) Imersoes.
¢) Submersdes.

d) Aplicagies transversais a qualquer subvariedade fixada Z CY .
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e) Mergulhos.
f) Difeomorfismos.

Demonstragao. A estabilidade das classes a) a d) é provada de forma muito
semelhante.

Difeomorfismos locais sdo apenas imersoes no caso especial quando dim X =
dim Y, entdo comegamos com b). Se f; é uma homotopia da imersao fy, devemos
produzir um € > 0 tal que d(f;), é injetiva para todos os pontos (x,t) em
X x [0,¢) € X x I. Como X é compacto, qualquer vizinhanca de X x {0}
em X x I contém X x [0,¢€), se € for suficientemente pequeno. Com isso, para
garantir que uma imersao é uma aplicacao estavel, é necessario apenas provar
que cada ponto (xp,0) € X x {0} possui uma vizinhanga U, em X x I, tal que
d(f:)z seja injetiva para todo (x,t) € U. Como esta é uma afirmagao local,
necessitamos apenas provar isto quando X é um aberto de R¥ e Y é um aberto
de R!. A injetividade de d(fo)s, implica que a matriz jacobiana,

]

de ordem [ x k contém uma submatriz de ordem k x k& com determinante nao
nulo. Entretanto, cada derivada parcial

L.
8(Ej 0

definida como uma fungao em X x I é continua. Como a func¢ao determinante

também é continua, a submatriz de ordem k x k deve ser nao singular para todos

os pontos (z,t) em uma vizinhanga de (z¢,0) como desejado.

A prova de ¢) é andloga & prova de b).

Para provar d), considere f transversal a Z. Entdo, para z € f~1(Z),
Imdf,+T,Z = TyY e isso significa que go f é submersdo no ponto z € f~1(2),
onde g = (¢g1,...,¢91) é dada pelas [ fungdes independentes que determinam Z
numa vizinhanca de y = f(z), contida em Z. Dessa forma, temos que a condigao
de transversalidade se resume, localmente, a existéncia de uma submersao. Por-
tanto, a prova de d) também é similar as anteriores.

Para provar e), considerando o que foi visto em b), necessitamos somente
mostrar que, se fo: X — Y é imersao injetiva, entao f; também é injetiva para
t suficientemente pequeno. Defina uma aplicacao suave G: X x I — Y x I
por G(z,t) = (fi(x),t). Suponha, com vista a uma contradigdo, que e) seja
falsa, entdo existe uma sequéncia (t;) que converge a 0 e, para cada i € N,
existem pontos distintos x;,y; € X tais que G(z;,t;) = G(yi,t;). Como X é
compacto, pode-se considerar, se necessario, subsequéncias e obter limx; = xg
e limy; = yo. Como

e G(x0,0) = fo(zo) e G(y0,0) = fo(yo), temos x¢ igual a yo, pois fo é injetiva.

Agora, podemos trabalhar localmente no espaco euclidiano. Observe que a
matriz de dG 4, 0) ¢ dada por

[(dfg)mo clt]
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onde (dfp) é uma submatriz nao nula de posto k, pois d(fy)s, ¢ injetiva, as
coordenadas do vetor coluna a = (ay,...a;) ndo sdo de interesse e 0 é o vetor
nulo de R¥~!. Portanto, a matriz de dG (3,,0) tem k + 1 linhas independentes,
assim dG (,, 0y deve ser uma aplicagao linear injetiva. Consequentemente, G' ¢
uma imersdo em torno de (zg,0), logo, G é injetiva em alguma vizinhanga de
(z9,0). No entanto, para i suficientemente grande, (z;,t;) e (y;,t;) pertencem a
esta vizinhanga e obtemos uma contradicao. Portanto, mergulhos sao aplicagoes
estaveis.

Por fim, para provar f) basta observar que um difeomorfismo fo: X — Y
é, na verdade, uma imersao e uma submersao simultaneamente. Sendo assim,
basta seguir os mesmos passos usados em b) e achar um € > 0 tal que (df),
seja bijetiva em todos os pontos (z,t) de X X [0,e) C X x I mas agora com o
determinante da matriz jacobiana

9(fo)i
[T/(mo)
nao nulo, nao sendo necessario verificar o determinante de alguma submatriz.
Dessa forma, novamente usando um argumento anilogo ao usado em b), temos
que cada derivada parcial
A(fe)i
0 (2y)
Zj
é nao nula em alguma vizinhanga de (x0,0), devido & continuidade da fungéo
determinante. Assim, a matriz jacobiana

%5 o)

tem determinante nao nulo. Portanto, a aplicagao derivada d(f;)., é um iso-
morfismo, logo f; é um difeomorfismo local. Como fy é difeomorfismo, temos
que este também é um mergulho e, pelo item anterior, f; é um mergulho. Dessa
forma, temos que f; é um difeomorfismo local injetivo, portanto um difeomor-
fismo global, como desejado. O

1.6 O Teorema de Sard

A pré-imagem de um valor regular de uma aplicacdo suave f: X — Y é uma
subvariedade de X. Esta ideia pode ser generalizada e, com isso, criou-se o
conceito de transversalidade. No entanto, a condigao de regularidade dos valores
de f é uma condicao forte e, por vezes, dificultosa de aplicar. Felizmente, é
possivel observar e tirar conclusoes a respeito de f e das variedades X e Y de
outro ponto de vista, olhando o conjunto de valores criticos de f.

Definigao 1.6.1. Chama-se bloco m-dimensional ao produto cartesiano

A= [ai, bz] CcCR™
i=1

de m intervalos compactos [a;,b;] chamados de arestas do bloco A.
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Definigao 1.6.2. Chama-se volume m-dimensional do bloco A ao produto

m

Vol(A) = [[(b: — a:)

i=1
onde b; —a; > 0 € o comprimento da i-ésima aresta do bloco A.

Definigao 1.6.3. Diz-se que um conjunto A C R™ tem medida nula quando,
dado € > 0 existe uma colecao enumerdvel de blocos By, Bs, ... tal que A estd
contido na unido destes blocos e

> Vol(B;) <e.
=1

A definicao acima, embora seja eficiente, nao trata exatamente de variedades.
Contudo, podemos reformulé-la da seguinte forma:

Definicao 1.6.4. Seja Y uma variedade de dimensao k. Diz-se que um sub-
conjunto C' de Y tem medida nula se, para toda parametrizac¢ao local ¢ de Y,
a pré-imagem o~ (C) tem medida nula em R”.

Definicao 1.6.5. Dado um conjunto X qualquer, diz-se que uma condigao P(x)
é satisfeita para quase todo ponto z em X quando o conjunto Y C X dos pontos
x onde a condigcao P(x) nao € satisfeita tem medida nula.

Definicao 1.6.6. Diz-se que um conjunto limitado X C R é J-mensuravel
(mensuravel segundo Jordan) quando, tomando-se um bloco k-dimensional A C
RF que contenha X, a funcio caracteristica xx: A — R, dada por

(@) 1 se xeX
XXIZ1 0 se zeRF\ X

€ integrdvel.

Teorema 1.6.7 (Teorema de Fubini). Seja ¢ € R™, qualquer, e V. uma vizi-
nhang¢a de ¢, contida em R™. Se A é um subconjunto fechado de R™ tal que
ANV, tem medida nula para em V., entdo A tem medida nula em R™.

O leitor pode consultar a prova deste teorema em [GP74, p.202].

Teorema 1.6.8 (Teorema de Sard). Se f: X — Y € uma aplicagdo suave entre
variedades, entdo quase todo pontoy € Y € valor reqular de f. Equivalentemente,
o conjunto de valores criticos de uma aplicacdo suave, entre variedades, f: X —
Y € um conjunto de medida nula.

Dessa forma, é garantido que, para quase todo ponto de Y, sua pré-imagem,
por f é uma subvariedade de X.

A prova do Teorema de Sard requer, do leitor, conhecimentos bdsicos da
Anilise Real em varias varidveis e, até foge um pouco do objetivo deste traba-
lho. Entretanto, devido a sua importancia, este teorema serd provado agora.
No préximo capitulo, quando se tratar de variedades com bordo, uma nova
demonstracao, bem mais simples, serd apresentada.
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Demonstragao. Seja f: X — Y uma aplicacdo suave. Seja C' C X o conjunto
de pontos criticos de f. Deve-se provar que o conjunto f(C) C Y, isto é, o
conjunto de valores criticos de f tem medida nula. Como X e Y sao variedades
diferenciaveis, entao X é localmente difeomorfo a algum subconjunto aberto U
de R* e Y é localmente difeomorfo a algum subconjunto aberto de R!, onde k e
[ sao as dimensoes de X e Y, respetivamente. Assim, é suficiente provar que, se
f: U CRF — R! é suave e C é o conjunto dos pontos criticos de f, entao f(C)
terd medida nula em R!.

O conjunto C dos pontos criticos de f é o conjunto de todos = € X tais que
posto df, < k. A prova sera dada por inducio em k. Por definicdo, R° consiste
em um tunico ponto, por isso, o teorema ¢é valido para k = 0.

Seja C7 C C' o conjunto dos = € X tais que a primeira derivada df, é nula.
De modo geral, para cada ¢ € N, considere C; o conjunto dos x € X tais que
todas as derivadas parciais de f de ordem < ¢ sejam nulas em z. Assim, tem-se
a sequéncia decrescente de conjuntos fechados

CDClDCQDC3D....

A demonstragao do teorema se dard ao provar as trés afirmacoes abaixo:

(i) O conjunto f(C'\ C1) tem medida nula.
(ii) O conjunto f(C;\ Cit1) tem medida nula, para i > 1.
(iii) O conjunto f(Cy) tem medida nula, para k suficientemente grande.

Demonstragao de (i): Pode-se assumir i > 2, pois C' = C; quando i = 1.
Para cada @ € C\ C;, vamos encontrar encontrar uma vizinhanca V C R,
de Z, tal que f(V N C) tem medida nula. Como C \ C; possui uma cobertura
enumeravel por vizinhangas V, isto provard que f(C\ C;) tem medida nula.
Como Z ¢ C1, existe alguma derivada parcial, digamos 9f1/dz1, ndo nula em
#. Considere a aplicacdao h: U — RF, dada por

h(z) = (f1(z),z2,...,zk).

Como dhz ¢é nao singular, h aplica alguma vizinhanca V' de Z difeomorfica-
mente sobre um conjunto aberto V', em R*. A composicao g = f o h~! aplica
V' injetivamente em R!. Observe que o conjunto C’ de pontos criticos de g é
exatamente h(V N C); consequentemente, o conjunto g(C’) de valores criticos
de g é, na verdade, o conjunto f(VNC). Para cada (¢, x2,...,z) € V', observe
que g(t, s, ...,r;) pertence ao hiperplano {t} x R¥=! C R*. Assim, g leva
hiperplanos em hiperplanos. Para cada t € R, seja

gt ({8} x RE=1) NV’ = {t} x R

a restricio de g a ({t} x R*"1)NV’. Observe que um ponto de {t} x RF~1 &
ponto critico de g¢ se, e somente se, é ponto critico de g. A matriz da derivada
de g tem a forma
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De acordo com a hipétese de inducao, o conjunto de valores criticos de g* tem
medida nula em {¢t} x R¥~1. Assim, o conjunto de valores criticos de g intersecta
cada hiperplano {t} x R¥~! num conjunto de medida nula. Este conjunto g(C")
é J-mensuravel, uma vez que pode ser expresso como uma uniao enumeravel de
subconjuntos compactos e a sua funcao caracteristica é integravel pelo Teorema
de Fubini. Portanto o conjunto

9(C") = f(VNC)

tem medida nula.
Demonstragao de (ii): Para cada @ € C; \ Cj11 existe alguma (i + 1)
derivada 0"t f, /0w, ... Oz, , ndo nula. Assim existe uma fungao

w(r) = ——————

O0rg, ... 07,

é nula em C;, mas Ow/dz,, ndo se anula. Suponha, sem perda de generalidade,
que s; = 1. Entdo a aplicacdo h: U — R*, dada por

h(z) = (w(z),za,...,Tk)

leva alguma vizinhanca V de & difeomorficamente em algum aberto V' de RF.
Observe que h aplica C; NV no hiperplano {0} x R¥~!. Considere novamente a
aplicacao

g:foifl: V' SR

e seja
g: ({0} xRF-HnV - R

a restrigao de g a ({0} x R¥=1)NV’. Por indugao, o conjunto de valores criticos
de § tem medida nula em R!. No entanto, cada ponto de h(C;NV) é, certamente,
ponto critico de g, pois todas as derivadas de ordem < 4 sdo nulas. Assim,

goh(CinV)=f(C;NV)

tem medida nula. Como C; \ C;_; possui uma cobertura arbitrdria enumerdvel
de conjuntos V, segue que f(C; \ C;—1) tem medida nula.

Demonstracao de (iii): Seja I* C R¥ um cubo de aresta §. Se i é su-
ficientemente grande, mais precisamente, se i > k/(I — 1) entdo, f(C; N I¥)
tem medida nula. Como C; pode ser coberto por uma unido enumeravel de cu-
bos, isto provard que f(C;) tem medida nula. Pela Férmula de Taylor (v., por
exemplo, [LimI6b, p.261]), a compacidade de I* e a definicio de C; garantem
que

F(o+h) = f(z) + Rz, h)

onde

a) R(z,h)| < c|h|'T!, paraz € C;NI* e x + h € I*¥, onde ¢ é uma constante
que depende somente de f e de I*. Agora, subdividindo I* em r* cubos
de aresta §/r. Seja I; um cubo da subdivisdo que contem um ponto x de
C;, entao qualquer ponto de I; pode ser escrito como x + h, com
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b) |h| < VE(§/r). De (a), temos que f(I;) estd contido num cubo de aresta
a/r**1 centrado em f(z), onde a = 2¢(v/kd)+! é constante. Consequen-
temente, f(C N I*) estd contido na unido de, no maximo, r* cubos, cujo

volume total
V< Tk(a/ri+1)l _ alrkf(ifl)l'

Se i+ 1> k/l, entdo V tende a 0 quando 7 — oo. Assim, f(C; N I*) tem
medida nula.

Assim, completa-se a prova do Teorema de Sard.
O

Corolario 1.6.9. O conjunto de valores requlares de qualquer aplicacao suave
f: X =Y édensoemY.

Demonstragao. De fato, como o conjunto dos valores criticos f(C') tem medida
nula em Y, entdo o conjunto Y\ f(C) de valores regulares, é denso em Y, onde
C é o conjunto de pontos criticos de f, em X. O

Agora, vamos introduzir novos nomes para conceitos ja conhecidos.

Definicao 1.6.10. Sejam X e Y wvariedades e f: X — Y uma aplicagao suave.
Diz-se que um ponto x € X € ponto regular de f se a derivada df,: T, X — T,Y
€ sobrejetiva. Diz-se que f € regular em x quando f € uma submersao em x.
Quando df, ndao € sobrejetiva, diz-se que x € um ponto critico de f.

Observagao 1.6.11. Para evitar confusoes, observe que pontos regulares e pon-
tos criticos pertencem ao conjunto X enquanto que valores requlares e valores
criticos pertencem ao conjunto Y. Observe também que y € valor reqular de f
se todo ponto x € f~1(y) € ponto regular e y € valor critico de f se pelo menos
um ponto x € f~Y(y) € ponto critico.

E importante ressaltar que o Teorema de Sard garante que o conjunto dos
valores criticos de f: X — Y tem medida nula em Y, mas nao garante que
o conjunto dos pontos criticos de f, em X tem medida nula. Como contra-
exemplo para ilustrar, considere uma aplicagao constante qualquer f: X — Y,
onde dim X > 1. Neste caso, o conjunto de pontos criticos de f é todo o conjunto
X, mas X nao tem medida nula em X.

1.7 Mergulhos em Espacos Euclidianos

Na Secao definimos uma variedade X de dimensdao k como sendo um
conjunto localmente difeomorfo a um subconjunto de algum espago euclidiano
R"™. Entretanto, a dimensao de X pode ser muito menor do que n, tornando
assim, R™ um espago “muito grande”, comparado a dimensao de X. Um fato
que observamos é que se X ¢é difeomorfo a algum subconjunto V' C R", entao
X também é difeomorfo a algum subconjunto de W C RP, onde p > n, pois,
neste caso, V é difeomorfo a W, mediante a imersao candnica de R™ em RP. Em
verdade, o que temos é R" mergulhado em RP e, por isso, também temos uma
cépia de X em RP. A pergunta norteadora (devido a Whitney) desta segao é:
Para um certo k € N arbitrariamente fixado, qual deve ser a ordem n para que
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toda variedade de dimensao k esteja contida em R™7 Uma resposta para essa
pergunta é n = 2k 4+ 1, dada pelo Teorema de Whitney, provado no final desta
Secao.

Definigao 1.7.1. Seja X uma variedade contida em R™. Chama-se fibrado
tangente de X ao subconjunto TX de X x R™ dado por

TX ={(z,v) e X xR": v e T, X}

Os espagos tangentes a X em véarios pontos sdo subespacos vetoriais que se
se sobrepdem, uns sobre os outros. O fibrado tangente é uma ferramenta usada
para separa-los.

Observagao 1.7.2. O fibrado tangente T X contém uma cdpia Xy da variedade
X formada pelos pontos da forma (z,0) com x € X. Na direcao perpendicular
a Xo, o fibrado tangente T X contém uma copia de cada espaco tangente T, X,
x € X, mergulhado como conjunto {(z,v): v e T, X}.

Proposigao 1.7.3. Seja f: X — Y uma aplicagdo suave. A aplica¢ao df : TX —
TY induzida nos fibrados tangentes, dada por df (z,v) = (f(z),df(v)), € uma
aplicacao suave.

Demonstra¢ao. Primeiramente, observe que se X C R”, entao TX C R"” x R"™.
Assim, se Y C R™, entdo df aplica um subconjunto de R?” em R?>™. Agora,
para verificar que df é, de fato, uma aplicacao suave, observe que se a aplicagao
f: X — R™ é suave, entao para cada ponto z € X, existe uma vizinhanca U de
x, em R™ e uma aplicagdo suave F: U — R?™ tal que F|ynx = flunx. Dessa
forma, temos que dF: TU — R?™ dada por dF(z,v) = (F(z),dF,(v)) é uma
extensao local de df. Agora, o conjunto T'U é, na verdade, o conjunto U x R™
que é um aberto de R?”. Assim temos que df : X — R?™ pode ser estendida a
uma aplicacdo suave, num aberto de R?"™. Portanto df é suave. O

Proposicao 1.7.4. Dadas aplicagoes suaves f: X — Y e g: Y — Z, as
aplicagoes dgodf: TX - TZ ed(go f): TX — TZ sao iguais. Além disso, se
f: X =Y € um difeomorfismo, entao df : TX — TY € um difeomorfismo.

Demonstrag¢do. Com efeito, d(g o f)(xz,v) = ((g o f)(x),d(g o f)z(v)) e, pela
regra da cadeia, temos que

d(go f)(z,v) = ((gof)(@),d(godf)z(v))
(9(f (@), dg () © dfz(v))
= dg(f(x),df:(v))
= (dgodf)(,v).
Agora, se f: X — Y é um difeomorfismo, pelo que acabamos de provar

df 'odf = Idrx e df odf ' = Idry. Portanto variedades difeomorfas tém
fibrados tangentes difeomorfos, como queriamos. O

Proposigao 1.7.5. O fibrado tangente T X de uma variedade X € também uma
variedade, de dimensao dimTX = 2dim X.
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Demonstra¢ao. Dado um conjunto qualquer W C X, aberto em X, temos pela
Proposicao que W é uma subvariedade de X. Suponha agora que W é
a imagem de uma parametrizacao local p: U — W, onde U é um aberto de
R*¥ ¢ k = dimX. Entdo dyp: TU — TW é um difeomorfismo. Entretanto,
TU = U x R* é um aberto de R?* e dip serve de parametrizacio do conjunto
TW em TX. Dessa forma, temos que dim TX = dim(U x R¥) = 2dim X, como
desejado. O

Teorema 1.7.6 (Primeira Versdo do Teorema de Whitney). Toda variedade de
dimensdo k admite uma imersio injetiva em R?F+1,

Demonstracdo. Seja X C R™ uma variedade de dimensao k en > 2k+1. O
objetivo é proceder indutivamente e construir uma projecio linear R” — R2k+1
que possa restringir-se a uma imersao injetiva de X e provar que se f: X — R™
é uma imersao injetiva com m > 2k + 1, entao existe um vetor unitario a € R™
tal que a composicao de f com a projecao de R™ sobre o complemento ortogonal
de a, H={b € R™:b L a}, ainda é uma imersdo injetiva. Ora, o conjunto
H é um subespaco vetorial de R™ de dimensao m — 1, portanto isomorfo ao
espaco euclidiano R™~!. Entdo feitas as construcdes acima, obteremos a imersao
injetiva desejada.

Consideremos a aplicagdo h: X x X xR — R™, dada por h(zx,y,t) = t[f(x)—
f(y)], e também a aplicacdo g: TX — R™, dada por g(x,v) = df,(v). Se
m > 2k + 1, o Teorema de Sard garante que existe um ponto a € R™ que nao
pertence a nenhuma das imagens e observe que a # 0, pois 0 pertence a ambas
as imagens.

Agora, considere w: R™ — H a projecao linear de R™ sobre o complemento
ortogonal de a. A composigao wo f é injetiva. De fato, dados =,y € X, suponha,
com vista a uma contradigdo, que 7o f(x) = wo f(y), mas que x # y. Pela
defini¢do de m, temos que f(x) — f(y) = ta, para algum t € R. Como x # v,
entdo t # 0, pois f é injetiva. Entretanto, disto resulta que h(x,y,1/t) = a, o
que contradiz o fato de que o ponto a escolhido nao pertence a imagem de h.

De modo andlogo, temos que mo f: X — Y é uma imersdo. Com efeito,
considere v # 0 um vetor pertencente a T, X tal que d(w o f),(v) = 0, onde
x € X. Pelalinearidade de 7 e pela regra da cadeia, temos que d(mof), = wodf,.
Assim, 7o df,(v) =0, entdo df,(v) = ta, para algum ¢ € R. Como f é imersao,
df-(v) = 0 se e somente se v = 0, mas tomamos v # 0, disto segue que ta # 0,
donde temos que ¢t # 0. Assim, temos g(z,v/t) = a, novamente contradizendo
a escolha de a.

Portanto, temos que f é a imersao injetiva desejada. O

Como ja foi visto na Segao para variedades compactas, uma imersao
injetiva nada mais é do que um mergulho. Para o caso geral, o que se faz é
modificar a imersao de modo que ela se torne um problema topolégico e nao um
problema diferencial. A ideia aqui é apropriar-se do conceito de mergulho para
variedades compactas e estendé-lo a variedades arbitrarias.

Defini¢ao 1.7.7. Diz-se que uma cobertura aberta {V,} de uma variedade X
¢ localmente finita se cada © € X possui uma vizinhanga que intersecta apenas
um numero finito de conjuntos V.
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Lema 1.7.8. Toda variedade X se escreve como uma reuniao enumerdvel
o0
X=JK;
Jj=1

de compactos K tais que K; C int(Kj41).

Demonstragao. Dado um ponto qualquer z € X, existe uma vizinhanga V, =
©(Up) de x, onde V,, é compacto e Uy é um aberto de R™ contendo a origem.
Pelo Teorema de Lindeldf (veja, por exemplo, [Lim16bl p.48]), podemos extrair

da cobertura
x=Umw
rzeX

uma subcobertura enumeravel X = U;)il V;. Tomando L; = V;, cada L; é
compacto e ainda vale X = (J72, L;.

Para definir os K, usaremos a inducao em j. Tomando K; = L; e supondo
ja tenhamos obtido os conjuntos K1, ..., K;, de modo que K; C int(K;41), para
t=1,...,5 — 1, e K; contenha a uniao L; U...U L;, recobrimos o compacto
K; UKj; com um numero finito de conjuntos V; e tomamos K;; como sendo
a uniao dos L; correspondentes. Dessa forma, segue o resultado. O

Teorema 1.7.9 (Particio da Unidade). Seja X um subconjunto arbitrdrio de
R™. Para qualquer cobertura por abertos de X, formada pelos conjuntos abertos
U,, existe uma sequéncia de fungoes suaves {0;}, definidas em X, chamada de
particao da unidade subordinada & cobertura {U,}, com as sequintes proprieda-
des:

a) 0 <0;(x) <1, para todo x € X e para todo i € N.

b) Cada x € X possui uma vizinhanca na qual apenas uma quantidade finita
de funcoes 0; nao € identicamente nula.

¢) Cada funcao 0; é identicamente nula, exceto em algum conjunto fechado
contido em algum U, .

d) Para cadax € X, Z 0;(x) = 1. (Observe que, porb), essa soma € finita.)

i
Demonstragao. Seja {U,} uma cobertura aberta de X. Cada U, pode ser es-
crito como X NW,,, onde W, é um subconjunto aberto de R™. Seja W = U, W,

pelo Lema existe uma cole¢ao enumerdvel de conjuntos compactos {K;}
tais que

o0
Uxi=w
j=1
onde K; C int(Kj4+1). Por exemplo, tome
K; ={ze€ W :|z| <j e distancia de z a R"\W > 1/j}.
Note que a colegao de todas as bolas abertas de R™ cujos fechos estao contidos em

pelo menos um W, é uma cobertura aberta de W. Selecione um numero finito
dessas bolas que cobre Ks. Pela Proposicao para cada bola selecionada,
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podemos definir fungdes suaves nao negativas, ny,...,7,.: R® — R, em R™ que
sao iguais a 1 na bola selecionada e 0 fora de algum conjunto fechado contido
em W,.

Continuando indutivamente, para cada j > 3, o compacto K \ int(K,;_1)
estd contido no interior do conjunto W \ K,_s. A colec@io de todas as bolas
suficientemente pequenas que tém o seu fecho contido em ambos os conjuntos,
W\ Kj_s e Wy, forma uma cobertura de K \ int(K;_1). Extraia uma subco-
bertura finita e entdo adicionando & nossa sequéncia {n;} uma fungao para cada
bola; essa funcao deve ser igual a 1 na bola e 0 fora de um conjunto fechado
contido em W\ K;_5 e em algum W,

Por construgao, para cada j, somente uma quantidade finita de funcgoes 7; é
nao nula em K;. Assim, pelo fato de que todo ponto de W pertence ao interior

de algum K, a soma
o0
>
j=1

é finita numa vizinhanga de cada ponto de W. Além disso, pelo menos um
termo ¢é diferente de zero em todo ponto de W. Assim, a funcao

i
Zj:l Nj

estd bem definida e é suave. Por fim, tomando 6; a restricao desta funcao ao
conjunto X, tem-se o resultado. O

Corolario 1.7.10. Toda variedade X possui uma func¢do propria p: X — R.

Demonstragdo. Seja {U,} uma cobertura por conjuntos abertos de X que pos-
suem fecho compacto. Seja 6; a particao da unidade subordinada & familia {U, }.

Entao o
i=1

é uma funcdo bem definida e suave. Se p(x) < j, entdo pelo menos uma das
primeiras j fungdes 61,...,0; sio nao nulas em z. Sendo assim, p~!([—7,])
esta contido em

U{x 0;(x) # 0},

um conjunto com fecho compacto. No entanto, todo conjunto compacto, em R,
estd contido em algum intervalo da forma [—j, j]. Assim segue o resultado. O

Voltando agora a discutir sobre o Teorema da Aplicagdo Inversa. Anterior-
mente, vimos na Secao [[.3] que este teorema estava condicionado a difeomorfis-
mos locais, em torno de alguma vizinhanga de algum ponto do dominio e da
imagem, respetivamente. Logo em seguida, na Subsecao|l.3.1] ficou provado que
este difeomorfismo estende-se a vizinhanca de uma variedade compacta Z de X
e a uma vizinhanga de sua imagem f(Z) em Y. Agora, uma reformulagio dessa
generalizagao serd apresentada no Teorema [I.7.12] porém retirando a hipétese
de compacidade de Z. Primeiro, enunciamos o seguinte lema.

Lema 1.7.11. [GP7j, Exercicio 1.8.13] Toda cobertura aberta {Uy,} de uma
variedade X admite um refinamento localmente finito {V,}.
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Demonstracao. Pelo Lema temos que X = |J;o, K;, onde cada K; é
compacto e K; C int(K;41), para todo ¢ € N. Todo ponto z do compacto Ks
pertence a algum aberto U, da cobertura {U,} e também pertence ao conjunto
int(K3). Sendo assim, podemos arrumar uma vizinhanga (Ws), de z contida
em int(K3) e em algum aberto de {U,}. Assim, temos

Ky | W),

rzeKo

com {(W3),} uma cobertura de K3 e dela extraimos uma subcobertura finita
{(W2); .

Procedendo de modo andlogo, temos que para cada z do compacto K3 \
int(K3) podemos arrumar uma vizinhanca (W3), contida em int(K4) e também
em algum aberto da cobertura {U,} e é disjunto de K;, pois K7 C int(Ks).
Assim, como K3 \ int(K3) é compacto e

Ky\int(Ko) o | (Wa)a,
e K3\int(K2)

extraimos uma subcobertura finita {(W3);} da cobertura {(Ws),} de K3\
int(Kg).

Procedendo dessa forma para cada i > 3 obtemos, para cada compacto K; \
int(K;_1), uma cobertura {(W;),}, da qual podemos extrair uma subcobertura
finita, {(W;),}, onde cada um desses abertos estd contido em int(K;11) e em
algum conjunto aberto de {U,} e é disjunto de K;_5. Dessa forma, temos que

X C U(WZ)J

Para cada x € X, existel € Ntal que z € Kj ez ¢ K;_1. Assim, z pertence
a unido finita U;(1;), e « nao pertence a mais nenhum aberto (W;);. Portanto a
cobertura {(W;),} é uma cobertura localmente finita de X, como desejado. [

Teorema 1.7.12. [GP7j, Exercicio 1.8.14; Teorema da Aplicacao Inversa Re-
visitado]

Seja f: X — Y uma aplicagao suave entre variedades e Z uma subvariedade
de X. Suponha que a derivada dfy: T, X — T,Y seja um isomorfismo para
todo x € Z. Se f aplica Z em f(Z) difeomorficamente, entao f aplica uma
vizinhanga de Z, em X, numa vizinhanga de f(Z), em Y.

Demonstragdo. Por hipétese, para todo  em Z, a derivada df,: T, X — T,Y,
onde y = f(z), é um isomorfismo. Assim, temos pelo cldssico Teorema da
Aplicagao Inversa que existem vizinhancas U, e V,, de z e y, respetivamente,
tais que fly,: Uy — V, é um difeomorfismo. Observe que a colecdo {V,}
das vizinhancas de cada y € f(Z) formam uma cobertura de f(Z) que, pelo
Lema admite uma subcobertura {V;} localmente finita.

Considere g;: V; = X a inversa local de f|y,. Seja

i=1

W= {ye U Vi: 6i(y) = g;(y) sempre queyGVmVj}-
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Defina a aplicagdo g: W — X por g(y) = gi(y) se y € V;. A aplicagdo g estd
bem definida pois, caso y pertenca a algum outro V; diferente de V;, a definigao
do conjunto W faz garantir que ¢g(y) = g;(y) da mesma forma.

Vejamos que o conjunto f(Z) estd contido em W. Seja y € f(Z). Como
flz: Z — f(Z) é, por hipétese, um difeomorfismo, temos que existe aplicagido
inversade fem Z, f~1: f(Z) = Z. Sey € ViNV;, entao g;(y) = [~ (y) = 9i(y).
Portanto y € W. Disto, também observamos que g: W — X é a inversa de f
em W.

Agora, afirmamos que W contém uma vizinhanca aberta de f(Z). De fato,
dada uma vizinhanga B de y = f(z), em f(Z), podemos extrair da cobertura
localmente finita {V;} de f(Z) uma subcobertura finita e escolhemos todos os

abertos Vi,..., Vi que intersectam B e que contenham o ponto y. O conjunto
k
A, =V
i=1

¢ aberto pois ¢ dado por uma intersecao finita de abertos e y € A,. Para concluir
nossa afirmacao, resta-nos provar que A, C W, para todo y € f(Z). Com efeito,
dado a € Ay, temos que g;|4,: Ay — gi(Ay) C U; e gjla,: Ay = gj(Ay) C U
sao difeomorfismos locais e g;(a) = g;(a), para todo i,j = 1,...,k. Como a é
arbitrario, segue que g;|a, = g;|a, e, portanto temos que A, C W. Como A4, é
aberto, segue que |J, ¢ ¢(7) Ay ¢ um aberto que contém f(Z).

Por fim, como g: W — X define a inversa do difeomorfismo f|z em W, temos

que ¢ aplica uma vizinhanca de f(Z) numa vizinhanca de Z, como querfamos.
O

Apo6s todo o caminho ter sido trilhado, podemos finalmente, enunciar e pro-
var o Teorema de Whitney. Como j4 foi dito no comego desta secao, este teorema
ird nos dizer qual deve ser a ordem n para que toda variedade de dimensao k es-
teja mergulhada em R™. Entretanto, um fato que devemos ter em mente, é que
o conceito de variedade pode ser tratado de forma mais abrangente e abstrata
do que a forma abordada neste texto, mas ainda assim, o Teorema de Whitney
continua valido para qualquer variedade abstrata de dimensao finita.

Teorema 1.7.13 (Teorema de Whitney). Toda variedade X de dimensdo k
estd merqulhada em R?F+1,

Demonstragdo. Primeiramente, pelo Teorema [I.7.6] considere uma imersao in-
jetiva de X em R?*+1. Compondo essa imersao injetiva com qualquer difeomor-
fismo de R?**! na bola aberta unitria de R?**1, obtemos uma imersao injetiva
f: X — R*+1 tal que | f(2)| < 1, para todo z € X. Pelo Corolério[L.7.10} consi-
dere uma funcéo prépria p: X — R e uma nova imersio injetiva F': X — R2k+2
definida por F(z) = (f(x), p(z)). Agora, para voltar ao espago euclidiano R2*+1,
usamos a composicio de F' com uma projecdo ortogonal 7: R**+2 — H. onde
H ¢ espaco vetorial perpendicular a um vetor unitario a € R?**2 conveniente.
A aplicacdo moF: X — H é uma imersao injetiva para quase todo a € S2F+1,
De fato, observe que d(m o F'), = dnp(y) o dF, = o dF,, pois 7 ¢é linear.
Dessa forma, por um raciocinio andlogo ao feito no Teorema [I.7.6] temos que
tanto 7 o F', quanto d(mw o F'),, é injetiva. Dessa forma, podemos escolher um
ponto a diferente dos dois polos de S%**1. Provando que a aplicacio 7 o F
é propria, provaremos, consequentemente, o resultado. Para isto, afirmamos
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que, dada uma cota superior ¢, existe d tal que o conjunto de pontos x € X
onde |7 o F(x)| < ¢ estd contido no conjunto dos pontos z onde |p(z)| < d.
Como p é prépria, o conjunto dos pontos tais que |p(z)| < d é um subconjunto
compacto de X. Assim, pela afirmagao, a pré-imagem de toda bola fechada em
H por meio de wo F' é um subconjunto compacto de X, assim tem-se mo F' uma
aplicagdo prépria. Provemos a afirmagdo. Se afirmagdo for falsa, entdo existe
uma sequéncia de pontos {z;} em X tal que |7 o F(x;)| < ¢, mas lim p(x;) = oo.
Lembre que, por definicdo, para todo z € R?*+2, o vetor m(z) é um ponto de H
no qual, z — w(z) é multiplo de a. Portanto, F(x;) — 7 o F(z;) é um multiplo
de a para cada ¢, consequentemente o vetor

1
w; = ——|F(x;) — 7o F(x;
) 7o P
também é multiplo de a. Fazendo i — oo,
Fx) <f($z‘)
p(xi) p(xi)

,1)%(0,...,0,1)

pois |f(x;)] < 1, para todo i. O quociente

o F(x;)
p(;)
tem norma menor ou igual a ¢/p(z;) que tende para zero, pois limp(z;) =
oo. Assim, limw; = (0,...,0,1), mas cada w; é multiplo de a, isto implica
que o limite (0,...,0,1) também é multiplo de a. Logo, o vetor unitério a é
(0,...,0,1) € S%*1 ou (0,...,0,—1) € S#*+1 o que é uma contradigdo, pois,

por hipétese, a nio é nenhum dos polos de S?**1. Portanto, a afirmacio estd
provada.

Tendo provado a afirmagao tem-se, portanto, que qualquer variedade X esta
mergulhada em RZ++1, O
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Capitulo 2

Transversalidade e Teoria
da Intersecao

2.1 Variedades Com Bordo

Até agora, em todo estudo feito sobre variedades diferencidveis, foram con-
sideradas apenas variedades sem bordo, entretanto, para que o objetivo final
seja alcancado, que é a demonstracdo do Teorema da Separacao de Jordan-
Brouwer, é preciso estender esses conceitos para “os contornos”, isto é, o bordo
da variedade.

Recorde que o bordo do semi-espaco positivo H* = {(z1,...,2;) € R¥: 2, >
0} de dimenséo k é definido pelo conjunto {(z1,...,7;) € R¥: 2, =0}

Definicao 2.1.1. Diz-se que um subconjunto X de R™ € uma variedade com
bordo de dimensao k se todo ponto x de X posswi uma vizinhan¢a V' difeomorfa
a algum aberto U do semi-espagco H*. Assim, como antes, tal difeomorfismo
p: U =V € chamado de parametrizagao de X em torno de x. O bordo de X,
denotado por 0X, é o conjunto dos pontos que pertencem a imagem do bordo
de H* por meio de alguma parametrizacio local. Seu complementar chama-se

de interior de X e € denotado por Int(X) = X \ 0X.

/¢\ §
£ :

Figura 2.1: Parametriza¢ao local de uma variedade com bordo X em torno de
um x € 0X.
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Proposicao 2.1.2. Toda bola fechada Bla,r] = {x € R™: |z —a| < r}, centrada
em a € R™ e de raio r, é uma variedade com bordo. Além disso, OB[a,r] =
fr(Bla,r]), onde fr(Bla,r]) € a fronteira de Bla,r].

Demonstragao. De fato, dado x € Bla,r], se x € int(B[a,r]), entdo existe um
e > 0 tal que a bola aberta, B(z,e¢) C R™ estd totalmente em contida na bola
aberta B(a,r). Considere a aplicagdo translagao

v: B(0,e) — B(x,e)
zZ = zZ4x.

A aplicagao v estd bem definida e sua derivada diy = Idg~ é um isomor-
fismo, portanto pelo Teorema da Aplicagao Inversa, temos que, considerando
um € mais pequeno, se necessario, : B(0,€) — B(x,¢€) é um difeomorfismo, tal
que ¥(0) = z. Assim, temos que ¥ é uma parametrizacdo de Bla,r]|, em torno
de z.

Se z € fr(Bla,r]), entdao (x — a)®> = r?. Consideremos o caso onde a = 0,
r =1 e a ultima componente de = é maior do que 0. Os restantes casos serao
adaptacoes do que segue. Mostramos que existe um difeomorfismo entre U =
{x e H"| |z| < 1}, onde |z| = /22 + ...+ 22, e V = Bla,7| N {(x1,...,2,) €
R™| z,, > 0}. Primeiramente, observamos que U é aberto em H" e V é aberto
em Bla,r] com x € V. Consideremos a aplicacao ¢: U — V definida por

(1, yzn) = (21,0 Zp1, /1 — |22 — ).

Trata-se de uma aplicacao bijetiva suave com inversa suave ¢~ ': V — U dada

por
(1, yxn) = (21,0 Tt/ 1 — |22 — ).

Observe que ¢ aplica U N {z, = 0} em V N {z, = /1 —|z|?}. Portanto, ¢ é

uma parametrizacao em torno do ponto x, como queriamos. O

Vamos, agora, estender nossos conceitos de derivada e espago tangente as
variedades com bordo. Seja ¢g: U — R! uma aplicacio suave, onde U é um
aberto de H*. Se u é um ponto interior de U, a derivada dg,, estd bem definida,
nao diferindo em nada do que foi feito na Secao Agora, se u é um ponto
de OU, a suavidade de g garante que g pode ser estendida a uma aplicagdao
suave § definida numa vizinhanca aberta de u em R*. A derivada dg, pode ser
definida como sendo a derivada dg,: R¥ — R!. Agora, vamos mostrar que se
h é uma outra extensdo local de g entdo dh, = dg,. De fato, seja {u;} uma
sequéncia de pontos em Int(U) que converge para u. Pelo fato de as aplicagoes
h e g coincidirem com g em Int(U), temos dh,, = dg,,. Fazendo limu; = u,
a continuidade das derivadas em w;, garante que dh, = dg,, como queriamos.
Assim, podemos definir.

Definigcdo 2.1.3. Seja U um aberto de H* e f: U — R' uma aplicagio su-
ave. Define-se a derivada de f, df,, no ponto x € AU como sendo a aplicagdo
dF,: RF = R!, onde F: V — R' ¢ uma aplicacdo suave definida numa vizi-
nhanca V de x em R* tal que F = f em UNV.

Agora que ja definimos a derivada para aplicacdes do tipo g: U € H* — R!,
onde U é aberto, podemos definir a derivada da aplicagdo f: X — Y, onde X
e Y sao variedades com bordo de dimensoes k e [, respetivamente.
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Definigao 2.1.4. Seja X C R™ uma variedade com bordo, de dimensdo k.
Define-se o espago tangente T, X ao ponto x € X como a imagem da derivada
dy, no ponto x de qualquer parametrizacao local ¢ em torno de x.

Proposicao 2.1.5. [GP7], Exercicio 2.1.7] Sejam X uma variedade com bordo
ex € 0X. Considere p: U = X uma parametrizacdo local em torno de x =
©(0), onde U é um aberto de H*. Entdo dpg: R — T, X ¢é um isomorfismo.
O semi-espaco superior H, X em T,X, definido como a imagem de H* por
meio da aplicacdo dpy (ou seja, Hy X = dpo(H")) ndo depende da escolha da
parametrizacao local.

Demonstracao. Seja p: U — X uma parametrizagao local, em torno de x =
©(0), onde U é um aberto de H*. Pela Definicio temos que dpy = d®y,
onde ®: V — X é um difeomorfismo sobre a imagem, com V um aberto de R*
que contém 0, tal que ®|y~y = ¢lvay. Além disso, d®y = dpg, portanto, dyg
é um isomorfismo.

Para verificar que H,X nao depende da parametrizacao ¢ escolhida, su-
ponha, com vista a uma contradigao, que existe uma outra parametrizagao
¢: W — X, onde W é um aberto de H*, contendo a origem, tal que dpo(H") #
dipo(HY). Assim, dpo(R¥) # dio(R¥), mas isto contraria a Proposigao
Portanto H, X nao depende da escolha da parametrizagao, como queriamos. [

Definicao 2.1.6. Diz-se que uma aplicagio f: X — Y ¢é suave se, para todo
x € X e toda parametrizagdo v de f(x), existe uma parametrizacdo ¢ de x tal
que a composicio "' o f o é uma aplicacio suave definida de um aberto de
H* sobre wm aberto de H!.

Suponha que ¢: U — X é uma parametrizagao local de X, com ¢(0) =z e
¥: V = Y, uma parametrizacdo de Y, em torno de y = f(z). Tomando abertos
contidos em U ou V, se necessario, podemos considerar o diagrama comutativo
abaixo.

X

Y
dl dl
=4 1o fo
Uc HF =000y gl

As derivadas dyg, dig de d&y estao definidas, como acima e dyg e dipy sao
isomorfismos. Dessa forma, podemos definir:

Definicao 2.1.7. A aplicacdo df,: T, X — T,Y, onde y = f(x), e X eY sdo
variedades com bordo, dada por df, = dig o dp o (dpg) ™!, diz-se a derivada da
aplicacao f: X — Y no ponto x.

Assim, o diagrama acima induz o seguinte diagrama comutativo:

T,X —2 s Ty, Y
d#’oT ddioT
6o

HF — =" H,
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Observagao 2.1.8. A regra da cadeia para variedades com bordo também é
valida. Dadas aplicacoes suaves f: X — Y eg:Y — Z, onde X, Y e Z
sao variedades com bordo, e dados os pontos x € X ey = f(z) € Y, vale

d(go f)a = dgy o dfa.

Se X é uma variedade com bordo, naturalmente, Int(X) é uma variedade
sem bordo, mas a pergunta que surge é: em relagao ao bordo de X, o que pode
se dizer? A proposigao abaixo dard uma resposta.

Proposigao 2.1.9. Se X ¢é uma variedade com bordo de dimensdo k, entdo o
bordo 0X de X € uma variedade de dimensao k — 1.

Demonstragdo. Primeiramente, o bordo de H* dado por 0H* = {(hy,...,h;) €
H”: hy, = 0} é difeomorfo ao R¥~1. Com efeito, a aplicacdo ¥ dada por
¢: OHY — RF!
(hl, R ,hk,hO) — (hl, - 7hk,1)

é uma aplicacao suave e invertivel, cuja inversa

RN 9H®
(hl,...,hkfl) — (hh...,hk,l,O)

também é suave.

Agora, considere p: U C H*¥ — V C X, onde U e V sio abertos, uma
parametrizagao local de X. Por defini¢do, ¢(0U) C 9V e, com isso, temos que
vlou: OU — p(0U) é difeomorfismo. Assim a aplicagao

Yoo vyt p(0U) — RF!

é um difeomorfismo local entre 9X e R¥~1. Portanto, X é uma variedade de
dimensao k — 1, como queriamos. O

Observagao 2.1.10. Sex € X, entdo o espaco tangente T,,0X € um subespago
vetorial de T, X de codimensao 1. Isto decorre imediatamente do fato de que
0X ¢ uma variedade de dimensao k — 1. Observe a Figura|2.9

Figura 2.2: O espago tangente ao bordo de X com codimensao 1.

Observagao 2.1.11. Dada uma aplicacao suave f: X — Y, usaremos a nota¢do
af: 0X =Y para representar a restri¢do de f ao bordo X de X. A derivada
de Of no ponto x € justamente a restricao de df,: Tp X — Ty)Y ao subespago
T.0X.
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Proposigao 2.1.12. [GP7), Ezxercicio 2.1.2] Se f: X — Y é um difeomorfismo
entre variedades com bordo, entdo Of: 0X — Y aplica X difeomorficamente
em 0Y .

Demonstracdo. Primeiramente, devemos observar que, como f é difeomorfismo,
dim X =dimY =: k.

Vejamos que f(0X) = 9Y. Seja x € 0X. Entdo existe uma parametrizagao
@: U — ¢(U), onde U é aberto em H* e ¢(0) = 2. Sem perda de generalidade,
suponhamos que U é da forma H* NB(0,¢), para algum e¢ > 0. Vejamos que
y = f(x) € Y. Suponhamos com vista a um absurdo que y € Int(Y). Entao
existe uma parametrizacao ¥: V — Y em torno de y tal que V é aberto de
R*, 4(0) = y e (V) = f(p(U)) (onde, se necessario, consideramos um € > 0
mais pequeno). Assim ¢! o f o ¢ é um difeomorfismo entre H* NB(0,¢) e o
aberto V' de R¥. Obtivemos uma contradigio. Portanto f(0X) C dY. Como
f é difeomorfismo, fazendo um raciocinio andlogo para f~!, concluimos que
f(0X) =9Y.

Vejamos que a aplicagdo f: 0X — 90Y é suave. Em torno de cada = € 90X,
uma representacao local de df é dada por 1/3*1 0df op, onde P = ¢|yniz,—0}s
1& = Ylvafar=0} ¢ ©: U C H* - X e PV C H* = Y sdo parametrizagoes
locais em torno de z e f(x), respetivamente. Como f é difeomorfismo, 1) ~o foyp
é difeomorfismo. Logo Of é suave, pois sua representagdo local z/AFl odf o
também é suave. Por um raciocinio andlogo, a inversa de 9f %, 0f: Oy — 0X
também é suave.

Portanto, 0f: 0X — 9Y é difeomorfismo. O

Como ja vimos na Se¢ao[1.1] o produto de duas variedades sem bordo é uma
variedade sem bordo, no entanto, isso nao é necessariamente verdade quando
considera-se duas variedades com bordo. Por exemplo, o produto cartesiano de
dois semi-espacos nao ¢é difeomorfo a um semi-espago.

Exemplo 2.1.13. O conjunto [0,00) € uma variedade com bordo, pois € o
préprio H, mas o conjunto S := [0,00) x [0,00) = {(z,y) € R?: 2 > 0,y > 0}
nao é uma variedade com bordo.

Se S fosse uma wvariedade com bordo, existiria uma parametrizacao local
Y: U — V em torno de (0,0), onde U ¢ aberto em H?, V ¢ aberto em S e
¥(0,0) = (0,0), tal que UN{y = 0} € aplicado difeomorficamente em V N ({0} x
[0,00) U [0,00) x {0}). Trata-se de uma contradi¢do.

Apesar de nao podermos aplicar o Teorema[I.1.11]da Se¢ao[L.1] para duas va-
riedades com bordo, temos um resultado similar quando consideramos o produto
de uma variedade com bordo e uma variedade sem bordo, dado pela proposigao
a seguir.

Proposigao 2.1.14. O produto cartesiano de wma variedade sem bordo X com
uma variedade com bordo, Y, € uma variedade com bordo. Mais ainda,

(X xY)=Xx09Y edim(X xY)=dimX +dimY

Demonstracdo. Se U C RF e V. C H' sdo abertos, entdo U x V C RF x H! é
aberto. Observe que

RF x H = {(r,...,r5,h1,...,h) € RF x RY: by >0} = HFL,
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Assim, temos que U x V é aberto em HFt'. Além disso, se ¢: U — X e
¥: V =Y, com ¢(0) = e 1p(0) = y sdo parametrizagoes locais, em torno de x
e y, respetivamente, entdo ¢ x : U x V — X x Y definida por (¢ x ¥)(u,v) =
(o(u),¥(v)) é uma parametrizagao local em torno de (z,y) e dim(X x Y) =
dim X 4+ dimY = k + [. Finalmente, observe que se U e V sido abertos de R* e
Hl, respetivamente, entdo U x V é aberto de H*t e

AU x V) ={(r1,...,r5h1,..., ) €U x Vi hy =0} =U x V.

Dessa forma, como a aplicagao (¢ X ¥)(u,v) = (¢(u),¥(v)) aplica difeomor-
ficamente (U x V') sobre um aberto de (X x Y'), temos, portanto, que

(X xY)=X x09Y
como queriamos. O

Assim como o produto cartesiano de variedades com bordo nao resulta, ne-
cessariamente, numa outra variedade com bordo, a transversalidade de uma
aplicacdo f somente nio garante que f~(Z) seja uma variedade com bordo,
nem que df 1(Z) = f~1(Z) N 90X quando mudamos de “estrutura”. Observe o
exemplo abaixo.

Exemplo 2.1.15. Considere aplicacio f: H> — R, dada por f(x1,x9) = x5 €
Z ={0}. Observe que a aplicacio f € transversal a Z, mas f~*(Z) = OH? que
€, na verdade, uma variedade sem bordo.

A condigao adicional necesséria é que a transversalidade deve ser garantida
também no bordo, como veremos no Teorema 2.1.17]

Lema 2.1.16. Seja S uma variedade sem bordo e w: S — R uma fun¢do suave
com valor regular 0. Entao o subconjunto {s € S: w(s) > 0} € uma variedade
com bordo, onde o bordo é dado por m=1(0).

Demonstragdo. O conjunto S’ = {s € S: m(s) > 0} = 7~1(0,00) é aberto em S
e, portanto, uma subvariedade de mesma dimensao do que S. Agora suponha
que m(s) = 0. Como 0 é valor regular de m, temos que dm, é sobrejetiva,
consequentemente, m é localmente equivalente & submersao canoénica, em torno
de s, mas este lema ¢ trivial para a submersao canonica. O

Teorema 2.1.17. Seja f: X — Y uma aplicacdo suave de wma variedade X
com bordo, numa variedade Y sem bordo. Suponha que ambas f: X — Y e
af: 0X — Y sdo transversais, com respeito a uma subvariedade sem bordo Z
de Y. Entdo a pré-imagem f~1(Z) é uma variedade com bordo onde

of 1 (2) = fH(Z)nox
e a codimensao de f~Y(Z) em X € igual a codimensdo de Z em 'Y .

Demonstragdo. A restrigdo de f a variedade sem bordo Int(X) é transversal a
Z. Pelo Teorema a interseccio f~1(Z) N Int(X) é uma variedade sem
bordo de codimensao dada por codim f~1(Z) + codim Int(X). Agora é preciso,
somente, examinar f~!(Z) numa vizinhanca U de um ponto z € f~1(Z) N oX.
Para facilitar o raciocinio, consideremos o caso em que Z é um unico ponto,
introduzindo uma submersdo ¢ de uma vizinhanca de f(z) em Y, sobre R!, tal
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que, nesta vizinhanca Z = ¢~1(0), onde g = (g1 ..., q1): VNZ — R, as funcdes
gi:VNZ—=>R,i=1,...,n, sdo fungoes independentes e [ = codim Z. Entao
o f estd definida numa vizinhanga de z em X e a intersecio de f~1(Z) com esta
vizinhanga é dada por (p o f)~1(0). Agora, escolha uma parametrizacio local
h: U — X em torno de z, onde U é um aberto de H* e tome-se g = ¢ o f o h.
Como h: U — h(U) é um difeomorfismo, o conjunto f~!(Z) é uma variedade
com bordo numa vizinhanca de z se e somente se (foh)~!(Z) = g=1(0) for uma
variedade com bordo em torno de u = h~!(z) € 9U.
Como no caso sem bordo, a hipétese de transversalidade

dfm(TzX) + Tf(l’)Z = Tf(x)Y

se traduz no fato de que x é um ponto regular de ¢ o f, ou seja, que u é
ponto regular de g. Por definicao de suavidade, g se estende a uma aplicagao g,
definida numa vizinhanca U de w em R¥. Como dg,, = dg,, temos que § também
é regular em u. Como g é uma aplicagao entre variedades sem bordo, a pré-
imagem §~1(0) intersectada com alguma vizinhanca de u é uma subvariedade
sem bordo S de R”.

Como ¢g~1(0) = S N H* numa vizinhanca de u, precisamos mostrar que
S N H* é uma variedade com bordo. Seja m: S — R a restricdo da funcio
(z1,...,2k) — x ao conjunto S. Entao

SNH"={secS:m(s) >0}

Observe que 0 é valor regular de 7, pois caso contrario, existiria um ponto s € S
tal que 7(s) = 0 e dry = 0. Claro que 7(s) = 0 significa que s € SN IH".
Como 7: R¥ — R é linear, entéo dry = w. Assim, o fato de drmg ser zero em TS
significa somente que a ultima coordenada de todo vetor em TS é nula, isto é,

T.S Cc T,0HF = RF 1.

Como S = §~1(0) tem-se que o nicleo de dg, = dj,: R¥ — R é justamente o
espago T5S.

Agora, a derivada de Og no ponto s é a restricao de dgs: R¥ — R ao RF1.
Assim, se o ntcleo de dgs estd contido em RF™!, entdo as aplicacdes lineares
dgs: RF — R e d(dg)s: R¥~1 — R devem ter o mesmo niicleo. Entretanto,
a condicao de transversalidade implica que ambas aplicagoes sao sobrejetivas;
entao o Teorema do Nucleo e da Imagem para Aplicagoes Lineares garante que o
ntcleo de dg; tem dimenséo k—1 e o nticleo de d(dg)s tem dimenséo k—2. Trata-
se de uma contradigao, pois ambos os nucleos devem ter a mesma dimensao.
Portanto, 0 é valor regular de g.

Por fim, pelo Lema 2.1.16, segue o resultado. O

O Teorema de Sard segue mais diretamente quando o dominio da aplicagao
suave f: X — Y é uma variedade com bordo.

Teorema 2.1.18 (Teorema de Sard). Para qualquer aplicag¢io suave f: X =Y
de uma variedade X com bordo para uma variedade Y sem bordo, quase todo
ponto de Y € um valor reqular das aplicacoes f: X =Y edf: 0X =Y.

Demonstracdo. A derivada de 0 f no ponto x € X é justamente a restrigao de df;,
ao subespaco T,0X C T, X. E claro que se 0f é regular em x, entdo f também é
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regular em z. Portanto, o ponto y € Y nao é valor regular de f: X — Y, nem de
0f: 0X — Y somente quando é valor critico de f: IntX — Y oudf: 0X — Y.
Como IntX e 0X sao variedades sem bordo, ambos os conjuntos de valores
criticos possuem medida nula. Assim, o complementar do conjunto de valores
regulares comuns a f e df é dado pela unido de dois conjuntos de medida nula,
portanto é um conjunto de medida nula. O

2.1.1 Variedades Unidimensionais e Algumas
Consequéncias

O objetivo desta secdo é apresentar algumas propriedades para variedades
compactas de dimensao 1. Sem duvida, um dos resultados mais importantes é
a Classificacao de Variedades Unidimensionais. Embora a ideia deste resultado
pareca simples, sua demonstragao nao é trivial, por isso, ele sera apenas enunci-
ado e o leitor pode verificar sua demonstragao em [GP74, p.208], ou em [Mil65],
p.55].

Teorema 2.1.19 (Classificacdo de Variedades Unidimensionais). Toda varie-
dade unidimensional, com bordo, compacta e conexa € difeomorfa ao intervalo
[0,1] ou ao circulo S*.

Corolario 2.1.20. O bordo de qualquer variedade compacta unidimensional,
com bordo, consiste num nimero par de pontos.

Demonstracdo. Como X é uma variedade com bordo de dimensao 1 compacta,
X tem um ntumero finito de componentes conexas e cada componente conexa
é também uma variedade com bordo de dimensao 1 compacta e conexa. Pelo
Teorema cada componente conexa de X é difeomorfa ao intervalo [0, 1]
ou entdo é difeomorfa a S*. Como 90, 1] = {0,1} e dS* = (), segue que o bordo
de cada componente conexa de X é vazia ou consiste em dois pontos. Portanto,
0 bordo de X consiste num nimero par de pontos, como queriamos. O

E claro que “nem s6 da Classificacao de Variedades Unidimensionais vive
esta se¢ao”. O primeiro uso do Corolério [2.1.20] acima, estd em provar o Teo-
rema|2.1.21] a seguir. Além disso, outro resultado importante, que serd apresen-
tado na sequéncia é o Teorema do Ponto Fizxo de Brouwer, usado em Equacoes
Diferenciais, sobretudo para garantir a existéncia e unicidade da solugao de uma
equagao diferencial ordindria.

Teorema 2.1.21. Se X ¢ uma variedade compacta, com bordo, entdo nao existe
uma aplicagdo suave g: X — 0X tal que 0g: 0X — 0X € a identidade, isto é,
nao existe uma retracao de X em seu bordo.

Demonstra¢ao. Suponha com vista a uma contradi¢do que exista tal aplicagao
g: X — 0X. Pelo Teorema de Sard, existe z € X que é valor regular de g.
Entdo g~!(z) é uma subvariedade, com bordo, de X. Como a codimensio de
g7 (2) em X éigual & codimenséo de {z} em X, ou seja, dim X —dimg—1(2) =
(dim X —1)—dim{z}. Dessa forma, temos que g~*(z) é uma variedade compacta
de dimensao 1. Como dg = Idyx,

097 (2)) = g7 (2) NOX = {2},
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mas isto contradiz o corolario anterior. Portanto, tal aplicagao nao existe, como
queriamos.
O

Teorema 2.1.22 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Qualquer aplicagdo
suave f: B™ — B™, onde B™ € a bola fechada, unitdria, contida em R"™, deve
ter um ponto fizo. Isto é, f(x) = x, para algum x € B™.

Demonstra¢ao. Suponha com vista a uma contradigao que exista uma aplicagao
f+ B™ — B™ que nao fixa nenhum ponto. Como, para cada = € B", f(x) # z,
os dois pontos z e f(z) determinam um segmento de reta. Seja g(x) um ponto
onde o segmento de reta comegando em f(z) e passando por z intersecta o bordo
OB"™. Se x € 0B™, temos g(x) = x. Portanto a restricao de g: B" — B™ a 0B"
¢ a identidade de 0B™.

Afirmamos que a aplicacdo g é suave. De fato, como = pertence ao segmento
de reta e estd entre g(z) e f(z), podemos escrever o vetor g(z) — f(z) como um
miultiplo do vetor z — f(x), isto é,

g9(x) = f(z) =tz = f(z)), t=1,

e, assim, temos
g(x) —te = (1—-t)f(z).

Agora observe que |g(z)| = 1, pois g(z) € B™. Tomando o produto interno
candnico, na expressao acima, tem-se

1 = (g(z),9(x))
= (te+ (1—t)f(2),te+ (1—1)f(2))
2|z — f(@)]* + 2t (f (), 2 — f(2)) + |f ()]

Dessa forma, obtemos uma equacao de grau dois, cuja varidvel é ¢. Dessa
forma, segue que t depende suavemente de f(x) e, portanto, g(z) é suave. Com
isso, obtivemos uma aplicacao suave g: B"™ — 0B", contradizendo o teorema
anterior.

Portanto, toda aplicacao suave f: B™ — B™, onde B"™ é a bola fechada
unitaria de R", deixa um ponto fixo.

O

2.2 Transversalidade

Na Segao [I.4] do Capitulo[T} introduzimos o conceito de transversalidade e apre-
sentamos algumas de suas propriedades. Na Secao [L.5] o Teorema [[.5.5] garan-
tiu que a transversalidade é uma propriedade estavel desde que o dominio da
aplicacao em questao seja compacto. Por fim, o Teorema de Sard, garantiu que,
dada uma subvariedade Z C Y, qualquer aplicacao suave f: X — Y, com o
dominio X nao necessariamente compacto, pode sofrer pequenas deformacoes,
de modo a transformar-se numa aplicagdo que seja transversal a Z.

Teorema 2.2.1 (Teorema da Transversalidade). Seja fs: X — Y wma familia
de aplicagoes suaves, indexada por um parametro s que varia em alguma vari-
edade S. Suponha que a aplicagio F: X x S =Y, dada por F(z,s) = fs(x) é
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uma aplicagao suave entre variedades, onde apenas X possui bordo e considere
Z uma subvariedade sem bordo de Y. Se F e OF sdo transversais a Z, entao,
para quase todo s € S, as aplicacdes fs e Ofs também sdo transversais a Z.

Demonstragao. Pelo Teorema a pré-imagem W = F~1(Z) é uma subva-
riedade de X x S com bordo onde W = W NIJ(X x S5). Seja7m: X xS — S
a projecdo natural. Afirmamos que sempre que s € S for valor regular da
aplicacdo m: W — S, entdo fs M Z e, sempre que s € S for valor regular de
Om: OW — S, entdo dfs M 0Z. Vamos fazer o caso em que f, M Z, pois o outro
caso ¢ analogo.

De fato, seja = € X, tal que fs(x) = z pertencente a Z. Como F(z,s) =z e
F M Z, tem-se

dF(p,) (T2, (X X 8)) +T.Z2 =1T.Y,

isto é, dado um vetor a € T.Y, existe um vetor b € T(, 4 (X x S) tal que
dF(Z’S)(b) —a€eT,Z.

O objetivo, agora, é exibir um vetor v € T, X tal que dfs(v) —a € T.Z.
Lembre que, pela Proposicao [1.2.8

Tiz,s)(X x S) = T, X x T,S,

assim, temos que b = (w,e), onde w € T, X e e € T,S. Se e = 0, ndo ha mais
nada a se fazer pois a restricdo de F' a X x {s} é dada por f, e, assim, segue
que

dF(m)s) (’LU, 0) = dfs(w)

Se e # 0, a aplicagao
dﬂ'(w): TTX X TQS — TgS

é justamente a projecao na segunda componente, a hipotese de regularidade
que dm(, ) aplica T(, oW sobre TS diz que existe um vetor da forma (u,e)
em T(, oW. Como F: W — Z, entdo dF(, s (u,e) € T.Z. Consequentemente
o vetor v =w —u € T, X é o vetor procurado pois

dfs(v) —a = dF($7s)[(w, e) — (u,e)] —a= [dF(x, $)(w, e) —a]l — dFs(u,e)]

e os dois ultimos vetores pertencem a 1, Z. Por fim, o Teorema de Sard garante
a validade desse resultado para quase todo s € S, como queriamos. O

Seja f: X — R™ uma aplicagdo suave qualquer. Defina a aplicacao F': X X
S — R" por F(z,s) = f(x)+s, onde S é uma bola aberta de R”. Para todo = €
X fixado, a aplicagao F' é uma translagao, consequentemente, uma submersao
de X x S em R" e, portanto, transversal a qualquer subvariedade Z de R™. O
teorema acima mostra que, para quase todo s € S, a aplicagao fs(x) = f(x)+s
é transversal a Z. Desse modo, observamos que qualquer aplicacao suave f pode
ser transformada numa aplicacao transversal adicionando a f um pequeno valor
s. Logo adiante, o Teorema da Vizinhanca-e tratard desse assunto considerando
qualquer variedade compacta, sem bordo.

Definigao 2.2.2. Dada uma variedade Y C R™, para um pontoy € Y define-se
o espaco normal N,Y como sendo o complemento ortogonal de T,Y em R™.
Isto é,

NyY ={veR": (v,w)=0,VweT,Y}

59



O fibrado normal ¢ definido pelo conjunto
NY ={(y,v) €Y xR": v e N, Y}

Observagao 2.2.3. E importante ressaltar que, ao contrdrio de TY , o fibrado
normal NY ndo € uma variedade intrinseca de 'Y , pois depende da relacdo entre
Y e R"™. Observe também que existe uma projecao natural o: NY —'Y definida

por o(y,v) =y.

A proposigao a seguir provara o que intuitivamente ja se esperava: o fibrado
normal NY de uma variedade Y C R™ é uma variedade com dimensao n.

Proposicao 2.2.4. Seja Y C R™ uma variedade, entdo NY € uma variedade
de dimensdo n e a projecio c: NY —Y € uma submersao.

Demonstracao. Defina Y localmente da seguinte forma: em torno de um ponto
qualquer y € Y, seja p: U — RF uma submersio, onde U é aberto em R”
ek =codimY, tal que U =Y NU = ©~1(0). O conjunto NU é dado por
NY N (U xR™), logo, é aberto em NY. Para cada y € U, a aplicacao dp, : R" —
RE ¢é sobrejetiva e seu nicleo é dado por T,Y. Assim, a aplicacao (dg,)t,
ou seja, a transposta da aplicacdo dip,, leva R¥ isomorficamente sobre N, Y,
pois, como dy, é sobrejetiva, a aplicagao (dp,)': R® — H é bijetiva, onde
H C R™ é um subespago de dimensao k, no entanto como dy, (T,Y") = {0}, todo
vetor nio nulo w € R¥ é levado, por (dy,)! num vetor ndo nulo de H e como
podemos escrever R” = T,)Y + N, Y (vide [LimI2bl p.143]) temos H = N, Y.
A aplicacio ¢: U x RF — NU, dada por ¥(y,v) = (y,(dp,)!(w)) é bijetiva
e também ¢ um mergulho de U x R¥ em Y x R". Consequentemente NU ¢é
uma variedade parametrizada por 1, com dimensao dim NU = dimU + k =
dimY 4+ codimY = n. Como o ponto tomado de NY é arbitrario, logo todo
ponto de NY possui uma vizinhanga da forma NU e, portanto, NY é uma
variedade. Como ¢ o: U x R¥ — U é a submersdo canénica, entdo o é
submersao. O

Embora a leitura se torne um pouco exaustiva, a sequéncia de resultados
a seguir traz diversas informagoes importantes, nao somente para a Topologia,
como para outras dreas da Matemadtica, como Equagbes Diferenciais, ou Ge-
ometria Diferencial, onde o Teorema da Vizinhanca Tubular e o Teorema da
Vizinhanca-¢ sao bastante aplicados.

Teorema 2.2.5 (Teorema da Vizinhanca-€). Para uma variedade compacta,
sem bordo, Y C R™ e um numero positivo €, seja Y um conjunto aberto de R™
com d(Y,Y) < e. Se e € suficientemente pequeno, entiao cada ponto w € Y*¢
possui um Unico ponto mais prézimo em Y denotado por w(w). Mais ainda,
a aplicagao w: Y = Y € uma submersdo. Quando Y ndo € compacto, ainda
eriste uma submersio w: Y — Y, mas agora € pode ser admitido como uma
funcao suave positiva em'Y e Y€ € dado por

{w eR™: |w—y| < e(y) para algumy € Y}.

Demonstragao. Considere a aplicacdo suave h: NY — R™, dada por h(y,v) =
y + v. Observe que todo ponto de Y x {0} em NY é ponto regular de h, pois
(y,0) pertence a duas subvariedades complementares de NY, a saber,
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Y x {0} e {y} x N, Y.

A derivada de h no ponto (y,0) aplica o espago tangente a ¥ x {0}, no ponto
(y,0), sobre T, Y e aplica o espaco tangente a {y} x N,Y, no ponto (y,0), sobre
N,Y. Assim, temos que dh(, o) aplica o espago tangente a N'Y’, no ponto (y,0),
sobre T,,Y + N, Y = R™ e segue que dh(, o) ¢ sobrejetiva.

Como h aplica difeomorficamente Y x {0} sobre Y e como cada (y,0) é ponto
regular de h, pelo Teorema h aplica difeomorficamente uma vizinhanca
de Y x {0} numa vizinhanga de Y, em R™. Agora, qualquer vizinhanga de Y
contém algum Y¢, uma vez que Y é compacto e sem bordo. Assim, a aplicagdao
h™':Y® — Y estd bem definida e a aplicacio 7 = 0 o h™': Y¢ — Y é uma
submersao, onde o: NY — Y ¢ a projecao natural de NY sobre Y.

Para mostrar a existéncia e unicidade de 7(w), onde w € Y€, o trabalho é
bastante simples: recorde que se Y C X é compacto entdo, dado z € X \ Y,
existe pelo menos um y € Y tal que

d(z,y) =inf{d(z,y): 2 € X\ Y,y e Y}

Por esse resultado, segue a existéncia do ponto 7(w) e a unicidade vem do
fato de que a aplicaciio m = 0 o h™! ¢, na verdade, uma bijecao. Portanto existe
um tnico 7(w) mais préximo de Y, como desejado. O

Coroldrio 2.2.6. Seja f: X — Y uma aplicagao suave, sendo Y uma variedade
sem bordo. Entao existe uma bola aberta S em R™ e uma aplicagdo suave
F: X xS =Y ta que F(2,0) = f(z) e, para © € X fizado arbitrariamente,
a aplicagio H: S — Y, dada por H(s) = F(xz,s), é uma submersio. Em
particular, F' e OF sdo submersdes.

Demonstracao. Seja S a bola unitaria em R™. Defina a aplicagao F': X xS — Y
como

F(z,s) = m(f(x) + e(f(2))s),
onde 7: Y¢ — Y é aaplicacao do Teorema da Vizinhanga-e. Como 7 restringe-se
aidentidade de Y, temos F'(z,0) = f(z). Para z fixado, a aplicacao h: S — R™,
definida por
h(s) = f(z) +e(f(x))s

é uma submersao de S em Y. Como a composicao de duas submersoes é uma
submerséao, entdo H(s) := F(z,s) é uma submersdo. Observe que F e OF sdo
submersoes, pois estas sao submersoes mesmo quando restritas a subvariedades
da forma {z} x S, que passam por cada ponto de X x S e de 90X x S. O

Para uma subvariedade Z de Y C R™, pode-se falar do fibrado normal a Z
em Y, sem necessariamente falar ou trabalhar com o fibrado normal de toda a
variedade Z, em R™. Formalmente:

Definicao 2.2.7. Define-se o fibrado normal a subvariedade Z, contida em Y,
como sendo conjunto

N(ZY)={(z,v):z€ ZveT,Y ev L T,Z}

Aqui, v L T, Z significa que v é perpendicular a todo o vetor do espago T, Z.
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Definicao 2.2.8. Para cada z € Z, define-se a fibra, N,(Z;Y), de N(Z;Y),
em z, como sendo o conjunto:

N.(Z;)Y)={veT,Y:v L T.Z}.

Proposigao 2.2.9. [GP7/, Ezercicio 2.3.12] Seja Z uma subvariedade de Y,
onde Y C R™. O fibrado normal & subvariedade Z de Y, N(Z,Y), é uma
subvariedade com a mesma dimensao de Y .

Demonstragdo. Sejam gy, ..., g, fungoes independentes definidas em uma vizi-
nhanga U de z em R™ tais que

U=2ZnU={yelU: gy =0,...,a(y) =0}

YNU={yeU: geip1(y) =0,...,q(y) = 0}.

Estas [ fungoes independentes existem pelo Corolario [1.3.32| do Teorema [1.3.31
Considere a imersdo canodnica i: R¥ — Rl i(x) = (,0), e defina a aplicacio

f:UxRF — UxR!
(u, ) —  (u,i(x)).

Observe que f é um difeomorfismo sobre a imagem. Considere, agora, a aplicagao
g: U — R!, definida por ¢ = (91,-..,q1). Sabemos que, para todo ponto y, a
aplicagao dg, ¢ sobrejetiva pois as funcoes coordenadas de g sao [ fungoes inde-
pendentes. Defina a aplicagao

Y:Ux R — N(Z;R™)
(y,v) = (y,(dgy)"(v)).

Por um argumento andlogo ao utilizado na Proposi¢ao 2:2.4] temos que
(dgy)t: R* — N,(Z;R™) é um isomorfismo, e consequentemente 1 é um di-
feomorfismo. Agora, tomando a aplicacdo (¢ o f)|luxy: U xY — N(Z;Y) é
um difeomorfismo, pois é a composta de difeomorfismos portanto é uma para-
metrizacao de N(Z;Y), como queriamos. O

Teorema 2.2.10 (Teorema da Vizinhanca Tubular). [GP74, Exercicio 2.8.16]
Se Z é uma subvariedade de Y e N(Z;Y) o fibrado normal de Z em 'Y, entdo
existe um difeomorfismo entre uma vizinhan¢a aberta de Z em N(Z;Y) e uma
vizinhanca aberta de Z em Y .

Demonstracdo. Primeiramente, considere o caso em que Z é uma subvariedade
de Y compacta. Considere a aplicacao h: N(Z;Y) — R™, dada por h(z,v) =
z+wv. Esta aplicagao h é a mesma aplicagao usada na demonstracao do Teorema
da Vizinhanga-¢ e, portanto, uma aplicacdo regular em todo ponto (z,0) de
Z x {0} que, além disso, também aplica difeomorficamente Z x {0} em Z. Desse
modo, segue, pelo Teorema que h deve aplicar, difeomorficamente, uma
vizinhanga de Z x {0} numa vizinhanca de Z, contida no R™. Esta tdltima
vizinhanca é denotada por Z¢. Agora considere a aplicagdo 7: Y — Y, do
Teorema da Vizinhancga-¢, restrita a Z¢, isto é,

Tlze: Z° = Z.
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Assim, a aplicagio Toh =coh toh: W — Y, onde W = h™1(Z), esté
bem definida, sendo que moh = Idy. Portanto, novamente pelo Teorema [1.7.12
segue o resultado.

Para o caso em que Z nao é compacta, usamos o €(x), garantido pelo Teorema
da Vizinhanca-e para variedades nao compactas e aplicamos o mesmo raciocinio.

O

Definigao 2.2.11. Seja Z uwma subvariedade de codimensdo k, de Y. Diz-
se que o fibrado normal N(Z;Y) € trivial quando existe um difeomorfismo
®: N(Z;Y) = Z x RF cuja restricdo a cada fibra N,(Z;Y), z € Z,

DN, (z:v): No(Z;Y) = {2} x R
€ um isomorfismo linear.

Proposicao 2.2.12. [GP7{, Exercicio 2.3.20] O fibrado normal N(Z;Y) é tri-
vial se, e somente se, existem k funcoes independentes, g1, ..., gk, que definem
Z globalmente em algum subconjunto U de Y, isto €

Demonstra¢do. Suponhamos que o fibrado normal N(Z;Y) é trivial.

Pelo Teorema da Vizinhanga Tubular, existe um difeomorfismo ¢: U — V
entre uma vizinhanga U de Z, em Y e uma vizinhanga V de Z, em N(Z;Y).
Observe que, em N(Z;Y), a subvariedade Z corresponde ao conjunto Z x {0}.
Considere as aplicagoes 7: U x R¥ — R¥ dada por 7(u,y) =y e g: U — R*
dada por

9(u) = 7 (2(p(u))),
onde ®: N(Z;Y) — Z x RF é o difeomorfismo cuja existéncia é dada pela
definigao de fibrado trivial.

Vejamos que Z = g~ 1{0}. Observe que se u € Z, entao ®(¢(u)) = ®(u,0) =
(u,0), donde,

9(u) = 7 (2(p(u))) = 7(u,0) = 0.

Reciprocamente, se u € g~*(0), temos,

9(u) = 7 (2(p(u))) = 0.
Assim, temos ®(¢(u)) é da forma (2,w) com 2 € Z e w € R* com w = 0. Logo,
u=2z¢€JZ.

Como 7 é submersao e ® e ¢ sdo difeomorfismos, segue que a aplicagao
g é submersao. Logo, escrevendo g = (¢1,...,9k), tem-se que as k fungoes
independentes ¢y, . .., g definem Z globalmente em U.

Reciprocamente, se existe uma submersio g: U — RF, com ¢g71(0) = Z,
por um argumento andlogo ao usado na Proposi¢ao 2.:2.4] para cada z € Z
a aplicacdo (dg.)': R¥ — T.Y aplica R* isomorficamente no complemento or-
togonal de 7.7, em T.Y. Dessa forma, temos que ®~1': Z x R*¥ — N(Z;Y)
fica definida por ®71(z,a) = (z,(dg.)*(a)). Portanto N(Z;Y) é trivial, como
queriamos. O

Teorema 2.2.13. Para toda aplicacio suave f: X — Y, sendo Y sem bordo e,
para toda subvariedade Z sem bordo, de Y, existe uma aplicagao suave g: X —
Y homotdpica a f tal que gM Z e dg M Z.
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Demonstrag¢ao. Para a familia de aplicagées F' do Corolario [2.2.6] o Teorema
da Transversalidade garante que fs M Z e dfs M Z, para quase todo s € S.
Entretanto, cada f; é homotépica a f, pela homotopia X x I — Y, dada por
(z,t) = F(x,ts), assim tomando g := f,, para algum s, segue o resultado. [

Definicao 2.2.14. Diz-se que uma aplicagdo f: X — Y € transversal a Z, em
um subconjunto C' de X se a condi¢do de transversalidade

Im(dfx) + Tf(r)Z = Tf(T)Y
¢ satisfeita para todo ponto x € C N f~Y(Z).

Lema 2.2.15. Se U ¢é uma vizinhanc¢a aberta de um conjunto fechado C, em
X, entdo existe uma funcao v: X — [0,1] que vale 1 fora de U, mas que € nula
numa vizinhanca de C.

Demonstragdo. Seja C’ um conjunto fechado qualquer, contido em U, que contém
C' em seu interior e seja {0;} a particio da unidade subordinada & cobertura
aberta {U, X \ C'} de X. Assim, basta escolher os ; que se anulam em X \ C’ e
tomar  com sendo a soma destes ;. Assim, obtém-se a fungao v desejada. [

Observagao 2.2.16. A demonstracao do Teorema da Particio da Unidade
continua sendo vdlida quando X ¢ uma variedade com bordo.

Teorema 2.2.17 (Teorema da Extensao). Suponha que Z € uma subvariedade
fechada, sem bordo, contida em Y e C wum subconjunto fechado em X. Seja
f: X — Y uma aplicagio suave tal que f N Z em C e df M Z em CNOX.
Entao existe uma aplica¢ao suave g: X — Y homotdpica a f, tal que g h Z e
0g M Z e, numa vizinhanca de C, tem-se g = f.

Demonstra¢do. Primeiramente, mostraremos que f € transversal a Z numa vi-
zinhanca de C. Se x € C, mas x ¢ f~1(Z), entdo, como Z ¢ fechado, o conjunto
X\ f7YZ) é uma vizinhanca de z, no qual temos f M Z, automaticamente.
Agora, se z € f~1(Z), entdo existe uma vizinhanca W de f(x), em Y, e uma
submersdo ¢: W — RF tal que f M Z num ponto 2’ € f~1(ZNW) precisamente
quando a restrigao
9o fly-iz: £ 1(Z) > R

é regular em x’. A composicao ¢ o f é regular em x, logo também é regular
numa vizinhanca de x. Dessa forma, temos que f M Z numa vizinhanga de cada
ponto x € C, assim temos f M Z numa vizinhanga U de C.

Sejav: X — [0,1] a fungdo dada no Lemae seja 7 := 2. Como dr, =
27y(2)drys, temos dr, = 0 sempre que 7(z) = 0. Agora, modificamos a aplicagdo
F: X xS —Y,dada por F(z,s) = fs(z), j4 definida no Teorema [2.2.13] a fim
de obter a aplicacdo G: X xS — Y, dada por G(z, s) = F(z,7(x)s). Afirmamos
que G é transversal a Z. De fato, suponha que (z,s) € G71(Z) e 7(x) # 0,
entdo a aplicacdo S — Y, dada por r — G(z,r), é uma submersdo, pois é dada
pela composta de um difeomorfismo r — 7(z)r com a submersao r — F(x,r).
Dessa forma, temos que G ¢ regular em (z,s), logo dG(, ) ¢ sobrejetiva em
(z,s) e, com isso, temos que G é transversal a Z, em (z,s). Quando 7(z) =0,
avaliamos dG ;. 5) em qualquer elemento

(v,w) € ToX x TS = T, X x R™.
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Defina a aplicagdo h: X x S — X x S por h(z,s) = (z,7(x)s) e observe que
sua derivada é dada por

dh(g s (v,w) = (v, 7(x) - w + dr. (V) - 8),

onde 7(x),dr,(v) € R sao escalares. Agora, aplicando a regra da cadeia a
G = F o h e substituindo 7(z) = 0 e dr,, = 0, temos

dG(r,s) (Ua U}) = dF(:r,O) (U? 0)

Quando restringimos F' ao conjunto X x {0}, temos F = f, devido & definigdo
de F. Substituindo na equagao acima, obtemos

dG (5,5 (v, w) = dfz(v).

No entanto, se 7(z) = 0, entdo = € U, pois 7(z) = (y(x))? e, fora de U, a fungio
~ vale 1 e, além disso, f M Z, em x, pois x pertencente a uma vizinhanca de C,
em U, recai no caso particular, feito acima. Assim, o fato de df, e dG(, ) terem
a mesma imagem, implica que G M Z, em (z, s). Completando a justificagdo da
afirmagao.

Para verificar que 9G M Z, o procedimento é andlogo. Agora, o Teorema da
Transversalidade nos permite escolher s € S, de modo que a aplicagao g(z) =
G(z,s) seja transversal a Z e G M Z. Como antes, temos g homotdpica a f.
Além disso, se x pertence a uma vizinhanca de C, onde 7(z) = 0, entao

g(:L') - G(:L',S) = F(‘rﬂo) = f(x)a

como queriamos. O
Como o bordo 0X de X é sempre fechado em X, segue o corolario abaixo.

Corolario 2.2.18. Se para f: X =Y, a aplicagio 0f : 0X — Y € transversal
a Z, entao existe uma aplicacao g: X — Y, homotdpica a f, tal que 0g = Of e
gmZ.

2.3 Teoria da Intersecao Modulo 2

Definicao 2.3.1. Diz-se que duas subvariedades X e Z, contidas em Y, tém
dimensao complementar quando dim X 4+ dim Z = dimY'.

Observacgao 2.3.2. Se X M Z, onde X e Z sao variedades sem bordo, contidas
em Y, o Teorema [1.4.5 garante que X N Z € uma variedade. Se, além disso,
X e Z tém dimensdo complementar, ou seja, dim X + dim Z = dimY’, entdo
dim(XNZ) =0. Agora, assumindo que X e Z sejam ambas fechadas e que pelo
menos uma delas, digamos X, € compacta, entao X NZ € um conjunto finito de
pontos. Com efeito, o conjunto X N Z € uma variedade compacta de dimensao
zero, logo € um comjunto finito.

Definicao 2.3.3. Diz-se que o numero de pontos do conjunto finito X N Z € o
ntimero de interse¢io de X e Z e denota-se por #(X N Z).
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Figura 2.3: #(XNZ)=4.

Para generalizar essa discussao sobre ntimero de interse¢ao de uma variedade
compacta X com uma variedade fechada Z, arbitraria, é necessario ter em
mente que sem a condicao de transversalidade e sem a condigao de dimensao
complementar, nada pode ser concluido, uma vez que, sem estas hipdteses, a
intersecao X N Z pode ser qualquer conjunto. Entretanto, na Secao [1.5] vimos
que podemos deformar ligeiramente o compacto X, de modo que este se torne
transversal a Z. Desse modo, podemos definir o nimero de intersecao de X e
Z como sendo o nimero de interse¢ao obtido apds a deformacao de X.

Um problema encontrado ao se deformar X de modo a obter a transversali-
dade, com Z, é que deformagoes diferentes resultam em nimeros de intersegao
diferentes, mas apesar disso, essa ideia de deformagao serd bastante utilizada,
pois como serd mostrado nesta se¢ao, deformagoes diferentes possuem o mesmo
nimero de interse¢ao, modulo 2.

— —
X’ X X’
Z Z

Figura 2.4:  Observe que #( X" NZ) =2 e #(X'NZ)=0

Z

Para formalizar a ideia de deformacao, considere X uma variedade qual-
quer contida em Y e considere também aplicacao inclusao i: X — Y, como
um mergulho. Sabemos que as deformacgoes da inclusao ¢ podem ser dadas por
homotopias. Como mergulhos formam uma classe estavel de aplicagoes, qual-
quer “pequena homotopia’de 4 resulta num novo mergulho X — Y. Assim, a
imagem desses mergulhos sao variedades difeomorfas a X, contidas em Y.

Agora, considere X uma variedade compacta, ndo necessariamente contida
em Y e f: X — Y uma aplicacdo suave transversal a variedade fechada Z
contida em Y, onde dim X +dim Z = dim Y, entdo f~!(Z) é uma subvariedade
fechada de X, de dimensdo zero, como X é compacto, f~*(Z) é um conjunto
finito. Agora, a definigdo abaixo, formaliza o conceito de nimero de interse¢ao
de uma aplicagao.

Definicao 2.3.4. Define-se o numero de intersecao médulo 2 da aplicacao
f: X =Y com Z, como sendo o mimero de pontos do conjunto f~1(Z) médulo
2 e denota-se por I(f, Z).

Teorema 2.3.5. Se fy, f1: X — Y sdo homotopicas e ambas transversais a Z,
entao Ig(f(), Z) = Ig(fl, Z)
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Demonstracdo. Seja F': X x I — Y uma homotopia entre fo e f;. Como F
estende as aplicagdes fy e f1 no conjunto X x I, o Teorema da Extenséo (Teo-
rema [2.2.17) garante que podemos assumir F' i Z. Como

(X xI)=Xx{0}UX x {1}

e também OF = fyp em X x {0}, OF = f; em X x {1}, segue que OF M Z. Entao
F~Y(Z) é uma subvariedade de dimenséao 1 contida em X x I, com bordo dado
por

OFYZ)=F HZ)na(X x I) = f;1(Z) x {0} U f{1(Z) x {1}.

Pelo Corolario[2.1.20|do Teorema da Classificagao de Variedades Unidimensi-
onais (Teorema[2.1.19)), segue que OF ~1(Z) consiste num nimero par de pontos,
logo #fo_l(Z) =#f1(Z) mod 2, como querfamos. O

Como homotopia é uma relacao de equivaléncia, segue o corolario abaixo:

Coroldrio 2.3.6. Se gg,g1: X — Y sdo aplicagdes arbitrdrias homotdpicas,
entdo I(go, Z) = I2(g1, Z).

Corolario 2.3.7. [GP7), Exercicio 2.4.4] Seja f: X — 'Y uma aplicagao suave
homotdpica a uma aplicacdo constante. Para toda subvariedade fechada Z de
Y, onde dim X + dim Z = dim Y, tem-se Ir(f,Z) = 0, exceto, possivelmente,
quando dim X = 0.

Demonstra¢ao. Consideremos o caso em que dim X > 1, ou seja, dimZ <
dimY. Seja y um ponto no aberto Y\ Z e seja g: X — Y a aplicagdo constante
dada por g(xz) = y, para todo € X. Esta aplicagio é, diretamente ou por
transitividade, homotépica a f e, como g=(Z) = (), temos

L(f,2) = I(g, Z) = #g*({z}) =0, mod 2

(onde z € Z), como querfamos.

Agora, se dim X = 0, entao X é um conjunto discreto. Observamos que
se tivermos X = {z}, entdo dim f(X) = 0, com isso, qualquer aplica¢do cons-
tante g: X — Y terd, sua imagem contida em Z, exceto, possivelmente quando
g9(X) = {g(z)|z € X} coincidir com f(X), uma vez que f(X) também é dado
por um tnico ponto. Dessa forma, temos que se g(X) C Z, entdo #g~*(Z) =1,
pois X = {z}. Além disso, temos que f e g s@o transversais a Z pois, neste
caso, ambas as aplicagoes sao constantes. Dessa forma, como f e g sao, por
hipé6tese, homotdpicas, segue que I2(f, Z) # 0, como querfamos. O

Até agora, sabemos que se X e Z sao subvariedades de Y, onde X é uma
subvariedade compacta e Z é uma subvariedade fechada de dimensao com-
plementar, o nimero de intersegao médulo 2 de X com Z é definido como
I,(X,Z) := I1(i, Z), onde i: X — Y é aplicagdo inclusdo. Quando X M Z
entdo I2(X,Z) é justamente #X N Z mddulo 2. Se I2(X,Z) # 0 entao, nao
é possivel “arrastar” X, totalmente, para “longe”’de Z. Uma situagao curiosa
acontece quando dim X = dim Y/2, pois podemos entao considerar I»(X, X), o
nimero de auto-intersecoes médulo 2 de X.

Se acontecer de X ser o bordo de alguma subvariedade W de Y, entao
I5(X,Z) = 0. De fato, se Z M X, entdo podemos dizer que Z “passa fora”de W
ou “entra”’em W, mas de toda forma #(X N Z) é um nimero par.
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Teorema 2.3.8 (Teorema do Bordo). Suponha que X € o bordo de alguma vari-
edade compacta W e g: X — Y uma aplicacao suave. Se for possivel estender g
para todo o conjunto W, entdao Iz(g, Z) = 0 para qualquer subvariedade fechada
Z, contida em Y, onde X e Z tém dimensao complementar.

Demonstrac¢ao. Seja G: W — Y uma extensdo de g, tal que G = g. Pelo
Teorema [2.2.13] obtemos uma aplicagdo homotépica F: W — Y, com F M Z
e OF M Z. Dessa forma, temos que f = OF é homotdpica a g e I2(g,Z) =
#f~YZ) mod 2. Como F~1(Z) é uma variedade compacta, unidimensional,
com bordo, segue pelo Corolério do Teorema que #0F~Y(2) =
#f~YZ) é um ntmero par, assim, I»(g,Z) = #f~1(Z) (mod2) = 0, como
queriamos. O

Teorema 2.3.9. Se f: X = Y € uma aplicagcao suave de uma variedade com-
pacta X numa variedade conexa Y e dimX = dimY, entao L(f,{y}) € o
mesmo para todo ponto y de Y .

Demonstragao. Dado y € Y arbitrario, deforme f homotopicamente, se ne-
cessdrio, para obter a transversalidade com {y}. Agora, pelo Teorema
podemos encontrar uma vizinhanga U de y tal que a pré-imagem f~1(U) é dada
pela uniao disjunta V3 U...UV,, onde cada V; é um aberto de X, aplicado di-
feomorficamente, por f, em U. Assim, I5(f,{z}) = m mod 2 para todo z € U.
Consequentemente, a fungao definida em Y por y — I2(f,{y}) é localmente
constante. Como Y é conexo, entdo essa aplicagdo é globalmente constante,
como queriamos. O

Definicao 2.3.10. Ao valor Is(f,{y}), dado no teorema acima, chama-se grau
médulo 2 de f e denota-se por grau,(f).

Observe que calcular o grau médulo 2 de uma aplicagao suave f é uma tarefa
relativamente simples, basta conhecer um y que seja valor regular da aplicagao
f e contar os pontos de sua pré-imagem (i.e. grau,(f) = #f 1(y), mod 2).
Contudo, vale enfatizar que o grau médulo 2 de f: X — Y estd definido somente
quando X é uma variedade compacta e Y é conexo. Sempre que falarmos de
grau médulo 2 de f ou quisermos calcular grau,(f), estaremos assumindo estas
duas hipéteses.

Como grau,(f) estd definido como um nimero de intersegao, entao seguem
imediatamente os seguintes resultados:

Teorema 2.3.11. Aplicagées homotdpicas possuem o mesmo grau modulo 2.

Teorema 2.3.12. Se X =0W e f: X — Y pode ser estendida a toda variedade
com bordo W, entdo grau,(f) = 0.

Apesar de bem simples, estes dois ultimos teoremas serao bastante usados
no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Teorema da Separacao de
Jordan-Brouwer

Degrau apos degrau, estamos subido uma longa escada! Abordamos concei-
tos que envolvem Anadlise Real, Geometria Diferencial e Topologia, provamos
diversos resultados ao longo do texto com o objetivo de construir essa escada
necessaria para alcancarmos nosso objetivo principal, provar o Teorema da Se-
paragao de Jordan-Brouwer. Contudo, alguns degraus ainda faltam para chegar-
mos ao topo. Na préxima secao, completaremos a demonstragao e chegaremos
a0 nosso objetivo.

3.1 Apresentacao e Demonstracao do Teorema
da Separacao de Jordan-Brouwer

O classico Teorema da Curva de Jordan diz que toda curva fechada e simples,
em R2?, divide o plano em duas partes, “interior”e “exterior’da curva. Um
resultado aparentemente 6bvio, no entanto, conforme a complexidade da curva,
percebemos que identificar essas duas regioes do plano pode ser mais dificil
do que parece. (Observe a Figura ) Nesta secao, provaremos uma versao
generalizada do Teorema da curva de Jordan para hiperficies em R™. Mais
precisamente, mostraremos o seguinte resultado: “O conjunto complementar de
uma hiperficie X compacta em R" é constituido por duas componentes conexas
abertas, Dy e D1, onde o fecho D; é variedade compacta com bordo D7 = X.”

Sejam X C R™ uma variedade compacta e conexa, de dimensao n — 1 e
f+ X — R™ uma aplicagao suave (em particular, f pode ser a aplicac¢do inclusao
de uma hiperficie em R™). Desejamos estudar como f “envolve” X em R™.
Para isso, tomamos um ponto qualquer z, de R™, nao pertencente ao conjunto
f(X). Para ver como f(x) se “enrola”’em torno de z, quando z varia em X,
analisaremos quantas vezes o vetor unitario

@
o) = TF@y = (3:1)

que indica a dire¢ao de z para f(z), aponta para uma direcao dada.
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Figura 3.1:  Curva plana, fechada e simples.

Sabemos, da Teoria de Intersecdo, que u: X — S™~! atinge quase todos
os vetores direcionais a mesma quantidade de vezes médulo 2, denominada
graus(u). Entdo aproveitando este invariante, damos a seguinte definigao:

Definicao 3.1.1. Define-se o numero de voltas médulo 2 de uma aplicagcdo
suave f: X — R™, em torno de um ponto z, de R™, que nao pertence a f(X),
como Wa(f,z) := grauy(u).

f(z)

Figura 3.2: Uma curva fechada dando uma volta em torno dos pontos zy e z1.

O numero de voltas médulo 2 de uma aplicagao suave f: X — R"™ sera usado
para estabelecer o Teorema |3.1.14] mas, antes, alguns lemas desenvolverao o
Teorema|3.1.2] enunciado abaixo, que terd grande importancia para desenvolver
essa generalizacao do Teorema da Curva de Jordan.

Teorema 3.1.2. Suponha que X € o bordo de uma variedade compacta D com
bordo e seja F': D — R™ uma aplica¢iao suave que estende f, isto é, OF = f.
Suponha que z € um valor regular de F, que mdao pertence a imagem de f.
Entdo F~1(2) é um conjunto finito e Wa(f,z) = #F~(z) mdédulo 2. Em outras
palavras, f envolve X em torno de z, tantas vezes quantas F atinge z, modulo
2.

Os lemas a seguir ajudarao a construir a demonstracao deste teorema.
Lema 3.1.3. |GP7{, Ezercicio 2.5.1] Se z ¢ F(D), entao Wa(f,z) = 0.

Demonstrag¢io. Como z ¢ F(D), considere a aplicacao u: D — R™, dada por

. Fx)-=z
U= Ry 2
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Observe que @ é suave, pois F'(z) é suave e |F(x)—z| # 0 para todo x € D. Como
OF = [, entdo i|x = u, onde u é a aplicagao definida em (B.1)), e | f(z) — 2| # 0,
pois z ¢ F(D). Assim, temos uma aplicagdo suave u, definida em X = 9D, que
pode ser estendida a aplicagao suave 4: D — R™. Pelo Teorema temos
que grau,(u) = 0, como querfamos. O

Lema 3.1.4. [GP7], Ezercicio 2.5.2] Suponha que F~1(2) = {y1,...,u1}. Para
cadai=1,...,1l e, em torno de cada y;, seja B; a imagem de uma bola em R™,
via alguma parametriza¢ao de D (por simplicidade, também chamaremos B; de
bola). Suponha que as bolas B; sejam disjuntas duas a duas e, também, disjuntas
de X =0D. Se f;: 0B; — R™ é a restricio de F' a B;, ondei =1,...,1, entdo
Wal(f,z) = Wa(f1,2) + ...+ Wal(fi, z), mddulo 2.

Demonstracdo. Primeiramente, observamos que os conjuntos B;, dados no enun-
ciado, existem. Com efeito, para cada ¢ = 1,...,[, tome-se ¥; uma parame-
trizacio de X, em torno de y;, tal que ¥;(0) = y;. Considere a bola aberta
B(0,¢;), de centro 0 e raio €;, onde ¢; é suficientemente pequeno, para que
¥i(B(0,¢;)) C int(D), para todo i = 1,...,l,e B; N B; = ), para i # j, onde
B; = ¢;(B(0,€)).

Seja

D=D\JB,

considere a aplicacao F' = Flp: D — R" e observe que z ¢ F(D).

Afirmamos que
1

oD =X U (| 9By).

i=1

Com efeito, observe, primeiramente, que X C De, para todo i =1,...,n,
também temos fr(B;) C D, pois retiramos de D apenas as bolas abertas B;
e, pela Proposigao temos igualdade fr(B;) = 0B;. Observe que se = €
X ou x € OB, entdo, por definicao, © € ¢(0U), onde ¢: U — D é uma
parametrizacao local de D, em torno de x e U é aberto de H". Entretanto,
restringindo U a algum subconjunto aberto préprio, se necessario, contendo =z,
temos que ¢ é também uma parametrizacao de D, pois é um difeomorfismo,
logo leva abertos de H™ em abertos de D. Dessa forma, temos que um dado
ponto z € D, tal que z € X ou z € 8B;, onde i = 1,...,l, este é, também,
um ponto pertencente a 815, pois continua sendo imagem, por meio de uma
parametrizacao local ¢ de ﬁ, de um ponto y € JH™ qualquer. Dessa forma,
temos que

l
xXu(lJoBi) cab.
=1

Por outro lado, como D=D \ Ui:1 B;, temos que pontos de 0H™ sao, por
definicao de variedade com bordo, aplicados, em 8Bj, ou em X, por meio de
parametrizagoes locais, pois estes estao contidos em D. Dessa forma temos que

l
oD c X u (| JoBy).

i=1
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Portanto, tendo provado as duas inclusées, provamos a afirmagao.
Agora, considere a restrigao de F' ao bordo de D, dada por,

f="Flop =Flxu_, o8,

Como z ¢ F(D), pelo Lema [3.1.3 temos que Wa(f, 2) = 0.
Agora, considere a aplicacao u: 0D — S™1, dada por

u(z) = 7{(@ —c
|f(z) — 2|
e considere também, para cada i = 1,...,l[, a aplicacdo u;: 0B; — S"~ !, dada
por,
ui(x) = 7111(:0) —c
| fi(z) — 2|
Observe que ulgp, = u; € que
flx) -2
ulx(z) = ————.
|f(z) — 2]

Com isso, temos
Wolf,2) = #u (2) = #(ulx) "t + #urt(2) + ... + #u; *(2) mod 2
e desse modo, temos

0=Wa(f,2)=Walf,2) + Wa(f1,2)+ ...+ Wa(fi,z) mod 2.

Assim,
—Wal(f,z) = Wal(f1,2) + ...+ Wa(fi,z) mod 2
donde,
Wolf,z) = Wa(f1,2) + ...+ Wa(fi,2) mod 2,
como desejado. O

Lema 3.1.5. [GP7/, Ezxercicio 2.5.3] Se z é valor regular de F', entdo € possivel
escolher as bolas B;, do lema anterior, tais que Wa(f;,z) = 1.

Demonstracdo. Como z é valor regular de F, entao, para cada ¢ = 1,...,[, a
aplicacao dFy,: T, D — R" é sobrejetiva, mas observe que dim D = n, pois D
é a regiao delimitada pelo bordo 0D = X que tem dimensao n — 1. Com isso,
temos que dim 7T, D = n e, dessa forma, temos que dF,, é um isomorfismo.

Pelo Teorema [I.3.24] existe uma vizinhanga U, de z, contida em R", tal que
7Y U)=V;...,V;, onde V; é vizinhanga de y; e f|v.: Vi — U é difeomorfismo.
Para cada i = 1,...,[, considere uma bola fechada A; C U, centrada em z, tal
que y; € F71(A;) C Vi e Flp-1(ay: F71(A) — A; ¢é difeomorfismo.

Pela Proposicao a restri¢do f; 1= Flap-1()4,) ¢ um difeomorfismo
sobre a fronteira de A;, dA;. Como o conjunto JA; é uma esfera contida em R™
e centrada em z, escrevemos 0A; = rS""!(z), onde S"~! é a esfera unitaria,
centrada em z e r > 0. Defina B; :== F~1(A4;\04;) e observe que B; = F~(A;).
Considere a aplicacdo u;: 0B; — S"~!, dada por

72



ui(x) = 7]2@) —Z

a |fi(z) — 2|
Afirmamos que a aplicacio wu;: 0B; — S™! ¢ injetiva. Dados a,b € 0B;,
temos
fila) =z+mrve fi(b) = z + ruw,

com v e w sdo vetores da esfera unitaria S"~!, centrada em 0. Agora,

Ui(a,):’l,ti(b) PN fi(a)_z _ fl(b)_z <:>i:£

[fila) =z 1fi(®) =2 7 ol Juwl

& V=we 2+ =2+ 1w

& fila) = fi(b) & a=b,

onde a terceira equivaléncia segue de v e w serem vetores unitdrios de S™~!
e a ultima equivaléncia segue do fato de f;: 0B; — 0A; ser difeomorfismo.
Portanto, u; é injetiva.
Por fim, da injetividade de u;, segue que #u; '({z}) =1 mod 2. Portanto,
segue, por defini¢ao, que Wa(f;,2) =1 mod 2 como desejado.
O

Finalmente, apés demonstrar os trés lemas, podemos dar inicio a demons-
tracao do Teorema |3.1.2

Demonstragio do Teorema[3.1.2 Primeiramente, se z ¢ F (D), pelo Lema(3.1.3]
temos Wa(f,2) = 0 e, obviamente, temos também que F~'(z) = (. Logo
um conjunto finito. Agora, se F~!(z) # ), como z é valor regular de F e
D ¢é variedade compacta, o Teorema garante que F~1(z) é um con-
junto finito {y;,...,y;}. Tomando, para cada ¢ = 1,...,l, uma bola B; em
torno de cada y;, como no Lema temos, por esse lema, que Wa(f,z) =
Wa(f1,2)+...+Wa(fi,2) mod 2, onde f;: dB; — R™ é a restrigdo de F' a 9B;.
Pelo Lema temos Wa(fi,z) =1, donde Wo(F,2) =1 = #F~1(2) mod 2.
Em todo caso, temos F~1(z) finito com Wa(F,2) = #F~1(2) mod 2. O

Agora, assuma que X seja, de fato, uma hiperficie compacta e conexa em
R™, isto é, uma variedade compacta e conexa de dimensao n—1. Se X realmente
separa R™ em “interior”’e “exterior”, entao X deve ser o bordo de uma variedade
com bordo, compacta, n-dimensional, que a chamaremos de“interior”. Neste
caso, o Teorema diz que se z € R™ é um ponto qualquer, tal que z ¢ X
entdo Wz (X, z) deve ser 1 ou 0, dependendo se z estd “dentro”’ou “fora”de X.

Observagao 3.1.6. Agqui estamos considerando Wo(X,z) = Wa(ix, 2), onde
ix: X = R™ € a aplicagao inclusao.

m uir, ajudam a reverter rgumen T
Os lemas a a se , ajudam a reverter o a ento para a
provar o Teorema da Separagdo de Jordan-Brouwer. Consideramos, entdo, uma
hiperficie X, compacta, contida em R™.

Lema 3.1.7. |GP7j, Ezercicio 2.5.4] Seja z € R™\ X. Se x é um ponto
qualquer de X e U € qualquer vizinhanca de x em R™, entdo existe um ponto
de U que pode ser conectado a z por uma curva que nao intersecta X.
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Demonstragao. De fato, seja S o conjunto dos pontos = € X tais que, para toda
vizinhanga U de z, existe um ponto y € U conectado a z por um caminho que
nao intersecta X. Vamos verificar que S é nao-vazio: Com efeito, dado =z € X,
como X é hiperficie compacta de R™, para toda vizinhanga U C R™ de z existe
um ponto zg € X tal que

d(xg,2) =inf{d(x,z): x € X NU}.
Para todo ¢ € (0, 1), consideremos o caminho c: [0, 1] — R", definido por
c(t) =txg+ (1 —t)z.
Se existisse to € (0,1) tal que ¢(tg) € X NU, entdo terfamos
d(xo, z) = d(xo, c(to)) + d(c(to), 2),

pela definicdo da curva c¢. Donde d(c(ty), z) < d(zo, ), mas isto contradiz o fato
de que d(xg, z) < d(c(tp), z), pela definicao de zp. Como ¢ é caminho continuo,
existe s € (0,1) tal que y := ¢(s) € U. Portanto, x € S, logo S é nao-vazio,
como queriamos.

X U

Figura 3.3:  Qualquer vizinhanca U de x contém um ponto que pode ser comec-
tado a z por um caminho que ndo intersecta X.

O

Lema 3.1.8. [GP7], Ezercicio 2.5.5] O conjunto R™ \ X possui no mdzimo
duas componentes conezas.

Demonstra¢ao. Dado z € X, pelo Teorema da Forma Local das Imersoes, exis-
tem parametrizagdes ¢: U — X em torno de x, com ¢(0) =z e¢: V — R" em
torno de i(x), com ¢ (0) = i(x), tais que o seguinte diagrama comuta

X — % L Rn

vﬁ | wl

U lcan

onde i: X — R™ é a inclusdo de X em R"™ € i.qp: U — V é a imersao canodnica,
ican(Ily SN 7377;—1) = (3717 SN 7mn—170)~

Consideremos a bola aberta B(0,¢) C R™, com ¢ > 0 suficientemente pe-
queno para que se tenha B(0,e) C V. Consideremos as duas componentes
conexas de B(0,¢) \ {z, = 0}
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Cy =B(0,e)Nn{z, >0} e C_=DB(0,¢)N{z, <0}

Definimos B := ¢(B(0,¢€)), By := (C;) e B_ :=¢(C_). Observamos que B
e B_ sdo conexos e B\ X = By U B_. Fixamos zg € By e 21 € B_.

Agora, dado z € R™\ X, pelo Lema existe y € B que se conecta a
z por uma curva que nao intersecta X. Agora, o ponto y também conecta-se
a Trop Ou a Ti POr uma curva que nao intersecta X, pois o ponto y é um ponto
pertencente a By ou a B_. Dessa forma temos, por justaposicdo de curvas que
z conecta-se a xg, ou a 1, por um caminho que nao intersecta X. Logo R™\ X
possui, no maximo, duas componentes conexas, como queriamos. O

Lema 3.1.9. [GP7J, Ezxercicio 2.5.6] Se zy e z1 pertencem & mesma compo-
nente conexa de R™ \ X, entao Wa(X, z0) = Wa(X, 21).

Demonstra¢do. Sejam zg e z1 pontos da mesma componente conexa de R™ \ X
e sejaix: X — R”, a aplicacao de inclusao. Considere as aplicagoes ug: X —
Sn—1. dada por

_ix(®)—20  x—2
“0l) = @ =2l ~ o=
eu: X — S" ! dada por
( ix(x) — =z T -2
ui(z) = = )
! lix(x) —z1]  |o— 2]

Observe que ug e u; estdo bem definidas, pois zp,21 ¢ X. Como 2¢ e 21
pertencem & mesma componente conexa C, considere uma curva

z:0,1] —» C
t o~ z(t),

cuja imagem pertence a essa componente e z(0) = zg e z(1) = z;. Considere
ug: X = S™1, dada por
x — 2(t)
up(z) = ————=.
|z —2(t)]
A aplicacdo H: X x[0,1] — S"~1, dada por H(x,t) = u(x) é uma homoto-
pia entre ug e u;. Assim, temos, pelo Teorema[2.3.11] que grau,(ug) = grauy(uq)

e, dessa forma, segue da definicao que W (X, 20) = Wa(X, 21), como querfamos.
O

Lema 3.1.10. [GP7/, Ezercicio 2.5.7] Dado um ponto z € R™ \ X e um vetor
direcional ¥ € S™~ Y, considere o raio r, partindo de z, na direcdo de ¥, dado
por

r={z+tv:t >0}

O raio r € transversal a X se, e somente se U € valor reqular da aplica¢ao dire¢ao
w: X = S"1, dada por

ix(z) — 2z T —z

u(z) =

Clix(@) =2l e -2l

Em particular, quase todo raio, partindo de z, intersecta X transversalmente.
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Demonstrag¢ao. Sejaix: X — R™ a aplicagdo inclusao e considere as aplicagoes
u: X = S"1 dada por

() = z.X(a:)—z _ x—27
lix(z) =z |o—2z]

onde z € R"\ X e, g: R"\ {z} — S"~!, dada por

y—z

9(y) = H

Observe que g oiy = u e, observe também que, como g: R™\ {z} — S"~1,
podemos expressar o raio r da seguinte forma:

r=g'({7}) = {z € R": g(z) = T}.

O raio 7 ser transversal a X é equivalente a g~*({¥’}) ser transversal & in-
clus@o i,. Pelo Teorema ix Mg t({T}) se, e somente se, goix M {7}, ou
seja, u M {v}.

Para provar o resultado enunciado, basta verificar que u M {0} se, e somente
se, U é valor regular de u: X — S"~!. Como as duas afirmacdes sdo equivalentes
a

Im(du,) + T{0} = T,S™ 1,

para todo z € X e w = u(x), o resultado segue.
Por fim, pelo Teorema de Sard, quase todo ¥ é valor regular da aplicagao wu,
portanto quase todo raio partindo de z é transversal a X, como queriamos. [

Lema 3.1.11. [GP7], Ezercicio 2.5.8] Suponha que r € o raio partindo de z
que intersecta X transversalmente em um conjunto nao vazio, necessariamente
finito. Suponha que z1 € qualquer outro ponto de r, mas nao pertence a X.
Se | o nimero de vezes que r intersecta X entre zg e z1 entao, Wo(X, z09) =

Wy (X, 2z1)+1 mod 2.

Figura 3.4: Wa(X, z0) = Wa(X, 21) +3 mod 2.

Demonstracdo. Seja r o raio partindo de zg, dado por

r={z0+tv: t > 0}
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O conjunto » N X é um conjunto finito de pontos {y1,...,Ym}-

Por hip6tese z; é um ponto de r que nao pertence a X, entao z; = zg + tov,
para algum ty > 0. Além disso, existem [ pontos de r N X, 0 <[ < m, entre z
e z,. Considere as aplicacdes ug: X — S™~ !, dada por
Tr — 20

uo(x) = |CL'—Z()|

euy: X = S" ! dada por

u (.T): 3?—(20+t017)
' [z — (20 + tod)|

Observe que ug = uq, se tg = 0. Como r é transversal a X temos, pelo
Lema [3.1.10) que ¥ é valor regular de ug e de uj. Assim, temos

Wa(X, 20) = #ug ' ({7}) mod 2 e Wo(X,2) = #u; ({#}) mod 2.

O conjunto u; ' ({#'}) estd contido no conjunto ug ' ({#'}), pois todos os valores
regulares de u1, sao valores regulares de ug, uma vez que o mesmo raio que parte
de 2y e intersecta X transversalmente, também intersecta X transversalmente
a partir de 21, na direcdo de . Contudo, ainda estdo contidos em uy ' ({7})
os pontos, da intersecao r N X, que estao entre zy e z1, pois 7 intersecta X
transversalmente nesses pontos. Assim, temos

#ug (7)) = #uy ({T)) +1

onde [ é a quantidade de vezes que r intersecta X entre zg e z1, € como U é valor
regular de ug e u1, temos

WQ(XazO):WQ(X721)+Z mod 2,

como desejado.
O

Lema 3.1.12. [GP7), Ezxercicio 2.5.9] O conjunto R™ \ X possui exatamente
duas componentes conexas, a saber:

Dy={zeR"\ X: Wy(X,2) =0} e Dy={zeR"\ X: Wy(X,z)=1}.

Demonstracdo. De fato, ji sabemos do Lema que R™ \ X possui, no
maximo, duas componentes conexas e sabemos do Lema que dois pon-
tos = e y pertencentes & mesma componente conexa possuem o mesmo numero
de voltas. Assim, se zg € Dy e z; € D1, entao estes nao podem estar na mesma,
componente conexa, pois Wa (X, 29) =0 e Wa(X,21) = 1.

Agora, vamos provar que, de fato, Dy e D; s@o ndo-vazias. Com efeito, dado
zo € R™\ X considere o raio r, partindo de zp e intersectando X transversal-
mente, cuja existéncia é garantida pelo Lema [3.1.10] Seja y um outro ponto
de r, mas que nao pertence a X, tal que entre z e y exista apenas um ponto
z € rNX. Pelo Lema[3.1.11] temos que W2 (X, z) = W2(X,y)+1 mod 2. Com
isso, temos que z e y estao em componentes conexas distintas e, além disso,
temos que se Wa (X, z) é par, entdo Wa(X,y) é impar e vice-versa. Dessa forma,
temos que Dy e D; sao nao-vazias.
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Sejam Cj, a componente conexa de zg e Cp, a componente conexa de z7,
contidas em R™ \ X. Pelo Lema temos que Dy C Cyp e D1 C Cy. Por
outro lado, considere, z € R™\ X e C sua componente conexa, pelo Lema
temos que C' = Cy ou C = (1, mas observe que Cy C Dy e C; C D;. Dessa
forma, temos que Dy e Dq sdo as duas componentes conexas de R™ \ X, como
queriamos.

Portanto, essas sdo precisamente as duas componentes conexas de R"\ X. [

Lema 3.1.13. [GP7/], Exercicio 2.5.10] Se z € R™ € suficientemente grande,
em norma, entao Wa(X,z) =0.

Demonstracdo. Como X é compacta, X estd contida numa bola fechada, cen-
trada na origem e de raio M > 0. Denotaremos essa bola por B := B[0, M].
Seja z € R™ \ B, ou seja |z| > M. Aqui estamos considerando uma norma
no espaco euclidiano R™.
Consideremos y = z/|z| e vejamos que u; *(y) = 0, onde u,: X — S"71 ¢
dada por

xr—Zz
U N\ ) = .
(@) |z — 2|
Suponhamos, com vista a uma contradicdo, que wu,(x) = y, para algum

x € X. Primeiro, observemos que, como X C B, entdo |z| < M. Agora
observemos, também, que

T —z z
= 2 =
|z —z2[ |2
ou seja,
xzz(l—&-lx_Z').
z
Logo,

|z =

Z<1+|x—z>’:|2| (1+ |x—z|),
|2 |2|

como |z| > M e 1+ |z — z|/|z| > 1, temos |z| > M. Disto, obtivemos uma
contradi¢do! Dessa forma, temos que u;'(y) = 0 e, portanto y é trivialmente
valor regular de u,. Assim, temos,

Wa(X, 2) = #uz'(y) =0 mod 2,

como queriamos.

O

Teorema 3.1.14. |GP7J), Exercicio 2.5.11] [Teorema da Separacao de Jordan-
Brouwer] O conjunto complementar de uma hiperficie X compacta em R™ €
constituido por duas componentes conezas abertas, Dy e D1, onde D1 é varie-
dade compacta com bordo 0D = X.

Demonstragao. Pelo Lema |3.1.12] temos que R™ \ X possui exatamente duas
componentes conexas, a saber:

Dy={zeR"\ X: Wy (X,2) =0} e D;={zeR"\ X: Wr(X,z)=1}.
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Afirmamos que os conjuntos Dg e Dy sdo abertos. De fato, seja zo € Dy, pelo
Lema[3.1.7 dados z € X e uma vizinhanga U, de z, contida em R", existe z € U
tal que zg se liga a z por uma curva que nao intersecta X e, com isso, temos
que zg e z estao na mesma componente conexa e, assim, segue pelo Lema
que

Wa(X, 2) = Wa(X, ) = 0.

Como z ¢ X e X é compacta, a distancia d(z,X) > 0 e tomando 0 < € <
d(z, X), de modo que a bola B(z,¢€), aberta em R", esteja contida em U, temos,
novamente pelo Lema [3.1.9] que todo ponto y € B(z, €) é tal que Wa(X,y) = 0.
Dessa forma, temos que B(z,¢) C Dy, logo o conjunto Dy é aberto. Para o
conjunto D7, um procedimento totalmente andlogo, mostra que este também é
aberto. Portanto, os conjuntos Dy e D1 sao abertos.

Agora, vamos mostrar que o conjunto D U X é compacto. Com efeito,
Dy U X é fechado, pois seu complementar, em R", é a componente conexa Dy
e esta, é aberta, como acabamos de ver. Para mostrar que D; U X ¢é limitado,
basta mostrar que D; é limitado, pois temos, por hipdtese que X é compacto,
logo limitado. Suponha com vista a uma contradi¢do que D; nao seja limitado.
Pelo Lema tome z; € Dy, suficientemente grande, em norma, tal que
W5(X,z1) = 0. Isto é uma contradi¢do, pois todo ponto z; € D; é tal que
Ws(X,z1) = 1. Dessa forma, temos que D; é limitado e D; U X também é
limitado, pois é a uniao de conjuntos limitados. Portanto D; U X é compacto.

O préximo passo é mostrar que D; = D; UX. Para isso, como Dy C D; UX
e D; C D,, é suficiente mostrar que todo ponto x € X é limite de alguma
sequéncia {z} de pontos em D;. Com efeito, dados zyg € D1, z € X e uma bola
aberta B(x, €1), de centro x e raio €1, contida em R", existe, pelo Lema(3.1.7, um
ponto z; € D1 N B(0,€1), que se conecta a zp por uma curva que nao intersecta
X. Tomando uma bola aberta B(z, €2), de centro x e raio €3, em R™, contida em
B(z,€e1),0 Lemamgarante que existe zo € D1NB(x, €3), tal que 25 se conecta
a zg, por meio de uma curva que nao intersecta X. Mais geralmente, numa bola
aberta B(z,e;) de z, com raio €, estritamente contida em B(x,€;_1), com
limy €, = 0, existe zx € D1 N B(x, ), tal que 2z se conecta a zg, por meio de
uma curva que nao intersecta X. Dessa forma, temos que {zy}ren forma uma
sequéncia de pontos em D1, cujo limite lim z;, = z. Portanto D; = D; U X.

Finalmente, vamos mostrar que D; = D; U X é uma variedade com bordo
0D, = X. Seja x € Dy. Se x € D, sabemos, pela Proposicao que Dy é
uma subvariedade, sem bordo, de R™, com isso, basta tomar uma parametrizagao
p: W C R® -V C Dy, onde W é uma vizinhanga de 0 € R™ e V é uma
vizinhanga de x, em X.

Agora, se x € X, como X ¢ hiperficie, temos que X é uma variedade de
dimensao n — 1, contida em R™. Pelo Teorema da Forma Local das Imersoes,
temos que existe uma parametrizagao 1v: B — U, onde B é uma bola centrada
em 0 € R" e com raio € > 0 e U C R™ é uma vizinhanca de z, tal que se

1= (z1,...,2,), entdao Y ynx = (z1,...,25_1,0).

Afirmamos que U é “separado”em dois conjuntos, um contido em Dg e o
outro contido em D;. Com efeito, seja z € R \ X. Pelo Lema existe
y € U tal que z e y estao conectados por uma curva que nao intersecta X. Logo,
z e y pertencem a mesma componente conexa e, pelo Lema m temos que
Wa(X, z) = Wa(X,y). Dessa forma, temos que os dois pontos y e z pertencem
a Dy ou pertencem a D;. Como isto vale para qualquer z € R™\ X e, provamos
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no Lema [3.1.12| que Dy e Dy sdo nao-vazias, temos provada a nossa afirmacao.
Consideremos os conjuntos

P(BAH™\ (R x {0}))) e (BN (=H™\ (R"™ x {0}))).

Como BN (H™\ (R"~! x {0})) é conexo e 9 é continua, o conjunto (BN (H™\
(R"=1x {0}))) é conexo e, ou est4 totalmente contido em Dy, ou estd totalmente
contido em D;. Analogamente, temos que o conjunto (B N (—H" \ (R~ x
{0}))) é conexo e, ou estd totalmente contido em Dy, ou estd totalmente contido
em D;. Além disso,

P(BOH™\ (R x {0})) N(B N (—H"\ (R x {0}))) =0

caso contrario, contrariaria a sobrejetividade do difeomorfismo ).
Suponhamos que

(BN (H"\ (R x {0}))) € Dy e (BN (—H"\ (R"~! x {0}))) C Do.

Dessa forma, temos que 1|png» é uma parametrizacao de Dy, em torno de z.
Agora, se ocorrer o contrario, isto é,

P(BO(=H"\ (R*™ x {0}))) C Dy e (BN (H"\ (R*™ x {0}))) € Do

temos que | pn—pg~ € uma parametrizagao local, em torno de z.
Portanto, temos que D; = Dy U X é uma variedade, compacta, com bordo
0D; = X, como queriamos. O

3.2 Meétodo para Determinar se um Dado Ponto
de R" Esta na Regiao Interior a uma Hi-
perficie de R”

O Teorema de Jordan-Brouwer garante que o complementar da hiperficie X, em
R™, divide o plano em duas componentes conexas Dy, a parte externa, e D,
a parte interna da regiao delimitada pela hiperficie X. Observamos, também,
que essas componentes podem ser distinguidas, uma da outra, de acordo com
o indice de rotagdo em cada um de seus pontos. (O indice de rotagio é igual
em todos os pontos de cada componente conexa.) Com isso, notamos que o
Teorema da Separacao de Jordan-Brouwer oferece também, uma forma simples,
porém bela, para determinar se um ponto qualquer de R™\ X pertence a Dj ou
D;. O teorema abaixo apresentard esse método.

Corolario 3.2.1. |GP7), Ezercicio 2.5.12] Dado um ponto z € R*\ X, se r
€ um raio partindo de z, transversal a hiperficie X, entdo z pertence a regido
interior a X (isto €, z pertence a D1) se, e somente se, v intersecta X em um
nidmero fmpar de pontos (Observe a Figura .

Demonstra¢io. Sejam z € R"\ X e r = {z + t¢: t > 0} um raio, partindo
de z, transversal a X, cuja existéncia é garantida no Lema [3.1.10} Como r
é transversal a X, temos pelo Teorema [[.4.5] que codim(r N X) = codimr +
codimX =n—141=ne, como X é compacto e r é fechado, temos que rNX é
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Dentro
L]

Figura 3.5: O raio partindo do ponto que estd na regidgo interior a X inter-
secta X trés vezes e o raio que parte do ponto que estd na regidao exterior a X
intersecta X quatro vezes.

uma variedade compacta 0-dimensional e, portanto, N X é um conjunto finito
de pontos {y1,...,Ym}, onde m :=r N X.

Definimos D := max{d(y;,2): ¢ = 1,...,m}. Consideremos y € r tal
que d(z,y) > D e com norma |y| suficientemente grande, de modo que, pelo
Lema tenhamos W5 (X,y) = 0. Como d(y,z) > D, o ntmero de pontos
de r N X entre y e 2z é m. Dessa forma, temos, pelo Lema que

Wo(X,2z) = We(X,y)+m mod 2
= 0+m mod?2

= m mod 2,

onde a segunda igualdade se dé pelo fato de que d(z,y) > D. Portanto, temos
que
Wa(X,z) =m mod 2. (3.2)

Dessa forma, temos que se z € Dy, o Lema [3.1.12{ garante que W5 (X, 2) = 1,
com isso, temos pela equagdo (3.2) que m é fmpar. Reciprocamente, se m

é {mpar, temos que m = Wy(X,z) = 1 mod 2, e portanto z € D;, como
querfamos. O
Observagao 3.2.2. Aqui, o simbolo “ =7 representa a “congruéncia mdédulo
2‘77

Observagao 3.2.3. Também temos, diretamente do Coroldrio que se
x € Dy, entio m = Wy(X,2) = 0 mod 2, isto é, m ¢ par e dessa forma,
temos que para sabermos se um ponto z € R™\ X pertence a D1, ou ndo, basta
contar quantas vezes o raio r, partindo de z e transversal a X, intersecta X
transversalmente.
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3.3 O Teorema de Borsuk-Ulam

Usaremos agora, nossa teoria e o conceito de niimero de voltas apresentado na
Secao [3.1] para dar uma demonstragao de um resultado bastante conhecido na
topologia, apresentado pelos matemdticos poloneses Karol Borsuk (1905 — 1982)
e Stanislaw Marcin Ulam (1909 — 1984).

Lema 3.3.1. [GP7), Exercicio 2.4.8] Se f: St — S' ¢ uma aplicacio su-
ave, entdo existe uma aplicagdo suave g: R — R, tal que f(cost,sent) =
(cos(g(t)),sen(g(t)) e g(2m) = g(0) + 27q, para algum q inteiro. Além disso,
grau, (f) = g, mod 2.

Demonstracdo. Seja f: S! — S! uma aplicacio suave. Definimos a aplicacdo
h: [0,27] — S! como h(t) = f(cos(t),sen(t)). Consideremos a aplicagio de
recobrimento 7: R — S! definida por ¢ ~ (cos(t),sen(t)). Pela propriedade
de levantamento unico de caminhos (v., por exemplo, [LimI2al Proposicao 6,
p.129)), existe uma aplicagdo §: [0,27] — R tal que mo g = h e §(2m) — §(0) =
2mq, com ¢ inteiro. Estendemos a aplicagao g a uma aplicacao g: R — R tal
que g(t + 2m) = g(t) + 2.

Vejamos agora que grau,(f) = ¢, mod 2. Seja y € S'. Vamos estudar o
conjunto f~({y}). Consideremos yy € R tal que m(yo + 2k7) = y, para todo
k € Z. Como g é extensao de g tal que g(t+27) = g(t)+27 e §(27) = §(0)+2mq,
segue que #g~ 1 ({yo +27k}) = q, para todo k € Z. Além disso, mo(g7 ({yo})) é
um conjunto com ¢ elementos e mo (g~ (yo)) = mo(9~* (yo +2k7)), para todo k €
Z, onde mo: [0,27] — S, t — (cos(t),sen(t)). Logo, f~*({y}) = mo(9 *(yo))
tem ¢ elementos, donde grau,(f) = ¢, mod 2. O

Teorema 3.3.2 (Teorema de Borsuk-Ulam). Seja f: S¥ — R¥*1 uma aplicacdo
suave, cuja imagem nao contem a origem. Se f satisfaz a condicao de simetria,
isto ¢, f(—x) = —f(x), para todo = € S*, entio Wa(f,0) = 1.

Em suma, qualquer aplicacao f simétrica em torno da origem, deve envolvé-
la num numero impar de voltas.

Demonstra¢ao. Usaremos o principio da indugao sobre o expoente k.

Se k = 1, é suficiente mostrar que se f: S — S! é uma aplicacdo antipoda,
entdo grau,(f) = 1. Com efeito, seja g: R — R, a aplicagdo definida no
Lema dada por g(t) = tq, onde ¢ € Z é fmpar. Dado s € R, ob-
servemos que g(s + m) = g(s) + mg. Vimos no exemplo que, como
n = 1, impar, aplicacdo f é homotdpica a aplicacdo ig1. Agora, aplicando
o Lema [3.3.1| a i,1 e considerando a aplicacdo g que acabamos de redefinir, te-
mos grau,(is) = 1, mas como f e i, sdo homotdpicas, pelo Teorema
temos que grau,(is1) = grauy(f) = 1.

Agora, assumiremos que o Teorema é vélido para k—1. Seja f: S¥ — RFH1\
{0}. Consideremos S*~! o equador da esfera S* mergulhado na mesma, por
uma aplicac¢do (z1,...,zk) — (21,...,2%,0). A ideia para esta demonstragao é
usar uma argumento parecido ao usado para demonstrar o Corolario |3.2.1] na
Secao Vamos calcular Wa(f,0) contando quantas vezes a aplicacao f inter-
secta uma uma reta r, em R*T1. Escolhendo r disjunta da imagem do equador,
podemos usar a hipdtese de inducao para mostrar que o equador “envolve”r um
nimero impar de vezes. Finalmente, podemos calcular a intersecao de f com r,
uma vez que conhecemos o comportamento de f no equador de S¥+1.
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Denotemos a restricdo de f ao equador S¥~! por ¢g. Escolhendo uma reta r
adequada, podemos usar o Teorema de Sard para escolher um vetor unitério v,
tal que v é valor regular de ambas as aplicagoes

Lo Ghol o Gk L gk Gk
lgl [f]

Da simetria, temos que —v também é valor regular de ambas as aplicacoes.
Comparando as dimensoes, vemos que a regularidade para da aplicacdo g/|g|
significa, simplesmente, que g/|g| nunca atinge ¥ ou —v. consequentemente,
g/]g] nunca intersecta a reta r := t, onde ¢t € R, arbitrério. A regularidade da
aplicagdo f/|f|, no vetor ¥ significa, pelo Teorema fhr.

Agora, por definicao,

= grau i: i - U mo

Além disso, f/|f| atinge +¥ a mesma quantidade de vezes que atinge —¥, devido
a sua simetria. Assim, temos

#( )1 () = 4170,

|7
Podemos calcular este resultado no hemisfério superior, apenas. Seja fi a
restricdo de f ao hemisfério superior S_]ﬁ = {(z1,...,2p11) € S¥: 211 > 0}.

Pela simetria de f e pelo fato de que a imagem de do equador de S*, por f nio
intersecta r, e sabemos que

#1700 = S#I )

Temos, assim, que Wa(f,0) = #f;l(r) mod 2.

A vantagem desta ultima expressdo para Wa(f,0), é que o hemisfério superior
é uma variedade com bordo 85’"? = Sk=1 assim, poderemos usar a hipétese de
inducao. Entretanto, as dimensoes nao estao corretas para aplicar a hipotese
de inducdo & aplicacio g: S*~! — R¥~!. Seja V o complemento ortogonal de
e seja m: RFT1 — V a projecdo ortogonal. Como g é simétrica e 7 é linear, a
composicio mo g: S¥71 — V é simétrica, além disso, 7 o g nunca se anula pois
g ndo intersecta 7~1(0) = r. Identificando o espaco vetorial k-dimensional V'
com R e aplicando a hipétese de indugdo, temos Wy (m 0 g,0) = 1.

Agora, como fy M,

Tofi:SY =V

é transversal a {0}. Assim, pelo Teorema temos
Wa(mog,0) = #(m o f)71(0).

Entretanto,
(o f)7H(0).

Dessa forma, temos que
Wa(f,0) = #/'(r) = Wa(m0g,0) =1 mod 2,

como queriamos. O
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Uma observagao geométrica muito simples resulta a partir da demonstracao
do Teorema de Borsuk-Ulam:

Corolério 3.3.3. Se f: S* — RF=1\ {0} em torno da origem, entdo f inter-
secta toda reta r que passa pela origem, pelo menos uma vez.

Demonstracdo. Se f nao atingir r, entao basta que usemos esta reta na demos-
tragao do Teorema de Borsuk-Ulam e obteremos a seguinte contradicao

Wa(f,0) = S5 7 () =0.

O
Corolério 3.3.4. Quaisquer k funcées suaves f1,..., frx definidas em S* que
satisfazem a condi¢ao de simetria, isto €, fi(—x) = —fi(x), com i =1,...,k,

devem pOSSU’iT’ um zero em comum.

Demonstracdo. Supondo que nao exista esse valor comum onde todas as f;
se anulam, ¢ = 1,...,n, apliquemos o coroldrio anterior & aplicagdo f(z) =
(fi(x),..., fr(x),0), tomando o eixo xp4+1 como sendo a reta r. O
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