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RESUMO

Um dos principais objetivos da engenharia estrutural tem sido tornar as estruturas mais
esbeltas e econdmicas diminuindo seu peso e o consumo de materiais sem, contudo,
comprometer sua estabilidade. O aumento da esbeltez dos elementos estruturais torna-os mais
susceptiveis a grandes deflexdes laterais antes de ocorrer sua ruptura fisica. A analise da
estabilidade de sistemas estruturais esbeltos normalmente envolve a aplicacdo do Método dos
Elementos Finitos (MEF). Como consequéncia, um sistema de equagbes algébricas nédo
lineares é gerado e sua solugdo é obtida, em geral, por meio de procedimento incremental-
iterativo. Este trabalho se propde a fazer uma apresentacdo moderna e pratica sobre esse
importante tema da engenharia estrutural. Procedimentos numérico-computacionais sao
apresentados para a anélise da estabilidade de sistemas néo lineares com um e dois graus de
liberdade de forma a facilitar o entendimento para os que pretendem estudar o tema, visto que
carregam consigo 0s conceitos e as implementacdes numéricas necessarias para a solucdo de
problemas mais complexos com varios graus de liberdade. Todos os exemplos séo resolvidos
analiticamente pelo Principio da Energia Potencial Total Estacionéria e numericamente pelo
método de Newton-Raphson. E deduzido o método do comprimento de arco e aplicado no
sistema de um grau de liberdade que apresenta ponto limite de carga. S&o introduzidos
detalhes da implementacdo computacional, conceitos de estabilidade, solucdo analitica de um
sistema geometricamente e fisicamente ndo linear. Sdo apresentados exemplos numeéricos e

disponibilizados os cddigos das implementacfes numéricas em linguagem computacional.

Palavras-chave: estabilidade, analise ndo-linear, newton-raphson, comprimento de arco



ABSTRACT

One of the main structural engineering goals has been to make the slenderest and cheapest
structure by reducing its weight and material consumption without compromising their
stability. Increasing the elements slenderness makes them even more susceptible to large side
deflections before they break. Stability analysis of slender structural systems usually involves
the use of Finite Element Method (FEM). As a result, a non-linear algebraic system is
obtained and its solution, in most of cases, can be found by iterative incremental procedures.
This work aims to present in a modern way this important theme for structural engineering.
Computational numerical procedures for analysis of non-linear systems stability with one and
two degrees of freedom are shown, aiming to facilitate the understanding, since they bring the
basic concepts and the necessary numerical implementations for the solution of more complex
problems with many degrees of freedom. All examples are solved analytically by the
Principle of Stationary Total Potential Energy and numerically by the Newton-Raphson
method. The method of arc length is deduced and applied in the system of one degree of
freedom which presents a load limit point Details of the computational implementation,
stability concepts, and analytical solution of a material and geometric non-linear system will
be introduced. Numeric examples and their implementations codes in computational language

are made available.

Keywords: stability, nonlinear analysis, newton-raphson, arc-length
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1. INTRODUCAO

1.1. CONSIDERACOES INICIAIS E OBJETIVOS

O objetivo da analise estrutural é obter esforcos internos, tensbes, deformacdes e
deslocamentos das estruturas, quando elas s@o submetidas as acfes externas, para, com essas
informagdes, avaliar 0 seu comportamento. Busca-se sempre a melhor solugdo, seja em
termos econdmicos, de seguranca ou de rapidez, que leva a execucdo de estruturas cada vez
mais leves. Essa reducdo de peso tem sido conseguida com o aumento da resisténcia dos
materiais estruturais, com concretos de alta resisténcia (com resisténcia caracteristica a
compressdo acima de 50 MPa) e acos, com resisténcias a partir de 250 MPa. A consequéncia
é a elaboracdo de projetos cada vez mais arrojados e com elementos mais esbeltos, fazendo
com que seu mecanismo de colapso sofra mudancas qualitativas. A medida que os elementos
estruturais vao se tornando mais esbeltos, a estrutura se torna mais suscetivel as acdes laterais
e pode colapsar devido ao efeito de grandes deslocamentos laterais, associados ou nédo a perda
de estabilidade. As estruturas de aco sdo mais sensiveis a esse fendmeno, uma vez que a
resisténcia mecénica do aco é consideravelmente mais alta do que a do concreto,

proporcionando estruturas mais esbeltas.

Apesar da maioria das estruturas projetadas exibirem um comportamento linear elastico sob
cargas de servico, existem casos em que as deformacdes geradas por incrementos de carga
ndo assumem comportamentos lineares. Arcos abaulados, edificios altos e pilares esbeltos sdo
alguns exemplos passiveis de ocorréncia de ndo linearidade geométrica importante. Enquanto
sistemas lineares tém apenas uma configuracdo de equilibrio, sistemas ndo-lineares podem
exibir mais de uma, sendo algumas estaveis e outras instaveis. Em virtude disso, surge a
necessidade de se fazer uma andlise mais precisa e obter uma previsdo segura do

comportamento da estrutura.

No contexto da analise ndo linear geométrica estatica de estruturas, o presente trabalho tem
como objetivo apresentar rigorosamente os complexos conceitos envolvidos com o tema,
aplicando-os em diversos sistemas mecanicos. Além disso, contempla a elaboracdo de
ferramentas computacionais capazes de determinar o comportamento de estruturas sujeitas a
perda de estabilidade. Assim, prepara o leitor para entender trabalhos e métodos avangados

voltados ao tema.
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1.2.  HISTORICO

A estabilidade estrutural é um objeto de estudo desde o século XVIII, quando Euler (1744)
obteve para uma coluna biapoiada sob a acdo de uma carga concentrada de compressdo
aplicada em seu topo, sem a consideracdo do peso préprio, a carga critica de flambagem.
Apos isso, diversos autores tentaram abordar esse tema de maneira mais abrangente possivel,
mas os trabalhos mais notaveis foram publicados por Timoshenko, no final do ano de 1930, e
Bleich, no comeco do ano de 1950, apresentando diversos tipos de estruturas, com diferentes
condigdes de contorno e carregamento, no intuito de avaliar a sua estabilidade, por meio da
determinacdo das cargas criticas de flambagem e do caminho pos-critico de equilibrio, que

sdo de grande importancia no desenvolvimento de um projeto estrutural.

O estudo da estabilidade é muito dindmico, sendo um desafio o seu acompanhamento pelos
pesquisadores. Problemas de flambagem de placas associadas a viga caixdo, por exemplo, tem
despertado a atencdo dos pesquisadores por anos, com a publicacdo de diversos artigos. Assim
como problemas de flambagem de cascas em aeronaves tem despertado o interesse de
eminentes engenheiros e matematicos (ALLEN & BULSON, 1980).

Surovek-Maleck et al., (2004) e Wong (2009) concordam que ferramentais computacionais
que consideram o modelo ndo linear fisico e geométrico estdo evoluindo. Apesar da
complexidade envolvida em uma andlise ndo linear, programas computacionais com essas
funcionalidades sdo requisitados devido a importancia dos efeitos ndo lineares nas estruturas.
Rocha (2000) estudou estratégias de solugdo néo linear para tracar o caminho de equilibrio de
uma estrutura. Pinheiro (2003) estudou e implementou formulages ndo lineares para analise
de sistemas trelicados. A maioria dos métodos de solucdo para esses problemas sdo baseados
no método de Newton-Raphson, que na sua formulacdo classica ndo € capaz de ultrapassar 0s
pontos limites de carga ou deslocamento, que surgem frequentemente em uma analise nédo
linear. O método de Newton-Raphson modificado é, também, bastante popular e vem sendo
usado em muitas aplicagcBes (ZIENKIEWICZ & TAYLOR, 1991). Porém, assim como a
técnica padrdo, é incapaz de capturar tais pontos. O método do comprimento de arco (RIKS,
1979), entre muitas outras técnicas que foram propostas, é capaz de capturar pontos limites.
Sua estratégia consiste em usar um parametro especial com o objetivo de controlar o

progresso dos célculos.
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1.3.  ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

O presente trabalho é composto por seis capitulos e dois apéndices. No Capitulo 2 (p. 18)
apresentam-se 0s principais conceitos e terminologias relacionadas ao fendmeno da
estabilidade. Em especial, sdo apresentados os tipos de nédo linearidades inerentes a problemas
de estabilidade e o Principio da Energia Potencial Total Estacionaria, que servira de base para

todo o trabalho.

No Capitulo 3 (p. 26) métodos numéricos sdo apresentados. Apresenta-se as vantagens e

limitaces de cada método.

No Capitulo 4 (p. 44) coloca-se em pratica os métodos estudados nos capitulos anteriores em
sistemas mecanicos com um grau de liberdade (1GL). Estuda-se analiticamente, pelo
Principio da Energia Potencial Total Estacionaria, o comportamento em modelos perfeitos e
modelos com imperfei¢Bes fisicas e/ou geométricas. Os métodos numéricos sdo aplicados a

cada um dos sistemas mecanicos.

No Capitulo 5 (p.99) todos os conceitos sdo revistos para um sistema com dois graus de
liberdade (2GL) com e sem imperfeicdo geométrica inicial e a analise numérica se torna
essencial, uma vez que as equacdes de equilibrio se tornam relativamente complexas para

uma solucéo analitica prética.

No Capitulo 6 (p. 123) séo estabelecidas as conclusdes e observagdes relevantes do trabalho.
No Apéndice A (p.127) é explicado sobre matriz de rigidez de um sistema mecéanico e no

Apéndice B (p.132) sdo fornecidos os codigos fontes das analises numéricas.
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2. CONCEITOS E TERMINOLOGIAS

2.1. O FENOMENO DA ESTABILIDADE

O conceito de estabilidade pode ser facilmente visualizado por meio do problema classico da

massa cilindrica repousando em superficies curvas ou retas, ilustrado na Figura 2.1.

Figura 2.1 - Massas cilindricas em equilibrio estatico

Fonte: O autor

As trés massas cilindricas repousam em pontos de inclinacdo nula, motivo pelo qual podem
ser consideradas em equilibrio estatico. Porém, a estabilidade de cada uma ¢ diferente. Se a
massa cilindrica 1 sofre uma pequena perturbacdo, ela volta a sua posicdo de equilibrio
inicial. Diz-se, entdo, que sua posi¢do de equilibrio é estavel. Se a massa cilindrica 2 sofre
uma pequena perturbacdo, ela se afasta da posicdo de equilibrio. Diz-se, entdo, que seu
equilibrio é instavel. Entretanto, qualquer perturbacdo aplicada a massa cilindrica 3, ndo
mudaré sua condicdo de estabilidade, ela estara sempre em equilibrio. Diz-se, entdo, que seu

equilibrio é neutro.

Uma observacdo importante diz respeito a ordem das perturbacdes sofridas pelos sistemas
estruturais sujeitos a perda da estabilidade. Se o cilindro 1 sofrer uma pequena perturbacdo, o
seu equilibrio sera estavel. Porém, se a magnitude da perturbacdo for grande, o cilindro 1
pode ndo voltar mais para sua posicdo original de equilibrio. Essa magnitude, no exemplo
ilustrado na Figura 2.2, esté associada ao valor de y. A energia da perturbacdo foi suficiente
para vencer a altura y.
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Figura 2.2 - Perturbagéo de grande magnitude

Fonte: O autor

Um interessante exemplo real de perda de estabilidade ocorre quando se aplica uma carga em
arco abatido, como ilustrado na Figura 2.3, onde a magnitude da perturbacgéo é importante.

Figura 2.3 - Exemplo de comportamento de arco abatido

(a) (b) (c)

Fonte: O autor

Imaginando-se um comportamento elastico linear, se a magnitude das perturbacées for pequena
(Figura 2.3 (b)), ao retirar-se a carga P, o arco recupera sua forma inicial. Porém, se a magnitude
das perturbacdes for grande, a perda da estabilidade leva-o para a forma invertida ilustrada na
Figura 2.3 (c), ndo retornando para a sua configuragéo inicial, mesmo com a retirada da carga
P. Esse fenbmeno € de mesma natureza daquela ilustrada na Figura 2.2, quando a magnitude

da perturbacéo foi de tal ordem que venceu a barreira de energia para atingir o segundo vale.

Portanto, ao se analisar um dado sistema estrutural, deve-se ndo so verificar se 0 mesmo esta
em equilibrio, mas também deve-se estudar se o equilibrio é estavel, instavel ou neutro. Em
engenharia civil, deve-se projetar as estruturas de tal modo que elas tenham equilibrio estavel.
Com isto garante-se que pequenas perturbaces na configuracdo original de equilibrio ndo
modificardo o comportamento estrutural. Isto é, apds se retirar a causa da perturbagdo, a

estrutura voltara a ter a forma e ocupar a posicao especificada em projeto. Um dos problemas
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enfrentados pelo projetista € que ao se modificar o sistema incrementando-se, por exemplo, as
forcas externas, o equilibrio pode mudar de estavel para instavel. Nesse caso, diz-se que 0
sistema perde a estabilidade, sendo este processo usualmente denominado em lingua
portuguesa flambagem. Ao valor do pardmetro que estd sendo modificado, correspondente ao
ponto de mudanga do equilibrio de estavel para instavel, da-se o nome de valor critico
(GONCALVES, 1994)

Um ilustrativo exemplo de estabilidade (GONCALVES, 1994) é obtido pelo estudo do
equilibrio de uma barra rigida vertical, sem peso, com um apoio de primeiro género em sua
extremidade inferior. A forga vertical F aplicada em seu topo pode ser de tragdo (Figura 2.4)
ou de compressao (Figura 2.5). Para se fazer o estudo da estabilidade € necessario avaliar o
equilibrio em uma configuracédo ligeiramente perturbada (Configuracdo Il nas figuras 2.4 e
2.5), em relagdo a configuracdo vertical original (Configuracdo | nas Figuras 2.4 e 2.5). Na
configuracdo perturbada a forca de tracdo F é restauradora, portanto o equilibrio é estavel. O
momento Fx tende a trazer a barra rigida para a configuracdo vertical original (Figura 2.4,

configuracéo ).

Figura 2.4 - Equilibrio de barra rigida vertical solicitada a trac&o

Configuracao |

Fx " Configuracgo I

Fonte: O autor
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Figura 2.5 - Equilibrio de barra rigida vertical solicitada & compresséo

R

Configuracéo |
Configuracao Il

Fonte: O autor

De outra maneira, quando a forca F de compressdo atua na configuracdo perturbada, o
momento Fx faz com que a barra rigida se afaste cada vez mais da posicdo vertical original,
portanto o equilibrio é instavel (Figura 2.5, configuracdo II). Como a forca F =0 € a

transicdo entre a situacdo estavel e instavel, diz-se que F = 0 é a carga critica.

2.2.  SISTEMAS NAO LINEARES

A perda de estabilidade ¢ um fendbmeno nao linear. Portanto, para se capturar, com rigor, 0
comportamento do sistema sob esse efeito, deve-se usar uma analise ndo linear, embora em
muitos casos seja possivel uma linearizacdo das equagdes que regem o sistema em torno de
uma configuracdo perturbada, para facilitar a analise. Com grandes deslocamentos, a relacdo
carga deslocamento das estruturas ndo sao mais proporcionais devido aos fenémenos

apresentados a seqguir.

2.2.1. Nao Linearidade Fisica (NLF)

A ndo linearidade fisica caracteriza-se por relacfes ndo lineares entre tensdo e deformacéo dos
materiais. A conhecida lei de Hooke ndo é mais obedecida. Por exemplo, ocorrerd nao

linearidade fisica quando as deformacdes ultrapassarem o limite de elasticidade do material.

2.2.2. Nao Linearidade Geométrica (NLG)

Quando os deslocamentos da estrutura introduzem esforgos adicionais (esforgos de segunda

ordem) diz-se que ela esta sujeita a ndo linearidade geométrica. Na analise linear, as estruturas
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estdo sujeitas, relativamente, a pequenos deslocamentos, ao contrario do que ocorre na analise
ndo linear geométrica, quando elas estao sujeitas, relativamente, a grandes deslocamentos. Em
uma analise linear as equacGes de equilibrio sdo estabelecidas na configuracdo indeformada
da estrutura. Essas equacdes geram um sistema de equacOes lineares que sdo resolvidas
diretamente usando-se procedimentos usuais da algebra matricial. A estrutura indeformada é
analisada com as cargas com seus valores finais. Ao contrario, em uma andlise nao linear, as
equacOes de equilibrio sdo estabelecidas na configuracdo deformada da estrutura. Essas
equacdes geram um sistema de equacgdes nao lineares, que s6 podem ser resolvidas usando-se
processos iterativos, como a técnica de Newton-Raphson, por exemplo, para a busca de
equilibrio. As cargas sdo aplicadas paulatinamente até a estrutura atingir um estado limite
Gltimo, em um processo incremental iterativo (BADKE-NETO & FERREIRA, 2016).

2.3.  CAMINHOS DE EQUILIBRIO

Ao se analisar a estabilidade de um sistema estrutural, tem-se um conjunto de parametros de
controle (por exemplo, 0 carregamento externo) e, para se conhecer o comportamento global
do sistema e identificar os possiveis fendmenos de instabilidade, deve-se estudar como as
configuracdes de equilibrio variam a medida que se varia cada parametro de controle. Obtém-
se assim, os chamados caminhos ou trajetérias de equilibrio (curva carga x deslocamento
modelo mostrado na Figura 2.6). Cada ponto no caminho de equilibrio representa uma
configuracdo de equilibrio admissivel para o sistema. Quando o caminho cruza a origem
(posicdo indeslocada) ¢ chamado de caminho fundamental de equilibrio (em estruturas
idealizadas sem imperfei¢Bes). Qualquer caminho que ndo € o fundamental, mas se liga a ele,
é chamado de caminho secundario. Normalmente esse caminho é suave, ou seja, tem uma

tangente continua, com excec¢des apenas em alguns pontos especiais.

Os pontos criticos na trajetoria podem ser de dois tipos: pontos de bifurcacdo e pontos limites
(GONCALVES, 1994) (Figura 2.6). Pontos de bifurcacdo sdo pontos a partir dos quais mais
de uma configuracdo de equilibrio é possivel. Os pontos limites podem ser de carga ou de
deslocamento, correspondendo, respectivamente, a valores de maximos ou minimos relativos
(valores maximos ou minimos locais) de carga e valores maximos ou minimos relativos
(valores maximos ou minimos locais) de deslocamentos na trajetoria de equilibrio. Os pontos
limites de carga estdo associados ao fendbmeno de snap-through, porque, nesses pontos,
quando o controle de carga € utilizado, a rigidez do sistema se torna muito pequena para uma

dada componente de deslocamento e o sistema sofre um grande deslocamento, caracterizado
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por um salto dindmico (Figura 2.6 e Figura 2.7). Os pontos limites de deslocamento estio
associados ao fendmeno de snap-back, porque, nesses pontos, quando o controle de
deslocamento é utilizado, a rigidez do sistema se torna muito grande para uma dada
componente de deslocamento e o sistema sofre uma variacdo instantanea na carga aplicada,

caracterizada também por um salto dindmico (Figura 2.6 e Figura 2.8) (SANTANA, 2015).

O caminho ilustrado na Figura 2.6 é uma trajetoria ndo linear de equilibrio associada a
grandes deslocamento do seu sistema estrutural. O aparecimento de pontos criticos na
resposta carga-deslocamento de um sistema estrutural é frequente quando trata-se de uma
analise ndo linear. Tais pontos ndo sdo capturados facilmente por métodos numéricos

tradicionais sem uma abordagem mais sofisticada.

Figura 2.6 — Exemplo de trajetdria de equilibrio com identificacdo de seus pontos criticos

Carga snap-back

Limite de Carga
B Limite de Deslocamento
® Bifurcacéo

A -
»

Deslocamento

Fonte: O autor
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Figura 2.7 — Exemplo de trajetoria de equilibrio encontrada quando se utiliza controle de carga

Carga

>

Deslocamento

snap-through ‘

Fonte: O autor

- - - - Equilibrio do sistema

Sob controle de carga

Figura 2.8 — Exemplo de trajetdria de equilibrio encontrada quando se utiliza controle de deslocamento

Carga

»
»>

Deslocamento

snap-back

<

Fonte: O autor

Equilibrio do sistema

Sob controle de deslocamento



25

2.4. PRINCIPIO DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL ESTACIONARIA (PEPTE)

A titulo de curiosidade, antes de apresentar o Principio da Energia Potencial Total
Estacionaria, apresentam-se dois teoremas que envolvem conceitos energéticos relacionados a
equilibrio de particulas (MAIA, 1984). O primeiro, conhecido como Teorema de Lagrange,
diz que se particulas estiverem submetidas a forcas conservativas, as suas posi¢fes de
equilibrio serdo aquelas nas quais a sua energia potencial seja estacionaria. O segundo,
conhecido como Teorema de Lagrange-Dirichlet, diz que uma particula livre, ou possuindo
vinculo independente do tempo, estara em equilibrio estavel quando estiver em uma
configuracdo que corresponda a um minimo da energia potencial. Estard em equilibrio
instdvel quando estiver em uma configuracdo que corresponda a um maximo da energia
potencial. Segundo Maia (1984), Dirichlet melhorou e tornou mais rigorosa a demonstracédo
do teorema de Lagrange. Lembra-se que, em matematica, um minimo local ocorre num ponto
onde a derivada de primeira ordem é nula e a proxima derivada ndo nula é positiva. Um
méaximo local ocorre num ponto onde a derivada de primeira ordem é nula e a proxima
derivada ndo nula é negativa. A seguir, apresenta-se o principio da energia potencial total

estacionaria.

Principio da Energia Potencial Total Estacionaria (PEPTE)

Para um sistema estrutural contendo apenas forgas conservativas, no qual
a energia potencial total é uma funcdo continua de seu deslocamento, entre todas
as configuracGes admissiveis de deslocamentos desse sistema, aquela que satisfaz
as equacdes de equilibrio faz a energia potencial total estacionaria, com respeito a
uma pequena variacdo admissivel desses deslocamentos. Se a configuracdo de
equilibrio corresponder uma energia potencial total minima, o equilibrio sera
estavel. Se a configuracdo de equilibrio corresponder uma energia potencial total

maxima, o equilibrio sera instavel.
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3. METODOS NUMERICOS

A partir do proximo capitulo sera encontrada analiticamente a resposta de equilibrio exata de
diversos sistemas mecanicos com 1GL por meio do PEPTE enunciado no capitulo anterior.
Isso sb sera possivel. Porque se tratam de sistemas mecanicos extremamente simples, usados
de forma didatica para iniciar ao leitor a aplicacdo e aos conceitos que foram expostos no
Capitulo 2. Em geral, sistemas que consistem em mais de duas componentes dimensionais,
como placas, membranas, sélidos e cascas, sdo complicados de modo que raramente existe
solucdo exata aplicavel para as equacdes diferenciais (MCGUIRE et al., 2000). A abordagem
para tais estruturas s poderda ser feita por métodos numéricos. Neste capitulo serdo
demonstrados alguns dos principais métodos numéricos utilizados para encontrar a solucéo de

equilibrio de estruturas.

Enunciando o problema

Do sistema mecéanico pressupde-se que é conhecido:

)] 0 vetor de equacgdes estaticas do sistema g,dado por:

g(u) = Fint(u) — Fext (31)

Onde u é o deslocamento do sistema,F;,:(u) é a forca interna do sistema e F.,, € a forca
externa. Considerando que a forca externa se mantém constante durante a analise em termos
de direcdo (forca conservativa), pode-se escrever F.; = q, apenas para simplificar o sistema
de equacdes. Agora introduz-se o escalar A, chamado de parametro de carga, para controlar o

acréscimo ou decréscimo de carga durante a analise. De forma que, reescrevendo (3.1), tem-

se:
g(u,1) = Fipe(w) — 1 q (3.2)
i) uma solugdo inicial de equilibrio (ug, A¢) €:
g(ug, o) = Fine(ug) =2 q =0 (3.3)

O objetivo do método numérico é encontrar a trajetdria de equilibrio do sistema. Pelo PEPTE,
sabe-se que a estrutura estara em equilibrio quando a equacéo estatica for nula, entdo objetiva-

se encontrar uma sequéncia de pontos (u, 1), tal que:

gu,) =0 (34)
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3.1. O METODO DE NEWTON-RAPHSON

Métodos aproximados ja eram conhecidos desde a antiguidade, como, por exemplo, 0 método
babilénico para aproximar raizes quadradas. O método de Newton-Raphson faz uso do

Calculo Diferencial para encontrar raizes ou “zeros” de uma equagao arbitraria:

f(x)=0

O método de Newton-Raphson pode ser deduzido por meio de interpretagdo geométrica
(Chapra & Canale, 1985), como ilustrado na Figura 3.1. Seja r a raiz (ou “zero”) de f(x), isto
é, f(r) = 0. Seja x; um nimero proximo de r (que pode ser obtido observando o grafico de

f(x)). A reta tangente ao grafico de f(x) em [xy; f(x;)], intercepta o eixo x em x.

Figura 3.1 - llustracéo grafica do método de Newton-Raphson

Ya

f(x1)

f(x2)
/r X3 X2 ),(\1 >X

Fonte: O autor

Do grafico acima percebe-se que x, se aproximou do ponto r. Facilmente se determina que:

f(x1)

x2=x1——

f'(x1)

assumindo-se que f'(x;) # 0. Caso x, ndo esteja tdo proximo de r, pode-se fazer outra

tentativa por meio de equagao similar:

O fw)
BTN TGy

) r. — N . . .
ue tende a se aproximar de r, assumindo-se que f'(x,) # 0. Genericamente a expressao

anterior pode assumir a forma:
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 fGw)

Xn+1 = Xn f’(xn) (35)

assumindo-se que f'(x,) # 0.
Esse processo ira gerar uma sequéncia de numeros x,, que se aproximara de r.

O método de Newton-Raphson ¢é aplicado ao problema fisico na teoria da estabilidade da

forma que se segue.

3.1.1. Solucgéo Incremental Iterativa — Controle de carga

De modo geral os métodos vao partir da solucéo inicial de equilibrio dada em (3.3), e buscar
uma proxima solucdo(u,, 4;) que torne a equacdo estatica nula, dentro de certa tolerancia.
Duas fases podem ser identificadas para a obtencdo desta solugcdo. A primeira delas,
denominada fase predita, quando empregado a estratégia do controle de carga, envolve a
obtencdo dos deslocamentos incrementais a partir de um determinado acréscimo de
carregamento. A segunda fase, denominada corretiva, tem por objetivo a corre¢do das forgas
generalizadas internas incrementais obtidas dos acréscimos de deslocamentos generalizados
pela utilizagdo de um processo iterativo. Tais forgas generalizadas internas sédo entéo
comparadas com 0 carregamento externo, obtendo-se a quantificacdo do desequilibrio
existente entre forcas generalizadas internas e externas. O processo corretivo é refeito até que,
por intermédio de um critério de convergéncia, a estrutura esteja em equilibrio, ou seja, até
que (3.4) seja atendida (MAXIMIANO, 2012)

3.1.1.1. Fase Predita (Au)

A partir da solucdo inicial em (3.3), aplica-se um incremento de carga AA. Para que a equacao
de equilibrio seja atendida novamente corrige-se o deslocamento com o incremento Au,.

Assim a equacao estatica assume a seguinte forma:

g(ug + Au, Ay + AN) = Fipe(ug + Aw) — (Mg + A1) q (3.6)
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Figura 3.2 - Representacdo grafica da solucdo predita
A A [KT]uo

Solugdo Exata

Fonte: O autor

Aproximando F;,;(u, + Au) pela série de Taylor ao redor de u,, tem-se:

OF (1)
Fine o + 00) = Fing(tg) + | 522 s 3.7)
u ly,
ou ainda:
Fini(ug + Au) = Fip(uo) + [Kr]ydu (3.8)

Onde [Kt] = [0F(u)/du] é o Jacobiano da matriz do sistema de equagdes, trata-se da matriz

de rigidez.
Agora combinando as equagdes (3.8) e (3.6):

g(ug + Au, Ay + A1) = Fine(ug) + [Krlyydu— (Ao + 42) q (3.9
Desenvolvendo a equacéo anterior e reorganizando:

g(ug + Au, Ag + AA) = Fine(ug) — A0q + [Kply,du— A1 q (3.10)

Substituindo a soluc¢éo inicial de equilibrio, expressa na Equacdo (3.3), na equacdo anterior,

tem-se:
g(ug + 4Au, Ay + A1) = [Kr]y,du— A q (3.11)
Resolvendo esse sistema em Au para o estado de equilibrio, definido na equacao (3.4):

Au = [Krl a2 q (3.12)
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A solucéo encontrada em (3.12) pode ser geometricamente visualizada na Figura 3.2, no qual,
para um dado incremento de carga AA a equacao fornece uma correcdo de deslocamento Au
inversamente proporcional a matriz de rigidez tangente Kt. Uma solucdo aproximada do
caminho de equilibrio do sistema pode ser encontrado utilizando uma sequéncia de pontos

obtidos por este método, mas o erro para cada iteracdo é cumulativo (Figura 3.3).

Figura 3.3 — Aproximacéo da fungdo com trés passos de cargas utilizando apenas a solugéo predita

) A
Solugéo Aproximada
I S X N
A : Solucéo Exata
TN A E
Al2 : i
Al o
TR I
>
Aur Auz  Aus
Fonte: O autor
3.1.1.2. Fase Corretiva (éu)

Apesar de ter-se arbitrado a correcdo do deslocamento Au de modo que equilibre a equacéo
estatica, a aproximacao por Taylor impede que seja alcangado o equilibrio de imediato. Enté&o,
prossegue-se com uma segunda etapa na correcdo do deslocamento, chamada de fase
corretiva, na qual em cada iteracdo sera aplicada uma correcdo Su até que a equacao estatica

esteja equilibrada dentro de uma determinada tolerancia.

Assim a equacdo estatica assume a forma:

gug + Au+ 8u, Ay + A1) = Fip(ug + Au + 5u) — (Ag + 42) q (3.13)
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Figura 3.4 — Representacdo grafica da solucdo Corretiva

P [KT]uo [KT] uo + Au
A mpmm e

AL
Ao --L---1 i
IR

i — >

! L u

Uo UotAu Ui

Fonte: O autor

Aproximando F;,;(uy + Au + Su) pela série de Taylor ao redor de u, + Au, tem-se:

J0F (u
Fine(ug + Au + Su) = Fijp(uy + 4u) + [ ( )] ou (3.14)
ou ug+Aau
Ou ainda:
Fine(ug + Au + 6u) = Fipe(ug + Au) + [Krlyysau OU (3.15)

Agora combinando as equacdes (3.15) e (3.13):
gy + Au+ du, Ag + A1) = Fine(ug + Au) + [Kplyy4u 6u — (A9 +42) @ (3.16)
Desenvolvendo-se a equacdo anterior e reorganizando:
gy + Au+ 8u, Ay + 42) = Fipe(ug + Au) — (A9 + A0 q + [Krlyyrau Su  (3.17)
Substituindo-se a solugdo incremental, expressa na Equacao (3.6), em (3.17):
g(uy + Au + Su, Ay + A1) = g(uy + Au, A9 + A1) + [Krly, + mdu (3.18)

Resolvendo esse sistema em Su para o estado de equilibrio (Equacdo (3.4)), obtém-se a

correcédo para o deslocamento:
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Su = —[Krlyk ay 9(uo + Au, 2o + A2) (3.19)

Se I1(u) é a energia potencial total, entdo suas derivadas de primeira e segunda ordem sao
'(u) = g(u) e I1"(u) = [Kr]y,+au respectivamente. Se o subindice n denota a iteragéo atual
e n— 1 a anterior, entdo o deslocamento serd atualizado conforme u, = u,_1 + 6u . Logo
pode-se escrever a equacgdo para a correcdo do deslocamento na forma similar a da Equacgéo
(3.5) da aplicagdo do método para um problema matematico genérico:

' (u)
1"(u)

‘u_n = un—l —_ (320)

A solucdo encontrada em (3.19) pode ser geometricamente visualizada na Figura 3.4, no qual,
para uma dada solucéo predita (Au, A1) a equacdo fornece uma correcdo de deslocamento du
inversamente proporcional a matriz de rigidez tangente Ky do sistema neste ponto, que
aproxima a solucdo do caminho de equilibrio exato. Cada vez que este processo é repetido a
diferenca entre a solu¢do numeérica e a solucdo exata se torna menor. De forma geral, repete-
se até que a equacdo de equilibrio estatico esteja obedecida dentro de uma certa tolerdncia
(Figura 3.5). Entdo, finaliza-se a etapa corretiva de Newton-Raphson e incia-se 0 proximo
incremento de carga. A Figura 3.6 resume graficamente a estratégia final do método
numérico, intercalando as etapas de solucdo incremental tangente e do ciclo iterativo de

correcao.

Figura 3.5 — Fases predita e corretiva para um passo de carga

A A

Predita Corretiva
—

AA

>
. u

AU dun ;Sazm

Fonte: O autor
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Figura 3.6 — Fases predita e corretiva para 3 passos de carga

A A

Y

et

- K-

AU1I AuU2 | AUz

Fonte: O autor

O método pode ser implementado com o acréscimo do pardmetro de carga constante

(AA; = AA, = AAz = --+) ou automatico. Neste ultimo, a magnitude do incremento de carga
para cada iteracdo considera o grau de ndo linearidade da funcdo na regido, sendo

inversamente proporcional a este.

A equacdo a seguir sera usada para implementar o acréscimo automatico do parametro de

carga:

Ipq

2
AL = Mg (1—‘1) (3.22)

Onde 1; é o nimero desejado de iteracGes para que se alcance o equilibrio em um passo de
carga, I,q€ 0 nimero de iteracGes que foram necessarias para o passo de carga anterior

convergir e A,, € 0 acréscimo do passo de carga anterior.

A tabela Tabela 3.1 resume 0 método numerico apresentado nesta secéo.
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Tabela 3.1 — Estratégia de solugdo por Newton-Raphson

1. Configurac@es iniciais

2. Ciclo Incremental Iterativo (Loop Externo)

1

Incrementa carga AA = AA (Il—d)z

pa

Atualiza a matriz de rigidez Ky
Solucéo predita Au = [Kr];! -Alq
Atualiza o deslocamento u = u + Au,
3. Ciclo Iterativo de Newton-Raphson (Loop Interno)
Verifica a convergéncia: g(u, 1) <tolerancia
Se SIM,
Atribui 0 ponto (u, A)a uma matriz resposta
Retorna ao item 2
Se NAO,
Atualiza a matriz de rigidez K (apenas na estratégia padrao)
Solugéo corretiva u = —[Krl, 14, 8(1o + Au, 4 + A2)
Atualiza deslocamento u = u + Su

Retorna ao item 3

3.1.2. Formas Padrao e Modificada

O método de Newton-Raphson pode ser implementado na sua forma padrdo ou modificada.
Na forma padrdo, a 2% derivada (matriz de rigidez para sistemas de mdltiplos graus de
liberdade) e atualizada a cada ciclo iterativo (loop interno), sendo interpretada
geometricamente pela tangente a curva (Figura 3.7). Na forma modificada, sua atualizacdo
ndo € realizada no ciclo iterativo, apenas na atualizacdo da carga (loop externo), como
ilustrado na Figura 3.8. Comparando a forma modificada com a padrdo, observa-se que a

forma padrdo converge mais rapido (requer menos iteragdes para mesma precisao), porém
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necessita de um maior esfor¢co computacional por iteracdo (pois recalcula a inclinacdo em

cada iteracdo).

A Tabela 3.1 mostra a estratégia de solu¢do baseada no método de Newton-Raphson padrao.
Para altera-la para o método de Newton-Raphson modificado deve-se eliminar a linha

correspondente a atualizacao da 22. derivada do loop interno.

Figura 3.7 - Método de Newton-Raphson padrao

Carga ) Ciclo Iterativo +
AF )
Ciclo
Iterativa
AF
Deslocamento

Fonte: O autor

Figura 3.8 - Método de Newton-Raphson modificado

Carga J Ciclo Iterativo X
[~ i

AF Ciclo

Iterativo

< e

Deslocamento

>

Fonte: O autor
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3.1.3. Limitagdes do Método

Como visto no capitulo anterior, a trajetéria de equilibrio é uma funcéo formada por pares de
carga generalizada e deslocamento generalizado que fazem a energia potencial total
estacionaria. O aparecimento de pontos criticos na funcdo resposta carga-deslocamento de um
sistema estrutural é frequente quando se trata de uma andlise ndo linear. De acordo com Owen
e Hinton (1980), de forma geral, todos os métodos de solu¢do que se baseiam no metodo de
Newton-Raphson ndo podem capturar pontos limites e pontos de bifurcacdo, uma vez que a
matriz de rigidez se torna singular nesses pontos. Quando um algoritmo baseado no método
do controle de carga é utilizado em um sistema que apresenta ponto limite de carga, ele ndo
sera capaz de capturar toda a trajetoria de equilibrio do sistema (Figura 2.7), assim como um
algoritmo baseado no método do controle de deslocamento tera limitacGes para encontrar a

trajetdria de equilibrio em um sistema que possui ponto limite de deslocamento (Figura 2.8).

O Método da restricdo do comprimento de arco (Riks, 1979) é capaz de capturar tais pontos e
tracar o caminho de equilibrio. Sua estratégia consiste em introduzir um parametro especial, 0
comprimento do arco da trajetoria a ser computada, que controla o progresso dos calculos ao

longo da trajetdria de equilibrio. A deducéo do método é dada na secédo a seguir.

3.2. O METODO DO COMPRIMENTO DE ARCO

Em um sistema néo linear com deslocamento u, em geral, deseja-se resolver:
Fint(w) — Fexe = 0 (3.22)
De forma a simplificar o sistema de equagdes, escreve-se a forga externa como:
Fext =149 (3.23)

onde, A é o parametro usado para modificar o médulo da forca externa e q € usado para

determinar sua direcdo, a equacéo de equilibrio pode ser reescrita na forma:
Fine(u)—1q=0 (3.24)

Admitindo-se que se conhece 0 ponto (ug, A,) que satisfaz a equacdo de equilibrio e,

portanto, pertence a trajetéria de equilibrio que objetiva-se encontrar:

g, Ay) = Fine(up) —29q =0 (3.25)
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A ideia inicial do comprimento de arco consiste, a partir da solucdo inicial de equilibrio
(Equagéo (3.25), no incremento simultaneo do pardmetro de carga (AA) e deslocamento (Au),

restringidos por um determinado comprimento de arco (Al) (Figura 3.9). Assim, tem-se:

g, ") = Fi(ug + Au) — (Ag + A)q (3.26)

Figura 3.9 — Representacdo grafica da solucao inicial tangente (solucdo incremental predita) no
método do Comprimento de Arco

A A
Mg
Solugéo Exata
AM
Equagéo de Restricdo

Aol

Au

| | >

uo u1 u

Fonte: O autor

Entretanto, apds esse incremento, o residuo g(u’,A') ndo necessariamente sera nulo. Com 0
objetivo de alcancar novamente o equilibrio, incrementa-se a corre¢cdo 61 no pardmetro de

carga e a corre¢do du no parametro de deslocamento (Figura 3.10):

g’ ") = Fip(ug + Au+ 6u) — (g + 41+ 61)q =0 (3.27)
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Figura 3.10 — Representacéo grafica da solucdo corretiva (solucéo iterativa) no método do
Comprimento de Arco
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Fonte: O autor

O processo corretivo pode ser refeito até que se obtenha uma solucdo suficientemente

proxima a solucédo exata (Figura 3.11).

Figura 3.11 — llustracdo grafica de um ciclo iterativo no método do Comprimento de Arco (solucéo
predita e solucbes corretivas)

P Equacéao de Restricao

Solugéo Exata

Ahn

AUn

N
rd

Fonte: O autor

Agora, expandindo a equacao anterior pela série de Taylor e mantendo apenas os termos

lineares, tem-se a aproximacao:
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F int

ou ]uo +A4u

0
Fine(uo + Au) + [ Su— (Ao +41+61)q=0 (3.28)

Reorganizando a Equacao (3.28) e escrevendo a matriz Jacobiana dF;,;/du como Kr:
Fine(uo + Au) — (A + 42) q + [ Krlug+au U — 6194 = 0 (3.29)
Substituindo (3.26) em (3.29) e reorganizando:
[Krlug+au 6u — 61 q =—g', 1) (3.30)

As variaveis do sistema sdo du e 4. Entdo, se u possui N dimensdes, o sistema possui N + 1
variaveis (N variaveis éu e 1 varidvel 61). O sistema de equagdes (3.30) fornece N equacgoes.

A equagéo suplementar vem da equagdo do comprimento de arco:

(Au + sw)T (Au + 6u) + P2(41 + 61)%(qT q) = Al? (3.31)

A equacdo do comprimento de arco pode ser geometricamente interpretada como uma hiper-
elipse no espaco multidimensional carga-deslocamento. O valores de iy e Al podem ser
arbitrarios. Eles determinam qual sera o hiper-raio e 0s pontos de convergéncia serdo
buscados na intersecdo do caminho de equilibrio com a hiper-elipse. Quando ¥ =1, o
método é chamado de Método do Comprimento de Arco Esférico, porque a Equacdo do

Comprimento de Arco sugere que 0s pontos (Au, A1) pertecem a um circulo de raio Al.

Assim, o sistema a ser resolvido, para a obtengdo das varidveis du e 84, pode ser escrito na

forma:

[KT]ug+au —-q ] {5u} _ {Fint(uo + 4u) — (Ap + 41 CI} (3.32)

20uT 29242 (qT q)] LA T Al — auTau— 9P A2%(q7 q)

Crisfield (1983) propds uma formulacgéo alternativa, que pode ser implementada facilmente,

conforme apresenta-se a segulir:
Reescreve-se a Equacao (3.30) na forma:
Su = [ Krlylial—g@’,2) + 62 q] (3.33)
Ou ainda:
du = dugy + 64 duy (3.34)

onde,
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Sug =—Kr g, 1) (3.35)

Su, = Kr'q (3.36)
Substituindo (3.36) em (3.31) chega-se a uma simples equacao quadratica em 6A:

abA+bSA+c=0 (3.37)
onde os coeficientes sdo dados por:
a = 6u, su, +y*(q"q)
b=2(du+ 6ug)T5uq + 2924A(q" q)

c=(du+ Sug)T(Au + 8uy) + Y2422(q" q) — Al?

Uma vez que 814 € conhecido, pode ser substituido em (3.34) para atualizar a correcdo do
deslocamento e completar a iteracdo. Com esta formulagcdo em particular, a cada iteracéo, o
programa deve encontrar u, e dug para resolver a equagdo quadratica e atualizar os
incrementos Au e AA, verificando a convergéncia, até que um valor dentro da tolerancia seja

alcancado e completar o passo incremental.

Um desafio no método é selecionar, entre as duas solucGes da equacdo quadratica, aquela que traca o
caminho de equilibrio na direcdo desejada. Vasios (2015) prop6s um método para a escolha da raiz
desejada. Escolhe-se 0 84 que corresponda ao maior valor da projecdo (produto interno) entre o vetor
de correcdo de ambos os deslocamentos du; e du, (correspondentes as duas solucbes, 64, e 61,, da
equacdo quadratica), ou seja, (Au + Suy, AA + 81;) e (Au + Suy, AX + 6A,) respectivamente
(vetores vy e v, na Figura 3.13), com o vetor de correcdo anterior (Au, AX) (vetor w na Figura 3.12).

Os produtos internos desses vetores podem ser vistos na Figura 3.14. Matematicamente:

DOT; = (Au + Suy, AA + 61;)(Au, A1) i=12.. (3.38)

ou ainda:
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Figura 3.12 — Representacdo geométrica do vetor w = (Au,AA) (obtido a partir da solucdo

incremental)
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Fonte: O autor

Figura 3.13 — Representacdo geomeétrica dos vetores v; = (Au + duy, A1+ 64,) e v, = (Au +
duy, A1 + 62,) (obtidos a partir da solucéo iterativa)
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du2 Bus u

Fonte: O autor
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Figura 3.14 — Representacéo grafica das projecoes DOT; e DOT, utilizadas para a escolha da raiz
desejada de 61

Fonte: O autor

Para 0 comecgo do ciclo iterativo ndo é possivel determinar a solugdo adequada usando o
método anterior, pois ambos produtos internos serdo nulos. Uma possivel maneira de
contornar o problema é escolher a solugdo que possui 0 mesmo sinal do incremento do
pardmetro de carga do sinal do determinante da matriz de rigidez. A Tabela 3.2 a seguir
resume as estratégias apresentadas nesta se¢ao.

Tabela 3.2 — Estratégia de solucéo pelo método do Comprimento de Arco

1. Configurag0es iniciais

2. Ciclo Incremental Iterativo (Loop Externo)

DefineAu=0eA1 =0

Solucdo predita (Au, AZ):
Correcdo do parametro de carga (resolve: a AA? + b AA + ¢ = 0)
Parcela de correcdo do residuo Aug = —Ky 'g(u, 1)

Parcela de correcao da forga fixa Aug = K 1q

Corregdo do parametro de deslocamento Au = Aug + A7 Aug

Entre as solugdes (Au;,AA;) comi=1,2 escolhe-se a solugdo i tal que:
Sinal [AA;] = Sinal [det[K]]
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Atualiza-se os parametros:u = u+Aueld =1+ A1
3. Ciclo Iterativo de Newton-Raphson (Loop Interno)
Verifica a convergéncia: g(u, 1) <tolerancia
Se SIM,
Atribui o ponto (u, 1)a uma matriz resposta
Retorna ao item 2
Se NAO,
Solucdo corretiva (6u, 61):
Correcdo do parametro de carga (resolve: a 4% + b 81 + ¢ = 0)
Correcéo do residuo du, = —Ky~'g(u, 1)

Correcdo da forga fixa Suy = K 1q

Corregao do parametro de deslocamento Au = Aug + AA Aug

Entre as solucdes (6u;, 64;) comi = 1,2 escolhe-se a com menor DOT; (produto

interno com a solucéo anterior)
Atualiza-se os parametros: u = u+ Au+dueld =1+ A1+ 62

Retorna ao item 3
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4. SISTEMAS MECANICOS COM UM GRAU DE LIBERDADE

Neste capitulo sdo apresentados sistemas mecanicos com um grau de liberdade (1GL) com o
intuito de continuar com a apresentacdo de conceitos basicos da estabilidade (comportamento
geometricamente e fisicamente ndo linear). Todos os sistemas abordados neste trabalho séo

compostos de barra rigida, sem peso, associada a molas rotacionais ou lineares.
4.1.  SISTEMA MECANICO COM BIFURCACAO SIMETRICA ESTAVEL
4.1.1. Solucdo Analitica

4.1.1.1. Anélise N&o Linear sem Aproximacdes

Seja o sistema composto de uma barra vertical, sem peso, de comprimento L, com uma carga
livre e vertical F aplicada em sua extremidade superior e com extremidade inferior rotulada,

porém com uma mola acoplada de rigidez rotacional k, como ilustrado na Figura 4.1.

Figura 4.1 - Sistema mecanico composto por barra rigida sem peso e mola circular

Fonte: O autor

Se a barra estiver na vertical, o sistema estar4 em equilibrio, independentemente do valor da
carga F, sendo equilibrada pela reagdo R, com R = F. Entretanto, nessa situagdo, a mola
estard livre de tensbes. Para se estudar a estabilidade é necessario analisar esse sistema
submetido a pequena perturbacéo e utilizar o PEPTE. Percebe-se que a aplicacdo de pequena
perturbacdo € um procedimento que sempre ira acompanhar uma analise de estabilidade.

Somente com a aplicacdo de uma pequena perturbagéo se consegue estabelecer as equacdes
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que regem o problema e obter informagcbes mais precisas da analise, pois se trata de

comportamento nao linear.

A energia potencial elastica da mola (U) é dada por:
y ke (4.)

O potencial da carga externa (V) € dado por:

V =—Fy (4.2)

onde y € o deslocamento vertical da extremidade da barra perturbada. O deslocamento y é
funcdo do angulo ¢ e é dado por L — Lcos ¢ ou —L(cos ¢ — 1). Assim, o potencial da carga

externa sera:
V =FL(cosp —1) (4.3)

A energia potencial total do sistema (IT) é dada pela soma da energia potencial elastica da

mola e do potencial da carga externa F. Assim, tem-se que:

n=U+V (4.4)

Pode-se observar que a energia potencial elastica (U) € positiva, pois € a energia acumulada
internamente pelo sistema mecéanico sob carga, ou seja, € a energia de deformagdo. O
potencial da carga (I/) é negativo, pois é o trabalho que seria realizado pela carga externa caso
o0 sistema mecanico fosse movido de sua configuragdo com carga, com seu valor final, para a
sua configuragdo inicial, na posigdo vertical, considerada a posicdo de referéncia
(Timoshenko & Gere, 1984)

Substituindo as Equacgfes (4.1) e (4.3) na Equacdo (4.4) chega-se a energia potencial total:

k 2
1= % + FL(cosp — 1) (4.5)

E sua derivada é:

dll
% = ko —FLseng (4.6)

Como se pode ver, a energia potencial total (IT) depende do deslocamento angular ¢. Pelo

Principio da Energia Potencial Total Estacionaria (PEPTE), quando o sistema estiver em
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situacdo de equilibrio (estavel, instavel ou neutro), a sua energia potencial total terd valor

extremo relativo (maximo ou minimo).

Nessa condicdo tem-se:

Z—Z ~0 (4.7)
ou:
ko —FLsengp =0 (4.8)
que fornece duas solucdes:
I p=0 (4.9)

Que corresponde a barra vertical (posicdo original de equilibrio). Essa solucdo € chamada de
solucdo fundamental de equilibrio, sendo seu grafico nas coordenadas FL/k X ¢ chamado de
caminho fundamental ou primério (Figura 4.2).

ko (4.10)
Lsen ¢

ii. F =
Que corresponde a condicdo de equilibrio na posicdo de equilibrio perturbada (barra
inclinada). Essa solugdo é chamada de solugao pos-critica, sendo seu grafico nas coordenadas
FL/k X ¢, chamado de caminho secundario de equilibrio ou caminho pés-critico (Figura
4.2). Observa-se que a Equacdo (4.10) ¢ uma funcdo nédo linear de ¢, oriundo do fato do

problema ser inerentemente ndo linear devido a geometria do sistema. Em virtude disso, diz-

se que ocorreu ndo linearidade geométrica.

A Equacdo (4.10) pode também ser facilmente deduzida pelo critério estatico de equilibrio,
visto que 0 momento que a forca F aplica na barra vale FL sen ¢ e 0 esfor¢o na mola vale k¢,

consequentemente a equacdo de equilibrio sera k¢ = FL sen ¢.

Percebe-se na Figura 4.2 que o caminho fundamental e 0 caminho pos-critico se cruzam em
FL/k =1 (ou F = k/L). Esse ponto € chamado de ponto de bifurcacdo e a carga neste ponto

é chamada de carga de bifurcacédo ou carga critica (F,,. = k/L).

Para saber se as duas solucGes da Equacdo (4.8) representam sistema estavel ou instavel, sera
necessario verificar o sinal da segunda derivada da fungéo IT = I1(¢). Essa segunda derivada

vale:



Tabela 4.1 - Estudo da Estabilidade

d2

11
d—(p2=k—FLcosqo
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(4.11)

3 Solucgéo
Solucdo @ =0
__ko
- Lseng
d?1 d?1
d_prZk_FL d—(pzzk(l—q)cotg<p)
2
k—FL>00u F<k/L | k—FL<0ou F>k/L Para|<p|<n,3—£20

Equilibrio estavel

Caminho fundamental

Equilibrio instavel

Caminho fundamental

Equilibrio estavel

Caminho pos-critico

Do estudo da estabilidade desse sistema mecanico conclui-se que se a carga € menor do que a

carga critica (F < F.,, onde F,,. = k/L), o sistema € estavel (barra na posicao vertical, ou ¢

=0, caminho fundamental, linha vertical cheia na Figura 4.2), caso contrario o caminho

fundamental serd instavel (barra na vertical, ou ¢ = 0, linha vertical tracejada na Figura 4.2).

Nesse caso, F > k/L, a energia potencial total assume um valor méximo local e qualquer

perturbacdo na barra vertical a levara a posicdo inclinada, a procura de situacdo estavel,

situando-se no caminho pds-critico, que € estavel para |@| < m. Esses resultados estdo

descritos na Tabela 4.1.
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Figura 4.2 - Gréfico com comportamento e solugdo do sistema da Figura 4.1

FL,
Caminho k Caminho
Secundario Secundario
5
4
3 Estavel
2 .
— — — |nstavel
Caminho 1
Fundamental —_ Ponto de bifurcagao
> rad
-7 —m/2 0 /2 P (rad)

Fonte: O autor

Resta estudar a estabilidade no ponto de bifurcacdo quando F = k/L. Nesse caso ¢ =0 e a
Equacdo (4.11) resulta igual a zero. Avaliando-se as derivadas superiores descobre-se que a
derivada terceira de IT é zero, em ¢ = 0, e a derivada quarta € positiva e vale FL, em ¢ = 0.

Logo, no ponto de bifurcacéo o sistema seré estavel.

A energia potencial total apresentada pela Equacgéo (4.5) pode ser expressa da seguinte forma:

2
n=k % —x(1 —cos @) (4.12)

onde y = FL/kou y = F/F,., pois F.. = k/L. A seguir se apresentam os graficos de IT x ¢
para o sistema barra mola em estudo, com k = 30 kN e L = 6 m para diversos valores de F
(Figura 4.3 a Figura 4.9).
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Figura 4.3 - Gréfico da energia potencial para 1 kN de for¢a aplicada

F=1kN

l !

@ ¢

Fonte: O autor

Quando a carga F (F = 1KkN) é muito menor do que F.. (F, =5KkN), a curva tem
concavidade positiva, com grande curvatura (Figura 4.3), em ¢ = 0. Isso indica carga F com

valor distante da carga critica. Poder-se-ia afirmar que hd um equilibrio fortemente estavel.

Figura 4.4 - Gréfico da energia potencial para 3 kN de forga aplicada

F=3kN

l

I1

@ ¢

Fonte: O autor

Quando a carga F (F = 3kN) é menor do que F.. (F,- = 5KkN), a curva tem concavidade
positiva, mas com curvatura moderada (Figura 4.4), em ¢ = 0. Isso indica carga F com valor

mais préximo da carga critica. Poder-se-ia afirmar que had um equilibrio moderadamente
estavel.
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Figura 4.5 - Gréfico da energia potencial para 5 kN de forca aplicada

F=5kN

l N

@ ¢

Fonte: O autor

Quando a carga F (F = 5kN) se iguala a carga critica F,, (F,, = 5kN), a curva de IT em
¢ = 0 tem concavidade positiva, porém com curvatura proxima de zero (Figura 4.5). Poder-
se-ia afirmar que ha um equilibrio no limiar da estabilidade. E interessante chamar atenco,
que, nas proximidades de ¢ = 0, pode-se admitir que Il ndo sofre variacdo (a energia

potencial total € estacionaria).

Figura 4.6 - Grafico da energia potencial para 7 kN de forca aplicada

F=7kN

l A

(E—‘) N~_—— [ ——~ ¢

Fonte: O autor

Quando a carga F (F = 7 kN) é um pouco maior do que F.. (F.- = 5KkN), a curva II, em
@ = 0, tem concavidade negativa, indicando equilibrio instavel (Figura 4.6). Porém, percebe-

se que aparecem, proximos de ¢ = 0, dois trechos do grafico de IT com concavidades
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positivas, podendo ser interpretado como a existéncia de equilibrio estavel, em duas posicGes
fora do caminho fundamental, conforme ¢ seja positivo ou negativo. Os trés pontos extremos
locais de IT nas proximidades de ¢ = 0 indicam posi¢Ges de equilibrio. Em ¢ =0 ele é

instavel e em ¢ + 0 eles sdo estaveis.

Figura 4.7- Gréfico da energia potencial para 9 kN de forca aplicada

F=9kN

l |

@ \\/ \//“"

Fonte: O autor

Quando a carga F (F = 9 kN) é consideravelmente maior do que F,,. (F.,, = 5kN), a curva
I1, em ¢ = 0, tem forte concavidade negativa, indicando equilibrio instavel (Figura 4.7).
Nesse caso também aparecem, mais distantes de ¢ = 0, dois trechos do grafico de IT com
concavidades positivas. Também indiciando a presenca de equilibrio estavel em duas posic¢des

(¢ # 0). A curva II possui trés pontos com alta curvatura.

A sequir, faz-se uma representacao qualitativa da variacdo da energia potencial total IT (Figura
4.8) no gréfico carga x deslocamento angular (F X ¢), fazendo-se analogia com o conceito de

estabilidade da massa cilindrica repousando em superficies curvas.
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Figura 4.8 - Variagdo da energia potencial total e analogia com a massa esférica

F(kN)

I1 (F=9kN)
I1 (F=7kN)

N
IT (F=5kN)
IT (F=3kN) e
N

T[I(F=1kN)

¢ (rad)

Fonte: O autor

Notar os extremos relativos (locais) apresentados no grafico. Nas proximidades dos
equilibrios estaveis, a variacdo da energia potencial total IT é positiva. Nas proximidades dos
equilibrios instaveis, a variacdo da energia potencial total IT é negativa. A variacdo da energia

potencial total esta destacada pela area cinza do gréafico.

A Figura 4.9 apresenta o caminho pds-critico de pilares (engastado-livre) e a Figura 4.10
apresenta o caminho pdés-critico de placas (apoios rotulados). A Figura 4.9 (b) mostra que
para o nivel de tensdo pouco acima da tensdo critica, ocorre grande deslocamento lateral do
topo do pilar, podendo levar o material ao escoamento ou a ruptura, traduzindo-se em pouca
reserva de resisténcia. Ndo apresentando um comportamento pos-critico significativo. A

curva o X § possui curvatura proxima de zero.

A Figura 4.10 (b) mostra que para um nivel de tensdo pouco acima da tensdo critica, ha
deslocamento relativamente moderado do ponto central da placa em relacdo a sua
configuracdo inicial livre de tensdes, permitindo que o material possa suportar esse nivel de
tensdo sem atingir o escoamento ou a ruptura. Diz-se que apresenta um comportamento pos-

critico apreciavel. Ha reserva de resisténcia. A curva o X 6 possui elevada curvatura.
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Figura 4.9 — Pilar submetido a uma carga de compressao F e caminho secundario de equilibrio

I :

: s \L 4+ G=FA

: O

: | .3
(@) (b)

Fonte: O autor

Figura 4.10 — Placa submetida a tensdo de compressdo critica e caminho secundério de equilibrio

o + o
" Ocr
(a) (b)

Fonte: O autor

A formulacdo da ABNT NBR 14762:2010 para perfil formado a frio (PFF) leva em
consideracdo o uso do comportamento pos-critico de placas, que compdem o perfil de aco
(Figura 4.11), para o célculo da capacidade resistente do pilar.
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Figura 4.11 — Comportamento pés-critico de PFF

Fonte: O autor

4.1.1.2. Anélise N&o Linear com Aproximacoes

A anélise na secdo anterior foi feita de maneira exata, sem aproximacdes. Agora Sserdo
mostrados o0s efeitos na solugdo quando se utiliza aproximag0es. Para isso faz-se a expansao
em série de Taylor do cosseno, nas proximidades de ¢ =0, como a seguir:

p* ot 9® 9 (4.13)

cos¢=1—i+z—a+§—

Adotando-se somente os dois primeiros termos e substituindo-se na equacdo da energia

potencial total (Equacdo (4.5)), encontra-se:

_ke? FLg? (4.14)
2 2

Usando-se o critério energético de equilibrio, obtém-se:

(k — FL)p = 0 (4.15)

A Equacdo (4.15) tem semelhanca com a Equacdo (A.12) (problema de autovalor). Essa
equacdo possui duas solucdes. A primeira, solucdo trivial, é dada por ¢ = 0, que representa a
barra na vertical, sem interesse, pois procura-se outra configuracdo de equilibrio diferente

dessa posicéo.
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A segunda solucdo, solucdo ndo trivial, ocorre quando o fator k — FL da Equacgéo (4.15) for
nulo. Isso s6 sera possivel quando F = F,, = k/L. Nesse caso, ¢ sera ndo nulo, porém, seu

valor é indeterminado. A Figura 4.12 ilustra a representacao gréfica dessa segunda solucéo.

Figura 4.12 — Solucdo grafica do sistema com aproximacdo pela expansao da série de Taylor com dois
termos

F
instavel

L

Fer ﬁ neutro

neutro e/
w

estavel

» o

Fonte: O autor

A segunda derivada do potencial total vale:

d?11 (4.16)
—— =k-FL
d? k

que para solucdo fundamental (¢ = 0), fornece as mesmas informag6es da anélise ndo linear
anterior. Entretanto para a segunda solucdo (F = k/L), verifica-se que a segunda derivada e
demais derivadas superiores sdo nulas, ou seja, o equilibrio € neutro. Isso correntemente
acontece na teoria da estabilidade, quando se usa uma solucdo linearizada: determina-se

apenas a carga critica e se perdem informacdes sobre os caminhos pos-criticos.
4.2.  ANALISE COM IMPERFEICAO GEOMETRICA INICIAL

4.2.1. Solucdo Analitica

Nos casos reais, as estruturas sempre vém acompanhadas de imperfeicdes. Ndo ha barras
perfeitamente retas. Assim, uma maneira de levar em conta essas imperfei¢es é admitir, para
0 caso do modelo da Figura 4.1, que a barra esté inicialmente com uma inclinagdo ¢,, em

relacdo a sua posicao vertical, como ilustrado na Figura 4.13.

Figura 4.13 - Sistema mecanico composto por barra rigida sem peso com imperfei¢cdo e mola circular
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Fonte: O autor

A energia potencial elastica da mola (U) é dada por:

ka® k(@ — @) (4.17)
V=== 2

pois @ = ¢ — ¢@,. O potencial V da carga externa F é dado por:

V= —ry (4.18)

onde y é o deslocamento vertical da extremidade da barra perturbada. O deslocamento y é
fungéo dos angulos ¢ e ¢, e é dado por L cos ¢, — L cos ¢ ou —L(cos ¢ — cos ). Assim, 0

potencial da carga externa seré:
V = FL(cos @ — cos ¢y) (4.19)

A energia potencial total do sistema (IT) € dada pela soma da energia potencial elastica da

mola e do potencial da carga externa F. Assim, tem-se que:

n=uv+Vv (4.20)

Substituindo as Equacdes (4.17) e (4.19) na Equacéo (4.20) chega-se a energia potencial total:

_ k(o —90)* (4.21)

11 > + FL(cos @ — cos @)

Esses valores sdo reapresentados na Tabela 4.2. A derivada da energia potencial total (IT) vale:
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dll
% =k(p —@y) — FLseng (4.22)

Tabela 4.2- Energia potencial total do sistema com imperfeicdes

Energia potencial

elastica da mola Potencial da carga F Energia potencial total

k(@ — 9o)*

_ k(g — ¢o)* V = FL(cos ¢ — cos @) 2
2 + FL(cos ¢ — cos ¢y)

=
U

Pelo critério energético de estabilidade o sistema estara em equilibrio (estavel, instavel ou

neutro) quando a derivada da energia potencial total for nula (PEPTE), isto é:

k(o — o) —FLsengp =0 (4.23)
Essa equacdo mostra que ¢ = 0 ndo é mais solucdo do problema.
Explicitando-se F na Equacdo (4.23), obtém-se:
Pl Gl ) (4.24)

Lsen¢

Para se avaliar as estabilidades das solugdes, deve-se encontrar a segunda de derivada de I1,

que vale:

d*I (4.25)
d_(pz =k—FLcos¢

Substituindo-se F da Equacgéo (4.24), na Equagéo (4.25), encontra-se:

d2Il 4.26
d(pzzk[l_((/’_(Po) cotg ¢] (4.26)

Esta equacdo permite estudar a estabilidade dos diversos trechos dos caminhos de equilibrio.

A figura a seguir apresenta os caminhos de equilibrio para o sistema mecéanico da Figura 4.13.



58

Figura 4.14 - Gréafico com comportamento e solucéo do sistema da Figura 4.13
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Fonte: O autor

A Figura 4.14 mostra os caminhos de equilibrio do sistema imperfeito ilustrado na Figura

4.13, juntamente com aqueles do sistema perfeito ilustrado na Figura 4.1.

Observa-se que ndo ha mais bifurcacdo, as solugdes nao lineares do sistema imperfeito
margeiam as solucdes do sistema perfeito (ha uma aproximacao assintética). Os caminhos

acima da curva do sistema perfeito sdo chamados de caminhos complementares de equilibrio.

4.2.2. Solucdo Numérica

A seguir se apresentam os algoritmos computacionais das solugfes numéricas do sistema
mecanico ilustrado na Figura 4.1 (sistema sem imperfeicdo inicial). Os dados geométricos do
sistema mecanico sdo: k = 30 KNm e L = 6 m. Inicia-se 0 processo a partir de um ponto de
equilibrio, a saber: ¢ = 0,5e F = 5,22 (solugdo analitica). A Tabela 4.3 apresenta essa
solucdo pelo método de Newton-Raphson padrdo. A Tabela 4.4 apresenta essa solugdo pelo
método de Newton-Raphson modificado.
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Tabela 4.3 - Método de Newton-Raphson padrédo para o sistema com bifurcacéo simétrica estavel sem
imperfeicdo inicial

1. Dados Iniciais e SOLUGAO INICIAL
n=10000; tol=0.1; dF=0.01; £i=0.5; k=30; L=6; F=5.22
2. Ciclo incremental iterativo (Loop Externo)
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k-F*L*cos(fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUGAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a forca generalizada desequilibrada (fdeseg=k*fi-F*L*sin(fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseg<tolerédncia)
Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k-F*L*cos(fi))
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Retorna ao item 3

Tabela 4.4 - Método de Newton-Raphson modificado para bifurcacéo simétrica estavel sem
imperfeicdo inicial

1. Dados Iniciais e Solucédo Inicial
n=10000; tol=0.1; dF=0.01; fi=0.5; k=30; L=6; F=5.22
2. Ciclo incremental iterativo (Loop Externo)
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k-F*L*cos(fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUGAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a forca generalizada desequilibrada (fdeseg=k*fi-F*L*sin(fi))
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k-F*L*cos(fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseg<toleréncia)
Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Retorna ao item 3

A Figura 4.15 mostra a solu¢do numérica obtida pelo programa computacional apresentado na
Tabela 4.3 e a solucdo analitica. Em razdo da simplicidade do sistema mecéanico usado, 0s

graficos sdo coincidentes e as diferencas sdo imperceptiveis.
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Figura 4.15 - Comparacéo entre o resultado analitico e numérico da Figura 4.1 com k = 30 kNm e

L=6m
Fext (kN)
A
30 ) Analitico
20 _' e Numérico
10 Lot
ae o o’ - rad
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 @ (=)

Fonte: O autor

A seguir se apresentam os algoritmos computacionais das solugfes numéricas do sistema
mecanico ilustrado na Figura 4.13 (sistema com imperfeicdo inicial). Os dados geométricos
do sistema mecanico sdo: k = 30 kNm e L = 6 m. Para que a solugcdo numeérica capture o
caminho de equilibrio, inicia-se o processo a partir de um ponto de equilibrio, a saber:
@ =0,1radeF = 0,64 kN (solucdo analitica). A Tabela 4.5 apresenta essa solucdo pelo
método de Newton-Raphson padrdo. A Tabela 4.6 apresenta essa solucdo pelo método de

Newton-Raphson modificado.
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Tabela 4.5 - Método de Newton-Raphson padréo para o sistema de bifurcagdo simétrica estavel com
imperfeigdo geométrica inicial

1. Configuracdes iniciais e SOLUGAO INICIAL
n=1000; tol=0.1; dF=0.1; fi=0.1; k=30; L=6; F=0.64; Fi0=5*pi/180
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k-F*L*cos(fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUGAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estdtica desequilibrada (fdeseqg=k* (fi-fi0)-F*L*sin (fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseg<toleréncia)
Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k-F*L*cos(fi))
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Retorna ao item 3

Tabela 4.6 - Método de Newton-Raphson modificado para o sistema de bifurcacdo simétrica estavel
com imperfeicdo geométrica inicial

1. Configuracdes iniciais e SOLUGAO INICIAL
n=1000; tol=0.1; dF=0.1; fi=0.1; k=30; L=6; F=0.64; Fi0=5*pi/180
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k-F*L*cos(fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUGAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estéatica desequilibrada (fdeseg=k* (fi-fi0)-F*L*sin(fi))
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k-F*L*cos(fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseqg<toleréncia)
Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Retorna ao item 3

A Figura 4.16, para efeito de comparacao, mostra as solu¢des numérica, obtida pelo programa
computacional apresentado na Tabela 4.5, e a solucdo analitica. Em razdo da simplicidade do

sistema mecanico usado, os graficos sdo coincidentes e as diferencas sdo imperceptiveis.
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Figura 4.16 - Comparacao entre o resultado analitico e numérico para o sistema da Figura 4.13 com
k = 30kNm,L = 6me¢@,=05°

Fext (kN)
A
20 .
. Analitico
10 7~
. o« e Numeérico
°” > rad
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 @ rad)
-10
Fonte: O autor
4.2.2.1. Solucdo Numerica Detalhada

Com o objetivo de melhor esclarecer ao leitor quanto a estratégia do método numérico
utilizado para determinar a resposta carga x deslocamento dos sistemas mecanicos até agora
estudados, procede-se aos calculos do método de forma detalhada, iteracdo a iteracdo,
destacando-se, em cada passo de carga, a solugédo predita e as solugdes iterativas de forma
analoga ao algoritmo da Tabela 4.5 (algoritmo com o método de Newton-Raphson padrdo

para o sistema com bifurcacdo simétrica estavel com imperfeicdo geométrica inicial).
l. Configuracdes Iniciais do Sistema Mecénico:
Rigidez da mola:
k = 30 kNm

Comprimento da barra:

Imperfeicdo geométrica inicial da barra:
@o =5°=0,087 rad
Ponto conhecido de equilibrio:

F (¢ = 0,1rad) = 0,64 kN



. Parametros arbitrarios do algoritmo:
Incremento constante de carga:
AF = 1KkN
Tolerancia para a equagdo estatica desequilibrada:
tol = 107> kN m
Numero de pontos da curva a serem capturados:
Nmax = 3
M. Ciclos incrementais iterativos
[1] Busca do ponto (¢q; F1) de equilibrio (n = 1)
Atualiza a rigidez total do sistema:
Kr=k—F Lcosg
Kr =30—-0,64 X6 Xcos0,1
Kr = 26,17918 KN m

Incremento de carga 1.

F, = F + AF
F,=064+1
F, = 1,64 kN
Solucdo Incremental 1 (Solugéo Predita)
Ap = K7 1AF
PR
26,17918

A = 0,0381983 rad
p=¢+Ap
¢ = 0,1+ 0,0381983

¢ = 0,1381983 rad
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Calcula a equacdo estética desequilibrada:
Faeseq = k(@ — o) — F Lseng
Faeseq = 30 X (0,1381983 — 0,087) — 1,64 X 6 X sen 0,1381983
Fgeseq = 0,1724081 kN m
Verifica se atende a tolerancia:
|Faeseq| > tol = 1075 kN m
Como ndo atende a tolerancia, prossegue-se com a primeira correcdo do ciclo iterativo:
Solucdo Iterativa 1 (IteragcGes de Newton-Raphson)
Iteracdo 1.1
Atualiza a rigidez total do sistema:
Kr =k —F Lcos¢
Kr =30—-1,64 X 6c0s0,1381983
Kr = 20,25382 kN m
Corrige o deslocamento:
Ap = —K7 ' Faeseq

rp 01724081
? = 770,25382

Ap = —0,0085124 rad
¢ =¢+Ap
¢ = 0,1381983 — 0,0085124
@ = 0,1296859 rad
Calcula a equacdo estatica desequilibrada:
Faeseq = k(@ — o) — F Lseng

Faeseq = 30 X (0,1296859 — 0,087) — 1,64 X 6 X sen 0,1296859
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Fgeseq = 0,0000481 kN m
Verifica se atende a toleréncia:
|Faeseq| > tol = 1075 kN m
Como néo atende a tolerancia, prossegue-se com a segunda correcao do ciclo iterativo:
Iteracdo 1.2
Atualiza a rigidez total do sistema:
Kr =k —F Lcos¢
Kr =30—1,64 X 6cos 0,1296859
Kr = 20,24263 kN m
Corrige o deslocamento:
Ap = =K' Faeseq

0,0000481
20,24263

Ap =
Ap = —0,0000024 rad
p=¢+Ap
@ = 0,1296859 —0,0000024
¢ = 0,1296835 rad
Calcula a equacao estatica desequilibrada:
Faeseq = k(@ — o) —F Lseng
Faeseq = 30 X (0,1296835 — 0,087) — 1,64 X 6 X sen 0,1296835
Faeseq = 3,594236 x 10712 kN m
Verifica se atende a tolerancia:

|Faeseq| < tol =107 kN m - ¢; = 0,1296835 rad

Como atende a toleréncia, salva o ponto (¢4; F;) = (0,1296835; 1,64)
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[2] Busca do ponto (¢,; F,) de equilibrio (n = 2)
Atualiza a rigidez total do sistema:
Kr =k —F Lcos¢
Kr =30 —1,64 X 6 X cos0,1296835
K = 20,24263 kN m

Incremento de carga 2:

F, = F, + AF
F,=164+1
F, = 2,64 kN
Solucdo Incremental 2 (Solugédo Predita)
Ap = K7 'AF
A% =30,24263

Agp = 0,0494007 rad
p=9¢+Ap
¢ = 0,1296835 + 0,0494007
¢ = 0,1790842 rad
Calcula a equacdo estatica desequilibrada:
Faeseq = k(@ — o) — F Lseng
Faeseq = 30 X (0,1790842 — 0,087) — 2,64 X 6 X sen 0,1790842
Faeseq = —0,0670227 kN m
Verifica se atende a tolerancia:
|Faeseq| > tol = 1075 kN m

Como ndo atende a tolerancia prossegue-se com a primeira corre¢do do ciclo iterativo:
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Solucdo Iterativa 2 (Iteracdes de Newton-Raphson)
Iteracdo 2.1

Atualiza a rigidez total do sistema:

Kr=k—F Lcosg

Kr =30 — 2,64 X 6c0s0,1790842
Kr = 14,41333 kN m

Corrige o deslocamento:

Ap = ~Ki Faeseq

—0,0670227

e VWEEEE

Ap = 0,0046501 rad
¢ =¢+tAp
@ =0,1790842 + 0,0046501
¢ = 0,1837343 rad
Calcula a equacdo estatica desequilibrada:
Faeseq = k(@ — o) — F Lseng
Faeseq = 30 X (0,1837343 — 0,087) — 2,64 X 6 X sen 0,1837343
Fgeseq = 0,0000308 kKN m
Verifica se atende a tolerancia:
|Faeseq| > tol = 1075 kN m
Como ndo atende a tolerancia prossegue-se com a segunda correcdo do ciclo iterativo:
Iteracdo 2.2
Atualiza a rigidez total do sistema:

Kr=k—F Lcosg



Kr =30 — 2,64 X 6c0s0,1837343
K = 14,42661 KN m
Corrige o deslocamento:
Ap = —K7 ' Faeseq

A 00000308
= T 142661

Ap = —0,0000021 rad
p=¢+Ap
¢ = 0,1837343 — 0,0000021
@ = 0,1837322 rad
Calcula a equacao estatica desequilibrada:
Faeseq = k(9 — o) — F Lseng
Faeseq = 30 % (0,1837322 — 0,087) — 2,64 X 6 X sin 0,1837322
Faeseq = 6 X 10712 kN m
Verifica se atende a toleréncia:
|Faeseq| < tol = 1075 kN m - ¢, = 0,1837322 rad
Como atende a tolerancia, salva o ponto (¢,; F,) = (0,1837322; 2,64)
[3] Busca do ponto (¢3; F3) de equilibrio (n = 3)
Atualiza a rigidez total do sistema:
Kr=k—F Lcosg
Kr =30—2,64 X6 X cos0,1837322
K = 14,42661 KN m
Incremento de carga 3:

F; = F, + AF
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Fy=264+1
F; = 3,64 kN
Solucdo Incremental 3 (Solugédo Predita)
Ap = K7 1AF
U
14,42661

Ap = 0,0693164 rad
¢ =¢+Ap
¢ = 0,1837322 + 0,0693164
¢ = 0,2530485 rad
Calcula a equacdo estatica desequilibrada:
Faeseq = k(¢ — @o) — F Lseng
Faeseq = 30 X (0,2530485 — 0,087) — 3,64 X 6 X sen 0,2530485
Faeseq = —0,4943254 kN m
Verifica se atende a tolerancia:
|Faeseq| > tol = 1075 kN m
Como ndo atende a tolerancia prossegue-se com a primeira corre¢do do ciclo iterativo:
Solucdo Iterativa 3 (Iteragcdes de Newton-Raphson)
Iteracdo 3.1
Atualiza a rigidez total do sistema:
Kr=k—F Lcosg
Kr =30 — 3,64 X 6cos 0,2530485
Kr = 8,85552 kN m

Corrige o deslocamento:



Ap = _K7?1Fdeseq

o =04943254
¢ = ~73585552

Ap = 0,0558211 rad
¢ =¢+Ap
¢ = 0,2530485 + 0,0558211
¢ = 0,3088697 rad
Calcula a equacéo estatica desequilibrada:
Faeseq = k(@ — o) — F Lsen ¢
Faeseq = 30 X (0,3088697 — 0,087) — 3,64 X 6 X sen 0,3088697

Verifica se atende a tolerancia:
|Faeseq| > tol = 1075 kN m
Como ndo atende a tolerancia prossegue-se com a segunda corre¢do do ciclo iterativo:
Iteracdo 3.2

Atualiza a rigidez total do sistema:

Kr =k —F Lcos¢

Kr =30 — 3,64 X 6 cos 0,3088697

K = 9,19352 kN m
Corrige o deslocamento:

Ap = ~Ki Faeseq

00091295
¢ = 77919352

Ap = —0,0009930 rad

p=¢+Ap



¢ = 0,3088697 — 0,0009930

¢ = 0,3078766 rad

Calcula a equacao estatica desequilibrada:

Fdeseq = k((p - <p0) —F Lseng

Faeseq = 30 X (0,3078766 — 0,087) — 3,64 X 6 X sen 0,3078766

Faeseq = 0,0000033 kN m

Verifica se atende a tolerancia:

|Faeseq| < tol = 1075 kN m - @3 = 0,3078766

Como atende a tolerancia, salva o ponto (¢3; F3) = (0,3078766; 3,64)

A Figura 4.17 ilustra o procedimento numerico detalhado apresentado nesta subsegao.

Figura 4.17 — Representacao grafica da estratégia numérica de Newton-Raphson
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Fonte: O autor
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4.3.  ANALISE COM NAO LINEARIDADE FiSICA

Além da ndo linearidade geométrica (NLG), na qual se analisa o equilibrio do sistema em sua
posicao deslocada, outro aspecto a ser considerado para uma analise mais realista diz respeito
a ndo-linearidade do material constituinte da estrutura, a chamada ndo linearidade fisica
(NLF). Nesta secdo sera apresentada o procedimento para se encontrar a resposta de sistemas
cuja relacdo carga e deformacdo ndo é linear. Para isso ainda algumas simplificagdes serdo

adotadas.

4.3.1. Resposta N&o Linear da Mola

Nos modelos anteriores se considerou que a relacdo entre carga momento e deformacéo
angular da mola a era sempre proporcional a rigidez k constante, independente de quanto a
mola se deforma. Este modelo é chamado de elastico linear. Para pequenos deslocamentos é
aceitdvel que a mola obedeca a lei de Hooke, mas quando os deslocamentos se tornam
significantes é esperado uma resposta nao linear do material. Existem varios modelos para

definir essa ndo linearidade. Os seguintes modelos serdo usados neste trabalho:
Modelo I: Comportamento elasto-plastico com encruamento linear

Neste modelo a rigidez se inicia com o valor de k; e apos a deformacéo alcancar a = «;,

diminui para k, (Figura 4.18).

Figura 4.18 - Resposta do momento P pela deformacdo angular & no modelo elasto-plastico com
encruamento linear

P (kNm) A

Kz
k1 oyfl----=-=----

Q. (rad)

Fonte: O autor
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Modelo Il: Comportamento eléstico-perfeitamente plastico

Nese modelo a rigidez se inicia com o valor de k;. Apés a deformacdo alcancar a = a;, a
mola entra em escoamento e a partir de entdo 0 momento P ndo varia mais com o aumento da

deformagdo (Figura 4.19). O momento de plastificacdo, portanto, € dado por P, = k; X a,.

Figura 4.19 - Resposta do momento P pela deformacdo angular @ no modelo eléstico-perfeitamente
plastico

P (kNm) A

k'] .C(L _________

QL (rad)
Fonte: O autor

Modelo 111: Comportamento néo linear elastico

Nesse modelo 0 momento varia segundo P(a) = 30 a/cosh a (Figura 4.20).

Figura 4.20 - Resposta do momento P pela deformacdo angular @ no modelo néo linear eléastico

P (kNm) A
15
10
5
0.2 0.4 06 08 (;d)

Fonte: O autor
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4.3.2. Solucdo Analitica

Na subsecdo 4.1.1 obteve-se a solucdo analitica para o sistema com bifurcacdo simétrica
estavel sem imperfeicdes geométricas iniciais. O caminho de equilibrio que correspondente a

posicdo perturbada da estrutura esta expresso na Equacao (4.10):

ko (4.10)

F= Lseng (repetida)

Esse sistema foi analisado para o caso de linearidade fisica, com a mola de rigidez constante
k = 30 kNm e a barra com comprimento constante L = 6m. Uma forma de se considerar a
ndo linearidade fisica seria permitir a deformabilidade da barra e aplicar uma relagdo nédo
linear entre carga e deformacéo da barra. A forma que faz-se aqui serd manter-se a hipdtese da
indeformabilidade da barra, logo seu comprimento L = 6m permanece constante, e assumir
que a mola se comporta de acordo com um dos 3 modelos apresentados anteriormente. A
partir de agora adota-se para 0 Modelo | k; = 30 kNm e k, = 12 KkNm e para o0 Modelo 1l
ki = 30 kNm. Substituindo-se a rigidez néo linear de cada modelo na Equacéo (4.10) obtém-

se 0 novo caminho de equilibrio em sua configuracdo perturbada (Tabela 4.7).

Tabela 4.7 — Solugdo analitica do sistema sem imperfeicdo geomeétrica para cada modelo de NLF

DEFORMACAO MODELO | MODELO lII MODELO Il

a<a S5¢p csco S5¢p csco
5¢ csc @ sech @
a=ap 2 csce 5a; csco
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De forma anéaloga obtém-se o caminho de equilibrio da configuracdo perturbada para o
sistema com bifurcacdo simétrica estavel com imperfeicdo geométrica inicial e ndo

linearidade fisica.

Notar que para o sistema sem imperfeicdo geométrica a deformacgdo da mola a é igual ao
deslocamento do sistema ¢, mas para o sistema com imperfei¢cdo geométrica a deformagéo da

mola « é igual a diferenca entre o deslocamento do sistema ¢ e a imperfei¢cdo angular inicial
Py
Na subsecdo 4.2.1 obteve-se a seguinte a seguinte resposta do sistema:

r - K@= ¢o) (4.24)
Lseng (repetida)

Assim o caminho de equilibrio da estrutura em sua configuracdo perturbada em cada um dos 3
modelos para o sistema com imperfeicdo geométrica inicial deve ser conforme Tabela 4.8.

Tabela 4.8 — Solucéo analitica do sistema com imperfei¢do geométrica para cada modelo de NLF

DEFORMACAO MODELO | MODELO lII MODELDO Il

a<a 5(p —@g)csco 5(p —¢@g) cscu
5(¢p —¢,) sech(p — @) csc @
az=a; 2(p — @) csco 5a; csce

4.3.3. Solucédo Numérica

A algoritmo é semelhante ao do sistema linear fisico, porém agora € necessario atualizar a
rigidez da mola de acordo com o modelo de ndo linearidade fisica adotado cada vez que o
deslocamento for atualizado. O algoritmo genérico para a solucdo numérica de sistemas com

ndo linearidade fisica de 1GL é apresentada na Tabela 4.9.



Tabela 4.9 — Estratégia numérica de Newton-Raphson para sistemas com NLF

1. Configurac0es iniciais
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)

Calcula a rigidez total do sistema ( dZH/d(pz)

Incrementa carga AF

Atualiza o deslocamento ¢ = ¢ + aF

dzl'[/d(p2
Atualiza a rigidez da mola k

3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estatica desequilibrada ( dl'l/d(p )

Verifica a convergéncia: dH/d(p <tolerancia

Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2

Se NAO,

Calcula a rigidez total do sistema ( dz“/dq)z)

dIl
Atualiza deslocamento ¢ = ¢ — #
d?

Atualiza a rigidez da mola k
Retorna ao item 3
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As figuras a seguir apresentam a solucdo grafica numérica para cada um dos modelos de NLF

introduzidos nesta secdo para o sistema com bifurcacdo simétrica estavel sem imperfeicdo

geométrica inicial e com imperfeicdo geométrica inicial (Figura 4.21 a Figura 4.26).

Figura 4.21 - Comparacao da solugdo analitica e numérica para o sistema com bifurcacdo simétrica

estavel e ndo linearidade fisica da mola segundo o0 modelo | com a;, = 2 rad

Fext (kN)
A
40
| Analitico k=30 KNm
30
i Analitico k=12 KNm
20 y
y e Numérico NLF le g, =2 rad
10 et o
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 > ¢(rad)

Fonte: O autor
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Figura 4.22 - Comparacéao da solugdo analitica e numérica para o sistema com bifurcacgao simétrica
estavel e ndo linearidade fisica da mola segundo o0 modelo Il com a; = 2 rad

Fext (kN)

/

40
Analitico k = 30 KNm
30
Analitico - Escoamento (P = 60 kNm)
20
o e Numérico NLF Il e o, = 2 rad

10 il

= @ (rad)

Fonte: O autor

Figura 4.23 - Comparacao da solugdo analitica e numérica para o sistema com bifurcacdo simétrica
estavel e ndo linearidade fisica da mola segundo o modelo Il

Fext (kN)
\
4.5 7
7 Analitico NLF Il
4.0 .. -
J e« Numérico NLF Il
35
...;'
3.0 .
- rad
0.5 1.0 15 2.0 25 @ (rad)

Fonte: O autor

Figura 4.24 - Comparacéo da solucdo analitica e numérica para o sistema com bifurcacdo simétrica
estavel com imperfeicdo geométrica inicial e ndo linearidade fisica da mola segundo o modelo | com
a;, =1,5rad

Fext (kN)
A
30 yes
. Analitico k = 30 kNm
20 !
7 Analitico k = 12 KNm
10
oot T - oueq * NuméricoNLFle a = 15rad
0.5 1.0 1.5 2.0 25

-10
-20 Fonte:

O autor
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Figura 4.25 - Comparacéao da solugdo analitica e numérica para o sistema com bifurcacgao simétrica
estavel com imperfeicdo geométrica inicial e ndo linearidade fisica da mola segundo 0 modelo 1l com

a; = 1,5rad
Fext (kN)

A
25
50 Analitico k = 30kNm
15 Analitico - Escoamento (P = 45 kNm)
10 L e Numérico NLF [l e a; = 1.5 rad

5 . . R . . . L]

,-- - (rad)
00 05 10 15 20 25 =

Fonte: O autor

Figura 4.26 - Comparacéo da solucdo analitica e numérica para o sistema com bifurcagdo simétrica
estavel com imperfeicdo geométrica inicial e ndo linearidade fisica da mola segundo 0 modelo 1l com

a;, =0,5rad
Fext (kN)
)
4 _.".
s Analitico com k = 30 kNm
3 L4 .'c..
4 T, Analitico - Escoamento (P = 15kNm)
21 .
¢ NuméricoNLF lle a; = 0.5rad
1
0.0 0.5 1.0 1.5 > @ (rd)

Fonte: O autor

4.4. SISTEMA MECANICO COM BIFURCACAO SIMETRICA INSTAVEL

Nos exemplos anteriores se apresentaram o estudo da estabilidade de um sistema mecénico
composto por barra rigida sem peso, sob forca de compressdo vertical submetido na
extremidade livre superior e mola circular na extremidade rotulada inferior. Tratar-se-a4 nos
exemplos seguintes de apresentar o estudo de estabilidade de outros sistemas mecanicos de
um grau de liberdade (1GL), compostos de barra rigida sem peso, porém, submetidos a outras

condigdes de vinculos nas extremidades.
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4.4.1. Solucdo Analitica

A Figura 4.27 apresenta um sistema composto de barra vertical com carga F de compressdo
associado na extremidade superior a uma mola linear de rigidez k. Em (a) tem-se o sistema

em seu estado inicial e em (b) o estado perturbado.

Figura 4.27 - Sistema mecanico composto por barra rigida sem peso e mola linear

(@) (b)

Fonte: O autor

A energia potencial do sistema consiste na soma da energia potencial da mola e da potencial

da carga, portanto:

H=u+v (4.27)
kx? (4.28)
Il = T - Fy

Onde x e y séo os deslocamentos horizontal e vertical, respectivamente, ap6s a perturbagéo:
x =Lseng (4.29)
y =L(1—cos @) (4.30)

Substituindo os deslocamentos na energia potencial total tem-se:
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kL?sen?q (4.31)
1= T+FL(cos<p -1)

E sua derivada é:

dil 4.32

— =sen ¢ (kL? cos ¢ — FL) (4.32)
de

As posigdes de equilibrio desse sistema serdo encontradas nas regides onde ndo ha variacdo

de energia potencial para um pequeno incremento no deslocamento angular (PEPTE), ou seja,

nos pontos criticos:

seng (kL>cosp —FL) =0 (4.33)

Que ocorre em dois casos:
i =0 (4.34)
ii. F = kLcos ¢ (4.35)

A Equacéo (4.34) representa a barra na posicao vertical e a Equacao (4.35) representa a barra
inclinada. Essas posi¢des de equilibrio serdo estaveis se representarem um ponto de minimo
na energia potencial total do sistema e instaveis se representarem um ponto maximo. Portanto,
para analise da estabilidade, estudaremos o comportamento da segunda derivada da energia

potencial total:

a1l 4.36
d_(pZ: kL?(cos? ¢ — sen®? ¢) — FLcos ¢ (4.36)
serd estavel se:

d?Il (4.37)
a2~

e serd instavel se:
d2I <0 (4.38)
do?

Para a primeira solucdo (barra na posicao vertical):
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d?Il 4.39

7| = kL* — FL (4.39)
R P

Portanto, para F < kL e ¢ = 0, 0 equilibrio é estadvel e para F > kL e @ = 0 € instavel.

Ambos sdo caminhos fundamentais ou primarios. A transicdo se dara em F = kL, que é a

carga critica, e corresponde ao ponto de bifurcacgéo.
Para a segunda solucdo (barra inclinada):

d2n — kPsen? o (4.40)

2
d(p F=kLcos¢
Como k e L sdo constantes positivas e o quadrado do seno também é sempre positivo, tem-se

que a derivada segunda sempre sera negativa. Logo, o equilibrio no caminho secundario é

instavel. A Figura 4.28 mostra seu comportamento.

Figura 4.28 - Grafico com comportamento e solucdo do sistema da Figura 4.27

F r'y
/_) Estavel
Caminho R = = = Instavel
Fundamental ~\
V' \
/\—> \
/ \
/ f\ /7 \
\ Caminho /
Secundario

Fonte: O autor

A sequir, faz-se uma representacao qualitativa da variacdo da energia potencial total IT (Figura
4.29) no gréfico carga x deslocamento angular (F X ¢), fazendo-se analogia com o conceito

de estabilidade da massa cilindrica repousando em superficies curvas.

Notar os extremos relativos (locais) apresentados no grafico. Nas proximidades dos
equilibrios estaveis, a variacdo da energia potencial total IT é positiva. Nas proximidades dos
equilibrios instaveis, a variagdo da energia potencial total IT é negativa. A variacdo da energia
potencial total estd destacada pela area cinza do grafico. No que diz respeito aos valores das
curvaturas nos pontos de extremos relativos da energia potencial total podem ser feitas as

mesmas observagdes realizadas no exemplo anterior.
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Figura 4.29 - Variacdo de energia potencial total e analogia com massa esférica

F(kN)

300
7~ I (F=300kN)

TT (F=240kN)

Fonte: O autor

4.4.2. Solucdo Numérica

A seguir se apresentam os algoritmos computacionais das solu¢gdes numéricas do sistema
mecanico ilustrado na Figura 4.27. Os dados geométricos do sistema mecénico sdo: k =
30 kNme L = 6 m. Inicia-se 0 processo a partir de um ponto de equilibrio, a saber: ¢ =
2rad e F = —74,9 kN (solucdo analitica). A Tabela 4.10 apresenta essa solucdo pelo método
de Newton-Raphson padrdo. A Tabela 4.11 apresenta essa solugdo pelo método de Newton-

Raphson modificado.

Tabela 4.10 - Método de Newton-Raphson padrao para sistema com bifurcacdo simétrica instavel

1. Dados Iniciais e SOLUGAO INICIAL
n=1000; tol=0.1; dF=0.03; fi=2; k=30; L=6; F=-74.9
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k*L"2*(1-
2* (sin(fi))"2)-F*L*cos (fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUCAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estatica desequilibrada (fdeseg=k*L"2*cos (fi)*sin(fi)-
F*L*sin (f1i))
Verifica a convergéncia: (fdeseg<toleréncia)
Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
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Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k*L"2* (1-2*(sin(fi))"2)-
F*L*cos (fi))

Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)

Retorna ao item 3

Tabela 4.11 - Método de Newton-Raphson modificado para sistema com bifurcagdo simétrica instavel

1. Dados Iniciais e SOLUGAO INICIAL
n=1000; tol=0.1; dF=0.03; fi=2; k=30; L=6; F=-74.9
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k*L"2*(1-
2* (sin(fi))"2)-F*L*cos (fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUCAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estatica desequilibrada (fdeseg=k*L"2*cos (fi)*sin(fi)-
F*L*sin (fi))
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=k*L"2* (1-2* (sin(fi))"2)-
F*L*cos (fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseg<toleréncia)
Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Retorna ao item 3

A Figura 4.30 mostra a solu¢do numérica obtida pelo programa computacional apresentado na
Tabela 4.10 e a solucdo analitica. Em razdo da simplicidade do sistema mecanico usado, 0S

gréficos sdo coincidentes e as diferencas sdo imperceptiveis.

Figura 4.30 - Comparacéo entre o resultado analitico e numérico do sistema com k = 30 kNm e

L=6m
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45. ANALISE COM IMPERFEICAO GEOMETRICA INICIAL

4.5.1. Solucéo Analitica

A Figura 4.31 representa um sistema similar ao anterior com uma imperfeicao inicial. As
imperfeicdes nesse sistema sdo levadas em consideracdo de maneira analoga ao caso do

sistema da Figura 4.13.

Fonte: O autor
A energia potencial do sistema é originada da mola e da carga, portanto:

ka? (4.41)
I = T - Fy

A Equacdo (4.41) expressa a energia potencial total em funcdo dos deslocamentos horizontais
e verticais, entretanto ambos sdo funcdo do deslocamento angular e podem ser determinados

geometricamente:
x = L(sen¢ — sen @) (4.42)
y = L(cos ¢y — cos @) (4.43)

Substituindo (4.42) e (4.43) em (4.41), obtém-se a energia potencial em funcdo do

deslocamento angular:
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kL?(sen @ — sen ¢,)? 4.44
1= ( <,02 %o) + FL(cos ¢ — cos @) (4.44)

E sua derivada é:

dall 4.45
%=kLZ(sengo—sen<p0)cos<p—FLsengo (4.45)

As posicoes de equilibrio do sistema acontecerdo quando a derivada da energia potencial total
for nula (PEPTE):

kL?(sen @ — sen@y) cosq — FLseng =0 (4.46)
Ouem:
F = kL(sen @ — sen ¢,) cotg ¢ (4.47)
A segunda derivada da energia potencial total do sistema vale:

aen , (4.48)
e =kL*(1 + senq@ sengpy, — 2sen® ) — FLcos ¢

As posicdes de estabilidade do sistema acontecerdo quando a Inequacéo (4.49) for atendida:

kL?(1 + sen @ sen @, — 2sen? @) — FLcos ¢ > 0 (4.49)

A Figura 4.32 ilustra a solucdo deste sistema (Equacdo (4.47)). As linhas continuas
representam condicOes estaveis (Equacdo (4.49)) e as linhas tracejadas condicdes instaveis

(valores negativos da Equacéo (4.48)).

Figura 4.32 - Gréafico com comportamento e solucéo do sistema da Figura 4.31
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A partir da Equacéo (4.47) e da Inequacao (4.49) obtém-se o angulo em que ocorre a perda de
estabilidade:

@, = arcsen’/sen @, (4.50)

Substituindo (4.50) em (4.47) obtém-se a carga limite da estrutura imperfeita que define o

ponto de transi¢do entre o caminho estavel e o instavel:

(fsempn - seny) (4.51)
tan(arcsen’/seng,)

O seu grafico esta representado na figura abaixo:

FL:kL

Figura 4.33 - Variagdo da carga-limite com as imperfei¢des
Fo

FCF

Fonte: O autor

Verifica-se nesse sistema que, partindo-se de F = 0, o caminho de equilibrio se mantém
estavel até atingir um valor maximo, representado por F;, a partir do qual ele se torna instavel.
O ponto correspondente a essa carga € chamado de ponto limite (ponto limite de carga). A
partir do ponto limite o sistema torna-se instavel, com deslocamentos angulares crescentes,
até o limite do material (Figura 4.32). Esse processo de perda de estabilidade é chamado de
salto dinamico. A medida que se aumenta a imperfeicio ¢, do sistema a carga-limite se torna

cada vez menor (Figura 4.33).

4.5.2. Solugdo Numérica

A seguir se apresentam os algoritmos computacionais das solu¢gdes numéricas do sistema
mecanico ilustrado na Figura 4.31. Os dados geométricos do sistema mecanico sdo: k =

30 kNme L = 6 m. Inicia-se 0 processo a partir de um ponto de equilibrio, a saber: ¢ =
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0,4rad e F = 0,1 kN (solugdo analitica). A Tabela 4.12 apresenta essa solu¢do pelo método
de Newton-Raphson padrdo. A Tabela 4.13 apresenta essa solucdo pelo método de Newton-
Raphson modificado e a Tabela 4.15 pelo método do Comprimento de Arco . A Tabela 4.14

apresenta a solugdo para o sistema com NLF pelo método de Newton-Raphson padréo.

Tabela 4.12 - Método de Newton-Raphson padrao para o sistema com bifurcagdo simétrica instavel
com imperfeicdo geométrica inicial

1. Dados Iniciais e Solugdo Inicial
n=10000; tol=0.1; dF=0.01; k=30; L=6; F=0.1; fi=0.4; Fi0=5*pi/180
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Calcula a rigidez total do sistema (ktot= k*L"2*(1-
2* (sin(fi) ) "2+sin(fi) *sin (£fi0) ) -F*L*cos (fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUCAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estatica desequilibrada (fdeseg=k*L"2* (sin(fi)-
sin(£fi0)) *cos (fi) -F*L*sin (fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseg<tolerdncia)
Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Calcula a rigidez total do sistema (ktot= k*L"2*(1-
2* (sin(fi) ) *2+sin(fi) *sin (£fi0) ) -F*L*cos (fi))
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Retorna ao item 3

Tabela 4.13 - Método de Newton-Raphson modificado para o sistema com bifurcacdo simétrica
instavel com imperfei¢do geométrica inicial

1. Dados Iniciais e Solugdo Inicial
n=10000; tol=0.1; dF=0.01; k=30; L=6; F=0.1; fi=0.4; Fi0=5*pi/180
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)

Calcula a rigidez total do sistema (ktot= k*L"2*(1-
2* (sin(fi)) "2+sin(fi) *sin (£fi0) ) -F*L*cos (fi))

Incrementa carga dF

Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUGAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estatica desequilibrada (fdeseg=k*L"2* (sin(fi)-
sin(£i0)) *cos (fi)-F*L*sin (fi))
Calcula a rigidez total do sistema (ktot= k*L"2*(1-

2* (sin(fi) ) "2+sin(fi) *sin (fi0))-F*L*cos (fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseg<tolerdncia)
Se SIM,

Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Retorna ao item 3
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Tabela 4.14 - Método de Newton-Raphson padrdo para o sistema com bifurcacao simétrica instavel
com imperfeicdo geométrica inicial e rigidez ndo linear da mola segundo o0 modelo NLF 111

1. Dados Iniciais e Solugdo Inicial
n=10000; tol=0.1; dF=0.01; L=6; F=0.1; fi=0.4; Fi0=5*pi/180
Atualiza a rigidez da mola segundo um modelo NLF
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Calcula a rigidez total do sistema (ktot= k*L"2*(1-
2* (sin(fi) ) "2+sin(fi) *sin (£fi0) ) -F*L*cos (fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUGAO PREDITA)
Atualiza a rigidez da mola segundo um modelo NLF
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estatica desequilibrada (fdeseg=k*L"2* (sin(fi)-
sin(£fi0)) *cos (fi)-F*L*sin (fi))
Calcula a rigidez total do sistema (ktot= k*L"2*(1-

2* (sin(fi) ) "2+sin(fi) *sin (fi0) ) -F*L*cos (fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseq<toleréncia)
Se SIM,

Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2

Se NAO,
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Atualiza a rigidez da mola segundo um modelo NLF
Retorna ao item 3

Tabela 4.15 - Método do Comprimento de Arco para o sistema com bifurcacdo simétrica instavel com
imperfeicdo geométrica inicial

1. Dados Iniciais e Solugdo Inicial
n=10000; tol=0.1; k=30; L=6; F=0.1; fi=0.4; ¢0=5*pi/180
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Define Do =0 DF=0
Calcula a rigidez total do sistema (ktot= k*L"2*(1-
2* (sin (@) ) "2+sin (@) *sin (e0) ) -F*L*cos (@) )
Resolve a equacdo do pardmetro de carga (a*DF"2+b*DF+c=0)
Escolhe-se a solucgdo tal que: sinal (DF)=sinal (ktot)
Calcula De=Deg+DF*Dog
Incrementa carga e deslocamento: @=¢p+Dp e F=F+DF
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equagédo estdtica desequilibrada (fdeseg=k*L"2* (sin (@)~
sin (@0)) *cos (@) —-F*L*sin (¢))
Calcula a rigidez total do sistema (ktot= k*L"2* (1-

2* (sin (@) ) *2+sin (@) *sin (0) ) -F*L*cos (¢))
Verifica a convergéncia: (fdeseq<toleréncia)
Se SIM,

Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Resolve a equacdo do pardmetro de carga (a*dF"2+b*dF+c=0)
Escolhe-se a solugdo com menor DOT
Calcula du=dug+dF*dug
Corrige carga e deslocamento: ¢@=@p+Dp+de e F=F+DF+dF
Retorna ao item 3
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A Figura 4.34 mostra a solugdo numérica obtida pelo programa computacional apresentado na

Tabela 4.12, a Figura 4.35 a obtida pelo programa da

Tabela 4.14 e a Figura 4.36 a solugéo obtida pelo programa da Tabela 4.15.

Figura 4.34 - Comparacéo entre o resultado analitico e numérico sistema da Figura 4.31 comk =
30 kNm, L = 6 m e ¢, = 5° pelo método de Newton-Raphson padrédo
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Figura 4.35 - Comparacéo entre o resultado analitico e numérico sistema da Figura 4.31 com L =

6 m, @o = 5° e modelo NLF Il pelo método de Newton-Raphson padréo
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Figura 4.36 - Comparacéo entre o resultado analitico e numérico sistema da Figura 4.31 com L =
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4.6. SISTEMA MECANICO COM BIFURCACAO ASSIMETRICA

4.6.1. Solucdo Analitica

90

Trata-se do sistema ilustrado na Figura 4.37, uma barra rigida, sem peso, inicialmente

vertical, com mola linear inclinada a 45 quando descarregada.

Figura 4.37 - Sistema com bifurcacéo assimétrica
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O deslocamento sofrido pela mola sera:

Fonte: O autor
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x =LV2(/1+senp —1) (4.52)

O deslocamento do ponto de aplicacdo da forga na sua propria direcéo é:
y =L(1— cos @) (4.53)

A energia potencial do sistema é originada da mola e da carga, portanto:

kx? (4.54)
INI=—-Fy
2
Substituindo os deslocamentos:
11 =kL*(2 + sen¢g — 2,/1 + sen @) — FL(1 — cos ¢) (4.55)
E sua derivada é:
dll KL <1 1 ) FL (4.56)
—_— = coS —_ | — sen
de 4 J1+sene v

As posicbes de equilibrio do sistema acontecerdo quando a energia potencial total for
estacionaria (PEPTE):

1 (4.57)
kL? cosp|1 ———=|—FLsenp =0
J1+seng
do qual resulta:
o kL (1 1 ) (4.58)
“‘ tang J1+seng
A segunda derivada da energia potencial total vale:
dZH " 1 3 1 (459)
10? = kL {Ecosq) (1+seng@) 2—seng [1 — (1 +sen¢) 2]} — FLcos ¢

As posicdes de estabilidade do sistema acontecerdo quando a Equacdo (4.59) for positiva:

, (1 _3 _1 (4.60)
kL {Ecosq) (1+senp) 2 —seng [1 — (1 + sen¢) 2]} —FLcos¢gp >0

A Figura 4.38 e a Figura 4.39 foram construidas a partir da Equacdo (4.58) e (4.60).
PerturbacGes negativas (¢ < 0) levam o sistema perfeito a equilibrio estavel. Perturbacdes

positivas (¢ > 0) levam o sistema perfeito a um equilibrio instavel.



Figura 4.38 - Gréafico com comportamento e solucéo do sistema da Figura 4.37

F
Estavel

Caminho = = = |nstavel
Secundario

Caminho

Fundamental ™~ -

S~
\__> ~ o

Fonte: O autor

de estabilidade da massa cilindrica repousando em superficies curvas.

mesmas observac6es do primeiro exemplo.

Figura 4.39 - Variacdo de energia potencial total e analogia com massa esférica

F Y

Fonte: O autor
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A seqguir, faz-se uma representacédo qualitativa da variacdo da energia potencial total IT (Figura

4.39) no gréfico carga x deslocamento angular (F X ¢), fazendo-se analogia com o conceito

Notar os extremos relativos (locais) apresentados no grafico. Nas proximidades dos
equilibrios estaveis, a variacdo da energia potencial total IT é positiva. Nas proximidades dos
equilibrios instaveis, a variacdo da energia potencial total IT é negativa. A variacdo da energia
potencial total estd destacada pela area cinza do grafico. No que diz respeito aos valores das

curvaturas nos pontos de extremos relativos da energia potencial total, podem ser feitas as
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4.6.2. Solugdo Numérica

A seqguir se apresentam 0s algoritmos computacionais das solu¢cdes numéricas desse sistema
mecéanico. Os dados geométricos do sistema mecanico sdo: k = 30 kNm e L = 6 m. Inicia-se
0 processo a partir de um ponto de equilibrio, a saber: ¢ = —0,1rad e F = 96,9 kN (solucédo
analitica). A Tabela 4.16 apresenta essa solucdo pelo método de Newton-Raphson padrédo. A
Tabela 4.17 apresenta essa solucdo pelo método de Newton-Raphson modificado. A Tabela
4.18 apresenta a solugdo com NLF pelo método de Newton-Raphson padréo.

Tabela 4.16 - Método de Newton Raphson padrdo para sistema com bifurcagdo assimétrica

1. Dados Iniciais e Solugdo Inicial
n=10000; tol=0.1; dF=0.01; fi=-0.1; k=30; L=6; F=96,9
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Calcula a rigidez total do sistema
(ktot=k*L"2* (0.5*cos (fi) * (1+sin(fi)) " (-3/2)-sin(fi)* (1-(1+sin(fi)) " (-
1/2)))-F*L*cos (fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUGAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estidtica desequilibrada (fdeseg=k*L"2*cos (fi)* (1-
1/sqrt (1+sin(fi)))-F*L*sin (fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseqg<toleréncia)
Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Calcula a rigidez total do sistema
(ktot=k*L"2* (0.5*cos (fi) * (1+sin(fi) )" (-3/2)-sin(fi)* (1-(1l+sin(fi)) " (-
1/2)))-F*L*cos (fi))
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Retorna ao item 3

Tabela 4.17 - Método de Newton Raphson modificado para sistema com bifurcacdo assimétrica

1. Dados Iniciais e Solugdo Inicial
n=10000; tol=0.1; dF=0,01; fi=-0.1; k=30; L=6; F=96,9
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Calcula a rigidez total do sistema
(ktot=k*L"2* (0.5*cos (fi) * (1+sin(fi) )" (-3/2)-sin(fi)* (1-(1l+sin(fi)) " (-
1/2)))-F*L*cos (fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUCAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estatica desequilibrada (fdeseg=k*L"2*cos (fi)* (1-
1/sqgrt (1+sin(fi)))-F*L*sin(fi))
Calcula a rigidez total do sistema
(ktot=k*L"2* (0.5*cos (fi) * (1+sin(fi)) " (-3/2)-sin(fi)* (1-(1+sin(fi))" (-
1/2)))-F*L*cos (fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseg<toleradncia)
Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Retorna ao item 3
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Tabela 4.18 - Método de Newton Raphson padréo para o sistema com bifurcacéo assimétrica e NLF

1. Dados Iniciais e Solugdo Inicial
n=10000; tol=0.1; dF=0,01; fi=-0.1; L=6; F=96,9
Atualiza a rigidez da mola segundo um modelo NLF
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Calcula a rigidez total do sistema
(ktot=k*L"2* (0.5*cos (fi)* (1+sin(fi)) " (-3/2)-sin(fi)*(1-(1+sin(fi)) " (-
1/2)))-F*L*cos (fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUGCAO PREDITA)
Atualiza a rigidez da mola segundo um modelo NLF
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estdtica desequilibrada (fdeseg=k*L"2*cos (fi)* (1-
1/sqgrt (1+sin(fi)))-F*L*sin(fi))
Calcula a rigidez total do sistema
(ktot=k*L"2* (0.5*cos (fi)* (1+sin(fi)) " (-3/2)-sin(fi)*(1-(1+sin(fi)) " (-
1/2)))-F*L*cos (fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseg<tolerédncia)
Se SIM,
Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Atualiza deslocamento (fi=fi-fdeseqg/ktot)
Atualiza a rigidez da mola segundo um modelo NLF

Retorna ao item 3

A Figura 4.40 mostra a solugdo numérica obtida pelo programa computacional apresentado na

Tabela 4.16 e a Figura 4.41 a solugdo obtida pelo programa da Tabela 4.18.

.Figura 4.40 - Solucédo grafica numérica para o sistema da Figura 4.37 com k = 30 kNm e

L = 6m
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Figura 4.41 - Solucdo grafica numérica para o sistema da Figura 4.37 com L = 6 m e rigidez da mola
segundo o modelo NLF 1l
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4.7. SISTEMA MECANICO SEM BIFURCACAO

4.7.1. Solucdo Analitica

Seja agora a estrutura mostrada na Figura 4.42, constituida por duas barras rigidas rotuladas
entre si, com dois apoios, sendo o apoio C acoplado a uma mola linear de rigidez k. Ambas as

barras quando descarregadas possuem inclinacdo ¢,.

Figura 4.42 - Sistema sem bifurcacéo

Fonte: O autor

A deformacdo sofrida pela mola sera:
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x = 2L(cos ¢ — cos @g) (4.61)

O deslocamento da forca no sentido de sua aplicagéo sera:
y = L(sen @, — sen @) (4.62)

A energia potencial do sistema é originada da mola e da carga, portanto:

kx? (4.63)
INI=—-Fy
2
Substituindo os deslocamentos:
I1 = 2kL*(cos @ — cos ¢y)?* — FL(sen @, — sen @) (4.64)

E sua derivada é:

dIl
o = —4klL?(cos @ — cos @g) sen @ + FL cos ¢

As posicgdes de equilibrio do sistema acontecerdo quando a derivada da energia potencial total
se anular (PEPTE):

—4kIL2(cos ¢ — cos py) sen@ + FLcos @ =0 (4.65)
Ou em:
cos ‘PO) (4.66)
F,, = 4kL 1-
%q kLsen ¢ ( 05
A segunda derivada da energia potencial total vale:
d?Il (4.67)

P 4kL*sen?[—(cos ¢ — cos @) cos ¢| — FLsen g

As posicles de estabilidade do sistema acontecerdo quando a derivada segunda da energia

potencial total for positiva:
4kl?sen?p[—(cos ¢ — cos @y) cos p] — FLsen ¢ > 0 (4.68)

Assim, é possivel tragar o grafico com o comportamento do sistema em questao.
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Figura 4.43 - Gréafico com comportamento e solucéo do sistema da Figura 4.42

FaA

_(PO

Fonte: O autor

Serdo tecidos comentarios somente para ¢ > 0. Ao se incrementar a carga F, a partir de zero,
o0 angulo ¢, que para o sistema descarregado tem valor ¢, vai decrescendo até que atinge o
ponto critico em ¢/,. Com um infinitésimo de incremento além desse valor ocorrerd uma
mudanca brusca na configuragdo do sistema, passando da configuracdo I, para a configuracédo
Il (Figura 4.43). Essa mudanga brusca de configuragdo é chamada de salto dindmico. Em
engenharia civil, arcos e cascas abatidas estdo sujeitos a perda de estabilidade por saltos

dindmicos, com inversdo de concavidade, similar & inversdo ilustrada em 1 e Il (Figura 4.43).

4.7.2. Solugdo Numérica

A seguir se apresentam os algoritmos computacionais das solugdes numéricas do sistema
mecanico ilustrado na Figura 4.42. Os dados geométricos do sistema mecénico sdo: k =
30 kNme L = 6 m. Inicia-se 0 processo a partir de um ponto de equilibrio, a saber: ¢ =
@, e F = 0 (solucdo analitica). A Tabela 4.19 apresenta essa solucao pelo método de Newton-
Raphson padrdo. A Tabela 4.20 apresenta essa solucdo pelo método de Newton-Raphson
modificado. As Figura 4.44 mostra o grafico obtido pelo programa computacional

apresentado na Tabela 4.19.



Se SIM,

Se NAO,

Tabela 4.19 - Método Newton-Raphson padrdo para sistema sem bifurcagdo
1. Configuracdes iniciais e Solugdo Inicial
n=1000; tol=0.1; dF=0.04;

2.
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£fi0=80*pi/180; fi=fiO0;
Ciclo incremental iterativo

k=30; L=6; F=0
(loop externo)
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=4*k*L"2* ((sin(fi))"2-
(cos (fi)-cos (£i0)) *cos (fi))-F*L*sin (fi))
Incrementa carga dF
Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot) (SOLUCAO PREDITA)
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estatica desequilibrada (fdeseg=-4*k*L"2* (cos(fi)-
cos (fi0)) *sin(fi)+F*L*cos (fi))
Verifica a convergéncia:
Se SIM,

(fdeseg<toleréncia)

Salva os valores de ¢ e F

Retorna ao item 2
Se NAO,

Calcula a rigidez total do sistema
(cos (fi)-cos (£i0)) *cos (fi))-F*L*sin (fi))
Atualiza deslocamento
Retorna ao item 3

(ktot=4*k*L"2* ((sin(fi))"2-
(fi=fi-fdeseqg/ktot)

Tabela 4.20 - Método Newton-Raphson modificado para sistema sem bifurcagédo
1. Configurag¢des iniciais e Solugdo Inicial
n=1000; tol=0.1; dF=0.04; fi0=80*pi/180; fi=fi0; k=30; L=6; F=0
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Incrementa carga dF

Calcula a rigidez total do sistema
(cos (fi)-cos (£10)) *cos (fi))-F*L*sin (fi))

Atualiza deslocamento (fi=fi+dF/ktot)
3. Ciclo iterativo (loop interno,

(SOLUGAO PREDITA)
iteracdo Newton-Raphson)

Calcula a equacdo estatica desequilibrada

cos (fi0)) *sin(fi)+F*L*cos (fi))

(ktot=4*k*L"2* ((sin(fi))"2-

(fdesegq=-4*k*L"2* (cos (fi) -
Calcula a rigidez total do sistema (ktot=4*k*L"2* ((sin(fi))"2-(cos(fi)-
cos (fi0) ) *cos (fi))-F*L*sin (fi))
Verifica a convergéncia: (fdeseqg<toleréncia)

Salva os valores de ¢ e F
Retorna ao item 2

Atualiza deslocamento

(fi=fi-fdeseqg/ktot)
Retorna ao item 3

Figura 4.44 - Comparacéo entre o resultado analitico e numérico do sistema da Figura 4.42 com
k =30KkNm, L = 6me @, = 80°
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5. SISTEMA MECANICO COM DOIS GRAUS DE LIBERDADE

A Figura 5.1 apresenta um sistema mecanico constituido de trés barra rigidas sem peso de
comprimento L, rotuladas entre si, com um apoio de segundo género na base e um apoio de
primeiro género no topo, onde € aplicada uma forcga vertical conservativa F. Duas molas de
rigidez k suportam a estrutura lateralmente. A diferenca desse sistema para 0s anteriores
consiste principalmente no fato de que as diversas configuragcdes possiveis para o sistema ndo
podem mais ser descritas por apenas uma variavel, mas por duas variaveis, como os angulos

¢, € ¢, na Figura 5.1c.

Figura 5.1 - Sistema mecanico com dois graus de liberdade

‘Dl ””””” AL

Kk L ya| 2 L
DA :
A ks
k L L an
DA .
L yiloy L
pas
a) b) c)

Fonte: O autor

5.1. ANALISE DO EQUILIBRIO

Na Figura 5.1a tem-se o sistema na posicao vertical. Pode-se verificar que esta é uma posicao
de equilibrio, onde toda a carga F € resistida pelo apoio inferior da estrutura e as molas nao
sdo solicitadas. Para a analise da estabilidade é inserida uma pequena perturbagdo no sistema.
A configuracdo do sistema perturbado pode ser vista na Figura 5.1b. Se existirem outras

configurac@es de equilibrio, além da posicao vertical, o sistema caminhara para uma delas.

Na Figura 5.1c estdo ilustrados os deslocamentos horizontais sofridos pelas extremidades das

duas molas (x; e x,) e o deslocamento do ponto de aplicacéo da forca F (A):



Dos trés triangulos ilustrados na Figura 5.1c, obtém-se que:

cos @ =N
L ==
L
cos @ =22

, =
L
cos @ =23

3=
L

e que:
X1
sen<p1=7
X7
sen@p, = —
L
Xy — X
sen @z = ZL L sen @, — sen @,

A relacdo fundamental da trigonometria estabelece que:
(sen@3)? + (cos p3)? =1

Substituindo-se (5.3) e (5.6) em (5.7), resulta:

_ 24 (¥3)" _
(sen @, —sen¢,) +(L) =1

Explicitando-se y; da equagdo anterior, tem-se:

y3 = LJI — (seng@, — sen@,)?

100

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

O deslocamento do ponto de aplicacdo da forca é a diferenca entre a altura do sistema na

posicao vertical e a altura do sistema perturbado, ou:

A=3L—- (1 +y,+y3)

Substituindo-se os valores de y,, y, e y3 ha equacao acima, resulta:

A =LI3—cos<p1—cos<p2—\/1—(sen<p1— sen(pz)zl

Portanto, a energia potencial da carga sera:

V=—-FA=-FL l3 — COoS (1 — COS @, —\/1 — (sen¢@q — senqoz)zl

E a energia potencial eléstica sera:

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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kx? kx2 kL? 5.13
= 21+ 22 == (sen? @, + sen? @,) (513)

A energia potencial total do sistema é a soma da energia potencial da carga com a energia

potencial elastica, ou:
n=u+Vv (5.14)

Substituindo-se (5.12) e (5.13) em (5.14), resulta:

k1?
1= T(sen2 @, + sen? ¢,) — FL |3 — cos ¢, — cos ¢, — \/1 — (sen@, — sen@,)?

(5.15)

Pelo PEPTE sabe-se que, se a estrutura estiver em equilibrio, a energia potencial total
assumird um valor extremo. No caso do sistema com dois graus de liberdade, esse principio
deve ser aplicado a cada um dos dois deslocamentos possiveis, fornecendo as seguintes

equacdes de equilibrio:

oI [ sen@, — sen@,)cos @ | 5.16
—— = klL? sen @, cos ¢, — FL|sen ¢, + (sen ¢, $2) COS 41 =0 (5.16)
09, i J1 — (seng, — seng,)?l
oIl [ sen@, — sen@,) cos @, | 5.17
—— = klL? sen @, cos ¢, — FL [sen ¢, + (sen ¢ )OS Pz | _ 0 (517)
09, I J1 — (seng, — sen ;)]

Para pequenos deslocamentos sao aceitaveis as aproximacoes:

sen g, = ¢y (5.18)
sen @, = @, (5.19)
cos@, =cosqp, =1 (5.20)

Substituindo-se (5.18), (5.19) e (5.20) em (5.16) e (5.17) e desprezando-se 0s termos que
consideram o quadrado da diferenca entre os angulos (se @, — @, tem pequena magnitude,

(@1 — @,)? tem magnitude muito menor), tem-se o seguinte sistema de equagdes:
kL?@1 — FL(2¢1 — ¢;) =0 (5.21)

kL@, —FLQ2¢, — ¢1) =0 (5.22)

Reescrevendo-se matricialmente, resulta:
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FL

kL? — 2FL Y1) _ (0
[ FL  kI? - 2FL] {<P2} = {0} (5.23)
Essa equacdo pode ser reescrita como:
kiu=0 (5.24)
onde:
kL? — 2FL FL
k, =
= FL  kI?— 2FL] (5.25)
e
_ (P
u={,} (5.26)
A Equacdo (5.24) s6 tem solucao ndo nula em u se o determinante de k; for nulo, ou:
kL?> — 2FL FL
=0 5.27
FL kL? — 2FL| (6:27)
que leva a seguinte equacdo do segundo grau em F:
3F% —4kLF + (kL)* =0 (5.28)
cujas raizes sao:
kL
F,=— (5.29)
3
F, = kL (5.30)

F, e F, séo os autovalores da Equacdo (5.23). Substituindo-se esses valores, separadamente,

na Equacéo (5.23), encontram-se os autovetores associados a cada um desses autovalores.

Substituindo o primeiro autovalor em (5.23), tem-se:

que fornece a seguinte solucao:

kL*]
k:zz | {le} - {8} (5.31)
BN
T (5.32)
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Figura 5.2 — Modo de flambagem correspondente a F, (primeiro modo)

Fonte: O autor

Substituindo o segundo autovalor em (5.23), tem-se:

—kL?  KkL? 1(%1) _ (O
kL? —kLZ] {%} B {0} (5.33)

que fornece a seguinte solucao:
Y= (5.34)

Figura 5.3 - Modo de flambagem correspondente a F, (segundo modo)

Fonte: O autor
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5.2. ANALISE DA ESTABILIDADE

Para a andlise da estabilidade faz-se necessario estudar as segundas derivadas da energia

potencial total:

0% KL2(cos? o, —sen? o, — FL [COS ot cos? ¢, N cos? @, (sen @, — sen @,)? _seng, (seng, — sen (pz)]
2 1 1 1 1

a(pl AZ A% A%
(5.35)
a%11
902 = kL*(cos? ¢, —sen? ¢,)
2 2 _ 2 _
_FL [cos 0, + cos 1<Pz L Cos” @ (sen q;l seng,) L Sene: (sen (lil sen (pz)]
Az Az Ve
(5.36)
9211 7L {[(sen @1 — sen ¢,)? cos @; cos @,] N cos 4 COS <p2}
B 2 1
091092 A JE
(5.37)
onde,
A=1- (sengp, —sen@,)?
assim, pode-se obter a matriz de rigidez do sistema, que é dada por:
[ 011 0% ]
2
k=| 91 a‘,016402| (5.38)
I

0211 0211 |
[0p:09; 093 |
Dado & complexidade das equacdes, optou-se por analisar os resultados graficamente,

utilizando um software de modelagem gréfica. Graficos da energia potencial total e de suas

derivadas primeiras e segundas em ¢, e ¢, foram tragados para diferentes valores de carga.

Adotando-se, arbitrariamente, rigidez (k) de 30 kN/m para as molas e comprimentos lineares
(L) de 3 metros para cada trecho de barra, pode-se encontrar as cargas criticas do sistema a

partir das equacdes (5.29) e (5.30). Tem-se, entéo:

kL  30x3
Fi=—-= =30 kN (5.39)
3 3
para a solugdo ¢, = —¢,, €:
F, = kL =30x3=90kN (5.40)

para a solugdo ¢; = ¢,.
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Fazendo-se uma analogia com a massa cilindrica, usado também nos modelos com um grau
de liberdade, e analisando-se segundo 0s eixos de interesse @, = @, € @; = —@-,, € possivel

notar que:

Na Figura 5.4, tem-se o gréafico da energia potencial total para uma carga F = 1 kN abaixo
das duas cargas criticas encontradas nas Equacdes (5.39) e (5.40). O sistema possui um ponto

de equilibrio no ponto (0,0) (solucdo trivial) para qualquer um dos eixos de interesse.

Na Figura 5.5, tem-se o gréfico da energia potencial total para uma carga F = 30 kN, igual a
primeira carga critica e abaixo da segunda carga critica. Nota-se que, na direcdo do eixo

@1 = @4, 0 ponto (0,0) da soluc¢do trivial ainda é estavel.

Na Figura 5.6, tem-se o gréfico da energia potencial total para uma carga, F = 60 kN com
valor intermediario entre as cargas criticas encontradas nas Equacdes (5.39) e (5.40). Nota-se
que, na direcdo do eixo ¢; = —¢,, 0 ponto (0,0) da solucdo trivial passa a ser um ponto de
equilibrio instavel (IT assume um valor maximo local), enquanto que, na outra direcdo, 0s
pontos de maximo comecam a se aproximar do ponto de equilibrio da solucédo trivial, mas

ainda configurando equilibrio estavel nessa direcao.

Figura 5.7 tem-se o gréafico da energia potencial total para uma carga F = 90 kN, igual a
segunda carga critica. O sistema possui um ponto de equilibrio no ponto (0,0) (solugédo
trivial) para qualquer um dos eixos de interesse. Nota-se que, na direcéo do eixo ¢; = ¢,, 0

ponto (0,0) € instavel.

Na Figura 5.8, tem-se o grafico da energia potencial total para uma carga F = 120 kN, cujo
valor estd acima das cargas criticas encontradas. O sistema ndo possui mais nenhuma posi¢éo
de equilibrio estavel na direcdo dos eixos de interesse, apenas uma posicao de equilibrio

instavel no ponto (0,0).

Na Figura 5.9, tem-se o grafico das primeiras derivadas em ¢ e ¢,, interceptadas pelo plano
[1=0 para a carga de F = 15KkN. Nos trés pontos, nos quais ambas as derivadas se

encontram simultaneamente com o plano IT = 0, tem-se um ponto de equilibrio (atende o

sistema de equacdes estaticas de equilibrio % = 0). As retas r;, r, e r; fazem a projecéo

destes pontos na curva da energia potencial total e, como esperado, interceptam os pontos de
extremos da energia potencial total (ponto de minimo para r,, portanto estavel no caminho

fundamental, e ponto de maximo para r; e r3, portanto, instavel no caminho secundario).
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Na Figura 5.10, tem-se o grafico das segundas derivadas em ¢, € ¢,, interceptadas pelo plano
[1=0 para a carga de F = 15KkN. As retas ry, 1, e r; fazem a projecdo dos pontos de
extremos da energia potencial total para as derivadas segundas. O ponto de minimo (em ;)
leva a um ponto positivo da derivada segunda (acima do plano IT = 0), portanto estavel no
caminho fundamental. Os pontos de maximo da energia potencial total (em r; e r3) levam a
pontos negativos nas derivadas segundas (abaixo do plano IT = 0), portanto estavel no

caminho instavel no caminho secundario.

Figura 5.4 — Gréfico da energia potencial total para a carga F = 1 kN

250

F=1kN

200

®1

Fonte: Ferreira, et al., 2017



Figura 5.5 — Gréfico da energia potencial total para a carga F = 30 KN
|

F=30 kN

Fonte: Ferreira, et al., 2017

Figura 5.6 — Gréfico da energia potencial total para a carga F = 60 KN

F=60 kN
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Fonte: Ferreira, et al., 2017
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Figura 5.7 - Gréfico da energia potencial total para a carga F = 90 kN

0

F=90 kN

-100

Fonte: Ferreira, et al., 2017

Figura 5.8 - Gréfico da energia potencial total para a carga F = 120 kN
|

F=120 kN

Fonte: Ferreira, et al., 2017
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Figura 5.9 - Gréfico da energia potencial total e derivadas primeiras para carga de F = 15 kN

500 |

L. Derivada primeira em relagao a ¢,

. Derivada primeira em relagdo a ¢

Bl Energia potencial total

Fonte: Camargo, 2017



110

Figura 5.10 - Gréfico da energia potencial total e derivadas segundas para carga de F = 15 kN

L. Derivada segunda em relagéo a ¢,

Ll Derivada segunda em relagdo a ¢,
B Energia potencial total

Fonte: Camargo, 2017
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E possivel notar que para o eixo ¢, = ¢,, para cada carregamento, o sistema possui duas
solucdes ndo triviais com carregamentos de até F.,, = 90 kKN (segunda carga critica). A partir

de entdo, o sistema s6 possui a solugdo trivial. E possivel notar que no eixo ¢, = @,
conforme ilustra a Figura 5.11, o sistema se assemelha a solucdo do sistema de 1GL com
bifurcacdo simétrica instavel sem imperfeicdes iniciais (Figura 4.28).

Figura 5.11 - Posi¢des de equilibrio para diferentes carregamentos

F 1
instavel_ |
| e {120kN
o For=90kN
P Y
VAR S S
s -~ 30kN
/ \
- - RKN
N et \
| 1
l e

Fonte: O autor
O que confirma o valor da carga critica para a solugdo ¢; = @,:
F, = 90 kN (5.41)

Semelhantemente ao que foi feito para a solugéo de ¢, = ¢, pode ser feito para ¢, = —¢@,,
porém, com uma carga critica menor (Figura 5.12), cujo valor é:

F, = 30 kN (5.42)



Figura 5.12 - Caminho de equilibrio para as duas solucdes encontradas
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Fonte: O autor
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Figura 5.13 — Gréfico obtido pela solugdo numérica do sistema da Figura 5.1 capturando parte do

caminho de equilibrio do eixo ¢, = ¢, (cddigo numérico na Tabela B.15, Apéndice B)

Fonte: O autor

e Numeérico
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5.3. SISTEMA COM IMPERFEICAO GEOMETRICA INICIAL

Analisa-se agora o sistema com imperfeicdo geométrica inicial. De maneira analoga ao que
foi feito nos sistemas mecanicos de 1GL, a imperfeicdo geométrica inicial serd introduzida
como uma inclinagdo inicial ¢, nas barras diretamente ligadas aos apoios de primeiro género.
Outra forma de se considerar a imperfei¢do inicial, também introduzida aqui, serd& uma
excentricidade e na aplicacdo da carga. Na Figura 5.14 a) tem-se o0 sistema na posi¢do com a
imperfeicdo inicial. Desta vez esta ndo é mais uma configuracdo de equilibrio. A partir dessa
posicdo sistema buscard uma nova configuracdo até que encontre equilibrio, sem a
necessidade de uma perturbacdo inicial. A configuracdo em uma posicao genérica qualquer,
compativel com os deslocamentos possiveis do sistema, a partir de sua posicdo inicial, pode
ser vista na Figura 5.14 b). Se existir alguma configuracéo de equilibrio, o sistema caminhara

para ela.

Figura 5.14 - Sistema mecanico com dois graus de liberdade a) em sua posicdo com imperfeigco
geométrica inicial b) em sua posicao deslocada

Fonte: O autor

Na Figura 5.15 estd ilustrado a geometria do sistema com as varidveis de interesse para

estudo: na Figura 5.15 a) a inclinagéo inicial da barra (¢,), o deslocamento inicial das molas
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(x) em relacdo ao sistema perfeito e na Figura 5.15 b) a inclinacdo das barras (¢, e @) e a
deformacdo das molas (x;e x;) numa posicdo qualquer. O deslocamento do ponto de

aplicacdo da forca F é representado por A.

Figura 5.15 - Sistema mecénico com dois graus de liberdade a) geometria do sistema em sua posicao
com imperfeicdo geométrica inicial b) geometria do sistema em sua posi¢do deslocada
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Fonte: O autor

Dos tridngulos ilustrados na Figura 5.15 a), obtém-se que:

cos @g = 22
Po L
(5.43)
sengo =~
(5.44)
Xo® + yo? = L?
(5.45)

Dos trés triangulos ilustrados na Figura 5.15 b), obtém-se que:
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coS = &
P1 I
(5.46)
coS = &
() L
(5.47)
coS = &
¥3 L
(5.48)
e que:
seng, = i
(5.49)
seng@, = i
(5.50)
X1 — X3
sen @z = I = seng,— senq,
(5.51)
A relacdo fundamental da trigonometria estabelece que:
(sen@3)? + (cos p3)? =1
(5.52)
Substituindo-se (5.48) e (5.51) em (5.52), resulta:
(sen @, — sen@,)? + (&)2 =1
L
(5.53)
Explicitando-se y; da equacdo anterior, tem-se:
y3 = L\/l — (sen @, — sen@,)?
(5.54)

O deslocamento do ponto de aplicacdo da forca é a diferenca entre a altura entre o sistema em

suas diferentes configuracdes:

A= (L+2y,)— (1 +y2+y3)
(5.55)

Substituindo-se os valores de y,, y;, y, e y3 ha equacdo acima, resulta:
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A= L [1 + 2 cos @y — cos @ — coS P, — Jl — (sen¢@, — sen (pz)zl
(5.56)

Portanto, a energia potencial da carga, ainda sem levar em conta a excentricidade da carga, sera:

V =—-FA= —FL [1 + 2 cos g — coS @1 — COS Py — \/1 — (sen @, — senqoz)z]
(5.57)

A carga F com excentricidade e pode ser convertida numa carga F aplicada no eixo
juntamente com um momento F x e. Para simplificar o sistema de equagdes a excentricidade
pode ser reescrita como sendo relativa ao comprimento da barra, na forma e = € X L. Entdo a
energia potencial gerada por este momento sera dada por —F £ L (¢, — ¢,), de forma que a

energia potencial total produzida pela carga pode ser escrita como:

V =—FL [1 +2cos gy — & (93 — Pg) — COS P1 — oS Py — /1 — (sen @, —senq)z)z]
(5.58)

E a energia potencial elastica sera:

_ k(g — %0)? n k(xz — x0)? _ kL?

U 5 5 == [(sen @, — sen@y)? + (sen @, — sen @y)?]

(5.59)

A energia potencial total do sistema € a soma da energia potencial da carga com a energia
potencial elastica, ou:

N=U+V
(5.60)

Substituindo-se (5.56) e (5.59) em (5.60), resulta:

k1?2 5 5
II= - [(sen @, —sen @)= + (sen @, — sen @,)*]

—FL [1 + 205 pg — £ (3 — Pg) — COS @ — oS Py — /1 — (sen ¢, —sen(pz)z]
(5.61)

Considerando que as inclinages iniciais das barras sejam diferentes e com valores @q; € @2,

pode-se reescrever a energia potencial para este sistema mais genericamente, na forma:

IH(u)=U() +Vu)
(5.62)

onde, u é o vetor do grau de liberdade de deslocamento do sistema:
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_ (%1
u= (§02>
U(u) ¢ a parcela da energia potencial referente a energia interna da mola:

k 2
U(u) =—-[(sen @1 — sengop)? + (sen g, — sen9go)?]

e V(u) a parcela da energia potencial referente a energia externa da carga:

V(u) = —FL [1 + €05 Qg1 + COS Py — € (P2 — Pg2) — COS P1 — COS P, —+/1 — (sen @, — sen <p2)2]

Agora pode-se obter o sistema de equacdes estaticas do sistema:

oIl (u)
g =| o |
\er. )

(5.63)
Calculando as derivadas obtém-se:

(A(L2)
g = (A(2,1)>
(5.64)

onde:

[

sen@; — senq;) cos @;
A(i,j) = kL? cos @; (sen @; — sen @;) — FL llsen Q; + (sen ¢i ) b _ sjl

\/1 — (seng; — seng;)?

ondeeg, =cee, =0

E interessante notar as semelhancas das equacdes com as do sistema mecanico sem
imperfei¢Bes iniciais. Em comparagdo com este sistema, as imperfei¢cdes iniciais da barra
alteram a parcela referente aos esforgos internos do sistema (termo sen ¢; substituido por
sen ; — sen @,;) € a excentricidade da carga altera a parcela referente aos esforcos externos

e apenas quando analisado em relagdo ao grau de liberdade ¢, (acrescentando o termo ).

A solucgdo analitica exata ndo € tdo simples como os sistemas de 1GL. Entdo faz-se aqui as

aproximacdes, aceitaveis para pequenos deslocamentos:

sen; = @; (5.65)
5.65
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cosp; =1
(5.66)

Substituindo-se (5.65) e (5.66) em (5.64) e desprezando-se 0s termos que consideram o
quadrado da diferenca entre os angulos, uma vez que, se @, — @, tem pequena magnitude,

entdo |, — @,| > (@ — @,)?, tem-se 0 seguinte sistema de equagdes:

AG,)) = kL2 (p; — 9oi) — FL(20; — ¢ — ¢)

(5.67)

ondeeg; =eeg, =0

Reescrevendo-se matricialmente, resulta:

[kL2 —2FL  FL ]{401 }- {kszpm - FLe} _ {0}
FL kLZ — 2FL %) kLz(pOZ 0

(5.68)

Ou ainda:

kL? — 2FL FL P11\ _ ,2(Po1) (Fe
[ FL kL2—2FL]{<P2}_kL {fpoz} {0}

(5.69)

Essa equagdo pode ser reescrita como:

kiu=uy—p

(5.70)

onde K; € a matriz de rigidez:

k. — [kL2 — 2FL FL ]
t FL kL? — 2FL

(5.71)

u € 0 vetor com o grau de deslocamento do sistema:

_(P1
u= {(,02}

(5.72)

u, € o vetor de imperfeicdes geométricas iniciais internas do sistema:
u, = kL2 {q)Ol }

Po2
(5.73)
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e p é o vetor de imperfei¢cBes geométricas iniciais externas do sistema:
__(Fe
p= { 0 }

A andlise com simplificagfes tem o proposito apenas de encontrar as cargas criticas do

(5.74)

sistema. Como esperado os valores das cargas criticas sdo 0os mesmos (Equacdes (5.29) e

(5.30)), uma vez que a matriz de rigidez permanece a mesma (Equagdes (5.25) e (5.71)).

5.3.1. Solucdo Numérica

Pelo PEPTE sabe-se que a estrutura estd em equilibrio quando o sistema de equacgdes

estaticas, obtido na Equacéo (5.64), for nulo:

A(1,2
9w = {AEZJ%} = {8}

(5.75)
onde:
[ (sen@; — sen@;) cos @; ]
A(i,j) = kL? cos @; (sen @; — sen @q;) — FLisen Q; + bi Ld LA 8j|
| Jl — (seng@; — seng;)’ |

ondee, =cee, =0

Como é complicado de resolver analiticamente o sistema de equacdes, serd usada a
abordagem numérica. Porém, antes disso, busca-se uma solugdo exata para comparagdo com a
resposta numérica. Plotando-se os graficos de A(1,2) = 0e A(2,1) = 0, percebe-se que em
©1 = P, ambas as equacdes de equilibrio estatico podem ser atendidas (Figura 5.16), com a

condicdo de que € seja pequeno.
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Figura 5.16 — llustracéo gréafica das superficie das fun¢bes geradas quando cada componente do vetor
de equacdes estaticas g(u) é nula (k = 30kNm; L = 6m; @y; = @9, = 0,05 rad; € = 0)

;/ TN

P1

Fonte: O autor

Como busca-se uma solucdo exata para efeito de comparacao, adota-se a partir de agora e = 0
para que @; = ¢, seja uma solugdo valida. Substituindo a solugcdo ¢, = @, = ¢ na Equacéo

(5.75) e isolando a carga F tem-se:

F = kL cotp (sen@ — sen@,) (5.76)

A seguir se apresenta o algoritmo computacional com a solu¢Bes numeéricas do sistema
mecanico ilustrado na Figura 5.14. Os dados geométricos do sistema mecanico sdo: k =
30 kNm; L = 2m; @y, = @9 = 0,05rad. Inicia-se 0 processo a partir de um ponto de
equilibrio, a saber: @, = @y, =0,9rad e F = 36,3kN. A Tabela 5.1 apresenta essa solugao
pelo método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga constante. A Figura 5.17
mostra o grafico obtido pelo programa computacional apresentado na Tabela 5.1 e sua

comparagdo com a resposta analitica da Equacéo (5.76).



Tabela 5.1 - Método Newton-Raphson Padréo para sistema sem bifurcacéo
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1. Configuragdes iniciais e Solucdo Inicial
n=270; tol=0.00001; dF=0.08; £i0=0.02; u={0.9,0.9}; k=30; L=2; F=36.3
2. Ciclo incremental iterativo (loop externo)
Calcula a rigidez total Kt do sistema
Incrementa carga F=F+dF
Atualiza deslocamento u=u+Inversal[Kt].dF
3. Ciclo iterativo (loop interno, iteracdo Newton-Raphson)
Calcula a equacdo estatica desequilibrada g
Verifica a convergéncia: (fdeseq<toleréncia)
Se SIM,
Salva os valores de u e F
Retorna ao item 2
Se NAO,
Calcula a rigidez total do sistema Kt
Atualiza deslocamento (u=u-Inversal[Kt].qg)
Retorna ao item 3

Figura 5.17 — Comparacéo entre o resultado analitico e numérico do sistema da Figura 5.14 com

k =30KkNm,L =6me¢@o= 0,05rad

F

A LA LT
50
40 i

Analitico
30 « Numérico
20
»

0.2 0.4 0.6 0.8

Fonte: O autor.

O vetor de carga desequilibrada g(u) foi omitido do codigo porque é grande. Sua equagéo

pode ser vista na Equacdo (5.64). A matriz de rigidez do sistema Ky(u) foi omitida pelo

mesmo motivo. Sua equacdo completa € mostrada aqui:

[ 9% I
K =| a‘Pf a¢1a§02|
™1 o2n 92 |
l6<p16<pz a3 |

(5.77)
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ou ainda

_[B(1,2) C(1,2)
Kr=lc21) Be1)

(5.78)

onde

B(i,)) = kL*[cos? @; + sen @, (sen ¢, — sen ;)]

cos? @; senu; (sen@; — sen ;)
J1—(seng; —seng;)? |/1— (seng; —seng;)?
cos? @; (sen@; — sen @;)?
(1 - (seng; — sen;)?)3/2

— FL|sen¢; +

COS Q; COS P cos @; cos @; (sen @; — sen ¢;)?

c(i,j) = FL
[\/1 — (sen¢; — sen (pj)z

(1 — (sen @; — sen ¢;)?)3/2

|
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6. CONCLUSOES

6.1. SOBRE O TRABALHO REALIZADO

Este trabalho abordou os principais aspectos do tema estabilidade estrutural de forma
organizada a fim de facilitar a compreensdo do assunto. Além de apresentar os conceitos e
terminologias basicas pertinentes a teoria da estabilidade estrutural, foi possivel aplica-los
em sistemas mecanicos compostos de barras rigidas sem peso indeformaveis associadas a

molas circulares ou lineares com diferentes modelos de rigidez.

Foram estudados sistemas com 1GL, o sistema com bifurcagdo simétrica estavel com e sem
imperfeicdo geomeétrica inicial, o sistema com bifurcacdo simétrica instavel com e sem
imperfeicdo geométrica inicial, o sistema com bifurcacdo assimétrica e o sistema com perda
de estabilidade por ponto limite (Tabela 6.1) . Também foi estudado um sistema mecanico
com 2GL com e sem imperfeicdo geométrica inicial da barra e da carga. Duas estratégias de
solucdo numérica foram discutidas: o método de Newton-Raphson e do Comprimento de
Arco. Todos os modelos foram resolvidos analiticamente pelo PEPTE e numericamente pelo
método de Newton-Raphson padrdo e modificado. A resposta do sistema com bifurcagdo
simétrica instavel com imperfeicdo geométrica inicial apresentou um ponto limite de carga,
entdo parte do caminho de equilibrio ndo pdde ser capturado pelo método de Newton-

Raphson. Neste modelo foi usado o método do Comprimento de Arco.

A partir do estudo dos sistemas mecanicos e da criagdo de rotinas computacionais pdde-se
prever, analitica e numericamente, o comportamento ndo linear das estruturas. Estes
resultados servem de base para 0 estudo de sistemas mais complexos (com mais graus de
liberdade) e em sistemas com aplicacdo em engenharia civil ou mecénica, como vigas e

porticos, por exemplo.
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Tabela 6.1 — Resumo dos sistemas mecanicos
(Continua)
Bifurcacdo Simétrica Estavel sem Imperfeicdo Geométrica Inicial
Sistema Mecanico IxpeFxXg Fxo
F. \I(F’:B) EL
. Iy l .‘.‘ IL(F=5) 4
L ) ; 3 Estavel
; L : - lil(E_” 2 — — — Instavel
Ponto de hifurcagdo
k k - 2 0 " O (radianos)
P
|
fﬂ? Mo >0
I —_ =0
- Ef‘ff pa<0
//
1
k (@
.
F +
M |
— | Estavel
K l': ' . !
AN = — = Instavel
H>-U IV k l P ~.
s N\
V' A
ra AN
rs N
// \\ (p
/7 hY
e AN
s \\
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Tabela 6.1 — Resumo dos sistemas mecanicos
(Conclusao)

Bifurcacdo Simétrica Instavel com Imperfeicdo Geométrica Inicial

Sistema Mecéanico Nx@eFxg FXg@

Estéavel

=== Instavel

x> (radianos)
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6.2. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Com base no que foi analisado e concluido ao longo desta dissertacdo, podem ser feitas
algumas sugestdes de desenvolvimentos futuros relacionados ao tema, as quais Sao

apresentadas no decorrer deste item.

e Estudar os sistemas com bifurcacdo assimétrica e com perda de estabilidade por ponto

limite com imperfeicdo geométrica inicial

e Implementar o c6digo numérico do comprimento de arco para sistemas ndo lineares

com mais graus de liberdade
e Introduzir plasticidade nos modelos mecénicos

e Fazer o estudo da estabilidade em porticos
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APENDICE A - SOBRE RIGIDEZ ELASTICA E GEOMETRICA

Neste apéndice sera feita a apresentacdo das rigidezes elastica e geométrica de sistemas
mecénicos de um grau de liberdade, motivo pelo qual assumem forma escalar. Serdo
apresentadas suas definicGes e caracteristicas, e em virtude disso, serdo visualizadas suas
diferencas. No final, serdo apresentadas as rigidezes elastica e geométrica de pilares, as quais
se apresentam em sua forma matricial. Trata-se de uma abordagem pedagdgica, no sentido de
facilitar o entendimento dessas rigidezes por estudantes e engenheiros que pretendem se

iniciar na analise ndo linear.
Sistema de Um Grau de Liberdade (1GL)
Rigidez elastica

Seja o sistema mecanico ilustrado na Figura A.1 abaixo.

Figura A.1- Sistema barra-mola submetido ao momento fletor M

M

Fonte: O autor

Sua energia potencial total (IT = U + V) vale:

1
I =§kg02 — Mg (A1)

Sua primeira derivada vale:

dll y (A.2)

Sua segunda derivada vale:
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d2nn (A.3)
dgr ~ e

onde k ¢é rigidez da mola, que é linear ou elastica (k,.), que por sua vez é a rigidez total do

sistema (k;).
Rigidez geométrica
Seja o sistema mecanico ilustrado na Figura A.2 abaixo.

Figura A.2 — Sistema barra-mola submetido a uma forca F

j!

Fonte: O autor

Sua energia potencial total (I1 = U + V) vale:

1
1= Ek(pz — FL(1 — cos @) (A4)

Uma particularidade deste exemplo é que sé € possivel iniciar a analise aplicando-se uma
pequena perturbacdo inicial, caso contrario a barra ficara na vertical e a forca ndo provocara

deslocamento angular na mola.
Sua primeira derivada vale:

dli .
%zk(p—FLsencp (A5)

Sua segunda derivada vale:
d?I (A.6)

d(p2=k—FLcosq0=ke+kg=kt

onde, k; é a rigidez total, dada por:
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ke = ke + kg (A7)
sendo,
ke =k (A.8)
arigidez elastica e
ky = FL cos ¢ (A.9)

a rigidez geometrica.
Agora a rigidez total (k) tera duas parcelas, a rigidez linear ou elastica (k.) que € a rigidez da

mola e a rigidez geometrica (k).

Neste momento € possivel apresentar a diferenca entre essas rigidezes. A rigidez elastica (k,)
independe da forca generalizada (momento) aplicada no sistema mecanico, enquanto a rigidez
geométrica depende da forca aplicada e do deslocamento generalizado (¢), conforme a

Equacdo(4.10). Isso caracteriza a ndo linearidade desse sistema mecanico.

Sistema de Multiplos Graus de Liberdade

Apresentam-se a seguir as rigidezes elastica e geométrica de uma barra prismatica (Figura
A.3). Essas rigidezes sao obtidas em conformidade com os graus de liberdade apresentados na
Figura A.3, (REIS & CAMOTIM, 2000).

Figura A.3 — Convencéo de deslocamentos positivos para a barra de pértico plano

Cx

w
N

2

Fonte: O autor
Matriz de rigidez elastica

A seguir se apresenta a matriz de rigidez elastica (Equacdo(A.10)) da barra ilustrada na Figura
A3
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r4EI  6EI  3EI —6EI "

L 12 A

6EI  12EI 6EI —12EI
k. =| * L3 12 L3 (A.10)
e

3EI  6EI  4EI —6EIl

L L2 L 12

—6El —12EI —6El 12EI

| LZ L3 L2 L3 i

Nessa matriz, EI é a rigidez a flexdo e L € o comprimento da barra. As rigidezes dessa matriz

independem do esfor¢co normal de compressao na barra aplicada na barra.
Matriz geométrica aproximada

De a acordo Reis e Camotim (2000), ao se incorporarem os efeitos de um esforco de
compressdo (N) na barra da Figura A.3, encontra-se a seguinte matriz de rigidez geométrica:
2L 1 —-L -1

15 10 30 10
1 6 1 -6

_v{10 5L 10 5L (A.11)
Kg=N1_p 1 20 21
30 10 15 10
-1 -6 -1 6

10 5L 10 5L

As rigidezes da matriz geométrica sofrem influéncia do esforco normal de compressdo atuante

na barra.

Andlise Linear da Estabilidade de Pilares

Segundo Reis e Camotim (2000), ao se conhecerem as forgas de compressédo em todas as
barras de uma estrutura, o problema de autovalor pode ser apresentado na forma:
[ke — k4D =0
(A.12)
Vaz (2011) usa procedimento incremental para chegar ao problema de autovalor, admitindo

que, nas proximidades da carga critica, ndo ha acréscimo de carga para acréscimo de

deslocamento, resultando na equacao:



131

Figura A.4 — (a) Problema de autovalor segundo Vaz (2011) (b) llustracdo da obtencdo da carga critica
(AF = 0) para 1GL

W |
AF=0
[ke — 2ky]AD =0

(a) (b)

Fonte: O autor
A Equacédo (A.12) s6 tem solucdo nao nulaem D se det(ke — Akg) for nulo.

Por meio de A se obtém as cargas criticas (autovalores) e, para cada A, ter-se-4 0 modo de

flambagem (autovetor) para a carga critica diretamente associado a esse A.
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APENDICE B - CODIGOS FONTE

Este trabalho apresenta sistemas mecanicos de comportamento ndo linear geométrico e fisico
compostos de barras rigidas sem peso e molas lineares ou circulares sujeitas a cargas verticais
que comprimem as barras desses sistemas. Sdo apresentadas suas solugfes analiticas e
numéricas em termos de forcas generalizadas versus deslocamentos generalizados. As
solucbes numéricas foram elaboradas com o uso do método de Newton-Raphson com controle

de carga e deslocamento e 0 método do Comprimento de Arco.

A seguir, apresentam-se os codigos-fonte, em linguagem do Mathematica, das solucdes
numéricas ndo lineares desses sistemas mecanicos. Sao apresentados, inclusive, codigos de
algoritmos que ndo foram fornecidos no corpo do texto, como o algoritmo do sistema com

2GL sem imperfeicdes iniciais.
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Tabela B.1 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcacdo

simétrica estavel sem imperfei¢cdo geométrica inicial e fisicamente linear

Clear[k,L,u,A,II,qg,Kt,g,M,i,n,tol, AXN]

(*CARACTERTSTICAS DO SISTEMA MECANICO=—==—==— = *)
O[u ,A _1:=1/2 k u?+A L(Cos[ul-1);

glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A],ul];

Kt[u_ ]:=Evaluate[D[II[u,A],u,ull

Print["g=",g[u,A]," Kt=",Ktlu]," A=",A/.Solvelg[u,A]==0,A1[[1]1]1];
(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=—=—==—==——— = mm e — *)
k=30;L=6;u={{0.5}};A=A/.Solve[g[u,A]==0,A];

(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO === === == e e *)
n=20;M=ConstantArray[0, {n,2}]1;1=0;t0l1=0.1;1d=3;Imax=20;AA={{0.1}};Ipa=Id;
(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUCAO NUMERICA=-=— = m e e e e e *)

H
Id\;

While[i!=n, i++;AA=AN ‘P2 ;A+=AN;u+=Inverse[Kt[u]].AX;Ip=0;

While[M[[1]]1=={0,0}, Ip++;
If[Norm[g[u,A]l]l<tolVIp>Imax,M[[i]]={ulll,1]11,A[[1,1]11},u-

=Inverse[Kt[u]].g[u,A]l;Ipa=Ip]lll;
(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA-—————— e *)
Gl=ListPlot[M, Joined->False,PlotRange->All,AxesLabel->{"p","A"},
AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—->{"Numérico"}];
G2=Plot[(k u Csclu])/L,{u,0,3},AxesLabel->{"¢ (rad)", "Fext
(kN)"},AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{LightGray, Thickness[0.008]},PlotLegends—->{"Analitico"}];
Show [G2,G1]
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Tabela B.2 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcacao
simétrica estavel sem imperfei¢cdo geométrica inicial e NLF |

Clear[k,L,u,A,II,qg,Kt,g,M,i,n,tol, AXN]

(*CARACTERTSTICAS DO SISTEMA MECANICO-—————————————— o *)
O[u ,A 1:=1/2 k u’#+A L(Cos[ul-1) ;

glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A],ul];

Kt[u_ ]:=Evaluate[D[II[u,A],u,ull

Print["g=",g[u,A]," Kt=",Ktlu]," A=",A/.Solvelg[u,A]==0,A1[[1]11];
(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=——————————————— *)
L=6;u={{0.5}};A=A/.Solve[g[u,A]==0,A];k=If[Norm[ul<2,30,12];

(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO-=—=—=——————mmmm e e e *)
n=20;M=ConstantArray[0, {n,2}1;1=0;t0l=0.1;1Id=3;Imax=20;AA={{0.05}};Ipa=Id;
(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUCAO NUMERICA-—————————m—mmmm e *)

H
Id\;

While[i!=n,i++;AN=AN ‘TP2
;i AM=AN;ut=Inverse[Kt[u]].AN; k=If[Norm[ul<2,30,12];Ip=0;
While[M[[1]]1=={0,0},Ip++;

If [Norm[g[u,A]]<tolVIp>Imax,M[[i]]={ul[1,1]],A[[1,1]]},u-
=Inverse[Kt[ul]l.glu,A]l;k=If[Norm[u]<2,30,12];Ipa=Ipl]l];
(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA--—--—-—-——-—mmmm *)
Gl=ListPlot[M,Joined->False,PlotRange->Automatic,AxesLabel->{"p","A"},
AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—->Placed[{"Numérico NLF I e o = 2
rad"},Right]];
G2=Plot[ (12 u Csclul])/L, {u,0,3},AxesLabel->{"¢p (rad)", "Fext
(kN) "} ,AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle->{LightGray},PlotLegends-
>Placed[{"Analitico k=12 kNm"},Right],PlotRange->{0,50}];
G3=Plot[ (30 u Csclul])/L, {u,0,3},AxesLabel->{"¢p (rad)", "Fext
(kN) "} ,AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{LightGray, Dashed}, PlotLegends->Placed[{"Analitico k=30
kNm"},Right], PlotRange->{0,50}1;
Show [G3,G2,G1]
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Tabela B.3 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcacao
simétrica estavel sem imperfeicdo geométrica inicial e NLF Il

Clear[k,L,u,A,II,qg,Kt,g,M,i,n,tol, AXN]

(*CARACTERTSTICAS DO SISTEMA MECANICO=—==—==— = *)
O[u ,A 1:=1/2 k u’#+A L(Cos[ul-1) ;

glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A],ul];

Kt[u_ ]:=Evaluate[D[II[u,A],u,ull

Print["g=",g[u,A]," Kt=",Ktlu]," A=",A/.Solvelg[u,A]==0,A1[[1]1]1];
(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=—=——=—==———— e — *)
L=6;u={{0.5}};A=A/.Solve[g[u,A]==0,A];k=If[Norm[u]<2,30, (30 2)/ul;
(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO === === == e e *)
n=20;M=ConstantArray[0, {n,2}1;1=0;t0l=0.1;1Id=3;Imax=20;AA={{0.05}};Ipa=Id;
(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUCAO NUMERICA=-=— = m e e e e e *)

H
Id\;

While[i!=n,i++;AN=AN ‘TP2
;i A+=AN;ut+=Inverse [Kt[u]].AX; k=If[Norm[u]<2,30, (30 2)/ul;Ip=0;
While[M[[1]]1=={0,0},Ip++;

If[Norm[g[u,A]]<tolVIp>Imax,M[[1i]]={ul[1,1]],A[[1,1]1]},u-

=Inverse[Kt[u]].g[u,A]l;k=If[Norm[u]<2,30, (30 2)/ul;Ipa=Iplll;

(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA--—--—---———mmmm *)

Gl=ListPlot[M,Joined->False,PlotRange->Automatic,AxesLabel->{"u","A"},

AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends->{"Numérico NLF II e o = 2 rad"}];

G2=Plot[ ((30 2)/u u Csclul)/L,{u,0,3},AxesLabel->{"¢p (rad)","Fext

(kN) "} ,AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle->{LightGray},PlotLegends-

>{"Analitico - Escoamento (P = 60 kNm)"},PlotRange->{0,50}];

G3=Plot[ (30 u Csclul)/L, {u,0,3},AxesLabel->{"¢ (rad)", "Fext

(kN) "} ,AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{LightGray, Dashed}, PlotLegends->{"Analitico k = 30 kNM"},PlotRange-

>{0,50}1;

Show [G3,G2,G1]
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Tabela B.4 - Método de Newton-Raphson padrdo, com controle de carga para o sistema de bifurcacéo
simétrica estavel sem imperfeicdo geométrica inicial e NLF 111

Clear[k,L,u,A,II,qg,Kt,g,M,i,n,tol, AXN]

(*CARACTERTSTICAS DO SISTEMA MECANICO=—==—==— = *)
O[u ,A 1:=1/2 k u’#+A L(Cos[ul-1) ;

glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A],ul];

Kt[u_ ]:=Evaluate[D[II[u,A],u,ull

Print["g=",g[u,A]," Kt=",Ktlu]," A=",A/.Solvelg[u,A]==0,A1[[1]1]1];
(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=—=—==—==——— = mm e — *)
L=6;u={{2}};A=A/.Solve[glu,A]==0,A][[1]];k=(30 /Cosh[ul)[[1,11]1;
(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO === === == e e *)
n=20;M=ConstantArray [0, {n,2}]1;1=0;t0l1=0.1;1d=3;Imax=10;AA={{0.1}};Ipa=Id;
(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUCAO NUMERICA=-=— = m e e e e e *)

H
Id\;

While[i!=n,i++;AN=AN ‘TP2 ;A+=AN;u+=Inverse [Kt[u]].AN; k= (30

/Coshful) [[1,1]];Ip=0;
While[M[[i]]=={0,0}, Ip++;
If[Norm[g[u,A]]<tolVIp>Imax,M[[1i]]1={ul[1l,11],A[[1,1]]1},u-
=Inverse[Kt[u]].g[u,A];k=(30 /Coshlul])[[1,1]1];Ipa=Ipl]ll]l;
(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA--—--—---———mmmm *)

Gl=ListPlot[M,Joined->False,PlotRange->Automatic,AxesLabel->{"p","A"},
AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—->{"Numérico NLF III"}];
G2=Plot[ (30 /Cosh[u] u Csclu])/L,{u,0,2.8},AxesLabel->{"¢p (rad)","Fext
(kN) "} ,AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle->{LightGray},PlotLegends-
>{"Analitico NLF III"},PlotRange->Automatic];

Show [G2,G1]
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Tabela B.5 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcacao
simétrica estavel com imperfeicdo geométrica inicial e fisicamente linear

Clear[k,L,u,A,I,9,Kt,g,M,1i,n,tol, AN, uo]

(*CARACTERISTICAS DO SISTEMA MECANICO---———=———=————————————m—————————— *)
H[u_,A_,uo_]:zl/Z k (u—uo)2+A L(Cos[u]-Cos[uo])

;glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A,uo],ul]];Kt[u_]:=Evaluate([D[II[u,A,uo0],u,ul]
Print["g=",g[u,A]," Kt=",Kt[ul]," A=",A/.Solvel[g[u,A]l==0,A1[[1111;

(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO---—=——————————————————————————

k=20;L=6;uo={{(5 m) /180}};u={{0.2}};A=7A/.Solve[g[u,A]==0,A][[1]1];
(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO === === === =m e e

n=10;M=ConstantArray[0, {n,2}];1i=0;t0l1=0.01;Id=4;Imax=10;AA={{0.2}};Ipa=Id;
(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUGCAO NUMERICA-————————————————————————————————

Id

Ipa

While[i'!=n, i++;AA=AX ;At=AN;ut=Inverse[Kt[u]].AN; Ip=0;
While[M[[1]]=={0,0}, Ip++;
If[Norm[g[u,A]]<tolVIp>Imax,M[[i]]={ulll,11],A[[1,1]]},u-
=Inverse[Kt[ul]].glu,A]l;Ipa=Iplll;
(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA--------------—-—omommmmmmmmm oo

Gl=ListPlot[M, Joined->False, PlotRange->All, AxesLabel->{"¢","A"},
AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—>{"Numérico"}];

G2=Plot[-((k (-utuo) Csclul)/L),{u,0,3},AxesLabel->{"¢p (rad)","Fext
(kN) "} ,AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{LightGray, Thickness[0.007]},PlotLegends—->{"Analitico"}];

Show [G2,G1]
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Tabela B.6 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcacao
simétrica estavel com imperfei¢cdo geométrica inicial e modelo NLF |

Clear([uo,k,L,u,A,II,g,Kt,g,M,i,n,tol, AA]

(*CARACTERISTICAS DO SISTEMA MECANICO---———=———=————————————m—————————— *)
H[u_,A_,uo_]:zl/Z k (u—uo)2+A L(Cos[u]-Cos[uo])
;glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A,uo],u]];Kt[u_]:=Evaluate([D[II[u,A,uo],u,ul]

Print [ [ur }\r uo] ’ "g:"I g [ur Al ;" Kt=",Kt [u] "
A=",N/.Solve[g[u,A]==0,A][[1]]];

(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=—=——=—==———— o m e — *)
L=6;uo={{ (5 m) /180}};u={{0.2}};A=A/.Solve[g[u,A]==0,A]1[[1]];k=If[Norm[u-
uol]<1.5,30,12];

(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO—==———==——=———————mm o *)
n=30;M=ConstantArray[0, {n,2}];1=0;t0l=0.01;Id=3;Imax=6;AA={{0.2}};Ipa=Id;
(*CODIGO PRINCIPAIL COM A SOLUGCAO NUMERICA--———————————————mmmm *)

Id

While[i!=n, i++; AA=AAN {WJ ; AMt=AN;ut+=Inverse[Kt[u]].AAN; k=If[Norm[u-
uo0]<1.5,30,12];Ip=0;
While[M[[1]]1=={0,0}, Ip++;

If[Norm[g[u,A]l]<tolVIp>Imax,M[[i]]={ulll,1]]1,A[[1,1]1]1},u-
=Inverse[Kt[ul]l.g[u,A];k=If[Norm[u-uo]<1.5,30,12]1;Ipa=Ipll];
(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA-—————— e~ *)
Gl=ListPlot[M, Joined->False, PlotRange->Automatic,AxesLabel->{"p","A"},
AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—->{"Numérico NLF I e o = 1.5
rad"}1];
G2=Plot[-( (12 (-utuo) Csclul)/L),{u,0,3},AxesLabel->{"¢p (rad)","Fext
(kN) "} ,AxesStyle->Arrowheads [{0.04}],PlotStyle->{LightGray},PlotLegends-
>{"Analitico k = 12 kNm"},PlotRange->{0,50}1];
G3=Plot[-((30 (-utuo) Csclu])/L),{u,0,3},AxesLabel->{"¢ (rad)","Fext
(kN) "} ,AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{LightGray,Dashed}, PlotLegends->{"Analitico k = 30 kNm"},PlotRange-
>Automatic];
Show [G3,G2,G1]
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Tabela B.7 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcagdo
simétrica estavel com imperfeicdo geométrica inicial e modelo NLF 11

Clear([uo,k,L,u,A,II,g,Kt,g,M,i,n,tol, AA]
(*CARACTERISTICAS DO STISTEMA MECANTCO-—————————————mm oo

O[u ,A ,uo_]:=1/2 k (u-uo)?+A L(Cos[u]l-Cos[uo]) ;
glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A,uoc],ull;
Kt[u_ ]:=Evaluate[D[Il[u,A,u0],u,ull

Print["g=",g[u,A]," Kt=",Kt[u]," A=",A/.Solvel[g[u,A]l==0,A1[[1]1]1];
(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO---———————————————————————————

L=6;uo={{ (5 m) /180}};u={{0.1}};A=A/.Solve[g[u,A]==0,A]1[[1]1];k=If[Norm[u-
uo]<1.5,30, (30 1.5)/ (u-uo)];Ip=0;
(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO-——-—=—=—————————— -

n=20;M=ConstantArray([0, {n,2}]1;1i=0;t0l1=0.01;Id=3;Imax=10;AA={{0.5}};Ipa=Id;
(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUCAO NUMERICA-=————————=—————————

While[i!=n, i++; A+=AN;u+=Inverse[Kt[u]].AA; k=If[Norm[u-uo]<1l.5,30, (30
1.5)/ (u-uo)1;Ip=0;
While[M[[1]]1=={0,0},Ip++;
If[Norm[g[u,A]l]l<tolVIp>Imax,M[[1i]]={ulll,1]1]1,A[[1,1
=Inverse[Kt[u]l].gl[u,A];k=If[Norm[u-uo]<1l.5,30, (30 1.5)
(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA--—-———— e

Gl=ListPlot[M,Joined->False,PlotRange->Automatic,AxesLabel->{"¢","A"},
AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends->{"Numérico NLF II e o = 1.5
rad"}];

G2=Plot[((30 1.5)/ (u-uo) (u-uo) Csclul)/L,{u,0,3},AxesLabel-
>{"p","A\"},AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{LightGray},PlotLegends->{"Analitico - Escoamento (P = 45

kNm) "}, PlotRange->{0,30}1;

G3=Plot[ (30 (u-uo) Csclu])/L,{u,0,3},AxesLabel->{"¢ (rad)", "Fext
(kN) "},AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{LightGray, Dashed}, PlotLegends->{"Analitico k = 30kNm"},PlotRange-
>{0,30}1;

Show [G3,G2,G1]
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Tabela B.8 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de deslocamento para o sistema de
bifurcagdo simétrica estavel com imperfei¢cdo geométrica inicial e modelo NLF Il

Clear([uo,k,L,u,A,II,g,Kt,g,M,i,n,tol, AA]

(*CARACTERISTICAS DO SISTEMA MECANICO---———=———=————————————m—————————— *)
H[u_,A_,uo_]:zl/Z k (u—uo)2+A L(Cos[u]-Cos[uo]) ;

glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A,uc],ull;

Kt[u_ ]:=Evaluate[D[II[u,A,u0],u,A]ll]

Print["g=",g[u,A]," Kt=",Ktlu]," A=",A/.Solvelg[u,A]==0,A1[[1]11];
(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=—=——=—==———— o m e — *)

L=6;uo={{(5 m)/180}};u={{0.1}};k=If[Norm[u-uo]l<0.5,30, (30
0.5)/ul;A=A/.Solvel[g[u,A]==0,A][[1]1];Ip=0;

(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO === === —m e e e e e *)
n=30;M=ConstantArray[0, {n,2}];1i=0;t0l=0.0001;Id=1;Imax=10;Au={{0.04}};Ipa=1I
d;

(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUCAO NUMERICA=-———————————mm e *)

Id

While[i!=n,i++;Au=Au ‘™* ;u+=Au;A+=Inverse[Kt[u]].Au;k=If[Norm[u-

uo]<0.5,30, (30 0.5) /ul;Ip=0;

While[M[[i]]1=={0,0},Ip++;

If[Norm[g[u,A]l]l<tolVIp>Imax,M[[1]]={ulll,1]1]1,A[[1,1]1]

=Inverse[Kt[u]].g[u,A]l;k=If[Norm[u-uo]<0.5,30, (30 0.5)/ul;Ipa=Iplll;
(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALfTICA-- - *)
Gl=ListPlot[M, Joined->False,PlotRange->Automatic,AxesLabel->{"p","A"},
AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—->{"Numérico NLF II e o = 0.5 rad"}1]1;
G2=Plot[ ((30 (0.5))/u (u-uo) Csclu])/L,{u,0,2},AxesLabel-
>{"p","A\"},AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{LightGray}, PlotLegends->{"Analitico - Escoamento (P = 15kNm)"},PlotRange-
>{0,5}1;
G3=Plot[ (30 (u-uo) Csclu])/L,{u,0,2},AxesLabel->{"¢ (rad)", "Fext
(kN) "} ,AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{LightGray,Dashed}, PlotLegends->{"Analitico com k = 30 kNm"},PlotRange-
>{0,5}1;
Show [G3,G2,G1]

—
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Tabela B.9 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcacéo
simétrica instavel sem imperfeicdo geométrica inicial e fisicamente linear

Clear[k,L,u,A,II,qg,Kt,g,M,i,n,tol, AXN]

(*CARACTERISTICAS DO SISTEMA MECANICO--—-—————————— oo *)
O[u ,A_1:=1/2 k L? Sin[ul?+A L(Cos[ul-1) ;

glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A],ul];

Kt[u_ ]:=Evaluate[D[II[u,A],u,ull

Print["g=",g[u,A]," Kt=",Kt[u]," A=",A/.Solve[g[u,A]l==0,A1[[1111;
(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=—=—==—————— e

k=30;L=6;u={{1}};A=A/.Solve[g[u,A]==0,A];
(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO—-—=—=—=————————————— -

n=40;M=ConstantArray[0, {n,2}];i=0;t0l=0.1;Id=2;Imax=20;AA={{0.8}};Ipa=Id;
(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUGAO NUMERICA-=—==—==-==—=—=————————— oo
1a);
While[i!=n, i++;AA=AA ;A=AN;ut=Inverse[Kt[u]].AN; Ip=0;
While[M[[1i]]=={0,0},Ip++;
If[Norm[g[u,A]l]l<tolVIp>Imax,M[[i]]1={ul[l,111,A[[1,111},u-

=Inverse[Kt[u]]l.g[u,A]l;Ipa=Ipll];

(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA----------—mmmm oo

Ipa

Gl=ListPlot[M, Joined->False,PlotRange->All,AxesLabel->{"u","A"},
AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—->{"Numérico"}];

G2=Plot[k L Cos[ul,{u,0,1.1},AxesLabel->{"¢p","Fext"},AxesStyle-
>Arrowheads[{0.04}],PlotStyle->{LightGray, Thickness[0.007]},PlotLegends—
>{"Analitico"}];

Show [G2,G1]
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Tabela B.10 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcacéo
simétrica instavel com imperfeicdo geométrica inicial e fisicamente linear

Clear[k,L,u,A,I,9,Kt,g,M,1i,n,tol, AN, uo]
(*CARACTERISTICAS DO SISTEMA MECANICO--——-—————————— oo

O[u ,A ,uo_]:=1/2 k L? (Sin[u]-Sin[uo])’+A L(Cos[u]-Cos[uo])

;glu_,A ]:=Evaluate[D[II[u,A,uo],ul]];Kt[u_]:=Evaluate[D[II[u,A,uo],u,ul]
Print["g=",g[u,A]," Kt=",Ktlu]," A=",A/.Solvelg[u,A]==0,A1[[1]11];
(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=——=—————————————

k=30;L=6;uo={{(5 m)/180}};u={{0.11}};A=A/.Solve[g[u,A]==0,A]1[[1]1];
(*PARAMETROS ARBITRARTOS DO ALGORTITMO===——==========——= === ————— o~

n=23;M=ConstantArray[0, {n,2}]1;1i=0;t0l1=0.1;1Id=3;Imax=10;AA={{4}};Ipa=1d;
(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUCAO NUMERICA-——————m e e e e

While[i!=n, i++;A+=AX;u+=Inverse[Kt[u]].AX; Ip=0;
While[M[[1]]=={0,0}, Ip++;
If[Norm[g[u,A]l]<tolVIp>Imax,M[[i]]={ul[1,1]1],A[[1,1]1]1},u-
=Inverse[Kt[u]].gl[u,A];Ipa=Ip]]];
(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA-------------mmmmmmmm oo

Gl=ListPlot[M, Joined->False,PlotRange->All,AxesLabel->{"u","A"},
AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—->{"Numérico"}];

G2=Plot[-k L Cot[u] (-Sin[u]+Sin[uol), {u,0,1},AxesLabel-
>{"p","Fext"},AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{LightGray, Thickness[0.007]},PlotLegends->{"Analitico"}];

Show [G2,G1]
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Tabela B.11 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcacéo
simétrica instavel com imperfei¢cdo geométrica inicial e com modelo NLF 111

Clear[k,L,u,A,I,9,Kt,g,M,1i,n,tol, AN, uo]

(*CARACTERTSTICAS DO SISTEMA MECANICO=—==—==— = *)
M[u_,A _,uo_1:=1/2 k L? (Sin[u]-Sin[uo])?+A L(Cos[u]-Cos[uo]l) ;

glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A,uc],ull;

Kt[u_ ]:=Evaluate[D[II[u,A,u0],u,ull

Print["g=",g[u,A]," Kt=",Kt[u]," A=",A/.Solvelg[u,A]l==0,A]1[[1]]]1;
(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=—=——=—==———————m e — *)
L=6;uo={{(5 m) /180}};u={{0.11}};A=A/.Solve[g[u,A]l==0,A1[[1]11;k=(30
/Cosh(ul]) [[1,1]];

(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO === == === e e e e *)
n=23;M=ConstantArray[0, {n,2}];1i=0;t0l=0.1;1Id=3;Imax=10;AA={{4}};Ipa=1Id;
(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUCAO NUMERICA-—————————————————— *)
While[i!=n, i++;A+=AN;u+=Inverse[Kt[u]].AN;Ip=0;k=(30 /Cosh[u]) [[1,111];
While[M[[1i]]1=={0,0},Ip++;

If[Norm[g[u,A]l]l<tolVIp>Imax,M[[i]]={ulll,1]1],
=Inverse[Kt[u]]l.gl[u,A]l;Ipa=Ip]l]];k=(30 /Cosh[u]
(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA-- - *)
Gl=ListPlot[M, Joined->False, PlotRange->All, AxesLabel->{"u","A"},
AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—>{"Numérico NLF III"}];
G2=Plot[-(30 /Cosh[u]) L Cot[u] (-Sin[u]+Sin[uo]), {u,0,1},AxesLabel-
>{"p","Fext"},AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-
>{LightGray, Thickness[0.007]},PlotLegends->{"Analitico NLF III"}];
Show[G2,G1]
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Tabela B.12 - Método do comprimento de arco para o sistema de bifurcacdo simétrica instavel sem
imperfeicdo geométrica inicial e fisicamente linear

Clear[M,n,i,q,a,Au,Au2,Au3, du, dul,du2, N, AN, AN2, AN3, AL, Kt, £kT, £R, £5X, DOT1, DO
T2,u0, k, L]

fAfu ]:=k L Cot[u] (Sin[u]l-Sin[u0])
fglu ,A l:=k L Cot[u] (Sin[u]-Sin[ul])-A
fglu ,A ]:=-A Sin[ul+k L Cos[u] (Sin[u]l-Sin[u0])

fkT[u ]:=k L (Cos[u] Cot[u]l+Csc[u] (-1+Csc[u] Sin[u0]))
£3A[dur ,dug ,q ,Au ,AN ,Al ]:=Module[{a=5ug’+qg’,b=25uq (Au+dur)+24A
g%, c= (Au+dur) *+A0% g°-A1%, S, 5A1lx, BA2X, X},
If[b?-4a c>0,S8=NSolvela x*+b
x+c==0,x];0A1x=x/.S[[1]]:;0A2x=x/.S[[2]],8A1lx=—(b/ (2c)) ;dA2x=—(b/ (2c));"I"];
Return[{dAlx, d0A2x}]1];
k=30;L=6;u0=(5 m)/180;
i=O;n=2500;M=ConstantArray[O,{n,2}];u=0.2;A=fA[u];tol=10*;q=l;Al=l.5 107%;
While [i!=n,
Au=0;dur=0;dug=0;dul=0;3u2=0;0u=0;Au2=0;AA=0;
Kt=fkT [u+Au] ; Sug=Kt™' qg;
{dA1,dA2}=£f3dA[dur, duqg, g, Au, AN, AL];
dul=38ur+oAl dug;du2=>0ur+dA2 dug;
If[Sign[Kt]==Sign[dAl],du=dul; dA=0A1l,du=0u2;dA=07A2];
Au2=Au+du; AA2=AN+ON;
i++;
While[M[[1]]=={0,0},g=fg[u+Au2, A+AA2];
If
[Abs[gl<tol,ut=Au2; A+=AA2;M[[1]]1={u, A}; Au3=Au2; AA3=AN2,g=fg[utAu2, A+AAN2];
Au=Au2; AAN=AN2;g=fg[utAu, A+AN] ; Kt=£kT [ut+tAu, A+AAN];
Sur=-Kt 'g;dug=Kt™ q;
{&A1, BA2}=£8A[dur, duqg, g, Au, AN, AL] ;
dul=0ur+dAl dug;dou2=30ur+dA2 dug;
If[Au32::O,If[Sign[AA+6A1]::Sign[Kt],6u:6u1;6A:6A1,6u:6u2;6A:6A2],
DOT1= (Au+dul) AU3+AA2 (AA+3AL) g?; DOT2= (Au+du2) Au3+AA2 (AA+EA2) g% ]
If[DOT1>DOT2, du=0ul; dA=0A1l, du=0u2; dA=30A2];
If[OA1==0A2,0u=0ul;dA=0Al];
Au2=Au+du; AN2=AN+ON; g=fg [ut+tAu2, A+AN2; u+=Au2; A+=AN2; Au3=Au2; AA3=AN2]]]]
Gl=ListPlot[M,Joined->False,AxesLabel-
>{"u","A"}, (*AxesStylellArrowheads[{0.04}],*)LabelStyle->Directive[Bold,
Medium], PlotStyle->{Black, Thickness[0.005]},PlotLegends—>{"Numérico"}];
G2=Plot[-k L Cot[u] (-Sin[u]+Sin[uo]),{u,0.1,0.8},AxesLabel-
>{"p","Fext"},AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],LabelStyle->Directive[Bold,
Medium], PlotStyle->{LightGray, Thickness[0.007]},PlotLegends-
>{"Analitico"}];
Show [G2,G1]
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Tabela B.13 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcacéo
assimétrica sem imperfeicdo geomeétrica inicial e fisicamente linear

Clear[k,L,u,A,II,qg,Kt,g,M,i,n,tol, AXN]

(*CARACTERiSTICAS DO SISTEMA MECANICO=—==—==— = *)
Ifu ,A ]:=k L? (2+Sin[u]l-2V(1+Sin[u])+A L(Cos[u]l-1) ;

glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A],ul];

Kt[u_ ]:=Evaluate[D[II[u,A],u,ull

Print["g=",g[u,A]," Kt=",Ktlu]," A=",A/.Solvelg[u,A]==0,A1[[1]11];
(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=—=——=—==———————m e — *)
k=30;L=6;u={{-0.1}};A=A/.Solve[g[u,A]==0,A];

(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO=—— === == e e *)
n=13;M=ConstantArray[0, {n,2}]1;1=0;t0l=0.1;1Id=3;Imax=10;AA={{1}};Ipa=Id;
(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUCAO NUMERICA=-=— = m e e e e e *)

While[i!=n,i++; AA=AN (Id/Ipa)1;A+=AA;u+=Inverse[Kt[u]].AA;Ip=O;

While[M[[1]]1=={0,0}, Ip++;
If[Norm[g[u,A]l]l<tolVIp>Imax,M[[i]]={ulll,1]11,A[[1,1]11},u-

=Inverse[Kt[u]].gl[u,A]l;Ipa=Ip]lll;

(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E aNaLfTICA-—- - *)

Gl=ListPlot[M, Joined->False,PlotRange->All,AxesLabel->{"u","A"},

AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—>{"Numérico"}];

G2=Plot[ (k L Cot[u] (-1+V(1+Sin[u]))/ V(1+Sin[u],{u,-0.5,0.5},AxesLabel-

>{"u","A"},AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{LightGray, Thickness[0.012]},PlotLegends—->{"Analitico"}];

Show[G2,G1]
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Tabela B.14 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema de bifurcacéo
assimétrica sem imperfei¢cdo geométrica inicial e com modelo NLF 111

Clear[k,L,u,A,II,qg,Kt,g,M,i,n,tol, AXN]

(*CARACTERTSTICAS DO SISTEMA MECANICO-—————————————— e *)

Ifu ,A ]:=k L? (2+Sin[u]l-2V(1+Sin[u])+A L(Cos[u]l-1) ;

glu ,A ]:=Evaluate[D[II[u,A],ul];

Kt[u_ ]:=Evaluate[D[II[u,A],u,ull

Print["g=",g[u,A]," Kt=",Ktlu]," A=",A/.Solvelg[u,A]==0,A1[[1]11];

(*CONFIGURACOES INICIAIS DO SISTEMA MECANICO-=——————————————— *)

L=6;u={{-0.1}};A=A/.Solve[g[u,A]l==0,A];k=(30 /Cosh[ul])[[1,11];

(*PARAMETROS ARBITRARIOS DO ALGORITMO-=—=—=—=— = mmmm e *)

n=30;M=ConstantArray[0, {n,2}]1;1=0;t0l1=0.1;1Id=3;Imax=10;AA={{1}};Ipa=Id;

(*CODIGO PRINCIPAL COM A SOLUCAO NUMERICA-———————————mmm e *)

While[i!=n,i++;A+=AN;ut+=Inverse[Kt[u]].AN;Ip=0;k=(30 /Coshlul)[[1,111]1;
While[M[[1]]1=={0,0}, Ip++;

If[Norm[g[u,A]l]l<tolVIp>Imax,M[[i]]={ulll,1]11,A[[1,1]11},u-

=Inverse[Kt[ul].gl[u,A]l;k=(30 /Cosh[ul)[[1,1]];Ipa=Ipll];

(*PLOTAGEM DA SOLUCAO NUMERICA E ANALITICA-————————— e *)

Gl=ListPlot[M, Joined->False,PlotRange->All,AxesLabel->{"u","A"},

AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends—>{"Numérico"}];

G2=Plot[ (30 /Cosh[u] L Cotl[u] (-1+V(1+Sin[ul))/N(1+Sin[ul, {u, -

0.6,0.6},AxesLabel->{"u","A"},AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{LightGray, Thickness[0.012]},PlotLegends—->{"Analitico"}];

Show[G2,G1]
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Tabela B.15 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema com dois
graus de liberdade sem imperfeicdo geométrica inicial

Clear[k,L,u, A, #1, fg9, §Kt,g,Kt,M,1i,n, tol, AN, ful, fu2,ul,u2]

FOlful ,$u2 ,A 1:=1/2 k L? (Sin[full?+Sin[#u2]?)+A L(Cos[full+Cos[fu2]+
\/ 1- (sin[ful] - Sin[fu2])? )

fglful ,fu2 , N 1:={D[#0[Ful, #u2,r], Full ,D[FO[Ful, Fu2,A], fu2l}

fKt (ful_,fu2_,r_1:={DIfglful, fu2,A], full,Difglful, fu2,r], fu2l}

Print["g=",f#gl[ul,u2,A]];
Print[ "Kt=",MatrixForm[#Kt[ul,u2,A]]l];
Print[ "A=",k L Cos[ul]]; (*Solvel[#g[ful, Fu2,A] #{0,0},A]*)
n=200;M=ConstantArray[0, {n,3}];M2=ConstantArray[0,{n,2}];1=0;tol=0.1;AA=-
0.1;k=30;L=2;u={0.1,0.1};A=k L Cos[ul[1]11]:
While[i!=n, i++; A+=AN; Kt=fKt [ful, Fu2,rl/.{ Ful->ul[1l]], Fu2-
>ul[2]]};u+=Inverse[Kt]. (AA{O,1});

While[M[[1]]=={0,0,0},g=fg[#ul, #u2,A]l/.{ful->ul[[1]], fu2->ul[2]]};

If[Norm[g]<tol,M[[i]]={ul[1]],ull[2]],A};M2[[1]]={ul[1]],A},Kt=FfKt[ful, fu2,r
1/.{#ul->ul[11], #u2->ul[2]]};u-=Inverse[Kt].gll]l;

Gl=ListPlot [M2,PlotRange->All,AxesLabel->{"ul","u2","A"}, AxesStyle-
>Arrowheads[{0.04}],PlotStyle->{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends-
>{"Numérico"}];

G2=Plot[k L Cos[u],{u,0,1},AxesLabel->{"ul=u2","A"},AxesStyle-
>Arrowheads[{0.04}],PlotStyle->{LightGray, Thickness[0.012]},PlotLegends-
>{"Analitico"}];
ListPointPlot3D[M, PlotRange->All, AxesLabel->{"ul","u2","A"}, AxesStyle-
>Arrowheads[{0.04}],PlotStyle->{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends-
>{"Numérico"}]

Show [G2,G1]
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Tabela B.16 - Método de Newton-Raphson padrdo com controle de carga para o sistema com dois
graus de liberdade com imperfeigdo geométrica inicial

Clear [k, L,u,, #1, 9, #Kt,g,Kt,M, 1, n, tol, #A, #ul, fu2,ul,u2]

FOIFul ,$u2 , A 1:=1/2 k L? ((Sin[#ul]l-Sinfui])?+(Sin[#u2]-Sin[uil)?)+r
L(Cos[full+Cos[fu2]l+ V(1-(Sin[full-Sin[fu2])”~2 ) -1-2 Cos[uil) ;
folful_,$u2_,r ]:={D[FI[Ful, fu2,r], full,DIFI[Ful, Fu2,r], fu2l}

FRt [(ful ,fu2 ,N 1:={D[Fglful, Fu2,r], full,D[Fg[Ful, Fu2,Al, fu2l}

Print ["g=",fglul,u2,A]l];
Print[ "Kt=",MatrixForm[#Kt[ul,u2,A]]1];
Print[ "A=",k L Cot[u] (Sin[u]l-Sin[ui])]; (*Solve[D[#II[u,u,A]l,u]l #0,A]1*)
n=200;M=ConstantArray[0, {n,3}];M2=ConstantArray[0, {n,2}]1;1i=0;t0l=0.1;AA=0.1
; k=30;L=2;u={0.9,0.9};ui=0.02;
A=k L Cos[ul[[1]1]]
While[i!=n, i++; A+=AN; Kt=fKt [ful, Fu2,rl/.{ Ful->ul[1]], Fu2-
>ul[2]]};u+=Inverse[Kt]. (AN{O,1});

While[M[[1]]1=={0,0,0},g=fg[#ul, Fu2,A]l/.{ful->ul[1]1], Fu2->ul[2]1]1};

If[Norm[g]<tol,M[[i]]={ul[1]],ull2]],A};M2[[1]]={ul[1]],A},Kt=FfKt[ful, fu2,r
1/.{#ul->ul[1]1], #u2->ul[2]]};u-=Inverse[Kt].gll]l;

Gl=ListPlot [M2,PlotRange->All,AxesLabel->{"ul","u2","A"}, AxesStyle-
>Arrowheads[{0.04}],PlotStyle->{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends-
>{"Numérico"}];

G2=Plot[k L Cot[u] (Sin[u]-Sin[ui]), {u,0,1},AxesLabel-
>{"ul=u2","A"},AxesStyle->Arrowheads[{0.04}],PlotStyle-

>{LightGray, Thickness[0.012]},PlotLegends->{"Analitico"}];
ListPointPlot3D[M, PlotRange->All, AxesLabel->{"ul","u2","A"}, AxesStyle-
>Arrowheads[{0.04}],PlotStyle->{Black, Thickness[0.002]},PlotLegends-
>{"Numérico"}]

Show [G2,G1]
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