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Resumo

O estudo das hipersuperficies do espago euclidiano que possuem alguma funcéo simétrica
elementar das curvaturas principais constante é um tépico classico em Geometria Diferencial.
Neste topico o problema geométrico mais simples consiste em caracterizar as hipersuperficies
compactas, e o resultado prototipico foi obtido por H. Liebmann em 1899, no qual as esferas
euclidianas sao caracterizadas como as unicas superficies compactas do espago euclidiano tridi-
mensional que possuem curvatura gaussiana constante.

Em 1956 A.D. Alexandrov obteve uma caracterizagao notavel das hiperesferas euclidianas, a
saber, elas s@o as unicas hipersuperficies compactas do espago euclidiano m-dimensional (m > 3)
que possuem curvatura média constante. As idéias utilizadas por Alexandrov em sua demon-
stracdo tornaram-se conhecidas como o método de reflexdo de Alexandrov e foram empregadas
em varios outros problemas. Em 1977, R.C. Reilly apresentou uma nova demonstracao para o
Teorema de Alexandrov, cognominada o método de Reilly, que também revelou-se fundamental
neste topico. De fato, A. Ros, em 1987, utilizando o método de Reilly, obteve uma extensao
do Teorema de Alexandrov no qual caracteriza as hiperesferas euclidianas como sendo as 1ini-
cas hipersuperficies compactas do espago euclidiano m-dimensional que possuem alguma funcao
simétrica elementar das curvaturas principais constante, reobtendo, em particular, o Teorema de
Liebmann. Em 1988, N. Korevaar apresentou uma nova demonstracao para o Teorema de Ros,
utilizando o método de reflexdao de Alexandrov.

Esta dissertagdo tem por objetivo apresentar as demonstragoes de Alexandrov, Reilly, Ros, e
Korevaar para os teoremas que estabelecem algumas das propriedades caracteristicas das hiperes-

feras euclidianas.



Abstract

The study of hypersurfaces of Euclidean spaces which have a constant elementary symmetric
function is a classical topic in Differential Geometry. In this topic the more simple geometric
problem is to characterize the compact hypersurfaces and the prototypical result was obtained by
H. Liebmann in 1899: the round spheres are the only compact surfaces in the three dimensional
Euclidean space that have constant Gaussian curvature.

In 1956 A.D. Alexandrov obtained a remarkable characterization of the Euclidean round hy-
perspheres: they are the only compact hypersurfaces of m-dimensional Euclidean space (m > 3)
that have constant mean curvature. The ideas used by Alexandrov became well-know as Alexan-
drov’s reflection method and were used in several other problems. In 1977, R.C. Reilly presented
a new proof of Alexandrov’s theorem, the Reilly’s method, which also become fundamental tool
in this topic. In fact, A. Ros in 1987, using the Reilly’s method, obtained a new extension of the
Alexandrov’s theorem characterizing the round hyperspheres as the only compact hypersurfaces
of the m-dimensional Euclidean space that have a constant elementary symmetric function of
the principal curvatures. This result implies, in particular, the Liebmann’s theorem. In 1988, N.
Korevaar presented a new proof of the Ros’s theorem, using the Alexandrov reflection method.

The main goal of this Master thesis is to present proof’s by Alexandrov, Reilly, Ros, and

Korevaar of some theorems that characterizes the Euclidean round hyperspheres.



Introducao

Os estudo das superficies do espago euclidiano tridimensional que possuem ou curvatura
média constante, ou curvatura gaussiana constante, constitui um tépico cléssico em Geometria
Diferencial. Nesse topico, o problema geométrico mais simples consiste em caracterizar as super-
ficies compactas, e o resultado prototipico foi obtido por H. Liebmann em 1899, o qual caracteriza
as esferas como sendo as tinicas superficies compactas em R? com curvatura gaussiana constante
(veja [9]).

Este topico classico inclui, de modo natural, o estudo das hipersuperficies do espago euclidiano
R™ de dimensao m > 3 que possuem alguma r-curvatura média H, constante para 1l < r < m—1.
Em esséncia, a r-curvatura média de uma hipersuperficie M C R™ é, a menos de uma constante,
uma funcio simétrica elementar das curvaturas principais de M em cada ponto. Algumas delas
tém nomes especiais, por exemplo, H{ é a curvatura média de M, Hy é a curvatura escalar e
H,,_1 é a curvatura de Gauss-Kronecker.

O resultado notavel neste topico foi obtido em 1956 por A.D. Alexandrov [1|. Neste artigo
seminal, Alexandrov caracterizou as hiperesferas do espaco euclidiano m-dimensional como sendo
as unicas hipersuperficies compactas de R™ que possuem curvatura média constante. As duas
principais ferramentas utilizadas em [1] sdo o Principio do Méaximo de E. Hopf para equagoes
elipticas [14] e o método de reflexdo devido ao proprio Alexandrov. A prova de Alexandrov
é hoje denominada o método de reflexdo de Alerandrov e foi largamente utilizado em diversos
problemas.

Mais geralmente, o Teorema de Alexandrov é valido para hipersuperficies compactas mergul-
hadas em R™ e para alguns casos particulares de imersoes que admitem certos tipos de intersecao
(para mais detalhes veja [2]). Porém, o resultado nao é verdadeiro para imersoes em geral. Com
efeito, H. Hopf [15] estabeleceu que uma imersao de uma 2-esfera topoléogica de curvatura média
constante em R? deve ser uma esfera, e questionou se o mesmo é verdadeiro para qualquer imer-
sao de uma superficie compacta de curvatura média constante. Hsiang, Teng & Yu [16] foram
capazes de construir exemplos de hipersuperficies compactas nao-esféricas imersas em R™ com
curvatura média constante para m > 3, dando uma resposta negativa para a questao de Hopf e
provando que a hipdtese de a hipersuperficie ser mergulhada é essencial no Teorema de Alexan-
drov. Além disso, H.C. Wente [33| deu uma resposta negativa ao problema de Hopf também para
o caso 2-dimensional, construindo uma infinidade de toros imersos em R? com curvatura média
constante. Mais recentemente, N. Kapouleas construiu novos exemplos de superficies imersas em

R3 com curvatura média constante com género maior do que 2 [18, 19].
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Um segundo resultado deveras importante neste tépico foi obtido em 1977 por R.C. Reilly
[28]. Reilly apresentou uma demonstracao diferente e simples para o Teorema de Alexandrov,
combinando de modo genial algumas férmulas integrais e a solugdo de uma equacao de Poisson.
Essa demonstracao passou a ser denominada o método de Reilly, e se revelou bastante proficua
no topico supra citado. De fato, em 1987, A. Ros combinou o método de Reilly com uma nova
desigualdade integral e pode estender o Teorema de Alexandrov para o caso de hipersuperficies
compactas com curvatura escalar constante [30], e mais geralmente, para o caso de hipersu-
perficies compactas com r-curvatura média constante [29], caracterizando as hiperesferas como
sendo as tnicas hipersuperficies compactas do espago euclidiano que possuem alguma r-curvatura
média constante.

Por outro lado, em 1988, N. Korevaar |20], seguindo as idéias de Caffarelli, Nirenberg &
Spruck [7], estabeleceu um Principio do Maximo para hipersuperficies com r-curvatura média
constante, obtendo assim uma nova demonstracao para o Teorema de Ros utilizando o método
de reflexao de Alexandrov.

Esta dissertagao tem por objetivo apresentar as demonstragoes dos teoremas que caracterizam
as hiperesferas euclidianas como sendo as tnicas hipersuperficies compactas do espaco euclidiano
que possuem alguma r-curvatura média constante. Isto seré feito ao longo de trés capitulos cujo
contetido passamos a descrever.

No primeiro capitulo apresentaremos uma breve revisao sobre os principais conceitos da
Geometria Diferencial de hipersuperficies do espago euclidiano.

No segundo capitulo descreveremos a caracterizacao das hiperesferas euclidianas obtida por
Alexandrov (Teorema 2.1), provando-o na Segao 2.3. Na Segao 2.4 apresentaremos a nova demon-
stragdo do Teorema de Alexandrov obtida por Reilly.

No terceiro capitulo abordaremos a caracterizagao das hiperesferas euclidianas obtida por
Ros e apresentaremos as demostracoes de Korevaar e de Ros, sendo que a prova deste estaréd
contida nas Segoes 3.1 e 3.2, e a daquele na Segao 3.3.

As fontes fundamentais que inspiraram esta dissertagdo foram o artigo expositorio de L.J.
Alias & J.M. Malacarne [4], e os trabalhos de M.L. Leite [23] e L.J. Alias [3].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Hipersuperficies do espaco euclidiano

Seja m > 3 um numero natural. Denotamos por R™ o espaco euclidiano de dimensao m.
Como conjunto R™ é simplesmente a cole¢ao de todas as m-uplas x = (z1,. .., Z;,) formadas por
numeros reais x;, para ¢ = 1,...,m. Além disso, o espaco euclidiano tem uma estrutura natural
de espago vetorial real na qual pode-se definir o produto interno (canénico) (X,y) = Y " Z;y;,
para x,y € R™. Esse produto interno, por sua vez, permite introduzir em R" uma estrutura de
espago métrico por meio da distdncia d(x,y) = |x—y]|, definida a partir da norma |x| = 1/ (x, x).
As transformagoes do espacgo euclidiano que preservam a distancia euclidiana entre quaisquer
dois de seus pontos sao denominadas isometrias de R™; dentre essas destacam-se os movimentos

rigidos de R™, isto é, as transformacoes do tipo
R™">x+— Ax+b e R™,

sendo b € R™ e A € SO(m) uma transformacao linear ortogonal de R™ com determinante 1.
De um modo bastante intuitivo, podemos dizer que a geometria estuda a forma dos objetos.
Neste trabalho estaremos interessados em estudar a forma dos subconjuntos de R™ que sejam
os anélogos das curvas no plano e das superficies no espago. Estes objetos sdo denominados as
hipersuperficies de R™ e para estudé-los faremos uso das no¢oes do célculo diferencial em R™

(para maiores detalhes veja [24]).

Definicao 1.1. Uma hipersuperficie de R™ € um conjunto M C R™ que pode ser coberto por
uma colecao de abertos V- C R™, tais que cada conjunto MOV € a imagem de um homeomorfismo

0:U — MNV que é também uma imersio de classe C™ definida no aberto U C R™~1,

Observamos que cada uma de tais aplicagoes ¢ é denominada uma parametrizacio de M, e
que cada conjunto M NV é um aberto em M, e para cada p € M NV, diz-se que V N M é uma
vizinhanc¢a parametrizada de p.

O estudo da forma das hipersuperficies pode ser tornado mais preciso se adotarmos a seguinte
defini¢ao devida a F. Klein (veja p. 99 de [8]):
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A geometria das hipersuperficies do espaco euclidiano R™ € o estudo das propriedades destes

conguntos que sao invariantes por todos os movimentos rigidos desse espaco.

Claramente, dentre os exemplos mais simples de hipersuperficies de R™ encontram-se os

hiperplanos e as hiperesferas euclidianas.

Exemplo 1.2.
Sejam ay, ..., am, b nimeros reais tais que ao menos um dos a; seja nao-nulo. O conjunto H
de todos os pontos x = (21,...,%m,) € R™ tais que a121 + ... + amTm + b = 0 é denominado um

hiperplano de R™. Temos que H é uma hipersuperficie de R™.
Exemplo 1.3.

A hiperesfera unitaria
S™ = {(z1,...,2m) ER™: x%—i—...—f—x?n:l}

¢ uma hipersuperficie de R™. De fato, sejam n = (0,...,0,1) o pélo norte e s = (0,...,0,—1)
o pélo sul de S™ !, respectivamente, e R™~! o hiperplano z,, = 0 de R™. Defina a aplicacio
7 2 S — {n} — R™ ! que leva o ponto p = (x1,...,2m) de S™ ! — {n} na intersec¢io do
hiperplano x,, = 0 com a reta que passa por p e n. Essa aplicagao é denominada a projecao

estereogrifica de S™1 a partir do polo norte. Temos que

x1 Tm—1
ﬂn(xl,...,xm):< . m )

1—an 1—z,

A aplicacdo 7, ¢ diferenciavel, injetiva e aplica S™~! —{n} sobre o hiperplano z,, = 0. A projecao
estereografica ms : S™! — {s} — R™~! a partir do polo sul possui as mesmas propriedades.

1 -1

Portanto, ;! e 751 sdo parametrizacoes e cobrem toda a hiperesfera S™1.

Exemplo 1.4.

Seja f : U — R uma funcao diferenciavel definida no aberto U do espaco euclidiano R™~*.
O subconjunto M = {(x,y) € R™: x € U,y = f(x)}, denominado o grdfico da fungao f, é uma
hipersuperficie de R™. De fato, ¢ : U — M definida por ¢(x) = (x, f(x)) é uma parametrizagao
de M.

Este dltimo exemplo nos mostra que o grafico de uma fungéo suave é uma hipersuperficie de
R™. A proposigao a seguir fornece uma reciproca local deste fato; isto é, toda hipersuperficie de

R™ & localmente o grafico de uma fungao suave.

Proposigao 1.5. Sejam M C R™ uma hipersuperficie e p um ponto de M. Entdo existe uma
vizinhanca V de p em M tal que V' é o grifico de uma funcao diferencidvel que tem uma das

sequintes formas: x; = fi(T1,. .., Tic1,Tig1, ..., Tm), 1 =1,...,m.
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Demonstracao. Sejam ¢ : U — M uma parametrizacao de M em p = ¢(q), € z;(u1, ..., Un-1)
as suas fungoes coordenadas, j = 1,...,m. Como a diferencial dy, é injetiva, entao, renomeando

0s eixos, se necessario, podemos supor que o determinante jacobiano

8(:51,... ,Qim_l)
q) # 0, 1.1
3(u1,...,um_1)( ) (1.1)
ndo se anula em ¢. Considere a projecio 7 : R™ — R™ ! definida por w(x1,...,2m) =
(X1, Tm—1). Entdo mo@(ut,...,um—1) = (x1(u1, ..., Um—1)s- s Tin—1(U1, .-, Um—1)), €, POT

(1.1), o teorema da fungao inversa assegura a existéncia de vizinhancas V; de ¢ e V5 de mo ¢(q)
tais que 7 o ¢ aplica Vj difeomorficamente sobre Va. Decorre dai que 7 restrita a p(Vy) =V
é bijetiva e tem uma inversa diferenciavel (7 o ¢)~! : Vo — V4. Observe que, como ¢ é um

homeomorfismo, V é uma vizinhanga de p em M. Agora, considerando a composi¢do da apli-

cagdo (mo @)™t : (z1,...,2m-1) — (ur(z1,. -, Tm-1)s-+, Um—1(T1,- .., Tm_1)) com a funcio
(U1, ..oy Um—1) — Tm(U1,...,Un—1), podemos notar que V & o grafico de uma fungao diferen-
ciavel Ty, = Ty (Ui (@1, oy Tm—1), -+ oy Um—1(T1y« s Tim—1)) = fm(T1,...,Tm—1), € isso encerra a
demonstracao. O

Uma fonte de exemplos de hipersuperficies de R™ é fornecida pelo Teorema da fun¢ao im-

plicita.

Teorema 1.6. Sejam f: U C R™ — R uma funcao diferencidvel no aberto U C R™ e a € f(U)

tais que se f(x) = a entdo o gradiente de f no ponto x ¢ nao-nulo. Entio o conjunto f~1(a) ¢é

uma hipersuperficie de R™.

Demonstracio. Pelo teorema da funcio implicita, para cada ponto p € f~!(a) existe um aberto
Z C R™, contendo p, tal que Z N f~!(a) é o grafico de uma aplicagao diferenciavel definida
num aberto de R™~!. Logo, pela proposicdo 1.5, cada Z N f~!(a) é uma hipersuperficie de R™.

Segue-se que f~1(a) também o é. O
Exemplo 1.7.

A hiperesfera S™1(p) = {x € R™; |x—xq|> = p*} de centro x¢ e raio p > 0 é uma hipersuperficie
de R™.

Exemplo 1.8.

Seja (gi;) uma matriz real simétrica nao-singular de ordem m. Entdo, para cada ntmero real
¢ # 0, o conjunto M, = {x € R™; >, 2Tty = ¢} é uma hipersuperficie de R™ denominada

uma hiperquddrica.
Exemplo 1.9.

O toro T C R? ¢ o conjunto gerado pela rotaciao de um circulo S! de raio 7 em torno de uma

reta pertencente ao plano do circulo e a uma distancia a > r do centro do circulo.
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Seja St o circulo no plano yz centrado no ponto (0, a,0). Entdao S! é dado por (y—a)?+2% = r?

e os pontos do conjunto T', obtidos pela rotagao deste circulo em torno do eixo Oz satisfazem a

22 =1t — (Va2 +y? —a)

Consequentemente, T = f~!(r?) para f(z,y,2) = 22 + (v/22 + y2 — a)?. Portanto, o toro T' ¢é

uma hipersuperficie de R3.

equacao

A proposicao a seguir mostra que se um ponto pertence a duas vizinhancas coordenadas,
com parametros (Ui, ..., Umn—1) € (V1,...,Vm_1), respectivamente, é possivel passar de um destes

sistemas de coordenadas ao outro através de uma aplicagao diferenciavel.

Proposicao 1.10 (Mudanga de Parametros). Seja p um ponto de uma hipersuperficie M, e
sejam @ : U — M e : V. — M duas parametrizagoes de M, tais que p € o(U)NyY(V) = W.
Entdo a mudanca de coordenadas h = ¢~ Lo : =L (W) — o~ 1 (W) € um difeomorfismo.

Demonstracio. A aplicacio h = ¢! 01, sendo a composicdo de homeomorfismos, é um home-
omorfismo. Nao é possivel concluir , por um argumento anélogo, que h é diferenciavel, ja que
o~ esta definida em um subconjunto aberto de M, e ndo sabemos ainda o que vem a ser
uma funcgdo diferenciavel definida em M. Procedemos da seguinte maneira. Seja r € =1 (W)
e defina ¢ = h(r). Como o(u1,...,um-1) = (x1(ur, ..., Un—1),-, Tm(U1,... , Up_1)) é uma

parametrizagao, podemos supor, renomeando 0s eixos caso necessério, que

8(331, ce ,xm_1>
8(u1, e ,’U,m_1>

(q) # 0. (1.2)

Estendemos ¢ a uma aplicagdo F' : U x R — R™ definida por
Fui,...,um—1,t) = (@1(ug, ..o sUm—1), s T (Uly ooy Um—1) + 1).

Claramente F' é diferenciavel e a restri¢ao F'|;/y {0} = ¢. Calculando o determinante da diferencial
dFy, obtemos

6(.%‘1, N ,J}m_l)
6(’&1, N ,um_l)

|dF,| = (q) # 0.

Podemos entao aplicar o teorema da funcao inversa e assegurar a existéncia de uma vizinhanca
S de ¢(q) em R™ na qual F~! existe e ¢ diferenciavel. Pela continuidade de 1, existe uma
vizinhanca N de r em V tal que ¢(N) C S. Observe que, restrita a N, h|y = F~1oy|y ¢ a
composicao de aplicagoes diferenciaveis, logo podemos concluir que h é diferenciavel em r. Como
r é arbitréario, h é diferenciavel em =1 (W).

Aplicando exatamente o mesmo argumento, pode-se mostrar que a aplicacdo h~! é diferen-

ciavel, e portanto h é um difeomorfismo. ]

Daremos agora uma definicdo do que se entende por funcgao diferenciavel em uma hipersu-

perficie.
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Definicao 1.11. Sejam k > 1 um inteiro e f : V C M — R* uma aplicagio definida no aberto
V' da hipersuperficie M. Entao f € diferencidvel em p € V se, para alguma parametriza¢ao
©0:U — M, comp € oU) CV, acomposicio foe : U C R — RF ¢ diferencidvel em

0 Y(p). A aplicagio f € diferencidvel em V se é diferencidvel em cada ponto de V.

Como consequéncia imediata da proposicao anterior, segue que a defini¢do acima nao depende
da escolha da parametrizacao ¢. De fato, se ¢ : V. — M é uma outra parametrizagao, com
peY(V), eseh=p Lo, entdo forh) = fopoh também é diferencidvel. Dai, a independéncia
afirmada.

A definicao de diferenciabilidade pode ser facilmente estendida a aplicagOes entre hiper-
superficies. Diremos que uma aplicagao continua f : Vi C M; — Ms, de um aberto Vj
de uma hipersuperficie M; em uma hipersuperficie My, é diferencidvel em p € Vi se, dadas
parametrizacoes ¢ : Uy — My, e ¢ : Uy — My, com p € p(Uy) e f(p(Ur)) C 9(Us), a aplicagao
Yp~to fop: Uy — U é diferencidvel em ¢ = ¢~ !(p). Como acima, segue que esta definicio nao

depende das parametrizacoes escolhidas.

Exemplo 1.12.

L p(U) — R™ L ¢ diferenciavel. Com

Se ¢ : U — M é uma parametrizagao, entao ¢~
efeito, para qualquer p € o(U) e qualquer parametrizacio 1 : V — M em p, temos que @ 1 o) :
P H W) — o1 (W), sendo que W = o(U) N (V), é diferenciavel. Isso mostra que U e p(U) sido

difeomorfos, isto ¢, toda hipersuperficie de R™ & localmente difeomorfa a um aberto de R™~.
Observagao 1.13.

O conceito de hipersuperficie de R™ pode ser ampliado de modo a incluir as denominadas
hipersuperficies com bordo. Para isto, basta admitir que as parametrizagoes sejam definidas nao
apenas em subconjuntos abertos no espaco R™~! mas possam também ter abertos em semi-
espagos como dominios.

Vejamos alguns detalhes em [24]. Um semi-espago H C R™ é um conjunto do tipo H =
{x € R™;a(x) < 0}, sendo a : R™ — R um funcional linear nao nulo. O bordo do semi-espaco
H ¢é o conjunto 0H = {x € R™;a(x) = 0}. Deste modo um semi-espaco H é uma reuniao
disjunta H = int(H) U OH do seu interior em R™ com o seu bordo. Os subconjuntos B C H,
abertos em H sao de dois tipos: 1.°) By C int(H); neste caso, By também ¢é aberto em R™. 2.9)
By NOH # (), entao By nao é aberto em R™, pois nenhuma bola com centro num ponto x € 0H

pode estar contida em H.

Definigcao 1.14. Um conjunto M C R™ chama-se uma hipersuperficie com bordo quando cada
ponto p € M pertence a um aberto V.C M que € imagem de um homeomorfismo ¢ : U — V' que

¢ também uma imersio de classe C™ definida num aberto U de algum semi-espaco de R™ 1.

Observamos que cada uma de tais aplicagoes ¢ também é denominada uma parametriza¢io
de M e que os conceitos apresentados para hipersuperficies podem ser estendidos para hipersu-

perficies com bordo. Além disso, se M é uma hipersuperficie com bordo, entdao o bordo de M
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é o conjunto OM formado pelos pontos p € M tais que, para toda parametrizacao ¢ : U — V
de um aberto V' C M, com p = ¢(q), tem-se necessariamente ¢ € JU. Para maiores detalhes

indicamos [24].

1.2 A conexao Riemanniana de R™

Recordemos agora algumas nocoes basicas do célculo diferencial em R™. Sejam 2 C R um
aberto e h :  — R uma funcao diferenciavel. Se x € €2 é um ponto e v € R™ é um vetor, entao

a derivada de h na direcao de v no ponto x € §2 é definida por

V(1)) = dhx(¥) = (el o

sendo ¢ : (—e,€) —  uma curva diferenciavel tal que ¢(0) = x e /(0) = v.

Um campo de wvetores em R™ é uma aplicagdo Z : 0 — R™, definida em algum aberto
Q C R™. No que segue, consideraremos apenas campos locais de vetores diferenciaveis, isto €,
aplicagoes Z : 0 — R™ que sao diferenciaveis (de classe C*°). A cole¢ao de todos os campos
diferenciaveis no aberto 2 sera denotado por X(12).

Podemos derivar uma fungao diferenciavel h : @ — R em rela¢do a um campo Z € X(f2) e

obter um novo campo de vetores, que serd denotado por Z(h) € X(€2) e definido por

2(0)(x) = ZG)(B) = S h(elt)) o
sendo ¢ : (—e,€) —  uma curva diferenciavel tal que ¢(0) = x e /(0) = Z(x).

Vejamos agora a nogao de derivada de um campo de vetores em relagao a outro campo de
vetores. Sejam Z,W € X(2). Utilizando as coordenadas canoénicas de R™ podemos escrever
W(x) = (w1(x),...,wn(x)) e Z(x) = (21(x),...,2m(x)) para x € Q, sendo w;, z; : 2 — R, para
i=1,...,m, as fungdes coordenadas dos campos de vetores W e Z, respectivamente. Entao, a

derivada (usual) do campo W em relagdo ao campo Z em um ponto x € € é dada por

d
dWx(Z2(x)) = (Z(w1)(x),..., Z(wm)(x)) = W (c(t))le=o,
sendo ¢ : (—¢,€) — Q uma curva diferenciavel tal que ¢(0) = x e ¢/(0) = Z(x).
Uma operagao natural entre campos de vetores é o denominado colchete de Lie, definido do
seguinte modo: dados Z,W € X(2) o colchete de Lie dos campos Z e W é o campo de vetores

[Z,W] € X(?) dado por
[Z,W](x) = dWx(Z(x)) — dZx (W (x)), x € Q.

A derivada usual de campos de vetores em R™ serd doravante denominada a conezdo Rie-

manniana do espago euclidiano R™ (veja [10]). Com isto queremos dizer que a cada par de
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campos de vetores Z, W € X(Q) associamos o campo VzW € X(Q) definido por
VW) = (Zw) ). Zwn)(x),  xeD. (13)

E usual denominar o campo VzW a derivada covariante do campo W em relacio ao campo Z.
As propriedades usuais do céalculo diferencial em abertos do R™ podem ser descritas em

termos da conexao Riemanniana de R™ do seguinte modo:
() Vzi1nzW =V, W + bV 2,W;
(i) Vz(W1+ Wa) = VW1 + Vz Wy,
(iii) Vz(hW) = Z(h)W + hV W,
(iv) Z((W1, Wa)) = (V7 W1, W) + (W1, VZzWa),

para cada Z, Z1, Zo, W1, W € X(Q2) e h € C(Q).
Evidentemente, o colchete de Lie [Z, W] pode ser expresso em termos da conexdo Riemanni-
ana de R™ pela férmula
[Z,W] =V W -V Z.

Por tltimo, recordemos que para uma dada fungao h € C*°(Q2) o gradiente de h no ponto
x € Q é o vetor Vh(x) € R™ definido por

(Vh(x),v) = v(h)(x),  veR™

Evidentemente, a expressao do gradiente na base canonica {e;}I"; do R™ ¢

Vh(x) = Y (VA(x),ei)e; = Y _ ei(h)(x)e; = Z SZ (x)e;.

1.3 O espacgo tangente

Seja p um ponto de uma hipersuperficie M do espacgo euclidiano R™. Dizemos que um vetor
v € R™ ¢é tangente a M em p se pudermos encontrar uma curva diferenciavel ¢ : (—e, €) — M,
(para algum e > 0) tal que ¢(0) = p e ¢/(0) = v. A colegao de todos os vetores tangentes a M

em p serd representado por 1, M.

Proposigao 1.15. Sejam M uma hipersuperficie de R™, p € M, e ¢ : U — M uma parametriza-
¢ao de M com p = ¢(q) para q € U. Entao,

T,M = dpy(R™).

Demonstragao. Seja v um vetor tangente a M em p = ¢(q). Por defini¢do, existe uma curva
¢:(—€€) — M tal que ¢(0) = pe /(0) = v. Tomando € suficientemente pequeno, a continuidade

de ¢ nos permite supor que seu trago esta contido em ¢(U). Definimos entao uma curva em U por
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B =@ loc (veja exemplo 1.12). Temos B(0) = g e ¢ = po 3. Entdo, v = /(0) = (po B)(0) =
deq(0'(0)), e portanto v estd na imagem de dy.

Reciprocamente, seja v = dy,(w) para algum w € R™~!. Claramente w é o vetor velocidade
da curva v : (—e€,€) — U, para € pequeno, definida por 7(t) = ¢ + tw, para |[t| < e. A curva 7y
verifica v(0) = ¢ e 7/(0) = w. Logo, se definirmos ¢ : (—¢,e) — M pela composigio ¢ = ¢ 07,
teremos que ¢(0) =p e (0) = (¢ 07)'(0) = dpy(w) = v, donde v é um vetor tangente a M em
P. O

A primeira conseqiiéncia dessa proposicao é que o conjunto 7, M formado por todos os vetores
tangentes & hipersuperficie M no ponto p é um subespaco linear de dimensdao m — 1 de R™,
denominado o espago tangente a M no ponto p. Além disso, segue também que o subespaco

dgoq(Rm_l) nao depende da parametrizacao ¢ e que os vetores tangentes

_ Oy
Y = B, (q),

constituem uma base de T),M, a qual ¢ denominada base associada a parametrizacao ¢.
Veremos agora que podemos introduzir em uma hipersuperficie M C R™ nocoes analogas

as do calculo diferencial do espago euclidiano R™. Seja f € C°°(M) uma fungao diferenciavel

sobre M e v € T,M um vetor tangente em um ponto p € M. A derivada de f na diregao de v é

definida por
d

v(f) = dfp(v) = 2 f(e(t))]i=o,

sendo ¢ : (—€,€) — M uma curva diferenciavel arbitraria tal que ¢(0) = p e ¢/(0) = v. Evidente-

mente, a derivagio assim definida tem as seguintes propriedades:
(a) (Av+w)(f) =Av(f) +w(f);
(b) v(f +9) = v(f) +v(9);
(e) v(fg) =v(flg+ fv(g),

para cada f,g € C*(M),p € M, v,w € T,M e X um ntmero real arbitrario.

Um campo de vetores tangentes a M é uma aplicagao X : M — R™ que associa a cada
p € M um vetor tangente X (p) € T,M. Um tal campo é dito ser diferenciavel se a aplicacao
X : M — R™ for diferenciavel de acordo com a defini¢ao (1.11). Denotaremos por X(M) a
colecao dos campos de vetores tangentes diferenciaveis em M.

Dados um campo de vetores tangente X € X(M) e uma fungao diferenciavel f € C°(M),
define-se a derivada de f com respeito a X como a fungao diferenciavel X (f) € C*°(M) dada
por

X(N)p)=X@)(f), peM

Evidentemente, a partir das propriedades da derivagao de uma funcao f € C°°(M) em relagao a
um vetor v € T, M podemos deduzir propriedades andlogas para a derivada de f com relagao a
um campo X € X(M):
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(a) (9X +Y)(f) = gX () + Y (f);
(b) X(f +9) = X(f) + X(9);
(c) X(fg) =X (fg+ fX(9),

para quaisquer X, Y € X(M) e f,g € C®°(M).

1.4 Geometria intrinseca e conexao Riemanniana de uma hiper-

superficie

O estudo das propriedades geométricas de M se inicia com a introducao de uma maneira
de medir o comprimento dos vetores tangentes a M em cada um de seus pontos. Isto é feito
do seguinte modo: consideramos a restrigao do produto interno canénico de R™ a cada plano
tangente a hipersuperficie M, induzindo de modo natural, um produto interno em cada plano
tangente. Mais precisamente, em cada ponto p € M, a aplicacao Z, : T,M x T,M — R definida
por

Iy(v,w) = (v,w), v,w e T,M,

¢ bilinear, simétrica e positiva definida em 7, M. Essa forma bilinear é denominada a primeira
forma fundamental da hipersuperficie M, e determina sua geometria intrinseca. Note que tam-
bém ¢ usual denominar a forma quadratica Z,(v,v) de primeira forma fundamental de M em
D.

A expressao da primeira forma fundamental em uma vizinhanga coordenada V N M definida
pela parametrizacao ¢ : U — V N M é especialmente interessante para céalculos locais. Recorde-
mos que os vetores tangentes p;(q), i = 1,...,m — 1, formam, em cada ponto ¢ € U, uma base

do plano tangente T,y M, e as fungoes diferencidveis

9i5(q) = Lp(i(q), vj (1) = (@i(q), ¢j(q)) 1<i,j<m—1,

sdo denominadas os coeficientes da primeira forma fundamental na parametrizacao ¢. Definindo
por (g¥(q)) a matriz inversa de (g;j(¢)) em cada ponto g € U, podemos escrever a expressio de

cada vetor tangente v € T,,(,)M na seguinte forma
v=>g9(@)(v,0i(q)¢;(a),
2%
e conseqlientemente, a primeira forma fundamental pode ser escrita na forma

Ip(v,w) = ZQU(Q)<V7 0i(@)(w, i (q))

Para uma dada hipersuperficie M C R™, o espa¢o vetorial normal a M no ponto p € M &

0 conjunto T,,Ml dos vetores w € R™ tais que (w,v) = 0 para todo v € T,M, ou seja, é o
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complemento ortogonal do espaco vetorial tangente a M no ponto p. Evidentemente, T, M L tem
dimensao 1. Os elementos w € T,M L sao chamados vetores normais a M no ponto p. Além

disso, em cada ponto p € M podemos escrever a soma direta
R™ = T,M & T,M*,

de modo que todo vetor v € R™ pode ser escrito de modo tnico na forma v = v' 4+ v, sendo
vl e T,M a componente tangente de v e vt e TpML a componente normal de v.
Por um campo local de vetores tangentes a M entendemos um campo de vetores tangentes a

hipersuperficie V' N M para algum aberto V' C R™.

Lema 1.16. Todo campo local de vetores tangentes a uma hipersuperficie M pode ser estendido
a um campo local de vetores em R™. Em outras palavras, se X ¢é um campo local de vetores
tangentes a M definido em V N M, entdo existem um aberto W C V de R™ e um campo de
vetores X € X(W) tais que X = X em W N M.

Demonstracao. Considere pg € VN M. Sem perda de generalidade podemos supor que VM =
©(U) é uma vizinhanga parametrizada de py. Da forma local das imersoes [24], sabemos que
existem um aberto Uy C U de R™~! e um difeomorfismo h : W — Uy x (—6,4), sendo W um
aberto de R™ que contém pg e 6 > 0, tais que h(p(q)) = (¢,0) para todo ¢ € Uy. Evidentemente,
podemos admitir que W C V', e que ¢(Uy) = WNM. Sendo X (p) € T,M para cadap € WNM,
entdo X (p) = (p o ¢)'(0) para alguma curva diferenciavel ¢, : (—¢, €) — Uy tal que ¢(c,(0)) = p.

Portanto,
ahy(X(0) = S h(plep(t))limo = S (ep(1),0)liz0 = (¢5(0),0).

Considere o campo de vetores X € X(W) definido por
X(x) = (dhx)'(c)(0),5), xeW

sendo h(x) = (q,s) e p = p(q). Note que se x = p € WNM entao h(x) = h(p) = h(e(q)) = (¢,0),
e logo, X (p) = (dhy)~'(c,(0),0) = X (p), e terminamos a prova. O

Vamos agora definir a conexao Riemanniana de uma hipersuperficie M C R™, isto é, uma
maneira de derivar campos locais de vetores tangentes a M que tenha propriedades analogas
as da conexao Riemanniana de R™ listadas anteriormente. Considere X,Y campos de vetores
tangentes a M definidos na vizinhanca VNM, e sejam X, Y extensoes de X e Y, respectivamente,

que admitiremos que estejam definidas no aberto V' C R™. Temos que

_ d -
VY () = 2 ¥ (c(t)le=o0
sendo ¢ : (—€,€) — V uma curva diferenciavel tal que ¢(0) = p e ¢/(0) = X(p). Agora, sendo

X(p) = X(p) € T,M podemos tomar uma tal curva ¢ com imagem em VN M, isto é ¢ : (—¢, €) —
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V N M com c¢(0) = p e c(0) = X(p). Portanto Y (c(t)) = Y (c(t)) para todo t, e logo,

V¥ () = SV (elt)) o

Isto mostra que o vetor V ¢Y (p) depende apenas do vetor X (p) e do campo Y no aberto V N M
e ndo das extensdes X e Y consideradas. Deste modo podemos definir a derivada covariante em

R™ de campos de vetores tangentes a M por

VxY(p)=VgY(p)eR™,  peVnNM.

Assim, por exemplo, se V N M é uma vizinhanga parametrizada por ¢ : U — V N M, teremos os

campos de vetores ; definidos em V N M, para cadai=1,...,m — 1, e portanto

_ 8¢
Vepi(p) = uid; (q) = wjilq) = wij(q)-

Agora, definiremos a conexdo Riemanniana de M como sendo a componente tangente da

conexao Riemanniana de R™. Mais precisamente,
= T
VxY(p) = (VXY(p)) , peVnNM. (1.4)

Deste modo construimos uma aplicagao V : X(M) x X(M) — X(M), denominada a conezxdao

Riemanniana de M, que tem propriedades analogas as da conexdo Riemanniana V de R™:
(i) Vx4pvZ =VxZ+ fVyZ;
(i) Vx(Y +2) =VxY + VxZ;
(iif) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY,
(iv) X((Y,2)) = (VxY,Z) + (Y, VxZ),
(v) [X,Y]=VxY - VyX.

para cada X,Y,Z € X(M) e f € C®(M).

Além disso, se considerarmos uma parametrizagao ¢ : U — V N M com ¢(q) = p entao
Vo pi(p Z I‘ ), sendo F ngs (i (0), vs(q)),

os simbolos de Christoffel da conexdo Riemanniana de M na parametrizagao .

1.5 O operador forma

Vejamos agora uma maneira de estudar a geometria extrinseca de uma hipersuperficie M,

isto é, de que modo a sua forma ¢é influenciada pelo espago ambiente R™.
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Um campo local de vetores normais é uma aplicagdo n : VN M — R™ definido em um aberto
V N M da hipersuperficie M tal que n(p) € T,M~* para todo p € VN M. Se uma tal aplicagao for
continua (resp. diferenciavel) diremos que o campo normal é continuo (resp. diferenciavel). Note
que se VN M é uma vizinhancga parametrizada de M descrita pela parametrizagao ¢ : U — VM,

entdo um campo local de vetores normais unitdrios pode ser definido em V N M por

1
g(q)

n(e(q) = 1(q) X ... X om-1(q), ¢ €U

sendo g(q) = det(gi;(q))-
Seja n um campo local de vetores normais unitarios a M definidos em V N M. Considere

X,Y campos de vetores tangentes a M definidos em V N M e respectivas extensoes locais X,Y
definidas em V' C R™. Entao

VY (p) — VxY(p) € T,M*+

em cada ponto p € VN M. Portanto, a expressao acima é um multiplo de n(p), pois a dimensao

do espaco normal é 1. Deste modo podemos escrever

VY (p) = VxY(p) + (VY (p),n(p))n(p), peVnM. (1.5)

De outro lado, considere 7 um campo unitario que seja uma extensao do campo 7 ao aberto V
de R™ (diminuindo V' se for necessario). Note que uma tal extensao pode ser obtida de modo
similar ao Lema 1.16. Entao utilizando as propriedades da conexao Riemanniana de R™ podemos

calcular:

(VY(®),n(lp) = (VY (0),7(p)

= XY, 1) — (Y (p), Vxi(p))
= XY, 7)) - Y (p), Vxip))
= X()(Y,n) — (Y (p), Vxii(p))

e portanto, V ¢7(p) € T, »M para todo p € VN M. Ademais, argumentando como antes, conclui-
mos que esse vetor tangente depende apenas de X (p) e do campo normal unitario n em V N M,

0 que nos permite definir
Vxn(p) = Vxi(p) € T,M.
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Deste modo, em cada p € V' N M podemos definir um operador linear A, : T,M — T,M por
Ap(v) = =Vyn(p), veTl,M.

Este é o denominado operador forma da hipersuperficie M em p associado ao campo normal

unitario local 1. O operador forma também é conhecido por endomorfismo de Weingarten.

Lema 1.17. O operador forma A, : T,M — T,M € auto-adjunto com relagdo a primeira forma

fundamental.

Demonstragao. Seja ¢ : U — V N M uma parametrizacao com ¢(q) = p. E suficiente mostrar

que

(Ap(pi(), pi(a)) = (pi(a), Ap(;(q)))

para todo 1 < 14,7 < m — 1. Observe que

(Ap(pi(@), 05 (@) = —(Veu@n(p), 9i(a)
= —¢i(a)((n(p), 9 (@) + (1), V(i ()
= (n(p), ?goi(q)‘pj(Q»
= (), Vy,@¥i(a)
pois Vo, (@i (0) = ©ij(q) = ji(q) = Vi, (g wi(q). Agora & simples concluir o resultado, O

Observe que o operador forma nos permite reescrever (1.5) do seguinte modo: se X,Y sao

campos de vetores tangentes a M entao

VxY(p) = VxY(p) + (4p(X(p)),Y (p))n(p)- (1.6)

Esta expressao é denominada a férmula de Gauss.

O fato do operador forma ser auto-adjunto é de suma importancia para o estudo das pro-
priedades geométricas da hipersuperficie M. Decorre do teorema espectral que A, : T,M — T,,M
pode ser diagonalizada, ou seja, existe uma base ortonormal {ey, ..., en,—1} de T, M formada por
autovetores de A, com autovalores reais k1(p), ..., km—1(p), isto é, A,(e;) = ki(p)e; para cada
i=1,...,m — 1. Os autovetores e; e os numeros k;(p) sdo denominados, respectivamente, as
direcoes principais e as curvaturas principais da hipersuperficie M no ponto p associadas ao
campo normal unitario local 7.

Associado ao operador forma A, : T,M — T,M existem m — 1 invariantes algébricos dados
por

Syr(p) = or(k1(D), -y Em-1(p)), 1<r<m-—1,

sendo o, : R™~1 — R a funcio simétrica elementar definida por

or(T1y .y 1) = Z Ty ooy, 1<r<m-—1L1 (1.7)
1<ig < <ip<m—1
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A r-curvatura média da hipersuperficie M no ponto p é definida por (Z)HT(p) = S,(p). Por
exemplo: Hi(p) = H(p) = —15(k1(p) + ... + km—-1(p)) é a curvatura média e Hy_1(p) =
k1(p) - km—1(p) € a curvatura de Gauss-Kronecker da hipersuperficie M no ponto p, respecti-

vamente.

Definicao 1.18. Diremos que uma hipersuperficie M C R™ ¢ orientavel se admite um campo

continuo de vetores mormais unitdrios n globalmente definido.

No caso em que M é orientéavel podemos escolher um campo unitario normal N globalmente
definido e entao, evidentemente, todos os conceitos acima podem ser definidos em todos os pontos
de M. Em particular, o operador forma pode ser definido, de modo natural, como um campo
de tensores em X(M), isto é como uma aplicagao A : X(M) — X(M). Além disso, o campo
N pode ser visto como uma aplicacdio N : M — S™~! denominada a aplicacio de Gauss da
hipersuperficie M, e, nesse caso, diremos que M esta orientada por essa aplicagdo de Gauss. A

aplicacao de Gauss esta intimamente relacionada ao operador forma. De fato

para todo p € M e todo v € T, M.
Observamos que é comum definir a sequnda forma fundamental da hipersuperficie M no
ponto p como sendo a forma bilinear simétrica ZZ,, : T,M x T,M — R associada ao operador

forma dada por

IT,(v,w) = (Ay(V), W), v,w € T, M.

Agora, note que se ¢ : U — V N M é uma parametriza¢ao de M em torno de p € V. N M, entao
B = {¢i(q);i=1,...,m — 1} & uma base de T,M, sendo p = ¢(q). Denotemos por [A,], [Zp],
e por [ZZ,] as matrizes do operador forma A, da primeira forma fundamental 7, e da segunda
forma fundamental 77, em relacao & base B, respectivamente. O lema a seguir exibe uma relagao

fundamental entre estas matrizes.

Lema 1.19.
[Ap] = [Z,] ' [ZT,) (1.8)

Demonstragdo. Por conveniéncia omitiremos o ponto p. Temos que [Z] = [gi;], [Z] " = (9]
e, se escrevermos [A],; = a;; obteremos Ap; = >, a;jj, o que implica (Ap;, o) = >, aijgj-

Multiplicando a igualdade acima por ¢'* e somando em k obtemos
> g (Apion) = aiging™ = aiity = aq = ay,
k k,j J

isto é,
a; =Y [Ty (2T, = (27 [ZT))ws,
k

0 que prova nossa afirmacao. O
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1.6 A geometria local de uma hipersuperficie

J& haviamos observado que o grafico de uma funcao diferenciavel em um aberto de R™~! ¢
uma hipersuperficie de R”. Veremos agora que, numa vizinhancga de qualquer um de seus pontos,

a hipersuperficie também pode ser vista como grafico sobre o espaco tangente nesse ponto.

Proposicao 1.20. Sejam py um ponto de uma hipersuperficie M C R™ e Py o espago tangente
(afim) nesse ponto, isto é, o hiperplano de R™ que passa por py e é paralelo ao espago tangente
Ty M. Entao, existe uma vizinhanca V' de pg em M que € o grifico de uma funcao diferencidvel
h: Q — R definida na vizinhanca 0 de pg no hiperplano afim Py. Além disso, h se anula em pgy

e sua diferencial dhy, : T,y Py — R € identicamente nula, isto €, h(pg) = 0 e dhy,, = 0.

Demonstragao. A prova consiste em uma adaptacao dos argumentos em [27|. Tome um vetor
unitario a € R™ perpendicular ao espaco tangente T, M. Represente por f : M — R+ a

projecao ortogonal sobre Fy, dada por

flp)=p—{(p—po,a)a, peM.

Entao f(po) = po e f(p) — po € perpendicular a a para todo p € M, isto é f(M) C Py e
f: M — Py é uma aplicacao diferenciavel entre as hipersuperficies M e Py. Por um calculo
direto obtemos que

dfp(v) =v —(v,a)a

para todo v € T, M. Portanto dfy, : Ty, M — T, Py = T, M ¢ a aplicagao identidade. Logo, do
teorema da funcao inversa obtemos uma vizinhanga V' de pg em M e uma outra, §2, de f(po) = po
em Fy tal que f(V) = Qe fjyy : V — Q é um difeomorfismo. Definindo h : Q2 — R por

hq) = (f(q) —po,a), g€,
vé-se imediatamente que h tem as propriedades desejadas. ]

Considere M C R"*! sendo n = m — 1, uma hipersuperficie e p um ponto de M. Fixe
um campo normal unitario N a M em uma vizinhanga de p. O Lema anterior nos diz que, ao
estudarmos as propriedades geométricas da hipersuperficie M na vizinhanga do ponto p € M,
podemos considerar um movimento rigido de R"*! que leva o ponto p na origem (0,0) € R"* =
R™ x R, o plano tangente T,M no hiperplano R" = {(x,Zy+1); Znt1 = 0} de R"™1 e o vetor
normal N(p) no vetor (0, 1), e escrever M em uma vizinhanga de p como sendo o grafico de uma
funcao u : Q — R de classe C™ definida no aberto Q C R™ tal que u(0) = 0 e Vu(0) = 0.

Neste contexto, a aplicacao ¢ : @ — M definida por ¢(x) = (x,u(x)), para x € 2, é uma
parametrizacao de graf(u), o grafico de u, e para cada z = (x,u(x)) € graf(u), sendo x =
(z1,...,2y), temos que B = {¢;(x)};—; ¢ uma base de T, M, sendo ¢;(x) = %(X) = (e, ui(x))

)
e {e;};_, ¢ a base candnica de R™. Deste modo, o campo normal unitario N a vizinhanca graf(u)
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tem a expressao:

N(x) = (_T/ij((xx))’l), sendo W(x) =4/1+ |@u(x)|2, x € Q.

A geometria local de M em torno do ponto p pode ser estudada a partir da expressao dos
coeficientes da matriz do operador forma A do grafico de u na base B. Para isto, observamos
que as matrizes da primeira e da segunda forma fundamental da hipersuperficie M em relacgao a

base B sao, respectivamente,
Z];; = (pirps) = 0ij +winy e [IZ];; = (A(pi), ¢5) = (i, N) = %
Por outro lado, do Lema 1.19 temos que
[A] = (1) [77],

. . ~ . -1 .
logo, para calcular [A] ;; € suficiente obter uma expressao para a inversa [Z]; ;- Paraisso, faremos

uso do seguinte resultado de dlgebra linear, que é, de fato, interessante por si so.

Lema 1.21. Sejam T : R™ — R™ um operador linear auto-adjunto, Ai,..., A, 0s seus auto-
valores e v1,...,vy, uma base ortonormal de autovetores de T associados a esses autovalores,
respectivamente. Seja A um numero real tal que A # \; para todoi =1,...,n. Entdo, o operador

linear T =T — M, sendo I a identidade em R"™, € invertivel e sua inversa é dada por

-1 <Xa V'>
T (x) :;Ai—ZAV"’ x € R".
Demonstrac¢ao. Tome x € R™ arbitrario. Temos que x =) . (x,Vv;) v;. Dal,
Thx = (T —A)x =Y (x,vi) (A\i = A)vi.
i

Em particular, se x = v;, j = 1,...,n teremos Thv; = (A\; — A\)v;. Logo v; é um autovetor de
T) associado ao autovalor \; — X #0, j =1,...,n, e portanto, T) ¢ invertivel.

Por outro lado, se T\x =y, comy = ) . (y, Vi) Vi, teremos (y,v;) = (x,v;) (A\; — A) e logo,
(5, vi) = {y,vi) /(0 — \). Assim,

e portanto segue o resultado. O

~ -1
Agora estamos aptos a apresentar uma expressao para |[Z]; i

Lema 1.22.
UqUg

w2

.—,1:51“_

[I] 1)
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Demonstracdo. Com efeito, considere B : R™ — R"™ o operador linear cuja matriz na base
canodnica {e;};; de R™ é
[B] = [uiu,] . (1.9)

Entao Be; = Zj ujuje;, e logo, para v € R™ arbitrario com v = zj vje;, obtemos

Bv = ZU]BeJ Zv]uzujeZ = (Z vju;)Vu = <?u,v> Vu.
J J
Em particular, B(Vu) = [Vul[*Vu, ese v e U = {w € R" : (w, Vu) =0}, temos que Bv =0 =
Ov. Logo, os autovalores de B sao |Vul? e 0, e, além disso, Vu é um autovetor de B associado
ao autovalor |[Vu|? e cada vetor ndo-nulo em U/ é um autovetor de B associado ao autovalor 0.
De outro lado, tomando no Lema anterior A = —1 e T' = B, obtemos [Z] = T_1, \; = |Vu/?
eX=0,i=2,...,n, vy =Vu/|Vu|, {va,..., vy} CU e, para caday € R",

2 1 —1 w2 = S NS e W2
WA y) = 5 3 V[Vl V[Vl + ) = v v
i=2 !

= (y,Vu) Vu/|Vul* + W?y — W? (y, Vu/|Vu|) Vu/|Vul
= W2y — <?u, y> Vu
= (W?I-B)y
Portanto, .
_ Uz U4
i =g W20 — uiug) =6 — 3,
como afirmamos. O

Finalmente, obtemos o seguinte resultado.

Proposigao 1.23. As entradas [A]Z-j da matriz do operador forma A do grifico de u na base B

sao dadas por
1

W2u;j — wicy) (1.10)
sendo c; = ), UpUp;.

Demonstraciao. Temos que

U 1
[Aly; =Y 121 (27, Z W2 (W20 — uug) VIIC/J =73 (Wui; — wicy)
k

sendo ¢; = ) ) UpU;- O

1.7 As equagoes de Gauss e de Codazzi

E intuitivamente razoavel esperar que o espago euclidiano R™ tenha curvatura nula. Para

tornar esta idéia mais precisa introduziremos a noc¢ao de tensor curvatura de R™, a qual também
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servira de modelo para o conceito analogo que definiremos sobre uma hipersuperficie. Essa nogao
¢ uma das mais importantes em Geometria Riemanniana e para maiores detalhes indicamos [10].

O tensor curvatura de R™ (restrito ao aberto 2 C R™) é a correspondéncia R que associa a
cada par de campos X,Y € X(Q2) a aplicacio R(X,Y) : X(Q) — X(Q) definida por

R(X,Y)Z =VVyZ ~V¢VgZ — @[X,Y]Zv Z € X(Q). (1.11)

Note que, de acordo com a definicao da conexado Riemanniana de R™, se escrevemos Z =

Z1,...,2%m) entao teremos VioZ =Y 21)y. - Y Zm)), € portanto
) ) Y ) ) ) p

ViVyZ = (X(Y(2)),..., X(Y(2m))),

e conseqilentemente

R(X,Y)Z =0¢€ X(Q), (1.12)

para todos os campos X,Y,Z € X(f2). Este fato esta de acordo com a observacio inicial. Além
disso, podemos concluir também que a expressdo que define R fornece alguma informacao sobre
a comutabilidade da derivada covariante de segunda ordem.

Seja M C R™! sendo n = m— 1, uma hipersuperficie do espaco euclidiano R"*!, a qual, por
simplicidade, admitiremos estar orientada pela aplicacdo de Gauss N : M — S™. Definiremos
agora o tensor curvatura da hipersuperficie M, por analogia ao tensor curvatura de R™, como
sendo a correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) a aplicagdo R(X,Y) : X(M) —
X(M) definida por

R(X, Y)Z =VxVyZ -VyVxZ2 — V[Xy]Z, Z e %(M)

Veremos agora que, ao contrario do tensor curvatura de R™, o tensor curvatura de M nao é, em
geral, identicamente nulo, e sua expressao estd intimamente relacionada com o operador forma.

De fato, sejam X,Y, Z € X(M), entao da formula de Gauss segue que

VxVyZ = Vx{VyZ+ (AY,Z)N}
= VxVyZ+ (AX,VyZ)N + X((AY, Z))N — (AY, Z) AX,

donde, utilizando (1.11) podemos escrever R(X,Y)Z do seguinte modo

0 = RX,Y)Z
= R(X,Y)Z— (AY,Z)AX + (AX, Z)AY +
+ {{AX, Yy Z) + X((AY, Z)) — (AY, Vx Z) — Y ({AX, Z)) + (A([X,Y]), Z)}N,

e logo, tomando as partes tangente e normal da expressao acima obtemos duas novas equagoes.
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A parte tangente é denominada a Equacao de Gauss:
R(X,Y)Z = (AY, Z)AX — (AX, Z)AY, XY, Z € X(M), (1.13)
e a parte normal é a Fquacao de Codazzi:
Vx(AY) - Vy(AX) = A([X,Y]), X, Y e X(M).

Definiremos agora o tensor curvatura de Ricci da hipersuperficie M. Para cada par de campos
de vetores tangentes X,Y € X(M) o tensor curvatura de Ricci Ric(X,Y) de M no ponto p é
definido por

Rie(X,Y)(p) = tr(TyM 3 Z(p) — (R(Z(p), X(p))Y (p)) € Ty M.

Em outras palavras, se {e1,...,e,} é uma base ortonormal de T, M entao

n

Ric(X,Y)(p) = > _(R(es, X(p))Y (p), €:)-
=1
O tensor curvatura de Ricci nos permite definir duas novas nogoes de curvatura para a hiper-
superficie M. Primeiro, tomamos v = v, um vetor unitario em 7,,M e consideramos uma base

ortonormal {vi,...,v,_1} do subespaco de T),M ortogonal a v e definimos
Ric,(v) = Ric(v,v)(p), e S(p)= ZRicp(vj).
j=1

Estas expressoes sao denominadas a curvatura de Ricci na diregao de v e a curvatura escalar de
M em p, respectivamente. E facil ver que estas curvaturas nao dependem das bases consideradas.
A seguir mostraremos que o tensor curvatura de Ricci dos campos X, Y € X(M) e a curvatura

escalar S de M estdo relacionadas com o operador forma por meio das seguintes igualdades:

Ric(X,Y) = S51(AX,)Y) — (AX, AY) (1.14)
S = 5?14 (1.15)
De fato, fixe um ponto p € M e seja {ey,...,e,} uma base ortonormal de T, M. Da equacao de

Gauss 1.13 e do fato do operador forma A, ser auto-adjunto segue que

n

Ric(X,Y)(p) = D {(Apei, ei)(A,X (p), Y (p)) — (A X (p), e1)(Apes, Y (p))}
1=1

= Sip)(AX (1), Y () = D_{(AX (p), ei)es, ApY (p))
=1

= Si)(ApX (1), Y () — (ApX (1), 4,Y (D)),
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0 que prova a primeira igualdade. Quanto & segunda, temos
S(p) = tr(Ricp) ZRIC ei,ei)(p) = Z{Sl<p)<Apei7ei> — (Apei, Apei)} = S1(p)* — A2,

0 que prova a afirmagcao feita.
Esta ultima igualdade para a curvatura escalar nos da uma relagao interessante entre S e Hs.

De fato, veja que
S=(S1)2 = A2 = (ki+...4 k) = (K2 +...+K2) =n(n—1)H,. (1.16)

Logo, S e Hy diferem por uma constante, donde segue que Hsy é intrinsecamente definida. Em
geral, a equagao de Gauss implica que se r é impar, H, é extrinseca (e seu sinal depende da
escolha da orientacao de M), enquanto que se r é par, H, é intrinseca.

1.8 Divergéncia e laplaciano em R"

Seja Z € X(€2) um campo de vetores no aberto @ C R™ com
Z(x) = (z21(x), ..., 2m(x)), x € Q.

A divergéncia (euclidiana) do campo Z em um ponto x € 2 é simplesmente o trago da aplicacao
linear (VZ)x : R™ — R™ definida por

isto é,

DivZ(x) = tr(v — Vy2) = > (Ve Z,e;),
=1

sendo VyZ = (VyZ)(x), para Y € X(Q) arbitrario tal que Y(x) = v e {e;}/~, uma base

ortonormal de R™. Em particular, se tomarmos a base canonica de R™ obteremos

_ (0= O0zm
vz = (G200 G0

e recuperamos a expressao cléssica

DivZ(x Z Sj

Temos que a divergéncia euclidiana verifica as seguintes propriedades:
(i) Div(Z + Z') = DivZ + DivZ’;

(ii) Div(FZ) = (VF, Z) + FDivZ,
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para quaisquer Z, Z' € X(Q) e F € C*°(2), sendo VF o gradiente euclidiano de F.
Em particular, se F € C®(Q) e Z = VF € X(Q) ¢ seu gradiente (euclidiano), entdo a

divergéncia do campo VF & o laplaciano (euclidiano) AF de F; isto é, para cada = € €2,

m

AF(x) = Div(VF)(x) = > (V. VF,e;) Z w(ei, e,

=1

sendo {e;};*, uma base ortonormal de R™ e V?F, o Hessiano (euclidiano) de F' no ponto x € €,
que ¢é definido por
V2 Fe(v,w) = (V,VF,w), v,w e R"

Em particular, se escrevermos os vetores v e w na base canoénica de R™ como v = ). vje;,

w =) wje; entao

E v =—— (X)w;
&/czx] 7

1,j=1

e logo se chega a féormula classica,

Ao longo do nosso trabalho utilizaremos o teorema da divergéncia para dominios regulares

Q)
sw

de R™*!, que enunciaremos a seguir.

Teorema 1.24. Seja Q C R*™ um dominio reqular limitado e consideremos M = 0 a hiper-
superficie compacta formada pelo bordo de Q) e orientada pelo campo normal unitdrio interior N.

Entao para cada campo de vetores Z € X(2) tem-se que

/ DivZ(x)dx = — / (Z(p). N(p))dp,
[9] M

sendo dx o elemento de volume euclidiano de R™! e dp o elemento de drea da hipersuperficie

M.

Como uma primeira aplicacao deste resultado, temos a seguinte formula para o volume de

um dominio limitado por uma hipersuperficie.

Lema 1.25. Sejam M C R"™! wma hipersuperficie compacta e @ C R o dominio regular

compacto limitado por M com M = 0. Entdo, para qualquer ponto ¢ € R"! tem-se que

(n+ 1)Vol(©) = — /M (v — ¢, N(p))dp,

sendo N o campo normal unitdrio interior de M.

Demonstragao. Consideremos o campo de vetores Z € X(Q2) definido por Z(x) = x — ¢, e cuja
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divergéncia é dada por DivZ(x) = n + 1, para todo x € . Entéao, pelo Teorema 1.24,

(n+1)Vol(Q2) = /QDiVZ(X)dX = — /M (p — ¢, N(p))dp,

e isto encerra a prova. O

1.9 Divergéncia e laplaciano sobre uma hipersuperficie

Seja M C R™*! uma hipersuperficie. Veremos agora como definir o campo de vetores gradi-
ente de uma funcao f € C°°(M). Para cada ponto p € M, define-se o gradiente de f em p como
sendo o vetor V f(p) € T,M determinado pela condigao

<Vf(p),V> :V(f)’ VETPM'

Rapidamente vemos que V f € X(M) é um campo de vetores tangentes caracterizado por

(Vf, X) = X(f)
para todo X € X(M). O gradiente tem as seguintes propriedades:
1) V(f+9)=V[+Vg;
(ii) V(fg) =gV + fVy;
(iii) V(¢o f)=¢'(/IVF;
(iv) Vf(p) =0 para todo p € M se, e somente se, f ¢ uma fungao constante em M,

sendo f,g € C*°(M) e ¢ : R — R uma fungao diferenciavel. Note também que a expressao do

campo gradiente em uma parametrizagao ¢ de M é

Vip) = Zgij(q)(f op)i(@)ei(a),  p=(q).

O hessiano de f € C°°(M) ¢ a aplicacdo V2f : X(M) x X(M) — C°°(M) definida por
V2f(X7Y) = <vaf’Y>7

para quaisquer campos de vetores tangentes X,Y € X(M).

E simples verificar que o hessiano V2f tem as seguintes propriedades
(i) V?A(X +Y,2) = V*f(X,Z) + V2 f(Y, Z);
(i) V2f(9X,Y) =gV f(X,Y);

(iii) V2f(X,Y) = V2f(Y, X),
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para quaisquer X,Y,Z € X(M) e f,g € C°(M).
Dado p € M, de (1.6), temos que

VZF(X,Y)(p) = (VxV)(P).Y () = (VxVF)(0),Y (p)).

Assim, denotando V2f(X,Y)(p) por V2f(v,w) e (VxVf)(p) por (VyVf), sendo v = X(p) e
w = Y (p), temos que
VQf(V7 w) = <(vva)7 W>7

para cada v,w € T)M e X,Y € X(M) tais que X(p) =veY(p) =w.

A seguir definiremos a divergéncia de campos de vetores tangentes a uma hipersuperficie de
R Seja X € X(M) um campo de vetores tangentes sobre uma hipersuperficie M. Para
cada ponto p € M se define a divergéncia de X no ponto p como o traco da aplicacao linear
(VX), : T,M — T,M, definida por

(VX)p(V) = VX,

isto &, divX(p) = tr(v — VX)), sendo Vy X = (Vy X)(p), para Y € X(M) arbitrario tal que
Y(p)=v.
Em particular, div(X) € C*°(M) define uma funcao diferenciavel sobre M e para cada ponto

p € M, se tem

n

div(X)(p) = > _ (Ve X, e),

i=1
sendo {e;};—; uma base ortonormal de T,M. A divergéncia tem as seguintes propriedades
(i) div(X +Y) = div(X) + div(Y);
(i) div(fX) = X(f) + fdiv(X) = (Vf, X) + fdiv(X),

para quaisquer X, Y € X(M) e f € C°(M).

Em particular, quando X = Vf é o gradiente de uma funcao diferenciavel f € C>*(M), a
divergéncia de V f é o laplaciano de f, e se representa por Af; isto é, Af € C*°(M) é a fungao
definida por

n n
Af(p) =Y (VeVie) =Y V2 fpleie) = tx(V2fp).
i=1 =1
Desta maneira, o laplaciano define um operador A : C*°(M) — C*°(M) que tem as seguintes

propriedades
(i) A(f+Ag) =Af 4+ AAg;
(i) Algo f)=(¢"o f)Af+ (&0 NV
(iv) A(fg) = fAg+gAf+2(Vf,Vyg),

para quaisquer f,g € C*°(M), ¢ : R — R fungao diferenciavel e A € R.
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O teorema seguinte é uma versao do teorema da divergéncia para hipersuperficies compactas

de R™1 isto &, hipersuperficies sem bordo que sdo subconjuntos compactos de R™*1.

Teorema 1.26. Sejam M C R™ ! uma hipersuperficie compacta e X € X(M) um campo de

vetores tangentes a M. Entao

/ divX(p)dp = 0.
M

Em particular, [, Af(p)dp =0, para toda fungio f € C°(M).

1.10 Algumas funcoes geometricamente importantes

Sejam F uma funcéo diferenciavel definida em um aberto Q C R"*! e M uma hipersuperficie
de R™*! inteiramente contida em . Denotemos por f a restricio de F a M. Veremos que,
para algumas fungoes F', o laplaciano de f fornece informagoes valiosas sobre a geometria de M.
Temos que f € C°°(M) e seu gradiente é a parte tangente do gradiente euclidiano (em R"*1) de

F'. Isto é, para cada ponto p € M se tem

Vf(p) =VF(p) — (VF(p),N(p))N(p). (1.17)

De fato, fixe p € M e seja {e;};_, uma base ortonormal de T,,M. Entao {ei,...,en, N(p)} ¢ uma

base ortonormal de R™*!. Logo

De outro lado, para cada i = 1,...,n, temos

_ d d

(VE(p), e:) = dFp(ei) = - Fe(t))limo = — f(e(t))t=0 = dfp(es) = (Vf(p), e0),

sendo ¢ : (—€,€) — M, uma curva parametrizada em M com ¢(0) = p e ¢(0) = e;, o que
demonstra a formula (1.17).
Agora, calculemos o Hessiano de f em p. Temos que V2f,(v,w) = (VyVf, w), para cada

v,w € T,M. Além disso, da expressao (1.17) obtemos
VaVfp = VyVE —v(u)N(p) + Ay(v) <?F(p)v N(p)> ’ (1.18)

e portanto,
V2 (v, w) = V2 F(v,w) + (4,(v), w) (VF(p), N(p)) (1.19)

Agora vejamos a relacdo existente entre AF(p) e Af(p) nos pontos p de M. Considerando

a base ortonormal {ey,...,e,, N(p)} de R"™! sendo {ey,...,e,} C T,M uma base ortonormal
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de diregoes principais de M em p, temos que

AF(p) = VFy(es, e0) + V F,(N(p), N(p)).

i=1
De (1.19) obtemos

_ oF )
V2Fp(ei7 67;) = v2fp(€i7 ei) - Hl(z»ﬁ(p% v = 17 ceey N,

sendo OF /ON € C*°(M) a fungao dada por

;i(p) = (VF(p),N(p)) .

Portanto,

oF )

AF(p) = ) Vifylenen) —nH(p) 5o (p) + V F(N(p), N(p))
=1

oF )

= Af(p) = nH(p) 55 (p) + V7 E,(N(p), N(p)). (1.20)

Vejamos agora alguns casos particulares importantes desta situacgao.

Exemplo 1.27.

Consideremos F : R"™! — R a funcdo diferenciavel dada por F(x) = %|x — c[?, para um

ponto ¢ € R*! fixado. Temos que

VF(x)=x-c e V'F(v,w)=(v,w), (1.21)
para cada x € R"*! e v,w € R""!. Dada uma hipersuperficie M C R™*! orientada pelo campo
normal unitério N, seja f € C°°(M) a restricdo de F a M, isto ¢ f(p) = 3|p — c|> para p € M.

A fun¢ao f mede a distancia (ao quadrado) dos pontos de M ao ponto c. Temos que

oF _

ox® = (VE(R).N) = (0 - ¢,N(p)),

e também

VPE,(N,N)=1, ¢ AF(p)=n+1.

Portanto, de (1.17), (1.19) e (1.20), obtemos, respectivamente, que no ponto p € M o gradiente
de f é
Vip)=@p-c)' =p—c—({p—cN@p)Np), (1.22)

0 hessiano de f é

V2 fp(v,w) = (v, w) + (4(v), W)(p —¢,N(p)),  v,weT,M (1.23)
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e finalmente, que o laplaciano de f é

Af(p) = n(1+ H(p)(p — ¢, N(p)))- (1.24)

Uma conseqiiéncia deste exemplo é o seguinte teorema.

Teorema 1.28. Toda hipersuperficie compacta M C R tem wm ponto onde todas as curvat-
uras principais relativas ao campo normal unitdrio interior sao positivas , isto €, existe pg € M

tal que K;(po) > 0, para todo i =1,...,n.

Demonstracio. Sendo M um subconjunto fechado de R**! o Teorema de Brouwer-Samelson
nos diz que M & uma hipersuperficie orientavel de R"*! (veja [25]). Além disso, da compacidade
de M e do Teorema de Jordan-Brouwer segue que M é o bordo de um dominio regular limitado
Q C R (veja [25]). Assim, podemos supor que M esta orientada pelo campo unitério normal
unitério interior N. Considere a funcdo F : R"™! — R dada por F(x) = $|x[%, e seja f = F|u.
Em cada ponto p € M e para v,w € T,,M, segue de (1.22) e (1.23) que

Vip)=p— (. N@)N({p) e  Vfo(v,w)=(v,w)+ (A,(v),w)(p,N(p)).

Como M é compacta, existe um ponto pg € M onde f alcanga seu maximo (global), f(p) < f(po)
para todo p € M, de modo que Vf(pg) = 0 e V2 f,,(v,w) < 0 para todo v,w € T,,, M. Temos
que po # 0. De fato, se fosse pg = 0 teriamos f(pg) = 0 e portanto, como f(p) > 0 deveriamos
ter f =0 o que nao ocorre. De V f(pg) = 0 obtemos que py = (po, N(po))N(po), e portanto

Do

N(po) = “ipol

Por outro lado, como V? fp € nao-positivo, obtemos

0> V2 (v,v) = 1+ 5(v){po, N(po)) = 1 = (v)]pol,

sendo k(v) = (Ap,Vv,Vv) para cada vetor unitario v € T, M. Assim, x(v) > 1/|po|, para cada

vetor unitario v € T,y M. Em particular, 1(po), ..., kn(po) s@o todas positivas. O
Outro exemplo interessante é o seguinte.
Exemplo 1.29.

Seja IT um hiperplano afim de R™*! que passa por um ponto ¢ € R**! e tem como direcio
normal o vetor unitario a € R"*! |a] = 1. Se M C R"™*! ¢ uma hipersuperficie, a funcao
h: M — R dada por

h(p)z(p—c,a>, p€M7

mede a distancia orientada (ou altura) dos pontos de M ao hiperplano II. Por esta razao, a

fungao h é chamada de fun¢do altura. Observe que h € C°(M) é a restrigao a M da funcao



CAPITULO 1. PRELIMINARES 37

diferencidvel em R"*! dada por F(x) = (x — c,a), para x € R"*1. E facil ver que

Vh(p) =a' =a— (a,N(p))N(p) (1.25)

V2hp(v,w) = (4(v), w){a,N(p)), (1.26)

para todo p € M e v,w € T,M. Além disso, de (1.20) segue que

Ah(p) = nH(p){a,N(p)). (1.27)



Capitulo 2

Hipersuperficies com curvatura média

constante

2.1 Um resultado classico: o Teorema de Alexandrov

Um dos mais importantes resultados sobre a geometria global de hipersuperficies com cur-
vatura média constante do espaco euclidiano R™*! é o Teorema de Alexandrov. Esse resultado
seminal estabelece uma das mais simples e profundas propriedades que caracterizam as hiperes-
feras do espago euclidiano: dentre todas as hipersuperficies compactas do espago euclidiano, as
Gnicas que possuem curvatura média constante sao as hiperesferas. Aqui, recordamos que com-
pacta significa que a hipersuperficie ndo tem bordo e é um subconjunto compacto do espaco

euclidiano. Especificamente, Alexandrov [1] provou o seguinte resultado de unicidade.

Teorema 2.1 (Teorema de Alexandrov). As unicas hipersuperficies compactas do espago euclid-

tano com curvatura média constante sao as hiperesferas.

Em linhas gerais, a idéia de Alexandrov foi mostrar que tais hipersuperficies possuem um
hiperplano de simetria em toda direcao do espaco euclidiano e dai concluir que elas sao hiperes-
feras. Para levar a cabo tal idéia, Alexandrov toma uma diregdo arbitraria do espago euclidiano,
um hiperplano ortogonal a esta direcdo que nao intersecta M e move este hiperplano paralela-
mente até ele tocar M pela primeira vez. A partir deste ponto de contato continua a mover o
hiperplano e passa a considerar a reflexao da porc¢ao de M que ficou para trias em relagao ao
hiperplano. O reflexo esta inicialmente no interior da regido limitada por M, e portanto em
algum instante a porgao refletida tangencia M. Ambas tem a mesma curvatura média (con-
stante) e mesma normal nesse ponto. Em seguida, usando uma versao do principio do maximo
para hipersuperficies com curvatura média constante, Alexandrov mostrou que estas hipersu-
perficies coincidem numa vizinhanga do ponto de tangéncia. Além disso, usando um argumento
de conexidade, ele provou que as hipersuperficies em questao coincidem em todos os pontos da
reflexdo, concluindo que o hiperplano é um hiperplano de simetria de M na dire¢do dada. Esta
demonstracao é hoje denominada o método de reflexdo de Alexandrov e foi largamente utilizado

em diversos problemas geométricos.
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2.2 Equacgoes elipticas e o principio do maximo

A prova original de Alexandrov para o Teorema 2.1 é baseada essencialmente no honoravel
principio do mdzimo de Hopf para equagoes elipticas [14] e no método de reflexdo de Alexandrov.
Para enunciarmos o principio do maximo de Hopf precisamos introduzir algum material da teoria
de equagoes diferenciais parciais. Nossa abordagem desse material seguiréd o texto de M.L. Leite
[23].

Sejam © C R” um dominio, u € C?(Q), e Vu = (ug,...,u,) € R” o seu gradiente euclidiano.

Diremos que L é um operador diferencial parcial linear de seqgunda ordem quando tem a forma

n

Liul(x) = > aj(®)u;(x) + > be(x), x€Q,
k=1

1,7=1

e os coeficientes a;; = aj; e by sao fungoes continuas em 2. Um tal operador L é denominado
eliptico no ponto x € Q quando a matriz simétrica [a;;(x)] for positiva definida, e diremos que ele
é eliptico em ) quando for eliptico em cada ponto de €2. Além disso, L é dito ser uniformemente
eliptico em €} se a fungao % é limitada em €, sendo A(x) > 0 e A(x) > 0 s@o os autovalores
méaximo e minimo da matriz positiva [a;;(x)], respectivamente.

O exemplo mais importante de um operador linear eliptico ¢ o laplaciano Afu] = >, us;.
Claramente ele é uniformemente eliptico. E fato bem conhecido que fungdes harménicas, isto
é, solugoes da equagao Afu] = 0, ndo tém ponto de méaximo no interior de {2, a menos que u
seja uma fungao constante. Uma generalizacao desta propriedade fundamental para operadores
lineares de segunda ordem uniformemente elipticos é o famoso Principio do mdzrimo de Hopf

[14], que enunciaremos abaixo. Um prova deste resultado pode ser encontrada em [12].

Teorema 2.2 (Principio do méaximo de E. Hopf).

(i) Ponto interior: Suponha que u satisfaz a desigualdade Liu] > 0, com L uniformemente eliptico

em ). Se u atinge seu mdzximo em um ponto no interior de ), entdo u é constante em €.

(ii) Ponto de bordo : Suponha que w satisfaz Llu] > 0 com L uniformemente eliptico em um
dominio 0 com bordo suave 0. Se u atinge sew mdximo num ponto do bordo de  no qual Vu
existe, entdo alguma derivada direcional exterior de u neste ponto € positiva, a menos que u seja

constante em €.

Outro tipo de operador de segunda ordem que é muito importante é um operador diferencial

parcial quasilinear () que tenha a forma

Qlul = > aij(Vu)ui + b(Vu),

ij=1

. - - L1 =2
sendo os coeficientes a;; = aj; e b fungoes em C1(R™). Observe que a agao de @ & linear em V-u,
mas pode ser nao-linear em Vu. O operador quasilinear @ é eliptico com respeito a fun¢ao u no

ponto x € 2 se a matriz simétrica [a;;(Vu)(x)] ¢ positiva definida; e é uniformemente eliptico
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Ax)

com respeito a u se a fungao 3ro5 ¢ limitada em €2, sendo A(x) e A(x) os autovalores maximo e
minimo de [a;;(Vu)(x)], respectivamente.

Observamos na Secdo 1.6 que toda hipersuperficie M C R™*! pode ser escrita localmente
como o gréfico de uma funcao u € C?(2), sendo 2 C R” um dominio. Além disso, obtivemos a
expressao (1.10) para a matriz do operador forma A da hipersuperficie M restrita a vizinhanga

graf(u), logo, a curvatura média de M nessa vizinhanga é
1 1
nH = tr(A) = Z Qi = W Z(qu“ — U; Z ujuji) = W Z(Wzdij — uz-uj)uij.
i i J 1]

Definigao 2.3. Sejau € C%(Q), sendo Q C R™ um dominio. O operador H associado & curvatura

média H do grdfico de u € definido por

'H[u] = Z (W2(51 - uin) Usgyj. (2.1)

7:7j

E imediato verificar que H é um operador quasilinear. Afirmamos que H é um operador
eliptico, e uniformemente eliptico em qualquer subconjunto de Q no qual |Vu| seja limitada.
De fato, seja T = W2I — B com B sendo o operador linear definido em (1.9). Temos entdo
que [T] = [W?26;; — usu;]. Além disso, se v for um autovetor de T associado a um autovalor A
teremos

Tv=\v& W?v—-Bv=J\v& By = (WQ—)\)V.

Logo, v é um autovetor de B associado ao autovalor W2 — X\. Como vimos os autovalores de
B s@o 0 e |[Vu|?. Portanto, os autovalores minimo e maximo de T sio A\(x) =1 e A(x) = W2,
respectivamente, e isto prova a afirmagcao.

A primeira percepcao de Alexandrov para provar o Teorema 2.1 foi notar que, apesar de o
operador curvatura média (2.1) nao ser linear, ele ainda obedece a um principio do maximo.

Para apresenta-lo precisamos da seguinte definigao:

Definicdo 2.4. Sejam M e M’ hipersuperficies de R"* e p € M N M’ tal que T,M = T,M’,
isto é, p é um ponto de tangéncia. Sejam U C T,M wuma vizinha¢a de p e u,v' : U — R
fungoes diferencidveis cujos grdficos sao vizinhangas de M e M’ respectivamente. Se u < u' em

U, dizemos que M’ estd acima de M em U.

Teorema 2.5 (Principio do méaximo para curvatura média constante).

(i) Ponto interior : Sejam M e M’ hipersuperficies orientadas de R™"'com curvaturas médias
constantes H e H', satisfazendo H < H'. Se M e M’ tém o mesmo vetor normal em um ponto
de tangéncia p € M N M’', entao M ndo pode permanecer acima de M' numa vizinhanca de p, a

nao ser que as hipersuperficies coincidam localmente.

(ii) Ponto de bordo: Sejam M e M' hipersuperficies orientadas de R+ com bordos OM e OM’,
com curvaturas média constantes satisfazendo H < H'. Suponha que M e M', bem como seus

bordos, sdo tangentes em p € OM N OM’, com o mesmo vetor normal no ponto de tangéncia.
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Entao M nao pode permanecer acima de M’ em uma vizinhanca de p, a nao ser que as hipersu-

perficies coincidam localmente.

Demonstragao. Seguiremos a linha de raciocinio das notas de Leite [23]. Como em [31], esta
demonstracao segue do principio de comparacao para operadores quasilineares localmente uni-
formemente elipticos, apresentado no Teorema 10.1 de [12].

Como na Secdo 1.6 podemos supor que p = 0 € R"*! e que, localmente, M e M’ sdao graficos
de fungdes u e v’ sobre R", com u(0) = v/(0) = 0 e Vu(0) = Vu'(0) = 0. Logo u,u’ € C?(1),
sendo £ uma vizinhanca de 0 em R", se 0 for um ponto interior de M e M’ e uma vizinhanca
de 0 em um semi-espaco, se 0 for um ponto de bordo de M e M’. Mais ainda, podemos supor
também que o vetor normal em 0 aponta para cima.

Suponha inicialmente que H < 0 < H' e que M esta acima de M’ numa vizinhanca de p,
isto é, u > v’ em uma vizinhanga U de 0 em R"™ ou num semi-espaco, dependendo de p estar
no interior ou ser um ponto de fronteira de M e M’. Sem perda de generalidade, suponha
que U C Q. Afirmamos que H[u/] é uniformemente eliptico em U. De fato, como A(x) = 1,
A(z) = W', sendo W’? = 14 |Vu/|2, é suficiente mostrar que |Va/|? ¢ limitado em U. Para ver
isso, note que como u' € C?(Q), entdo v} € C(Q), parai =1,...,n, e como U C €2, temos que
) é limitada em U. Logo |Vu/[2 = v/ + ...+ u/,? ¢ limitada em U.

Seja up = (1 —t)u+tu', 0 < t < 1, um segmento de u a u’. Temos que %ut =u —ue
4Vu; = Vu' — Vu. A hipotese H < 0 < H' implica que H[u] < H[u']. Entdo,

0 < H[u] Z aij (V') (uly — wij) + Y {asj(Va') = aij (V) ugg,

Z'hj

sendo al-j(?u) = WZ(SU — ujuj. Seja w = u' — u e note que a igualdade acima torna-se

0 < Lw chjwlﬁ + Zbkwk,

para ci; = aij(?u’) e b, = Zm{fol g(;” Vuy) )dt}ui;. Esta expressao de by segue de

aij(Vu') — a;;(Vu —/0 p7 {aw V) }dt / Z 8%] { V) }dt

8uk

ede 4 {(Vu)r} = (V' — Vu)y = wy. Claramente, os coeficientes ¢;; e by sdo continuos.

A hipotese w = ' — u < 0 préximo da origem implica que w alcanca seu valor maximo em
U no ponto 0. Por outro lado, como H ¢ uniformemente eliptico com respeito a u/, segue que
L é um operador linear uniformemente eliptico em U, satisfazendo L[w] > 0. Se 0 € U, isto
¢, se 0 for um ponto interior de M e M’, entdo, pelo principio do maximo de Hopf, temos que
w=0em U. Se 0 € 9U, isto &, se 0 for um ponto de fronteira de M e M’, temos novamente
pelo principio do méaximo de Hopf, que %(0) > 0, para alguma diregao exterior v, a nao ser
que w seja constante. Mas cr’—w( ) = (Vw(0),v) = 0. Logo w = 0. Portanto as hipersuperficies

coincidem localmente.
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Agora suponhamos que 0 < H < H’. Observamos que esta situacao nao ¢ considerada em
[23]. Veja que, neste caso, ndo podemos concluir de imediato que H[u] < H[u']. Para contornar

esta dificuldade, utilizaremos outras idéias. Observe que do fato de H < H’ segue que

, MW Hu) Yd [ Hlu
0<n(H'— )= o~ i = | <W3[Utl> "

Agora,

d (Hu))__1 d Hluy] d
dt <W3[Ut]> T W3u] dt (H[w]) — 3W4[ut] T (Wuy),

e sendo W] = /1 + |Vu + tVw|2, entdo

d

= (Wu)) = ™ (Vu, Vw) + t|Vw|?),
0 que implica
d H|ut 1 d H|uy _ _ H|ug _
dt (Wi[ul]> = W ) BWEE[ul] Ve, Vo) = 3W£[u1]t|vw|2'
Além disso,
d 87-[
g (Pludd) = Ut wij + Z 8uk

Logo,
L' 1 oM L' 1 oM
< I = - .. -
0< n(H'—H) ;j </0 3] Ous [ut]dt) wij + Ek </0 Wlud] dur [ut]dt) Wi

-Y3 (/01 ;fiﬁhdt) wewp — 3 < 01 t‘;;[l[‘i] dt> Vw2,

k

A igualdade acima pode ser reescrita na forma

0< chww + Zbkwk — a|Vw|* = Llw] — a|Vwl|?,
7.]

sendo os coeficientes dados por

ey (x W au” gt a(x):3< /0 1tv7vﬂ"[‘i]dt>,

L1 oM B b H ] y
g =3 (] o)
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Afirmamos que a(0) > 0. De fato, como Vu(0) = Vu'(0) = 0, temos Vu(0) = 0, e logo
Wlu(0) = W[u](0) = W[u'](0) = 1.

Portanto,

Dali,

Hu(0) = D (ue)i = Z wii + t(ug; — i) = H[u](0) + ¢(H[u'](0) — H[u](0))

i

= nH +tn(H' — H).

Como, por hipotese, 0 < H < H’', obtemos que H[u:](0) > 0 e portanto, a(0) > 0. Como a é

continuo em 0, temos que a > 0 numa vizinhanga de 0. Logo,
0 < L[w] — a|Vw|? < L[w)

nessa vizinhanca. Agora veja que L é uniformemente eliptico numa vizinhanga de 0. Com efeito,

OH

811,1‘ 7

"L (u)(0) = b5,

0
[us] = W2[ualdij — (u)i(ue)j,  logo Ouij

e portanto,
1
Cij(()) = / (5Z'jdt = 5@']‘7
0

Como os coeficientes ¢;; sao funcoes continuas temos que, numa vizinhanca de 0 os autovalores
de [c;j(x)] sao positivos e a razao entre eles é finita, e portanto, L é uniformemente eliptico
nesta vizinhanca. Portanto, o raciocinio do caso anterior pode ainda ser aplicado ao operador L,
fornecendo a mesma conclusao.

Por tultimo, consideremos o caso em que H < H’' < 0. Supondo, como antes, que M
estd acima de M’ concluimos que v > «' em uma vizinhanca de 0. Nessa situacao temos que
0 < —H < —H e —u' > —u. Portanto recaimos na segunda situagao considerada acima, logo,

podemos repetir o argumento e concluir a demonstragao do teorema. ]

2.3 O método de reflexao de Alexandrov

Nesta se¢ao apresentaremos a demonstracdo do Teorema 2.1. Alexandrov mostrou que uma
hipersuperficie compacta M C R™*! que tenha curvatura média constante possui um hiperplano
de simetria em cada direcdo de R"*!. Nestas condi¢des, o Lema 2.6 abaixo implica que M &

uma, hiperesfera.

Lema 2.6. Seja M um subconjunto conexo, compacto, com interior vazio em R, que possui

um hiperplano de simetria em cada direcdo. Entao M € uma hiperesfera.
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Demonstracdo. A demonstragdo que apresentaremos é baseada na dissertagao de K. R. F. Leao
[21]. Sejam Pi,..., P,4+1 hiperplanos de simetria de M mutuamente ortogonais e {p} = P N

...N P,41. Podemos supor, sem perda de generalidade, que p = 0 € R**! ¢
P, = {(.1‘1, - ,l‘n+1) S R+ T; = 0} .

Seja P um outro plano de simetria e tome N um vetor unitario ortogonal a P. Suponha que

0 ¢ P. Como M nao esta contido em P, existem Yy € P e um ntmero real ndo-nulo ¢y tais que
Yo +toN € (M\P).

O hiperplano P ¢é dado por P = {X eR"™ (X — Yy, N) = 0}. Da simetria de M com relacio
a P, obtemos que Yy — t¢oN € M, e como o ponto (x1,...,Zs...,Tpt1) € M & simétrico, em
relacdo ao plano P;, ao ponto (z1,...,—xj,...,Tp+1) € M temos que, por reflexdes sucessivas
de Yy — toN em P4, ..., Pyy1 obtemos que —Yy + tgN € M. Logo existem Y] € P e um ntimero
real nao-nulo t; tais que

YI 4+t N ==Y+t N € M.

Fazendo o produto interno dessa igualdade por N obtemos
(Y1,N) +t; = — (Yo, N) + to.

Como Y7 € P, isto ¢, (Y1 — Yy, N) = 0, obtemos t; = —2(Yy, N) + tp. Donde segue Y; =
—Yo + 2(Yy, N)N, e também que Y7 + 1N € M. Além disso, com o mesmo argumento acima,
obtemos que

pr= Y1+t N =Yy + (—4(Yo,N) +to)N € M.

Agora, para cada [ > 2 inteiro defina
=Yy + (—41(Yo, N) + 1) N.

Afirmo que p; € M para todo [ > 1. De fato, j4 mostramos acima que p; € M. Suponha que
pir € M. Argumentando como antes, concluiremos que —Yj + (—4l(Yy, N) + t9)N € M. Logo,

existe Y41 € P e um ntmero real nao-nulo ;41 tal que
Y1+t N=-Y+ (—4l<Yb,N> + to)N € M.
Fazendo o produto interno desta igualdade com N obtemos

<n+17N> +tl+1 = _<K)7N> - 4l<}/67N> +t07
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isto &, t;41 = — (4l + 2)(Yy, N) + to, donde segue que Y11 = =Yy + 2(Yp, N)N, e portanto,

Piv1 = Y41t haN
= Yo+ [(—2— (4l +2))(Yo, N) +to] N
Yo + [4(1 + 1)(Yo, N) + to] N € M.

Dessa forma, o principio da indugao nos assegura que p; € M para cada [ € N. Como 0 ¢ P,
temos que (Yp, N) # 0 e sendo M compacto, chegamos a uma contradi¢ao. Logo 0 € P, qualquer
que seja o hiperplano de simetria P. Assim, M é invariante por reflexdo através de qualquer
hiperplano que passa por 0.

Agora, fixe um ponto p € M e seja S a hiperesfera centrada na origem que passa por p.
Sabemos que qualquer ponto ¢ de S pode ser obtido a partir de p por reflexdes sucessivas através
de hiperplanos que passam por 0. Isso mostra que S esta contida em M. Esse argumento também
mostra que toda hiperesfera centrada na origem que passa por um ponto de M esta contida em
M. Portanto, sendo M conexa, compacta, e com interior vazio em R"*!, necessariamente temos

que M é uma hiperesfera. O

Demonstrag¢ao do Teorema de Alexandrov. Procederemos como em [32]. Sendo M uma hipersu-
perficie compacta do R"*! entdo o Teorema de Brouwer-Samelson nos diz que M é orientavel (veja
[25]). Além disso, segue do Teorema de Jordan-Brouwer que M é o bordo de um dominio regular
limitado © C R"™! (veja [25]). Portanto, podemos supor que M est4 orientada pelo campo nor-
mal unitario interior N. Fixemos uma direcdo arbitraria em R™*!. Utilizando um movimento
rigido adequado de R"*!, podemos admitir que essa direcio é dada pelo eixo ,11; que a hipersu-
perficie M esté contida no semi-espaco fechado {X eR™ g, > O}, sendox = (Z1,...,Tpt+1);
e que M é tangente ao hiperplano Iy = {X eR"™ iz, = O} no ponto 0. Para cada t > 0,

consideramos os conjuntos
My={xeM:zp1 <t} e M= {(xl,...7:cn,2t—xn+1) eRMtl . x € Mt},

isto é, M} é a reflexdo de My com respeito ao hiperplano II; = {x eR"™ g, = t}.

Como M é o grafico de uma funcgao diferencidvel em uma vizinhanga de 0, entdo, para t
suficientemente pequeno M} esta contida em 2. Além disso, todas as hipersuperficies M} tém
a mesma curvatura média constante H que M. Seja s o maior niimero positivo tal que M C Q.

Entao, somente uma das seguintes possibilidades pode ocorrer:

(1) Existe um ponto p € M N M}, com p ¢ II,.

Neste caso, temos que M/ tangencia M em p, M} e M possuem a mesma curvatura média
constante H e o mesmo vetor normal em p. Como M esta acima de M em uma vizinhanca
de p, entao, o principio do maximo para hipersuperficies com curvatura média constante

assegura que M e M} coincidem numa vizinhanga de p.

(2) Nao existe nenhum ponto em (M N M)\II.
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Nesse caso, sendo s o maior niimero positivo tal que M} C , entdo existe um ponto
p € M NI1Il; tal que o espago tangente a M em p é perpendicular ao hiperplano II;.
Portanto, em uma vizinhanca de p no semi-espago {x € R"*1: 2, .1 > s} temos que M e
M sao duas hipersuperficies com bordo com um ponto de tangéncia comum p € OMNIM,
e OM e OM7 sao também tangentes em p. Além disso, M} e M possuem o mesmo vetor
normal em p, a mesma curvatura média constante e M estd acima de M} numa vizinhanga

de p. Portanto, pelo Teorema 2.5, M} e M coincidem numa vizinhanga de p.

Em qualquer dos dois casos acima, seja S a componente conexa de M que contém o ponto
p e seja S a parte de M, da qual S ¢ refletida, isto é, S = §*. Consideremos o conjunto A de
todos os pontos g em S tais que M e S coincidem numa vizinhanga de ¢ em S.

Afirmamos que A é nao-vazio, aberto e fechado. De fato, como p € A, temos que A é nao-
vazio. Mais ainda, por defini¢do A é aberto, ja que para cada q € A existe uma vizinhanga de ¢
contida em A. Mostremos que A é fechado. Tome g € A. Por hipotese existe uma vizinhanca
Vg C S de q tal que M e S coincidem em Vy. Como, em particular, M e S sdo hipersuperficies
continuas, temos que elas também coincidem (em particular, sdo tangentes) nos pontos do bordo
de V. Além disso, como elas possuem a mesma orientagdo neste conjunto, podemos aplicar o
Teorema 2.5 novamente e concluir que M e S coincidem numa vizinhanga de cada ponto do
bordo de V, e logo, V, C A, para cada g € A, sendo que Vj ¢ o fecho de V. Consequentemente,
A é fechado.

Por outro lado, sendo S = AU (5\A), com A ndo-vazio e aberto e S\ A aberto. Como S &
conexo, e A é nao-vazio temos que S \A é vazio e portanto S = A, o que implica S c M. Logo
S ¢ fechado (pois S = A), limitado (pois S C M e M ¢ limitada) e conexa. Isso implica que
S também tem estas propriedades e portanto SUS é uma hipersuperficie compacta e conexa

contida em M. Agora, se M nao ¢ igual a S U S entao
M=(SUS)U(M\(SUS))

é uma reuniao disjunta de subconjuntos abertos, ambos nao-vazios, o que contradiz a conexidade
de M. Assim, II; é um hiperplano de simetria de M na diregdo dada e do Lema 2.6 segue que

M & uma hiperesfera. Isto conclui a demonstragao de Alexandrov. O

2.4 O método de Reilly.

Em 1977, R.C. Reilly [28] encontrou uma prova diferente e simples do Teorema de Alexandrov
combinando certas formulas integrais. A esséncia da prova de Reilly estd contida no seguinte

teorema.

Teorema 2.7 (Teorema de Reilly, [28]). Sejam M C R™! uma hipersuperficie compacta ori-

entada pelo campo normal interior e o dominio regular limitado por M com M = 02. Se M
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tem curvatura média H constante entao

A(M)

SRR} (22)

sendo V(Q2) e A(M) o volume (n+ 1)-dimensional de 2 e a drea n-dimensional de M, respecti-

vamente. Além disso, vale a igualdade em (2.2) se, e somente se M é uma hiperesfera.

De posse desse resultado, a demonstragao de Reilly consiste em mostrar que vale a igualdade
em (2.2). Para tanto, ele faz uso das famosas Formulas de Minkowski, cujos enunciados e as

respectivas demonstracoes sdo como seguem.

Teorema 2.8 (Férmulas de Minkowski). Sejam M C R™ ! uma hipersuperfice compacta orien-
tada pelo campo normal unitdrio interior N e Q0 o dominio reqular limitado por M com 02 = M.
Entao

/M{1+H<p><p,N<p>>}dp ) (2.3)

(n+ V() + /M<p,N<p>>dp _ o, (2.4)

sendo V() o volume (n + 1)-dimensional de , e H a curvatura média de M.

Demonstragio. Seja f € C°°(R™1) definida por f(x) = 3[x|?, x € R""! e z = f|5;. Temos que
Vf(x) =xe Af(x) =n+1. De (1.24) obtemos que Az(p) = n(1 + H(p)(p,N(p))), para cada
p € M. Pelo teorema da divergéncia (veja Teorema 1.26), obtemos fM Az(p)dp = 0. Isto por

sua vez implica (2.3). Por outro lado, o teorema da divergéncia (veja teorema 1.24) nos da

(n+ 1)V(Q) = /Q Af(x)dx = — /M (», N(p))dp,

o que implica (2.4). O

Vejamos agora a prova de Reilly para o Teorema de Alexandrov. Sendo M compacta, o
Teorema 1.28 assegura que M possui um ponto pg onde todas as curvaturas principais sao
positivas, logo, em particular H(pp) > 0. Disto segue que a constante H ¢é necessariamente
positiva. Agora, sendo H constante e positiva, segue das Formulas de Minkowski (2.3) e (2.4)

que
0+ V@) = [ Ny =37 [ HNG)dp = AN

donde concluimos que
A(M)
T )V(Q)
o que prova que vale a igualdade em (2.11). Portanto, de acordo com o Teorema de Reilly, M é
uma hiperesfera. Isto encerra a prova de Reilly do Teorema de Alexandrov.
Acompanhando os argumentos de [4], vejamos agora quais sao as principais etapas da demon-

stragao do Teorema de Reilly, que serdo doravante denominadas o método de Reilly. A primeira
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etapa desse método consiste em obter uma nova férmula integral a partir da bem conhecida

Formula de Bochner [6], a qual, em nosso contexto, pode ser descrita como segue.

Teorema 2.9 (Formula de Bochner em R™). Sejam Q@ C R™ um aberto, X € X(§2) um campo de
vetores e S : X(2) — X(Q) o campo de tensores definido por S(Y) = Vy X, para cada Y € X(£2).

Entao, em cada ponto de ) vale:
Div(Vx X — Div(X)X) = tr(5?%) — Div(X)2
Demonstracao. Das propriedades do divergente obtemos que
Div(VxX — Div(X)X) = Div(VxX) — Div(X)? — X (Div(X)).

Se {e;}1*, ¢ a base canonica de R™, entao Div(VxX) =, (V,,Vx X, e;). Utilizando a definigao

(1.11) do tensor curvatura R de R™ obtemos

veiVXX = R(GZ,X)X + ?XveiX + ?[ei,X}X
= R(ei, X)X + Vx(S(e:)) + S([es, X]).

De outro lado, é facil ver que Vyeg = 0 para todo Y € X(£2). Em particular, vale que [e;, X]| =
Ve, X = S(ei), e logo, S([ei, X]) = S?(e;), e também

(Vx(S(ei)), ei) = X((Sei,eq)) — (S(e), Vxes) = X ((S(ei), e))-
Destas observacoes concluimos que,

DiV(?XX) = Z<R(€Z‘,X)X, ei) + X(<S<GZ), 61>) + <Sz(ei), 67;>

= Ric(X, X) + X(tr(S)) + tr(S?)

Por ultimo, observando que tr(S) = Div(X), e que a curvatura de Ricci de R™ na diregao X
verifica Ric(X, X) = 0, obtemos o resultado desejado. O

A aplicacdo da Formula de Bochner a um campo gradiente X = Vf definido no compacto
Q cujo bordo é uma hipersuperficie compacta M, sendo f € C*(f), e o uso do teorema da

divergéncia permitiram a Reilly obter uma nova férmula integral.

Teorema 2.10 (Formula de Reilly). Sejam M C R™! uma hipersuperficie compacta orientada

pelo campo normal unitdrio interior N e Q C R™ ! o dominio reqular limitado por M com

0N =M. Se f € C>®(Q) entao
/{(Af)2 - |@2f\2}dx = / {—2uAz + nHu? + (A(Vz),Vz)}dp, (2.5)
Q M

sendo z = f|y, u=0f/ON = (Vf,N) e vzf ¢ 0 hessiano de f em R"H1,
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Demonstracio. Seja X = Vf. Pela formula de Bochner (2.9), obtemos
Div (?@Jﬁf - Afvf) — tr(S2) — (Af)2.

Agora, observe que, neste caso, o campo de tensores S na féormula de Bochner é o hessiano de f,
isto & S(Y) =VyVf = vgf(Y), para Y € X(Q), logo,

(S(Y),Y) = (V2 F(S(Y),Y) = V2 f(S(Y),Y) = VI (Y, S(Y)) = [V*(V)],

}n+1

e portanto, se {e;};'; é a base canonica de R™*!, entdo, podemos calcular

(S = (S%;. ) Z V2 f ()| = [V £
Deste modo, a formula de Bochner pode ser reescrita na forma
(Af)? = V212 = Div (v = V2 (V1))
Logo, pelo teorema da divergéncia, obtemos
J 4822 =19 PYax = [ (9 1(V1.N) = BT LN)
Por outro lado, ja obtivemos em (1.17) e (1.20) as seguintes expressoes
Vi=Vz+uN e Af=Az—nH(VN)+Vf(N,N),
validas em cada ponto de M. Além disso, afirmamos que em cada ponto de M podemos escrever
VAV, N) = div(uVz) — ulz + (A(Vz), Vz) + uV> (N, N).
De fato, utilizando as propriedades do hessiano e as férmulas acima, obtemos
V2V N) = V2 f(Vz+uN,N) = V2 £(Vz,N) + uV>f(N,N).
Também temos,

VF(V2,N) = (Vo.Vz,N) + (Vu, V2) + u(Vy.N, N)
= (A(Vz2),Vz) + (Vu,Vz)

Portanto,

VF(VEN) = (A(Vz2),Vz) + (Vu, Vz) + uV>f(N,N)
= div(uVz) — ulAz + (A(V2),Vz) + uV’ f(N,N),
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0 que prova a afirmagao feita. Temos entao que
V2F(VF,N) —ulf = div(uVz) — 2ulz + nHu® + (A(Vz), Vz).

Logo, da versao do Teorema da divergéncia dada no Teorema 1.26, obtemos
/ {?Qf(?f, N) —ulAf}dp = / {—2uAz + nHu® + (A(Vz),Vz)}dp,
M M

e portanto segue a férmula de Reilly. O

Antes de abordarmos a proxima etapa do método de Reilly, recordemos a desigualdade de

Schwarz, que serd de fundamental importancia no que segue.

Lema 2.11 (Desigualdade de Schwarz). Sejam Q@ C R™ um aberto e f € C>(2). Entao
(Af)? <m|V*fP,

valendo a igualdade se, e somente se, existe uma fungao k :  — R tal que ?2fx(-, ) =Ek(x)(- ),

para cada X € 2.

Demonstracdo. A desigualdade de Cauchy-Schwarz nos diz que
[tr(T)]? < m tr(T?)

para toda aplicacao linear auto-adjunta T : R™ — R™, valendo a igualdade se, e somente se, T é
um miltiplo da identidade. Se aplicarmos isto a cada aplicagao linear v fx : R™ — R definida

por ?2fx(v) = V.,V para cada v € R™ e cada x € (, teremos que
[Af)]? = [DivV ()] = [tr(V* )] < mir((V* £)?),

valendo a igualdade se, e somente se, v? fx = k(x)I para algum k(x) € R, o que equivale a

?2]",((', -) = k(x)(-,-). Por outro lado, se {e;};~, ¢ uma base ortonormal de R™ temos que

(V2 f)?) = D (VA2 (en) e) = D (V2 (e, (V2 () = [V fxl?,

i i
0 que encerra a demonstragao. O

Seja M C R™! uma hipersuperficie compacta orientada pelo campo normal unitario interior
N, e seja Q C R o0 dominio regular limitado por M com 02 = M. Observe que ndo estamos
supondo que M tenha curvatura média constante. Vejamos agora a etapa crucial do método de
Reilly, na qual ele utiliza de modo genial a féormula de Reilly para estudar a geometria do bordo

00 = M. Consideremos f € C*°(2) a solugao do seguinte problema de Dirichlet:

{ Af=1, emQ (2.6)

f=0 sobre M = 09).
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A existéncia de solug@o para este problema de Dirichlet desempenha no método de Reilly um
papel analogo ao do Principio do Maximo de Hopf no método de Alexandrov, e sua demonstracao
é nao-trivial e pode ser encontrada em [12]. Reilly observa que a derivada normal de f sobre M
verifica desigualdades integrais que envolvem a geometria de M. Para enunciar a primeira delas,
denotemos por u = gTG € C*°(M) a derivada normal da solu¢ao do problema de Dirichlet (2.6).

Entao

:f? > /M H(p)u(p)*dp (2.7)

valendo a igualdade se, e somente se, M é uma hiperesfera.
Vejamos a prova desta desigualdade. Observe inicialmente que f = 0 sobre M implica que

z = f|lm =0, e portanto Vz = 0 sobre M. Deste modo, a Formula de Reilly (2.5) se reduz a
[= 9 sPrax= | nt@u) .
Q M

Por outro lado, integrando sobre 2 a desigualdade de Schwarz 1 = (Af(x))? < (n+ 1)|?2fx|2 e

utilizando a igualdade acima obtemos
V@) = [(Af00fax < () [ (9 hPdx = et )VO) ~ (041) [ nHpu(pd

donde segue imediatamente a desigualdade (2.7).

De outro lado, vale a igualdade em (2.7) se, e somente se vale a igualdade na desigualdade
de Schwarz, isto é, se, e somente se existe uma funcdo k : Q — R tal que ?2fx(v) = k(x)v, para
cada x € Q e cada v € R"™!. Vejamos que necessariamente temos k(x) = n%rl para todo x € Q.
De fato,

1=Af(x) = tr(V2fx) = tr(k(x)]) = (n+ 1)k(x).

1

Deste modo, obtemos que vale a igualdade em (2.7) se, e somente se @Qfx = I para cada

— n+1
X € 1, isto é, se, e somente se,
0% f 1
= 0is Ly =1,..., 1. 2.8
or;0x; n+1"7 " n (28)
Por integragao direta em (2.8), vemos que f tem que ser da forma
£ = 5t fax) b
X)=——|x a,x
2(n+1) ’ ’
com a = (ai,...,a,11) € R" e b € R. Completando quadrados, podemos escrever
1 n+1
f(x)= ———x+(n+Daf*+b— ——Ja>.

2(n+1)
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Agora, observe que M = 0f) é nao-vazio e f(x) = 0 para cada x € 9. Dai,

n+1
— Dal* = ——|al* + b,
2(n+1)]x+(n+ )a| 5 lal]” +
qualquer que seja x € 9. Como M = 92 possui mais de um ponto, o lado direito da igualdade
acima deve ser necessariamente positivo e portanto M é uma hiperesfera centrada em —(n+1)a
de raio v/(n + 1){(n + 1)|a]? + 2b}.

Em resumo, vale a igualdade em (2.7) se, e somente se M é uma hiperesfera. Isto encerra a

demonstracao da primeira desigualdade.

A segunda desigualdade integral estabelecida por Reilly foi a seguinte

2
/M u(p)?dp > ZEQM)) , (2.9)

sendo A(M) a area (volume n-dimensional) de M. Para demonstra-la, utilizamos o Teorema da

divergéncia para obter

V(Q) = /Q ldx = /QAf(x)dx = — y aal'i(p)dp = — /M u(p)dp, (2.10)

e a desigualdade de Cauchy-Schwarz para concluir que

V(Q)? = </M u(p)dp>2 < A(M) (/M U(p)de) , ouseja, /M u(p)’dp > ZS%

0 que termina a demonstracao da segunda desigualdade integral verificada pela derivada normal

da solugao do problema de Dirichlet (2.6).

Finalizaremos este capitulo com a demonstracio do Teorema de Reilly. Seja M C R™*! uma
hipersuperficie compacta com curvatura média H constante. Admita que M esta orientada pelo
campo normal interior N e seja ) o dominio regular limitado por M com 92 = M. Sendo
M compacta, o Teorema 1.28 assegura que M possui um ponto py onde H(pg) > 0. Logo a

constante H é necessariamente positiva. De (2.7) e (2.9) obtemos

Vv

n

igi =z /M H(p)u®(p)dp = H/M W?(p)dp > H

0 que prova a primeira parte do Teorema de Reilly, isto é,

A(M)

< mT OV (2.11)

Além disso, vale a igualdade em (2.11) se, e somente se vale a igualdade em (2.7), ou seja, se, e

somente se, M é uma hiperesfera. Isto termina a prova do Teorema de Reilly.



Capitulo 3

Hipersuperficies com r-curvatura média

constante

3.1 O Teorema de Alexandrov para curvatura média de ordem

superior

O método de Reilly revelou-se fundamental no tépico que estuda as hipersuperficies com-
pactas de R"*1 que possuem alguma r-curvatura média constante. De fato, em 1987, Ros [30]
pdde estender o Teorema de Alexandrov para o caso de hipersuperficies compactas com curvatura
escalar Hs constante, solucionando um problema proposto por Yau [34]. Mais geralmente, Ros
[29] foi capaz de estendé-lo ao caso de hipersuperficies compactas com alguma r-curvatura média

constante, estabelecendo a seguinte caracterizagao das hiperesferas euclidianas.

Teorema 3.1 (Teorema de Ros, [30], [29]). As dunicas hipersuperficies compactas do espago

euclidiano com alguma r-curvatura média constante sao as hiperesferas.

Como mencionado acima, esta caracterizacao das hiperesferas euclidianas obtida por Ros
faz uso do método de Reilly. Para que este método funcione nesta situagao, Ros utiliza outros
teoremas de fundamental importancia neste topico. O primeiro deles é uma generalizagao das
Formulas de Minkowski 2.3, j4 o segundo, é uma nova desigualdade integral obtida por Ros, e
por ultimo, as cléassicas desigualdades de Garding [11]. Na proxima segao descreveremos os dois
primeiros (seguindo os argumentos de [4]), j& que uma discussao mais profunda das desigualdades
de Garding nos levaria muito longe do nosso objetivo nesta dissertagao.

Agora, recordemos que o Teorema de Alexandrov pode ser demonstrado tanto via método de
reflexdo de Alexandrov quanto via método de Reilly. Esta observacao nos leva a uma pergunta
natural. O método de reflexdo de Alexandrov pode ser utilizado para demonstrar o Teorema
de Ros? Claramente, a resposta a esta questdo estd vinculada & existéncia de uma versao do
Principio do méaximo de Hopf para hipersuperficies com r-curvatura média constante. Esta

questao serd abordada na Segao 3.3.
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3.2 A. Ros e o método de Reilly.

Vejamos agora os resultados fundamentais utilizados por Ros em sua prova do Teorema 3.1
(seguindo o roteiro indicado em [4]). O primeiro deles é a generalizagao da Formula de Minkowski
2.3.

Teorema 3.2 (Férmulas de Minkowski). Seja M C R uma hipersuperficie compacta. Entao,

/M{pr) T Hya(p) (p, N(p)) }dp = 0, (3.1)

para cadar =0,...,n—1; sendo Hy = 1, por defini¢do.

Demonstracao. As formulas de Minkowski foram demonstradas primeiramente por Hsiung em
[17] usando o método de hipersuperficies paralelas. Seguiremos a mesma linha de raciocinio.
Sendo M uma hipersuperficie compacta do R™*! entdo o Teorema de Brouwer-Samelson nos diz
que M é orientéavel (veja [25]). Admitiremos entdo que M esta orientada pelo campo normal
unitario interior N.

Inicialmente definiremos a nogao de hipersuperficie paralela (seguindo os argumentos contidos
em [27]). Consideremos a aplicacio diferencidavel ® : M x R — R™"! definida por ®(p,t) =
p+tN(p) parap € M et € R. A diferencial de ® em um ponto (p,t) € M x R é dada por

dPp(v,0) = v+ tdNy(v), vel,M (3.2)
194, (0,1) = N(p)

Portanto, fazendo ¢ = 0 concluimos que d®(, ) ¢ um isomorfismo linear entre 7,M X R e
R"*1. Do Teorema da funcio inversa segue que existem uma vizinhanca V de p em M e um
ntmero § > 0 tais que ® aplica V x (=4, §) difeomorficamente sobre sua imagem Ns(V) c R+,
denominada uma vizinhanga tubular de V em R"L. Note que N5(V) = UpenrNs(p), sendo
Ns(p) = {p+tN(p); |t| < §} o segmento aberto de comprimento § da reta normal a M passando
por p. Sendo M compacta podemos cobri-la com um ntmero finito de tais vizinhangas V' e
tomar § como sendo o menor dentre eles. Portanto, a aplicagao ®, restrita a M x (—4,d) é um
difeomorfismo local. Afirmo que existe um € € (0, ) tal que a aplicacdo ® restrita a M x (—¢,€)
é injetiva. De fato, se nao for assim, para cada k € N existiriam pontos px, qx € M com pi # qi

[§]

Niyw(ok) O Nk(ar) # 0

Sendo M compacta, podemos supor que as sequéncias pi e qi convergem em M para p e q. Se

tomamos 7 € Ny (pr) N N1k (qr) entao

2
Ik — qi| < |pk — il + Ik — qi| < z

e portanto p = g. Agora, seja N,(V) uma vizinhanca tubular de uma vizinhanca V' de p = ¢ de

acordo com o estabelecido acima. Sabemos que existe kg tal que pg,qr € V e 1/k < p para todo
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k > kg. Mas entao teremos uma contradicao, visto que

Niyk(®r) ON1k(ar) C Np(pr) N Np(gr) =0

desde que N,(V) é uma vizinhanga tubular e portanto ® restrita V' x (—p, p) deve ser injetiva.

Portanto, concluimos que existe € > 0 tal que
O : M x (—€,€) > Ne(M) = P(M X (—e¢,¢))

é injetiva e é um difeomorfismo local. Desde que ela é obviamente sobrejetiva, deve ser um
difeomorfismo. Agora, para cada |t| < € defina M; = {®(p,—t); p € M}, e seja ¢p : M —
M,; c R™*! a aplicacdo definida por

¢t(p) = @(p, —t), p € M.

E claro que ¢; ¢ um homeomorfismo. Por outro lado, sep € M e {e;}1_, sdo as dire¢Oes principais

de M em p, entao
(dor)p(ei) = e; — tdN,(e;) = (1 +tri(p))es, i=1,...,n.

Note que se para algum i tivermos (d¢;)p(e;) = O entdo de (3.2) teremos d®, (e;,0) = 0
o que ¢ impossivel, tendo em vista que ® ¢ um difeomorfismo em M x (—e,€). Portanto ¢
tem diferencial injetiva em cada ponto p € M e para cada t € (—e,€). Portanto, a imagem
M; = ¢¢(M) é uma hipersuperficie de R"*! e ¢, : M — M; é um difeomorfismo para cada t,
|t| < €. Denominaremos M; por hipersuperficie paralela a M a distancia orientada t. Observe

que, dados p € M e v € T, M, temos
(dée)p(v) = v +tA4,(v),

e isto implica que, para todo p € M, o espago tangente a M em p coincide com o espago tangente
a M; em p; = p — tN(p), de maneira que Ny(p;) = N(p) define uma orientagao para M;. Veja

também que N¢ o ¢y = N. Assim, para cada p € M temos, pela regra da cadeia, que

Ap = —dN, = _(dNt)¢t(p)(d¢t)p = (At)p. (dor)p-

Denotaremos (A)p,, por A¢. Seja v € T,M um autovetor de A, associado a um autovalor .

Temos que

AV =A,(v) = A(ddr)p(v) = A(v + tA,(v)) = (1 4+ At) Ay(v).

Note que, se 1 + A\t = 0 para algum ¢ € (—¢, €), entdo (d¢),(v) = 0 com v # 0, o que contradiz

o fato de ¢; ser um difeomorfismo. Assim,
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A

e portanto, v é um autovetor de A; associado ao autovetor 1o+ Bm particular, se e, ... e, €
T, M sao dire¢oes principais de M com curvaturas principais £1(p), ..., kn(p), respectivamente,
entao eq,...,e, também sao direcoes principais de M; em p; com curvaturas principais
Ki(p) ,
Ki(p) = ———— 1=1,...,n.
’L( ) 1 +t/€z(p)7 ) )

Denotando por H(p;) a curvatura média de M; no ponto p; obtemos

1l I wmilp) 1Pt
Hp) =3 2 nile) =20 5 +tri(p)  n P(t)

i=1 =1

sendo P(t) = [[i,(1 + tki(p)), para t € (—¢,€). Aplicando a Formula de Minkowski (2.3) a

hipersuperficie M; obtemos

. {14 H(pe)(pe. N(pe)) Ydps = 0

Vamos expressar esta integral sobre M; como uma integral sobre M, utilizando a mudanga de
variaveis dada pelo difeomorfismo ¢;. Como N; o ¢; = N, temos que ¢; preserva as orientagoes.

Pelo teorema de mudanca de varidveis
[ s = [ (7000w det((don), )i
¢t (M) M

para cada f € C°°(M;). Observe que My = ¢4(M), e que, além disso, em uma base de T, M

formada por dire¢oes principais, temos que
(dor)p = I +tA, = diag((1 +tk1(p),..., 1+ tkp(p))).

Assim, sendo o determinante invariante por mudanga de base, obtemos det((d¢:),) = P(t).
Agora, aplicando o teorema de mudanca de varidveis e usando a expressao obtida para N; e

H (p;) obtemos

0= [ {0+ N = | {P(t) L - iNG), N<p>>} dp.
M, M n

Como (p — tN(p), N(p)) = (p, N(p)) — t temos entdo que
/M {P(t) - %P'(t) + %P’(t)(p, N(p)>} dp =0, t] < e. (3.3)

Por outro lado,

P =10+ k00 =3 () moe. e 0 =34 )

i=1
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Dai, escrevendo H;(p) = H; obtemos que

P(#) ~ LP(0) + P (1), Ny =1+ Z {”; (“) Hyt' + n(”) Hilp, N<p>>ti—1} .

Veja que a soma dos termos i e i + 1 do somatoério acima, com ¢ =1,...,n — 1, é igual a

S ()N T Yt NG+ T (e

n

P~ PO+ SPOPNG) = X () )+ Ho . NG

Substituindo isto na igualdade (3.3), obtemos

Ti % (:1) /M{Hz‘ + Hiy1(p,N(p)) }dp t' =0,

qualquer que seja t € (—¢,€). Logo, da igualdade de polindmios segue que

/ {H’L+Hl+1<p7N(p)>}dp:O> i:(],...,n—l,
M

0 que prova o teorema. Il

A Formula de Minkowski é um dos ingredientes basicos na prova de Ros do Teorema 3.1. Um
outro é uma nova desigualdade integral para hipersuperficies compactas do espaco euclidiano.
Esta desigualdade, inspirada no trabalho de Heintze & Karcher [13], fornece uma estimativa do

volume do dominio limitado pela hipersuperficie em termos de sua curvatura média.

Teorema 3.3 (Desigualdade de Ros [29]). Sejam M C R™! uma hipersuperficie compacta e
o dominio reqular limitado por M com Q) = M. Se a curvatura média H da hipersuperficie M

com relacdo ao campo unitdrio normal interior € positiva em todos os pontos, entdo
/ — dp > (n+ 1)V (). (3.4)

e vale a igualdade se, e somente se, M € uma hiperesfera.

Demonstragao. A prova de Ros para a desigualdade (3.4) utiliza o método de Reilly que de-
screvemos na Secio 2.4. Recordemos que Reilly comega por considerar a solugao f € C*(Q) do

seguinte problema de Dirichlet:

(3.5)

Af=1, emQ
f=0 sobre M = 09).

Entdo, definindo v € C*(2) como sendo a derivada normal de f, isto é, u = g—f\;, obtemos, via
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teorema da divergéncia que

V(Q):/Qldx:/QAf(x)dx:—/Mu(p)dp.

Agora, utilizando a hipotese de que a curvatura média H é sempre positiva (ndo necessariamente

constante), e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz & igualdade acima, obtemos que

() = (] ) ([ 0) (], )

Por outro lado a desigualdade de Reilly (2.7) nos diz que

Q
/ Hu?dp < VI ),

a qual combinada com a desigualdade anterior nos mostra que

V(Q)? < :(ff < /M ;Idp> :

o que prova (3.4). Além disso, vale a igualdade em (3.4) se, e somente se vale a igualdade em

(2.7), e isto, sabemos que ocorre se, e somente se M é uma hiperesfera. ]

Vejamos agora a demonstragao do Teorema de Ros. Suponha que a r-curvatura média H,
é constante para algum 1 < r < n. A compacidade de M e o Teorema 1.28 asseguram que M
tem um ponto onde todas as curvaturas principais sdo positivas (estamos supondo que M esta
orientada pelo campo normal unitéario interior N). Portanto H, é uma constante positiva. Logo,

as desigualdades de Garding [11] nos dizem que
H, 1(p) > H /" >0, (3.6)

e também

H(p) > HY" > 0. (3.7)

para todo p € M. Por outro lado, de acordo com a Férmula de Minkowski (2.4) temos

(n+ DV(Q) = - /M<p,N<p>>dp,

a qual, quando multiplicada pela constante H, e combinada com a Férmula de Minkowski (3.1),
segue que
(n+ DV = = [ BN = [ 1o

Agora, integrando a desigualdade de Garding (3.6) sobre M obtemos

_1 _1
/Hr—l(p)dp>/ H, "dp=H, "A(M),
M M
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a qual inserida na igualdade precedente nos mostra que

1

(n+ 1) H,V(Q) > HY " A(M)

isto é,
H,}/T > A(M)

2 OV (3.8)

Por outro lado, combinando a desigualdade de Ros (3.4) e a segunda desigualdade de Garding

(3.7) obtemos,
1 1

(n+ 1)V (Q) < /M Htmdp < /M = A

1/r < A(M)
R CES Nk

ou seja,

e vale a igualdade se, e somente se vale a igualdade na desigualdade de Ros (3.4), ou seja,
se, e somente se M é uma hiperesfera. Por tltimo combinando a desigualdade acima com a

desigualdade (3.8) obtemos a igualdade

A(M)

/o
" = vy

o que implica que M é uma hiperesfera, e termina a prova do Teorema de Ros.
Observagao 3.4.

A demonstragao de Ros no caso em que a curvatura escalar S = n(n — 1)Hs ¢ uma constante
positiva ndo faz uso das desigualdades de Garding. De fato, de (1.16) concluimos que n2H? >

n(n — 1)Hsy, donde segue que H? > Hj, o que prova (3.7) no caso r = 2 (veja [30]).

3.3 N. Korevaar e o método de Alexandrov

Vimos na se¢ao anterior que a caracterizagdao das hiperesferas euclidianas como sendo as
unicas hipersuperficies compactas do espago euclidiano que possuem alguma r-curvatura média
constante foi obtida por Ros utilizando o método de Reilly. Deste modo, é natural questionar
se 0 método de Alexandrov também pode ser utilizado para demonstrar o Teorema de Ros.
Esta questao foi resolvida por Korevaar [20]. Nesse trabalho, Korevaar utilizou as idéias de
Caffarelli, Nirenberg & Spruck [7] para mostrar que a equagao diferencial parcial associada a
r-curvatura média constante também obedece um principio do maximo, obtendo assim uma
nova demonstragao do Teorema de Ros, de modo independente e quase que simultaneamente,
utilizando o método de reflexdo de Alexandrov.

A fim de que possamos apresentar o Principio do maximo para hipersuperficies com r-
curvatura média constante, é preciso que determinemos o operador H, associado & r-curvatura

média H, de um grafico, para 2 < r < n. Para isso seguiremos as idéias contidas em [23].
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Proposigao 3.5. Seja u € C%(Q) uma funcdo definida num dominio @ C R™. Para cada

1 <r <n, ar-curvatura média H, do grdfico de u satisfaz

Ujrjr Yjrja -+ UWjrjr
Wr+2HT _ E : (W2 _ u2- - = u2 ) J1J2 J2J2 J2Jr
r J1 Ir
1<y
ujljr uij’f Tt ujv‘jr
Ujk Ujig cee Ugi,
- 2 E wjug E 2 2 R (3.9)
i<k io<eZiniiyik |
Uik Uipig -+ Ui,

A prova dessa proposicao depende do seguinte lema.

Lema 3.6. O polinomio Q(t) = det(R —1tS), sendo R e S matrizes arbitrdarias de ordem n, pode
ser escrito como uma soma de determinantes. O termo livre de Q(t) € det(R). O coeficiente
de (—t)) ¢ a soma dos determinantes obtidos trocando na matriz R quaisquer j colunas pelas

colunas correspondentes da matriz S.

Demonstracao. Provaremos este resultado por indugao sobre a ordem das matrizes. Para ma-
trizes de ordem 1 o resultado é trivial. Suponha que o resultado é valido para matrizes quadradas
de ordem (n—1), paran > 2 inteiro. Mostremos que o resultado é valido para matrizes quadradas
de ordem n e portanto, pelo principio de inducao, vale para qualquer n natural.
Suponha que R e S sao matrizes quadradas de ordem n, com R = [r;;] e S = [s;5]. Logo

R —1tS = [ri; — ts;;]. Dali,

n

det(R —t8) =) (=1)""(riy — tsin)det(Riy — tSa),

i=1

sendo que R;1 e S;1 sdo as i—ésimas submatrizes de R e S, respectivamente. Pela hipotese de

indugao,
n—1

det(R;1 —tSi) = Z(—t)j\Ril(Sj)L
=0

com |R;i(sj)| denotando a soma dos determinantes obtidos trocando j colunas em R;; pelas
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colunas correspondentes de S;1. Assim,

n—1 n n—1 n
det(R—t8) = D (=) > (=1 ra|Ri(s) + > (=) (1) s |Ria (s5)]

j=0 i=1 j=0 i=1

= > (=D"ra|Ra(so)| +
=1
n—1 n n

+ > (1) {Z(—l)”lmyRﬂ(sm + Z(—l)iHSil!Rﬂ(Sl—lN} +
=1 i=1 =1

n

+ (=)™ (1) | Ria(sn1)|

=1

n—1
= det(R) + Y _|R(s)|(—t)" + det(S)(—t)",
=1

0 que prova o resultado para n. ]

Veja que, se S for a matriz identidade, teremos [R(s;)| = 3, -, det(Ry), I =1,...,n—1,
sendo que a notagao |J| = k significa que J = {j1,...,Jx} é um conjunto de k indices tais que
1 <71 <...<jr <n,e Ry denota a submatriz principal de ordem k de R com linhas e colunas
indexadas por J.

Nesse contexto, observamos que as curvaturas H,(p), para 1 < r < n, em um ponto p de
uma hipersuperficie orientada M em R"*! com campo normal unitario N, podem ser definidas

juntamente por
det(tl, — Ap) =t" — nHl(p)tT“1 + <T2L> Hz(p)t"’2 — ...+ (=1)"Hu(p), teR. (3.10)

Ja vimos que, fixada uma base de T,M, a matriz do operador forma [A,] em p é dada pelo
produto [A,] = [Z,]}ZZ,] (Lema 1.19). Portanto, de acordo com o Lema acima, o coeficiente
de (—t)" no polindémio caracteristico P(t) = det([Ap] — tI) pode ser expresso como soma de
menores principais de ordem n — r, consequentemente a fun¢ao H,(p), como mostra o coeficiente
de t"7" em (3.10), satisfaz

<n>Hr(p) = det([4,]), r=1,...,n. (3.11)

r
|J|=r

Evidentemente, se tomarmos uma base de T, M que diagonaliza A, segue que qualquer submatriz
principal 7 x r é diagonal com entradas kj,, ..., kj,., € portanto reobtemos a expressao (1.7), isto
é

()rm = X w0 5.0) =010 o),

j1<---<j1"

Além disso, se mudamos a orientacao da hipersuperficie M trocando N por —IN, é facil ver que

H, troca de sinal se r for impar, e nao troca se r for par; isto é, quando r é impar, H, é extrinseca
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(e seu sinal depende da escolha da orientacao) e quando r é par, H, é intrinseca (e seu sinal

independe da escolha da orientagao).

Demonstragao da proposi¢ao 3.5. Seguiremos as idéias contidas em [23]|. J&4 mostramos este re-
sultado para 7 = 1 na segao 2.2. Mostremos agora para r > 1. Denotando A, por A e utilizando
(3.11) e (1.7) obtemos

Usaremos o Lema 3.6 para calcular det([A]). Por (1.10) podemos escrever
~Wolay] = [wic] = W2lui), (3.12)

com t = W2, R;; = u;cj e Si; = u;j. Observe que todas as colunas de R sao multiplas de
[urug ... up]. Assim, o determinante menor obtido substituindo na submatriz Ry, com |J| =r, j
colunas pelas colunas correspondentes da submatriz S, é zero quando pelo menos duas colunas
de R nio sdo substituidas. Disso segue que os coeficientes de (—t)7 em det(R; —tS) sdo nulos,
exceto quando j = r ou j = r— 1. Apresentaremos apenas o caso J = {1,...,r}, pois este ilustra
perfeitamente o raciocinio e nos permite evitar a notagao pesada do caso geral. Segue de (3.12)

que

U1t U1C2 ... ULCp Uil U112 ... Uilr
(—W?’)Tdet(AJ) _ det UC1 UCy ... UG | W2 U1 U2 ... U
UpCl UpCQ ... UpCp Upl Up2  oen Upp
uilp U2 ... Uiy
_ (_WQ)T U1 U2 ... U2y +
Url Ur2 .. Upp
Uy U2 ... Ulr Uil U2 ... U1
TR 6 el I e PYREP NS (3.13)
Up Up2  ovn Upp Upl Upg  o..  Up

O j-ésimo determinante aparecendo no coeficiente de (—W?)"~! ¢ igual a >_I_; u;A;j, sendo A

. . = . n z .
o cofator (7,7) de S;. E conveniente separar ¢; = Y ;_, upug; em duas somas de indices de k € J
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e k ¢ J. Segue entdo que o coeficiente de (—W?2)"~! ¢ igual a

Z [(Z upug; + Zukukj> ZAU] = Z Z UpUg; Ui Aj + Z U Ui A

j=1 keJ k¢J jed \ikeJ i€J, k¢J

= Zukui—l— Z Uk Us; Zuijij.

i,keJ i€d, k¢ J jeJ

Temos que o tltimo fator acima é o determinante obtido trocando na submatriz S; sua i-ésima
linha por [ug...uk]. Quando k € J, tal determinante é igual a zero ou é igual a det(Sy),
dependendo se k # i ou se k = 4. Assim a primeira soma ¢ reduzida a (3, ; u?) det(Sy).

Observe que o resultado obtido até aqui vale para qualquer conjunto de indices J, com |J| = r.
Dividindo (—W?3)"det(Ay) em (3.13) por (—1)"W?2("=1 obtemos que

Wr2det(Ay) = (W2 Zu ) det(Sy) — Z U UL Zuijij ,

i€eJ 1€J, k¢J JjeJ

para qualquer conjunto de indices J de comprimento r. A soma sobre |J| = r nos da

( >WT+2H Z <W2 Zu ) det(Sy) — Z Z uiukZuijij . (3.14)

ieJ J ied, k¢J jeJ

O termo Eje g uk;A;; aparecendo na igualdade acima é o determinante obtido trocando na
submatriz Sy da matriz simétrica [u;;] a linha de ordem i € J pela correspondente linha indexada

por k ¢ J, que coincide com Y . u;rAsjr, onde J' & obtida de J apés trocar i € J por

j'ed
k ¢ J. Permute algumas linhas de S/, transponha a matriz resultante e finalmente transponha
o mesmo nimero de linhas. Obtemos entao que ambas expressoes do determinante acima podem

ser transformadas em

Uik Ui jo e Ui,
Ujok  Ujoga -+ Ujojr
Uj .k UWjrjo - ov Ujg,
onde a seqiiéncia de r — 1 indices de j2 < ... < j, juntamente com 7 (ou k) formam J (ou J').

Assim o segundo somando em (3.14) é duplicado, uma vez que i e k sdo intercambiados, o que
prova (3.9). O

Definicao 3.7. O operador H,, para r > 1, associado & r-curvatura média H, do grdfico de u €
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definido por

Ujij1 Ujrge oo Ujigy
_ 2 2 2 J1J2 J2J2 J2Jr
Hrlu] = E (W= —wj, — ... —uj)
J s
Ujy g Ujogp ++ Ujrjy
Uk Ujio cee Ugg,
- 2 E UjUg E 2 22 2 . (3.15)
ik iy i |
uirk ui7»i2 A ui7-i7»
Observe que a proposicao 3.5 nos da
n r+42
Holu] = (" \wrtm,. (3.16)
r

O operador H,, para r > 1, ndo é quasilinear com respeito a nenhuma fungao. Por definigao,
um operador de segunda ordem F' agindo continuamente em (?zu, Vu) é chamado totalmente
nao linear se sua agao nas segundas derivadas {u;;} nao ¢ linear. Em outras palavras, quando
F nao é um operador quasilinear de segunda ordem.

Embora seja totalmente nao linear e muito mais complicada que a equacgdao da curvatura
meédia (2.1), a equagao da r-curvatura média (3.15), para r > 1, também obedece a um principio

do maximo.

Teorema 3.8 (Principio do méximo para r-curvatura média constante, Korevaar [20]).

(i) Ponto interior : Para um dado 2 < r < n, sejam M, M' C R" hipersuperficies orientadas
com r-curvatura média constante satisfazendo H, < H]. Suponha que M e M’ tém o mesmo
vetor normal em um ponto de tangéncia p € M N M', e também que M’ tem um ponto onde
todas as curvaturas principais sao positivas. Entao M nao pode permanecer acima de M' em

uma vizinhanga de p, a nao ser que as hipersuperficies coincidam localmente.

(ii) Ponto de bordo: Sejam M, M’ C R"*! hipersuperficies orientadas, com bordos OM e OM’,

respectivamente, com r-curvatura média constante satisfazendo H, < H] para um dado 2 < r <

n. Assuma que M e M’ bem como seus bordos sio tangentes em p € (OMNIM'), tendo o mesmo
vetor normal no ponto de tangéncia, e também que M’ tem um ponto onde todas as curvaturas
principais sao positivas. Entao M nao pode permanecer acima de M’ numa vizinhanga de p,

exceto quando as hipersuperficies coincidem localmente.

Veja que, em contraste ao Principio do maximo para curvatura média constante (Teorema
2.5), o Principio do méaximo para r-curvatura média constante, para r > 2, tem uma hipotese
adicional, a saber, a existéncia de um ponto em M’ onde todas as curvaturas principais M’ sao
positivas. Uma razao para tal hipétese pode ser encontrada no seguinte exemplo: considere M

e M’ duas esferas em R? de raio 1 que sdo tangentes exteriormente em um ponto p. Orientando
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estas esferas de modo que elas tenham o mesmo vetor normal no ponto p, uma delas estara
sobre a outra em uma vizinhanca do ponto p. Além disso, como a 2-curvatura média é, nesse
caso, a curvatura gaussiana, entdao Hy = H) = 1 quaisquer que sejam as orientagoes escolhidas.

Entretanto, as duas esferas nao coincidem em nenhuma vizinhanca do ponto de tangéncia.

Demonstracao do Teorema 3.8. Semelhantemente & prova do principio do maximo para cur-
vatura média constante (Teorema 2.5), a prova do Teorema 3.8 é também uma aplicagao do
Principio do méximo de Hopf. A prova que apresentaremos segue as idéias contidas em [23]
com algumas pequenas adaptagoes. Procedendo como na prova do Teorema 2.5, suponhamos
que o ponto de tangéncia p seja a origem 0 € R™"! e escrevamos M e M’ como graficos das
fungoes u e v/, respectivamente, definidas em uma vizinhanga de 0 em R", se p for um ponto
interior de M e M’, ou em um semi-espaco, se p for um ponto de bordo de M e M’, com a
normal apontando para cima. Assim teremos que u(0) = v/(0) = 0 e Vu(0) = V/(0) = 0.
Por (1.10), isto implica que A, = [u;;(0)] e A}, = [u{;(0)]. Logo os autovalores das matrizes
Hessianas de u e v’ na origem sao as curvaturas principais de M e M’ em p, respectivamente.
Denotamos por k(q) = (k1(q),...,kn(q)) o vetor de R™ cujas componentes sao as curvaturas
principais ordenadas k1(q) > ... > k,(q) de M em g, e o chamamos de vetor curvatura de M
em ¢. Analogamente, denotamos por k’ o vetor curvatura de M’.

Suponha que M esta acima de M’ em uma vizinhanga de p, isto ¢, u > «' numa vizinhanga
U de 0 em R"™, se p for um ponto interior de M e M’ ou no semi-espago superior, se p for um
ponto de bordo de M e M’. Vejamos inicialmente que A, = A}, (e logo V2u(0) = V/(0)).

Para ver isto, provemos as seguintes afirmagoes.

Afirmagao 3.9. As matrizes Hessianas satisfazem [u;j(0)] > [u};(0)].

Demonstracao. De fato, seja w = v/ — u. Temos entao que w < 0 e possui um maximo em 0.
Isso implica que

<?2w(0)(x),x> = Zwij(O)acixj <0,
]

para cada x = (x1,...,2,) € R". Seja {e;};~; a base canonica de R". Tome x = e;, + €,
1 <k,l <n. Veja que

=2
0> (Vw(0)(er +e),ex + e)) = wi(0) = (v — u)g(0).
Portanto, uy(0) > uj,(0), para 1 < k,1 < n. O
Definimos o cone positivo de R™ como sendo

F={xeR":2; >0, paral <i<n}.

Afirmagao 3.10. k(p) — K'(p) €T.

Demonstragao. Seja {v;};—; € R™ um conjunto ortonormal de dire¢des principais de M em p,

isto &, tal que A,(v;) = Ki(p)vi, para i = 1,...,n. Temos, pela demonstracdo acima, que
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(Ax,x) > (A’x,x), para cada x € R", sendo que A = A4, e A’ = A} Por outro lado,

k1(p) = max (Ax, x) e ki(p) = max (Ax,x), i =2,...,n,
Ix|=1 XER;
sendo que
Ri={xeR":|x|=1,x€[vi,...,vi1]*} e [vi,...,vicq]t = {x € R": (x,v;) = 0}. Logo,

k1(p) = max (Ax, x) > max (A'x,x) = k| (p)

[x|=1 x|=1

ki(p) = max (Ax, x) > max (A'x,x) > ki(p), i=2,...,n,

XER; XER;

sendo que a ultima desigualdade acima é dada pelo principio min-max de Courant-Fischer (veja
[5], pag. 115). O

Afirmacgao 3.11. k(p) = K/(p).

Demonstrag¢ao. Para vermos isto, seja I', a componente conexa de {x € R": o,.(x) > 0} que
contém o ponto (1,...,1) € R" sendo que o, denota a r-ésima func¢ao simétrica elementar. Note
que I' C T',. Alem disso, Garding [11] provou que I, é um cone convexo de R™, e estabeleceu

uma desigualdade da qual é possivel provar que

0o
ox;

(x) >0, paracadaxel,, 1<i<n,el<j<r. (3.17)

Por hipotese, existe um ponto gy € M’ tal que k’(¢o) € I'. Como Kj,...,k], sdo aplicagdes
continuas sobre a hipersuperficie conexa M’, temos que k(M) é conexo, ja que é imagem de um
conjunto conexo por uma fung¢ao continua. Como I, é conexo e k’(qg) € ', temos que k'(M') C
I, isto é, K'(q) € Ty, para cada ¢ € M'. Por outro lado, defina ¢(t) = k'(p) + t(k(p) — K'(p)),
para t > 0. Mostraremos que c(t) € I';, para t > 0 (veja Lema 4.1 in [22]). Com efeito, suponha
que isto nao vale. Como ¢ é continua e ¢(0) = k/(p) € T, temos que existe ¢ > 0 tal que
c(t) e Ty, para 0 <t < t'. Sejato =sup{t': c(t) € I',,0 <t < t'}. Pelo que supomos temos que
to < +00. Logo o,(c(t)) > 0 para 0 < t < tg e 0,(c(to)) = 0. Isto implica que Lo, (c(t))]¢=t, < 0

para algum 0 < t; < t5. Mas isto é impossivel, pois,

d Oar ,
@U t)le=t; = Z 61‘1 ki(p) — Ki(p)) =2 0,
por (3.17). Em particular, temos que k(p) = ¢(1) € T',, e pela mesma razéo de antes k(q) € T,
para todo ¢ € M. Além disso, pela convexidade de T, segue que o segmento de k(p) a k'(p)

esta contido em T',. Agora o teorema do valor médio e (3.17) implicam que

0 ((p)) — o (K ZZZ 1 $)k(p) + 5K () () — w1(p) 2 0
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para algum 0 < s < 1. Mas o lado esquerdo desta igualdade é igual a (Z) (H, — H]) <0. Assim
teremos que a soma acima é igual a zero, e como cada termo desta soma é nao negativo, temos

que todos eles sao iguais a zero. Mas por (3.17)

do,
ox;

(1 —s)k(p) +sk'(p)) >0,i=1,...,n.

Isto implica que k;(p) — k;(p) = 0, para cada ¢ = 1,...,n. Logo k(p) = k/(p), o que prova a

afirmacao. O

Mostremos agora que A = A’ (e logo ?2u(0) = ?Qu’(O)). Com efeito, suponha que
{vi,...,vp} € R™ & uma base ortonormal de dire¢oes principais de A’, tal que (A'v;,v;) =
/

ki(p), i = 1,...,n. Como mostramos acima, (Avy,vi) > (A'vi,vi) = kj(p) = k1(p). Mas

k1(p) = Mzg (Ax,x). Logo, vi é uma diregdo de méaximo de (Ax,x) na hiperesfera unitaria.

Portanto, vi é um autovetor de A associado ao autovalor k1(p). De maneira anéloga mostraremos
que v; é um autovetor de A associado ao autovalor k;(p), para cada i = 2,...,n. Seja R; como
na demonstragao da afirmacao 3.10. Temos que v; € R; e (Av;,v;) > (A'vy, vi) = kL(p) = Ki(p).
Como ki(p) = max (Ax,x), temos que v; é uma diregao de maximo de (Ax,x) em R;. Logo v;
é um autovetor de ZA associado a k;, i = 2,...,n, e portanto A = A’, como desejavamos.

Agora explicaremos o processo de linearizagao. Seja u; = (1 — t)u + tu’, um segmento de u
au'. Seja w = u' —u e observe que %ut = w, %@ut = Vw e que %?QW = V*w, com matriz

Hessiana [w;;]. Por hipotese, H, < H]. Isto juntamente com (3.16) implica

= Wr+2[u/] B Wr+2[y dt \ wr+2 [tt¢]
Mas

d HT Ut 1 d Hr U d

dt <Wr+[2 [it]> = W[y, dt (Hplwe]) — (r + Z)W”Jr[?’[it]dt (W) .

Como Wus] = \/1 + |[Vu + tVw|?, entdo

d
o (Wlu) =

o (Vu, Vw) + t|Vw|?),

0 que implica

d H-|ug 1 d Hrluy] = = H- |t -
dt <Wr+[2[fit]> - W 2w, dt (Hr[w]) = (r + 2)M<VU7 Vw) — (r+ Q)M/Til[it]ﬂvﬂz
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Logo,

(1 5 ([ ) ([ g )
_ g(r +2) (/01 M%dt) wewp — (r +2) </01 t%dt) w2,

A igualdade acima pode ser escrita na forma

0< chww + Zbkwk —a|Vw|? = L[w] — a|Vwl|?,

7.7

sendo os coeficientes sdo dados por

oM, b Helw]

; dt, = 2 gt g

(X Wr+2 [11d] 8um[ i) alx) = (r+ )( Wr+{u,] )
) ' Al

OH, H,
- 2
7o g it = ) (] )

Evidentemente os coeficientes de L sdo continuos. Como Vu(0) = 0 e Vu/(0) = 0, entdo

Vui(0) = 0 para todo 0 < ¢t < 1. Logo, segue que Wug(0) = 1. Além disso, também ja vimos
que ?QU(O) = ?21/(0) = A,. Isto implica que ?2ut(0) = A,. Logo de (3.15) e (3.16), segue que

n
r

Pl (0) =, 1(0) = ()1 = 0, k) > 0.
Disto obtemos que a(0) = (r + 2)o,(k(p))/2 > 0. Assim a > 0 numa vizinhanga da origem 0, o
que nos da

0 < Lw] — a|Vw|* < L{w],

nessa vizinhanga.
Agora veremos que L é uniformemente eliptico numa vizinhanca de 0. Com efeito, para todo
€ [0,1], temos que us(0) = 0, Vuy(0) = 0, e V71 (0) = A. Este fato, juntamente com (3.15),

implica que

I:aHr

auij

] )
é uma matriz que depende somente de A, e portanto é independente de t. Portanto

OH,

8uij

6,000 = | Gt ©

é uma matriz que depende apenas de A, e afirmamos que todos os seus autovalores sdo pos-
itivos. Para ver isto, noés primeiro observamos que a partir de (3.15) segue que H,[u](0) =
>_1J|=r det(Ay), e como antes |J| = r significa que J = {ji <--- < j,} é um conjunto de r indices

tais que 1 < j; < -+ - < j» < n, e Ay denota a submatriz principal » x r de A com linhas e colunas
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indexadas por J. Agora, seja P uma matriz ortogonal tal que P~1AP = diag(k1(p), ..., kn(p)).
Entao, a partir da expressao acima para H,[u](0) concluimos que H,[u](0) = o,(k(p)). Desde

que kg = Zijpisuijpjs, a regra da cadeia nos diz que

0 que implica que

Pt [y 0)] = i (52 o) S0

Portanto, os autovalores da matriz [c;;(0)] sao g;’lf (k(p)), 1 < i < n, os quais s@o positivos

tendo em vista que k(p) € I', e portanto (3.17) é valida nesse ponto. Portanto L é eliptico em
0, e podemos assumir que ele seja uniformemente eliptico em uma vizinhanga U of 0, desde que
seus coeficientes sao continuos. A hipotese w = v/ — v < 0 numa vizinhanga da origem implica
que w atinge seu valor maximo 0 no ponto 0. O Principio do méximo de E. Hopf aplicado a
L[w] > 0 implica que w = 0 em U, no caso em que 0 ¢ um ponto interior ou um ponto de bordo.

Portanto, as hipersuperficies coincidem localmente, o que prova o Teorema 3.8. ]

Uma vez que temos o principio do maximo, o método de reflexdo de Alexandrov pode ser
aplicado sem mudanga, como no caso da curvatura média constante, para provar o Teorema de

Ros, e isto encerra a demonstragao de Korevaar.
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