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RESUMO

Camara dS, U. Transicées de fase em teorias hologrdficas sem supersimetria. 2013. 246 p.
Tese de Doutorado — Programa de Pés Graduacao em fisica, Universidade Federal do Espirito

Santo, Vitdria, 2013.

De acordo com as regras da correspondéncia “teorias de calibre/gravitagdo”, a descri¢do ho-
logréfica de uma QF'T,_1 no regime de acoplamento forte (volume infinito e com temperatura
nula) é baseada numa classe particular de solugdes de sua gravitagdo dual em d dimensdes
chamadas de Paredes de Dominio (PD) planas. O principal problema abordado nesta tese
consiste na investigacao das propriedades do grupo de renormalizacdo e da estrutura das fa-
ses das QF'T,_, duais as gravitagbes de Gauss-Bonnet (GB) e “Cubica” Quase-Topoldgica
(GQT), representando uma extensdo fora da criticalidade com relagdo aos recentes estudos
holograficos sobre uma familia de Q F'T; ; com cargas centrais diferentes (a # ¢) e pardmetro

do fluxo de energia t4 ndo-nulo.

Por meio da introducao de um superpotencial de matéria, derivamos um sistema de equagoes
de primeira ordem para as PD's planas nas extensdées GB e QTG da gravitagdo de Einstein
acoplada a matéria escalar massiva. O conhecimento das solucdes de PD’s nos permite cons-
truir a forma exata da fungdo beta, assim como as anomalias a(l) e ¢(I), em termos dos
superpotenciais. Como consequéncia, somos capazes de determinar o conjunto completo de
dados das teorias de campos conformes (C'F'T's), que caracterizam as diferentes classes de
universalidade dos pontos criticos UV e IV, como também a evolucao dos dados descritos pelo
grupo de renormaliza¢do. Analisamos a dependéncia das propriedades criticas das C' F'T"'s com
respeito aos valores dos acoplamentos das gravitacdes GB e QT e a forma do superpotencial
considerado. Para valores impares de d, a forma explicita das cargas centrais a e ¢ como
funcbes da constante de acoplamento varidvel estabelece as condicGes sob as quais os Teo-
remas a & ¢ sdo validos. Também s3o determinadas as restricdes a serem impostas sobre os

fluxos nao-massivos do grupo de renormalizacao hologréfico pelo requerimento de positividade



dos fluxos de energia. Alguns superpotenciais na forma de polindmios sdo estudados em deta-
lhes, fornecendo exemplos de QF'T"'s unitarias, com pontos criticos (a # ¢) que representam
transicOes de fase de segunda ordem. Dependendo dos valores dos acoplamentos, temos fases
massivas e nao-massivas, descritas por uma cadeia de PD’s distintas que compartilham as

mesmas bordas/horizontes.

E formulada uma extensdo do método do superpotencial para gravitacdo GB e QT acopla-
das a um numero arbitrdrio de campos escalares interagentes. Para escolhas apropriadas dos
superpotenciais de matéria, percebe-se que seus diagramas de fase (planos) possuem a conhe-
cida forma de Berezinski-Kosterletz-Thouless, com uma linha de transicao de fase de segunda
ordem no regime de acoplamento fraco e transices de fase especificas do tipo massivo-para-

nao-massivo na regiao “cross-over”.

O objetivo da pesquisa é fornecer mais argumentos a favor da conjetura de que calculos ho-
logréficos baseados em modelos de gravitacao GB e GQT em d = 5 podem reproduzir os limites
de acoplamento forte de certas QF'T}'s unitarias (ndo-supersimétricas), cujas fases massivas

e ndo-massivas exibem caracteristicas “fenomenologicamente aceitdveis” fora da criticalidade.

PALAVRAS-CHAVE: transi¢Oes de fase, correspondéncia AdS/CFT, teorias conformes, pare-

des de dominio, gravitacao de Gauss-Bonnet e Lovelock, grupo de renormaliza¢ao holografico.



ABSTRACT

Camara dS, U. Phase transitions in non-supersymmetric holographic theories. 2013. 246 p.
Tese de Doutorado — Programa de Pds-Graduagdo em fisica, Universidade Federal do Espirito
Santo, Vitdria, 2013.

According to the gauge/gravity correspondence rules, the holographic description of certain
strongly coupled QF'T; ; at infinite volume and zero temperature is based on the particular
flat Domain Walls (DW's) solutions of their dual d-dimensional Gravity models. The main
problem addressed in the present thesis concerns the systematic application of the Gauss-
Bonnet (GB) and cubic Quasi-Topological Gravity (QTG) DW's to the investigation of the
Renormalization Group (RG) properties and of the phase structure of their QFT;_;'s duals.
It represents an off-critical extension of the recent holographic studies of a family of a # ¢

CFT,; 1's with non-vanishing energy flux parameter ¢,.

We derive a BPS-like first order system of equations for a family of flat static DW's for the GB
and cubic QTG extensions of Einstein Gravity coupled to massive scalar self-interacting matter,
by introducing an appropriate matter superpotential. The knowledge of such DW's solutions,
allows us to construct the exact QQF'T"'s beta-functions, as well as of the trace anomalies
a(l) and ¢(l), in terms of the corresponding superpotentials. As a consequence, we are able
to determine the complete set of CF'T"s data characterizing the universality classes of the
UV and IR critical points and to follow the particular RG evolution of this data. We further
analyse the dependence of the critical properties of such dual QFT"s on the values of the
gravitational GB’s and QT couplings and on the shape of the considered superpotentials. For
odd values of d, the explicit form of the “a- and c-central charges”, as functions of the running
coupling constant, enable us to establish the conditions under which the a& ¢ -Theorems for
their decreasing are valid. The restrictions imposed on the massless Holographic RG flows by
the requirements of the positivity of the energy fluxes are also derived. Few specific polinomial

superpotentials are studied in detail. They provide examples of unitary dual QFT"s having



¢ # a critical points representing second or infinite order phase transitions. Depending on
the range of the values of the coupling constant, they exhibit massive and massless phases,

described by a chain of distinct DW's solutions sharing common boundaries.

We have also found an extension of the superpotential method for GB's and cubic Quasi-
Topological Gravity coupled to an arbitrary number of interacting scalar fields. For appropriate
choices of the matter superpotentials, their phase diagrams turn out to have the well known
Berezinski-Kosterletz-Thouless form, with a line of second order phase transitions at weak
coupling and specific infinite order massless-to-massive phase transitions in the cross-over

region.

The aim of the present research is to provide more arguments in favour of the conjecture
that by holographic calculations based on d = 5 GB and cubic QT Gravity models one can
reproduce the strong coupling limits of certain unitary (non-supersymmetric) QF'T}'s, whose

massive and massless phases exhibit “phenomenologically reasonable” off-critical features.

KEYWORDS: Phase transitions, AdS/CFT correspondence, conformal field theories, domain

walls, Gauss-Bonnet and Lovelock gravities, holographic renormalization group.
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CAPITULO 1

Introducao

A maioria dos problemas em fisica moderna ndo possuem solucbes analiticas exatas. Os
calculos de grandezas importantes, como secoes de choque e as correcOes radiativas para as
massas numa teoria de campos relativisticos e quanticos, assim como as funcdes de correlacao
e particao na matéria condensada e mecanica estatistica, sao baseados na existéncia de regimes
de pequenos valores dos pardmetros da teoria em questdo e nas bem definidas (convergentes)

séries de expansao perturbativa.

Alguns exemplos da eficiéncia destes métodos perturbativos sdo a eletrodinamica quantica
e o modelo padrao das interacoes electrofracas, devido aos pequenos valores das constantes de
acoplamento (nos intervalos de energias observaveis). A situa¢do é bem diferente no caso das
interagdes fortes, a cromodindmica quantica (QCD). Agora a constante de acoplamento forte
gocp(l) é uma fungdo da escala [ das energias de interagdo, assumindo valores entre zero e
infinito. Para as energias altas (limte UV) o acoplamento “efetivo” tem valores pequenos e
define um regime chamado de liberdade assintética (dos quarks), perturbativamente acessivel.
Porém para energias mais baixas - essenciais na descricdo do ‘“confinamentos” dos quarks
dentro dos hadrons - a fun¢do goep(l) torna-se grande, impossibilitando o uso de métodos
perturbativos.
Uma alternativa para verificar a validade da QCD no regime infra-vermelho (1V), i.e. para
energias baixas (acoplamento forte) sdo os calculos numéricos (do tipo Monte Carlo, (73—
75)) baseados na discretizagdo da QCD (euclidiana) numa rede (cibica), exatamente como
um modelo de mecanica estatistica, conhecido como “QCD na rede”. Apesar dos resultados
numeéricos excelentes existe uma demanda na busca de uma descricdo analitica do regime IV
da QCD. Nesta direcdo ha pesquisas baseadas na quantizacdo de certas solucdes cldssicas ndo
perturbativas - como instantons, monopdlos, dyons etc. Uma outra abordagem promissora,
a adotada nesta tese, é baseada no conceito de dualidades (50). A ideia principal é que
a descricdo de certos fendmenos naturais (como o confinamento dos quarks na QCD e dos

elétrons “fortemente acoplados”’ em certos modelos da matéria condensada) exige a construgcdo
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de pares de teorias quanticas de campos chamados duais. Cada uma das teorias tém diferentes:
(a) simetrias internas, (b) graus de liberdade e (c) interagdes com constantes de acoplamento.
A teoria dual é escolhida assim que seu regime perturbativo (de pequenas valores da constante
de acoplamento) é equivalente ao regime de acoplamento forte, sem formulagdo perturbativa
na teoria original. A dualidade é baseada na existéncia de um mapeamento efetivo (em
principio ndo-local) dos campos (os graus de liberdade) e dos acoplamentos da teoria original,
digamos com ¢g; ~ 1/gs, que providencia resultados analiticos para as grandezas fisicas do
regime de interacdo “forte” de uma teoria em termos dos resultados perturbativos obtidos no

regime de interagdo “fraca” da outra (dual).

Diferentes realizacoes de dualidades com consequéncias praticas na QCD foram obtidas nas
teorias de supercordas - interligando objetos distintos (cordas abertas e fechadas) de diferentes
teorias de supercordas em regimes de acoplamentos diversos. Um dos resultados mais impor-

tantes deste desenvolvimento é a conjetura de Maldacena conhecida como correspondéncia
AdS/CFT.

1.1 Principio holografico

A correspondéncia AdSs/C F'Ty, em sua forma original deduzida da teoria das supercordas

(1, 2), estabelece uma equivaléncia assintdtica entre:

e Supergravitagdo em dez dimensdes, mais precisamente de solu¢des de vacuo AdS5(L)®
S?(L) - com simetria SO(4,2) ® SO(6) - associadas a uma grande escala de compri-

mento L (ou pequena constante cosmoldgica A5 = —6/L?);

e SU(N,.) super Yang-Mills (YM) com supersimetria N = 4 no espaco-tempo de
Minkowski em 3 + 1 dimensdes (M) no limite N, — oo, definindo o regime de acople-

mento: gy N. > 1.

As consequéncias praticas desta descoberta sdo certos algoritimos analiticos inéditos para
os calculos das dimensGes anémalas e das fun¢des de correlacdo de uma classe de operadores
em certas teorias de campos conformes em quatro dimensdes (C'F'T}), no M, em termos das
solugBes (semi) cldssicas de uma teria gravitacional com a agdo de Einstein-Hilbert (A; < 0)

em d = 5 acoplada a campos de matéria.

Os trés principais ingredientes (1, 76) responsaveis pela existéncia da correspondéncia/dualidade
Ade/CFTd,l sao*:

*ver detalhes no capitulo 4
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1. Simetrias: SO(d — 1,2) é tanto o grupo das isometrias do espago AdS, quanto o

das simetrias de uma C'F'T;; 1 no espaco M, ;.

2. As relacoes

a—a’

d—1 d—1)\?
Al = ——= (T) +m2L2, a=1,...,n, (1.1.1)

definindo as dimensdes conformes A% dos campos de uma C'FT,; ; em temos das

massas m? dos campos num background AdS,.

3. A agdo efetiva da gravitagdo AdS,, funcdo das formas assintdticas dos campos e
métrica - que refletem as condicoes de contorno impostas na borda - servem como

funcional gerador das funcoes de correlagcdo da correspondente C'F'T; 1 dual.

O pioneirismo da teoria das supercordas foi essencial ao vislumbrar o primeiro exemplo de
uma identificacdo entre uma geometria AdS5®S® e uma C'F'T} do tipo YM com supersimetria
N = 4. Porém devemos enfatizar que a maioria das relacdes envolvidas na correspondficia
AdS/CFT valem em dimensdes arbitrarias e para gravitagdes e teorias de campos com menos
ou nenhuma supersimetria. Por exemplo, as trés regras listadas anteriormente providenciam
uma descricdo hologréfica ndo somente para a restrita classe das C'F'T; 1's supersimétricas
N = 4 com cargas centrais' iguais: ¢ = a = (é)d_Q (I,1 é a escala de Planck) dual a uma
(super)gravitacdo com Ay; < 0. As mesmas valem para outras familias de CFT,; ;'s com
a # c e supersimetria NV = 0,1,2. A diferenca nestes casos é que as teorias gravitacionais
sdo extensdes apropriadas da agdo de Einstein-Hilbert (EH) com termos quadraticos, ctibicos,

etc. nas curvatura, i.e: R* R R, R",.... Como exemplos temos os famosos termos de

Gauss-Bonnet, Lovelock e a gravitacdo “quase topoldgica” (GQT) (7, 10, 17, 18).

O desenvolvimento das ideias da correspondéncia AdS/CFT nos Ultimos quinze anos
forneceu diversas indicacOes para a universalidade da equivaléncia entre teorias gravitacionais
em d dimensdes (assintoticamente AdS,) e teorias quanticas de campos em d — 1 dimensdes
(QFT,;_1) no espago M, 1, sem a necessidade de ser uma super Y M ou fazer referéncia
a (super)cordas. A enorme quantidade e variedade de resultados na drea “AdS;/CFT, "
(13, 15, 16, 23, 24, 46, 51, 57, 60, 61) fornece um respaldo a favor de um principio fisico
maior - o principio holografico de Susskind-t'Hooft, (59). Ele afirma: os efeitos da gravitagdo
(cldssica ou quantica*) numa certa regido do espaco-tempo permitem uma descricdo equi-

valente (mesmo nimero de graus de liberdade) em termos de uma teoria de campos, sem

tdiferentes CF'T,_'s s3o caracterizadas pelos valores de suas cargas centrais c e a e pelas dimensdes A, dos
campos comformes - ver capitulo 3.

Ymesmo ainda n3o existindo uma teoria quantica da relatividade geral.
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gravitacdo, definida na borda da regido em questdo e vice-versa.

As principais novidades envolvendo o principio holografico sao:

e inclusio das geometrias ndo exatemente® AdSy, i.e. com um grupo de isometrias menor
que SO(d — 1,2) - buracos negros, paredes de dominio, etc. - cujas QFT) ;s ndo

obedecem mais a invariancia conforme;

e extensdo da correspondéncia AdS/CFT ao incorporar, além da borda do espaco, hiper-
superficies de dimensdo d — 1 no interior da geometria que estdo associados a alguma

regido especifica, como um horizonte de eventos ou de Cauchy.

O principio hologréfico abre um novo caminho na busca de solugdes para problemas im-
portantes da fisica que envolvem constantes de acoplamento forte, como o confinamento dos

quarks na QCD e, na matéria condensada, supercondituvidade, efeito Hall fracionado, etc.

1.2 Paredes de dominio e grupo de renormalizacao ho-
lografico

Diferente das simetrias de Poincaré SO(d—2,1) xT,_4, associadas a relatividade especial,
as simetrias conformes SO(d — 1, 2) n&do representam simetrias exatas na natureza. As CFT's
tem um uso restrito a situacdes extremas de altas energia (£ > m?, ¢ = 1) e nas transicdes
de fase de segunda ordem (ou de ordem infinita), caracterizadas pelos valores criticos das
constantes de acoplamento, aonde elas se tornam insensiveis a reescalementos espaciais (ou de
energia). A importancia pratica das CFT's surge na descri¢do do comportamento de teorias de
campos nao conformes ao redor de pontos criticos, usando a teoria das perturbacdes conformes
(29), i.e.

Sorr = Sorr + (1) = g) [ @ 128,(a), (1.21)

onde ¢(l) é o acoplamento como funcio da escala logaritmica adimensional [ (e! ~ L,9),
gV é o valor do acoplamento no ponto critico e ®,(z:) é um operador (campo) relevante ou
marginal - com dimensdao 0 < Ay, < d — 1 - da CFTj_, definida no ponto critico UV em
questao. Toda a informacdo necessdria para a descricdo quantitativa das transicdes de fase e
suas propriedades (massivas ou nio massivas) da teoria conforme perturbada (pC'FT) - eq.

(1.2.1) - é encontrada na prépria CFTy .

$na verdade assintoticamente AdSy.
9L é a escala de comprimento da teoria de campo.

llos detalhes est3o na secdo 3.5.



1.2 Paredes de dominio e grupo de renormalizagdo hologrdfico 27

A quebra das simetrias conformes SO(d—1, 2) no seu subgrupo de Poincaré SO(d—2,1)xT,;_,
devido a escala introduzida pelo acoplamento, cuja dimensdo em unidades de massa é [g(l)] =

d=1-4¢ indica que as geometrias™* adequadas a descricdo da pCFT,_; (1.2.1) devem

[m]
ter o grupo de Poincaré como isometrias. No limite conforme g(I) — ¢V (I — —o0) as
solugcdes gravitacionais devem reproduzir um espago AdSy. Os espaco assintoticamente AdS,
((a) AdS4) que satisfazem as duas condi¢des sdo conhecidos como paredes de dominio (PD's)

planos (5, 6, 19), definidos pela forma especifica da métrica
ds* = dy* + eZA(y)mjdxidxj; i,j=0,...,d—2, (1.2.2)
com as condi¢des de contorno (no caso de “PD"'s ngo singulares)
AW x5 ¥/l g s too. (1.2.3)

Nesta tese, as PD’s sao geradas pelas egs. da relatividade geral acopladas a um campo escalar

o = o(y) com potencial V(o) que obedece as condigdes de contorno o(+o0) = o4.

Nas proximidades de y — oo - borda do espaco (¢! — o0) - e de y — —oc - horizonte
de Cauchy (e — 0) - as geometrias sio AdS,; com escalas (costantes cosmoldgicas) dife-
rentes L, # L_ e distribuicdes de matéria (uniforme) distintas, o, # o_. A variacdo da
densidade de matéria na dire¢do y (ortogonal as coordenadas z'), pois o = o(y), e também a
variagdo do fator de escala, e*(¥), dependem das propriedades do potencial V(o) e da forma
da ag3o da gravitacdo - EH, GB, GQT, etc. A correspondéncia holografica ndo conforme,
(a)AdSy/pCF Ty, providencia uma descricdo ndo perturbativa das propriedades de certas
teorias de campos com simetrias de Poincaré pC'F'T,;_; (com um ou mais pontos criticos) em
termos das solugdes (e, o(y)) de PD, eq. 1.2.2, de uma gravitacio (dual) em d dimensdes

acoplada a um campo de matéria escalar.

A principal mudancga nas regras trés regras da correspondéncia AdS/CFT devido a quebra

d-1-%4] e da renormalizacdo das constantes

das simetrias conformes, a presenca das escalas [m
de acoplamento, g — ¢(l) e dos campos ®,(x) é a inclusdo de um novo ingrediente - a
funcdo beta (3(c)). Sendo conhecida, ela fornece a forma especifica de ¢(I) (acoplamento
correndo'), através da eq. do grupo de renormalizagdo (GR) de Wilson (29, 31):

do

9 i), 1.2.4

8 (124)

Para a construgdo da fungdo beta hologréfica (3, 4, 21, 22) em termos das PD’s (1.2.2) ainda

**solucdes das eqs. da relatividade geral em d dimensoes.

tTdo inglés running.
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é necessario identificar as grandezas da teoria de campo - ¢(l), [ - com as da gravita¢do -
a(y), Ay):

—A —

e c el ~ L, ou seja, o inverso do fator de escala é proporcional a escala da pCFT}_;.

Grandes escalas na gravitacdo estdo relacionadas a pequenas distancias (grandes ener-
gias) na pCF Ty 4;

e g(l) =0(—A(y)): oacoplamento da pC'FT,_; é o campo escalar o na gravitagdo dual.

A introdugdo do superpotencial W (o):

V(o) = = (W'(0))* - (%) W2(o), (1.25)

K

transforma as eqs. do movimento das PD’s (1.2.2) num sistema de primeira ordem**:

do 2 dA B K

d_y _ ;W’(O’), d_y — _d — QW(U)’ (1.2.6)

como consequéncia, a fungdo beta holografica adquiri a forma simples (4):

2(d-2)W'(0)
k2 W(o)’

Blo) = (1.2.7)

As regras e identificacbes ndo conformes estabelecidas, conhecidas como GR hologrdfico
(3, 4), obedecem a condi¢do de recuperar o conjunto de regras padrdo da correspondéncia

AdSy/CFTy_1 no limite conforme (y — 400, 1.€. na borda ou horizonte de Caunchy).

Para cada escolha de V(o) (ou melhor, de W (o)), com ao menos um extremo W' (o,) =0
(que também é extremo de V' (0)), o formalismo do GR hologréfico (= (a)AdSy/pCFTy_1)
permite a reproducdo nao somente dos expoentes criticos e da natureza das transi¢coes de fase
na pC'FTy 1, como também descreve as propriedades das correspondentes fases - massivas e
nao massivas. Para isso ele usa as expressoes explicitas da parte singular da energia livre F..4

e do comprimento de correlacdo £ como poténcias do fator de escala:
Freq(0) ~ e @A g(5) ~ Al = 7L, (1.2.8)

A dedugdo hologréfica da forma explicita das fun¢des de correlagdo dos campos @, (z) (ver

eq. (1.2.1)) fora dos pontos criticos exige o conhecimento das solucdes das egs. de EH (ou

3 generalizacdo destes resultados para gravitacdes GB e GQT, respectivamente apresentados nos capitulos
6 e 7 é um dos principais resultados desta tese.
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GB, GQT) para as flutuagdes lineares da geometria de PD e do campo escalar (62-64)

oly;x) = aly)+ oy, x), (1.2.9)
G = g,uz/‘i_h,uua (1210)

ao redor das PD’s (1.2.2) (termos com “barra”) com certas condi¢des de contorno impostas
sobre as flutuacdes ¢ e h;; numa superficie y = const. Cdlculos, exatos e aproximados, de

flutuacdes lineares sdo apresentados nos capitulos 5, 6 e apéndice F.

Desta forma, seguindo as regras (a)AdSy/pCFT, 1, (4, 63), pode-se, a partir da solu¢do
de PD da gravitacdo, determinar para uma certa pC'FT,; 1 a funcdo beta, as funcdes de
correlacdo, os valores criticos dos acoplamentos, os expoentes criticos, a energia livre reduzida,

as massas, etc.

Antes de enfrentar o problema do reconhecimento das simetrias extras, da forma explicita
da Lagranginana da pC'F'T; | dual, etc. é necessario verificar se nosso “conjunto hologréfico”
composto pela funcao beta, massas, dimensdes anomalas, etc. obedece a todos os requerimen-
tos especificos de uma teoria quantica de campos relativistica; como unitariedade, causalidade,
localidade, auséncia de tachyons dentre outros. O mesmo problema existe nos limites con-
formes, impondo condi¢cOes sobre os valores fisicamente admissiveis das dimensGes andmalas
A:f, das cargas centrais a e ¢ (9, 11, 12, 25), das constantes de estrutura Caan, da forma

especifica das expansdes de produtos de operadores (ver capitulo 3).

Nas teorias ndo conformes além destas condicdes a consisténcia fisica exige certo compor-
tamento das fungdes centrais a(l) e ¢(l) e suas primeiras derivadas, conhecido como teorema
a& c (37, 43)

da de

a(l) >0, ¢(l) > O;a <0, i

<0,

logo a(l — o0) = a;y < ayy = a(l — —o0), da mesma forma ¢y < cyy .

O efeito das restricdes é que nem todos os potenciais V(o) (ou W (o)) levam a pCFT, 1's
consistentes. A implementacdo destas condi¢bes (de origem da pC'FT, 1) funcionam como
uma regra de selecio para os possiveis potenciais V(o) e constantes de acoplamento gravita-

cionais A e p (na gravitagdo de GB e na GQT, ver capitulos 6 e 7).

Todo o formalismo do GR holografico pode, a priori, ser facilmente generalizado para
o caso de vdrios campos escalares na gravitacdo em d dimensdes (vdrios acoplamentos na
pCFT,; 1). Porém o uso do GR hologréfico no caso de mais de um campo escalar quando
a gravitacdo possui os termos de GB ou QGT é um problema n3o trivial. No capitulo 8 a

extensdo para muitos campos é formulada, incluindo a construcao de solucdes de PD’s em



30 1 Introdugio

termos de “superpotenciais” além do estudo das condi¢Ges fisicas (teoremas a & ¢, etc.).

O problema central desta tese é a deducdo da forma explicita das condicGes de consisténcia
fisica de pC'FTy 1's sem supersimetria, com a # c¢, descritas em termos de gravitacdes

generalizadas GB e GQT acopladas a um ou mais campos escalares (5, 65).
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CAPITULO 2

Fenomenos criticos

Um sistema fisico macroscépico em equilibrio termodindmico é caracterizado por poucos
parametros, por exemplo, para um sistema magnético seriam a temperatura, campo magnético
externo, magnetizacao, etc. Ao modifica-los, de forma adiabatica, é criada uma competicdo
entre dois principios fundamentais: o de minima energia e o de maxima entropia. Por vezes
ela resulta em uma transicao de fase do sistema - mudancas profundas nas suas simetrias* que

ocorrem para certos valores criticos da temperatura, magnetizacao, etc.

A maioria das transicdes de fase envolvem um calor latente. No ponto de transicdo,
o sistema ganha ou perde uma quantidade fixa de energia (o calor latente), enquanto sua
temperatura permanece a mesma. Ao longo da transicdo as duas fases coexistem - como na
ebulicdo da dgua. Tais transicoes de fase sdo ditas de primeira ordem.
Nesta tese, o foco é uma segunda classe de transicoes de fase, chamadas de transicdes de
fase de segunda ordem. Nao ha calor latente envolvido neste tipo de transicio de fase,
logo o sistema esta em uma fase ou outra. O conjunto de valores criticos dos parametros
termodinamicos aonde ocorre uma transicao de fase de segunda ordem é chamado de ponto
critico. A principal caracteristica de uma transicdo de fase de segunda ordem ¢ a divergéncia
do comprimento de correlacdo £ - conceito introduzido na préxima secdo - com o seguinte
comportamento:

T-T.\""
éN(T) ,v>0,T—T,

onde T é a temperatura’ e 7, a temperatura critica.
Existe uma terceira classe, também estudada nesta tese, - as transicbes de fase de ordem

infinita. Nelas a divergéncia de £ n3ao obedece a uma lei de poténcas, a singularidade é

*simetrias discretas podem mudar ou até se tornarem continuas.

*mas poderia ser outro pardmetro termodinamico.



32 2 Fenémenos criticos

essencial, por exemplo

T
E~ver1o, T — T,

Este capitulo é dedicado a introducao dos conceitos: comprimento de correlacao, expo-
entes criticos, invaridncia de escala e funcdo beta; cruciais para a descricdo quantitativa das

transicOes de fase de segunda ordem.

2.1 Comprimento de correlacao

Para facilitar a compreensao das transi¢coes de fase de segunda ordem e introduzir a ideia
do comprimento de correlacdo, vamos “descrever” um exemplo bem simples. Considere uma
rede com N elementos, em que a cada ponto, ou célula®, é associado um valor de “spin”.
Também ¢é assumido que a interagdo entre os momentos magnéticos dos dtomos é muito fraca
(cada atomo sé interege com sua vizinhanca). Para altas temperaturas e um pequeno campo
magnético externo (B), é natural que a magnetizacdo média por célula (S22 = m)® seja
pequena, ja que a energia térmica ndo deixa os “spins’ se alinharem com o campo externo
(h =L < 1) e no limite B — 0 temos m — 0 (ver figura 2.1(a)). No contexto de sistemas
ferromagnéticos, essa fase é chamada de desordenada. Ao abaixar a temperatura, a energia
magnética comeca a prevalecer e quando a temperatura for baixa o suficiente, mesmo quando
0 campo magnético é tomado a zero, uma magnetizagado (residual) permanece, esse fendmeno
é chamado de magnetizagdo espontanea e a fase (7' < T.) de ordenada (ver figura (2.1(b))).
A temperatura critica (7,.) na qual ocorre a mudanca de comportamento - a magnetizacdo
espontanea - é chamada de temperatura critica ou de Curie. Uma pergunta pertinente aqui é:
existe alguma propriedade de origem microscépica que caracterize essa transicao entre fases
distintas? Sim existe, e seu nome é comprimento de correlagdo. A magnetizacdo medida
é uma propriedade macroscépica do sistema, dividindo-o em dois pedacos iguais (mantendo
a mesma temperatura e campo magnético externo) e medindo a magnetizagdo de cada um

separadamente, deve-se chegar ao mesmo resultado. Repetindo o processo muitas vezes,

chega-se numa escala, da ordem de alguns raios atomicos, onde as diferentes medidas das

fpode representar um dtomo ou uma molécula.

50 simbolo < ... > representa o valor médio da quantidade. Na tese sempre sera usado o ensamble candnico,
portanto

<...>=%Z...e*ﬁH, Z=>) e (2.1.1)

conf conf

1

BT k é a constante de Boltzmann.

onde H é o Hamiltoniano do sistema e § =
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//-mc

(a) (b)

Figura 2.1 — magnetizacdo como fun¢do do campo magnético externo adimensional h =
B/ET: (a) T > T (b) T < Te.

diferentes regides dardo resultados diferentes, ou seja, as flutuacdes do sistema (os “pequenos”
dominios magnéticos) passam a ser importantes. Tal escala é chamada de comprimento de
correlacdo = £. Em outras palavras, dado um ponto na rede com seu “spin” apontando em
uma direcdo, entdo num raio £ em torno dele a probabilidade de encontrar outros “spins”
apontando na mesma direcdo é grande (ver figura 2.2). Ao diminuir a temperatura (com o
campo magnético fraco e constante) o comprimento de correlagdo deve aumentar e quando
chegamos a uma temperatura critica 7. e é tomado B — 0, ele (&) diverge¥! Isso ndo quer
dizer que todos os “spins” estdo alinhados na mesma direcdo, quer dizer que, efetivamente,
cada “spin” interage com toda a rede, i.e. a interacao, originalmente de curto alcance, torna-
se de longo alcance. Portanto no ponto critico ndo hd nenhuma escala na teoria, todos os
dominios magnéticos estdo presentes, desde pequenas ilhas até linhas infinitas. Analisar o
sistema como um todo ou apenas uma parte dele é a mesma coisa. O fato do sistema ndo ter
uma escala natural no ponto critico é a base para os estudos do grupo de renormalizacao de

Wilson e das teorias de campos conformes.

Figura 2.2 —  Diversos dominios magnéticos 7" > T,. A escala de um dominio magnético é
dada pelo comprimento de correlacdo.

Tuma propriedade de origem microscépica torna-se macroscépica.
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Expoente Definicao
« cg=T (&), ~t] ou ~L(jt]*—=1), (a >0)
3 mn~ (—t)?, T<T, B=0
2 X oB)T ’ , Y )
) m~ BY, B—0,T=T,
n G(r)~1/rt=2m B=0,T=T.
v E~t| T t=(T—-1T,)/T., B=0

Tabela 2.1-Definicdo dos expoentes criticos.

O comprimento de correlacdo aparece, naturalmente, nos calculos da chamada funcdo de

correlacdo entre dois “spins”, dada por
G(i,]) =< 51.8; > — <5 > . < 5 >, (2.1.2)

onde §; é o "spin” da i- esima célula da rede. Em geral, para “spins” distantes G(i, j) possui

o seguinte comportamento

r

e ¢
rd—2+n’

G(r) ~ r=|i— jla, (2.1.3)

onde r é a distancia entre as células, a é o espacamento da rede e £ é o comprimento de
correlagdo (essa é a sua defini¢do), que controla o rdpido decaimento de G. Ja n é a famosa

dimensdo anémala. No ponto critico £ — 0o e a funcdo de correlacdo fica

1
pd—2+n"

G(r) ~ (2.1.4)

i.e. a correlacdo é de longo alcance. Quando 1 = 0 (chamado de caso classico), esse assintético

é solucdo da eq. de Laplace, como num potencial Newtoniano ou Coulombiano.

2.1.1 Expoentes criticos e universalidade

As principais fontes de dados experimentais num sistema termodindmico, suponha magnético
sob a agdo de um campo magnético externo (B), sdo: a magnetizagdo por célula (m) e as deri-
vadas termodindmicas - suscetibilidade magnética () e o calor especifico a campo magnético
constante (cp), definidos na tabela 2.1. Os experimentos indicam que além do comprimento
de correlacao, nas proximidades de um ponto critico, as derivadas termodinamicas também
divergem como poténcias de acordo com a tabela 2.1.

Os parametros {«, 3, 9,7, v,n} sdo denominados expoentes criticos. Uma propriedade muito

importante e interessante deles é que, em sistemas reais efetivamente em d dimensoes, as
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relacdes (66)

V=@, at B =2, (2.15)
a+204+v=2, vd=2—a, (2.1.6)

s3o verdadeiras. O conhecimento de dois expoentes criticos determina todos os outros.
As egs. (2.1.5) e (2.1.6) n3o podem ser derivadas por principios termodindmicos, porém o

grupo de renormalizacdo, introduzido mais a frente, fornece um respaldo tedrico para elas.

Uma consequéncia do fato de & — o0, no ponto critico, é que como ndo temos escala, a
configuracao da rede e a forma da interacdo de curto alcance entre os “spins’ nao sdo muito
relevantes. Poucos pardmetros definem um expoente critico, um deles é a dimensdo da rede.
Esse fato é chamado de universalidade e é dito que vdérios sistemas diferentes que possuem os

mesmos expoentes criticos pertencem a mesma classe de universalidade.

2.1.2 Um exemplo: Modelo de Ising

O modelo tedrico mais simples que reproduz a magnetizagdo espontanea (transicdo de
fase ordem-desordem), tipica de um sistema ferromagnético, é o modelo de Ising dado pelo

Hamiltoniano

N
H=—-JY sisj—BY si s ==l (2.1.7)
<iyj> i=1
definido numa rede hiperctbica d-dimensional com N pontos, onde s; é interpretado como o
valor de “spin” (que nesse modelo simples s6 pode apontar “para cima” (s; = 1) ou “para
baixo" (s; = —1)) associado ao i-ésimo ponto da rede. O primeiro termo representa a
interacdo entre os “spins’, na soma < 7,7 > deve-se usar apenas os primeiros vizinhos - 2d
pontos - portanto Z<U> — dN termos. Nosso objetivo é calcular a funcdo de particao

1

Z(T,B,N) = —BH 3 =
(T.B,N) =) e, 8=,

{si}

(2.1.8)

para entdo determinar, no limite termodindmico (N — o0), a energia livre de Gibbs por célula

[(T.B) = Jim [—%N In z] , (2.1.9)

que cria a conexdo entre a fisica estatistica e a termodindmica. Conhecendo a energia livre

todas as quantidades termodindmicas podem ser calculadas, por exemplo, a magnetizacao e
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o calor especifico a campo magnético constante sdo, respectivamente:

B of B ds\ O f
wrm-—(2) c-r(Z) —r(Z) . e

Mesmo sendo muito simples, solucdes exatas para o modelo de Ising s6 foram encontradas
para d = 1 e d = 2, veja por exemplo (31). Tal dificuldade em um exemplo tdo simplério
ja indica que a fungao de particdo, em praticamente todos os casos, ndo pode ser calculada
explicitamente. Quando o estudo é limitado as proximidades do ponto critico, hd técnicas
perturbativas bem conhecidas na literatura (31) para extrair alguma informagdo. Uma pequena
abordagem sobre elas é desenvolvida ao longo do texto. Na segunda parte da tese € introduzida
uma alternativa ndo perturbativa - a correspondéncia AdS/CFT. Antes, vamos encontrar uma

solucdo aproximativa para o modelo de Ising.

2.1.2.1 Teoria do campo médio no modelo de Ising

A aproxima¢do do campo médio consiste em supor ds; = s, —m K 1 (m =< s >), i.e

s; nao flutua muito em relagdo a média. Isso implica em
sisj = (0s;+m)(ds; +m) = —m> +m(s; + s;) + O(6s%), (2.1.11)
portanto
G(1,7) =< si8; > — < 5, >< 5; >~ 0, (2.1.12)

na aproximacdo do campo médio a correlacdo entre os sitios é desprezada. O Hamiltoniano
(2.1.7) fica

N N
R~ —JZ —m?* +m(s; + s;) —BZsi:Jm2Nd—Z(2de+B)sl

<i,j> =1 =1

Na mesma aproximacado a funcdo de particdo pode ser calculada, o resultado é
Z o~ e PNG(2cosh [3(2dmJ + B))Y, (2.1.13)

o que leva, respectivamente a energia livre e magnetizaco (eq. (2.1.10))

1InZ 1
HT,B) = — lim N ~ m?dJ — 3 In (2cosh [3(2mJd + B)]), (2.1.14)

m ~ tanh (W), (2.1.15)
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no limite B — 0

2dmJ\ T, 247

A eq. acima é do tipo transcendental, ndo é possivel escrever uma expressiao exata de m

Te

como funcao de =

mas graficamente pode-se procurar solu¢des ndo triviais (m # 0). O
procedimento, mostrado na figura (2.3), é o seguinte: sdo tracadas as curvas do lado esquerdo
(Fi(m) = m) e direito (Fy(m) = tanh (£em)) da eq. (2.1.16) e sdo procurados os pontos
coincidentes. Na figura (2.3.a) é verificado que para 7" > T, a Unica interse¢do ocorre no
ponto trivial m = 0 (ndo hd magnetizacdo sem campo magnético), ja na figura (2.3.b), onde
T < T,., mais duas solu¢bes sdo encontradas m = +m,, i.e. existem trés possiveis valores
m = 0,me, —m.. O sistema ird assumir a configuragdo que minimiza a energia livre (ou, de
forma equivalente, maximiza a entropia). Tais condi¢Bes sdo satisfeitas por m. e —m,.

Para T' < T. ao tomarmos o limite B — 0%, o sistema permanece com a magnetizacio

espontdnea m = +m,. # 0. Ocorre a t3o procurada transi¢do da fase desordenada (T > T.)

para a ordenada (T' < T,).

Figura 2.3 - Curvas I} = m e F5 = tanh (TCTm) sobrepostas nos casos T' > T, e T < T..
Apenas no segundo caso as curvas se cruzam em pontos onde m # 0.

2.1.2.2 Expoentes criticos para o modelo de Ising na aproximacao do campo médio

Caracterizada a transicdo de fase de segunda ordem e conhecendo, na aproximacdo do
campo médio, a energia livre, devemos ser capazes de calcular os expoentes criticos. Invertendo
aeq. (2.1.16)

T. 1
?m:tanh_lm:m+§m3+(9(m5) = m ~ |t|"/?, (2.1.17)
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i.e. 3 =1/2. Fixando T' =T, e ao considerar B — 0, a eq. (2.1.15) fica

1
~m+-m>=m~ B3, (2.1.18)

T 5

o que fixa = 3. Os outros podem ser achados de formas semelhantes e sdo: v =1, n =0,
a=0er=1/2. Ao comparar com as egs. (2.1.5)-(2.1.6), elas s6 sdo compativeis se d = 4.

Esse fato curioso é discutido no fim da secdo 2.3.2.

2.2 Hipétese de Kadanoff e o grupo de renormalizacao
de Wilson

----- ) $- —4 &-----

X [ x| e % N
RRsh cosen *- g [ A ) AT 2q
e I | =>

X | xp = Koo
""" by ¢ i 4 | ot ; E

Figura 2.4—Esquema de blocos de “spin” numa rede quadrada (d =2) e b= 2.

Suponha uma rede d-dimensional hiperctibica com N “spins”, onde os sitios sdo separados
por uma distancia a e a i-ésima célula possui “spin” s;. Nas proximidades do ponto critico £ >
a, portanto existem grandes blocos com vdrios “spins” altamente correlacionados. Considere b¢
células com um espacamento @’ = ba entre elas, com 1 < b < % e a cada uma é associado um
novo valor de “spin” 0,, a =1,... bﬂd (veja a figura 2.4), ou seja, um aglomerado de “spins”
(da rede original) é substituido por apenas um “spin” 6, “efetivo”. A chamada hipdtese de
similaridade de Kadanoff (67) consiste em assumir, que nas proximidades de um ponto critico,
essa transformacdo ndo altera a forma do Hamiltoniano, i.e. sendo o Hamiltoniano do modelo

original (em termos de s;)

N
H=-JY sis;—BY s, (2.2.1)
1

<ij> i=
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ele se relaciona com o Hamiltoniano da teoria 6, da seguinte forma

N

d
H=H'(J,Bb)+ Nfo(J),Bb) = =J Y babs— B> b+ Nfo, (222)
<a,B3> a=1

J' = J(J,B;b) e B = B'(J,B;b), (2.2.3)

cuja dnica diferenca é a eventual existéncia da constante aditiva fy (uma nova energia de
fundo). Em termos praticos, a relacdo é encontrada impondo que a fun¢do de correlagdo seja

invariante (a menos de uma constante multiplicativa) ao reescalamento da rede, i.e.
Z(J,B) = NP Z!(J' B’ b). (2.2.4)

A eq. acima revela "o grande truque”. A energia livre é dada por f(t,h) = —Niﬁan ou
Z = e NBIM) por outro lado, Z' = &N/ pela eq. (2.2.4)

e NIth) — o=N'J'( W)=No(th) (2.2.5)

onde N’ = b~?N é o nlimero total de blocos. A transfomacdo para a energia livre é
fth) =" f' (¢ W)+ fo(t, h), (2.2.6)

as consequéncias da eq. acima serdo discutidas no paradgrafo 2.2.3.
A hipétese de Kadanoff nos diz que préximo ao ponto critico o sistema n3o possui, efetiva-
mente, uma escala natural (£ € quase infinito), assim é equivalente observar uma regido com

uma centena ou um bilhdo de “spins”.

2.2.1 Transformacao de blocos de spin no modelo de Ising unidimen-

sional
~a, . 2a
""" ¢ i ® - » SREEES K-----
S, S, S, S, 0, 6,

Figura 2.5—-Esquema de blocos de “spin” na linha com b =2 e 0] = s9, O = 54, .. ..

O modelo de Ising unidimensional com condi¢cdes de contorno periddicas, i.e. s; = S; iy,
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¢é dado pelo Hamiltoniano

N N
H=—J> sisin—BY s (2.2.7)
=1 =1

No processo de reescalamento serd adotado o’ = 2a (b = 2) e os novos “spins’, 0,, sdo
identificados como os s;, i = a = 2,4,6,..., i.e. S5 = 0, sS4 = bs,...(veja a figura 2.5). A
funcdo de particdo do modelo original é a eq. (2.1.8) (em uma dimensdo). Jd a fungdo de
particao reescalada pode ser encontrada simplesmente somando os outros graus de liberdade,
ou seja, os “spins’ impares. Para ilustrar o processo sera analisado apenas os termos onde
aparece s3:

1
Z Pl (s2satsasa)tBBss — 9 cogh (K (sy+s4) +h), K = (J, h =B,

sg=—1

= 2 cosh (K ((91 + 92) + h), 91 = So, (92 = 54,

; A6K19192+%/(91+92)’ (228)

ao fixar todas as possibilidades de 6 e 6, chega-se a um sistema de trés eqs. e trés incdgnitas,

cuja solucao é:

1 cosh(2K + h)

= -In|————+——=% 229
T <cosh(2K — h)) ” ( )

P lln cosh(2K + h) c2osh(2K —h) ’ (22.10)
4 cosh” h

A = 2(cosh® hcosh(2K + h) cosh(2K — h)). (2.2.11)

As egs. (2.2.9), (2.2.10) e (2.2.11) provam que ao somar os “spins’ impares a funcdo de

particdo (2.1.8) se torna

eNildz =z =N e B com (2.2.12)
{60}
N/2 W N/2
BH(K' W) = —K'Y 0afos1 — 5 > (Oa + baga), (2.2.13)
a=1 a=1

em exata concordancia com a hipdtese de Kadanoff.

No caso particular de h =0, a eq (2.2.9) e (2.2.10) fornecem, respectivamente, i’ =0 e
tanh K’ = tanh® K, (2.2.14)
o fator 2 aparece pois foi escolhido b = 2. O resultado geral é:

7' =2"% 0<r=tanh K < 1. (2.2.15)
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Os pontos fixos da eq. sdo x =0 (7' — o) e x = 1 (T — 0). Eles sdo candidatos a pontos
criticos, pois neles a teoria € invariante sob reescalamentos.
Nas proximidades do ponto critico a fisica das longas distancias » > a’ > a n3o é afetada

pelo reescalamento, por isso a funcdo de correlacdo deve ser a mesma

G(r) =G (7) = 6

T T

e b e ¢
rd—2+n " pd—2+n
— & = %, (2.2.16)

o comprimento de correlagdo é uma fun¢do apenas de K, ou melhor de z (varidvel mais natural

nesse exemplo), assim
o =x’, (2.2.17)

a solucao da eq. é Unica, a menos de uma constante multiplicativa, e dada por

const const

§(x) = Inz  In[tanh(K)]’

(2.2.18)

divergente em x — 1 (K — o0), o ponto critico.

2.2.1.1 Fluxo da temperatura no modelo de Ising em uma dimensao

O reescalamento do modelo de Ising mostrou como os acoplamentos variam com a escala
da teoria (uma carga elétrica numa escala/energia ndo é a mesma em outra escala/energia),
as relagdes explicitas sdo dadas pelas egs. (2.2.9) e (2.2.10), mas se B = 0, fica-se apenas
com a eq. (2.2.15). Por simplificacdo s6 serd analisado este caso. Qualquer que seja o valor
de K (da teoria inicial) apés um niimero n >> 1 de reescalamentos ter-se-d 2/ = 2™ < 1,
i.e. nos afastamos do ponto fixo x = 1 (7" = 0) e nos aproximamos do ponto fixo x = 0
(T' = 00). Por isso o ponto fixo 7' = 0 é chamado de relevante (o fluxo sai dele) e 7" = oo de

irrelevante (o fluxo entra nele). Na figura 2.6 é encontrado o diagrama do fluxo.

@ > o
T=0(K=0c) T=00(K=0)

Figura 2.6—Fluxo a campo magnético nulo.
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2.2.2 Teoria geral: Grupo de renormalizacao de Wilson

Com base no exemplo de Ising estamos prontos para montar um esquema geral do que
serd chamado de grupo de renormaliza¢do (GR), (29), e entender como ele ajuda a determinar

0s expoentes criticos.

Dado um conjunto de p pardmetros extensivos adimensionais: ¢, K, h,... = {q; i =
1

P

.,p} que serdo chamados de acoplamentos, suponha um reescalamento isotrépico da

rede com espacamento a
a? = bla’. (2.2.19)

Préximo ao ponto critico/fixo, pela hipdtese de Kadanoff, as fun¢des de parti¢do antes e de-

pois do reescalamento sdo relacionadas pela eq. (2.2.4).

Definicao:  Os ¢'s transformados, apds o reescalamento, sdo func¢des analiticas dos ¢'s

originais, i.e.
¢ = Ri(gi,b) (¢ = R(gi, 1)), (2.2.20)

t.q. os pontos criticos da teoria, ¢;* = Ri(qf,b) = ¢¢ = R(q;, 1) sdo pontos fixos de (2.2.20)].
Pela condi¢co de analiticidade dos ¢'s, nas proximidades da criticalidade, a eq. (2.2.20) pode
ser expandida em uma série de Taylor

dR;

dg; lai=q;

¢ ~ Ri(q/,b) + (g; —q;), ou,
*

_dR

G—a~Tila—q) Ty=——~| (2.2.21)
QJ q;=4;

é assumido que a matriz 7', cujos elementos sdo dados por T;;, é ndo singular, i.e. det T' # 0.

Dito isso, a eq. de autos-valores™ pela esquerda de 7" é:
p
d ey =vel, m=1,...,p, (2.2.22)
i=1

o fator s,, é chamado de auto-valor do grupo de renormalizagdo.

IO contrario n3o é necessariamente verdade, os pontos fixos irrelevantes n3o caracterizam uma transicio de
fase.

**p autovalores reais e positivos. Essa hipdtese extra é necesséria, porque detT # 0 sd garante auto-valores
ndo nulos.
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Definicao:  As varidveis de escala sdo:

p
u(g,b=1)=Y_e'(q - q), (2.2.23)
i=1
ao ser realizado uma tranformacao de escala:
p p p
ug,b) = Y e —a) =Y e'Tylg —q)) =b"> el — q))
i=1 ij=1 j=1
= bu"(q,1), (2.2.24)

logo multiplos reescalamentos sdo equivalentes a um Unico reescalamento maior - como uma
operagdo de um grupo abeliano (ndo depende da ordem), dai o nome de grupo de renorma-
lizagdo (GR), onde o elemento identidade é o ndo-reescalamento (b = 1), mas ndo existe
inversa (o reescalamento sé aumenta a escala da rede). O GR ndo forma um grupo de ver-
dade, um termo melhor é semi-grupo (um “grupo” sem inversa), mas o nome histdrico sera
mantido. Se s,, > 0 o ponto fixo é relevante, se s,, < 0 é irrelevante e se s,, = 0 é dito

marginal.

2.2.3 Relacao entre o grupo de renormalizacao e a teoria das escalas

Suponha um modelo com p pardmetros extensivos. Sendo as varidveis de escala com-
binacBes lineares deles, pode-se reescrever a eq. (2.2.6) (apenas a parte singular) em termos

dos u's
Foing(u's oo uP) = b7 fong (b5, ... BPUP), (2.2.25)

realizando n vezes a mesma operacg3o os termos irrelevantes desaparecem’™ b™*iu’ < 1 (s; < 0)

e s6 ficam os relevantes (s; > 0). Suponha dois relevantes: u! =t = T%CT“ eu’=h= B;—fc
Fuing(t, B) = 7" fo (U™t 6" D), (2.2.26)
escolhendo n t.q. b~ =t,
h h
A _ d/se f — 4d/st
fsing(ts h) =t fsing <1, tsh/&) =t <tsh/a) : (2.2.27)

a parte singular da energia livre é uma funcdo homogénea generalizada, a chamada hipdtese

de escala. O fato é suficiente para criar relacdes entre os indices criticos e os auto valores do

tTaqui esta a origem da universalidade. Todos os modelos que sé diferem por varidveis de escala irrelevantes
pertencem a mesma classe de universalidade.
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grupo de renormalizacdo. Por exemplo, a magnetizacdao a campo magnético nulo é:

afsin d_ Sh
m(h = 0,t) ~ == = =T (0) ~ [ (2.2.28)

ver tabela 2.1, ou seja:

g d=sn (2.2.29)

St

De forma analoga, é possivel determinar as outras relaces:

2 _
amo- L  _2md 5 s (2.2.30)

Sy 54 d— sy’

Ao conhecermos como as varidveis de escala mudam apds um reescalamento da rede (os s's)
os expoentes criticos sdo determinados. Devido a relacdo com os expoentes criticos, a partir
deste ponto os auto valores s's serao chamados de indices criticos. Ao eliminar s; e s; nas egs.
algumas das relagdes (2.1.5)-(2.1.6) s3o recuperadas, portanto o Grupo de Renormalizagdo
fornece uma demonstracdo tedrica da teoria de escala que por sua vez deriva as relacdes entre
os expoentes criticos. A relagdo entre os outros dois expoentes criticos (1) e §) e os indices

criticos (s; e sp,) é explorada na segdo 2.3.4.

2.3 Relacao entre sistemas na rede e teorias de campos

2.3.1 Limite termodinamico - do discreto para o continuo

Considere uma rede unidimensional de 2N + 1 osciladores harmdnicos acoplados, todos
com a mesma massa m e ligados por molas com constante elastica k. O espacamento natural

(sem interagdo) entre as massas é a. Se a interagdo s6 ocorre entre vizinhos, a Lagrangiana

do modelo é:
N m k
_ 12 2
L = nZEN <§¢n - 5 ((anrl - (bn) ) ) (2-3-1)
N 2
o P Pni1— On m
_ ri2 P 1 ¥n S ka = 2.3.2
n§_Na 2¢n 2( - ) , —=m ka=p, (23.2)

caso a escala natural a da rede seja muito pequena em relagdo a escala em que observamos
o sistema e o nimero de osciladores seja muito grande, N > 1, o chamado /imite continuo
pode ser tomado: N — o0, a — 0, com o produto Na fixo. A densidade de massa p

- s - N [e’¢)
e “escala de forca” p entre os osciladores também permanecem fixas, > "y a — [°. dx e
— 00
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ntifn 9, ¢(x). No limite continuo a Lagrangiana torna-se

L (2 1o\ (98N [p

e o funcional a¢do é dado por:

S = /dxodxﬁz /d2x£, (2.3.4)

uma teoria de campo legitima. O exemplo acima serve para ilustrar que em certas condi¢bes
é possivel descrever sistemas discretos - com um ntimero finito de graus de liberdade - através
de sistemas continuos - infinitos graus de liberdade. Exatamente isso ocorre nos sistemas

estatisticos na rede quando passamos para o limite termodindmico.

2.3.2 Teoria de campo do modelo de Ising e generalidades

E possivel mostrar (29) que no limite termodindmico o modelo de Ising, a campo magnético

nulo, pode ser descrito pela seguinte teoria de campo:
Z = N/Dqﬁes, S =pH (2.3.5)
1 -
s = [ (3007 + u + 06"+ 0. (236)

onde S é a acdo euclidiana do modelo. Termos de ordem superior, O(¢°), ndo s3o importantes
nas vizinhangas do ponto critico - nosso interesse. O termo g, é sempre positivo, portanto o
potencial de auto interacdo do campo ¢ pode ter duas formas distintas, uma com um tnico
minimo - go > 0 - outra com dois minimos - g, < 0 (ver figura 2.3.2). A mudanca na forma

da interagao caracteriza a transicao de fase de segunda ordem - ordenada para a desordenada

T-T:

7. . Sem o campo magnético o

- € go deve ser proporcional a temperatura adimensional t =
potencial é par, é mantida a simetria Z,, por outro lado as solu¢des de vacuo no caso g < 0
(sdo dois vacuos degenerados) ndo sdo invariantes sob essa simetria. Um caso tipico de quebra

espontanea de simetria.
Para outras teorias na rede, o limite termodindmico deve levar a uma teoria de campo com a
acao:

S = /ddxﬁ (%,gﬁ;gi) :/dda: %(%)MZgi((p)i : (2.3.7)

i>2
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Figura 2.7-Forma do potencial da a¢do (2.3.6), g4 > 0. (a) g2 > 0, (b) g2 < 0.

o termo g; sempre pode ser tomado a zero subtraindo uma constante em L junto de uma
pequena redefinicdo no campo e nos acoplamentos. Como a rede é hiperctbica, no limite
termodindmico a teoria de campo € invariante sob rotagdes e transla¢des - grupo SO(d) x Ty,
caso o sistema estatistico tenha outras simetrias elas também sdo refletidas na teoria de
campo. Por exemplo, como ja foi mencionado anteriormente, no Ising a campo nulo existe
uma simetria discreta de reflexdo dos “spins”, tal simetria é refletida na teoria de campo que
s6 depende de ¢?, logo possui uma simetria Z5: ¢ — —.

Jad que a ag¢do S é adimensional (A = 1), é possivel determinar a dimensdo do campo ¢
e de cada acoplamento g;. Analisando o termo cinético, a dimensao do campo escalar é
[¢] = a'~%/?, que uma vez conhecida fixa a dimensdo de qualquer acoplamento g;, i = 1,2,. . .,
como [g;] = a%, §; = M — 4. O dnico acoplamento cuja dimens3o independe de d é g, (o
termo “massivo” ), [go] = a~2. Também ¢ interessante notar que, para i > 2, sempre existe
uma dimensdo d aonde um dos acoplamentos ¢; é adimensional (§; = 0), por exemplo para
d =4, q4 é adimensional.

O acoplamento g; da teoria de campo é claramente proporcional ao parametro adimensional
T-T.

¢; da teoria na rede. Para o Ising g, < %, onde t = £=1=. Em geral

gi < a’q;. (2.3.8)

Nas proximidades do ponto critico, a escala da rede a é muito menor que o comprimento
de correlacdo &, logo somos naturalmente levados a descrever a transicdo de fase em ter-
mos de quantidades continuas, i.e. como uma teoria de campo. Outro fator importante nas
proximidades do ponto critico é invocar a hipétese de Kadanoff para impor uma invariancia
de reescalamentos sobre a eq. (2.3.7). Ao analisar o termo cinético apés a transformagdo

a — a' = ba, ou melhor x — 2/ = bx, tem-se

('), (2.3.9)
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o mesmo raciocinio deve ser estendido aos termos de interagdo. Devido ao fato de ¢; — ¢ =
b%q;, a invaridncia da eq. (2.3.8), nas proximidades da criticalidade, implica em —¢; = s;
(indice critico). A teoria de campo associada ao modelo na rede fornece os indices criticos da
teoria. De acordo com a denominagdo definida no fim da se¢do 2.2.2, para §; < 0 (s; > 0)
o acoplamento é relevante e para ¢; > 0 (s; < 0) ele é irrelevante. J& foi mostrado que na
teoria definida na rede os acoplamentos irrelevantes sdo descartados pois desaparecem apds
um numero grande de reescalamentos. Na teoria de campo o mesmo ocorre, ao aproximar
a rede por um continuum, é assumido que sua separacao a é muito pequena em relacdo as
escalas observadas (£ > a), logo pela eq. (2.3.8) todo g;, para d; > 0, é desprezivel e apenas
os acoplamentos relevantes sdo importantes. Novamente a conclusdo é de que modelos que
diferem por acoplamentos irrelevantes pertencem a mesma classe de universalidade.

Voltando ao exemplo do modelo de Ising, fica-se com s; = 2, s, = % e sg, =4—d. No
casode d = 4: s, = 2, s, = 3 e s,, = 0; os expoentes criticos sao exatamente os mesmos
da teoria de campo médio (ver egs. (2.2.29)-(2.2.30)). O resultado é geral, num modelo cujo
o acoplamento de maior indice € gq,,, se d = d..;; = % os indices criticos sao 0os mesmos
da teoria de campo médiott. Ja se d < d,.; existem termos relevantes e fortes flutuacdes

ocorrem, o campo médio ndo fornece mais bons resultados.

No caso de d > d..;;, os expoentes criticos previstos fornecem quantidades menos singu-
lares do que a aproximagao de campo médio, e eles podem ser interpretados como correcoes

subleading da teoria de campo médio predominante.

2.3.3 Funcao beta

Nas proximidades do ponto fixo a teoria na rede pode ser considerada continua, assim
como seus reescalamentos, i.e. b = €', [ > 0 e ao fazer [ — 6l, transfomac3o infinitesimal,
somos levados a b ~ 1 + dl . E possivel aplicar essa abordagem a teoria geral do grupo de

renormalizacao

¢ = Ri({q},0) = Ri({q},b=1) + 5[%, (2.3.10)
=4
onde
a e 5 = —6i({q}) (2.3.11)

Hno caso do Ising, m =4 e deris = 4.
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que é a funcdo beta relacionada a esse parametro. A principal caracteristica da funcdo beta é
que seus zeros caracterizam um ponto fixo (¢, = ¢;).
A relacdo entre a funcdo beta (uma propriedade fora do ponto critico) com quantidades

definidas no ponto critico é dada ao lembrarmos da matriz 7', cujos autovalores definem os

s's e seus elementos sao 1j; = Cff;? , portanto
1 q:q*
Ti; = = — [ ®;({a}, 1) +015;({a}) | = dij +0l—| | (2.3.12)
dg; lg=q* dg; | ~~—— de q=q*

=g
agora defina

dp;
Yij = — 5

, 2.3.13
dq; la=q* ( )

e multiplique a eq. (2.3.12), pela esquerda, por ¢ (com soma no 7). Usando as egs. (2.2.22)
e (2.3.12)

e/ Tij = bel" = €' + dlsye’ = e + dlef"vi;
= € Vij = Sm€j, (2.3.14)

entao os s's sao autovalores da matriz . Invertendo a légica, em primeira aproximacao, a

funcdo beta nas proximidades de um ponto fixo é
Bi = —vij(qi —q;) + ..., (2.3.15)
em termo das varidveis de escala (os u's), a matriz v é diagonal e fica-se com
Bim —siui+.... (2.3.16)

Essa primeira aproximagdo (s; # 0) sé indica se o ponto fixo é relevante ou irrelevante. O
estudo da teoria do campo associada ao ponto critico (como ¢* ¢ ligado ao Ising) é essencial

para um refinamento maior, mas ainda perturbativo, da funcao beta.

2.3.4 Transformacoes de escala para a funcao de correlacao e a
equacoes de Callan-Symanzik

A funcdo de correlacdo numa teoria onde uma fonte externa g; = h se acopla linearmente

ao campo ¢, pode ser escrita como

82
7. 0)=—————1InZ 2.3.1
G, 2) Oh(1)0h(2) By (23.17)
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ao ser feito um reescalamento préximo ao ponto critico e usando o fato da funcdo de particao

ser invariante, fica-se com

8? , 8?

7‘2]

b
o campo externo muda-se a forma como ele interage com os spins. Uma andlise ingénua

o lado esquerdo é simplesmente G(=;b°*t), mas o lado direito ndo é trivial porque ao mudar

baseada em andlise dimensional leva ao resultado
T’. .
G (?J bet) = 0XG (ry5: t), (2.3.19)
nao verificado nos exemplos. A relacdo correta é:

G (%7 bstt) _ bQ(d—sh)G(rij; t), (2320)

1.e. existe uma ‘“correcao”, ou anomalia, na dimensao do espaco.

Para justificar essa expressio comecemos com uma hipdtese de escala do tipo:

G(rig) = F(a;90) ' G(ro; 9o), (2.3.21)
Fla;g0) = 1 (2.3.22)

onde pequenas mudancgas de notacdo foram feitas para tornar o resultado mais geral: b = ¢/,
ri; = ali —j| — ro, r = e7'rg, t — g — agora g representa um conjunto de acoplamentos
reescalados e gq sao os originais. Passando o fator F para o lado esquerdo da eq. e derivando-o

com relacdo a [:

%G (r;9) +2Y ()G (r; g) = 0, (2.3.23)

V() = %lnf, (2.3.24)
integrando

G(rig) = e UG(ry; g0), (2.3.25)

/dl’Y(l’) = I'(]), (2.3.26)
o resultado final é:
G(r0;90) = e_QF(l)G(r; g), b= e, (2.3.27)

assumindo continuidade na fun¢do F e como, por definicao, F(ela;go)‘lzo = 1, para uma

transformagdo infinitesimal I'() ~ const.l. Ao comparar com (2.3.20), cosnt. = d — s,.
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Ao abrir a derivada na eq. (2.3.23) com 4 = —r2 —ﬁ(g)a% efazer Y ~ d—s;, = d+09,6(g),
tem-se
28902 4 2(0,8(0) +d) ) Glrig) =0 (2.3.28)
37“ 9 ag 9 g g) =Y, I

a famosa eq. de Callan-Symanzik (CS), (69) para a fung3o de correlagdo. Escolhendo b = £
em (2.3.20)

2 (d—sp)

Grij,t) =t = W (ryth/), (2.3.29)

para > a é esperado um decaimento exponencial, G(r;;,t) ~ e "i/¢ e como & ~ t¥ perto

do ponto critico, descobrimos a relacao

1
v=—. (2.3.30)
St
Escolhendo b = r;; em (2.3.20),
Grijt) = " Vo(trs), (2.3.31)

no ponto critico ¢ = 0 e a forma da fun¢io de correlagio é: G(ry;) ~ r~@=2+7 portanto
n=d+2—2s. (2.3.32)

As egs. (2.3.32) e (2.3.30) em conjunto com (2.2.30), (2.2.29), (2.2.30), (2.2.30) demons-
tram que todos os expoentes criticos sao determinados por s; e s,. Também repare que na
aproximacao do campo médio s; = 2, logo n = 0 se d = 4.

Uma forma alternativa de derivar a eq. (2.3.30) é comegar da transformagdo do comprimento

de correlacao

£(g) = bé(q), (2.3.33)
tomando b ~ 1 + 41,
¢~ (1460 (5 - 5553%5) , ou (2.3.34)
%,
<1 - ﬁa—g) &(g) =0, (2.3.35)

a eq. de CS para o comprimento de correlacdo. Bem préximo ao ponto critico 3 &~ —s;g,

(1 + stg%) E=0=¢~ o~ (2.3.36)
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A parte singular da energia livre também obedece a uma lei de escala, a eq. (2.2.6),

fsing(g) - bidfsing(g/)a (2337)

logo existe uma eq. de CS para ela, dada por:
(d+ﬁ( )=— )fsmg( )= (2.3.38)

nas proximidades do ponto critico fornece f, ~ t%, resultado ja conhecido.

As egs. de CS (2.3.28), (2.3.35) e (2.3.38) sdo de extrema importdncia, uma vez que em
geral o caminho inverso é tomado. Nao conhecemos as leis de escala, porém hda métodos,
perturbativos ou n3o, para determinar a fungdo [3(g) e atrave$ das egs. de CS a fun¢do de

correlacao, o comprimento de correlacao e a parte singular da energia livre sao determinados.

2.3.5 Funcao de correlacao: massa do campo e o comprimento de
correlacao

Um modelo estatistico nas proximidades do ponto critico é descrito por uma teoria de

campo. Vamos verificar que a aproximacao “quadratica”, i.e.

S = /ddr ((%)2 + %2¢2) (2.3.39)

é suficiente para determinar relacido entre o termo “massivo” do campo e o comprimento de

correlacio. E bem sabido (31) que a funcio de dois pontos (ou de correlagio)
G (&, 7y) /D¢¢ T)e™S, (2.3.40)
é igual ao propagador (de Feynmann euclidiano)
GO(r = |Z) — By|) = A(r); (=% +m>)A(r) = 64(r), (2.3.41)
cujo resultado &8

A(r) o« ot (mr), (2.3.42)

rd-

no limite mr > 1, o propagador vai a zero devido a forma assintética

A(r) ~e ™, (2.3.43)

88K, () é a fungdo de Bessel modificada de segundo tipo. Sua definigdo e algumas propriedades esto listadas
no apéndice A.
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isso implica na relagdo £ = % No ponto critico, £ — 0o <+ m? = 0, i.e., uma transicdo de

fase de segunda ordem sé pode ocorrer no limite de massa nula (£ diverge). No limite em

questdo forma de A(r) torna-se mais simples

1
rd—2’

A(r) o« (2.3.44)

1.e. 7 = 0, um resultado decepcionante. Muitos sistemas fisicos possuem 77 # 0, logo existe
uma falha na descricdo de um sistema estatistico como uma teoria de campo. O problema estd
no fato de usarmos uma teoria de campo classica quando a descricao certa deve ser quantica.

Por que quantica?

2.3.6 Mecanica estatistica e teoria de campo quantica euclidiana

Na secdo anterior foi visto que a teoria de campo associada a um modelo estatistico fornece
n = 0 (chamamos de resultado cldssico), mas n3o é isso que ocorre experimentalmente. Qual
origem do erro? O problema estd no classico, mesmo o modelo na rede ndo sendo quantica,
para a teoria de campo dela fornecer os expoentes criticos corretos ela deve ser quantizada, ou
seja, existe uma relacdo estreita entre mecanica estatistica e teorias quanticas. As integrais de
caminho de Feynman (68) elucidam o fato. Por questdes didaticas nossa andlise serd restrita
ao ambito da mecéanica quantica unidimensional - o resultado final é facilmente estendido para

as teorias de campos quanticos.

A probabilidade de uma particula quantica ser encontrada no tempo ¢t = At na posicao
x = xy, sendo que no instante ¢ = 0 ela estava na posicao x = z;, € dada pela norma

quadratica da quantidade abaixo, chamada de nicleo¥",

K(xg, At 2,0) = (o, the) = oyl e ay) (2.3.45)
ao fazer um rotacdo de Wick no tempo % — —i% = —if,
K(z¢, —ifh; x;,0) = (x| e P lz;) = Z e B (nlz;) (wfn) (2.3.46)

n

onde foi assumido um espectro discreto para o Hamiltoniano e a relacdo de completude
Y. In)}n| =1 — (n|n) = 1 foi usada. O dltimo passo é tomar z; = x; = x (probabili-

dade de voltar para o mesmo lugar) e integrar em z:

/de(a:, —ifh;x,0) = Z e PEn = 7. (2.3.47)

Tdo inglés kernel.
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L
KT

h

Aty com At sendo o periodo euclidiano do

a funcao de particdo se 3 = ou seja, kT =
sistema.
No caso de H = % + V(z), o formalismo de Feynmann para as integrais de caminho diz que

o nicleo pode ser escrito da seguinte forma (68)

m,Q_

, At
K(z', Al,z,0) = N/Da:e%s,sz/ dt (533 V(:p)), (2.3.48)
0
N—-1

Dx = Hda:i, T =x;exy =af., N — o0.
i=1

perceba que xy = x; ndo é integrado. Substuindo essa eq. em (2.3.47)
N o0
Z = N}I{Dxeﬁs’f, %Dx:H/ dz;, 71 = xy, (2.3.49)
=1/ =0

Sy = /O’w din <% <CZ—Z)2 + V(x(tE))> , (2.3.50)

conclui-se que uma teoria quantica com tempo euclidiano e condicdes de contorno periddicas
(periodo Aty = %) descreve uma teoria estatistica. O mesmo procedimento pode ser feito no
caso de uma teoria de campo relativistica quantica em d—1 dimensdes espaciais e concluir-se-a
que ela descreve (apds uma rotagdo de Wick) um modelo estatistico (cldssico) em d dimensdes

espaciais.
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CAPITULO 3

Teorias conformes

No capitulo anterior foi visto que préximo a um ponto critico o comprimento de correlecdo
de um sistema estatisitico fica muito maior do que o pardmetro da rede. Em tal regime o sis-
tema pode ser bem descrito por uma teoria de campos. Quando a rede, assumida hipercibica,
torna-se um continuum a teoria de campos resultante € invariante sob translacoes e rotacoes.
Exatamente no ponto critico, onde o comprimento de correlacdo diverge, o sistema ganha uma

simetria adicional, a invaridncia sob reescalamentos (dilata¢des)
/
' — px,p >0, (3.0.1)

e, consequentemente, a teoria de campos correspondente também terd essa simetria devido
ao fato do termo “massivo” (inverso do comprimento de correlagdo) desaparecer. Para a
afirmacdo ser verdadeira, de acordo com nossos estudos prévios*, o campo deve sofrer uma
transformac3do de reescalamento:

(d—-2)

¢ —p Lo, A= 5

(3.0.2)

O objetivo deste capitulo é estudar as teorias de campos com simetrias de rotac¢des, translacdes
e dilatacBes - as famosas teorias de campos conformes (27-29, 31, 35) - e mostrar que além
de descrever o ponto critico é possivel formular uma teoria de perturbacdes ao redor da teoria

conforme para obter informacdes fora da criticalidade.

3.1 Simetrias conformes em d dimensodes (d > 2)

As rotacoes e translacoes

at — Abx¥ + at, (3.1.1)

*na secdo 3.1.5 o assunto serd revisitado.
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onde A € SO(d—1,1) (para a assinatura lorentziana) ou SO(d) (para a assinatura euclidiana),

sao as transformacoes mais gerais que deixam o elemento de linha
d32 — guydx“dx”7 Juv = M OU Gy = 5MV7 (3]_2)

invariante. Ao ser acrescentado a simetria de dilatacdo, é claro que a quantidade acima ird se
reescalar, i.e. numa transformacdo conforme o elemento de linha n3o é invariante, porém sua
transformacao ndo é arbitraria e pode ser formulada de forma precisa.

Por definicdo, uma transformacdo de coordenadas conforme x — 2z’ é um mapeamento
continuo e invertivel que deixa a métrica invariante a menos de uma fun¢ao multiplicativa

- chamada fator de Weyl, i.e.

9 (7)) = Q)G (3.1.3)

A principal propriedade desta transformacdo é preservar o angulo entre dois vetores

14 14
9 v B 9 v

Vuior \/gaguauﬂgpgvl’v".

Uma transformac&o infinitesimal (arbitraria) de coordenadas © — 2’/ = = + € cria a seguinte

(3.1.4)

cos(u,v) =

variagdo na métrica:

oz Oz
G (') = O @gaﬁ(ﬂf)a
0w = —Due, — Dye, = —0u6, — Oy, + 217, 6, (3.1.5)

onde D, = € a derivada covariante usual e I'},, é o simbolo de Christoffel. Nos restringindo
aos espacos planos com assinatura euclidiana ou lorentziana', i.e. Guv — O OU 1), fica-se

com:
0gu = —0u€, — Oye,. (3.1.6)
Ao realizar a transformagdo infinitesimal em (3.1.3) e comparando com a equagdo acima:
09w = (Q—1) g = —0u€, — Op€,, (3.1.7)
tomando o traco

Q) =1 - Zd., (3.1.8)

Thio serd feita distincdo entre os dois casos durante os célculos. A assinatura para o espaco de Minkowski
adotada é: (—,+,...,+).



3.1 Simetrias conformes em d dimensées (d > 2) 57

que é a forma infinitesimal de 2. Substituindo a eq. (3.1.8) em (3.1.7):

2

Oue, + Ove, = pi

(0.€) g, (3.1.9)

cujas solugdes (31), dadas por
€ =y + AT, + W, + 0,27 — 2(b.7)7, ; W = —Wi, (3.1.10)

vélidas para d > 2,*. Elas fornecem todas as possiveis transformacdes infinitesimais de coor-

denadas conformes.

Interpretacdo dos parametros:
O ndmero de pardmetros independentes é: d + 1 + @ +d=1(d+2)(d+1). Exemplo:
se d = 4, temos 15 parametros arbitrarios.
As transformagdes infinitesimais sdo interpretadas como: a, é uma translagdo, Az, é uma

dilatagdo (reescalamento) e w,,, =" uma rota¢do. Suas versdes globais sdo:

= at+a (3.1.11)
ot = et (3.1.12)
"= ANa” s Ay =0+ we + OW?), W = —w,,. (3.1.13)

A transformac3o relacionada ao pardmetro b, (termos de O(2%)) merece uma ateng3o especial.
Sua versdo global é a famosa transformacio conforme especial, definida como:

ot + bHtg?

yn —
1+ 2b.x + b2x2

(3.1.14)
Tomando b* infinitesimal:
PPt = = - 2(ba)at + O>b?),

o resultado desejado. A transformacao conforme especial é uma composicao de trés trans-

formacdes: uma inversdo, uma translacdo e outra inversio, onde a transformacao de inversao

é definida como z/* = Z;:
2
R PN L PR VR P P
2 (z)2
=" = 2O+ b = o
@Ol ) G ) (b
aH 4 bha?

14 2b.x + b2x2’

o caso d = 2 é muito particular e interessante, mas ndo é assunto desta tese.
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A transformagdo conforme especial deixa o angulo entre dois vetores invariante. Para verificar a
afirmagdo bastar mostrar que a inversdo possui tal propriedade (é evidente que uma translagcdo

global n3o altera dngulos):

I 1 oy I I
L, out v oty w1 uty, e
cosé (W' = —;0' = — | = = — = = cos&(ut; o).
U U vV 1202 uve /1 vV ulv?
u2v?

Por fim, é possivel mostrar, via calculo explicito, que sucessivas transformacdes com a eq.

(3.1.14) formam um grupo.

No inicio do capitulo foi dito que uma transformacdo de coordenadas deveria ser continua
e com inversa (Unica), mas, dependendo de b, é possivel que o denominador da eq. (3.1.14)
seja nulo num certo ponto z* = z*. Logo, a imagem do ponto z* é o infinito, que nao
pertence ao espaco (seja ele E? ou M,). A solugdo é “adicionar” a borda (o infinito) ao
espaco. O procedimento é feito via a famosa compactificacdo conforme e possui uma relacio

intima com o principio holografico.

3.1.1 Funcoes invariantes as transformacoes conformes

Aqui teremos uma idéia de como as simetrias conformes restringem as possiveis fungdes
que aparecem na teoria. Uma funcdo invariante as translacdes e rotacoes s6 pode depender

da distancia entre um par de pontos: |Z; — Z;|. Para também ser invariante a uma dilatagdo
tem que depender de razdes entre distancias, i.e.: %

A transformagdo especial conforme (3.1.14) leva a:

2
2 T

T 142 + b2x2’

com isso

7' =y = ‘xv_j‘, Yo =1+ 2b.x + b2, (3.1.15)
z y

Uma func3o invariante a todas essas quatro classes de transformacdes deve depender de quatro

pontos da seguinte forma:

X12X34  T12T34
f($171727173,$4) = F ( s s xij = |T; — l’j (3116)
X13T24  T23T41
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3.1.2 Grupo conforme

A forma mais simples de se determinar os geradores de uma algebra de um grupo de
simetrias € associd-los a operadores diferenciais que atuam nas transformacoes de coordenadas

da seguinte forma:

ot =" + 002",

(3.1.17)

t.q. 0 seja o parametro infinitesimal da transformacdo e O é um operador diferencial. Para
as transformacdes de translacoes, rotacdes, dilatacdo e conformes espaciais temos, respecti-

vamente:

5OAtran:L,u N 5Otran _ &Vay,
R A 1
0™t = w'x, — 60" = w0, = iw’”’(x,,ap — ,0,),
SOzt = Mgt — 509 = AzP0,,

SOSPLr  — by — 2Pzt — 5OP — 1P (x23p _ prx”ﬁy) . (3.1.18)

Os geradores da &lgebra conforme (na representag¢do de operadores diferenciais) sdo definidos

como:
p,=—id,, L, =—-L,, =—i(x,0, —x,0,), D= —iz"0,, K, = —i (332@ — 295“95”&,) ,

onde P, gera as translagdes, L,, as rotagdes, D a dilatagdo e K, as conformes especiais. As

relacdes de comutacao entre os geradores fecham a seguinte dlgebra:

[Pu, )] = L, D] = [K,, K] = 0,
[Pu, D] = Py,
[Py, L] —9pv Py + 9upbo,
(K, P, 2L, + 29, D, (3.1.19)
D, K, = Ky,
[Lyws K] Iy = Gop S,
[Lyws Lpo] —9upLve = GuoLpp + GuoLvp + GupLlie,

no caso euclidiano (g, — 9,,) a élgebra é isomédrfica a so(d + 1,1), gerando o grupo
SO(d+1,1), ja para a assinatura lorentziana a dlgebra ¢ so(d, 2) que leva ao grupo SO(d, 2).
Como foi visto, o niimero de transformacdes independentes é £ (d +2)(d + 1) (mesmo niimero

de geradores do grupo SO(d + 1,1) e SO(d,2), dando uma ideia do isomorfismo).
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3.1.3 Leis de conservacao

Numa teoria de campos cldssicos definida pelo funcional acdo
S = /ddx,c, (3.1.20)

o tensor energia-momento (em um espaco(-tempo) curvo arbitrario) pode ser definido como

2 48
Ty=——————, (3.1.21)
Vgl og™
o sinal negativo na definicdo é apropriado para teorias com assinatura (—,+,...,+). No

caso euclidiano S é o Hamiltoniano e a interpretacdo ndo é a mesma. Sendo as translacdes e

rotacoes simetrias da teoria, consequentemente

9T, = 0, (3.1.22)
TMV = Tyu- (3123)

Porém uma teoria conforme estende o niimero de simetrias, ela deve ser invariante em relacao

as dilatacoes, entao:

5S = / d?xT,, 0" (Ax") = A / d’zT! =0, ou seja,
T = 0. (3.1.24)

Por dltimo, temos as transformacds conformes especiais:
68 = / d?zT,, 0" (2°b” — 2b.xa”) = 2 / A" (T ("0 — 2"V*) — baTh) = 0,

uma consequéncia direta do fato do sistema ser invariante as rotacdes e dilatacdes. Resumindo:
uma teoria de campos com simetrias conformes em um espago(-tempo) plano possuiu um
tensor energia-momento que obedece a lei de conservagdo (3.1.22), é simétrico e tem trago

nulo. Todas as correntes conservadas podem ser condensadas em:
. v
Ju=Tue, (3.1.25)

onde ¢ é solugdo da eq. (3.1.9). E trivial mostrar a conservagdo de j,: 9"j, = (0T}, )e” +
T,,0"¢” = 0+ 3T, (0"e” + 0”¢") = 1(9.)T = 0. E importante salientar que na derivacio
dessa lei de conservacdo utilizamos, além da eq. (3.1.9), as trés condi¢cdes sobre o tensor
energia momento - dadas pelas eqgs. (3.1.22), (3.1.23) e (3.1.24).
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A eq. (3.1.25) pode ser reescrita explicitando cada transformagdo conforme separadamente:

3= ey T TI0) T (3.1.26)
. v . wl/ v v _ wV v
jé;) = a,T": jéi)) = 7’) (xPTH — 2" TH) = TPM“'D

b, (226 — 22Px,) T" = b, K"

jé‘)\) = \r,T" = \D", jg)) =

Quando a assinatura é lorentziana, pode-se integrar a eq. J,j* = 0 num volume espacial V'

(tempo fixo)

/ d* 2, " = / dx0y7° + jz{ d2xnt =0, (3.1.27)
14 14 ov

onde foi usado o teorema de Gauss e 7n; € o vetor unitario ortogonal a cada ponto da superficie

OV. Quando V — R4-1 (todo o espaco) o termo de superficie se anula, levando a conservacdo

da carga Q:
d@
— =0
dx0 ’
0 = /ddlxjo Q0+ Qo+ O+ Qs (3.1.28)
onde

Q. = au/dd_leO" =aq,P",
Q. = Yon /dd_lxMOW = ﬂLW
2 2
Qr = A/ddlwo = \D (3.1.29)
@y = bu/dd_lxKO’“‘ = b, K"

E possivel mostrar que os colchetes de Poisson® de P*, L, D e K" fecham a mesma algebra

dada pela eq. (3.1.19), i.e. eles formam uma outra representacdo da &lgebra conforme.

8para calcular os colchetes de Poisson é necessario um exemplo explicito de uma teoria de campos classicos
com invaridncia conforme. Numa teoria com densidade lagrangiana £ = L(¢(z), d¢(x)), os colchetes sdo

—

determinados através da seguinte relacdo fundamental: {¢(&, 2°), %(gj’, YO) Hao—yo= 897 1(Z — 7).
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3.1.4 Campos quase-primarios

Os campos quase-primarios tensoriais, por definicdo, tém a propriedade de se transforma-

rem sob um mapeamento conforme como:

A
ox'|d [0z 0x'° ox" Ox?
po ... _ et af../ 1
(@) Oz (8xa 0P ) (ax/u o ) ¢ (@), (3.1.30)
ox’ a or’ q
Fri (det o ) ’

/ . ~ / e . ~ ~
onde A € a chamada dimens3o de ¢/~ e }%—Ix} é o Jacobiano da transformagdo. Para translagdes
e rotacdes nds temos

ox'

=L (3.1.31)

um tensor “usual” - covariante em relacdo as transformacoes de Poincaré. Para a dilatacdo e

as conformes especiais tém-se, respectivamente

oz’ d |07 1
—| = = —| = : 3.1.32
or| =" (=), oz (1+2b.z + b2x2)d ( )
A relacdo entre o Jacobiano e o fator de Weyl é
ox’'
| = 3.1.33
ax Y ( )
que pode ser facilmente verificada na forma infinitesimal: @ — 2’ = x4+ ¢, |25 ~ 1+ d.c e
Q~1—20.c (ver eq. (3.1.8)).
3.1.5 Teoria de campos com simetrias conformes
Tenha a seguinte acao para um campo quase-primario escalar:
1
S = /dda: (—iauqsa% — V(¢)) , (3.1.34)

V = Z gn®".

Como o Jacobiano das translacoes e rotagoes é igual a unidade, a teoria escrita acima ja é
automaticamente invariante a essas transformagdes (€ relativistica). E necessdrio encontrar a
condicao para ela ser invariante a dilatacao, um raciocinio analogo ao feito na secido 2.3.2,

entretanto agora a teoria estd no ponto critico e ndo préxima a ele. A transformacdo r —
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o =pr (| =p?), ¢ — ¢ = p2¢ leva a:
S =— / dia'p=@ <%p2A+23M/¢/8“/¢, + Z gnp”A(qs’)") =9, (3.1.35)
o primeiro termo determina a dimensdo cldssica do campo: Ay, = %(d —2). O dnico n
possivel é n = 24 Portanto
S = /dda: <—%aﬂ¢aﬂ¢ — g¢2d/(d2)) . d+#£2, (3.1.36)

é uma teoria de campos conformes se ¢ se transforma de acordo com a eq. (3.1.30). O pro-
cedimento pode ser estendido para modelos com campos vetoriais e spinoriais. Um potencial
quadratico (termo massivo) nunca é invariante a dilatagdes para qualquer dimensdo, i.e. uma
teoria conforme nunca é massiva. Foi usada a notacdo A, ao invésde A, pois A = Aga+. ..,
onde ... é uma correcdo que sé aparece quando a teoria é quantizada. E exatamente 0 mesmo
problema que aparece na funcao de Green cldssica que possui assintético da forma Td%g le-
vando a uma dimensao andémala nula, 7.e. n = 0, algo que nem sempre é verdade. Na préxima
secdo a relacdo entre a suposta correcdo quéntica (...) e a dimensdo anémala ficard clara,

pois vamos derivar funcdes de Green exatas para qualquer teoria conforme.

3.2 Teoria de campos conformes quanticos em d dimensoes

A quantizagcdo canbnica de uma teoria de campos consiste em promover 0os campos a
operadores (¢(x)* —: ¢(x)* :)¥ que atuam num espaco de Hilbert (com um estado minimo
(vacuo) bem definido).

O estado de vacuo da teoria |0) - assumido como Unico - € invariante sob as transformagdes

conformes, i.e
Q0)=0, Q@={F,D, Ly, K.}, (3.2.1)

onde os operadores acima sdo as versdes quanticas das funcdes dadas pela eq. (3.1.29).

A funcdo de n-pontos, dada por:

Gr (@, wn) =010 (21) - B (20) [0) =< @0 (21) - 5 (20) >, (3.2.2)

iAn

.. é o produto de Wick. Para facilitar a notacio nio vamos colocar “"" sobre os operadores.
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deve ser covariante sob a transformagdo (3.1.30), no sentido de

S [ OxP oz o
(89{;’0‘ . ) (8:1:“ . ) GS (w1, .., 1,).(3.2.3)

ox!
Gh (T1,...,1,) = a_xi

A
& |0z,

P

3.2.1 Campo escalar

Uma grande vantagem das teorias conformes é que o seu grande nimero de simetrias fixa
completamente a forma das fungoes de dois e trés pontos para campos escalares. Vamos ver

Ccomo isso acontece.
Ay Ag
a =

0y Gla1, 2). (3.2.4)

&cl

/
ox},

G(l‘l, 1’2) = ax
2

rotacoes e translacées implicam em
G(x1,2) = G(|w1 — 22]),
e a dilatacdo:
G(|lzy = ma]) = PTG (play — o), (3.2.5)

ou seja

C 1,82
G(l’l,l’g) = AnA

o |x1 — x2|A1+A2’

Ca,.n, é uma constante.

Por Ultimo, as transformacdes conforme especiais levam a:

ox’ 1 5 o
F :W;vzl%—%.x%—bx, (3.2.6)
e consequentemente
A A (A1+49)
NN ’(%'1 T\0xyF Cayn, 1 Cayn,(m72) ™ 2
|£L‘1 _ x2|A1+A2 c%l 61‘2 |l‘,1 _ $,2|A1+A2 ,ylAl,yzAz |£L‘1 _ x2|A1+A2 ’

:>A1 :AQ.

O resultado final da funcdo de dois pontos entre campos quase primarios para qualquer teoria

conforme é:

A se A=Ay =A
< $1(w1) o) >= { e FC ST 22 (3.2.7)
0 se Al # AQ
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A simetria conforme n3o fixa a constante Ca.

Ja foi visto que no ponto critico a fun¢do de Green tem a forma assintdtica ~ ﬁ compa-
rando com o resultado das teorias conformes temos: A = %(d — 2+ 1), deixando claro que a
dita correcdo quantica anunciada na se¢do anterior (os ... de A =A ¢, +... = 1(d—2)+...),

é proporcional a dimensdo andmala. De forma mais exata ... = 1.

Agora a funcao de trés pontos. As simetrias de translacGes e rotagcdes implicam em

< O1(x1)P2(w2)P3(ws) >= f(x12, 213, T23), Ti5 = |15 — 7], (3.2.8)

ja a dilatagdo (2" = pat):

f(212, 213, T23) = PA1+A2+A3f(Pl’127p$1370$23) (3.2.9)
C
= f([L‘lg,ZL‘lg,ZL'Qg) %, (3210)
L12T713T23
a+b+c = Al "‘AQ —I—Ag, 0123 = const. (3211)

Por fim, a simetria com relacdo a transformacdo conforme especial

1 T T T
f(96127$13>$23) = f( 2 = = )

AR\ Y2 s /2
1 a b <
= A A, As ((’71’72)2 (173)? (’72’73)2> f(212, 213, 723)
Y1 V2 s
=2A1—a—-b = 0; 20 —a—c=0; 203 —b—c=0, (3.2.12)

condi¢Bes suficientes para determinar completamente a,b e ¢ (em termos dos A's): a =
A+ Ay — Az, b=A1 — Ay + As, ¢ = —A1 + Ay + Asz. As simetrias conformes fixam a

forma da funcdo de trés pontos como

Cios
< O1(21)92(22)03(23) >= 78,8 A A, 1A A LTALTAS (3.2.13)
Lo T3 To3

onde ()93 = const = constante de estrutura.

A mesma ldgica pode ser repetida para a funcdo de quatro pontos e a quantidada

4
H;,;i@i*AfHA/?, A=3"A, (3.2.14)

ij
i<j i=1

é encontrada, mas, ao contrario dos casos anteriores, o fator que multiplica essa funcdo nio é

necessariamente constante, porque ja mostramos (veja a secdo 3.1.1) que com quatro pontos

é possivel ter uma funcdo invariante as transformacdes conformes. O maximo que as simetrias
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conformes podem dizer sobre a funcdo de quatro pontos é que ela possui a forma

< O1(w1)P2(x2)P3(w3)Pa(24) >= F <x12x34 x12x34) Hxi_j(AHAjHAﬂ, (3.2.15)

b
X13T24 T23T41 i<j

com a funcdo F' arbitraria. Apenas em certas teorias bidimensionais é possivel determinar F

via simetrias conformes.

3.2.2 Funcoes de dois pontos para vetores e o tensor energia mo-
mento

No caso de um campo quase-primario vetorial, ¢y, a eq. (3.2.3) fornece a relagdo

A
o |

8951

dxly | & Oxh dxy
a:é ‘ 8.75’110‘ &C;G (), 2),(3.2.16)
2

< P, (1) PR, (22) >= Gy p, (71, 72) =

a ldgica utilizada para o campo escalar ndo muda e as simetrias de rotacGes, translacdes e

dilatacdo implicam que se A; # A, a fungdo de dois pontos é zero e se A = Ay = A

[My(l'lg)

2A )

(3.2.17)
5P

G (x1,22)

a diferenca estd na quantidade /" - um tensor de rank dois para transformacdes de Lorentz
e invariante a dilatagOes. Para garantir a simetria xy < x9, I" = ["", i.e. ele é simétrico
nos indices de Lorentz. As dnicas quantidades a nossa disposicdo para construir I, (z12) € a

métrica g,,, e o vetor z',. A combinagdo mais geral possivel é:

no v 2 Hov
Thox T Trhox
v N v 12012 T2 apow 2 12212
"(213) = "+ (=2 +a) =572 = Z2o{ O nad, + a2,
T12 Lo

(3.2.18)

apds uma transformac3o conforme especial o primeiro termo (independente de a) muda por um
fator 71—172 que cancela com a contribuicao vetorial, exatamente o comportamento procurado,
ja o segundo destrdi tal propriedade. Portanto, as simetrias conformes fixam a = 0, e a funcao

de dois pontos é:

Iz
G (x1,35) = OAi(Q‘Zm), (3.2.19)
T3
2 mo v
" (21) = %afaglnﬁQ:gW—zfo”, (3.2.20)
Lo

C'A é uma constante arbitrdria.

O mesmo se aplica a fun¢do de correlagcdo do produto de dois tensores energia-momento

GIPo =< T (1) T (1) >, (3.2.21)
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ela deve ser uma combinagdo de produtos de ¥ (z12) multiplicando o fator 2d (A = d pela
propria definicdo do tensor, ver eq. (3.1.21)). A combinacdo deve obedecer certas proprie-

dades: manter a simetria 7" = T"* e sua conservacdo, 0,7"" = 0. A dnica combina¢do

possivel é:
14 g CT V,po
<TH (.fL'l)Tp (.CL'Q) > = Wj‘u P (.1'12)7 (3222)
L12
1 1
T (w12), = 5 (1" (@) I (112) + 1 (212) I (w12)) — <0677,

Cr € uma constante.

3.2.3 Expansao do produto de operadores

Suponha que o produto de dois operadores (escalares para facilitar) possa ser expandido

em termos dos outros operadores da teoria, algo da forma

zyl 1 n

di(x1) b (22) Z Cin—1 = _xQ‘MA]__AL_na di(2), (3.2.23)
l,n=0

o termo |x; — x5|+) é importante para que ambos os lados sejam compativeis ao ser realizado

um reescalamento 2’ = px. Sendo a eq. verdadeira n3o é dificil determinar os coeficientes da

expressdo através do uso das fungdes de dois e trés pontos (egs. (3.2.7) e (3.2.13)). Aplique

nos dois lados da eq. o campo ¢, () no ponto x = 0 e tome o valor no vacuo

< ¢z<xl)¢J($2 ¢k Z Cz]l Z]l 1 hin < an¢l($2)¢k(0) >, (3224)

1,n=0 n! [

faca 25 — 1. No lado direito, através de (3.2.7), temos

< 0" i(x2)Px(0) > et 5lkCAk(—1)n%, (3.2.25)
e no esquerdo, via eq. (3.2.13)
< 6i(a)65()u(0) >= e (3:2.26)
(w1 — 1)RitB =Bt ZITEx
Com os resultados parciais acima mais a relagao
1 1 i(—l)“r(Ai +Aj — Ag+n) (1 —1)"

PATETE T (T (g — 1))A AR T DA +4; -4y ol

n=0
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onde T'(z) é a funcdo gammall. N3o & dificil concluir que:

Cijk
ik = s 3.2.27
Con = G- (3:227)
o = DBt 8y — A +n)l(24)) (3.2.28)

A EPO de dois campos quase-primarios é

¢Z(xl>¢j(x2) = Zk7 n=0 CAk (xl_m2)A]f+Aj—Ak—n ngAk‘l’;l)F(gi‘l’)Aj(*Ai; %a ¢k($2)(3229)

onde Cjj;, € Ca, sao os coeficientes das fungdes de trés e dois pontos, respectivamente.

3.3 Identidades de Ward e anomalias conformes

A forma especifica das correntes conservadas conformes em termos do tensor energia-
momento, eq. (3.1.26), indica a importancia dos coeficientes Cr, A, B e C das fung¢des de
dois e trés pontos de 7}, (ver eq. (3.2.22) e o apéndice B) na descri¢do e classifica¢do das
distintas CF'T},s,"*. E necessario estabelecer as eventuais relacOes entre eles e suas restricoes,

impostas pelas condi¢ces de unitariedade, causalidade e positividade dos fluxos de energia.

3.3.1 Campos livres

Dado um conjunto de ng campos escalares sem massa, ¢*(x), a = 1,....ng, com di-
mensdo conforme Ay = (D —2)/2. As correspondentes fungdes de 2-pontos (ver eq. (3.2.7))

podem ser normalizadas como:

. ) B 5ab 0 B 27TD/2
< ¢%(x)¢"(0) >= a_ 2)QD,1(:U2)¥’ D-1 = T(D/2)’

(3.3.1)

ao tomar em conta a famosa identidade para o propagador em D-dimensdes (D é par):

DW = —(D —2)Qp_16"(z). (3.3.2)

A forma explicita do correspondente 7}, “melhorado” ft:

ns

- y D —
Ty = Z : {3u¢aau¢a - %ap¢aap¢a - 4(D7—21) (00 — Ny B) (ba(ba} 5o (333)

a=1

lIsua definicdo e algumas propriedades sio encontradas no apéndice A.

**a notacdo D = d — 1 é usada nas secdes 3.3, 3.4 e apéndices B e C para indicar a dimens3o da teoria
conforme.

tfi.e. com T/ﬁ‘ =0, on-shell.
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junto com as regras de Wick sdo suficientes para a dedu¢do do fator Cr (eq. (3.2.22)) neste
exemplo (39, 44):

Dn

3.3.2 Identidades de Ward conformes

As singularidades nos produtos de dois operadores - campos - Sa(x) em dois (ou mais)

pontos coincidentes (ver eq. 3.2.29):

1
T%Z)A +..., (3.3.5)

estdo presentes em todas as teorias quanticas de campos locais (incluindo as CF'Tp's). Elas

SA(QIl)SA(l'Q) ~

sdo pdlos ou cortes nas correspondentes funcdes de n-pontos. O método para remediar o
problema consiste em interpretar tais “funcGes singulares” como distribuicbes, o que exige
a introdugdo de certas regularizacées (com ou sem escalas de massa) necessdrias para o
isolamento de partes finitas dos termos singularest. O principal efeito do procedimento de
regularizacdo nas EPQO’s envolvendo um ou mais tensores energia-momento sdo as chamadas

identidades de Ward (IW), veja por exemplo (44):

M < T (11)Tpo (29) Tap(3) >= (0,67 (212)) (21)Top(w3) > + (3.3.6)
(0,6" (213)) (w2)Top(w1) > +
{95 (07 (212) < T, (1) Toplas) >) + 0 < p}
{0a (67( )Tpo(22) >) + a0 — B}

po

(
(

< Ty
<Ty
ZL‘13) < Tﬂ,,(l‘l

O resultado demonstra que as leis de conservagdo “operatorial” 9*7),,(x) = 0, quando aplica-
das as correspondentes funcdes de correlacao regularizadas, sdo modificadas devido ao ganho
de “anomalias” (parte diretia da eq. (3.3.6)) vélidas somente nos pontos coincidentes z; = x5
e r1 = x3. A origem destes termos torna-se evidente ao ser considerado o limite 1 — 5 na

fungdo de trés tensores 7}, eq. (B.0.1), (42, 44):

Xr1—T ]-
< Tuu<x1)Tpa(x2)Taﬁ<x3) >1=" (%Q{W) Fpa,aﬂ<x23) + (v < p,0),

Fpgvag(l'gg) ~< Tpo‘(x2>Taﬁ(x3> > . (337)

Hum exemplo mais ilustrativo, (44) é apresentado em mais detalhes do método de regularizagdo e renorma-
lizacdo adotado é encontrado no apéndice C.
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As IW (3.3.6) refletem a propriedade das derivadas da distribuicio (1/(3:%2)(D_2)/2)Teg:

0,0 (1/(3y)P27%) ~ 016 (212), (3.3.8)

reg
obtidas da eq. (3.3.2).
Uma consequéncia mais importante de (3.3.6) nas CFTp's é a relagdo simples

Qp-

Cr = 2D(D +2)

(D+2)(D—1)A—2B—4(D +1)C), (3.3.9)

entre os coeficientes da funcdes de dois e trés pontos, apesar da complexidade da funcao de

trés pontos (B.0.1).

3.3.3 Anomalias conformes e cargas centrais

A implementagdo da condigdo T = 0 nas fun¢des de trés pontos regularizadas tem como

resultado certos termos anémalos, por exemplo, para D = 4, (41, 44)

7’]“” < TMV(ZL'l)TpU(I'Q)Ta@(ZL'g) >7‘eg: 2 (54($12) + (54(1‘13)) < Tpg($2)Taﬁ($3) > 4+

2Q3 [c(4) D5, o5(212, 213) + a(4) DS, 5(212, 213)] | (3.3.10)
onde
1 2
c(4) = — (94— B—10C) = —Cyp(D = 4), (3.3.11)
12 Qs
1
a(d) = = (13428 - 40C). (3.3.12)
Dzmaﬁ(xl% xlB) = eaa'y/iepﬁrz\ana)\(a'y54(x13)a7-54<3713>) +0 < p, (3313)
D/C)J,aﬁ(xuv 1’13) = 54(1’12)A;?7aﬁ(54(1'23), (3314)

1 1
Dpoap = 2 (SpaSos + SppSea) — gSpUSaﬁ? Spoe = 0p05 — Npe 0.

A presenca de termos que violam a condicao de traco nulo nos pontos 1 = x5 € x1 = 3,
indicam a quebra das simetrias conformes quantizadas nos pontos isolados no espaco M. As

identidades (3.3.10) s3o conhecidas como anomalias conformes (AC) ou anomalias de Weyl.

Os coeficientes ¢(4) e a(4) sdo universais, ndo dependem do método de regularizagdo
adotado, e sao chamados de cargas centrais da CFTy,%. Os valores de a e ¢ numa CFTp (D
par) possuem uma relagdo intima com: (1) o ndmero de graus de liberdade; (2) as possiveis
formas de “interacdes conformes”; (3) as eventuais (super)simetrias e simetrias internas do

tipo SU(N.). Um resultado fisico diretamente atrelado a carga central a é o efeito Casimir.

$8seguindo a tradicdo das teorias conformes em duas dimensdes (38).
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Para um campo escalar (sem massa) definido num cilindro de raio R, a energia de Casimir é,
(40, 70, 71):

a

E., =-— 3.1
s 360R>0’ (3.3.15)

i.e. a > 0. Outros valores conhecidos da carga a, como por exemplo (36, 39)
1
¢(N., D = 4) = Z(Nc2 —1)=a(N,, D =4), (3.3.16)

da teoria superconforme de Yang-Mills em quatro dimensdes com N = 4 e SU(N,) corroboram

com a condicao
a>0. (3.3.17)

Mais restricoes sobre os possiveis valores das cargas centrais a e ¢, relacionadas a positividade

dos fluxos de energia, sdo derivadas na secao 3.4.

3.4 Fluxos com energia positiva

Numa colisdo de entre duas particulas’f com energias altas, £ ~ p (c = 1), é produzida
uma certa quantidade de energia Fy. Assumindo que o processo seja descrito por uma C'F'Tp
com tensor energia-momento 7}, conhecido, é de nosso interesse calcular o fluxo de energia
em um infinitésimo de angulo sélido d2p_, na direcdo espacial n' = f’%

oo
E(n) = lim TD2/ dtT? (t, rn")n’, (3.4.1)

r—00
— 00

a colisdo ocorre no centro de um detetor de raio muito maior que a escala tipica da colissdo
e o intervalo de tempo do processo como um todo - incidéncia, espalhamento e medicdo das
particulas - é longo (no sentido de ser muito maior que o tempo efetivo da colisdo), por isso a
integracao é tomado ao longo de toda a reta real. Uma informacdo obtida de forma simples

através do método das teorias conformes quanticas é a fungdo de um ponto do operador £(n)
(13, 14):

< £(n) >¢= < nggn)Sq >
< 8¢Sq >

5= [ das(@)e @, gt = (£.9)

, (3.4.2)

99representadas pelos estados S(z1) |0) e S(x2) |0).
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realizada em termos de integrais (transformadas de Fourier) das fun¢des de dois e trés pontos:

< S(x)S(0) > e < S(z2)T" (21)S(0) > . (3.4.3)

Com a intengdo de investigar as novas restrices sobre as cargas centrais a e ¢ e 0s

coeficientes A, B e C, devido a imposicdo de um fluxo positivo de energia, i.e.
< &(n) >5 >0, (3.4.4)

vamos considerar o caso particular em que os estados “S,|0)" s3o criados por T%, i,j =
1,...,D—1.

Ao fixar 7 na direcdo z!

e usando as simetrias residuais de rotagdes, SO(D — 2), devemos
ser capazes de distinguir trés classes distintas de estados S, = €;7%, (7, 8). Elas sdo
caracterizadas pela escolha do tensor de polarizagdo ¢;; - projeces do spin na dire¢do 7i - que
podem formar estados com spin s = 0, 1 e 2 - respectivamente um escalar, vetor ou tensor com
respeito ao grupo SO(D — 2). Escolhas apropriadas das componentes n3o nulas do projetor
€ij Sao:
_ 9. T _ T _ 2 _ Trij

® tensor s = 2: €33 = €3, = 1. O estado é: [t), = €;;T7(q) [0).

o vetor s = 1: ¢}, = €5, = 1. O estado é: |v), = ¢/,T(q) [0).

e escalar s = 0: ¢? = Diag. (—(D —2),1,...,1), logo ¢; = 0. O estado é: |e), =

€T (g) 0).

A simetria SO(D —2) determina que a fungdo de um ponto (3.4.2) - razdo entre o valor médio
< e T7E(n)eT(q) > e a norma < €, 7%y Ty > - pode depender somente dos seguintes

invariantes:
e, (efjninj)(ekmknl), eheining. (3.4.5)
A combinagdo mais geral com simetria SO(D — 2) compativel com a energia total (Ej)
/ < E(n) >quij dQp_o = Ey, (346)

pode ser escrita como (7, 8, 13):

Ey niel.ekin 1
1+t m— - +
QD_Q 2 ( GZnEkn D -1

lein? 2
t4<€z ) | (3.4.7)

< S(H) >5ijTij =
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envolvendo dois parametros arbitrarios, t5 € 4.
As condi¢des para termos um fluxo de energia positiva (FEP) em cada um dos estados - tensor,

vetor e escalar - levam as trés desigualdades (7, 13):

E, 1 9
Et :< g(n) >tensor: @ (]_ - D — 1t2 - D2 — 1t4) Z O7 (348)
Eo D-3 P
E,=<& vetor= — | 1 ty — ty | >0, 3.4.9
< &) > QD_Q(+2(D—1)2 D2—14) (349)
E, D-3 D*-D-3
Eese = escalar— 1 lo — t >0, 4.1
ese =< S(n) > escal O ( + D1 2 D21 4) 0 (3 0)

elas sdo consequéncias de (3.4.7) aplicada a cada uma das trés polarizagdes possiveis. As
restricGes sobre os parametros t, e t4 podem ser visualizadas como pontos dentro do triangulo
formado pelos trés pontos Es.(ta,ts) = 0, Ey(te,t4) = 0 e Ei(ta,t4) = 0 no plano (ta,t4).
Em particular se ¢, = 0 (caso estudado no cap. 6), a condicdo de FEP impde que ¢, assuma

valores no intervalo:

D-1 D
— ) <ty < —. 4.
(D_B)_tQ_Q (3.4.11)

A prépria definicdo (3.4.2) com S — €;T% sugere que os parametros ty e t4 sdo fungdes
das constantes C'r, A, B e C. Na referéncia (7) E; e F, sdo calculados em termos dessas

constantes, o resultado é:

__E(D+1)  [(D*—4)A+2DB — 4ADC]
By = — QpoD [(D—-1)(D+2)A—-2B—4(D+1)C|’ (3.4.12)
g, — D@+ [(D*-4)A+ (3D - 2)5 - 8DC] (3.4.13)

Qp o [(D—=1)(D+2)A—2B—4(D+1)C]’

ao comparar com (3.4.8) e (3.4.9) é possivel escrever t, e t, em termos de A, B e C da fungdo

de trés pontos (B.0.1):

2(D+1)[(D?* - 1)A+3D?*B —4D(2D + 1)C]
D[(D—-1)(D+2A—-2B—-4(D+1)C] ~’
(D+1)[(D+2)(2D*—-3D — 3)A+2D*(D +2)B —4D(D + 1)(D + 2)C]

th = - DD —1)(D + 2)A 2B —4(D + 1)C] ’

(3.4.14)

logo as desigualdades (3.4.8)-(3.4.10) que limitam os possiveis valores de t; e t4 criam res-
tricdes sobre A, B e C, que por sua vez podem ser escritos em termos das cargas centrais a e
c. Portanto as condi¢cdes de FEP introduzem severas restricGes sobre as cargas centrais a e ¢
duma C'FTp. Por exemplo, no caso particular de t, = 0, 5 pode ser reescrito completamente

em termos da razdo a/c:

ty= 2 ) (1 - 9) , (3.4.15)



74 3 Teorias conformes

que junto com (3.4.11) implica em:

(3.4.16)

As consequéncias das condicdes de FEP na descricdo hologréfica de certas QFTp's duais
a gravitagdes em d = D + 1 dimensdes com o termo de Gauss-Bonnet (representam o caso

ty, = 0) ou as quase topoldgicas (caso com t, # 0) sdo estudadas nos capitulos 6 e 7.

3.5 Teorias conformes perturbadas

Suponha uma teoria de campos ndo conforme em d — 1 dimensdes, cuja a¢do (euclidiana)

S = S[lorr + gi/dd_lx@(:p), (3.5.1)

onde Scprr é a agdo duma teoria conforme - por exemplo a dada pela eq. (3.1.36) -, os termos
®; sdo campos quase primarios com dimensdes A; - fun¢des dos campos da teoria conforme
- e g; sao os acoplamentos responsdveis por quebrar as simetrias conformes. A funcdo de

particao do modelo é:

Z = / dpe ™ = / dpe 5CFT exp <—gi / dd_lxéi(:p))

= <:exp (—gi/dd_lx@i(x)) >OFT, (3.5.2)

nas proximidades de um ponto critico a hipétese de Kadanoff é vélida e a fun¢do de particao

kokok

deve ficar invariante™* a um reescalamento na rede: 2’ = bx, ®/(x) = b>i®;(2’). Portanto:

Z ~ Z' ou (3.5.3)

<:exp <—gi/dd1x®i(x)) >opr A <:exp <—gl’-/dd1x<b;(x)) >C0FT,
é possivel extrair informacdo, de forma perturbativa, acerca da funcdo beta, i.e. sobre como
o acoplamento ¢g; muda de acordo com a escala de comprimento/energia da teoria. Para isso,

vamos expandir os dois lados da eq. em poténcias de g; e comparar os termos lineares em

P (x), veja por exemplo (29). O lado esquerdo fica:

1
Zorr (1 — gi/ddlx < Qy(x) > +§gz~gj /ddlxl /ddll'g < Qi) P (2) >+ ) .

***a menos de uma constante multiplicativa ndo relevante para esta analise.
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Termo linear em g: Ao efetuar a troca & — 2’ = bx na varidvel de integragdo, fica-se com
gi/ddlx' < Dy(2)) >= gibdlA/ddlx < Dl(z) >, (3.5.4)

exatamente o termo linear do lado direito da eq. (3.5.3) ao identificarmos g, ~ b 1=2¢;,

sendo o reescalamento infinitesimal b = €% =~ 1 + §1, a eq. diferencial

dg; dgi _ .. Gi—Gi
T T A =

— Bi(g) = -

(3.5.5)

é encontrada, reproduzindo a aproximacdo linear (eq. (2.3.16)) discutida no capitulo anterior.
O grando mérito aqui é relacionar o indice critico com a dimens3o do campo ®;: s = d—1—A;.
A condigdo necessdria para o ponto critico ser relevante (s > 0), em termos da dimenséo da

perturbacdo é: A < d—1.

Termo quadratico em g: E possivel ir além da aproximacao linear, vamos analisar o termo
O(g?). A integral é divergente, mas esse problema é solucionado cortanto a integracdo na
escala natural da rede a, i.e. deve-se integrar apenas na regido |z12| > a, logo

%// dd_ll’ldd_ll’z < CI)Z(.’L’l)CI)j(.’L’z) >, (356)
|

2 z12|>a

novamente € feita a troca nas coordenadas de integragdo: z; — 7, = bx ~ (1 + d0l)x

% // dla d Ty, < @y(2) @ (ah) >=
|z12l>a

%bQ(d_l_A) // dd_ll'ldd_ll'g < @;(fﬂl)q);(lé) >+,
\x12\>a

D ppta=1-a) / / 'y d" < () () >,
2 a(1—8l)<|z12]<a

o primeiro termo reproduz o lado direito da eq. (3.5.3) e apenas confirma a eq. (3.5.5), ja
o segundo é mais interessante, ele fornece a corregdo quadratica a eq. (3.5.5). Nele vamos
substituir o termo ®;(z,)®’(72) pela EPO dada pela eq. (3.2.29). A integragdo se d4 numa

regido aonde |x12| é muito pequeno, por isso o termo que contribui na integracdo é a EPO
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mais divergente em 12 = 0, i.e. 0 termo n = 0 em (3.2.29)

D ppta=1-a) / / 'y d" < () () >,
a(1-dl)<|z12|<a

2
~ Cijk 9i9i j2(d—1-04) // ddflxldd71x2<: D} (w2) >
Ca, 2 a(1-8l)<|z12|<a 7122
Oi' Hor 1 _ @ _9_
= —]k%bz(d ! Ak)/dd 1.1’2 <: Cb;(l‘z) > le/ d‘$12”l’12|d 2 A,
Ca, 2 a(1-81)
Cijk 9i9j - -
— Jkgg]b2(d_1_A)Qd_1ad ! A’“(5l/ald Loy < @) (19) >,
Ca, 2
Ciir 9i9; _
— Cjk g2gj Qd_lad_l_A"’él/dd Loy < @) (1) 1> +O(617), (3.5.7)
Ag

@/2 N [ : ~ :
onde Q, = 27 - o angulo sélido em = dimensdes. Agregando o resultado acima ao da
T'(z/2)

aproximacao linear é encontrada a funcao beta até a aproximacdo quadratica:

dgk Qd—1 d—A Cz L
— =——x(d-1-A - 2.5, 3.5.8
Birlg) = —r = ( K9k — —5a T, 719 (3.5.8)
é evidente que g é um acoplamento com dimensdo [gx] = [a]~*"'=2). Com a redefinicio
g = %uk fica-se com o acoplamento adimensional u;, e a eq.
d Cy
— Bu) = S o (d— 1 — Ap)ug — 22, (3.5.9)
dl Ch,

ganha uma forma mais simples, sem dependéncia explicita na escala a da rede. O resultado
mostra a forca das simetrias conformes, apenas com o conhecimento no ponto critico (fun¢des
de dois e trés pontos na teoria conforme) é possivel determinar a fun¢do beta perturbativa-

mente.

3.5.1 Exemplos de fluxos com um acoplamento na aproximacao quadratica
e a funcao central a.

Cinn

Para um Unico acoplamento e as identificacbes: s = d — 1 — A e Capn = gt aeq.
(3.5.9) pode ser escrita da forma
du 9
— ﬁ(u) = m ~ Su — CAAAU , (3.5.10)

= —0ya(u) = =0, (aCFT — gvf + %u:") , (3.5.11)
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onde constante acpr € a carga central “a” da CFT (ver secdo 3.3) e a(u) é a funcdo central.

Na aproximacao:

8~ dyalu) = —a”;(”, ou
da(l) o
<, (3.5.12)

i.e. a fungdo carga central a(u) é monot6nica decrecente e, por contrugdo, reproduz a carga

central no ponto critico.

3.5.1.1 Fluxo entre dois pontos criticos

Se s > 0, o ponto fixo u = uyy = 0 é relevante, porém na aproximagdo (3.5.10) surge

um novo ponto fixo em u = upy = ﬁ Expandindo a funcdo beta ao redor do ponto ury

du

W ~~ —S(U—UI\/) +CAAA(U—Ujv)2, (3.5.13)

- 8w =

i.e. 0 ponto uyy possui indice critico —s < (0 - € irrelevante. A aproximacao quadratica
permite a possibilidade de um fluxo entre um ponto fixo relevante™ e um irrelevantet*. A

solucdo da funcdo beta na aproximacdo quadratica é:

es(lflo)
U(l) = U]Vil T es(l—lo)’ ou
1
Us, u — uyvy,
e =eous (ury — u)_% ~ . e (3.5.14)

(upy —uw)™s, u— upy

lp é a constante de integracao. No limite [ — —oco, u — uyy = 0 e para [ — +o0,

u — ury = 52—. As conclusdes se tornam mais claras quando, via eq. (2.3.35), a relagio®®
Cann
I

entre o comprimento de correlacdo e [ é lembrado: & ~ b = e~*. O ponto critico UV, por
definicdo, é a singularidade de &, portanto [ — —o0, enquanto o ponto IV é um zero de &
(I — o0).
O ponto fixo IV pode ser ficticio, um “defeito” da aproximacdo, por exemplo dada a funcdo
beta exata

du

—Blu)=—r=1-e", (3.5.15)

fTTtambém serd chamado de ponto ultravioleta (UV)

i também sera chamado de ponto infravermelho (V)

5830 mesmo raciocicio pode ser feito atraves de (2.3.38), i.e. f ~ e®.
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cujo Unico zero é o ponto u = (. Entretanto nas proximidades de u = 0 ela pode ser

aproximada por

d 2
—ﬁ(u):d—?%su—%uQ—i—..., (3.5.16)
e surge um segundo ponto critico (ficticio) em u = % Aqui estd o ponto central de um grande

problema da abordagem perturbativa, ndo é possivel saber se o segundo ponto fixo é real ou
simplesmente um “erro perturbativo” - como no exemplo anterior. E mesmo existindo esse
segundo ponto fixo, a eq. (3.5.9) sé descreve o fluxo correto caso ambos estejam préximos,
i.e. lury —upy| < 1. Um flagrante da limitagdo da aproximacao quadratica é que se o indice
critico do ponto UV é s, necessariamente o indice critico do ponto IV é —s. Em in(imeros

exemplos 0 mesmo nao é verdade e os dois indices criticos sao completamente independentes.

3.5.1.2 Fase massiva

Limitando-nos a semi-reta u > 0, s > 0 e ao caso Caan < 0. Na aproximacgdo quadratica
o Unico zero da fungdo ((u) é u = uyy = 0. A fungdo u = u(l) toma a forma:

es(l—lo)

1 — lCanal si—10)’
S

1
1 K 1
o — ey} <u+7) ,zcr:m_ln(i), (35.17)
S

|Cannl |Cannl

u(l) =

ou

definida no intervalo —oco < | < l... No limite [ — —o0 a solu¢ao reproduz o ponto fixo
uyy =0eem ] — [, u— oo. A aproximagao nao descreve bem a funcdo beta para valores
grandes de u, porém essa andlise serve ao menos para demonstrar a possibilidade de existir
um valor limite [ = ... Uma vez que £ ~ ¢!, o fato de existir um [, implica numa escala

er = % ~ elr - m é interpretado como a massa da teoria de campo, uma vez que a funcio

m

de correlagdo, na regido [ — [, terd o comportamento G(r) ~ e~™". Por isso a fase ¢ dita

massiva. Se % < 1, existe u t.q.

< u < 1 - apenas neste caso a fase massiva é
Canal ~

__ s
|Canal

. L - 1 ler A s s
descrita pela aproximag¢do quadrdtica, com -~ oc e (—|CAAA|> .

3.56.1.3 Transicao de fase de ordem infinita - ponto fixo marginal

O dltimo caso de interesse é s = 0, a eq. beta fica

du
— fu= a = —Canat?, (3.5.18)
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com solucao

1
) = —
W) = iy ™

el = eou, (3.5.19)

o ponto critico, chamado de marginal, u = 0 se comporta como um ponto UV quando
u— 0" (Il = —0o0), ja para u — 0" ele é um ponto critico irrelevante (I — +00). A grande
diferenca do ponto fixo marginal estd no fato das singularidades ou zeros das quantidades
estatisticas/termodindmicas no ponto critico ndo obedecerem a leis de poténcias, mas sim
singularidades (ou zeros) essenciais. Por exemplo, o comprimento de correlagdo possui o

comportamento

—1

E~el~ et (3.5.20)

Em todo caso que —(3 ox u" + ..., n > 2, o ponto critico (no caso u = 0) é dito marginal, a

escala como fun¢do do acoplamento é da forma

t
¢~ el ~exp <cu0ns ) : (3.5.21)

n—1

mais detalhes acerca do ponto fixo marginal s3o encontrados na secdo 5.5.2.4.



Resumo da primeira parte

No capitulo 2 foi introduzido o nosso principal objetivo de estudo - transicOes de fase de
segunda (e infinita) ordem. Elas ocorrem nos chamados pontos criticos, ou pontos fixos, e
uma de suas caracteristicas é a divergéncia do comprimento de correlacao - obedecendo a
uma lei de poténcias no caso de transicoes de segunda ordem ou uma singularidade essencial
para transicdes de ordem infinita. No mesmo capitulo é apresentada a hipétese de Kadanoff
- sistema torna-se invariante a dilatacdes no ponto critico, i.e. ele ndo possui escalas - um
reflexo do fato da divergéncia do comprimento de correlacdo. O passo seguinte foi definir a
funcdo beta para o estudo da dependéncia dos acoplamentos nos entornos do ponto critico
com relacdo a variagdo das escalas de comprimento/energia.

Como ja foi mencionado, no ponto critico o comprimento de correlacdo diverge e o sistema
fisico, definido numa rede isotrdpica, ndo possui nenhuma escala, por isso a rede pode ser
aproximada por um continuum culminando numa teoria de campos quanticos¥Y. Porém a
teoria de campos é muito especial, fora as simetrias de translagoes e rotacoes, herdadas da
rede isotrépica, ela deve ser invariante a dilatacdes - principal propriedade do ponto critico.
A teoria de campos conformes é a classe que atende a todas essas condicOes, portanto no
capitulo 3 elas sdo estudadas. Funcgdes de dois e trés pontos de teorias conformes sdo apre-
sentadas, junto com as cargas centrais a e ¢, que surgem devido as anomalias conformes, e
uma andlise de como a imposicdo de um fluxo de energia positivo limita os possiveis valores
dessas cargas centrais é feito.

No fim deste capitulo hd uma secdo sobre teorias conformes perturbadas (pC'F'T), i.e. o
sistema esta fora, mas ndo muito, do ponto fixo. E é demonstrado que com apenas o conhe-
cimento da teoria no ponto critico (teoria conforme) pode-se encontrar uma aproximagdo, em
torno do ponto fixo, da funcdo beta

O estudo das transi¢Ges de fase de segunda ordem através de pC'F'T foi amplamente desen-
volvido (11, 29, 84, 88), principalmente nos anos oitenta, e muito bem sucedido. A grande
limitacdo do método é sua origem perturbativa, ou seja, ele é limitado na andlise de fluxos
massivos e s6 descreve fluxos entre dois pontos fixos muito préximos. Devido aos avancgos
nos estudas da QCD no regime de acoplamento forte, a caréncia de uma formulagdo ndo
perturbativa no estudo dos fenémenos criticos tornou-se um grande desafio. Uma tentativa
de solu¢do promissora é a correspondéncia AdS/CFT, um exemplo da dualidade teorias de
calibre/gravitacdo. Nela é suposto que os graus de liberdade de uma teoria com gravitagdo em
um espaco-tempo de d dimensdes assintoticamente AdS ao serem mapeados em sua borda

(ou parte dela) descrevem, de forma n3o perturbativa, uma teoria de campos num espago de

9990 motivo da teoria ser quantica é discutido na secdo 2.3.6
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Minkowski (sem gravitagdo) em d — 1 dimensdes.
O assunto central do restante da tese é analisar o GR, de uma suposta pC'F'T;_1, gerado pela

correspondéncia AdS;/CFT,;_ ;. Um sério candidato a descrever funcdes beta's exatas.



PARTE 2:

Correspondéncia AdS/CFT
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CAPITULO 4

Espaco AdS e o principio holografico

Na primeira parte deste capitulo é apresentado o espaco de Anti-de-Sitter em d dimensdes
(AdS;), com assinatura lorentziana e euclidiana, cuja principal caracteristica é possuir cur-
vatura constante e negativa - o texto segue as notas de aula (72). Na segunda é mostrado
a relacdo entre espacos AdS, e teorias conformes em d — 1 dimensdes, a correspondéncia
AdS/CFT.

4.1 Espaco de Anti-de Sitter

4.1.1 Assinatura Minkowskiana

O espaco AdS,; pode ser definido como um hiperboldide imerso em um espaco de curvatura

nula em d + 1 dimensdes com assinatura (—, +,+,...,+, —)
(X0 + (X1 4 A (X2 — (X = -1, (4.1.1)
ds? = —(dX°)? + (dX")? + ...+ (dX")? — (dX7)?, (4.1.2)

a escala L? > 0 caracteriza completamente o espaco AdS,. A eq. (4.1.1) evidencia o grupo

d(d+1)

5— parametros arbitrdrios, portanto um espaco

de simetria do espago - SO(d — 1, 2) - com
de simetria maxima.
Ao eliminar X% na eq. (4.1.2) através do vinculo (4.1.1), fica-se com a métrica real do espaco
X, X,
ds® = N — K
L2 + 1 X1X"

) AX"dXY = g,,dX"dX". (4.1.3)

O escalar de Ricci (curvatura) da métrica acima é

d(d—1)

R= =",

(4.1.4)

constante e negativo - a maior caracteristica do espaco AdSy. No limite L? — oo, a curvatura
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tende a zero e o espago de Minkowski (M) é recuperado.
Toda parametrizagdo da eq. (4.1.1) é um sistema de coordenadas do espaco AdSy, alguns

cobrem toda a variedade outros parte, aqui sdo apresentados dois exemplos:
e Coordenadas Globais

O espaco AdS pode ser completamente parametrizado pelas coordenadas

st
sin +
X0 = [—L 415
cos U’ ( )
X' = Lo'tan¥, [=1,...,d—1, (4.1.6)
t
cos +
X L 417
cos U’ ( )
com(0 <V <Te
w' = cosf'; w?=sinf cosh ;.. .;
wl = sin#'. .. sin 0% 3 sin 9?2

0<P < 7 :p=12...d=3;0<0#"?<2n

dWh? =1,

a métrica final em termos das d coordenadas globais {U,¢,0%, i =1,...,d — 2} é
2 2 2 2 2 1.2 2
ds® = X (—dt* + L?dV? + L?sin \I’dQ(dJ)) . (4.1.8)
Pela parametrizacdao o tempo t é %”-periédico. O problema pode ser solucionado devido o

carater estatico do espaco AdSy (019, = 0 e gi; = 0), assim basta “desenrolar” a coordenada
t, i.e. devemos considerar t € R, “abrir” o hiperboldide (na literatura o processo é conhecido
como universal covering). A borda do espaco encontra-se, por defini¢cdo, no ponto ¥ = 0, onde
o fator conforme da métrica se anula, i.e ponto onde ds? diverge. A estrutura causal de AdSy
pode ser entendida através do estudo da métrica n3o fisica definida por ds* = U(z") cos® Wds?
(U(z") é qualquer funcdo regular e ndo nula em todos os pontos da variedade) que possui a
mesma estrutura causal de AdS; (ds? = ds* = 0), porém é bem definida na borda. A topologia
do espago ndo fisico é a de um “cilindro” infinito (na dire¢do do tempo “desenrolado”) com
raio L. Num corte t = const. ao fixarmos U tem-se uma esfera S92 de raio sin WL. A borda
do espaco ndo fisico é a “casca do cilindro” com topologia R ® S9~2. Repare que a borda é
definida a menos de um fator conforme, pois o préprio espaco nio fisico é definido a menos
de um fator conforme regular na borda (a funcdo U(V = 7/2;x%)). Por isso ela é chamada
de borda conforme.

Voltando para a questdao do tempo, o fato de o considerarmos na reta ndo muda seu carater
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periddico - refletido nas geodésicas, por exemplo as do tipo-luz nas coordenadas globais sao*:

t
fi = 3V + const., (4.1.9)

a solugdo com o de sinal + move-se em direcao a borda e a com sinal — vem da borda. Um
feixe de luz, do tipo ¢, ao sair da origem (¢ = 0, ¥ =0 ) chega a borda do espago (V — 7)
apés um tempo finito 7+ e a descricdo com a solugdo ¢, termina, a geodésica ¢, nao descreve
a trajetdria do feixe de luz para todo tempo, esse é um exemplo de horizonte de Cauchy. E
necessario impor que o feixe seja refletido na borda de volta para o interior do espaco e solucao
passa a ser t_. A ida e vinda do feixe de luz evidencia a periodicidade inerente ao espaco

AdS,.

e Coordenadas de Poincaré

As coordenadas globais de AdS,; sdo importantes para o entendimento pleno da geometria
do espaco - geodésicas, horizontes de Cauchy, etc. - porém elas ndo sdo as tnicas. Outro

conjunto de coordenadas, o mais importante para esta tese, é o de Poincaré, definido por:

1 .| % ]
X0 = Set L+%(L2+(xl)2—t2) : (4.1.10)
X = etz 1=1,...,d—2, (4.1.11)
d—1 " et 2 N2 | 42
X = oot L—T(L — @) +%)], (4.1.12)
X4 = ett, (4.1.13)
ds* = dy® + etnydaida? i,j=0,...,d—2, (4.1.14)

com y,t, 2" € Z. A desigualdade X° — X% ! = Lez > 0 demonstra a limitagio do sistema
de coordenadas. Apenas a regido X? > X9~! metade de AdS,; é mapeada. Uma das razdes
da eq. (4.1.14) ser essencial no desenvolvimento da tese é que ela é a forma assintética
das solu¢des de Paredes de Dominio (PD) desenvolvidas ao longo de todo o texto. Cada
hipersuperficie y = const. representa um espaco M, | cujas coordenadas fisicas sao: xjcis =

Yy . . m "
etx’, ou seja, espacos M, | resultantes de diferentes “cortes” em y possuem coordenadas
Y1—-Y2

Y . . Z . Z -

fisicas relacionadas por um reescalamento: %, ; = e T'y;5 - De forma equivalente, pode-
- < ; TN (o L

se concluir que a transformacdo (y,z') — (y + yo,e L 2') deixa a métrica de Poincaré

invariante, i.e. € uma isometria de AdS;. Uma outra forma de escrever (4.1.14) é através da

*essas sdo geodésicas radiais nulas, i.e. os dngulos s3o fixos, mas n3o hd perda de generalidade devido as
simetrias de AdSy.
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_y
troca z = Le L

_dZ? 4 ndatda?
= 3

ds?

: (4.1.15)

a isometria comentada anteriormente se torna um simples reescalamento total (z,z%) —
(pz, px'), p = e 7. Tal propriedade é a base fundamental para a construcdo da corres-
pondéncia AdSy/CFTy,. No limite 2 — 0 (y — o), o fator conforme 22, na métrica
(4.1.15), torna-se nulo (o elemento de linha diverge), caracterizando a borda do espago (parte
da borda, uma vez que as coordenadas ndo sdo globais). J4 no limite z — oo (y — —o0) hd
uma hipersuperficie nula (ds®> = 0), o horizonte de Cauchy' que marca o fim da descricio das

coordenadas de Poincaré.

4.1.2 Assinatura Euclidiana: espaco hiperbdlico

O espago AdS, euclidiano, ou simplesmente o espaco hiperbélico em d dimensdes (H¢),

consiste na continuagdo analitica X¢ — i X% nas egs. (4.1.1) e (4.1.2)

(X2 (XY (X2 = 1% XO> L (4.1.16)
ds® = —(dX")? + (dX1)? + ... + (dXE)2 (4.1.17)

O vinculo (4.1.16) representa um hiperboloide imerso num espago de Minkowski (d+1)-
dimensional. Assumir X, > L é importante, pois hd um segundo hiperboloide, desconec-

tado do primeiro, em X° < L. Ainda de acordo com (4.1.16), o grupo de simetria de H¢

¢ SO(d, 1), novamente com 2% pardmetros. A troca formal X¢ — iX{ induz a troca

t — itg no conjunto de egs. (4.1.10)-(4.1.14), e a métrica de Poincaré na versdo euclidiana

torna-se:

dz? + 6;jdx'da?
= ,z=¢e

2

e

ds?

(4.1.18)

a restricio X > X1 é automaticamente satisfeita, portanto a métrica acima cobre toda a

d(d—1)
L2

variedade de H?. A curvatura aindaé R = — , constante e negativa. No limite L? — oo,
o espaco H? reproduz o espaco euclidiano (E£?). Para z — 0 o fator conforme 22 — 0 e o
elemento de linha ds? diverge, caracterizando a borda do espaco. Por outro lado em z — oo
o elemento de linha se anula e temos um ponto*. Uma questdo importante é saber onde se

encontra esse ponto. Para responder de forma mais clara a questdo é melhor trabalharmos

fa partir deste ponto todas as vezes em que aparecer a palavra horizonte no texto, entenda horizonte de
Cauchy.

fcomo a assinatura da métrica é euclidiana ds®> = 0 é um ponto, n3o ha superficies nulas.
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com um outro sistema de coordenadas (que também nos serd (til), o “esférico simétrico”,

4.1.22

definido por:
X% = Lcoshr, (4.1.19)
X' = Luw'sinhr, (4.1.20)
X% = Lwsinhr, (4.1.21)
(4.1.22)

ds* = IL? (dr2 + sinh? rdQZ_l) ,

(r,t,0") sdo coordenadas adimensionais globais com ¢t € R e r > 0. Supondo que o ponto
r = 0 corresponda ao ponto (2/, %) nas coordenadas de Poincaré e r seja (z,Z). Entdo r, em
termos de (z, 2'; 7, ¥) é:

o 227
coshr 22+ 22+ (7 —¢)%

(4.1.23)

Na métrica (4.1.22) é evidente que a borda se encontra no limite 7 — oco. O lado esquerdo
de (4.1.23) assume o comportamento: 2¢~" — 0. No lado direito, o mesmo comportamento
ocorre para z = 0 ou z — oo. Ou seja, o ponto z — oo faz parte da borda. O resultado
fica em maior evidéncia quando é percebido, via métrica (4.1.22), que a borda conforme de
H? é a esfera S?! e nas coordenadas de Poincaré z = 0 é apenas um plano, é necessério

acrescentar um ponto (z — 00) para ser possivel compactificar o plano numa esfera.

4.1.3 Espaco de Anti-de-Sitter como solucao de vacuo na gravitacao
com constante cosmoldgica negativa

Suponha o modelo definido pelo seguinte funcional ag3o:

R
S = /ddx\/ |g‘; _'_Smat; (4124)

onde k% ~ Gy (constante de Newton em d dimensdes) e S,,,; € a parte relacionada a matéria.

O exemplo utilizado nesta tese é:

Simat = —/dda: 9] eé‘uoa“a + V(a)) . (4.1.25)

A solugdo de vicuo do modelo, por definicao, é o0 = o* = const, t.q. ¢* seja um extremo
do pontencial (V’(c*) = 0). A contribui¢do do termo de matéria na solugdo de vécuo é dada

apenas por V(o*) = —i—é‘ (A é a constante cosmoldgica). A agdo do modelo no vécuo fica:

1
Svac = = /dda: lg] (R** — 2A), (4.1.26)

K2
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cuja eq. do movimento é:

vac 1 vac
R — ég#,,R = —Agu, (4.1.27)
ao tirar o traco da eq. é encontrado:
2d
R" = ——A 4.1.28

caso A < 0 (V(0*) < 0) a solugio de vécuo é dada pelo espaco AdS,; (ou H?, dependendo
da assinatura da métrica), com a identificagdo:

(d-1)d-2)

Al =
Al 512

(4.1.29)

4.2 Funcao de Green do escalar no espaco H,

A funcio de Green® de um campo escalar massivo é (76, 77)

(0, —m?) G(Z,7) = M, 0= ﬁaﬂ(\/@@). (4.2.1)

Vgl Vgl

O uso da métrica (4.1.22) surge como uma Stima op¢do para resolver a eq. diferencial acima
devido ao fato do espaco H,; ser homogéneo e isotrépico, portanto toda geodésica que passa
pela origem do sistema de coordenadas € radial, i.e. com angulos fixos e a distancia geodésica

s

é [ds = Lr. Sem perda de generalidade podemos escolher 7/ = 0 e fixar os angulos 0° = 3

(equador). A funcdo de correlacdo torna-se a fung¢do de r:
(92 + (d — 1) cothrd, — L*m*) G(r) =0, r #0. (4.2.2)

As condicdes de contorno sdo: r — oo, G(r) — =" para alguma constante C' > 0 e no
assintético r — 0, G(r) ~ — (como um espago E7).

Com o ansatz

(4.2.3)

Sou funcdo de correlacio, ou ainda propagador.
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é encontrada a eq. diferencial:

(U(l—v)%—l—(c—(a+b—l—1)v)c%—ab) F(v) =0,

A _
a=—, b:A+1, c—A—u,
2 2 2
A? — (d—1)A — L*m* =0 ou

1 —1)2

A solucdo geral é dada em termos de funcdes hipergeométricas?:

AL A 1 -3
G(“):C+UAT+2F1 (TJF, +2+ ;A+—n2 §U)+

& A_+1 n—B'U)
2 ) b

9 7A7_
2 2

NG RIE ) ( (4.2.5)

Cy sdo constantes. No limite r — 0 (v — 1) ambas as solugdes apresentam o mesmo

comportamento ~ —5. J4 para r — oo (v — 0), fica-se com
T

Ay
2

A
G)mCiv2 +C v2 ~C2%e ™ 0 2% e 2" =0, (4.2.6)

para evitar um comportamento oscilatdrio no assintético € necessario Ay € R, i.e.

(d—1)°

272
L > —
m YR

(4.2.7)

chamada de condi¢do de Breitenlohner e Freedman (BF) (26). No caso de AdSy, a condi¢do
BF fornece o limite minimo para uma particula, cuja massa ao quadrado é m?, ser causall. A

condicdo BF n3o esgota as restricdes sobre G(r). Caso m*L? > (), necessariamente A_ < 0

(d—1)?

e a condi¢do de contorno forca a escolha C_ = 0. Na regido ——5~ < m? < 0, ambas

solucdes fornecem assintdticos corretos e nao hd razio para descartar alguma.

4.3 Correspondéncia AdS/CFT

Ao longo desta secdo sido apresentados dois argumentos a favor da correspondéncia
AdS/CFT: 1) a relagdo entre as isometrias de AdS; (H?) e as transformagdes confor-
mes duma C'F'T; 1; 2) o caculo explicito da funcdo de dois e trés pontos de um operador
escalar e a funcdo de dois pontos do tensor energia-momento (identificando a carga central)

de uma C'FT,_, através duma teoria de campo num background H¢.

Tho apéndice A est3o listadas as principais propriedades da fun¢do hipergeométrica.
(d=1)*
ar?

Ineste sentido, particulas com — < m? < 0 ndo sdo tachyons em AdS,.
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A versdo euclidiana de AdSy serd usada, pois além de termos interesse em modelos estatisticos

tal escolha evita dificuldades técnicas.

4.3.1 Isometrias de AdS,; (H4) nas coordenadas de Poincaré

Vamos encontrar as transformacdes infinitesimais

z— 2 =248 (4.3.1)
ot — 2 =1+ & (4.3.2)

tais que a métrica (4.1.15) fique invariante. O conjunto {{*; u = z,i} que gera as trans-

formagoes isométricas é formado pelos vetores de Killing, solu¢des da eq.
0u&y + 0,8, = 28,17, (4.3.3)

Dada a métrica (4.1.15), os simbolos de Christoffel ndo nulos s3o:

1 Nii 5
[“ =—-,T% =22 Tt =—-2, 43.4
zz 27 1J 5 gz 5 ( 3 )
Comecemos com o ansatz:
(£,¢) = (:G(z,2), (2 2)), ou (4.3.5)
L? _ _ :
(&,&) = = (2G(z,2),8.(2,2)) , & =0 (4.3.6)
Substituindo em (4.3.3) encontramos que G = G(x) e a eq. diferencial:
0i&; + ;€ = 2G ()5, (4.3.7)

exatamente a de uma transformagdo conforme num espacgo plano em (d — 1)-dimensdes. A
diferenca crucial estd no fato de &; ser funcdo nio sé de ' mas também de z. A solucio das

isometrias, para d — 1 # 2, é:

2 —z2 = 0z2=2(A—-2(b.x)), (4.3.8)
' —at = brt=d" + 0+ Wi + A’ 0 — 2(ba)a (4.3.9)
d(d+1)

cujo nimero de pardmetros (= ) € o mesmo duma teoria conforme num espago plano

2
em d — 1 dimensoes, algo esperado ja que possuem o mesmo grupo de simetrias*™, porém as

isometrias de AdS,; (H?) sdo bem diferentes das trasnformacdes conformes de uma CFT,_;.

**SO(D,2) para a assinatura Lorentziana e SO(D + 1, 1) para a Euclidiana.
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Uma unica excecao é encontrada quando elas sdo estendidas até a borda z =0

5z = 0, (4.3.10)
or' = a' +wiad + '+ ba? - 2(ba)al, (4.3.11)

aqui a correspondéncia ¢ exata. O resultado n3o é de grande alarde, como ja foi mencionado
na secdo 4.1.2, a “borda” dum espaco abertot n3o é determinada de forma univoca, uma vez
que sua métrica é definida a menos de um fator conforme, i.c.

52

0 (2) 2

ds®|.—0 = dspppge = Q2 (7)1, dt dz” (4.3.12)

ent3o se existe alguma teoria (de campo) definida na “borda” de qualquer espaco, ela deve ser
invariante a uma transformag3o conforme. Em particular, no caso AdS; (H?) nas coordenadas

de Poincaré, a teoria "vive" num espaco plano (sem gravita¢do), devida a forma de (4.3.12).

4.3.2 Campos escalares no espaco H?. Definicao das condicdes de
contorno.

As solucGes aproximativas de um conjunto de campos escalares massivos num background
H? sob condicdes de contorno especificas sdo apresentadas através seus propagadores livres
desenvolvidos em duas representagdes: 1) representacdo de momentos (da transformada de
Fourier) - atil mais adiante para estudar as flutuagdes nas solugdes de Paredes de Dominio;
2) representacdo de coordenadas - muito mais pratica para derivar as fun¢des de dois e trés
pontos de uma C'F'T;_; via principio holografico, ver secao 4.3.3.1.
Tenha um conjunto de N campos escalares interagindo entre si via um potencial em um
espaco H? acoplados a fontes externas J4(x), A=1,..., N. Nas proximidades de um vécuo
(extremo do potencial), é possivel diagonalizar o termo quadrético e o funcional ac3o é escrito

como:
1 1
Sl =~ [ da'V/Igl (39" 0ua000a — Ja()on + i +
bapcPadpdc + .. ) (4.3.13)

desprezando termos O(bapc), as eqs. do movimento para os campos sdo dadas por:

tTlogo ndo possui uma borda real, apenas o conceito de borda conforme.
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4.3.2.1 Propagador borda-interior na representacao dos momentos

Escolhemos trabalhar com as coordenadas de Poincaré, eq. (4.1.18). Na auséncia de
fontes externas (Ja(x) = 0), (4.3.14) fica:

(202 — (D — 1)20. + 2269 0,0; — L*m%) ¢a(z,7) = 0. (4.3.15)
Pela simetria SO(d — 1) x T;_1 da métrica existe a separagdo de variadveis
da(2, ) = fy.a(2)eP, (4.3.16)
levando a seguinte eq. diferencial ordindria de segunda ordem para f,
(1?05 — (D = 1)pd, — p* — L*m%) fpa(p) =0, p=pz, p=|pl. (4.3.17)

A solucdo geral é dada em termos de funcdes de Bessel modificadas’

D

foa(z) = (p2)? [Aa(p) Kou (p2) + Ba(p)Lua(p2)], (4.3.18)

d—1)2 d—1 d—1

(4.3.19)

Agora serdo impostas as condicGes de contorno. E desejado que ¢ tenda a zero na borda do
espaco - de acordo com a discussdo no fim da secdo 4.1.2 a borda de H? é o plano z = 0

acrescido do ponto z — oo. Comecemos com o comportamento em z — o0:

e’ ef
K, (p) x —, I,,(p) X —, p — 00, 4.3.20

a condigdo de contorno sé € satisfeita se B4(p) = 0. Para z — 0 temos o assintético

['(—v4)

Ky, (p2) & 277 T(va)(p2) ™ (14 0((02)) + —o

(p2)"* (1 + O((p2)?)) ,(4.3.21)

vy ¢ N. Quando v, € N o resultado muda - aparecem termos logaritmicos’™. A forma
assintdtica de f,(z) é (va ¢ N):

fraz) ~ Aa(p) (2”A1r<m><pz>%“<1 +0((p2)) + () 5 a1+ 0<<pz>2>>)

AA(p)Q”Ale(VA)pAézAé — 0,

Q

onde foram usadas a definicdo de v4, a igualdade At + A% = D e o fato de At > A% A

solucio homogénea satisfaz a condicdo de contorno se A4 > 0, assumido como verdade a

Hno apéndice A estdo listadas as principais propriedades das funcdes de Bessel.

880 leitor interessado pode consultar (76) para ver os detalhes deste caso particular.

(4.3.22)
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partir deste ponto. Tal condicao, como ja foi mostrado, restringe o valor da massa do campo

a regiao _(d—41)2 < m34L* < 0. A solugio geral da eq. homogénea é dada pela transformada
de Fourier
. d"p @=1) o
orz®) = [ G T ) (4329
~ 2AN0(E), A >0, 2 — 0, (4.3.24)

para alguma funcdo ¢% (7). No limite 2 — oo, ¢ (2, T) vai a zero muito rapidamente (expo-
nencialmente) tornando-se irrelevante em todos os célculos.

A funcio ¢ (&) é muito importante para os nossos propésitos. E interessante eliminar o fator
A4(p) naeq. (4.3.23) em favor dela. Uma é basicamente a transformada de Fourier da outra,

mais especificamente:

_ 1 d. 10 (= —ip&
Aa(p) = Ty /d v’y (T)e” P (4.3.25)
substituindo na eq. (4.3.23)

b2 T) = ¢4 (2, ) = / PyK a7, 265D, (4.3.26)

- a [ d7p (p2) 7.5
Ka(7,9, 2) :ZA/(QW)dl QVA—lr(VA)KVA(pZ)ep'( 7

Y

(4.3.27)

o niicleo K 4(Z,,z) é o famoso propagador borda-interior’ associado ao campo ¢, na
representacdo dos momentos, pois uma vez conhecida a forma assintética (na borda) do
campo, i.e. ¢%(Z), é possivel descrever o mesmo em todo o interior. Para z — 0 (4.3.27),

com a ajuda de (4.3.28), torna-se:

KA(Z. 7, 2) ~ 222 AP g _ Adsdl(=_ o
A@ g 2) ~ 2 | a5 =z (& —9), (4.3.28)

corroborando com (4.3.24).
4.3.2.2 Propagador borda-interior na representacao de coordenadas

Vamos supor que seja possivel escrever a solucdo da eq. (4.3.14) da seguinte forma:
oa(2.) = [ A KAEF AN + [ ' GuE 5 I, (8329)

o primeiro termo do lado direito é solucdo da eq. homogénea com K 4 e ¢% sendo os mesmos

de (4.3.26) e (4.3.27). O segundo é a solugdo da eq. ndo-homogénea, logo G4 é a fungdo

Mdo inglés bulk to boundary
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de Green (4.2.5) escrita nas coordenadas de Poincaré via relagdo (4.1.23) - ou o propagador

borda-borda. As densidades K 4(Z,1;2) e Ga(Z,1; 2, 2') satisfazem as egs.

(—O+ m3)Ka(Z, 3 2) = 0, (4.3.30)
(7 = §)o(z — &)

Vol

O préposito desta secdo é derivar a expressao de K 4 no espaco das coordenadas. Como a

(—O+m%)Ga(Z, 2, 2') = (4.3.31)

regido de interesse é A_ > 0 (—% < u? < 0), entdo a priori ndo podemos descartar
nenhuma das solu¢cdes de (4.2.5), ambas satisfazem as condi¢des de contorno ja discutidas
para G 4.

Vamos apresentar argumentos para fixar C_ = 0 em (4.2.5) e criar uma relagdo entre os dois
propagadores. Iniciamos com a invocacdo da primeira identidade de Green. Dados ¢ e ¢

quaisquer num espacgo arbitrario em d dimensoes:
/ d'z'\/|g| [¢ (=B +m?) o —p (-0 +m?) y] = —/ d'z'\/]g] (¥0p — pOy)
v 1%
= - / ddx/ V ‘g|vu (g#’/ (T?VVSO — vauw)) = - /8 ddilx/ V |g‘n# (g,ul/ (T?VVSO — vauw)) .
1%

v

Ao fixar o espaco como H?, as quantidades ¢ = G4 e 1) = ¢4 e o volume V como todo o
espaco (GA’av = 0 - condigdo de contorno de Dirichlet satisfeita pela eq. (4.2.5)); a primeira

identidade de Green toma a forma:

/ 3d—1 2 2 d—1 LPA1 2
/dZ Ay gl [0 (O +m?) Ga— Ga (-0 +m%) ¢] = —/d Y ﬁfbAaz'GA ;
z'—0

usando as egs. (4.3.14) e (4.3.31) no lado esquerdo da igualdade e a forma assintética de ¢
no lado direito (eq. (4.3.24)) chega-se a forma final

Ga(z, ) = =L lim [ d*ye A20.GA(E, §: 2, €) 9% (7) +/d2'dd_1yGA(f, ¥z 2) a2, 9).
Comparando com a eq. (4.3.29), K, é determinado em termos de G4

KA(Z, 7 2) = =L 2 lim e 27220, G A(Z, 7 2, €). (4.3.32)

e—0

2
I ! N _ 2z€e .
O limite 2’ = e — 0 corresponde a v = (7%%2“%@2) — 0 e:

oL (QZe)Aﬁ (22€)Aé
Gal@,gs 2 6) = Oy NN, S A AA
Fret@-gpt @ retE-gp
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portanto
A ZAﬁ
e AZ0.G (T, 1 2, €) = CJFAf: ViR
(22 + (7 —¥)?)%
A4
C_AAe (@Dl L+ CLO(E) + C_O( A

(22 + (7 - 9)*)7

repare que —(d — 1) + 2A_ = —\/%2 + p? < 0, assim no limite ¢ — 0, K, ird divergir
(consequentemente ¢4) a menos que C_ = 0. A condi¢do de contorno () fixa o propagador

borda-borda e borda-interior como:

AA AA 1 d—3
Galv) = C’+§A+F< 5 ;_ AL — 5 ;v) : (4.3.34)

S o 28 d-2 A A
K(®y,2) = C , C=—-L""ALC,. (4.3.35)

@+ @9

A constante C' é fixada via eq. (4.3.28), i.e. pela condi¢do

1 L !
lanZT/dDyK(x vy z) =1, (4.3.36)
o resultado é:
I (A4
C (1) (4.3.37)

I)F (Aﬁ B (d;))'

Por fim, combinando as egs. (4.3.29) e (4.3.35), temos as solugdes das egs. do movimento na

aproximacdo quadratica sem fontes externas (J4 = 0) que obedecem as condi¢des de contorno

= _ clas(/ = _ (AA) d—1 ZA:? (-
0a(%,%) = 017 2) =~ (s E0) 1K Vo i3 )

expressdo equivalente a (4.3.27), agora em termos de coordenadas. Para fins futuros, vamos

escrever a forma assintética de K4(Z, 7 2):

Ka(T,7e) = 58717 - 7)1+ 0() +
I AA AA
(1) ( +) S . ngA (1+ 0(62)) (4.3.39)
=z T Aﬁ_@yas— )28¢

que aplicada a eq. (4.3.38) resulta em:

0900 (#,6) B A g(@D(1+ O(3) + A+ A @)1+ O(2),  (43.40)
L I (A) L ()
Anld) =~ (ot - ) /dd ym (4.3.41)
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a expressdo A, (%) é formal, pois é divergente.
A eq. (4.3.26) também mostra como ¢Y (%) muda apds um reescalamento. A transformacio
(2,%) — (A2, A\T) é uma isometria de H¢. O fato deve ser refletido na solugdo do campo

escalar, i.e. p(z,7) = pa(Az, \Z), forgando a transformacdo

& (7) = N2 % (D). (4.3.42)

4.3.3 Implementacao da correspondéncia AdS/CFT

A relagdo entre a teoria gravitacional em d dimensdes e a teoria conforme em (d — 1)
dimensdes é dada pela identificagdo da fungdo de particdo da teoria no interior (gravitagdo)
on shell com o gerador funcional de uma teoria conforme, onde a fun¢do ¢ (%) funciona como

o acoplamento de um operador relevante O(Z) (1, 76). De forma pratica:

Z[¢) = / Dge S =< o= [T 2*@O@) 5 (4.3.43)
p~do
_ d—2
no limite** % ~ (é) > 1 (L é a escala do espago H?), a gravitacdo cldssica descreve

a parte gravitacional e a aproximacao de ponto de sela é suficiente,
efs[qﬁclas] =< effdd_lxd)o(l)(f) >CFT7 (4344)

ent3o uma vez conhecida a agdo gravitacional on shell (lado esquerdo da eq. acima) é possivel

calcular a fun¢do de n-pontos da teoria conforme definida na borda 0H¢ ~ E~! via a férmula:

oS

<OT)...0T,) >= (—)"* T CARRTIEN

(4.3.45)

¢0=0

Caso haja mais campos na teoria definida no interior mais acoplamentos surgirdo na teoria
conforme, T ¢oO — Y. ¢%0;. Outra observagdo digna de nota é que ambos os lados da
igualdade (4.3.43) (ou (4.3.44)) s3o divergentest. No lado direito das eqs. - associada a
teoria de campo - o problema pode ser resolvido ao ser colocado um corte (cut-off), algo
equivalente serd necessdrio no lado esquerdo - ligado a gravitacao.

A eq. (4.3.43) é suficiente para determinar a dimensdo de escala do operador O(Z). Para

o funcional gerador ser conforme invariante ele deve ser insensivel a um reescalamento ¥ —

***No caso Hy — AdSg essa quantidade é interpretada como a drea em torno de um volume (d—1)-dimensional
(tempo fixo) por unidades de Planck. Num buraco negro, sabe-se que a entropia é proporcional a drea do
horizonte, logo esse limite é o de uma grande entropia (muitos graus de liberdade).

16 mesmo raciocinio pode ser implementado quando ha fontes vetoriais e tensoriais, ver secio 4.3.3.3

13 divergéncia no lado direito serd mostrada mais a frente.
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7 = N\
< of 1 1260(@)O() = < efddilx/‘m(i/)()‘_(d_l)%fO(f)) >CFT (4.3.46)

L pfdT i go(@)0@)

>CFT

>COFT, (4.3.47)
que sé é verdade se:
O(F) = Oa, (F) = A2 0a, (T), (4.3.48)

assim a dimens3o de escala do operador O é A, > 0, provando que ele é relevante. Ao
comparar (4.3.42) e (4.3.48), fica clara a identificacio de ¢°(Z) como a fonte na CFT
perturbada. Pelos resultados do capitulo anterior, as fun¢des de dois pontos e trés pontos do

operador O devem ser:

. - 1
< OAJr(JL'l)OAJr(.%’z) >corT X AL (4.3.49)
L12
5 . 5 1
< OA+(.CL'1)OA+($2)OA+($3> >corT X Ry AL AL (4350)
T1g Ty3 Loz

Nas segdes 4.3.3.1 e 4.3.3.2 a eq. (4.3.45) serd usada para calcular as fun¢des de dois e trés
pontos, reproduzindo (4.3.49) e (4.3.50). J4 na se¢do (4.3.3.3), a eq. 4.3.45 ¢ adaptada para
o calculo da funcao de dois pontos do tensor energia-momento, com o intuito de ndo apenas
mostrar a for¢a da correspondéncia AdS/CFT, ao reencontrar a eq. (3.2.22), mas também de

identificar a carga central ¢ de uma C'F'T,;_; (ver secdo 3.3.3) com objetos do espago AdSj.

4.3.3.1 Funcao de dois pontos do campo escalar

A agdo (4.3.13), sem fonte externa e desprezando os termos cibicos, pode ser reescrita

como§§§

Ste) =~ [ dovIal (V. (090,0) + 6 (<0 -+ ) 3), (4.3.51)

no caso de ¢ = Puqs (eq. (4.3.26)), sé sobra o termo de superficie. Usando as coordenadas

de Poincaré e fazedo uso dos mesmos argumentos supracitados para desprezar o limite z — oo

888 para simplificar a notac3o o indice A serd suprimido nesta sec3o.
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temos:
1
S[(bclas] 2 /dd ! Ld 2 7d+2¢clas<ya 6¢clas(y7 )7 e—0
Ld 2 —d+2
= /dd ! /dd ! /dd Yo K (7,51 €)0.K (¥, 73 €) b0 (1) b0 (3), € — 0
= —§/dd1y1/dd1y2¢0(g1)f(371,372)¢0(372)7 (4.3.52)
onde

F(ige) = L7 lime ™ / APy K (7, §1; €) 0K (7, s )

€E—

= L2 lim e A+ O K (1, s €), (4.3.53)

e—0

usando a forma de K (¥, 9»; €) derivada via propagadores, eq. (4.3.39):

o A A e . T(A) L2A
Fyr, o) =  L72A_e @726 (g — o) (1 + O(e?)) + L2 ——
( 1 2) ( 1 2)( ( )) ﬂ.(dg )F (A+ ( )> (yl o y2)2A+
= FWhyze)a +FWv2)an, (4.3.54)

F (91, 925 €)(1) gera termos singulares em 7/} = 7>, a0 mesmo tempo em que ndo contribui nos
outros casos. Seus componentes s3o chamados de termos de contato. Ao Assumir i, # 1,

via eq. (4.3.45) (n = 2) a fungdo de dois pontos do operador O, é

5 S[¢clas]
56150( 1)0¢0(72)

L2T(A, + 1) 1
ald-1)/2T (A+ _ (d_;1)> (Y1 — G2)?2+

- f(gth) -

=< 0A+0A+ >,

de acordo com a discussao no fim da sec3o anterior.

Voltando ao termo F (¥4, %2; €)(r). A sua primeira contribui¢do na agdo é:

Sl = —%/ddlyl/ddlyz G0 (1) F (51, ¥2) (1) Do (i2)

- _g_[, "y (é) _ (¢~ 60()” (14 O(e)),

que pode ser escrito na forma covariante:
A d—1 N2
Sl = —57 d (\/ vl (e, ) + .. ) : (4.3.55)

0s ... sdo as contribuigdes (também singulares) de ordem maior em €. O termo +/|7| é o

médulo da raiz do determinante da métrica induzida na borda - nas coordenadas de Poincaré
( : .

Vi = L(d—l) E importante salientar o fato da eq. (4.3.55) ser covariante, apesar do calculo

ser feito no corte z = € (esquema de regularizagdo). No fim, o termo divergente criado por
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(I) é eliminado ao ser acrescentado a agdo um termo de superficie (ndo altera as eqgs. do
movimento nem o calculo da fun¢do de n- pontos), i.e. um contra-termo, e s6 no fim o limite

e — 0 é tomado:

S[¢]reg = 1{% (S[¢] + S[¢]ct> ; (4356)
Salg] = =S[dla) = % ity (mqa(e, )%+ .. ) . (4.3.57)

A “receita” holografica pode ser resumida da seguinte forma: Acdo on shell ndo deve
ser calculada diretamente na borda, mas sim na superficie z = ¢, onde ¢ é arbitrariamente
pequeno. Os contra-termos necessarios devem ser acrescidos para eliminar as divergéncias
(termos de contato), e sé no fim o limite ¢ — 0 é tomado. O esquema de regularizagdo
e renormalizacdo na borda da acdo gravitacional reflete o procedimento andlogo que ocorre
em qualquer teoria de campo quéntica (no caso a C'F'T,; ; definida na borda), quando a

d—1 (

regularizacao escolhida consiste em discretizar o espaco em células de volume ¢ refletindo

uma estrutura de rede); contra-termos sdo adicionados a agdo e sé no fim ¢ — 0 (limite
termodindmico).
A representacdo dos momentos também pode ser usada para calcular a funcdo de dois pontos,

ver detalhes em (76).

4.3.3.2 Funcao de trés pontos do campo escalar

Sem desprezar os termos O(bapc), as eqs. do movimento da agdo (4.3.13), sem fontes

externas (Ja(x) = 0), sdo:
(-0+mi) ¢4 = —bapcdrde, (4.3.58)
cuja solucdo para ¢4 é:
o) = [ dyKale o)

base / dPy /0 dw/[91G Az, 7w, PELDOL(T).  (4.3.59)
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Reescrevendo o termo cinético da acao - como feito na funcdo de dois pontos - e substituindo

as egs. do movimento (respeitando a aproximacdo), tem-se:

S::—/fom|%%@M%M—%M@—MM%%%%%+OW)
=bABc;;A¢>B¢>c
::_/@&n\vaAmwmwﬁfﬂmww+oW0

o termo de derivada total gera as fun¢des de dois pontos e serd ignorado, o termo de interesse

é o de O(b). Ao substituir a solu¢do (4.3.59) nele temos:

b B o o o e
Afc /dd 1«%’dZ\/Ig\/dd Yy d  yed ys K a2, 7500 Kp (2, T3 o) Ko (2, 75 3) 0% (01) 8% (G2) 8 (73),

portanto

05
005 (1) 0% (472) 00 (4is)

b _ L - -
= %/dd 19€d2’v |Q‘KA(Z,9U;yl)KB(ZJ?;yz)KC(Z’J?;yB)’ (4-3-60)

#=0

Ps

sem somas nos indices repetidos. Apds um célculo drduo e entediante chega-se a expressao
: — AAY.
final (A4 = AZ):

535 ,
= = — i<O_)AO_)AO_»A>
SISO G Lo~ ORI O )ac
= const.apoyys AP TACYRATABTACy Bam AT A0 (4.3.61)
. bABc17(AA+ABﬁfcfw7”)17(AA+5f_AC)I’(AA_5f+AC)I’(_AA+§B+AC)
CONSt.ABc = 1—1 _ _ — 9
e S (s ) (o)

sem soma nos indices. O resultado é exatamente o esperado de uma C'FT,; | e no caso

particular A = B = C reproduz eq. (4.3.48).

4.3.3.3 Funcao de dois pontos do tensor energia-momento

Para a correspondéncia AdS,;/CFT,_1, ou melhor H?/CFT,_,, incorporar calculos envol-
vendo o tensor “energia-momento” da C'F'T,_; euclidiana, é preciso achar seu correspondente
na teoria gravitacional (veja por exemplo (1, 78)). Ele precisa estar definido sobre um back-
ground AdSy e ser um tensor de rank 2 (em d — 1 dimensdes), simétrico e de trago nulo.
O dnico tensor de rank 2 simétrico na teoria gravitacional é a métrica, portanto o tensor

energia-momento holografico deve ter relagdo com as flutuagdes, /1, da métrica ao redor do
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background H?, i.e.
g,u,l/ :gluy_'_h’uy, ,LL,I/: O’...’d— 1, (4362)

onde g, é a métrica de H nas coordenadas de Poincaré, eq. (4.1.18). A flutuacio pode ser
desmembrada em componentes escalares, vetoriais e tensoriais. Nosso interesse € apenas na

parte tensorial hZ;T
L? o
d32 — ; (d2’2 —+ (5” —+ hg;‘T(Z, f)) dl'ldl‘j) 7 (4363)

i,j=0,1,...,d =2, com h'";" = &h" =0, j& que T} = &'T;; = 0. Assim ao impor a

condicdo de contorno na borda
hil(z, @) = 2% hY(Z), 2 — 0, (4.3.64)

é esperado que da agdo on-shell, via eq. (4.3.45) (caso n = 2), seja encontrado:

629

1 — —
55}10 ShO =< Tij(x)Tkl(y> >, (4.3.65)
ij kl

sendo o lado direito dado pela eq. (3.2.22) - com a troca dos indices gregos para os latinos.

7

Ao substituir (4.3.63) nas egs. de Einstein e negligenciando termos de O((h'7)?), é

encontrado:
Orayhi;t =0, (4.3.66)

ou seja, a componente tensorial transversa e de traco nulo da flutuacdo da métrica obedece a

uma eq. de Klein-Gordon (no espago H?) com massa nula, logo A_ = 0 em (4.3.64).

A escassez de calulos e argumentos para realmente demostrar que a componente hg;-T se
desacopla dos outros termos da flutuagdo (e sé por isso podemos descartd-los nesta analise)
se deve ao fato de que as flutuacdes linearesT1Y s3o estudadas em detalhes na secio 5.5.4 e
no apéndice D. Por exemplo, (4.3.66) nada mais é do que a eq. (5.5.63) para e*(®) = e¥/L -

apés a troca z = Le¥/L.

Andlogo ao caso do campo escalar, ver eq. (4.3.35), a solugdo de hgT(z,f) pode ser

escrita em termos de um propagador borda-interior:

W (i) = [ i M ), (4.3.67)

999em espacos assintoticamente AdS, (ouH?).
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A expressdo acima € solugdo de (4.3.66) com a condigdo de contorno (4.3.64) se (78):

d—1
K;: ™&, 7, 2) = const. - INZ — )1k € M 4.3.68
(7 2) T E D, 36)
B dl'(d—1)
const. = A= @V ((d=1)/2) (4.3.69)
€. = % (5’“51 + 5151‘3) — d—5 okt (4.3.70)

onde [;; é dado por (3.2.20) (troque os indices gregos por latinos). E facil verificar o compor-

tamento
7, kl(fu _); Z) ~ €4, kl(sd 1( 37)7 Z— 07 (4.3.71)

satisfeito por (4.3.68) - andlogo a (4.3.28) (A_ = 0). Substituindo a métrica (4.3.63) na

agdo (4.1.26), o termo referente a flutuagdo - uma vez eliminado os termos de contato - é:

const. [ L% 2 - - B ikl .
Sp = S (—) /dd Led? 1y h?j<l')mh2l(y), (4.3.72)

L

Jk ¢ definido na eq. (3.2.22) - trocando os indices gregos por latinos. Finalmente podemos

calcular:

1§28 L\ gk
L ———— i I 43.7
20000ny, " <zpl) 7= g (4.3.73)

exatamente (3.2.22) ao identificarmos a carga central ¢ como:

o= :(5)”, (4.3.74)

const. Lpi

como trabalhamos no regime de gravitagdo classica, L/l, > 1, entdo a teoria conforme
holografica possui uma carga central ¢ grande. No préximo capitulo é mostrado que a carga
central a hologrdfica possui o mesmo valor, logo a correspondéncia AdS;/CFT, 1 (ou melhor

Hd/CFTd,l), utilizando a gravitagcdo EH, sé descreve teorias conformes com a = ¢ > 1.

A forma exata das funcdes de dois e trés pontos de um campo escalar e da funcdo de dois
pontos do tensor energia-momento numa C'F'T,; ;| foram derivadas através de uma gravitagao
AdS; uma vez estabelecido o dicionario holografico. O resultado é fantdstico, mas nosso
objetivo vai um pouco além, descrever o fluxo do GR de uma teoria conforme perturbada (fora

do ponto fixo) em d — 1 dimensdes, através de uma gravitacdo em d dimensdes.
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CAPITULO 5

Paredes de Dominio: aplicacoes e

limitacoes na correspondéncia
AdS/CFT

Até aqui foram mostrados indicios da relacdo entre uma C'F'T,;_; e a borda do espaco AdS,
(H?). Todavia, a correspondéncia AdS/CFT pode ser estendida para descrever sistemas fora
do pontos fixo, i.e. uma teoria conforme perturbada (pC'FT, 1). O interesse principal desta
tese é descrever a funcdo beta, ou seja, os fluxos do GR de possiveis pCFT; 1's em seus
trés casos: fluxo entre dois pontos fixos - ndo-massivo; o fluxo com apenas um ponto fixo
terminando numa escala finita - massivo; fluxo marginal - as singularidades/zeros das quan-
tidades de interesse (energia livre, comprimento de correlacdo, etc.) sdo do tipo essenciais®,
n3o obedecendo a leis de poténcias. Um segundo objetivo é, nos casos de fluxos massivos,

desenvolver métodos para determinar o espectro de massa.

Para descrever um sistema fora da criticalidade o espaco AdS, (H?) nio é mais suficiente,
é necessario estudar espacos assintoticamente AdS, (H?) (aAdSy ou aH?) - por exemplo o
buraco negro Schwartzschild-AdS,. O foco desta tese é uma classe muito especifica de
solucdes das eqs. da Relatividade Geral assintoticamente AdS,; (H?) chamadas de Paredes
de Dominio* (PD) (19, 20). Devido ao fato delas interpolarem entre dois vdcuos AdS; (H?)
diferentes elas s3o a melhor escolha para tentar descrever o GR duma pCFT,;_ ;. Também
serd visto que as flutuagdes lineares ao redor de solugdes que interpolam entre vacuo AdSy

(H?) e uma singularidade nua® fornece o espectro de massa em um fluxo massivo.

No capitulo anterior foi mostrado um método perturbativo para calcular a funcao beta uma

1
*exemplo: e=, x — 0.

ta importancia das solucdes de buracos negros assintoticamente AdS esta no fato da temperatura de Hawking
ser a temperatura da teoria na borda.

fao contrario dos buracos negros, a temperatura de Hawking das solu¢des de PD é nula, portanto elas
descrevem transi¢Oes de fase que ndo envolvem uma temperatura critica.

Sessas ndo sdo PD verdadeiras, mas s3o solucdes das mesmas eqgs. e serdo usadas.
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vez conhecida a teoria na criticalidade, a vantagem da “descricao holografica” da funcao beta
é ser, por construcdo, nao perturbativa, o resultado é exato - dentro do limite de aplicacdo

Lags > 1
Ly :

5.1 Definicao do modelo

O modelo a ser trabalhado é o de um campo escalar o, com auto-interacao dada pelo

potencial V' (o), num espago curvo dindmico. A agdo é:

K2 2

1
S = /ddx lg| (ﬁ — —¢g"0,00,0 — V(U)) s vy =0,1,...,d—1, (5.1.1)

As egs. do movimento para a acdo acima sao:

1 2 2 1
R, — §gWR = %TW = % {Qﬂ&,a — G (§8p08p0 + V(a))]
1
"'V, (0,0) = —0,(/—g0"0)=V"(0) (5.1.2)

VY
Procuramos solugdes com simetrias especificas, as chamadas “Parede de Dominio” (PD),

caracterizadas pela métrica¥
ds? = dy* + e Wndatda? 0,5 =0,1,...,d— 2. (5.1.3)

A métrica acima reproduz a de um espago AdS,, nas coordenadas de Poincaré, quando A(y) =

4 e o espaco M, em coordenadas cartesianas se A(y) = 0 (ou qualquer constante) - ambas

~ d(d+1 . . ~ sy . . ,
solugcdes com % simetrias. Para outras funcoes A(y) a métrica possul um numero menor
d(d—1)

2

de simetrias ( ) apenas o subgrupo de Poincaré, SO(d—2,1) xT;_1, se mantém. Outra
caracteristica do ansatz é ser muito parecido com o modelo cosmoldgico de FRW (no caso de
um universo plano), entretanto, agora as se¢des y = const sdo espagos-tempo de Minkowski
ao contrario da cosmologia, onde as secdes t = const s3o planos Euclidianos!. Uma segunda

imposicao é que o campo escalar é funcdo apenas da “coordenada axial” v, i.e.

o=o(y). (5.1.4)

Ya partir desta sec3o todos os célculos serdo feitos assumindo uma assinatura lorentziana, porém os resultados
sdo absolutamente os mesmos para a assinatura euclidiana. Basta a troca formal 7;; — 0;;.

¢ trivial relacionar as solucdes dos dois modelos, ver por exemplo (19, 33).
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Uma PD legitima deve ser uma solugdo de (5.1.2) que segue o ansatz definido pelas egs.

(5.1.3) e (5.1.4) com as seguintes condi¢des de contorno:

Aly) — Li’ o(y) — o1 = const., y — —o0, (5.1.5)
1

Aly) — Li’ o(y) — o2 = const., y — o0, (5.1.6)
2

em geral Ly # Ly e 01 # 0s.
Ao substituir (5.1.3) e (5.1.4) no sistema (5.1.2) encontramos:

2

(d—1)(d - 2)A% - %d2 = KV (o), (5.1.7)
2(d —2)A + (d—2)(d —1)A% = —&? (%2 +V(cr)), (5.1.8)
G+ (d—1)Ac =V'(0). (5.1.9)

Manipulando as egs. (5.1.7) e (5.1.8) é possivel chagar a:
. 1
(d—2)A = —5&}2. (5.1.10)

As egs. (5.1.10) e (5.1.9) determinam completamente a métrica e o campo escalar dado o
potencial V(o) (a eq. (5.1.7) funciona como um vinculo automatico™ e serd importante na

préxima se¢do).

5.2 Sistema de primeira ordem: o superpotencial

Suponha que seja possivel escrever A(y) como uma fungdo de o, i.e.

- K
A= -5 W0), (5.2.1)
entao
. K . ,

A = 2)chV (o), (5.2.2)

substituindo na eq. (5.1.10)
6 = di’(U), ou (5.2.3)

K
5= Zw(o), (5.2.4)
K

**apenas duas das trés eqs. sdo independentes, porque das egs. da gravitacdo podemos derivar a eq. da
variagdo do campo escalar (eq. (5.1.9)) utilizando a identidade de Bianchi V* (R, — 39,y R) = 0 =

2
il v/%
5 Vi Ty
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caso 6 # 0. As egs. (5.2.1) e (5.2.4) substituidas em (5.1.7) levam a seguinte relaggo:

(d-1)

K2V (o) =2(W'(0))* — K2 2

W2(o). (5.2.5)

Uma vez conhecido um W (o) que reproduza o potencial desejado (via eq. (5.2.5)), basta
resolver o sistema de primeira ordem definido pelas egs. (5.2.1) e (5.2.4). Na prética o
inverso é feito, o superpotencial W (o) é encarado como a “base do modelo” e o potencial
V(o) é a consequéncia. Um ponto importante a ser observado é: diferentes W's podem levar

ao mesmo potencial V' (o), por exemplo (79):

Wi(o) = zgjgw, (5.2.6)
(d—2)

d : D |A| cosh (H\/%(O’ - cro)) , (5.2.7)

levam a sistemas de primeira ordem completamente diferentes, logo a solu¢bes de PD dife-
rentes. Entretanto ambos reproduzem o mesmo potencial V(o) = —2|A|. Neste caso cada
W (o) estd associado a uma classe de solugdes de um mesmo potencial.

Outra relacdo importante é a entre o superpotencial e o escalar de curvatura

2 k2d
R(o) =—-2(d—1) | — W'(0)? 4+ ———W? : 5.2.8
(0) = =2 = 1) (=g (V) + ) ) (5.2.)
Pela eq. (5.2.8), se para algum o % — 00, entdo R diverge e temos uma singularidade nua.

5.3 Vacuos

A configuracdo de vécuo é caracterizada por solucdes 0 = o* = const para o campo

escalar e A(y) = % (vdcuo AdSy) ou A(y) = const (vacuo My)¥. Pela eq. (5.1.9)

—0, (5.3.1)

os extremos do potencial (quando existem). Em (5.2.5) a condigdo de vacuo leva a:

oW

Vi) = 0="5F0)| (5.3.2)
Flo) = 20" — g2 (%)W’, (5.3.3)

para deriva-la basta substituir (5.2.1), (5.2.2) e (5.2.4) em (G.0.6) com f(y) = e~ (¢=DAW),

#para o ansatz (5.1.3) nio é possivel realizar um vécuo de Sitter (dSy).
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portanto hd duas classes de vacuos: os extremos de W (o), denominados de véacuos estaveis
ou fisicos; e os zeros da fungdo F (o), os vacuos instaveis ou ndo fisicos. Apenas 0s vacuos
fisicos sdo compativeis com o sistema de primeira ordem - a condi¢do de vacuo na eq. (5.2.4)
forca W'(o*) = 0. Ndo conhecemos métodos analiticos que descrevam os vacuos ngo fisicos
e eles serdo descartados, porém isso n3o parece ser um incomodo tdo grande, nas referéncias
(21, 79) sdo apresentados argumentos que defendem a instabilidade dessas solu¢des. N&o
devemos ficar surpresos pelo fato da eq. (5.2.4) ndo descrever todos os vacuos (extremos de
V(o)), ndo had nenhum erro no método do superpotencial, apenas que na passagem de (5.2.3)
para (5.2.4) deve ser assumido ¢ # 0, o caso ¢ = 0 é uma solugdo automatica de (5.2.3),
independente se o0 mesmo ¢é verdadeiro em (5.2.4).

Para uma andlise mais detalhada sobre o vdcuo vamos supor, além de W’ (c*) = 0, que

W(c*) # 0. Com isso as egs. do movimento ficam

o = 0" =const (5.3.4)
A b Wiet) = 4t Ay) = 2 (5.3.5)

= — = _— = —_— ..

i—2"\ L, VWL
V(™) = R 2)I/V (c) <0, (5.3.6)
ou
1 (d—-1)(d-2)

A= 5 2 <0, (5.3.7)

como W (o) é definido a menos de um sinal, W(c*) pode sempre ser escolhido tal que L.
seja positivo, definindo W (o) de forma dnica. A menos que se diga o contrario sempre sera
assumido W (e,) < 0 implicando no sinal positivo em (5.3.5). O escalar de curvatura (de

Ricci) (ver eq. (5.2.8)) é constante e negativo

_dd-1) 2
Ro=——f— =g <0 (5.3.8)

mostrando que o vacuo definido pelas eqs. W/ (c*) = 0 e W(c*) # 0 é um espago-tempo

AdSy parametrizado pelas coordenadas de Poincaré
ds* = dy* + eQL%mjdxidxj. (5.3.9)

No caso excluido, W (c*) = 0, a eq. (5.2.1) fornece A=0— A= const., que, sem perda
de generalidade, pode ser fixada como zero. O vacuo é um espaco de M, em coordenadas

cartesianas.
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5.4 A massa do campo escalar

Quando o potencial de um campo escalar possui um extremo, a massa ao quadrado do
campo com relacdo a esse extremo é definida como a seguinte quantidade

m2 =V"(o) : (5.4.1)

o=0*
que pode ser positiva (quando é um minimo do potencial efetivo), negativa (quando é um
méximo) ou nula (ponto de inflexdo). No dmbito da teoria de campos quanticos no espago-
tempo M,, é exigido, por questdes de causalidade, m? > 0. Para o espaco-tempo de AdSy
algo similar ocorre, mas agora o limite minimo de m? é dado pela condicdo BF, ver eq. (4.2.7).

No caso de um vdcuo fisico, a eq. (5.2.5) fornece (5, 65):

e g2 (2(d—z)agw<a)) Kz(d—z)agma)) —(d—l)}

o (d—2)? R2W K2W -
12
= s(s—(d—-1)) > —%, (5.4.2)
2d—2EW (o) 2L,
s pTiT =T W"(o.). (5.4.3)

onde (5.3.5) foi usada na dltima igualdade. Os vécuos fisicos descritos pelo método do su-
2

perpotencial satisfazem, automaticamente, a condicdo BF. A fungdo m?L?(s) é uma pardbola

com concavidade para cima, zerosem s = 0 e s = d — 1 e minimo em s = d;zl. A troca

s — d —1— s n3o altera a eq. (5.4.2), i.e. sempre hd dois s's diferentes para um mesmo

d—1)? d—1
m2L2, exceto no caso m2L2 = — 1 que corresponde a s = (—2)

k1 4 1

As quantidades AL, definidas na eq. (4.2.4), podem ser escritas em termos de s.

d—1 (d—1)2 s, s> L
Ay(s) = +\/ + L2m? = : 5.4.4
+(s) . . {d_l_& e 649
d—1 (d—1)? d—1—s, s>t
A (s) = — \/ + [2m? = 2 5.4.5
(s) = = y { et 549
(5.4.6)

Dentro da correspondéncia AdS/CFT, A, > 0 é a dimens3o de escala do operador relevante
que perturba a CFT. Por outro lado, se sgrr € o indice critico associado ao ponto fixo, entdo
Ay =(d—1)—scpr > 0 (scrr < d—1). Repare que para s < 5! o indice critico da teoria
conforme, scpr, € exatamente igual a s, calculado da solugdo de PD, dado por (5.4.3). Na

regido £ < s < d—1,%, a identificacdo deve ser: scpr=d—1—s.

§%na préxima secdo é mostrado que na verdade a relacdo entre scrr € s ndo é verdadeira nesta regido.
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5.5 Construindo solucoes de PD, a funcao beta holografica
e a funcao central a

A priori devemos ser capazes de determinar A(y) e o(y) através do sistema de primeira
ordem (egs. (5.2.1) e (5.2.4)) dado W(o). Porém sdo raros os casos em que a solugdo
explicita é encontrada. Algo mais simples é calcular o fator de escala como funcao do campo
escalar, i.e. A= A(c). Dividindo a eq. (5.2.4) pela (5.2.1)

do 2(d—2) W' (o)

- — _ 55.1
dA k2 W(o)’ ( )
ao integrar encontra-se
K2 W(o
e = Mo exp (_Q(d Y dUW/((O'>)) , Ag = const. (5.5.2)

a eq. acima determina completamente a solucao de PD, pois 0 campo ¢ pode ser usado como

uma coordenada. Através da eq. (5.2.4), a métrica (5.1.3) pode ser reescrita

52:752 o2 +etexp [ — i UW(U)
= T T p( 2d—2) ) “Wio)

) ni;da'd?. (5.5.3)

A construc3o do fator de escala, e”, como funcdo de o n3o é apenas um método para encontrar
solugdes de PD para uma grande gama de superpotenciais W, ela é a ponte necessdria para
a construcao da funcdo beta holografica. Tal conexdao pode ser demonstrada ao expandirmos

o superpotencial ao redor de um ponto fixo fisico (W'(o, = 0), W(o,) # 0)
1
Wi(o) ~W(o,)+ §W”(U*)(U ' S (5.5.4)

onde foi assumido W”(o.) # 0. Através de (5.3.5) e (5.4.3), W(o.) e W"(0.) podem ser

eliminados em favor de L, e s. A eq. torna-se:

1
W(o) ~ — T

(d—2+/@2§(0—0*)2+...>, (5.5.5)
substituindo na eq. (5.5.1): 9% ~ —s(o — 0.), i.c.
A (o — o) s, (5.5.6)
na mesma aproximagao, (5.2.4) pode ser resolvida e o assintdtico
=0y~ et =25 z=¢ bx, (5.5.7)

é encontrado - exatamente o esperado para um campo escalar num background AdS, de

acordo com a secdo 4.3.2. Voltando fica-se com e2®) ~ ef - AdS, puro.
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Mesmo conhecidos o(y) e A(y) nas proximidades da solugdo de vacuo, ainda vamos
insistir na forma A(0), eq. (5.5.6). Pelo “dicionario hologréfico”, o — o, é identificado como
o acoplamento que perturba a teoria conforme e no caso de s < %, via eq. (5.4.4), a
quantidade s é o indice critico da teoria conforme na borda. Assim a eq. (5.5.6) possui a
forma assintética do comprimento de correlagdo, ver eq. (2.3.36), e mais um elemento pode

ser adicionado ao “dicionario holografico” (3, 4, 22):
A =pt =l N £(0), (5.5.8)

ou seja, o inverso do fator de escala de uma solugdo de PD assintoticamente AdSy é o fator que

reescala uma pC'FT,;_, apés a atuacdo do GRYY. Outro ponto importante a ser mencionado,

a identificagdo A = —I[ resulta em: num ponto critico UV (I — +o0) A — -, y — 0 -
Lyv

borda do espa¢o; j& num ponto critico IV (I — —o0) A — % Yy — —o0 - horizonte™* do

espaco.

Apés feita a identificacdo, a eq. (5.5.1) ganha uma nova interpretacdo, ela é a fungdo
beta holografica. Mais especificamente:

do do  2(d—2)W'(0)

=TT e W (5.5.9)

a principal féormula desta tese. Fora os argumentos jd apresentados para o fator de escala,
ha outros a favor desta fungdo beta: 1) 5 = 0 apenas nos vacuos fisicos AdS,, i.e. quando
a teoria holografica é uma C'F'T,_;; 2) nas proximidades do vicuo'™ —f3(0) ~ s(o — 0,) -
comportamento correto se s for o indice critico da teoria holografica, algo verdadeiro apenas

(d—1)
2

para s < - no caso de um ponto fixo relevante. A ultima desigualdade decreta a regido

de validade da descricao holografica da funcdo beta.

A eq. (5.5.9) pode ser reescrita em termos da fun¢do a(o) definida por:

a(0) = (%)H, (5.5.10)

L.
Ly

central a da teoria conforme no ponto fixo. O valor é exatamente o mesmo do da carga central

d—2
que num ponto fixo assume o valor: a(o,) = a = < ) > 1, interpretada como a carga

Y9 grandes escalas (pequenas energias) na geometria em d dimensdes correspondem a pequenas escalas (gran-
des energia) na teoria hologrdfica em d — 1 dimensGes.

***no caso de assinatura euclidiana é um ponto.

tTdo ponto de vista da teoria gravitacional. Ji do ponto de vista da teoria holografica a sentenca poderia ser
trocada por "nas proximidades do ponto critico”. Ambas as linguagens serdo utilizadas ao longo do texto.
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¢, como havia sido adiantado na se¢do 4.3.3.3, ver eq. (4.3.74). Entéo:

~ lda(o)
Blo) = 7 do (5.5.11)
K> d—2 a2

onde a fun¢do g(o) representa o andlogo unidimensional da métrica de Zamolodchikov no
espaco do acoplamento (11). O maior mérito da eq. (5.5.11) é garantir o comportamento
monotdnico decrescente de a como fun¢do da escala [ (= —A) do GR, uma vez que:
1d 1 da(l 1
Boy — Ldolo) Lol (L,
g do g dl B(o)
da(l
iz(z) = —g(0)B%(0) < 0, (5.5.13)

condicio necessaria para a interpretar a eq. (5.5.10) como a fungo central a,**. No caso
de um fluxo entre dois pontos fixos, o ponto UV corresponde ao limite [ — —oo e 0 IV a

[ — +00. Pela funcao central a ser monotonica decrescente, necessariamente:
a(l = —OO) =auy > ajy = a(l = OO) = Lyy > L[\/, (5514)

pela prépria definicdo (5.5.10).
Sendo a fungdo beta exata, ela deve reproduzir a andlise perturbativa, eq. (3.5.10). Em
primeira ordem ja foi verificado a sua veracidade. Para o segundo termo precisamos expandir

a aproximacio até O[(o — 0.)%] em W (o). O W (o) perturbativo que reproduz (3.5.10) é:

1 s Cana
W N~ — — 24+ k¥ o—0,) - =22k (0 —0)P + ...
(o) L <d —1—4/@ (0 —0.) = k(0 —04)° + ),ou
W/”(O'*) = ——[lf CAAA- (5515)

Na mesma aproximagdo as egs. (5.5.9) e (5.5.10) tomam a forma

—0(0) =~ s(o—0.) = Canalo—0.)% (5.5.16)
o) = acer (1= 0 -0+ 2200 0], (s5a)

a fung¢do a(o) ndo é exatamente igual a forma perturbativa dada por (3.5.11). O motivo € a

presenca, no caso exato, do fator %.

Houtra forma de derivar a desigualdade % < 0, (4),é impor a condi¢3o de energia fraca ao modelo, £'T;&7 >
0- £%; < 0 (assinatura lorentziana) - , que neste caso culmina em na desigualdade 52 > 0, sempre satisfeita.
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O potencial V (o), na mesma aproximagao, é determinado via eq. (5.2.5):

Vi e T e oy
EQC’AAA(SS - (d - 1))

3l L2

(0 —0.)° (5.5.18)

A razdo da “barra” acima da quantidade Caana se deve ao fato dela ser diferente da apresen-
tada na eq. (3.5.10). Ele, Cana, possui dimensdo [x] enquanto Cana é adimensional. Da
mesma forma o campo escalar o tem dimens3o [x]~' e o acoplamento u é adimensional. A
forma mais simples de solucionar o pequeno problema é trabalhar em unidades de [k], com as

trocas formais:

CAAA

- CAAA)

K*V (o) — V(o); kW(o) — W (o), (5.5.19)

KO — 0;

na nova notagdo o e Capa Sd0 adimensionais, V(o) possui dimensdo de massa ao quadrado
e W (o) dimensdo de massa. Em termos praticos a eq. (5.5.19) é equivalente a fixar k = 1

em todas as egs.

5.5.1 A acao é uma derivada total

Assumindo a eq. (5.2.5) como uma defini¢do para o potencial e o nosso ansatz (5.1.3),

entdo a agdo (5.1.1) pode ser reescrita da seguinte forma (79):

1 » . 2 d—1
S = = [ d"adyel 0 {—2(61 DA —d(d—1)A2 - %d? o (W' Ffﬁwﬂ
— i d—1 _ _ i (d-1)A (d-1)A | H_Q - 20,W 2

= /| d dy{ 20, [((d— DA+ W) @04] 4 ¢ (o=

+ ([d-1)(d-2) <A+ (dmj;))2

}, (5.5.20)

onde nenhuma eq. do movimento foi utilizada, ou seja, é a mesma acdo original restringida ao
nosso ansatz particular. Agora substituindo as egs. do movimento (5.2.1) e (5.2.4), apenas o

termo de derivada total sobrevive

_ 2 d-1,, d DAY (o
S = g [ [ (@),

2 3 d - B
= _W/dd 1x/dyd_y [e(d 1)A(y)(lplli|W|)d 1(1(0)}7 W < (5.5.21)
P
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A relagdo acima (em termos de a(o)) parece ser uma construgdo arbitraria, porém ela ird se

repetir mesmo quando os termos de Gauss-Bonnet e Lovelock sdo adicionados.

5.5.2 Classes de paredes de Dominio

O sistema de primeira ordem definido por (5.2.1) e (5.2.4) pode produzir vérias classes de
solucdes dependendo da forma de W e das condicdes iniciais. E importante classificar todas as
possiveis solucoes, pois nem todas sao PD legitimas e algumas devem ser evitadas no estudo

do grupo de renormalizacao holografico.

5.5.2.1 Dois vacuos: borda - horizonte

Suponha um W (o) que possui dois extremos adjacentes nos pontos oy € 02, i.e. W (o) =
W'(o2) = 0. Também sdo assumidos: 0 > W (o) > W (02) e 01 < 2. O objetivo é estudar o
fluxo entre os dois pontos fixos 07 < 0 < g9. Uma consequéncia das hipdteses é que na regiao
em questdo o superpotencial é uma fun¢do monotdnica (descrescente, devido a escolha feita) -
cada ponto o corresponde a apenas um valor de W (o). Pelas egs. (5.2.1) e (5.5.14), o ponto
o1 é o ponto critico UV e 03 é 0 1V, devido ao fato de |W (o4)| < |W(o2)| — L1 > Lo. Assim o

indice 1 pode ser trocado por UV e 2 por IV. Nos assintdticos devemos ter os comportamentos:

eA ~ eﬁ ~ (g —_ O-UV)fsUIV7 Yy — 00,
e~ const.eﬁ ~ (0 — va)fﬁy Y — —00,
Syy = —ﬁ/(UUv), Srv = —5/(UIV)- (5'5'22)

A grande diferenca deste caso para o espaco AdSy (H?) puro n3o estd na parte geométrica
em si, mas sim na solu¢do do campo escalar. Foi visto que o ponto z — oo (y — —o0) pode
ser descartado no estudo de um campo escalar no espaco de H,; devido ao seu decaimento
exponencial. Na solucao de PD apresentada aqui, o mesmo nao ocorre, nesse limite o campo
escalar possui o comportamento mostrado em (5.5.22) possibilitando o uso dos métodos

hologréficos mesmo quando o ponto fixo é IV.

5.5.2.2 Dois vacuos: Janus

Novamente temos dois pontos fixos fisicos, o1 e oy. A diferenca é que W(oy) < 0 e
W{(oy) > 0, i.e. para algum og: 01 < 05 < 09, W(os) = 0. Pela eq. (5.2.1) a troca de
sinal de W (o) indica um extremo da fungdo A(y) em y(o;), consequentemente um extremo

de eA® . Os dois vacuos s3o da mesma “natureza” - duas bordas ou dois horizontes/pontos
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- e em 07 o sinal negativo deverd ser usado em (5.3.5). As formas assintéticas s3o:

1
A Y (1) e

e~ exp | gy | ~ (0 —opgyy) UYLy oo,
Uv/Iv
1
e
! ~ exp % N(U—Ug‘)//lv) VIV Yy — —00. (5.5.23)
Ly

O problema dessa classe de PD é que no ponto o5 (W (o) =0, W/(0s) # 0) a fungdo beta,
eq. (5.5.9), diverge e a descri¢do holografica termina. Se os pontos fixos sdo relevantes, eles
acabam em oy, caso sejam irrelevantes eles saem de o5. O salto (singular) da fun¢do beta
em o, dificulta a interpretacao hologréafica desta classe de solucdes de PD, por isso ela serd

evitada.

5.56.2.3 Vacuo - singularidade nua

O superpotencial possui um extremo em oy e W (o = 00) = 0o, com (0 = 00) = o0.
A divergéncia de W resultada no mesmo para o escalar de curvatura R, ver eq. (5.2.8) - é
uma singularidade (nua) real do espago. Na regido oy < 0 < o0 o sistema (5.2.1) e (5.2.4)
fornece uma geometria que interpola entre o vacuo AdSy e a singularidade nua. Supondo um
comportamento de polinémio W (o) ~ —const.c™, (cosnt. > 0) para ¢ — oo (n > 2), as

formas assintéticas do fator de escala e campo escalar s3o:

A~ eluv ~ (o0 — O'Uv)iﬁ, Yy — 00, (5.5.24)
2 1
et~ T 0, o(y) ~ ————, Y — Us, (5.5.25)
(y —ys)7

a coordenada y é definida na semi-reta y > y,, onde o ponto y, corresponde a singularidade.
A singularidade no ponto y = y, (ou 0 — o0) indica uma escala na teoria, portanto era de se
esperar que essa classe de solucdes descrevesse fluxos massivos. Porém o fator de escala tende
a zero na singularidade, i.e. [ — oo na teoria holografica, e o pior, o limite ¢ — 0o é um zero da
funcdo beta. Ou seja, a singularidade se comporta, aparentemente, como um ponto fixo (I1V)
do sistema, mas, como fica claro pela forma assintética (5.5.25), a geometria nas redondezas
da singularidade ndo é AdS, - ndo é um ponto fixo. Essa contradicdo “singularidade = falso
ponto fixo IV" é uma grande falha na descricao do GR hologréfico utilizando a gravitagdo de
EH.

Uma outra situacdo possivel e importante, que serve como um contra-exemplo, é no caso da

do

divergéncia do superpotencial ser W (o) ~ —const.c"e’?, ¢ — oo (d, const. > 0). Agora na
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singularidade a fun¢do beta ndo tende a zero, mas sim a constante

2(d —2)o
— B(o0) = % (5.5.26)
um resultado também preocupante, pois o fluxo (ndo perturbativo) terminou num valor finito

de (3. Para o fator de escala e campo escalar temos, no caso n = 0:

eA(y) ~ (y — yC) K(Cdofgf‘ — 07 y RN y:’_’
K
o(y) ~ In (m) — 00, ¥y =y, (5.5.27)

o fator de escala novamente tende a zero, logo o comprimento de correlacdo se anula na singu-
laridade - ndo é o comportamento esperado para uma fase massiva - o problema permanece.
O fator de escala ser nulo na singularidade é o comportamento esperado para a solu¢do -
o que aparentemente sepulta qualquer tentativa de descrever fluxos massivos através do GR
holografico -, porém no préximo capitulo é mostrado que ao incluir o termo de Gauss-Bonnet
a acdo o problema é completamente solucionado, i.e. a fun¢do beta diverge na singularidade

e o fator de escala se torna finito.

5.5.2.4 Vacuo degenerado - transicao de fase de ordem infinita

Em muitos exemplos reais importantes, ndo apenas a primeira derivada de W (o) é nula

no ponto critico. O vdcuo degenerado ou marginal é, por definicdo, um vicuo AdSy, no ponto

T = Omarg, Onde KW (0narg) = — 722 e além de W (01arg) = 0, tem-se W (0narg) = ... =

W"™(omarg) = 0, n > 2, i.e. proximo ao ponto 0y, 0 superpotencial é aproximadamente:

W(o) ~ —— (d—2+2(i

n+1 n+1
- YUmar e )y 5.5.28
K Lumarg R ) (5.5.28)

D é uma constante adimensional. Na aproximac3do a funcdo beta e o fator de escala s3o:

— B(o)

y 1 )
A L
e eLmarg ~ exp — — |, (5.5.30)
((n — D)DE" Y0 — Oparg)" !

Q

D" (0 = Tparg)"™, (5.5.29)

Q

ao lembrar que et ~ &, fica caracterizado uma transicao de fase de ordem infinita. Tenha,

por exemplo, D > 0 (o caso D < 0 é analogo), entdo se n for par

lim e =o00; lim 49 =0,

+ —
0—0Omarg 0—0Omarg

e 0 ponto fixo 0,4y € dito marginal cldssico - por um lado (no caso a direita) ele se comporta

como um ponto UV, o fluxo sai dele; pelo outro (a esquerda) ele é um ponto 1V, o fluxo entra
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no ponto. Para n impar o limite pelos dois lados ¢ igual e o ponto é dito marginal UV -
quando nos dois limites o fator de escala diverge, ou marginal IV - quando o resultado dos

dois limites é zero.

Todo ponto fixo marginal de “ordem n + 1" pode ser encarado como a fusdo de n pontos
fixos ordindrios. Como exemplo vamos analisar o caso n = 2. Remetendo a secdo 3.5.1.1,
mas usando a notac3o definida aqui, quando dois pontos fixos UV e IV sdo muito préximos,

a funcdo beta que descreve o fluxo entre eles tem a forma:
— B(0) = s(0 — oyy) + Do — oyy)?, (5.5.31)

para s > 0, oyy € o ponto critico UV. O ponto IV é o7y = oyy — 5. E evidente que se 0s
pontos fixos sdo préximos, entdo s < 1 e o indice critico associado ao ponto IV é —s < 0. O

fator de escala fica:

S

CT—CTUV)

1 1

eAl) (0‘ — CTUv)_;(CT - O'IV) = (U - UUV)_; [(U N UUV) - /{i] - |:1 - HD(

@ =

no limite s — 0, oyy — Operg tem-se

1
Al) 2
e exp ( pr Umarg)) : (5.5.32)

como queriamos demonstrar?3

5.5.2.5 Cadeia de Paredes de Dominio

Y . » M Y . »
01 O2 O3 04

Figura 5.1 — Exemplo de fluxos numa de cadeia de PD. Os circulos negros sdo os pontos UV,
o branco é o IR e o com a letra M é o marginal.

Em geral, um W (o) ndo se encaixa em uma tnica classe de PD apresentada, ele gera uma
“cadeia de PD". Por exemplo, suponha um W (o) < 0 V o que sé diverge nos infinitos, i.e.
W(£o00) = —o0. Ele também tem quatro extremos: 01 < gy < 03 < 4. Os pontos fixos oy
e 04 sao UV, o3 é IV e 0, é marginal, sendo IV pela esquerda e UV pela direita. Na figura 5.1
é apresentado o diagrama do fluxo do GR para os “elos da cadeia” do modelo: —oco «— o7;

01 — 09, 09 — 03; 03 < 04 € 04 — 00. Um “elo” representa uma geometria completa, mas

— e

=

888Foi usado o limite lim._q (1 4 ex)

W [
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todos sdo solu¢des do mesmo modelo (mesmo W (o)) para “condi¢des iniciais” diferentes em

g.

5.5.3 Exemplos de PD

Solucdes explicitas de PD sio apresentadas’¥¥ para ilustrar os méritos e problemas da

descricdo hologréfica do GR quando a gravitacdo de EH é utilizada.

5.5.3.1 W-quadratico

O superpotencial mais simples com um ponto fixo é um polinémio quadratico, dado por:

W(o) = —% (d 24 202) , (5.5.33)

onde foi mantida a notagdo introduzida em (5.5.5), i.e. s é o indice critico associado ao ponto
fixo escolhido como o = 0. No caso de s > 0 o ponto é UV e se s < 0 ele é IR. O potencial

é o polindomio quartico:

SETCEL E BRI R (5 IR

um “Higgs” invertido. Algumas particularidade do modelo sdo: Cann = 0 (W"”(0) = 0) e

como W (o) é par, basta resolver o problema para o > 0, para descrever a semi-reta negativa

é suficiente a troca ¢ — —o. A funcdo beta do modelo é:

do so
— fB(o) = = . , (5.5.35)
d(—A) 14 ) o2

4(d—2)
||

5.5.2.2. Na singularidade nua, limite ¢ — oo a fun¢do beta tende a zero - como um segundo

se s < 0 (ponto IV) a fun¢do beta é singular no ponto o, =

- caso discutido na secdo

ponto fixo. As solugGes de (5.2.1) e (5.2.4) sio:

ke

o(y) = ope °L, (5.5.36)

P A S O (. (5.5.37)
g0 8(d—2) 7

supondo s > 0, o fator de escala se torna AdSy, i.e. el ~ Jf, para y > L, e tende zero
no limite y — —oo (0 — o0), aonde W (o) diverge, consequentemente o mesmo ocorre com
curvatura escalar R (singularidade nua), ver eq. (5.2.8). Por um lado a fungdo beta se anula

no limite ¢ — oo - como um ponto fixo, mas por outro o fator de escala, como fungdo de

999nesta secdo ¢ usado k = 1 de acordo com a explicagdo fornecida na eq. (5.5.19)
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o, possui um decaimento gaussiano - ndo correspondendo a nenhum tipo de ponto fixo. O
resultado esta de acordo com a contradicao declarada na secao 5.5.2.3.
Qualquer W nas redondezas de um ponto critico fisico, com s ndo nulo, pode ser aproximado

por (5.5.3.1), portanto o assintético eA(?) ~ |0 — 0,|7Y%, |0 — 0.] < 1, é universal (s # 0).

5.5.3.2 W-sinh?

Outro exemplo com um ponto fixo, escolhido em o = 0, e simetria 0 — —0 (Caan = 0)

W(o) = —% (d-2+ s (7)), (5.5.38)

« é uma constante adimensional (k = 1). Na regido ac < 1, a eq. (5.5.5) é recuperada

identificando s como o indice critico. O potencial real é:

A (o (o)) - @ 1) s ()

d—1\ s> . ,/ao

A funcdo beta tem a forma:

V(o) =

inh(ao)
—Blo) =2 i , 5.5.40
=a (14 sy sint? (%)) (5540

mais uma vez se s < 0 (ponto o7y = 0), hd uma singularidade na expressdo acima no zero

do superpotencial.

O W (o) escolhido se encaixa na descricdo dada pela eq. (5.5.27), i.e. a fun¢do beta tende a
uma constante na singularidade devido ao comportamento exponencial de W (o) para ¢ — oo
e o fator de escala se anula na singularidade. As solucdes do campo escalar e fator de escala
sao mais complicadas do que as do exemplo anterior, mas ainda é possivel escrevé-las de forma

explicita:
o(y) = —In (coth(QL(y yc))), (5.5.41)

1
a
t = () (e (7)) (o ()
e < 5 tan 5 coS 5
1
= et (1 —e 2T w))2-2a7 (5.5.42)

e = (a200> : (5.5.43)

. . - s - A Y
a constante .. foi escolhida para manter a forma dos assintdticos: o ~ oy °T e e ~ eZ nas

-

._

proximidades do ponto fixo. O ganho deste modelo em relacdo ao quadratico é que agora a
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singularidade nua se encontra num valor finito de y, no ponto ¥,., ndo mais no limite y — —oo.
E evidente que a solucdo sé é definida para y > y. e em y = y. o campo escalar diverge -
singularidade nua, pois R também diverge (ver eq. (5.2.8)) - e para y — oo temos um

assintotico AdS,.

5.5.3.3 W-sin?

Como dltimo exemplo serd analisado um fluxo entre dois pontos criticos através do super-

potencial

Wio)= =7 (d=2+sin? (7)), 0<o <. (5.5.44)

Para a fungdo beta, basta a troca formal o — icv em (5.5.40)

s sin(ao)

— B(o) == , 5.5.45
)= (14 e sin? (%)) (5549)

o mesmo vale para o potencial com a eq. (5.5.39). Escolhendo s = sy > 0, temos um

ponto fixo UV em oy = 0 e um IV em o7y = 7. A escala do espago AdSy do ponto fixo
UV é L = Lyy e a do ponto IV é:

Lyv

1+ @5e

Ly < Lyy. (5546)

O indice critico associado ao ponto fixo IV (=3 (o7) = s;r) pode ser escrito em termos de

Syy € &
Suv
SIR= —7 gz < V- (5.5.47)
L+ (d—U2‘)/oc2
Uma particularidade do modelo € a relacao:
Suv Siv
= —— 5.5.48
Lyv Lyv ( )
As solucoes do campo escalar e fator de escala sdo:
tan <O‘_02(y)) - %e—%é’v, (5.5.49)

1 .
et = iSin <%> o <cos <%>> v
Qo 2 2

9 1

2 T2
_ o (H%) S (5.5.50)
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O modelo descreve uma verdadeira PD interpolando entre os dois vacuos (pontos fixos), como

pode ser visto na figura (5.2).

a(y)

Figura 5.2—-Forma do campo escalar para o superpotencial (5.5.44).

A constante de integracdo foi escolhida para que nas proximidades do ponto UV: e? =
vy —s—Y N
eTuv e o ~ gpe Lvv . Como consequéncia, perto do ponto IV (o = )

1
a0\~ (d—2)a2 Y
AW~ <—2 ) @20 Ty |y — —o0,

%
o1l1=
|
]
wn
S
<
5
q
<
|
|
|
o
<
5
<
<
|

a(y)

A troca UV—IV nos indices é possivel devido a (5.5.48).

O fluxo ndo massivo descrito por este exemplo ndo sofre de nenhum defeito aparente. A
solucao do campo escalar é um verdadeiro kink e a geometria de PD interpola entre dois
vacuos AdS,; com escalas distintas. A particularidade do modelo é a eq. (5.5.48) que forca

suyv > |srv|, pois Lyy > Lyy.

5.5.4 Flutuacoes lineares

Uma vez determinados o campo escalar e a métrica de uma solucao de PD, o passo seguinte
é analisar as flutuagGes ao redor dessas. O interesse ndo é apenas estudar a estabilidade das
solucdes, as flutuacdes possuem papel importante na descricao holografica. No exemplo da
secdo 5.5.4.3 é mostrado como as flutuacdes ao redor de uma solucdo explicita de PD reproduz
o espectro de massa de uma pCFT, ;. As flutuacGes lineares do campo e da métrica sao
estudadas num calibre particular, de Newton, culminando em egs. equivalentes a um problema

de mecanica quantica supersimétrica.
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5.5.4.1 Flutuacoes lineares do campo e métrica no calibre de Newton

A métrica e campo escalar sio:

Ju = g,uy"_hw/u
o = G+¢, (5.5.51)

onde as quantidades com “barra” remetem a um modelo do tipo PD j3 resolvido - o famoso
background. Ja h,, e ¢ sdo flutuagdes lineares (quantidades pequenas em relagdo ao back-
ground, assim sé sdo consideradas as primeiras correcdes) da PD dada. Na aproximagdo linear,

as quantidades geométricas de interesse ficam

g = G — R = GG, (5.5.52)
r, = T+, (5.5.53)
R, = Ry, +R)), (5.5.54)
com
) = %g“‘ (Vihaw + Vilio = Vali) (5.5.55)
R)) %ﬁm (VoVhap + VoV phye — Vo Vahy,) — (= v).  (5.5.56)
Consequentemente

1 — A 1)
RY = (Ry,)" =

AV
RL = (gWRW)(l)

(=V?hu = V. Vb + VoV, he, + VoV he,) . (5.5.57)
~V?h + VNV, — W' R, (5.5.58)

I 2ol =

Repare que nos termos lineares quem sobe e desce os indices sdo os elementos §,,. Os
resultados acima podem ser encontrados em quase todos os livros sobre Relatividade Geral,
(80).

Na aproximacao linear as eqgs. de Einstein s3o:
1
R() — §R(1)g,w — ~Rhy, = =T (5.5.59)

que podem ser reescritas da forma:

(1) 2 5 h _
RY = &2 <TW - dg“”QT) - % (T<1> — I ) _ ﬁT) . (5.5.60)
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onde
T = 6160,¢ + 0,065 — hy (%2 + V(&)) — G <—%h9962 + 50,0 + &,V(&)qﬁ) ,
T = (¢"T, V)(l) _ ngﬁ) — T,
=200, — h (22 + V(o )) —d (—%hyyfo + 50,6 + &,V(&)qﬁ) — T,
Ja a eq. para a flutuacdo do campo escalar é:
(V2= 02V (0)) ¢ = BV .(0,6) + g T4V6. (5.5.61)

Com o intuito de simplificar as eqs. escolhemos fixar as arbitrariedades da métrica com o

chamado de calibre de Newton (62), definido por:
ds? = (1 —2(d — 3)B)dy? + e**(n;; + hi" + 2Bn;;)da’da’ (5.5.62)
zghTT athT 0.
No calibre de Newton ambos os lados da eq. (5.5.60) podem ser determinados na aproximagdo

linear para todas as combinagdes de indices. Os calculos sdo longos e podem ser encontrados

no apéndice D. O resultado final é:

<e—2ADd,1 + 2+ (d— 1)Aay> nIT =0, (5.5.63)
(e*MDH + 0 + (3d — 5) A0, + 2(d — 3) ((d 1A%+ A)) B=
K20,V (3)
s b, (5.5.64)
K2 .
(ay ) B =350 (5.5.65)

[ (d—3)e2A0,_, — (d — 1)248, — (d — 1)85} B=

2 (&ayqs + ?;‘i(g)) - 2<(dd__ 23))1/(5)3) | (5.5.66)

A primeira eq. é a parte com tragco nulo das componentes (i,j), a segunda é a parte com

traco ndo nulo da mesma eq., a terceira é a componente (y,j) e a dltima é a componente

(y,y) que ndo fornece nenhuma informagdo nova. A eq. (5.5.61) fica

(e%md_l + 02+ (d—1)Ad, — 8§V(5)> 6= —2(d—3)9,V(5)B
~2(d—2)50,B,  (5.5.67)

onde a eq. (5.1.9) foi usada para eliminar o termo &.
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5.5.4.2 Relacao com a mecanica quantica supersimétrica

Seguindo (62), vamos desacoplar as eqgs. e chegar em duas eqgs. diferenciais do tipo

Schrodinger supersimétricas. O primeiro passo € realizar a troca de coordenada y — =
z = —/e_A(y)dy, ds? = AW (A2 4y datdad). (5.5.68)

7 “ ”n - ~ Y e " ~
Nos célculos que seguem o “ponto” remete a derivada com relacao a y e “linha” com relacao

. ~ : . _W=2) 45
a z. Comegando com a flutuagdo tensorial, definimos AT = e~"2 4hlT e a eq. (5.5.63)

fica

TTT 2 7TT d—2 ? 2 d—2 "
Ouihi = (=02 + V) bt V= —5— ) A%+ —=A", (5.5.69)
que tem a forma de uma eq. de Schrodinger com a energia sendo o auto-valor do operador

Og-1, i.e. uma mecdnica quantica (M.Q.) para a transformada de Fourier de h]". Essa

“M.Q." é muito especial, pela forma do potencial

Vi = Wi =W, Wy = — A (5.5.70)

ela é supersimétrica, ver detalhes em (81).
Seguindo para a abordagem da flutuagdo escalar B. Primeiramente com uma combinac¢3o das

egs. (5.5.64) e (5.5.65) chega-se a seguinte eq. para B
e 0, + 0% + ((d —3)A - 2?) 9, +2(d—3) (A - Ag)} B=0, (55.71)
o g

também foi utilizada a eq. (5.1.9) para eliminar o termo 05V (7). Passando a eq. acima para

. . L, d=2) 4~
a coordenada z e depois definindo B = g'e™ 2 AB, acha-se

(—02 +Vp) B =045, (5.5.72)
_ — 2 — 2
" " d . 1 " d . 2
Vp=-2 42 (U—) — uA” + (d — 4)Cf—A’ + (—) A2
o’ o' 2 o’ 2

uma eq. de Schrédinger para o Fourier de B. O potencial V5 é supersimétrico porque pode

ser escrito como

d—2 A,
Vi = W% — W), Wg = —0, {m (e—‘ : ’_—)] . (5.5.73)

0./

Chegar na forma acima ndo é complicado, mas é necessario usar a identidade

5_/ (A/l/ . 2A/A/l) — 26'” (Al/ o A/Q) )
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As solucoes descritas pelo método do superpotencial sao estaveis pois o espectro de suas
flutuacGes sao positivos devido a supersimetria.

Conclusdo: encontrando as solugdes das egs. (5.5.69) e (5.5.72) (com certas condi¢des de
contorno) o problema estd completamente resolvido, porque conhecendo B (e seu espectro),
automaticamente sabe-se ¢ (e seu espectro) via eq. (5.5.65). A grande dificuldade do método
é uma vez conhecido A(y) realizar a passagem para a coordenada z - eq. (5.5.68). Sdo poucos
0s casos em que a integral pode ser determinada, na préxima secdo uma dessas raridades é

estudada.

5.5.4.3 Flutuacoes em um caso particular

Fixando s =1 e o® = 715 na eq. (5.5.38) (xk = 1)

W(o) = —@ (1 1 sinh? (2%2» , (5.5.74)

as solu¢coes do campo e métrica e em termos de y ou z se simplificam em

1
et = (el —1=—1~ (5.5.75)

y o z z s
et — tanh [ —2— ) = sin (—) 0< <D 5.5.76
(Wz_ 2) I L°2 (5:576)

consequentemente
e = #, (5.5.77)
tan (%)
2vd — 2
oz = ——. (5.5.78)
L cos (%)

As eqs. acima s3o suficientes para determinar V;, e Vg (egs. (5.5.70) e (5.5.73))

d—2 1 2z

Vi = I s (CE) ((d —2) + 2cos <f)) , (5.5.79)
1 (d—4)(d—6) d(d-2)

Vs = 1 <—4+ W) o (%)> . (5.5.80)

Como o pardmetro z é limitado ao segmento de reta (0, %) as condicoes de contorno

lim hy(z) = lim B(z) =0, (5.5.81)

<02k e

devem ser impostas. Elas também garantem o comportamento correto na geometria - as

flutuagcOes desaparecem na borda e a divergéncia na singularidade estd no background e nao
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na flutuacao. Como consequéncia das condicGes de contorno € evidente que o espectro dos auto
valores do operador O, ; sera discreto - um problema de Mecanica Quantica Supersimétrica

com estados ligados.

A eq. para o Fourier da flutuagdo tensorial é

d—2 1 2z 7 7
(—33 + TR (_2_z) ((d —2) + 2cos (_f))> hf; = mihf}, (5.5.82)

L

cuja solucdo, para d # 4, regular em z =0 é:

i = et (1) (1) 7(3)

z 1 / 1 d+1 . z
F(z) = 2F1 <§ <d—1— LQm%),i(d—l—'— LQmi)7T,Sln2 (E))’

onde o F(a, b; ¢; x) é a fungdo hipergeométrica. Suas principais propriedades estdo listadas no
apéndice A.

A solucio diverge no limite z — £ a menos que a hipergeométrica seja um polindmio de
2

graun (n=0,1,2,...). Isso ocorre quando

1
-n = §<d—1—\/L2m%), ou

N2
mi(N) = T N=d=l+2m=d-1d+1,d+3,. ., (5.5.83)
i.e. mj possui um espectro discreto de acordo com o esperado para um estado ligado.

A eq. de Schrodinger que descreve o Fourier da flutuagdo escalar é:

1 d—4)(d—-6 d(d— 2 - -
O+ —— | 4+ ( : 2)( - )4 (2 Z) Br = m%Bp, (5.5.84)
4L sin (_Z) cos (_Z)
cuja solucao que atende todas as condicdes de contorno é:
Br = Ap) sin 7" <%> cos? <%> F <%> : (5.5.85)
z d—3 . z
F <z> = SF (a,a+; T;sm2 <z>) (5.5.86)
d—2 1
a+ = T + 5 V 1 + LQmQ, (5587)
para a solucao atender as condicbes de contorno é necessdrio a_ = —ng, ng = 0,1,....
Assim:
1
mp(ng) = — ((d—2+2np)*—1), (5.5.88)

L2
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novamente um espectro discreto. No caso particular de d =5

n(n+1)

5 mp(l), n=ng+1=1,2...., (5.5.89)

mp(n) =

As massas (5.5.83) (d = 5) e (5.5.89) sdo bem conhecidas na literatura (63, 64) e sdo
interpretadas como o espectro de massa das particulas da pC'F'T, dual. Mas ao contrério
das referéncias supracitadas, ndo calculamos a funcido de dois pontos de forma explicita para
s6 depois identificar seus pélos com o espectro de massa. No calibre de Newton, as massas
sao automaticamente obtidas uma vez impostas as condi¢cdes de contorno “usuais” de um

problema de mecéanica quantica.

Um método holografico alternativo de calcular espectros de massa, por exemplo, dos
glueballs mais leves, é o das "Paredes Duras” (do inglés hard walls)(57), onde a “escala”

massiva é criada por um corte no espago AdSy.

5.5.4.4 Método aproximativo para as flutuacoes lineares no calibre de Newton

Como ja foi dito anteriormente sdo raros os casos em que é possivel escrever o fator de
escala e o campo escalar como funcées da coordenada conforme z = — f e~ Wdy - condicio
necessdria para a aplicagio do método desenvolvido na secdo 5.5.4.1. Mesmo quando os
potenciais V;,(z) e Vg(z) sdo conhecidos ndo ha garantias de que seremos capazes resolver as
“egs. de Schrodinger”. Uma forma de obter alguma informac3o é estudar o superpotencial W
ao redor de um ponto fixo fisico, e dentro da aproximacdo encontrar as egs. que descrevem
as flutuacoes lineares.

Sem perda de generalidade, o ponto fixo (do tipo fisico) serd assumido em o = 0. Em suas

proximidades, o superpotencial é:

1 s 5 Caana 3 7 4
W~ f((d 2)+ZU+ 5 cr+§a +... ], (5.5.90)

s # 0, Caan € 7y sdo quantidades adimensionais, assim como o (k = 1). A fungdo (o) é:

do W/ d—9 S+C o+ 02
= —flo) = 2(d—2)— =0 ( )(s i ACAA y V)4
(d—2)07 (0 = o}) (0 — 3)

(d_2)+ig2+CAchAg3+ %04’

(5.5.91)

2
~ SU+CAAA02+ (’Y—ﬁ) 0'3+..., (5592)
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onde (CAAA 75 0)

Cann 4vs s 52 )
o = — 11— J1— = ) ~— - +O(?), 5.5.93
! 2y < CXan Cana  Chan ) ( )
Cann dvs Cann S 327 2
oy = — 14+ 4/1— ~~ — + + + O 5.5.94
? 2y < Cian Y Cana  C3an e )

Os pontos o e 05 ndo precisam ser encarados como pontos fixos, mesmo quando sdo nlimeros
reais, sao apenas um reflexo do método perturbativo. O ponto o = 0 é relevante quando s > 0
e irrelevante para s < 0.

Para Cana =0, 0] e o5 em (5.5.91) devem ser substituidos por

ol =ty —. (5.5.95)
’ Y
Solugcées do DW na aproximagdo: Integrando ¢ = 2WW’, via (5.5.90), encontra-se:
e T = |0|_% o—of| 1 |o—o; 5 , (5.5.96)
2
* * * S
s1 = 7oi(0] —03),~ —s +702 ) (5.5.97)
AAA
_ LT R A CiAA
Sg = —yoy(0] —o05) ~ o (5.5.98)
Repare que
1 1 1
-+ —+—=0,

S S1 S9
portanto no limite ¥y — Ypmin: o] —00 .

. _gY ~ .
Ao definir a constante oy, t.q. 0 &~ gpe™°T, y — 00, a razdo yme passa a ser dada por:

ymin 1 1 1

e L =|og|= |of| |os]=2 . (5.5.99)

E]

Invertendo, perturbativamente, a eq. (5.5.96), tem-se:

3 4 C y y
to? ( AAA | g,y AAA) e BT L 0O <0‘6’L€_45Z> ) (5.5.100)
S

Da eq. (5.5.92) é possivel calcular A = A(o), mas nosso interesse estd em A = A(y) nas

proximidades do ponto critico. Algo simples de ser encontrado via (5.5.100), o resultado é:

AW ot (100 2z 900aaA sy o (ceet) (5.5.101)
8(d —2) 9(d —2)s ’
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é interessante notar que até a ordem analisada A(y) independe de v, ao contrério de o(y).

Passando para a coordenada z:  Para usar nossos resultados € preciso reescrever as eqgs.

em termos da coordenada

% - —/dye_A(y), (5.5.102)

invertendo ordem a ordem, fica-se com:

y 2 s 3 s 4
(s () e () o))

e o valor 4,,;, € mapeado em:

Zmaac

. 5 (5.5.103)

_L
s1

s

= |ool "= [o7] 1 fo3

O campo escalar e o fator de escala sdo escritos em termos da nova coordenada:
Z\* Cann [ 2)\* C3An s v\ [2\2%
G O REI G 26
o(2) UO(L) ( To—— 1 +UO( 2 Rd-2(+29) 25)\T
CAAA 02 4OAAA'7 8(17+438) <Z>33 2\ 4s
3 AAA 4
e 7)o ()
MR ( 2 3 2 32(d —2)(1 +2s)(1+3s) \L O\

2

= g (1 T id- g)o(si 1 29) (1)~ 3(d25f()2§<A1Af 35) (7)"+o <"3 (%)4» (5:5.104)

Equacodes para as flutuagdes:  Abastecidos de o(z) e A(z), os potenciais V,,(z) e Vp(2),

eqgs. (5.5.69) e (5.5.72), podem ser calculados:

v = S e (1)

+ US’SOA?f(jS;)lLQ_ %) (%)38_2 +0 (aé (%)48_2) : (5.5.105)
Vy — (d—2— 22)2(5 —4-2s) QUOOAAA(dLZ— 3 —s) (93_2

T 2)36281 R < — 8C% an(d —2)(d — 3 — 25)(1 + 25)

+ (d—3)s (s2(d — 2+ Ts) — 12(d — 2)(1 + 2s)7) ) (%)25_2

+ 0 <a§ (%)38_2) . (5.5.106)
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n 1 2 3 4 5 6
eq. (55.89) |1 1.73 245 3.16 3.87 458
eq. (55.110) | 1 1.76 262 351 441 531

Tabela 5.1 — raz3o entre a massa do n-ésimo estado e do estado fundamental calculadas via
eq. (5.5.89) e sua aproximagdo (5.5.110) no caso d = 5.

As egs. (5.5.105) e (5.5.106) s3o validas, dentro da aproximagdo, até nos casos particulares

Caan = 0 ou v =0. Porém ndo s3o vélidas em s = 0 - vicuo degenerado.

5.5.4.5 Comparacao com o exemplo exato

Na se¢do 5.5.4.3 foi calculado para um W (o) especifico o espectro de massa da flutuagdo
escalar. Aqui vamos comparar o resultado com o previsto pelo nosso cdlculo perturbativo. Nas

proximidades do ponto critico, (5.5.74) é

1 o2 1 ot
W)~ —— (d—2+ 2 7 4. 5.5.107
(o)~ =7 ( T T sa—ys T ) ’ ( )

comparando com (5.5.90) tem-se s =1, Cann =0ey = ( 57- Da eq. (5.5.76) é evidente

a forma assintética o(2) ~ 2v/d — =+ 0 <(Z) ) i.e. o9 = 2v/d — 2.

Neste exemplo (5.5.106) é simplesmente

V() m L i)sf L G ?;))I_Ef V.o {(i)z] , (5.5.108)

e a solucdo do Fourier de B(z) regular em z = 0 é:

BF (z:p) = A(p)VzJo(Mz), M = \/mQB - (d_?%, (5.5.109)

que n3o possui um espectro discreto, entretanto ao impor a condi¢do de contorno B(z4:;p) =

0, temos

(mp)n Va2 + )(d —2)

Jo(zmaz M) =0 — (mp)1 \/5.78319 + (d ~3)(d-2)

(5.5.110)

um espectro discreto, onde z;,, é o n-ésimo zero de Jy(x). Para o caso d = 5 comparamos na
tabela 5.1 as razdes (( ~+, obtidas pelo resultado exato (5.5.89) com a aproximacao (5.5.110).
O erro relativo entre os resultados aumenta com 7, no primeiro estado excitado (n = 2) ele é de
1.73%, ja para n = 6 passa a ser de 15.9%. Podemos concluir que os resultados aproximativos

foram satisfatérios ao serem confrontados com calculos exatos.
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Uma vez estabelecido o valor da aproximacao, uma possibilidade seria a tentativa de resolver
as egs. (5.5.105) e (5.5.105) para s's mais gerais, 0 que ndo é feito nesta tese. O leitor
interessado pode consultar (58), onde o espectro dos auto valores para potenciais com essa

estrutura é estudado através do método WKB exato.



Resumo da segunda parte

Neste segundo terco de tese foi apresentado o espaco de anti de Sitter em d dimensdes, solucdo
das egs. de Eisntein sem matéria e com constante cosmoldgica negativa, em suas duas versoes:
assinatura lorentziana (AdS,) e euclidiana (H¢). O fato das isometrias da métrica de Ad:S, nas
coordenadas de Poincaré no limite da borda do espago (2 — 0) reproduzirem exatamente as
transformacgoes conformes em d — 1 dimensdes é o um dos grandes indicios da correspondéncia
AdSy/CFTy 1 (ver se¢do 4.3.1). No capitulo 4 o principio hologréfico é confirmado ao ser
demonstrado que a acao on shell da solugao de um campo escalar massivo, ¢, num background
H, - com a condicdo de contorno (nas coordenadas de Poincaré) ¢(z; 7) ~ 22+ ¢o(T), 2 — 0
- funciona (apds o acréscimo de contra-termos) como o funcional gerador de uma CFT,_4
se ¢o(Z) for identificado como uma fonte externa. Através deste método foram calculadas as

funcdes de dois e trés pontos de uma C'F'T;_;.

Na tentativa de descrever a funcdo beta de uma pCFT,; , assunto do capitulo 5, é
preciso estender a correspondéncia AdS,;/CFT, 1 para uma (a)AdS;/pCFT, 4, ou seja a
gravitacdo nao pode ser um simples espaco AdS;, mas sim um assintoticamente AdS;. A
classe de espacos (a)AdSy escolhida é a PD - geometrias conforme planas que interpolam
entre dois viacuos AdSy; ou entre um vacuo AdS; e uma singularidade nua - descritas pela
métrica ds? = dy? + e*AWp;;dz'da?. As eqs. do movimento s3o reescritas em termos de um
sistema de primeira ordem ao ser introduzido o superpotencial . Ele descreve os chamados
vacuos fisicos - extremos de W - e a simplicidade das egs. facilita os célculos para a obten¢ao

de resultados exatos.

Cada corte y = const. numa PD representa um espago M, (ou H? na versdo euclidiana)
com uma escala fisica diferente, e como a borda do espaco (onde et — 00) deve corresponder
a um ponto fixo UV, a identificacio e = e~/ ~ L' é natural, - L é a escala de comprimento
da pCFT, 4, i.e. grandes escalas na gravitacdo correspondem a pequenas escalas (grandes
energias) na teoria de campo hologréfica. Outras identificacdes sdo a do campo escalar, o(y),
(que gera a geometria (a)AdS;) como o acoplamento do termo que perturba a CFTy e
m? ~ s(s — (d—1)) - m? é a massa ao quadrado, com relagdo a um vacuo AdS,, do campo
escalar e s é o indice critico associado a C'F'T;; 1 correspondente. Como consequéncia temos

do

a fungdo beta hologréfica, —f(0) = ek Uma limitacdo clara dessa descricdo hologréfica,

reflexo de uma supersimetria escondida na gravitacdo, é que ela sé descreve pC'F'T; 1's com as

fungBes cargas centrais, a(0) e ¢(0), coincidentes. Os tipos de geometrias que geram diferentes
fluxos hologréficos sao listados na se¢cdo 5.5.2 e surge um novo problema. Ao invés da funcao

beta divergir na fase massiva ela torna-se nula (ver detalhes na se¢do 5.5.2.3). Mesmo sendo
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uma abordagem n3o perturbativa, novamente encaramos limitacdes na descricdo da fungdo

beta longe do ponto critico.

Ainda no capitulo 5 o diciondrio hologréfico relacionando a (a)AdS; com uma pCFT,
ganha seu ultimo elemento ao analisarmos as flutuacoes lineares da métrica e do campo escalar
ao redor de uma geometria PD e seu uso na descricio da pC'F'T;_1 - por exemplo, elas sao
necessdrias para o cdlculo do espectro de massa e das funcdes de correlacdo. Descritas no
calibre de Newton, as flutuacdes lineares, culminam em egs. com a mesma estrutura de
uma mecanica quantica supersimétrica. No texto é calculado em detalhes as flutuagdes num
exemplo com fluxo massivo (mesmo ele tendo os problemas ja citados) exato e o espectro de
massa da teoria de campo hologréfica é determinado. Mesmo com uma estrutura simples, as
eqs. das flutuagdes lineres s6 podem ser resolvidas de forma exata para poucas geometrias de
PD, por isso no fim do capitulo uma formulagdo aproximativa é feita e testada ao compararmos

os resultados com um caso exato.

Terminada a revisao, na terceira e Ultima parte da tese sdo apresentados nossos resultados
originais na tentativa de resolver o que consideramos as duas grandes falhas na descricao
hologréfica da fungdo beta: 1) sé descreve teorias de campos com a(o) = ¢(0); 2) a fungdo
beta nao descreve o comportamento correto numa eventual fase massiva, onde a PD possui

uma singularidade nua.



PARTE 3:

Teoremas a & ¢ e

transicoes de fase holograficas
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CAPITULO 6

Paredes de dominio na gravitacao com

termo de Gauss-Bonnet e seu uso em
AdS/CFT

No capitulo anterior foi introduzido o diciondrio hologréafico para determinar a funcao beta
de uma pCFT,_; através de geometrias (a)AdS,; do tipo PD geradas por um campo escalar
com auto-interagcdo numa gravitacdo de EH. Apesar do método ser promissor, a priori fornece
resultados exatos para a fungdo beta, duas limitagdes sdo evidentes: 1) ele sempre descreve
teorias pC'F'T,;_, com as cargas centrais iguais, i.e. a = ¢ - um reflexo da supersimetria A = 4;
2) as solugdes de PD (‘falsas”) que interpolam entre um vacuo AdS,; e uma singularidade
nua® deveriam descrever fluxos massivos. Para o fluxo ser caracterizado como massivo, na
singularidade o fator de escala, identificado como o comprimento de correlacdo da pC'FT, 1,
deveria tender a um valor finito n3o nulo e a funcdo beta divergir. Porém o que ocorre é
justamente a anulacio do fator de escala e da funcdo beta’. O objetivo deste e do préximo

capitulo é descrever teorias alternativas que solucionem os dois problemas.

6.1 Definicao do modelo, lagrangiana efetiva e equacoes
do movimento

Focando no problema 2) enunciado no inicio do capitulo, uma tentativa de conseguir
resultados melhores é acrescentar termos a acao que alterem a forma da singularidade ao
mesmo tempo que n3o modificam muito a parte do vacuo (AdS;). Em outras palavras,
modificar a gravitacdo para suavizar as singularidadest. Isso pode ser feito acrescentando

termos de ordens maiores da curvatura, eles serdo grandes nas proximidades da singularidade

*logo existe um corte (uma escala) na coordenada axial no ponto y = yerit
fem alguns casos, discutidos no capitulo anterior, ao invés de se anular ela tende a uma constante.

!pode-se pensar numa gravitacdo semi cldssica.
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(onde a curvatura diverge) e, nas proximidades do vacuo AdS, serdo absorvidos na constante
cosmoldgica - uma vez que tenderdo a constantes. O termo escolhido neste capitulo para ser

acrescido a agdo é o famoso termo de Gauss-Bonnet (GB). O novo modelo é:

Sep = / dz /=g R*7 — 4R, R" + R?)

1
59" 9,0 0,0 = V(o)

\L?
Bt a=aya—g e

d >4 (6.1.1)

onde ja foi fixado k2 = 1 (ver o final da se¢do 5.5), A é um pardmetro adimensional e L é
uma escala com unidade de comprimento.

A escolha do termo de GB ndo é arbitraria, no apéndice G é mostrado que esta acdo é a mais
geral possivel, com termos de até segunda ordem na curvatura, que fornece egs. diferenciais
de segunda ordem para geometrias do tipo de PD,®. No mesmo apéndice é demonstrado que

para uma métrica da forma
ds? = f2(y)eX VAW gy 4 24 datda? (6.1.2)

a agdo (6.1.1) é equivalente a (5, 6)

Sap = /ddlxdyllef —2(d—-1) /ddlxdyd% ? <1 - 2/\3L2 E;j : 2 62?2% A2)
Loy = % <2(d —1)(d - 2)A*(y) — c‘rﬂ(y)>
(d—1)(d — 2) e72d=DAW) .

—\L?

L(2) = f(2)e2 VAW Y (o 1.
: Farg A - 1) V(o) (613)

as variagGes desta acdo com relagdo as trés coordenadas o(y), A(y) e f(y) fornecem, respec-

tivamente, as seguintes eqs. do movimento

G+ (d—1)6A=V'(0), (6.1.4)
A (1 - 2)\L2A2> = —(d—1)A (1 - AL2A2> - (d‘_/Q), (6.1.5)
—(d - 1)(d — 2) A (1 - AL2A2> + %{ﬂ = V(o) (6.1.6)
onde apés as variacSes foi fixado f = e~ (@14 para a métrica ser
ds? = dy? + W da'da? (6.1.7)

$na verdade o resultado é mais geral, a eq. (6.1.1) é a combinagdo mais geral que fornece eqs. de segunda
ordem para qualquer geometria “conforme plana”, i.e. que pode ser descrita por uma métrica da forma
ds? = QO (x)n, datdz” .
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a de uma PD.
Apés varias manipulacdes das egs. (6.1.5) e (6.1.6), andlogas as feitas no capitulo anterior,

chega-se ao resultado:

o2 = —2(d — 2)A (1 - 2)\L2A2> . (6.1.8)

6.2 Superpotencial e o sistema de primeira ordem

Supondo que seja possivel escrever A como uma fungdo de o, entdo definimos:

A = —(d_2>W(U), (6.2.1)

que em (6.1.8) leva a:
o = 2W'Cy(W) (6.2.2)
Co(W) = (1—2AL2(dIi/2>2), (6.2.3)

e em (6.1.6) fornece a relagdo entre W e o potencial real

V(o) = 2(W')2C2 (W) — (%) e <1 - AL dV_V;Q) | (6.2.4)

As egs. (6.2.1), (6.2.2) e (6.2.4) formam nosso sistema de primeira ordem. As trés equagBes
foram determinadas sem fazer referéncia a eq. (6.1.4), mas por inspe¢do direta é possivel
mostrar que solu¢bes dela satisfazem automaticamente a outra. Portanto o método do “su-
perpotencial”’ também funciona no caso com o termo GB, a relagio entre W e A permanece
inalterada (por definicdo), mas surgem corre¢des nas egs. envolvendo ¢ e V(o). Ao substituir
as egs. do movimento (6.2.1), (6.2.2) e (6.2.4) na a¢do (6.1.3) fica-se apenas o termo de

derivada total:

2 d AL
_ A e du L | eld-DAW) 1—— =27~ w2 2.
S Ty [e W d—2d-n" )| (625)
2 d—1 d d—1)A d—1
= g | 7 [ [ W))W <o,
onde
d—2 \"7?
alo) = <7) ag(W), , (6.2.6)
() ™
d—2\ L2W?
W) = 1-—2\ 6.2.7
ao(W) <d—4) (d—2)2’ (62.7)
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como serd visto mais a frente a fungdo a(o) definida acima € a fungdo central a, andloga a
eq. (5.5.10). O fator ag = 1 + O(\) carrega a corregdo devida ao termo de GB.

Por fim, a curvatura escalar também pode ser escrita em termos de W (o) como:

R(o) = —2(d —1) (— v f 5 (W'(0))2Co(W) + ﬁw?@) (6.2.8)

6.3 Vacuos

A definicao da configuracdo de vacuo é a mesma da secao 5.3, levando a:

Vi) = 0= 20 (0)Co(W (o) F(0), (6.3.1)
Flo) = QW"(U)OO(W(U))—%W(@(W’(U))Q— (%) W(o), (6.3.2)

agora ha trés possibilidades de vicuos. Os dois ja conhecidos: extremos de W - vdcuos fisicos;
os zeros de F (o) - vacuos instaveis que ndo sio descritos pelo método do “superpotencial”,
pelos mesmos motivos apresentados no capitulo anterior eles serdo descartados. E a novidade,

os zeros da fung¢do Cy(W') - chamados de vacuos topoldgicos.

6.3.1 Vacuo fisico

Os vécuos fisicos sdo os extremos do “superpotencial”, i.e. 0 = o, é um vdacuo fisico se:
W' (opis) =0, W(opis) #0, (6.3.3)
no caso de W (oy;s) = 0 o vacuo é M, e sera evitado - ndo hd descrigdo hologréfica associada

a esse caso. Pela eq. (6.2.1)

(d—2) Ly;s

(6.3.4)

o sinal acima deve ser escolhido tal que Ly;; > 0. Ao assumir W (oy;5) < 0 (nossa escolha a

menos que se diga o contrdrio) deve-se tomar o sinal positivo. A métrica é
ds® = dy® + e tis gy da'da? (6.3.5)

uma geometria AdS,; descrita nas coordenadas de Poincaré. Até este ponto, todas as con-

clusGes sdo exatamente as mesmas apresentadas no capitulo anterior. Porém num vicuo AdS,
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fisico a eq. (6.2.4) fornece:

(d—2) (d—2) 1 1 L?
— V(opis) = —2 A= 1—=A—1, (6.3.6)
(d - 1) (d - 1) Lzare Lfczs L?‘zs
invertendo
1 1 L?
L?‘zs NE (1 — /1 - 4/\L12me> , (6.3.7)

a outra solugdo deve ser descartada pois ndo recupera o caso EH no limite A — 0 (Lpgre =
Lﬁs)ﬂ. Ou seja, a escala (L) associada ao extremo do potencial real V(o) é diferente da
escala do espago AdSy (Lyis). O termo de GB € o responsével pela diferenga. Uma vez que

L7, é uma quantidade real e positiva, a eq. (6.3.7) fornece a desigualdade n3o trivial

112
A< 22 (6.3.8)

restringindo os possiveis valores de \ caso L2 e L? sejam fixados previamente.

bare

6.3.2 Vacuo topolégico

Ocorre quando existem zeros reais da fungcdo C(1V). Eles sdo determinados por:

L@f(O}op)2 1 o 1
(d_ 2)2 = 2)\L2 — L%Op — Ltop =V 2)\[17 (639)

é evidente que o vacuo sé pode ocorrer se A > 0. Pela eq. (6.2.1) o vicuo “topoldgico” é

um espaco AdSy com escala natural L;,,. Se no vacuo topoldgico o potencial V(o) possui o

valor —%, ent3o pela eq. (6.2.4)
bare
L =2V ALy, = 2V2)\L, (6.3.10)

ao contrdrio do vacuo fisico, aqui as duas escalas sdo proporcionais. Os vdcuos topoldgicos
sempre possuem a mesma escala Ly, completamente definida por A e L. Substituindo (6.3.9)

m (6.3.6), é possivel escrever a relagdo:

L2 L2
L;f’p =1—y|1-252 <1 L} <L}, (6.3.11)
fis bare

Timplicitamente estamos assumindo Lbare > 0, ou A < 0, algo que a priori n3o é necesséario para o vacuo
AdS, apés o acréscimo do termo de GB. Porém essa condicdo é importante, pois em (89) é argumentado que
vacuos AdSy obedecendo (6.3.6) com A > 0, i.e. que ndo possuem o limite A\ — 0, s3o instdveis. Também
repare que no caso de A < 0, a condi¢cdo V(oy;5) < 0 é automaticamente satisfeita.
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a escala do vacuo topoldgico é sempre menor que a de qualquer vécuo fisico. Um resultado
fundamental para o restante do capitulo.

A razdo da nomenclatura vdcuo topoldgico é porque em d = 5, a a¢do do vacuo topoldgico:

12 1
S = /d% 9] [R + TRE + Z(L;f;jj;e)? (Ruvpo R — AR, R* + RQ)} , (6.3.12)
bare

é exatamente a a¢do de Chern-Simons (56):

3 3
Sos = (sz;ﬁe)szr {A/\dA/\dA+§A/\A/\A/\dA+gA/\A/\A/\A}
= (L 2eac€/ e* AR ANR™ + ———e* ANe” Ne® AN R™ +
are) o ] (Lim.)?
1 a b c d e
o6 NeETNECNeT N, (6.3.13)
5(Lbare)

reescrita no formalismo métrico: e® = e%dxt e R* = LR™ dat A da”.

6.3.3 Vacuo fisico-topolégico

Esse caso peculiar acontece quando as duas definicbes anteriores coincidem, ou seja,

S _ _fis
Ofis = Otop = Utop

(d—2)?

fisy fisn2
W/(Utop) _07 W(Utop) - 2)\L2 )

(6.3.14)

o vacuo é uma geometria AdS; com a escala de comprimento Lyis = Ly = 2V/AL. A
principal caracterisitca dessa configuracao é que ela é um ponto de inflexdo do potencial, i.e.
além da primeira derivada do potencial ser zero no ponto em questdo a segunda derivada

também é nula (ver préxima se¢&o).

6.4 Massa do campo escalar, a funcao Beta e a funcao
central a

A massa ao quadrado do campo escalar, em relacado a um vacuo, fisico ou topoldgico,

mantém a mesma estrutura apresentada no capitulo anterior (65):

d*V (o) s
2 o o *
me= | L= 5 (s« — (d—1)), (6.4.1)
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logo a condicao BF é sempre satisfeita, mas agora

W"(ayis)

S« = Sfis = 2(d— 2)W

Colopis) = 2(d — 2)%";’5) (1 - ZALL?> . (6.4.2)

no caso de um vécuo fisico, o termo de GB cria uma correcdo ao s do caso EH (supondo o

mesmo W (o)): s — spis = sCo(0is), Co(opis) # 1. Ja para o vacuo topoldgico

SAL?
Sy = Stop = — (d — 2) (W/<Utop))2 S O, (643)
ele (quando existe) é sempre um ponto fixo IV - mj,, > 0 e 6y,, é um minimo de V(o).
Se o vacuo fisico e topoldgico coincidem - W (o,) = 0e V(Zi(;’)g’ = ﬁ - temos Syp = Syis = 0,

2

*

logo mZ = 0, um ponto de inflexdo do potencial V(o). Pela eq. (6.4.3), essa é a Unica
possibilidade para s, = 0, ao contrdrio do s¢;s que € nulo quando coincide com o topolégico

ou se W”(oyis) = 0.
A fungdo beta hologréfica é definida com a ajuda das egs. (6.2.1) e (6.2.2), como

do  do _ - 9, W (o)
i A= A) = —0(0) =2(d — Q)WCO(W), (6.4.4)

o termo Cy(W) # 1 é a grande diferenga entre as egs. (6.4.4) e (5.5.9). Agora se W (o)
possui um comportamento W (o) ~ o™ (n > 1/2) para 0 — o0, i.e. nas proximidades de
uma singularidade nuall, a funcdo beta hologrifica com o termo de GB diverge, |3(c)| ~
IANL?0?""!| —o0 , o esperado para uma fase massiva, ao contrdrio do caso EH onde ela se
anulava. Tal comportamento ja resolve o problema 2) levantado no inicio do capitulo que

assola a teoria com a gravitagdo usual, sem o termo de GB. Da eq. (6.4.4)

4) — exp (/U ﬁi:')> , (6.4.5)

A(0)

logo a divergéncia de beta no limite ¢ — oo, implica em e < o0 - comportamento que
serd verificado em exemplos - e como na integracio de (6.4.4) é criada uma constante, sempre

é possivel fixar e(>) = 1.

Se 0 = o0, é um vacuo (ponto fixo) fisico ou topoldgico, é facil verificar que:

_ dB(o)

— O
dO' o=0« ’

(6.4.6)

onde s, é dado por (6.4.2) para o vacuo fisico e (6.4.3) no caso do vicuo topoldgico. Por-

tanto as egs. (6.4.2) e (6.4.3) s3o identificadas como os indices criticos associados aos seus

lquando W diverge o escalar de curvatura diverge, ver eq. (6.2.8)
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respectivos tipos de pontos fixos. No caso topoldgico o ponto fixo é irrelevante (s, < 0)
ou marginal (s;, = sfis = 0). Os pontos fixos associados aos vacuos fisicos podem ser
de qualquer natureza, mas quando é relevante 0 < sy;5 < @ de acordo com a discussao
apresentada nas secdes 5.4 e 5.5. Outra quantidade importante é a constante de estrutura,
dada pela segunda derivada da fun¢iao beta num ponto fixo. Seu valor no caso de um vacuo
fisico é:

W™ (o is)
W(oyis)

= CAAA = —(d — 2) CO(Ufis) = LﬁSWW(UﬁS)CQ(O'ﬁS), (647)

novamente o termo de GB acrescenta a corre¢do Cy(oy;s) # 1 ao compararmos o resultado
acima com o do modelo de EH para um mesmo W (o).

A eq. (6.4.4) pode ser reescrita exatamente como (5.5.11)

so) = 7 (649
d—2
g(o) = %2 <7lpl;jv_v(20)|) >0, (6.4.9)
a diferenca estd na forma da fung3o central a(o), agora dada por (6.2.6). Novamente a fungdo
central a descrita em termos de [ = —A é monotodnica decrescente, pois
da 9
o= —g(0)p°(0) < 0. (6.4.10)

A carga central a da CFT,_; dual ao vacuo (ponto fixo) AdS,, com escala L., é (9, 10):

a = ag (—) > 1, (6.4.11)
Ly
L2
ap = 1-2)7, (6.4.12)

*

toda a contribuicao do termo de GB estda em ay # 1.

6.5 Carga central c holografica

A derivacdo da carga central ¢ referente a teoria conforme dual a gravitacdo estendida
(6.1.1) segue os mesmos passos adotados na se¢do 4.3.3.3 - caso EH. O problema consiste

em linearizar as eqs. do movimento de (6.1.1), dadas por™ (82):

1 2\L? K2
R, —-9gwR+MA.g,+———"-——H,, =—T,, —Ag., 6.5.1
0 29u + MG + d—3)d—4) " 5 th Iu ( )

**repare que no desenvolvimento das solugcdes de PD esse conjunto de egs. ndo foi usado explicitamente. O
método da lagrangiana efetiva mostrou-se mais simples.
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(d—1)(d—2)

-+ > 0 nas coordenadas de Poincaré

ao redor do vicuo AdS,, cuja escala é L? = —
(ver eq. (4.1.18)). A defini¢do de H,, é:

H/UJ = IMV - 4JN,V + pr; (652)
1
I/,LI/ = R (R/,u/ - ZQWR) s (653)
1
J/,LI/ = R,upl/aRpU - ZQWR;)URPU, (654)
1
K = Rupor R = 3 G Roors R?™ — 2RO Ry + 2R R (6.5.5)

A forma linearizada dos tensores acima sao encontradas no fim do apéndice D, permitindo-nos

obter as egs. linearizadas:

m_Lpw, 1p K )
OO RMV - §R G — §Rhuu == ETMV ) (656)
L2
Co=1-27 (6.5.7)
exatamente (5.5.59), exceto pelo termo Cj # 1 (quando A # 0). Se Cyy # 0 (n&o topoldgico),
e d—2
esse fator pode ser absorvido na constante k% ~ (I,))(42 — lpl(d - l”cl—o e a linearizagdo

torna-se exatamente igual a do caso EH, logo todos os passos feitos na secao 4.3.3.3 sao

vélidos e a carga central ¢ é (9, 10):

I d—2 I d—2
lpl lpl

toda a contribuicdo do termo de GB para a carga central ¢ estd codificada em Cy # 1. A

definicdo natural da fungdo central ¢(o) (fora do ponto critico) é:

d—2 \"?
c(o) = (m) Co(W), (6.5.9)

ver eq. (6.2.3).

Ao comparar as cargas centrais a € ¢, egs. (6.4.11) e (6.5.8), e suas respectivas fun¢ées
centrais, o grande ganho devido ao acréscimo do termo de GB fica evidente, as cargas centrais
sao diferentes para todo A # 0. Um novo leque de fluxos do GR com a(o) # (o) pode ser

explorado pelo principio holografico.
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6.6 Impondo condicoes fisicas sobre o modelo

Além da condi¢do V' (o,) < 0 oriunda puramente da geometria da PD (ver nota de rodapé
da se¢do 6.3.1), outras restricdes devem ser impostas sobre as solu¢des de PD para a teoria
pCFT,_, ser fisicamente aceitavel. As fungdes cargas centrais a(c) e ¢(o) e suas derivadas
devem ter comportamentos bem definidos e a positividade da energia das teorias conformes

nos pontos criticos também sera analisada.

6.6.1 Teorema a & c

Para a teoria pC'F'T; 1 descrever um fendmeno fisico, as fun¢des cargas centrais e suas

derivadas devem satisfazer certas condi¢des. Elas sdo:

d
Lo, <o (6.6.1)

a>0, c¢c>0, i i

Uma eq. ainda desconhecida é a derivada da fun¢ao carga central ¢

% = —ﬁ(a)%:j(;l%—zli) (1144//'((5))) c()Co(W) (6.6.2)
amm) = (-2 (553) 55, 669

Das quatro condi¢cdes apenas ‘fl—‘; < 0 é automaticamente verdadeira'™, todas as outras criam
certas retri¢des aos possiveis modelos. Impor a eq. (6.6.1) é equivalente a considerar ao(W) >

0, Co(W) > 0 e Co(W) > 0, o que leva respectivamente a:

L*W2(o)  d—14

@22 “oad_2) lom (6.6.4)

%2()02) = % (6.6.5)

LW o) d—2

(d—2)2 ~2:\d—4)’ (6.6.6)
(6.6.7)

No caso de A < 0 todas as desigualdades sdo satisfeitas, jd no caso de A > 0 a restricdo mais

forte vem de ag > 0, portanto sempre que W (o) satisfaz a eq. (6.6.4) ao longo de todo o

fluxo (massivo, ou ndo massivo) todas as condigdes dadas em (6.6.1) sdo satisfeitas.

As condicées fisicas dadas por (6.6.1) excluem completamente o vacuo topoldgico. Fora o fato
(d—2)

de Co(0top) = 0 (c(0top) = 0), também temos ag(01,p) = 1 — x <0, i.e.supondo um fluxo

tTho caso EH (A = 0), as quatro condicdes s3o satisfeitas sem restricdes.
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UV/IV cujo ponto UV seja do tipo fisico e o ponto IR topoldgico, mesmo que a(oyy) > 0,
a funcao carga central a sempre se tornara negativa a partir de algum o, ao longo do fluxo,

Uv top
0 fis <0, < Orp-

Restringindo-nos aos “superpotenciais” W (o) que divergem nas singularidades, a eq.
(6.6.4) exclui a possibilidade de fluxos massivos exatos quando A > 0. Agora supondo um
fluxo UV/IV entre dois pontos fixos fisicos, sabemos que no intervalo (oyy, o) |W(o)| é
monotdnica e seu maior valor estd em o, Assim se A > 0 e a condigdo (6.6.4) ¢ satisfeita

para oy, ou seja,

L d—4 d—2
L?is,IV = 2M(d - 2) = v > <d — 4) top? (6.6.8)

a mesma ¢ satisfeita ao longo de todo o fluxo.

Os resultados desta segdo, originalmente encontrados em nosso preprint (65), podem ser

compilados no:

Teorema a & ¢

e caso A < 0: Nao hd vdcuo topoldgico e qualquer solucdo de PD definida por um
“superpotencial” W (o) reproduz um fluxo de um GR holografico com condi¢ées fisicas

aceitdveis. Tanto para fluxos massivos quanto ndo massivos.

e caso )\ > 0: A escala do vdcuo topoldgico existett e ndo é possivel a descricio de fluxos
massivos, i.e. 0 acoplamento ndo pode assumir valores arbitrariamente grandes. Fluxos

ndo massivos sé sdo bem definidos se a eq. (6.6.8) for satisfeita.

6.6.2 Energia positiva nos pontos fixos

Os resultados apresentados nos artigos (8, 13), baseados no estudo das flutuagdes ao redor
de um background AdS,; em teorias gravitacionais com o termo de GB, demonstram que nas
CFTy_¢'s duais

=0, ty = % (1 - %) . (6.6.9)

As condigBes necessarias para energia da C'F'T;_; ser positiva (ver secdo 3.4) introduzem

restricdes sobre a razdo a/c das cargas centrais (nos pontos fixos UV ou 1V), eq. (3.4.16)

Hindependente se existe ou ndo vacuo topolégico no modelo.
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(com D =d — 1), que devem ser impostas as formas explicitas das cargas:

" 2
v (E) ffZid 2)/2( —A (Z i) ffw) = Tovyv = LQL (6.6.10)

Iyt Uv/Iv

I d—2
¢ = (—) Frs™22 (1= 2M fpay) | (6.6.11)

Lpi

levando as desigualdades:

, (d=3)(d—4) _ o
./\>O' O<ffis,UV<ffis,IV< 2/\(d2—5d+10) = +p<fGB (6612)
e A<0: 0< ffz‘s vy < fﬁs w < M = fp, (6613)
’ T 2A(d+1)

onde f&p é dado por (6.6.4). Desta forma as condigdes para uma C'F'T,_; ter energia positiva
limitam as escalas fisicas. Para A > 0, a eq. (6.6.12) é mais forte que (6.6.8), ent3o a restri¢do
real sobre a escala IV que garante tanto um fluxo ndo massivo fisico quanto a positividade
da energia das teorias conformes nos pontos criticos (fixos) é dada por (6.6.12), ou de forma
equivalente.

12

epr
+

Liy > (6.6.14)

no caso em questdo (A > 0) ndo sdo permitos fluxos massivos.

Na outra possibilidade, A < 0, o teorema a & c n3o criava nenhuma restricdo, mas agora
a eq. (6.6.13) deve ser levada em conta. Caso o fluxo seja UV—Sing. nua, a desigualdade

(6.6.13) deve ser substituida por

L2

uma vez que L7;, ;1 € a menor (e tnica) escala associada a um vacuo fisico (ponto fixo).

L2,y > (6.6.15)

O mesmo problema pode ser formulado em termos de retrices sobre o pardmetro .

Reescrevendo a eq. (6.3.7) em termos de fyvv:
1 L2
fUV/IV = ﬁ (1 4/ 1 - 4/\hUv/jv> ) hUV/]V in (6.6.16)
bare,UV/IV

e substituindo em (6.6.11), temos:

Cuv/iv (d - 2)\/ - 4)‘hUV/IV (6 6 17)

avv/rv - 2+ (d—4)/1T— 4 gy
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A eq. (6.6.17) em (3.4.16) leva a desigualdade:

@3- (d=3)(d —4)(d —3d+8) _

1
— 6.1
4(d+1)2 4(d? — 5d + 10)? 4’ (6.6.18)

onde d > 4 e hyy deve ser usado no caso de um fluxo ndo massivo e hyyy no caso massivo.

Portanto as condi¢des dadas por (6.6.14) e (6.6.15) sdo equivalentes a eq. (6.6.18) que
transfere as restricGes sobre as escalas numa limitacdo dos possiveis valores do acoplamento

A, dado um modelo (um W (o)) e a escala L2

6.7 Sobre a normalizacao do fator de escala e o hiato de
massa

O comprimento de correlagdo, na regido de baixas energias (£ > 1), cria uma escala
identificada como o inverso da menor massa (m,;,(0)) da teoria de campo, ver se¢do 2.3.5,

logo podemos escrever:

§(o) = - (6.7.1)

mmm(g) ’

por outro lado, o dicionario holografico fornece a relacio & ~ e4(?). Supondo um fluxo massivo
UV— Sing. nua, cujo fator de escala seja normalizado da forma:
e’ =P(g), lim P(o) =1, (6.7.2)

algo sempre possivel de acordo com a discussio feita na secio 6.4. Pelo fato de (@)

ser uma
funcdo monotdnica decrescente nos intervalo (oyy,00) (com eA(70V) — oo e eA(®) = 1),
a constante de proporcionalidade entre (o) e e4(®) ¢ o inverso do menor valor possivel da

menor massa da teoria (M, (00)), i.e.
{(0) = ————e', (6.7.3)

igualando (6.7.1) e (6.7.3), temos:

_mlo) A (6.7.4)
Memin (00)
que fornece a menor massa da teoria como fun¢do do acoplamento correndo no regime IV da
teoria - £ > 1, ou no caso em questdo o > 1. Repare que para a gravitacdo de EH, o fator de
escala(comprimento de correlagdo) é nulo na singularidade nua (0 — o0), portanto a teoria

de campo holografica ndo possui um valor minimo em suas possiveis massas.
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6.8 Solucoes de PD

6.8.1 W - quadratico

O exemplo mais simples com um vacuo fisico ainda é o modelo definido pelo “superpo-

tencial”

1
Wio) =~ (d . 202) 5> 0 (6.8.1)

uma vez que W (o) é par sé precisamos considerar a semi reta o > 0, a outra é encontrada

com a reflexdo 0 — —o. A fungdo beta (ver eq. (6.4.4)) é:

do so —s2  2\L?
—Plo) = d(—A) (1+ s 02> (16(d—2)2 L§i3>

1(d—2)
x(0* —op,y) (0 =0, ), (6.8.2)
4(d —2) Ly
gt = 2 1), 6.8.3
Utop,i S ( mL ) ( )

Ela possui um zero no ponto o = 0, vacuo fisico AdS,; (W'(0) = 0 e W(0) # 0) com
escala Ly;s. Quando A > 0 e Ly, > VAL = Lyop - condi¢do necessaria para V(0) < 0
- hd um segundo ponto fixo, um vdacuo topolégico IV em oy,, + (pois s > 0). De acordo
com (6.4.2) e (6.4.3) os indices criticos relacionados aos pontos fixos fisico e topoldgico sdo,

respectivamente:

22
sris = sCo(0) =5 <1 - 2\2 ) , (6.8.4)

2\L7 0-t20p,:|:
Stop,£ — 12 (d_2>7
fis

(6.8.5)

Mesmo sy, — Ndo sendo um indice critico em nenhum caso (o, — nunca é real - s > 0), seu
registro é importante pois serd utilizado na solu¢ao do modelo.

Uma propriedade muito interessante e curiosa envolvendo (6.8.4) e (6.8.5) é

1 1 1
+ + =0, (6.8.6)

Sfis Stop,+ Stop,—

que pode ser verificada explicitamente. Outra caracterisitica do modelo é que por sua simpli-
cidade a constante de estrutura Caan, dada por (7.4.7), é nula (W" (o) = 0).

Como foi assumido s > 0 e Ly;s > V2AL = Ly,, o vacuo fisico corresponde a um ponto fixo
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relevante (sz;s > 0). Integrando a eq. (6.8.2) é encontrado

1
e = —|g| /e

1/Stop,+ 2 2 —1/stop,—
6.8.7
M o (6.8.7)

— Ytop,— )

02 - Ugop#’_
onde M é uma constante de integragcdo. Pela eq. (6.8.6), na singularidade nua (o — o0)

o) — L

e = (6.8.8)
um valor finito ndo nulo. Exatamente o comportamento procurado num fluxo massivo. A
constante finita (adimensional) M ser4 fixada como a unidade, i.e, () = 1 (ver secdo 6.7).
O “milagre” da eq. (6.8.6) - que se repetird em todos os nossos exemplos - é o grande ganho
devido ao acréscimo de termo de GB, corroborando com a ideia de que nas proximidades de
uma singularidade é necessario levar em conta na acao termos de ordens maiores da curvatura.
Na figura 6.1 estdo os fluxos nos casos A > 0 e A\ < 0. Pelo teorema a & ¢, o caso A > 0
ndo pode reproduzir nenhuma teoria hologréfica de interesse - ao longo do fluxo UV} /1V,,,
a fungdo central a(o) muda de sinal. Ja para A < 0 o modelo descreve um fluxo massivo
quando L3, > L?/f? - condicdo para a energia do ponto fixo relevante ser positiva. Em
suma, no caso A < 0 e L%, > L*/f, a solugdo de PD (“falsa”), AdS,/Sing., do modelo
definido por (6.8.1) fornece uma fun¢&o beta hologréfica que descreve um fluxo massivo exato
com todas as propriedades esperadas.
Ao assumir as formas assintdticas do campo escalar e métrica: o(y) ~ aoefsﬁsﬁ e el ~
eLf%, para y — 00, i.e. nas proximidades da borda. O assintético oy passa a se relacionar

com os parametros do modelo da seguinte forma (ver eq. (6.8.7)):

‘UO‘ = |0-t20p,+‘7sfis/st°p’_ ‘Ufop7+‘7$f¢s/3top,—7 (689)

fixando-o sem arbitrariedades - um reflexo da escolha M = 1.

A<0 A>0
ouv —aP ouv T
@ ® —
— 00 oo —0o0 ©.0)

Figura 6.1-Dois possiveis fluxos associados a fun¢do beta (6.8.2).

A importancia do “superpotencial” quadrdtico (6.8.1) reside no fato dele ser uma boa
aproximagdo de qualquer W (o), com sy;s # 0, nas proximidades de um ponto critico fisico.

Se o, € um ponto fixo fisico com sy;; # 0, estdo para valores de o tais que |0 — 0,| < 1
1

(k = 1) o comportamento do fator de escala sempre é: e4(?) ~ |0 — 7| °ris.
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6.8.2 W - sinh?

O “superpotencial”

Wi(o) =

S . (a0
I <d -2+ e sinh <7>> ; (6.8.10)

é uma das inumeras generalizacdoes do caso quadratico, pois s6 possui um ponto critico fisico

em o =0epara & < 1, tem-se: W (o) ~ —ﬁ (d—2+20?), aeq. (6.8.1).

Sem nenhuma perda qualitativa podemos fixar s = le v = —~ 5, 0 que simplifica bastante

-
os calculos. Fixados os parametros, os indices criticos associados, respectivamente, ao ponto

fixo fisico 0 = 0 e os eventuais pontos fixos topoldgicos sio:

Sfis = Co(O)ECO, (6811)

INL? o SAL?
Stiop = T sinh? < top ) - :FLTXtiop (1 + Xtiop) ,
fis

(6.8.12)

onde Uip sdo os possiveis pontos fixos topoldgicos definidos pelos zeros de C e a seguinte

notacdo foi utilizada:

XE =i h2( i ) Ly (6.8.13)
= Sln e = — 1. .0.
fop 2d —2 V2L

As quantidades acima sé caracterizam um vdcuo topoldgico quando s3o reais e positivas. A
Unica possibilidade disso ocorrer é para onp quando A > 0 e Ly > V2AL.

Novamente a constante de estrutura é nula devido a paridade par de W - pelo mesmo motivo
s6 é preciso considerar a semi reta o > 0.

A fungdo beta do modelo (com os pardmetros ja fixados) é:

— Blo) = d(d_"A) —2,/(d — 2) tanh (ﬁ) (6.8.14)

L? . 12 o . 12 g _
X <—2AE> (Slnh (m) _Xt—’(;p) (Slnh (m) _Xtop) s

facilmente resolvida em:
sinh <L) sinh? (L) — X;;p
2v/d — 2 2/d — 2
_1/8;017

. o _
Slnh2 (m) — Xtop y (6815)

—1/Co —1/sf,,

A

X
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devido a propriedade

111
— t —+ — =0, (6.8.16)

‘ + -
wa Stop Stop

no limite ¢ — oo (singularidade nua) e4(>) = 1 (finito e n3o nulo), caracterizando a fase
massiva da teoria.

O '
Sfis Lyis

Ao impor a condicdo de contorno o =~ gpe , Yy — 00 nas proximidades do vacuo

A

Yy
(ponto fixo) fisico - e ~ e"fis - o0 pardmetro oy passa a ser completamente definido como:

— st = E
ool = 2v/d =2 |5, | | X | (6.8.17)

No fim ndo hd nenhum ganho qualitativo entre o W-quadratico e qualquer outro “superpo-
tencial” com apenas um ponto fixo fisico e uma singularidade nua em ¢ — oco. A razao do
estudo do W-sinh? com s = 1 e o = ﬁ reside no fato do espectro de suas flutuacoes
lineares terem sido obtidas de forma exata e aproximada no caso EH no capitulo anterior. No
fim deste capitulo ele é usado como parametro de comparagao para o método perturbativo a
ser desenvolvido na analise das flutuacdes lineares no caso GB. Repare que no limite A — 0,
o fator de escala recai em (5.5.75) e 0y = 2v/d — 2, pois as quantidades (vacuos topoldgicos)

+ . + —
Xiop divergem s, — —s;,,..

A solugdo da coordenada y como fungdo de o (encontrada via eq. (6.2.2)) é:

e} _h( o )1/00 h( o ) (6..18)
e fis = e~ fis |SIn —_— Ccos —_— .0.
2v/d — 2 2¢/d — 2
o —V2AL/Lyisst, o —V2AL/Lyiss;y,
x |sinh? (7) — onp sinh? (7) — Xt;p ,
2v/d — 2 2v/d — 2
Vsing o0 | WBL/Lyust, v (VEAL/Lyisi,
e tris = ‘m | X5 “r | X (6.8.19)

No limite A — 0 a eq. (5.5.76) é recuperada com ys;ny = 0 (09 = 2v/d —2). Os dois
“superpotenciais’ apresentados até aqui s6 possuem um vacuo fisico - os fluxos fisicos sao
massivos. Um exemplo com dois vacuos fisicos - o que permite fluxos ndo massivos - e sem
grandes complicagoes técnicas, ao contrario do exemplo apresentado a seguir, estd descrito no

apéndice E.

6.8.3 W polinbmio de quinta poténcia

Restringindo-nos ao caso d = 5 e A < 0 (sem vacuos topoldgicos), vamos estudar um

fluxo holografico criado por um modelo que se destaca pelas razdes: 1) possui um, dois ou
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trés vacuos fisicos; 2) sempre hd um vacuo fisico degenerado do tipo UV; 3) ao variar os
parametros a funcdo beta passa do regime andando para o correndo - as duas denominagdes

sdo explicadas no texto -, o que simula caracteristicas de uma QCD com N, “cores” e N;

“sabores” no limite N, Ny — 0o com x = %,« finito.
O “superpotencial” é:
1 Bl B2 pB2
W(o)=—— 3+ =0 - 20"+ L2267 >0 6.8.20
(o) LO(+30 20—1-5310 , 0>0, ( )

valido para B; > 0,% e B, # 0. Casos particulares serdo tratados em separado. Derivando:

W) = LB 6.8.21

(o) = —L—OEU (0 —01)(0—02), (6.8.21)
B

gz = p_BZ(1 1—p), (6.8.22)

na regido p > 1, o1 = (09)* € C e o Gnico ponto critico fisico estd em o = 0. Ja para os

outros valores de p temos:

> o1 > 0, para By >0,
0<p< 1: { g2 on =T PArE (6.8.23)

09 < 01 <0, para By <0,

como sé ha interesse na semi-reta o > 0, 0 2 sdo pontos criticos apenas quando By > (. Ja

para p negativo:

o1 >0, 09 <0; para By > 0,
p<0: {7 2= para o (6.8.24)
01 <0, g9 >0; para By <0,
agora sempre temos dois pontos criticos. O da origem e o1 ou 05.
No limite p — 0, |o2| — oo (esse ponto fixo desaparece) e
1B
=0)=-—. 6.8.25
o1(p ) 2 B, ( )
As segundas derivadas de W nos pontos o 3 sao:
" B% 2
LoW™(o1) = ppoi(oz—01),
1
" B% 2
L()W (0'2) = pgaz (0'1 — 0'2) . (6826)
1

55 B, deve ser positivo para o ponto fixo da origem ser UV.
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6.8.3.1 B, >0

Se p = 1 os extremos oy coincidem e formam um ponto de inflexdo de W (o), para
valores maiores de p o Unico ponto critico é a origem. Na figura 6.2(a) estdo apresentadas

algumas curvas tipicas e W em tal regido.

No intervalo 0 < p < 1, o; é um minimo e g5 um maximo. Curvas de W neste caso
sdo encontradas na figura 6.2(b). Pela figura fica claro que dependendo dos valores dos
parametros, W pode ser negativo para todo o > 0 ou ter uma regido em que W > 0. Quem
determina tal comportamento é o valor maximo de W, i.e. W(oy). Caso W(oy) < 0, W
é sempre negativa, caso contrdrio existe uma regido positiva. O sinal de W (o3) pode ser

determinado uma vez dados os parametros p, By e B5 via eq.:

LoW (03) = ﬁ (—=90B3p* + 24B{(1 4+ /T = p) — p(40 + 28y/T— p — 15p — 4p\/T = p)) ,

Existe uma particularidade no “valor critico” oo = 05, onde W (a5™) = 0, pois este ponto
é um vdcuo, uma vez que W’ (o5™) = 0, entretanto como ele também é um zero de W o
vacuo é Ms e ndo AdSs. Como ja foi explicado no capitulo anterior, caso W troque de sinal,
em seus zeros existe um salto singular na fun¢do beta.

Na outra situagao possivel, p < 0, o1 € um minimo e W — o0, 0 — o0, logo sempre hd um
zero de W, a PD é do tipo Janus e a funcdo beta ird ter um salto singular. Na figura 6.3(a)

estd a forma tipica de W (o).

o
w
IS

W(o,) >0

W(o,) =0

W(o,) <0

(@) (b)

Figura 6.2—Curvas de W (o) para B, > 0: (a) p>1; (b) 0 <p < 1.

6.8.3.2 B, <0

Para valores positivos de p sé temos o ponto fixo da origem e W (o) <0, Vo > 0. Ja

nos valores negativos de p, surge um novo ponto fixo IV em o5 (minimo de W (o)) e W troca
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de sinal no valor oy, onde 03 < 0y < 0o. Curvas de IV sdo encontradas na figura 6.3(b).
30

20+

Figura 6.3—(a) W (o) para By > 0 e p < 0; (b) possiveis W (o) para o caso By < 0.

6.8.3.3 Casos particulares

B, = 0: Neste caso

B, Bo
LW(o)=-3—-—c*+=2 B>0 (6.8.27)
4 5) ory

o parametro B deve ser positivo para o ponto fixo na origem ser UV. Derivando:
! 3 o
LoW'(0) = —Bo <1 — —) , (6.8.28)
arv

quando oy > 0 existe um ponto fixo neste valor. Supondo que seja o caso, a segunda

derivada de W em oy é:
LoW" (o) = Bo?, > 0, (6.8.29)

portanto é um minimo - oy > 0 é um ponto fixo IV. Na figura 6.4(a) estdo curvas de W (o)
para oyy > 0 - W troca de sinal em algum o entre o < 0 < 0o. Na figura 6.4(b) estd uma

curva tipica de W para oy < 0, aqui W ndo troca de sinal e a fase é massiva.

By, =0: Agora W é:

5
LW (o) = =3 — 503 + EUT, B > 0, derivando, (6.8.30)
3 S oty
0.2
LoW'(0) = Bo?® <T - ) : (6.8.31)
Orv

caso o, > 0 existe um ponto |V em |oy/|, se o pardmetro for negativo s6 temos o ponto UV

da origem. Na figura 6.5 é encontrado a forma de W para ambos os casos.
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—20 |

30|

-50 | \

(a) (b)

Figura 6.5—Curvas de W (o) dadas pela eq. (6.8.30).

6.8.3.4 Funcao beta

Até agora a andlise foi limitada as possiveis formas de W, logo independe se o modelo é
EH ou GB. Ao inserir a fungdo beta na andlise a histéria muda, pois o termo de GB modifica

bruscamente a forma assintdtica de beta.

Nas figuras 6.6(a), 6.6(b) e 6.7(a) estdo as fungdes beta's associadas, respectivamente
aos W das figuras 6.2(a), 6.2(a) e 6.3(a). Na figura 6.6(a) vemos que numa certa regido
1 < p<p war a funcdo beta nao possui mais o ponto IV, porém ela tem um minimo e
um maximo que ‘“retardam” o fluxo - regime do acoplamento andando¥9. No valor p,a 0s
dois extremos se fundem num ponto de inflexdo e para p > pyauxr €ncontramos o regime do
acoplamento correndo***. Na figura 6.6(b), se W (03) < 0 ndo ha salto; no limite W (o3) = 0,

ha um pdlo exatamente no ponto o, - logo ele ndo é ponto critico (o vacuo é Minkowski e ndo

AdS); caso W(az) > 0 existem duas singularidades na funco beta em oy, e 02, ., onde
1

sing

2

oL <o <O'2<O'smg.

Mdo inglés walking.

***do inglés running
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| | | , |
10} / |
3 4 5 / / |
\ L /
//// c/“
\ —_ p=1 L ¥
\ T 2 3 4 5
\ /
V| p=p>1 /
\ [ /
- =10L /
N \ P = Pwalk > Pi /
\ | {
F \ “ J— W(o) >0 [
\ | [
|l — p=p2>pea |
\ ' A
\ \ \ | | 71\
-t \ \ Vol P=p3>py — W(o,) =0 | F)
\ Lo \n
\ | | “(\‘\
6L \ A
W(o,) <0
(a) (b)

Figura 6.6 — (a) curvas de (3(o) para p > 1; (b) curvas de (o) para 0 < p< 1. Em todos
os casos By > 0.

Jé a fungdo beta correspondente aos W's da figura 6.3(b) (B2 < 0) encontram-se na

figura 6.7(b). Vemos que ocorre uma mudanca sibita quando o sinal de p troca - o ponto IV

e o salto desaparecem.

100 - |
/ |
50+ J
_— S
S W M [ P g
035 — 1.0 15 20 25
I I I
25 3 35
10|
p=0
-0} \\\ A\
O<p<l \ ’ \
~ p>1
=30 / \
(a) (b)

Figura 6.7—(a) 5(co) para By > 0 e p < 0; (b) beta para By < 0.

Casos particulares:  No caso sem o termo clbico, as curvas de beta correspondentes as
figuras 6.4(a) e 6.4(b) sdo, respectivamente, 6.8(a) e 6.8(b). Por fim, na figura 6.9 temos

curvas de beta no caso sem o termo quartico, eq. (6.8.30).
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.
J/ | 05

201

301

—— 10 15 20 25

—200 |-

—400 |-

-600 -

—800 |-

—1000

—1200

: \ \
T 15 20

(b)

Figura 6.8—(a) curvas de beta para oy > 0; (b) curva tipica de beta para oy < 0.

100 -

500 /
.

=50 ‘\\

L
20

Figura 6.9—Curvas de beta para o W dado por (6.8.30).

6.8.3.5 Solucao do modelo

Nas proximidades dos possiveis pontos criticos fisicos a funcdo beta é aproximadamente:

onde

CAAA

51,2

—ﬁ(O') USO —C’AAAaz (1 — 2%0’) -+ 0(04), (6832)
1
—B(0) K" s1(0 —01) + O ((0 — 0.)%) (6.8.33)
—B(0) "R s3(0 — 01) + O ((0 — 0.)?) (6.8.34)
= —23100(0) < 0, (6835)
B? L -3
= 2§j0%72 (0'172 — 0'271) L;jCO(O'LQ), LLQ = m (6836)

de acordo com as egs. (6.4.2) e (7.4.7). O indice critico associado ao ponto fixo em o =0 é

nulo (5(0) = 0), ele é um vécuo degenerado (ver definigdo apresentada no capitulo anterior).
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As formas assintéticas da funcdo beta garantem o comportamento:

2B

eA(U) ~ eicAiAG’UCAAAQBI’ oc— 0 (6837)
__1

eA(O') ~ |0. _ 0.172| 12 g — 01,2, (6838)

o vacuo degenerado (sempre do tipo UV, pois Caan < 0), além do comportamento usual
2B,

I ) T I , , : .
e ©aaac possui um termo ndo trivial 0 aaaBi, que sé surge quando beta é expandida até

O(c?) em (6.8.32). A solucdo exata do fator de escala como fun¢do do campo o é:

10
1 2B __ 1
eAlo) — o~ CAAAUO‘CAAAQBl (o0 — gl)fi (o0 — g2)7$ H (o0 — Utop,i) Stop.i | (6.8.39)
i=1
onde 040, © = 1,...,10 sdo as raizes (todas imaginarias) de Cyo(W) = 0 e s4,; é dado
formalmente pela eq. (6.4.3). A propriedade fantdstica
9B, 11 = 1 .
CannbBy S1 52 i—1 Stop,i ’

é vélida, assim e4(®) = 1 (finito e n3o nulo) permitindo fases massivas - basta satisfazerem

as condicoes fisicias.

6.8.3.6 Comparacao com QCD
No limite N., Ny — oo com % = x finito, onde Ny € o niimero de sabores e [V, o nlimero
“cores” (associado ao grupo de calibre SU(N,)), a fungdo beta da QCD é, nas redondezas

do ponto critico UV, aproximadamente (51):

—B(o) = byo? —bio”, (6.8.40)
2(11—2x) b 3(13z — 34)

by = Zo W) O SAOT T IY) 6.8.41

0 3 (4r)?2 TR 2(11—21)% ( )

ao comparar com (6.8.32)

11 Bi
1 3 5+ o 17

T ="+ =(47)*Cann = 2« 1;?232 ) (6.8.42)
2 4 1+ s 13

o que cria um vinculo entre Caan € g—;. O parametro p permanece arbitrdrio - s6 contribui

na préxima ordem, mas ele é necessario para a transicio andando-correndo na funcdo beta ser
possivel (ver figura 6.6(a)), um comportamento conhecido e importante da QCD. O terceiro
ponto fixo fisico (02) ndo possui identificagdo na QCD - na literatura (52) ele é chamado de

Banks-Zaks - mesmo assim ele é importante na moldagem das varias formas possiveis de beta.
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O acréscimo do termo de GB permite, mesmo num W simples em forma de polinémio,
uma cadeia de PD que criam uma variedade interessante de fluxos'!’. Até o efeito da transicio

andando-correndo foi emulado sem grande esforco, algo inimagindvel sem o termo GB.

6.9 Flutuacoes lineares

O estudo das flutuagdes lineares do campo o e métrica g, para solugdes de PD com o
termo de GB ainda é um problema em aberto. Nem tudo estd perdido, ainda é possivel estudar
as flutuagdes e tirar alguma informac3do delas (com respeito a teoria holografica) limitando-nos
aos casos em que s # 0 e as flutuacBes da parte gravitacional (métrica) sdo muito menores
do que as do campo escalar. Portanto, apenas sob estas condicbes, é possivel considerar as
flutuagdes do campo escalar ao redor do background de PD fixo, a chamada aproximagcio
exp/orato'riaiii. Substituindo 0 — G + ¢, onde & é solugdo do modelo de PD, na agdo (6.1.1)

e expandindo até segunda ordem em ¢

— V//
Siol = 5 [ atav/l (80906 + V(000 + gauro0o + 172,

= 5+ [daVgl@o - Voo~ [ dv (60,0)
=0
- [/l (Gowororro+ 7).
— —/ddx lg] ( GuO" 0" ¢ + V"2( >¢ ) +§—/dde“ (60,9), (6.9.1)

onde na segunda linha eq. do movimento (6.1.4) foi usada. Os dois dltimos termos da dltima
eq. sdo derivadas totais, S é simplesmente a ac3o (6.1.1) on-shell, i.c. a eq. (6.2.5). Variando

(6.9.1) com relagdo ao campo ¢ temos

(O-V"5))e =0, (6.9.2)

a eq. da flutuacao de um campo escalar num background fixo. No caso uma solucao de PD

ela toma a forma:

(02 + (d = AW, + e W00 ) o(y. ") = V" (2) oy, =), (6.9.3)

que é simplesmente a eq. (5.5.67) ao ser tomado B = 0 - desprezar a flutuagdo da métrica.

Mesmo aparentando uma forma simples, resolver a eq. (6.9.3) de forma exata, uma vez dado

1T massivos, n3o massivos, com e sem vacuos degenerados.

tuma traducio livre do inglés probe approximation.
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W (&), é um trabalho hercileo em praticamente todos os casos, pelo simples fato de ser muito
dificil conhecer A e  como funcdes da coordenada 3, em geral temos A(5) (ver a secio 6.8).
Uma solugdo é realizar a troca de coordenadas y — 7, via eq. (6.2.2), porém a eq. resultante,

nos exemplos conhecidos, nao pode ser resolvida analiticamente.
Serd mais pratico trabalharmos nas coordenadas z ao invés de y (z = — fe*A(y)dy). A
eq. (6.9.3) fica
(02 + (d — 2)(0.A(2))0. + ;0 ¢(z,x) = ARV (5) (2, ), (6.9.4)

: _(d-2) , :
ao realizar a troca ¢(z,2) = ¢~ 2 A3)W(z, 1) é encontrada a forma final

(=02 +V(2)) VU(z,2) = ;0P V(z,z), (6.9.5)

@2z + (ﬂ

V(z) =~ ) (0.A(2))* + 2V (3), (6.9.6)

muito parecida com a flutuac3o tensorial da métrica encontrada no capitulo anterior’$¥ exceto
" . n . N 1 = ;- . .
pelo termo “massivo” - proporcional a V”(a) - que destrdi a supersimetria dessa eq. de

Schrodinger.

6.9.1 Caso CAAA # 0

A abordagem adotada aqui é a seguinte: um estudo limitado aos arredores de um ponto
critico (s,Cann # 0), aproximando W (a) por (5.5.90), i.e.

1 C
W(o) ~ — 7 ((d —2)+ 262 + %63 ¥ ) , (6.9.7)
fis

e nesta aproximagdo a eq. (6.9.3) serd reescrita. Ao contrdrio de (5.5.90), em (6.9.7) a série
foi truncada no termo cubico.

Todo o esforco realizado na secdo 5.5.4.4 nos sera util. Ja foi demonstrado que ao acrescentar
o termo de GB ao modelo, a tnica diferenca nas proximidades de um ponto critico é a troca
formal: s — sps = sCy e Cann — CﬁZZA = CaanCy (Coy = Co(oy) - 0. é o ponto

fixo). Portanto basta realizar as trocas supracitadas em (5.5.104) para obter as aproximagdes

§%5elas s30 parecidas pois a flutuacdo tensorial da métrica n3o se acopla a flutuacio do campo, ou seja o
graviton - de massa nula - evolui num background fixo, exatamente como ¢ na aproximacao adotada.



6.9 Flutuacdes lineares 161

corretas’19 de 5(2) e A(2), que sdo:

= Sfis Cfls > Stis > 25fz’s
5(z) = & 1+ 6y—2228 [ O\ a; 6.9.8
7) 7 (sz's) ( o S fis (Lfis) e Lyis (658)
= 2s is
z 4(d —2)(1 4+ 2spi5) \ Lyis

26_80£ZZA > 38f1'5 » - 4Sfi5
O 6.9.9
3(d—2)(1 +3s75) \ Lyis T % Lyis ) (6.9.9)

onde 7 é uma constante. Para calcular os préximos termos da expans3o é necessario levar

em conta termos de ordens maiores em (6.9.7). Na aproximagdo cibica de W (g), é simples

derivar duas vezes a eq. (6.2.4) para encontrar:

1 2 ;
V'(5) = gsﬂs(sﬂs —(d—1)) - gcﬁA(d — 1 = 354,)7 + O(5%).(6.9.10)

Ao reescrever (6.9.5) para o Fourier de ¥(z, z) nas coordenadas z, i.e. Uy (z), onde

1 it
U(z,2) = ——— /ddlkezm (2), (6.9.11)

(2m) "

pode-se substituir (6.9.8), (6.9.9) e (6.9.10) nos lugares apropriados e apés uma longa 4lgebra

encontrar
(=02 +V(2)) Wi(2) = myWy(2), m = —kik' = (K°)° = &7, (6.9.12)
(d—QSfis)<d—2—28fis) CAAA(d— 1_33fis), P Sfis—2
+ SS?ZS(d - 1 - 28f’i8) 202AA<d - 1 - 3Sfis) _9 ( z )QSJ"LS2
- 0,
4L?‘zs(1 + 2Sfis> SfiSL?‘is 0 szs

) > 38f7;572
+0 | &3 (—) : (6.9.13)
Lfis

uma eq. com a mesma estrutura da encontrada no capitulo anterior (eq. (5.5.106)), mas com
coeficientes diferentes. Ndo é possivel determinar o proximo termo na expansao sem conhecer
a préxima ordem em (6.9.7). No apéndice F é apresentado a solugdo de (6.9.12) para d =5

es=1.

T99esse ¢ o motivo de pararmos a série na aproximacdo cibica em &, a partir da préxima ordem (supondo s
e Caana ndo nulos) a contribuicdo do termo de GB n&o é mais trivial. N3o basta fazer v — vCy (veja a
eq. (5.5.90)) para obter a corre¢do correta.
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6.9.2 Exemplo de aproximacido com Caaa = 0: W-sinh?

Quando Caaa = 0 os resultados obtidos na secdo 6.9.1 ndo sdo mais vélidos. Ao invés de
desenvolver um método geral para a aproximagcao exploratdria neste caso, aqui sao apresenta-
dos os resultados para o exemplo particular da secdo 6.8.2 - W-sinh®>. O motivo da escolha
do exemplo é para além de expor os resultados compararmos a aproximagao exploratdria com
o método desenvolvido na secao 5.5.4.5, além de analisar as corre¢des criadas pelo termo de
GB.

Definindo ¢ = 2222 (Cjy = 1 — €), comecemos expandindo a eq. (6.8.18) em poténcias de o,

fis

com gp = 2v/d — 2 (eq. (6.8.17) para ¢ < 1):

eTiin — (2\/%)_1/00 (1 + % + (9(04)) : (6.9.14)

invertendo ordem a ordem

1-4

oly) =2 /d — 9 ¢~ Cou/Lyis (1 + e 66*200?1/141%5 +0 (e4COy/LfiS)) , (6.9.15)
0

ao substituir em (6.8.15) tem-se

U 3CH — 2¢6?)
AY) — oTyis (1 — (8Co — 2¢) —2C0y/Lyis 4 O (e74C0W/ Lyis) ) 6.9.16
e e ( Coll 5 V) e (e ) ( )

Com o resultado acima é possivel, na aproximagdo, a passagem para a coordenada z

2o A W g (4 (=2Ve+3C0)  acoy/Lpss 4 ¢ (p-1Cou/Lse
Liw /e ‘ T 6Co(1+ Vo) (1 +2C0)° o[ ))

a inversa é:

Y

ol (=2 +3C0) o, 4Co
e —x(1+600(1+\/a(1+200)xc—l—@(a:c)). (6.9.17)

Com os resultados prévios as quantidades de interesse - o(z) e eA(®) - podem ser determinadas

respectivamente como:

B X 1 —4e (24/€ — 3Ch) 2Co ACy
o(x) = 2vd—2z° (1+( 3Co +6(1+\/E)<1+200))x0 +O(ZEC)),

z . 1 (—2\/E+300) (300—262) 20, 409
= 5<”<6co<1+¢a<1+200>‘oouwa)"’”c “9(9”0))'

No limite € — 0 (A — 0) a eq. (5.5.104) é recuperada com Cann =0, 09 =2v/d —2, s =1

_ 1
e’y—m
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Por fim, na aproxima¢do em questdo V" (o) é:

Co(Co — (d —1)) 1

V//(O_) —

(5(d —2) =3 = (11(d — 5) + 4)e — 128¢%) 0* + O(d*),

Terminado todos os calculos intermedidrios, finalmente a eq. da flutuagde do campo escalar,

(6.9.5), fornece uma eq. de Schrddinger para o seguinte potencial (aproximativo):

2 _ (d—2Cp)(d—2(Cp+1)) (d—2)(2+Co+2C2 —d—Cod) (15CH+36C2 +2+/e—12¢2 —24Cp€?)
L3 V(x) = e + <— S 6000(1-1-26’03(1—1—\/2) :

2 | Co(Co—(d—1))(—15CH —36C2 —2/e+12e2+24Cpe?) 20, -2
+15 = bd — 5le + 11de + 128¢" + == 300(1i200)€1+ﬁ) O )ff 0

+0O(z0~2). (6.9.18)

Para facilitar os célculos e a comparacao com o método perturbativo feito no capitulo anterior
o potencial acima serd expandido ao redor de ¢ = 0 e s6 vamos levar em conta a primeira

correcao devido ao termo GB. Assim:

—N(d—4 14 1 4
d=2)d=4) o) 149, 175 \5—9 (6 —7d +2d°) + O(e), (6.9.19)

V(z) = 122 6 3 18

a primeira correcdo do termo de GB apenas fornece uma constante aditiva ao potencial, cuja

solugdo regular em = = 0 do Fourier de ¥ (eq. (6.9.5)) é:

2. szs
149 = 17 49
E=m} — (30 -+ gdz — \51—8 (6 —7d+ 2d2)) : (6.9.20)

onde J,(z) é a fungdo de Bessel (ver apéndice A). A coordenada z possui um valor maximo

Zmaz, devido a singularidade nua do espago-tempo (a)AdS,. Tal valor é dado pela integral

ez _ / Y A gy — — / ¥ A do
+ —
oo X1/2Co X — X+ 1/$top X — X 1/540p
_ M / | fop top dX, X = sinh? (70 )
2 Jo X(1+X) od —2

cuja solucdo é nao trivial. Sendo o nosso interesse apenas nas razées das massas, o valor 2,4,

nao é importante. Ao tomar d = 5 o espectro de massa passa a ser definido pelas solucbes da
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eq.

Jl(\/Ezmax) =0, ou

x%_}_%_%v%L

m¢(n) o 2 6 Lfis
me(1) 14.682 + & — 13 V2L
fis
V2AL
~ 0.016081822 + 0.763887 + (0.014784722 — 0.217069) . (6.9.21)

fis
onde x,, é o n-ésimo zero de .J;(z), excluindo o zero em =z = 0. Todo o esforgo realizado
nesta secdo serve para colocar a prova a aproximagdo exploratéria. A eq. (6.9.21) prevé
ms(2) _ .95 4 O.ZOmL, por outro lado no limite A = 0 o resultado exato é conhecido

m¢(1) szs
(ver tabela 5.1) e igual a 1.73. Cometemos um erro relativo de 27.9%, j& a previsdo feita

pela aproximagdo adotada no capitulo anterior teve, para a mesma massa, um erro relativo de
apenas 1.73%. Ao desprezarmos totalmente as flutuacdes da geometria sdo gerados resultados
com pouca precisdao no espectro das flutuagdes do campo escalar. Algo mais confidvel sé pode
ser obtido se ambas as flutua¢des (geometria e matéria) forem levadas em conta, um problema

ainda em aberto.
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CAPITULO 7

Paredes de dominio na gravitacao

quase-topoldgica e seu uso em
AdS/CFT

A introducdo do termo de GB gerou teorias holograficas com as fungdes cargas centrais
deferentes (a # ¢) e os fluxos massivos funcionam como o esperado - ao fim do fluxo o
comprimento de correlagdo possui um valor finito ndo nulo, ao contrario do caso EH em
que ele se anulava. O termo de GB acrescenta apenas um pardmetro (escala) a teoria, o

LQ

top = 2\L?, ndo ha muita liberdade nos resultados e ¢, = 0, ver secdes 3.4 e 6.6.2. Para

construir teorias mais gerais vamos acrescentar mais um parametro (que refletird numa segunda
escala topoldgica) associado a termos de ordem cibica na acdo do modelo, culminando na
famosa Gravitacdo Quase Topologica® (GQT) (17, 18). Na primeira parte do capitulo sdo
apresentadas as modificacoes criadas pelo novo termo - sistema de primeira ordem, vdcuos,
indices criticos, etc. Como a andlise é muito semelhante a feita no capitulo anterior, ndo sdo
apresentados muitos detalhes. Na segunda parte as condicoes fisicas da teoria holografica -
teorema a & ¢ e positividade da energia nos pontos fixos - sdo discutidas em detalhes. Os

resultados ndo sao triviais e inuUmeras restricoes aos parametros surgem.

*do inglés Quasi Topological Gravity, termo criado em (17).
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7.1 Definicao e equacoes de primeira ordem no modelo
da GQT

O modelo da GQT (17) generaliza a agdo com o termo de GB ao acrescentar Z,, t.q.

(k=1)
S = /ddxf—g R+)\—L2(R RMP? — AR, R" + R?)
(d—3)(d—4) ™" "
8p(2d — 3)L* 1

, (7.1.1)

(d—6)(d—3)(3d> — 15d + 16)Zd = 59"0.00,0 = V(o)
1 3(3d — 8)
(Qd—B)(d—4)[ 8

3(3d—4)R - “R+38dR3]

Zi= RSSR,T RN+ R RM"7 R —3(d - 2)R,,,-R"" R

+3d Ryypo R R" +6(d — 2)R,” R," R} — (7.1.2)

A escolha dos termos que compdem Z,; nao é arbitrdria, como mostrado no apéndice G. Eles
sdo a combinagdo mais geral (equivalente ao modelo da NMG) que produz egs. de segunda

ordem para a métrica de PD. No mesmo apéndice é mostrado que a acdo 7.1.1, para a métrica
ds? = f*(y)eX DA gy? 4 AWy daida (7.1.3)

é equivalente a

/dd ! /dy[,ef, (7.1.4)

2f(y) [Q(d 1)(d — 2)A%(y) — 62(y)| — f(y) DAV ()

(d _ 1)(d _ 2)L2 e—2(d=1)A(y) N B (d _ 1)(d _ 2)L4 e—4d=1)A(y) .
3 Py W 5 75y

Ao seguir os mesmos passos adotados no capitulo anterior ndo é complicado chegar ao sistema

Lef=

—-A

de primeira ordem em termos do “superpotencial” W (o)

. / A 1 L2W2 L4W4
U—2WCQ(W), A—_—W( )7 OO(W)_l_Q/\(d_2>2 _3'u(d_2>4’ (

7.1.
d—2 )

solugdo das egs. do movimento derivadas de (7.1.4). A relagdo entre V(o) e W (o) é dada

por:

Vio) =23 (T3 )W (1A —u ) (1)

O escalar de curvatura ainda é dado por (6.2.8) - singularidades de W s3o singularidades do

espaco-tempo. Basta apenas usar a nova definicdo de Co(W).
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Ao substituir as eqs. de (7.1.5) em (7.1.4) tem-se a seguinte derivada total

S = zpld 5 /ddl /dy [elDAW) (1 W) ()], W < 0(7.1.7)
ale) = <(Zz|w2|>>d2(1 (1) e o () e ) 019
= e (- ) (- Fasee) (719)

exatamente (6.2.5) com apenas uma modificacdo (O(pL*)) na funcdo a(o). Um indicio de

que essa € a fungdo carga central do modelo.

7.2 Vacuos fisicos e topolégicos

N3o hda nenhum conceito novo aqui, os vacuos sao os zeros da primeira derivada do

potencial V' (o):

V(o) = 0=2W"(0)Co(W(o))F(0), (7.2.1)
8L*

Flo) = W 0)CIW o)) ~ g W)V (A s ) - (525 ) wie)

novamente o método do “superpotencial’ ndo descreve os vacuos (ndo fisicos) associados
aos zeros da fun¢do F (o). As definicdes dos vacuos fisicos (AdS,) e topoldgicos ndo sdo

alteradas, dadas respectivamente por:

W/(gfis) = 0, W(O-fis)%ov (722)
Co(W) = 0. (7.2.3)

Qualquer um dois tipos de vacuos representam espacos-tempo Ad.S; descritos nas coordenadas

de Poincaré
ds* = dy® + e%nijdxidxj, (7.2.4)

cuja escala L, é definida através de

W(,) |1
CET IR

onde o sinal deve ser escolhido t.q. L. seja positivo.

Supondo um modelo com n vacuos (fisicos e topoldgicos), entdo ha uma escala L; as-
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sociada ao k-ésimo vécuo (k < n). Ao definir a quantidade adimensional f;, = % a eq.
(7.1.6) fornece a relagdo:
L2
he = fo(L=Xo—pnfi) = fu <1—f—2) (1—f—2) , = —— (7.2.5)
f+ f, Lbare
d—2)
2, = : 7.2.
bare (d _ 1) V(O-f187k)7 ( 6)

fio= —i (A F VA A+ 4u> ; (7.2.7)

onde f! s3o os zeros de hy. Inverter a eq. cibica (7.2.5) é uma tarefa complicada e des-
necessdria para os nossos propositos. O interessante da eq. é que assumindo h; como uma

funcdo de f, tem-se

O, hie =1 =2\ fi = 3ufii = Colfr), (7.2.8)

logo os possiveis valores de fi nos vacuos topoldgicos, i.e. os zeros de Cy( fx)

top __ L2 1 2
R <)\qt VAT 3u> , (7.2.9)

5 =
Ltop,i

~ . . o + , ;.
sdo extremos de hy, (quando forem quantidades reais e positivas) - f,” é um maximo local e

P um minimo local - L2

iop.+ S30 as escalas dos espagos AdS, associadas aos dois possiveis

vacuos topoldgicos. Elas dependem exclusivamente dos pardmetros (L, A, i), sem referéncia
a W(o). No limite gt — 0: Lyps — V2AL € |Lypp | — 0, i.c. 0 caso GB é recuperado
com apenas um vacuo topoldgico. O outro vicuo topoldgico (ligado a Ly, ) torna-se uma
singularidade da geometria (LR ~ —|f'”| — —o0), 0 mesmo ocorre com o vacuo topolégico
de GB no limite A — 0. Os vacuos topoldgicos sdo correcles criadas pelos termos da GQT
(ou de apenas GB) que blindam as singularidades nuas das geometrias de PD. Se no modelo
do EH ha uma singularidade nua, ao introduzir os termos da GQT (os apenas GB) é possivel
(dependendo de W e dos valores dos pardmetros A e 1) que antes de chegar a singularidade
exista um vacuo topoldgico de grande, mas finita, curvatura (|L*Ry,p| ~| f1F| > 1).

A eq. (7.2.9) cria trés classes distintas de modelos:

1. fi% € C ou fi? < 0: ndo ha vacuos topoldgicos.

2. flr >0, ff'FOp < 0: hd apenas um vécuo topoldgico.

3. fi > 0: ha dois vécuos topoldgicos.
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Da eq. (7.2.9) a quantidade C,(W) pode ser fatorizada como

Co(W) = (1 - %%) (1 - #%) | (7.2.10)

o primeiro indicio de que o modelo da GQT, de certa forma, pode ser encarado como o

“produto” de dois modelos de GB.

7.3 Dois modelos pelo preco de um

Substituindo (7.2.9) em (7.2.5) temos

he = h(fi?) = [—A(2A% + 9u) £ 2(\2 + 3u)*?] . (7.3.1)

2712
Ao manipular a eq. acima ela pode ser reescrita como uma eq. quadrdtica para j, cujas

solugcGes para h sdo

1
pa+ (A hy) = T (2—9A+2(1 —3\hy)*?), para —oo < A < 1/3h, ¢(7.3.2)

+

1

pio s (N hy) = T (2 =9\ —2(1 — 3)\h;)*?), para —oo < A <0, (7.3.3)

+

e para h_ temos apenas:
1

po (N h_) = Tl (2-9A—2(1—3X\h_)*?), se 0 < A< 1/3h_, (7.3.4)

ndo ha u(\; h—) quando A < 0.

E facil verificar que hy (f1(12); \) > 0 para todo A possivel, o que sugere a escolha da
(hy) = L2, .(h_), normali-

zando o vécuo topoldgico “vestido” (bare) como hy(fu12);A) = ho(p2; A) =1, ie. L? é a

escala fundamental L? (introduzida na acdo) como L? = L7 _
Yo " H ” 2 7 . s =

menor escala topoldgica “vestida” quando tratamos de h e L* é a maior escala topoldgica

“ . ” . t 7 7" t 7 s H 7.

vestida” para h_, pois f,”” é um maximo de hj, e f*” é um minimo. Assim, as raizes ji( o)

tornam-me

(N = % (2 = 9N +2(1 — 3)\)*?), (7.3.5)
1

() = o (2 =91 —2(1 - 3))*?), (7.3.6)

e dado 0 < A< 1/3 existem dois modelos gravitacionais distintos, ambos com o mesmo A\,
mesma escala L?, mas diferentes ;1's. Num caso (j1) L? é a menor (se houver as duas) escala
topoldgica “vestida” (L2, .(h,)) e no outro (uz) L? é a maior (se houver as duas) escala

bare
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topoldgica “vestida” (L7,,.(h-)).

No intervalo —oco < A< 0, o modelo p; estd associado a identificagdo L? = L2 (hy).
Jd o outro modelo, ps, também estd ligado a hy, porém ndo ha véacuo topoldgico, pois
como pz < 0 e A < 0 e é evidente que ndo hd nenhuma raiz real positiva da eq. (7.2.5)
(ambas s3o negativas). Por outro lado, isso n3o nos impede de fixar a escala L? impondo
hy = h(fi”") = 1, a questdo é que a escala escolhida n3o tem nenhuma relagio com um
vacuo topoldgico (ndo temos vécuos topoldgicos), ndo existe significado fisico profundo na
escolha da escala. Mesmo assim serd mantida esta fixagdo neste caso - ela simplifica o estudo
apresentado na secao 7.5.

As curvas ji(;2) estdao mostradas na figura 7.1. Na mesma € possivel observar que: ambas
coincidem no ponto final A = 1/3, 11(1,2)(1/3) = —1/27; apenas o modelo zi; possui o limite
GB (com vécuo topoldgico) em A = 1/4; apenas o modelo 115 reproduz a gravitagio de EH em
A =0; u1(0) = 4/27 - modelo (com vécuo topoldgico) sem o termo de GB; ps < 0 sempre;
< 0paral/d <A< 1/3;epu >0 para A <1/4.

Figura 7.1 —  Curvas de p;(A) (em preto) e pa(A) (em vermelho). Os pontos p1(1/4) =0 e
p2(0) = 0, estdo destacados, pois, respectivamente, representam os modelos de
GB e EH.

Ao substituir as quantidades ji(1,9) (egs. (7.5.29) e (7.3.6)) em (7.2.9) temos:

P (N ) = —— (1 - m) , (7.3.7)

D)
. 1—6A—+1—3\
F s 1) = > (7:38)
31— 1))
(0 1) L ESTT seA<0 7.3.9)
TH2) = - V=32 e
+ A+ VTN = VI =3 LOISP s 0< A< 1/3
—6A+v/1—3X
£ ) = ! S AR g
- A — VT =3M1—v1-3) LI se0<)\<1}3 ’
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na figura 7.2 é mostrado as curvas para as quantidades acima. Dela temos que para —oco <
A<0

PO ) < PN p2) < fEP(N ) <0 < FEPOG ),

) s ;- c~ e t e .
e o (inico vécuo topoldgico real nesta regido é L7,, . (apenas f,”’(); 1) é positivo) e pertence

ao modelo p;. Jdpara 0 < A < 1/4

PN 1) <0< FP N ) < F2P (O p2) < F2P (N o),

o modelo ; possui apenas um vacuo topoldgico (L?Oer) e 0 modelo p5 tem os dois com
0< L}

top— < Li,, . A dltima regido consiste em 1/4 < X\ < 1/3 e nela

0 < fi7(N 1) < S5O p2) < F27 (N p2) < f27 (N5 ),

2

ambos os modelos possuem seus dois vdcuos topoldgicos com: 0 < Ly,

2
< Lipp -
O mesmo processo de utilizar graficos para determinar o ordenamento dos f's sera usado para

provar os teoremas da secao 7.5.

02

Figura 7.2 —  Curvas das egs. (7.3.7)-(7.3.10) como fungdo de A - a reta vertical pontilhada

corresponde 3 A = 1/4 - fi(u1; ) é a curva azul, f'(u1;\) é a roxa,

Fi% (s ) é a bege e fP(u2; \) é a verde.

7.4 Massa do campo escalar, funcao Beta e as funcoes
centrais a e ¢

A insercdo do novo termo n3ao modifica a estrutura da massa do campo escalar com relacdo

a um vdécuo fisico ou topoldgico, ela permanece

d*V (o) s (d—1)*
2 _ = (s, —(d—1)) > —~—~ 7.4.1
T A e T I (s = (d=1)) 2 =75 (7.4.1)

*

m
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logo a desigualdade BF é sempre satisfeita. No caso fisico até a forma de s, se mantém

inalterada®
W(o)
L= s = 2(d—2 Colosis
S« = Sf ( )W(crﬁs) o(ois)
W//(Ufis) < ffzs) < ffzs) L2
o(d — 2) i) (g i) (g Jse ) e (7.42)
W (o is) top v ) TR

sua relagdo (para um mesmo W) com o caso EH permanece: s — sy;; = sCy(0yis).
Ja o vacuo topoldgico passa a ter duas classes distintas - uma associada a escala Ly, + € a

outra a escala Ly,, _ (assumindo que sejam reais e positivas). Cada uma possui seu proprio

s, dado por:
8 3uL*
+ - _ 1/ _top\\2 L2 top\\2
b = g Ve [ )
A%, | L2
= — O’Ivﬂll——ﬁﬁi}. (7.4.3)
(d_Q) * L%op,:l:

No caso GB um vécuo topoldgico sé podia ser degenerado (s, = 0) quando coincidia com
um vacuo fisico - W' (o,) = 0, Cy(o.) = 0. Agora hd uma nova possibilidade, quando
L+ =Li, =L?/A\ X >0, ie. para3u=—\ < 0. Repare que neste caso Co(1W) >0
para qualquer W (o).

A funcao beta holografica também nao sofre alteracdo em sua estrutura

do do 0 W (o) 1da(o)

= a4 = —f(o) =2(d — Q)WC'O(W) = g?, (7.4.4)
2 . d—2
glo) = %—(E;%ﬁ%%ﬂ) >0, (7.4.5)

onde a(o) é dado por (7.1.8). Se W (o) possui um comportamento W (o) ~ o™ (n > 1/4)
para ¢ — o0, i.e. nas proximidades de uma singularidade nua, a funcdo beta holografica
com o termo de GQT diverge, |3(0)| ~ |uL'c*" | —oo . Tal comportamento assegura
uma interpretacdo correta para a fase massiva, andloga a discussao apresentada no capitulo
anterior. A diferenca para o caso GB é que agora o comportamento W (o) ~ ¢", n > 1/4 é

suficiente, em GB era necessério n > 1/2.

A primeira derivada da funcdo beta holografica num vacuo fisico ou topoldgico é

_dBl (7.4.6)
dO' O=0x

onde s, é dado por (7.4.2) para o vacuo fisico e (7.4.3) no caso de um dos vécuos topoldgicos.

Todas as ponderacdes feitas na secao 6.3 se aplicam aqui.

fo que muda é Cp.
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O valor da constante de estrutura, dada pela segunda derivada da fun¢ao beta num ponto
fixo, num vacuo fisico é:

1d*B(0)
2 do?

W///<Ufis)
W{(oyis)

= CAAA = —(d — 2) CO(Ufis) = LﬁSWW(UﬁS)CQ(O'ﬁS), (747)

i.e. ele apenas acrescenta o termo Cj ao resultado de EH (para um mesmo W (o)).

A eq. (7.4.4) garante o comportamento monotdnico decrescente de a como uma fungdo de
l=-A

da_

= —g(0)3*(0) < 0, (7.4.8)

portanto é muito razodvel interpreta-la como a func¢do carga central a. Num ponto fixo o, -

espaco AdS, com escala L., a fungdo central a(o) determina a carga central a (10, 17):

L d—2
a = ag <—) > 1, (7.4.9)
I
d—2\ L? d—2\ L*

A carga central ¢ associada a um ponto fixo o, é definida exatamente como a do capitulo

anteriort, o que muda é a forma de Cj:

142
c=Coh(oy) (E) > 1, (7.4.11)
p

e sua correspondente funcdo central ¢ é:

(d — 2)12

(o) = e Co W) (7.4.12)

7.5 Impondo condicoes fisicas sobre o modelo

Da mesma forma que a gravitacdo com o termo de GB, a GQT tem o potencial de
gerar uma infinidade de fluxos holograficos e pontos fixos numa pC'F'T; 1, depende apenas
da escolha do “superpotencial” W (o). Sua grande vantagem, em relagdo ao caso GB, é
que além de a # ¢, na GQT também temos t; # 0, ver secdes 3.4 e 6.6.2 e 7.5.2, ou
seja, a supersimetria é completamente quebrada. Tamanha riqueza deve ser encarada com
cuidado, uma vez que nem toda teoria holografica criada possui sentido fisico. Esta secao é
dedicada a criar restrigcdes sobre a gravitagdo - seus pardmetros e W (o) - t.q. ela gere teorias

hologréficas fisicamente aceitaveis - com energias e cargas centrais positivas, etc. Em toda a

fpodendo ser derivada pelos mesmos argumento apresentados na secio 6.5.
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secdo é assumido W (o) <0 e d # 4, 6.

7.5.1 Teoremas a & c

Ja sabemos (ver capitulo anterior) que as condig8es necessarias para a teoria de gravitacdo

ser estavel e criar fluxos hologréficos fisicos s3o:

da de

hUV/IR >0, apy > ary >0, cyy > cry >0, E < 0, a < 0. (751)
De todas apenas ‘fl—‘; < 0 é sempre verdadeira. Novamente chamaremos de Teorema a & ¢

o conjunto de restricoes sobre os possiveis modelos para que todas as condi¢des listadas em
(7.5.1) sejam validas.

A quantidade % ainda n3o foi apresentada, seu valor é:
dl

dc (d — 2)%2 W'(o) (d— 2)42

A G g e
d—4\ L*k*W?(0) d—6\ L'*W4(o)
<(1-2(7=) e - (7=2) o) (7:5:2)
o ([d=2"22d =22 (W), (d=2"2 (1 LW? 1w
B ()2 K2 (W(U)) Co(lplel)d*2 (1 fi(d—2)2) (1 e (d—2)2)’

fe = _i (%) (A T \/)\2 + 3u%) : (7.5.3)

de(o)

o, mas o inverso nao é verdadeiro.

os zeros da funcdo beta sempre s3o zeros de

E facil perceber que todas as condigdes procuradas sdo satisfeitas se (fx, = frv ou fuv):

H(fl) = <1 - ﬁ) (1 — ﬁ) > 0, (7.5.4)

i o
Co(fis\) = <1— J:’;p) <1— J:’;p) >0, (7.5.5)
i “
ao(fi)) = <1 - j:—j) (1 - ;—f) >0 (7.5.6)
C'(fis\) = <1 —~ J{i) (1 - J{C"’) > 0, (7.5.7)

pois garantem respectivamente hy > 0, ¢, > 0, ax > 0 e % <0}

Os nimeros fI, n = h,top,a,c (veregs. (7.1.10), (7.2.5), (7.2.9) e (7.5.3)) nem sempre s&o

Sver mais detalhes do porqué das restricdes aplicadas aos pontos fixos garantirem as mesmas ao longo de todo
o fluxo no capitulo anterior.
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reais, quando complexos sempre sdo da forma: (f})* = f".
A fotorizagdo das eqs. (7.5.4)-(7.5.7) em termos das quantidades f! serve para ajudar na

analise de seus sinais. Em todos os casos temos

(-£) ()

portanto quando o produto acima é positivo para todos os 7)'s o teorema ¢é satisfeito. Existem
quatro situa¢des distintas (para cada n): (z) f! >0, f7 < 0; (i) 0 < f < f7; (i13) f1 <0;
(i) 1 €T, (1) = f.

Para (i) a eq. (7.5.8) serd positiva somente se a primeiro termo do produto for positivo, ou

seja

S <l=13 > L2 (7.5.9)

i n,+

pois frv > fuv. O resultado determina uma escala minima ao modelo. Toda nossa andlise as-
sume um fluxo UV—IR, porém o resultado acima pode ser estendido para um fluxo UV—Sing.
nua, basta tomar o limite L%V — 0, i.e. fry — 00. Neste caso a desigualdade encontrada
no caso (i) nunca serd satisfeita, ela invalida fluxos massivos. De certa forma a condicdo (i)
funciona como um sensor césmico ao descartar singularidades nuas.

No caso (ii) a eq. (7.5.8) é positiva quando os dois termos do produto possuem o mesmo

sinal - ou ambos positivos ou ambos negativos. Os dois sdo positivos somente se:

fiv < fl= L}, > L2, (7.5.10)
novamente tem-se uma escala minima. E ambos sdo negativos se:
fov > 1= L{y, < L2 _, (7.5.11)

criando uma escala méximo ao modelo (L7, > L#%,). Agora é permitido um fluxo massivo
UV—Sing. nua - 7 < fuy < frv — .

Nos casos (7ii) e (iv) a eq. (7.5.8) é automaticamente positiva ndo criando nenhum tipo de
restricio. No fim uma intersecao entre os quatro valores possiveis de 7 deve ser feita para
determinar as condicoes de validade do teorema.

Devido a alguns niimeros [ dependerem explicitamente de d, a anélise serd dividida em duas

partes: (i) d =5 e (ii) d > 7. Também é necessdrio separar o estudo dos dois modelos j¢(1 ).
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7.5.1.1 (i) casod =5

1. Modelo 11 : Pelas figuras 7.8(a)-7.8(c) vemos que no intervalo —oo < [ < - apenas

top h ooy o to hoox - s
" e fI sdo positivos, [P e f" sdo exemplos do caso (i) e sem nenhuma restricdo

a(0)>0e%<0. Jéentre%<l<—9+1—‘;

<P <o< o< < ou (7.5.12)
fr<ffP<0<fi<...<f (7.5.13)
16 1
entre —9+ﬁ <l <y
< ffP<o<fi<. .. <f (7.5.14)
entre i <l< 2%
fO<fr<o<fo< < (7.5.15)
8 1
eem o < [ < 3
fO<fr<0< e < (7.5.16)

Os ... representam valores intermedidrios de f) n3o importantes para os nossos resul-

tadosY. Abastecidos com esses dados podemos formular:

Teorema a & c: As desigualdades (7.5.4)-(7.5.7) sdo todas satisfeitas se e somente se:

5
¢ —o0 <A< fiv < P (N ), (7.5.17)
5 1
° 2—7 <A< g : fIV < fji()\,,ul) (7518)

As condicoes do teorema definem escalas minimas para o modelo, excluindo a possibili-
dade de singularidades nuas - fluxos massivos. Esta é uma particularidade da dimensao
d =5, para d > 7, como serd visto, sempre ha intervalos em que os fluxos massivos

satisfazem todas as condicdes fisicas.

2. Modelo ps : Nas figuras 7.4(a) e 7.4(b) sdo encontradas as curvas de todos os [ (j2; \).

Yeles podem até mudar de ordem para diferentes valores de {
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ijiﬂf —_— — [
— N ~— ‘a\»: 4l
I O i
(a) (b)
or [
? [0 \\
wf [0 AN
F [ N\
10F [ SO
; ‘ -
e o, | 3 )
-10F . > ? ’ —
[ L | -
,205 \ | //
-30F | ,//
L | /
(c)
Figura 7.3 -  Nas figuras acima encontram-se as curvas f{(\; 1) para d = 5. A curva azul

t /
corresponde a f+0p, arosaa f{, abegea f{, a marrom escuro a fﬁ, a verde

a f' a amarela a f*, a vermelha a f e a marrom clara a f. Na figura (a)
tem-se A < —1 e a origem dos eixos é o ponto (—1,0), na figura (b) tem-se
o intervalo —1 < A < 5/27 e a origem dos eixos é o ponto (0,0) e na figura
(c), cuja origem dos eixos estd no ponto (5/27,0) estdo as curvas no intervalo

5/27 < X < 1/3.

Quando A < 0 - ver figura 7.4(a)

<< <0< fr<fe

jé para 0 < X\ < 3 - ver figura 7.4(b)
fO<fr<0<fo<.. . < fr

O Teorema a & c agora é:

1
° —OO<)\<§3 frv < fLO\ pg).

(7.5.19)
(7.5.20)

(7.5.21)

(7.5.22)
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/o of 1L
3 40+ \

o LA\
ol | ‘
—20k — — - o
_40 /
=60 /

(b)
Figura 7.4 -  Nas figuras acima encontram-se as curvas f1()\;u2) para d = 5. A curva azul

/
corresponde a ffp, arosaa f{, abegea f{, a marrom escuro a fﬁ, a verde
/ .
a f' aamarela a f* avermelha a f e a marrom clara a f. Na figura (a)
tem-se A < 0 ena (b) A > 0.

7.5.1.2 (i¢) Casod > 7

Neste caso, ao contrdrio de d = 5, o fator (4=2) (aparece multiplicando ou dividindo 1

em a(o) e 242)) ¢ positivo. Uma conclusio imediata é que para A e yu negativos - modelo fis

di
com A < 0 - as fungbes ¢(0), a(o) e —% sdo positivas para qualquer W (o) facilitando o

estudo.

1. Modelo i1 : As funcdes f¢ s3o sempre reais (A < 1/3) e as f¢ sdo reais apenas para

A< Bfl((dd:;))g < 3. Nas figuras 7.5(a) e 7.5(b) temos todas as curvas f(\, 1) como

fungdo de A (foi escolhido d = 7, mas as conclusdes sdo gerais). Analisando as figuras

tem-se:
o—oo</\<i:f77‘<0e0<fji<fi°p<..., (7.5.23)
oi</\<%:0<fi<ffp<...<fi/; (7.5.24)
.%<A<%:0<ffp<fj’<...<f5’. (7.5.25)

E o teorema a & ¢ é formulado como:

e — 0 <A< i cfrv < L ), (7.5.26)
. i <A< % v < fL(N ) ou fyy > ff/()\;ul), (7.5.27)
d(d—4)

1 ) )
3z <A<3 S P\ i) ou fuv > €A ). (7.5.28)

2. Modelo j5 : Como ja foi mencionado, se A < 0 o teorema é satisfeito. Na regido
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Figura 7.5 -  Nas figuras acima encontram-se as curvas f(\;u1) para d = 7 (qualitativa-

mente a escolha de d n3o afeta os resultados finais). A curva azul corresponde
a fp, arosa a f¢, a bege a,ff:, a marrom escuro a f", a verde a flor 4
amarela a f, a vermelha a f¢ e a marrom clara a f". Na figura (a) tem-se
A< gena(b) I <A< 3 (origem dos eixos estd no ponto (1/4,0)). O ponto

\ = L dd=4)

35 = 3d=2)? marcado no grafico, determina o fim das curvas f{.

0< A< % f7 s3o imaginarios. Outro fato digno de nota é que mais uma subdivisdo

dos casos é necessdria em termos dos valores de d.

Casod = 7,8: Parad="7os f{ sdo imaginarios em todo o intervalo, logo a(c) > 0. J4
para d = 8 eles sdo negativos para A\ < 0 e imagindrios na regido 0 < A < 1/3 - novamente
a(cr) > ( sempre. Como os outros fl sdo negativos para A < 0 - o teorema é automaticamente

satisfeito, s6 falta analisar 0 < A\ < % Pela figura 7.6, feita sem perda de generalidade para

d="17, tem-se:
0< fi% < << ffr < fe. (7.5.29)
O teorema a & c fica:
o frv < f1P(\ p2) ou Ay > N o). (7.5.30)

Caso d > 9: Aqui f¢ sdo negativos quando A < 0 e imagindrios na regido 0 < % —

W = \? < A < 3, logo a(o) > 0 nesses dois casos. Porém existe a janela 0 < A < A% em
que 0 < f¢ < f* e a positividade de a(o) ndo é mais trivial - caso (ii). Na figura 7.7 estdo
as curvas de fY no intervalo 0 < A< 1/3 - a figura foi feita para d = 9, mas ndo ha perda

de generalidade. No intervalo \? < A< 1/3 o ordenamento dos f sdo os mesmos da eq.
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100 I
80 :
60 :
aof

20

Figura 7.6 — Na figura encontram-se as curvas f(\; u2) para d = 7 no intervalo 0 < A< %
A curva azul corresponde a ffp, a bege a f¢, averde a f'” e a vermelha a f¢.

(7.5.29) (f¢ sdo imagindrios) e como consequéncia as condi¢des para o teorema ser satisfeito

sdo as mesmas dadas pela eq. (7.5.30). Por outro lado, na regido 0 < A < \? o ordenamento

se torna (ver a figura 7.7):

0< fr<...<fe (7.5.31)
e o teorema a & c é:
o frv < (N p2) ou fuv > fC(N pa), (7.5.32)

i.e. uma restricdo (a de escala minima) n3o permite fluxos massivos, enquanto a outra (a de

escala maxima) permite.

Figura 7.7 - Na figura acima encontram-se as curvas fI(\; ug) para d = 9 (qualitativamente
a escolha de d nio afeta os resultados)— A%(d = 9) = 2 - ponto destacado na
figura. A curva azul corresponde a fiolp, arosaa f¢, abegea f¢, a verde a
fiP '3 amarela a f@ e a vermelha a f¢.
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7.5.2 Positividade da energia nos pontos fixos

Os estudos acerca de teorias hologréficas utilizando a GQT em d = 5 dimensdes (7)

demonstram que as C'F'T}'s duais!l tém ¢, £ 0:

3780 f>
ta(f) 1o\ féuf27 = fovv,
24f(\ — 87
b(f) = - _f;Af - 3’;?2. (7.5.33)

Ao serem aplicadas as condi¢Ges de FEP, eqgs. (3.4.8)-(3.4.10), torna-se facil verificar que elas

s6 serao verdadeiras se as trés desigualdades

1 — 10\ f + 189uf* > 0, (7.5.34)
1+ 2\f —855uf? >0, (7.5.35)
L+ 6\f +1317uf? > 0, (7.5.36)

forem satisfeitas simultaneamente.

Primeiro vamos reescrevé-las da seguinte forma:

(1 - “’;1) (1 - “’;1) >0, (7.5.37)
+ —

(1 - J;2> <1 - J;2> >0, (7.5.38)
+ —

(1_ f;s) (1_ J;s) >0, (7.5.30)
+ f=

onde
5 189
R — R 7.5.40
1
w2 _ o ()\ /N 855,u) , (7.5.41)

3 439
I (0. =R Y Pty I 7.5.42
+ 1391 ( + 3 M) ( )

Agora devemos olhar separadamente os dois modelos.

7.5.2.1 Modelo p,

Nas figuras 7.8(a)-7.9(c) estdo as curvas de ', i = 1,2, 3, como funcdes de A no modelo

p1. Como pode ser visto nas mesmas, os nimeros [ sdo muito sensiveis ao valor de \. Por

li.e. os pontos criticos
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intervalo de A ordenamento dos f's

—00 < A < —3520.09 Pl PP P <0 < [P < PP < PP
—3520.09 < \ < —3270.17 epl < fPP< [P <0< fP7 < [P0 < fP7
—3270.17 < A < —25.9505 67’1 < fPP< P <0< fP°
—25.9505 < A < —13.7427 67’1 < fPT< P70 < fP3
—13.7427 < X < 0.235528 e“ <0< fP?
0.239759 < \ < 0.249152 e“ <0< fPh< fP? < P!

0.249152 < A < 1/4 fp3 < PP PP <0< fPT < fPP < foPT

1/4 < X < 0.250146 P fPP < fPE < fPE < fP < fPP
0.250146 < A < 0.278864 | fPT < fP7 <0< fPr < fP3

0.278864 < A < 1/3 [Pl < PP <0< fP7 < fop!

Tabela 7.1-Ordenamento dos f's dado o intervalo de \.

exemplo, f{' € R apenas nos intervalos —oco < A\ < —13.7427 e 0.235528 < A< 1/3; o
mesmo ocorre para [ no intervalo —oo < A < 0.250146; j& f° s3o reais em —00 < A <
—3270,17 € 0.249152 < A < 1/3. Ainda de acordo com as figuras, os ordenamentos dos f5*

s3o os mostrados na tabela 7.1.

Um ponto importante a ser ressaltado (que ndo ocorre no teorema a & ¢) é o das curvas
se cruzarem em certos pontos (todos indicados nas figuras 7.8(a)-7.9(c)). Na verdade sdo
esses 0s pontos “criticos” que determinam as diferentes restricGes a serem impostas sobre f;y
para (7.5.34)-(7.5.36) serem verdadeiras.

Através dos dados fornecidos pela tabela 7.1, as restricdes procuradas s3o:

e —00<\< —3520.09: fry < fP3 7.5.43
e —3520.09 < A\ < 0.239759 : fn < [P
© 0.239759 < \ < 0.278864 :  frv < &,

00278864 < A< 1/3: fry < [P

7.5.44
7.5.45

(7.5.43)
(7.5.44)
(7.5.45)
(7.5.46)

7.5.46

Pode ser visto que as novas restricoes sdo sempre mais “fortes” do que as encontradas pelos
teoremas a & ¢, impondo sempre uma escala minima ao vacuo AdS;yy nos fluxos ndo massivos.
Caso o fluxo seja massivo UV—Sing. nua, f;1y em (7.5.43)-(7.5.46) deve ser trocado por fiy

- hd um valor minimo para a escala do vacuo AdSyy .

7.5.2.2 Modelo u-

. ~ . 2 ~
Ao olhar a figura 7.10 podemos perceber a auséncia das curvas f{° (uma vez que sdo

ndmeros complexos) e também o seguinte ordenamento V A < 1/3:

ffp’l < fip,B <0< ffp73 < fipJ? (7.5.47)
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,,rwomoi f"
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—0,000ZOi
(a) (b)
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Figura 7.8 —  Nas figuras acima temos as curvas de f{"(\; u1). As em azul correspondem a
1 N 1 N 2 . 2 . 3
7, asroxasa f, as beges a f{°, as verdes a f°, as amarelasa f{"” e as
ep,3

vermelhas a f

. O intervalo de A em cada figura é: (a) —oco < A< —3270.17

(a curva f_ip’l n3o aparece, pois é muito negatica, i.e. fip’l < fip’2 < 0); (b)
—3270.17 < A < 0; (¢) 0 < A< 0.235538; (d) 0.235538 < A< 0.249152.

as trés desigualdades sdo satisfeitas quando:

f<fP ¥A<1/3. (7.5.48)

Pode ser visto que f%? < f¢, assim a nova condi¢do (mais restritiva) garante o teorema
ad&c. Os fI°" n3o sdo bem definidos em A = 0 — s = 0. Logo esse valor corresponde ao

caso EH e as eqgs. (7.5.34)-(7.5.36) sdo trivialmente satisfeitas.

7.6 Resultados no modelo da GQT através de GB

Calcular o fator de escala como fungdo do campo escalar em exemplos expliticitos nao
é uma tarefa facil no caso GB, ver capitulo anterior, assim é de se esperar que no caso da
GQT as dificuldades aumentem. N3o é isso que ocorre, na verdade, em termos de calculo de

A(o)

e , 0 modelo da GQT pode ser encarado como dois modelos de GB com diferentes escalas

topoldgicas (Lfmi). Por trds desta propriedade marcante estd o fato da fungdo Cy(W) se
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(a) (b)
osf O\
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1 1
0.278864 E
4).5;
71.02 —
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(c)
Figura 7.9 -  Nas figuras acima temos as curvas de f'(\;p1). As em azul correspondem 2
ep,1 ep,1 ep,2 ep,2 ep,3

., asroxasa f* ,as amarelas d f,"" e as
vermelhas 3 £ O intervalo de A em cada figura é: (a) 0.249152 < A< 1/4;
(b) 1/4 < X < 0.250146 (a curva f”! n3o aparece n figura, mas ela existe no

intervalo e possui os valores mais negativos); (¢) 0.250146 < A< 1/3.

,as begesa "7, asverdesa f

fatorizar (ver eq. (7.2.10)).

Para demonstrar a afirmacgdo feita comecemos integrando a eq. (7.4.4) (usando (7.2.10))

W(o)

A(o) — Ay = —m/daw(g) (1 —L%W%) (1 . (Vg(;;),(?m)
= T(0)cor
onde Ag é a constante de integracdo. Repare que:
1 B Lyt 1
(1 Lip eR) (1- 1, MB)  Lhop — Lo (112, W02
L L L (76.2)

Lgoz%— - Lgapﬂr (1 —I? W(U)Q)

topvf (d72)2
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T

\\ / .

—1sL /

Figura7.10 - Na figura acima temos as curvas de f(\; u2). A curva em azul corresponde

. 1 . 1 . pep3 X 3
af®, aroxaa f°, aamarelad f{° e a vermelha a f&”,

portanto:

L2
o Tap_(0). (7.6.3)

2 2
Ltop,f - Ltop,Jr

2
Lt0p,+

= 72 2
Ltop,Jr - Ltop,f

A(O’) - AO

T+ (0) +

Ao resolver A(c) no caso GB (7,2 ), automaticamente A(c) para QTG € conhecido através
Lop,
da relagcdo acima. Todos os exemplos apresentados no capitulo anterior podem ser, através

deste procedimento, transferidos para a GQT.

7.6.1 Mais relacoes

Os indices critivos - topoldgicos e fisicos - da GQT também s3o obtidos diretamente dos

resultados de GB - para um mesmo W (o). Basta a seguinte observagdo:

3l GQT) — 2d =Wy, (1~ He) (1 - Fhp)
a fis
o Wfis L?0p7+ 1 + Lfol”_ 1
2(d — Z)W}/w L%op,—f— - L%op,— (1 — Lj‘%—p*) Lt20p7— B Lt20p7+ (1 — %) ’
L2 1 L2 1
— fop,+ + top.— (7.6.4)

L%op,Jr - L%op,f wa(GB, L%opﬁr) L%op,f - L%op,Jr wa(GB, L%op,f)’

devido a eq. (6.4.2). A notacdo adotada é: sy;;(GQT) refere-se ao indice critico do modelo

da GQT; s4is(GB; L, ) refere-se ao indice critico do modelo de GB com a escala topoldgica
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dada por Lfopi. Para o indice critico topolégico:

1 _ . d—2 L?op,i
S?(:)p(GQT) 4( t/0p7:|:)2L%Op,:|: (L%op,i - L%op,$)
L?op + 1

_ | (7.6.5)
(Lgop,i - L%op,$) StOP(GB; Ltzop,:l:)

A importancia desses resultados aparece quando a eq. (7.6.3) é usada. Por exemplo, ao

calcular TL? . ho modelo GB para um W (o) com um vécuo fisico em oy;5, quando o = o ;s:
op

’

-
eToBx lo — Ufz‘s| Sfis(GB:'Lgop,:t), (7.6.6)

como consequéncia no modelo da GQT, para o mesmo W (o), via eq. (7.6.3) tem-se:

_ 1 L%op,-{— 4 1 Lt20p,—
€TGQT(J) ~ |0' — Ufis| sfis(GB;L%OPﬁ-) L%OP,-O-_L%OP,— Sfis(GB;L%OP,—) L%OPa—_L%OPa+ (767)
[
— |0 — 0| T, (7.6.8)

devido a eq. (7.6.4). As duas partes contribuem para formar o indice critico final. Algo
semelhante ocorre nas proximidades de um vacuo topoldgico, entretanto toda a contribuicdo
vem de apenas um dos termos (o que possui o vicuo topoldgico em questdo). Por exemplo

nas proximidades de o = oy, +, a eq. (7.6.5) fornece

2
Ltop,+ 1

1
GB;L%OPWL) - |0' — O'top,+| SEP(GQT) . (769)

7 )
e’0RT o | — Oyop i | FiomtFiop,— Stor

Uma vez conhecido o fator de escala como funcido de o no caso GB, os resultados na GQT
(para um mesmo W (o)) sdo obtidos através do raciocinio apresentado ao longo desta sec3o.
E claro que no ambito das flutuagdes lineares essa transferéncia de resultados ndo é trivial,
mas o processo de separar os cdlculos da GQT como dois modelos de GB parece fornecer o
caminho para os célculos em uma eventual generalizacdo da GQT que comporte mais termos

na acao.

7.6.2 Uma generalizacao hipotética

Motivados pelos resultados das ultimas secOes podemos conjeturar que ao acrescentar
termos de ordem maior na curvatura, por exemplo até a n + 1-ésima ordem com o critério

de termos eqs. de segunda ordem para a métrica de PD, entdo talvez tenhamos o seguinte
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sistema de primeira ordem junto com a funcao beta hologréfica:

A = —d—WQ, & = 2 (0)Co (W) (7.6.10)
~8o) = - A) 2(d - z)VVVV'(( ))CO(W) (7.6.11)
Co(W) = (1 Ltopz<dW2)) (7.6.12)

sendo a conjetura verdadeira, o procedimento de separar a integracdo da funcdo beta em n
modelos de GB pode ser feito.

2 ~
Um caso interessante é o limite n — oo junto com a relagio L? = = —X . A funcio

topi = (i—1/2)2
Co(W) fica:

(- o) (D7) 0o

O exemplo acima é apenas para ilustrar que o modelo da GQT pode ser parte de uma série
de infinitos termos na acdo e mesmo assim a soma de todos eles (com bastante sorte) pode

resultar em algo simples.
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CAPITULO 8

Extensao dos resultados para NV

campos escalares

Os resultados apresentados até agora para um campo escalar podem ser facilmente ge-
neralizados para um conjunto {¢!; I = 1,..., N}, basta a troca formal na parte da acio

referente a matéria:
1 1
S, = —/ddx lg] (§g#,,8“08”a + V(a)) — —/ddx lg| (§Q1Jg#,,8”018”0‘7 + V(O’I)) ,

onde Gr; = G;;1(0%) sdo elementos da matriz G com detG > 0. A dnica eq. que sofre uma
mudanc¢a nao trivial - mesmo ndo sendo importante para a construcao do “superpotencial” -

¢é a da variacdo de o

&'+ (d—1)Ac" + G0k G656 — GM0,.G o’ = G"oL v, (8.0.1)
G =g;;. (8.0.2)

Nas outras egs. basta trocar 62 — Gy (c)d'a”. No fim, ao repetir os mesmos passos feitos

no caso de um campo surge*:

Grs(oP)ole” = —2(d — 2)A (1 L= o, u?’(d —2)d - 6)/'14) . (8.0.3)

2m? m#
definindo
L1 ,
A==z, (8.0.4)
(1 b,
= A= - 2)0 oW (a"), (8.0.5)
e substituindo em (8.0.3):
&' (Gry(o")e” = 20,W (67)Co(W)) = 0. (8.0.6)

*para ver mais detalhes acerca do caso EH, ver (4)
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O conjunto {o!, I =1,..., N} forma uma base de um espaco vetorial N-dimensional, ou seja,
eles s3o vetores I.i.. E natural assumir o mesmo para o conjunto de suas primeiras derivadas
(“momentos” ), com isso a ultima eq. pode ser encarada como a representacdo de um vetor
nulo em termos de uma combinacdo linear de vetores i.. Cada termo da soma dentro dos

parénteses deve ser nulo o que implica em:
ol =2G" (a0, W (67)Co(W). (8.0.7)
Por fim, a relagdo entre o potencial V' e o superpotencial W é:

V(e") = 26" (0,W) (0, W)CF (W)

d—1\ ., , W2 . W
, W2 , Wt

repare que Cy nao muda, logo a funcdo carga central ¢ também ndo é alterada. O mesmo

ocorre com a fun¢do carga central a.

8.1 Funcao beta e vacuos

Ha N funcdes 3!, dadas por:

do!

dl

8JW(0P)

=—3"(c") =2(d - Q)QIJ(UP)W

Co(W). (8.1.1)

Um ponto critico é determinado pelos zeros simultaneos de todas as fungdes 3''s, i.c. 3 (0,) =
0, I =1,...,N. Nas proximidades da criticalidade, qualquer funcio 3’ é bem aproximada

por:

B x —0s00)(0” — ol — 500k () (0" — o))" oK)

sh(o” = o) + Clielo” — o)) (o — oX), (8.1.2)

A forma j4 apresentada no capitulo 2. Um dos principais objetivos deste estudo é relacionar s/

com as massas dos campos escalares para a conexao gravitagdo-teoria de campo ser possivel.

8.2 Acerca do novo vacuo

No caso de G!7 = 0 para certos valores de o (pontos onde G;; n3o é bem definida),

surge uma classe de vdcuos exdticos. Eles sao perigosos e devem ser excluidos da analise. A
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razao é a seguinte: do caso de um campo sabemos que os zeros da fungdo beta s3o extremos

da funcdo carga central a. O mesmo ocorre aqui, pois

d
d_Cll = —ﬁﬁlg[(]ﬁ‘] < O, (821)

uma vez que a matriz G é simétrica e det G # 0, ela pode ser diagonalizada em cada ponto
e sua assinatura ¢ positiva por definicdo. O problema surge num eventual ponto critico (zero

de beta) da forma G/ = (), este ponto critico n3o é extremo da “a” e invalida a construg3o
do GR.

8.3 Estudo nas proximidades de um ponto critico

Préximo a um ponto critico (extremo do potencial), por constru¢do o espaco-tempo torna-

se AdS, i.e. A= % e o potencial possui a forma

d—1)(d—-2 1
V(e =~ —%—Fém%}ala‘], (8.3.1)

uma vez excluida a possibilidade de vécuos exdticos, é seguro aproximar a eq. (8.0.1) por:

d—1
51+( 7 )c‘rf ~ Glm3 o7, (8.3.2)

para interpretar a quantidade G/Zm? ; como a massa do campo ¢/ é necessério diagonaliza-la.
A eq. (8.3.2) é derivada da parte da a¢do efetiva relacionada aos campos escalares (perto do

ponto critico)

1

S0 x =5 [ Ay Dk (61,6157 + misolo?). (8.3.3)

Q

a mesma de NV osciladores amortecidos acoplados. A procedimento de diagonalizacdo’ pode
ser encontrado em livros textos de mecancia classica, por exemplo (83). Defina um novo

conjunto de campos “coordenadas” u; relacionados com o':

O'I:SIJUJHU]:S[JUJ, (834)

onde (S71)!7 = S;;. Na referéncia supracitada é demonstrado que se S for escolhido t.q. a

matriz que multiplica o termo cinético de (8.3.3) torne-se a matriz unidade, ent3o o termo de

tele independe se os osciladores s30 amortecidos ou n3o.
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intereracao também se diagonaliza, i.e. se

(STYEGs ,SMT = 617 entdo (8.3.5)

(ST)ILm%MsMJ — 5ILSLM (ginm?VO) SOJ — (MQ)IJ = (MQ)I(SIJ, (836)
sem soma em [ e na primeira igualdade da segunda linha a eq. (8.3.5) foi usada. A quantidade
(M?)! é a massa do campo (j& diagonalizado) u;. De (8.3.5) fica claro que STG, ' = S~

A acao e eqs. do movimento para o conjunto de campos diagonalizados sao:

1 y
Su = —5 /dye(dl)L ((SIJ?l[?lJ -+ (Mz)lélJU[UJ) s (837)
d—1
i + 4 7 Livy e (MP)uy = (M), (8.3.8)

1

sem soma em . A passagem o' — u; deve ser estendida a parte holografica, i.e. a funcao

beta, ao menos nas redondezas dos ponto criticos

dU]

- —S137(0") = —ﬁ;f (8.3.9)
~ (SiksESY) (uy —uh) + (S1pChrS% S™F) (g — uy) (uk — uj)
= ()7 (g —uj) + (€)™ (ug — ) (ur — i), (8.3.10)
(s = = SirshSt (8.3.11)
€K = S1.ChRS897 SHE. (8.3.12)

Na sequéncia é mostrado que (8.3.11) é diagonal tanto para vécuos fisicos quanto topoldgicos.

8.4 Vacuo fisico

E o conjunto de pontos (vetor) {o! = ¢! I=1,...,N}, definido pelas egs:

*, f1s?
VW(o")|o1 . =0, (8.4.1)
W(os gis) € Co(W (0% fi0)) # 0. (8.4.2)

8.4.1 indices criticos e constantes de estrutura

A eq. (8.1.2) aplicada ao vacuo fisico leva a:

(Sfis){] = 2(d—2)g1P6JaTPWCO(W) p_p’
(Cris)ix = <d1;/2) Co(W) <(3JQIM)3K3MW +(0kG"") 050 W + QIM@KaJaMW))

(8.4.3)
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Na mesma aproximacio, o sistema de eqs. o/ = o/ (y) (ver 8.0.7) é

do! N 1

[(s7is)5(07 = o]) + (Crio)lclo” = o) (@ = o), (8.44)

exatamente igual ao do GR apés a identificacdo A(y) = +%-. Ou seja, a aproximacdo adotada,
fis

mesmo gerando um fluxo no GR, n3o ¢é suficiente para alterar a geometria AdS, - os campos

ol “vivem" num background AdS, e ndo numa geometria dindmica. Outro fato digno de nota

é que Cy(W) ~ Cy(ol) surge apenas como uma constante multiplicativa. As duas observacio

nao sdo mais validas a partir da préoxima ordem perturbativa.

8.4.2 Forma do potencial

Suponha um vécuo fisico em ¢! = ¢!, I = 1,...,N. A forma mais geral de W nas

vizinhancas desse vacuo é:

wioh~ L2 (Leruto! - obio” o)
tzrx (0! — o) (o? — o) (¥ — af)), (8.4.5)

xry € xry sdo quantidades adimensionais e simétricas em todos os indices. A eq. (8.4.3)

fica:
(sz‘s)§ = 4(d— 2)Oogjp(0*)$PJ, (8.4.6)
(Cris)ixe = 2(d- 2)00((3J95M)1’MK + (0 G )anry + 3QfM£CMJK> (8.4.7)
o _gfzs
L? L
fis fis
Gl = ¢"| (8.4.9)

Substituindo (8.4.5) em (8.0.8), (8.3.1) é encontrada com:

Co

[ (d - Q)Ool'[LgLM(O'*)I'MJ - (d - 1)[L‘]J] s (8410)

ao multiplicar os dois lados por G/ e tomar o “sanduiche” com S, levando em conta (8.3.6),

temos
fszIKgKL( )(mfzs) MSMJ L?zs<M}%zs){
= Sixc(5yis) S Spo(ssis) BS™ — (d — 1) Sy (5i5) 5™
= ({5 (5% = (d = 1)(s7L)T, (8.4.11)
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na dltima igualdade foi feito uso da eq. (8.3.11) portanto como (M7,,)] = (Mj7,,)07 é
diagonal, necessariamente (s?{s){ = 5167 também o é. Assim:
L3 (M7,)1 = stis (s{is —(d— 1)) , sem somas, (8.4.12)

o resultado desejado. Cada campo u; pode ser interpretado como um acoplamento, numa
teoria conforme em (d — 1) dimensdes, multiplicando operadores Oy, cuja dimensdo conforme
éA[:d—l—SIZS.

8.5 Vacuo topolégico, indices criticos e constantes de
estrutura

Caracterizado por Cy(W) = 0, seus indices criticos e constantes de estrutura sdo os

elementos das matrizes:

($1p)s = =887 __ 87 G opWwo,w A+3uL2 (8.5.1)
o oo, — a7 T L/ |,
top\I _ AL? P P
(C*")ik = -2 ((8<Jg* ) (0pW) 0y W) + GLF(8,0pW ) ()W)
IP 3 L2
+pr—g* (0pW) (0, W) (0 W) +g,{P(apW)(aJaKW)) (/\+ s )
(d—2) L2,
—GLQIP@PW)(&JW)(&KW) (8.5.2)
(d—2)Ligp * .

com L;,, sendo a escala do espaco-tempo AdS,; “topolégico” (um dos dois valores possiveis).
top Y d

Foi usada a seguinte notagao:
AlA(JAK)AN EAlAJAKAN+A1AKAJAN (853)
Comparando as duas egs. de (8.4.3) com (8.5.1) e (8.5.2), percebe-se que caso os vicuos

fisico e topoldgico coincidam, i.e. C'(c*) = 0 com 9;W (c*) =0, V I, entdo s, = Cl, = 0.

8.5.1 Forma do potencial

Pela definicdo do vacuo topoldgico, a forma mais geral de WW nas proximidades do ponto

critico é:
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x; # 0 sdo quantidades adimensionais. Nessa notagdo as egs. (8.5.1) e (8.5.2) tomam a

formam:
LQ
(Stop)g = —8L2(d — Q)QiMfoEJ <)\ + SMLT) s (855)
top
4L2(d — 2)
I _ P P P
P = R E— ¥ . -G,
(Ciop) i 12 {[(@JQ )JJP«%’K) + G wpyriy — G TpriTK
top
Ip 3HL2 NLQ Ip
"—g* l'Pl'JK] )\"— L2 +6L2 Q* Tprjrg (856)
top top U:U;op
A versdo "efetiva” (diagonal) de (8.5.5) (via (8.3.11)) é:
LQ
(sf({p){ = —8L*(d — 2)SIKQfoMxRSRJ <>\ + 3’“L§ ) ) (8.5.7)
op

Calculando o potencial, via W, na aproximagdo desejada, a matriz my; (ver eq. (8.3.1)) é

determinada como:

8(d—2) L? L2
(m?op)lj = _Topﬁop (/\ + Bﬂﬁop iy
A L (), 1) oo )
x| — A+ 3p G " xpry —(d—1) ), (85.8
< Ltzop Ltzop L%Op L+M ( ) ( )
1 *
- 12 gIK(StOP)g(((StOP)g —(d—1)). (8.5.9)

top

devido a eq. (8.5.5), e de acordo com (8.3.6)

LtzopSIKgfL(mtzop>LMSMJ =
L?op(MtQOp){ - SIKgngzR(StOP)ﬁSMJ((Stop)ﬁ - (d - 1))7

= (s3] ((si)% = (=), (8.5.10)

onde foi usada a invaridncia do trago com respeito a atuagdo de S ((sfgp)ﬁ = (S10p)%). O fato
da matriz (M?,,)7 = (M}

&) 107 ser diagonal garante (sfgp)f diagonal, por outro lado, a forma

final ndo é: L7, (M?); = s;(s; — (d — 1)), como ocorre no vacuo fisico, indispensavel para
a descrigdo hologrdfica. Nao existe um problema real devido a forma peculiar da matriz s,
é facil verificar que det|s;,,| = 0, uma vez que suas submatrizes 2X2 possuem determinante

nulo. Desse fato pode-se calcular a eq. dos autovalores da matriz s.:

det]stop — €1 = (~1)VEV (€ = (s10p) L), (8.5.11)
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i.e. N — 1 autovalores sdo nulos, consequentemente N — 1 campos possuem massa nula e

apenas um tem massa
Ly, My, = Stop(810p = (d = 1)), Stop = (S10p) - (8.5.12)

A eq. (8.5.12) descreve a massa do campo u; (escolhido sem perda de generalidade) em

termos do indice critico s;,, € (8.3.8) torna-se:

d—1
iy + %al = M u, (8.5.13)
Ltop
d—1
Ltop

Dos N acoplamentos, N — 1 multiplicam operadores com dimens3do conforme A =d — 1 e

um multiplica um operador com um A =d — 1 — Sy,

As conclusdes obtidas nesta secdo (ainda n3o publicadas) sdo consequéncias do fato do
vacuo topoldgico para N campos nao ser definido por um ponto no espago dos campos, mas
sim pela hipersuperficie de dimensdo N — 1 definida pelo “vinculo” Co(W (o)) = 0. Dos N
vetores 17, que formam uma base deste espaco vetorial, N —1 encontram-se na hipersuperficie
fixa Cy = 0, onde n3o ha fluxo, logo seus indices criticos sdo nulos. Apenas o vetor ortogonal
a Cy = 0 (chamado de u;) possui um indice critico (ou massa) diferente de zero - o dnico

que gera fluxos. Uma figura ilustrativa do descrito pode ser encontrada em 8.1.

O— A ul

A\ 4

Figura 8.1 —  Representac3o do espaco dos campos 0. Num ponto da hipersuperficie Cy = 0,
de dimensdo N — 1, estd centrada a base {u;, I =1,... N}, t.q. N —1 vetores
sdo paralelos a Cyy e o vetor u; é o (inico ortogonal.
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8.6 Condicoes fisicas

As condicdes derivadas na secao 7.5 podem ser adaptadas ao caso de /N campos escalares
sem grandes dificuldades, uma vez que as quantidades de interesse (cargas a e ¢, hy, etc.)

permanecem inalteradas.

As condicBes de energia positiva nos pontos fixos (secdo 7.5.2) ndo mudam, sdo exata-
mente as mesmas. Ja os teoremas a & c sofrem modificagdes, o argumento de restringir a
andlise aos pontos criticos devido ao fato de ao longo de um fluxo o “superpotencial” ser
monotdnico n3o se aplica quando hd mais de um campo - o fluxo n3o é mais unidimensional.
Mesmo assim nenhuma analise extra é necessaria, basta fazer as trocas formais nos resultados

da secdo 7.5.1

L2W2(0'I)

friv < fi— ED JL (8.6.1)
L2W2 1
fov > fi— (d_igg) > fi, (8.6.2)

i.e., a condicdo de escala minima no caso de um campo (fry < fI « L%, > L%i) torna-se
- I - U 2 2

um valor méximo para W(c") e o caso de escala maxima (fyy > fI < Lipy, < L; ) passa a

fornecer um valor minimo ao “superpotencial” W. Em geral W é singular nas singularidades

da geometria, logo a condicao de um valor maximo para W exclui fluxos massivos enquanto

a de um valor minimo n3ao.

8.7 Exemplo: W — BKT

Vamos nos ater ao caso GB por simplicidade. O “superpotencial” é:

1
W(o,T) = I (d—2+4 BoT?), T>0, g €R, (8.7.1)

onde o e T sdo os campos escalares e B é um pardmetro adimensional positivo (trocar
B — —B & 0 — —0). Também temos G'7 = 1/2 e G?2 = 1. O sistema de primeira ordem

fica:

dT 2(d — 2)B ONL? 2
e AP p(1- Y (424 BoT

A i—2+ Bor2’ ( @ zprz -2+ BT )
do 2d—2)B ., ONL? o

o _ 2T 45 Y (d—2+4 BoT 7.2
dA d— 2+ BoT? ( (d—2)2L3(d +BeT) ), (872)
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cujo invariante é:
T° —0*=—-R* R*€R. (8.7.3)

Existem dois pontos cruciais na anélise do fluxo no plano TXo. Um é a curva W(T,0) = 0,
i.€e.

d—2

TVV:O(U) = " Bo’

(8.7.4)

como B > 0, a curva s6 existe na regido o < 0. Nela & e T" divergem e o fluxo é interrompido
(ocorre um salto singular), os muros sdo do tipo Janus. O outro ponto é quando existem
L2

W2 =0, L, = 2\L%,

vacuos topoldgicos, A > 0. Eles s3o definidos pela eq. 1 — o= top

resolvendo-a para T', duas curvas sao encontradas:

TE (0) = =2 (1 + ﬂ) (8.7.5)

top —Bo Ltop

numa situagdo fisica, Ly > Ly, portanto a curva T;;p estd definida para o < 0 (lembre que

B >0) e T, éreal para o > 0.
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Figura 8.2 —  Fluxos para o sistema definido pela eq. (8.7.2). (a) fluxo T Xo para A < 0, a
linha negra tracejada é a eq. (8.7.4); (b) fluxo TX o para A > 0, a curva negra
tracejada é a eq. (8.7.4) e as linhas beges tracejadas sdo as curvas T;‘gp (ver eq.
(8.7.5)).

Nas figuras 8.2(a)-8.2(b) estdo os fluxos planares nos casos A > 0 e A\ < 0, respectiva-

mente. Repare que os fluxos planares seriam basicamente os mesmos se ao invés de usarmos
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a forma exata (8.7.2), a analise fosse limitada ao redor da linha critica ' =0 (¢ < 1)

dT

— =~ —2BoT

dA 7

d

é — _2BT?, (8.7.6)

pois ambos os sistemas de primeira ordem possuem o mesmo invariante (eq. (8.7.3))f. O
sistema (8.7.6) é o famoso modelo BKT (85)%. A diferenca entre os fluxos de (8.7.2) e (8.7.6)
é que no ultimo as figuras 8.2(a) e 8.2(b) ndo tém os efeitos ndo perturbativos gerados pelas
linhas “criticas” dos zeros de W (saltos singulares) e Cyy (vacuos topoldgicos).

O campo/acoplamento 7' pode ser eliminado da segunda eq. de (8.7.2) via (8.7.3), levando

a funcdo beta “efetiva”:

— Beg(o) = g%:HQuﬁ_de—2$f;££—R%

nas figuras 8.3(a)-8.3(b) sdo mostradas curvas de —f.¢(0) para R?* > 0, R* =0 e R? < 0,
respectivamente, nos casos A < 0 e A > 0. A situacio R? > 0 é delicada e exige cuidado,
uma vez que devido a (8.7.3), 0% > R?, por isso a parte 0% < R* da curva de 3.;(c) deve ser

excluida (é considerada como identicamente nula). Para resolver a eq. (8.7.7), as seguintes

] ~
\ -1f \ \
A\ A\ -1

(@) (b)

Figura 8.3 — Curvas da eq. (8.7.7). A curva azul é para R? > 0, a roxa para R2 = 0 e na
bege R? < 0. A curva para R? > 0 é nula na regido 02 < R?. (a) A < 0, sem
vacuo topoldgico; (b) A > 0, com vécuos topoldgicos.

tno célculo do invariante é tomado a razdo entre as duas egs. de (8.7.2) e o termo Cy/W é cancelado

Sveja detalhes nos capitulos nove e dez do livro (84) para teorias bidimensionais. E no contexto de transicdes
de fase conformes (chamadas Miransky) em teorias de calibre, como “techcolor”, ver os artigos originais
(47-49).
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defini¢cdes serdo usadas:

W(U)_ 3 2 e -
e —RU—F?:H(U_UzW)v (8.7.8)

W(o)  (d—2)Ly 4 .,  d—2  (d—2)L, 1 rop i

+ =0’ — R0+ + = o—o0,"7) (8.7.9

B V2A\LB B VONLB zl_[1< ) )

onde 0/ e ¢! (i=1,2,3) sdo, respectivamente, os zeros de W (o; R?) e Cy(o; R?). Esses
zeros n3o s3o necessariamente reais, por exemplo se A < 0 obviamente Cy(c; R?) # 0V 0.

A integracdo de (8.7.7) fornece:

3
eA(a;RQ) _ |U _ R|—1/SR|O_ + R|—1/S,R H |U o O_;op,+|—1/s§°p’+|o_ . gfop,*|—1/s§°p‘7
i=1

1 L() 5 ( ) (R _ O-ZVV)
sn 4V2ALB 11 ( R(R t0p+) SRR afop’—))

1 L yr( R+ (R+al)
s.p 4\/ﬁLBH( R(R + t°p+)+2R(R+afop’_))
1 Lo H (o3 o —a’)

—_— = . 8.7.10
S;‘:op,i 4\/_LB (( to;o7 ) R2) Hl7gl ( top,:l: . O_ltop,-i—) ( )
Uma propriedade que pode ser verificada através de um célculo explicito é:
3 3 top,+
- S e A
to top, top,
i=1 " R?) Hz# (0" = ™)
3 w 3 w
> (R — o! S (R k
szl( 0; ) o Hz:l( +Uz ) (8711)

2RI (R— o) 2R[[_(R+ o™

top, £

independente da forma das raizes 0}V e 0,””"~. Assim, a constante de integracio foi escolhida

para o fator de escala tender a unidade na singularidade nua (¢ — o0) - ver se¢do 6.7.

Pelas figuras 8.2(a) e 8.2(b), fica claro que ndo ha nenhum salto nos fluxos no semi-eixo
o > 0 e apenas um no semi-eixo 0 < 0. As figuras 8.3(a) e 8.3(b) corroboram com essa
conclusdo. Por outro lado, estudando a eq. (8.7.8), é possivel que o polindmio clibico possua
uma, duas ou até trés raizes reais, porém nao ¢é dificil demonstrar que as eventuais raizes
“extras” (uma ou duas) sempre se encontram na regido proibida —R < 0 < R - nela T? < 0.

Esse é o motivo da rica estrutura desse polinbmio cubico nao ser refletido nas figuras.

Definindo 0y, t.q. nas proximidades da linha critica o(y) ~ R + gpe™*M¥/0, ent3o:

top,+ top,—

3
Il D S

=1

IR — o[V |75r/S (8.7.12)
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completamente determinado pelos pardmetros do modelo.

O exemplo apresentado serve para ilustrar dois pontos: 1) um fluxo com mais de um
campo apresenta uma gama muito maior de possibilidades, no caso aqui hd uma linha critica
(com N campos poderiamos ter hipersuperficies criticas com n dimensées: n =1,..., N —1);
2) a estrutura dos fluxos pode ser mais rica, porém as condi¢des fisicas sdo mais restritivas
também. De todos os possiveis fluxos apresentados, o tinico que atende a todas as restricoes
fisicas € o fluxo massivo que sai da linha critica 7= 0 (R? > 0) no caso A < 0 (semi-reta
o < 0 na figura 8.2(a)) quando L2 > L?/f% (eq. (6.6.15)).



Resumo da terceira parte

Na dltima parte da tese apresentamos nossos resultados originais na tentativa de descrever
fluxos holograficos com fun¢des cargas centrais a # ¢ e fluxos massivos consistentes. A abor-
dagem foi a de modificar a gravitagdo incluindo termos de O(R?, R®, R,,,,c R"*,...). Os
termos adicionais escolhidos formam a chamada Gravitacdo Quase Topoldgica (GQT) - se
i =0 ela é a gravitagdo usual com o termo de Gauss-Bonnet (GB). Eles criam uma corregdo
na escala (ou constante cosmoldgica) dos vécuos AdS,, mas a principal caracteristica que
justifica uma escolha t3o particular é que apenas essa combinacao gera egs. do movimento de
segunda ordem para geometrias de PD (ver apéndice G). As egs. do movimento, de segunda
ordem, da mesma forma que na gravitacdo usual, de EH, ainda permitem uma formulagdo em
termos de um sistema de primeira ordem (5) quando o “supertpotencial” W é definido. Além
dos chamados vdcuos fisicos AdSy, extremos de W, que ja existiam no caso EH (mesmo que
modificados pelo termo de QTG), a forma do sistema de primeira ordem introduz uma nova
classe de vacuos AdS,, chamados de topoldgicos, definidos pelos zeros da fungdo Cy(1V) (ver
eq. (7.2.10)). O nome vem do fato deste vacuo, no caso p = 0, coincidir com o modelo de
Chern-Simons em d = 5 e como Cjy = 0 n3o é possivel estudar suas flutuacdes lineares através
do formalismo métrico.

Na parte holografica os ganhos sdo ainda maiores. As fung¢bes cargas centrais sao diferentes
- a supersimetria é quebrada - e a fungdo beta, que permanece descrevendo corretamente as
redondezas do ponto critico, consegue reproduzir fluxos massivos, i.e. ela diverge no limite
o — 00 e o comprimento de correlacdo é finito. Os resultados s3o promissores, uma grande
gama de fluxos podem ser gerados através do método, vdrios exemplos sao mostrados ao
longo de texto e no apéndice E. Porém nem tudo estd resolvido, é preciso selecionar quais
fluxos representam sistemas fisicos reais, i.e. com fun¢bes cargas centrais positivas e mo-
notdnicas decrescentes. Os teoremas a & c (65), formulados em 6.6 para GB e 7.5.1 para a
GQT, fornecem exatamente as restricGes para necessarias para o fluxo hologréfico satisfazer
as condicoes fisicas. Esta é a maior contribuicdo desta tese.

Os teoremas a & ¢ fornecem informacdo apenas sobre o fluxo holografico, eles ndo sio sufi-
cientes para garantir a positividade da energia das teorias de campos (C'F'T;_1) nos pontos
fixos (13). As exigéncias adicionais criam restricdes mais severas dos que as ja feitas pelo
teorema a & ¢ aos modelos - ver secdes 6.6.2 e 7.5.2.

O dltimo passo na descri¢do holografica de uma pC' F'T,_ através de uma geometria (a)AdSy
é o estudo das flutuacdes lineares da métrica e do campo escalar ao redor da solucdo de PD.
Com os termos de GB ou QTG a tarefa torna-se um problema ainda em aberto. O melhor que

podemos fazer foi analisar apenas as flutuacées do campo escalar supondo a geometria fixa,
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a aproximagao exploratdria. Este estudo, no caso de GB, é apresentado na secdo 7.5.2 junto
com dois exemplos, no dltimo o limite EH é tomado e o espectro de massa obtido através da
aproximacao pode ser comparado com o caso exato calculado em 5.5.4.3. Um erro relativo

em torno de 30% foi encontrado, o que mostra uma ineficdcia significativa na aproximacio.

Por fim, neste capitulo os resultados obtidos s3o generalizados para o caso de N cam-
pos escalares, um trabalho original desta tese ainda ndo publicado, permitindo a descricao
holagafica de uma fungao beta com N acoplamentos. Os vacuos topoldgicos passam a ser hi-
persuperficies de dimensdo N — 1. As adaptacbes necessarias aos teoremas a & ¢ e condi¢bes
de positividade da energia nos pontos fixos sdao discutidas. Um exemplo de fluxo planar,

semelhante ao modelo BKT, onde ha uma linha critica, é apresentado.
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CAPITULO 9

Comentarios finais

Nesta tese uma classe particular de espacos conforme planos foi estudada em detalhes,
as PD, solu¢bes dindmicas de um campo escalar numa gravitacdo de EH em d dimensoes.
Diversas geometrias de PD assintoticamente AdS; sdo descritas pelo método do superpotencial
que reduz as egs. do movimento de segunda ordem a um sistema de primeira ordem. Elas
s3o usadas na construcdo da fungdo beta holografica através da extensdo da correspodéncia
AdSy/CFTy_ para (a)AdS,/pCFT,_, capazes de descrever, a priori, fluxos de um GR de
forma nao perturbativa quando o campo escalar da teoria em d dimensoes ¢ identificado como
o acoplamento da pC'FT, . As cadeias de PD ligadas por vacuos AdS,; sdo mapeadas num
diagrama de fluxos massivos e ndao massivos do GR. Uma caracterisitca inerente ao formalismo
é que as funcgdes cargas centrais a(c) e ¢(o) sdo iguais - teorias conformes com a = ¢ em
supersimetria N' = 4. Um reflexo da supersimetria atrelada ao modelo gravitacional. Um
outro ponto importante é que o método holografico falha na descricao de fases massivas, ao
invés da funcdo beta divergir em o — oo, onde ha uma singularidade nua na gravitacao, ela
torna-se nula.

O dltimo elemento do diciondrio holografico é o estudo das flutuagGes lineares da geometria e
campo escalar ao redor da solugdo de PD e como elas fornecem informacdo acerca da pCFT,
dual. Por exemplo, as massas e tensor energia-momento da pC'FT, | estdo relacionados,
respectivamente, com as flutuacdes do campo escalar e modo tensorial, o graviton, da flutuacao

da métrica.

Uma tentativa de gerar teorias holograficas com cargas centrais a # ¢ é modificar a
gravitacao EH inserindo termos de “altas ordens’ nas curvaturas, por exemplo o termo
“quadratico” de GB ou a gravitagdo “cubica” da GQT (17, 18). Mas para descrever flu-
xos de um GR holografico sao necessarias solu¢cdes de PD nesta gravitacio modificada. O
problema abordado e resolvido nesta tese consiste na descricao holografica de transi¢des de
fase massivas e n3o massivas que ocorrem numa famiia de pC'F'Ty_; com a(c) # c(o) (tem-

peratura nula), utilizando a GQT. Para isso foi, de forma andloga ao caso EH, introduzido um
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“superpotencial” tornando as eqs. do movimento um sistema de primeira ordem. As principais

caracteristicas na descricdo holografica via a GQT sdo:

a GQT é a combinagao mais geral com até “termos clibicos” nas curvaturas que fornecem

egs. do movimento de segunda ordem. A prova é encontrada no apéndice G;
surgem vacuos AdS, topoldgicos, definidos como os zeros reais da fun¢do Co(W).

além das egs. serem de segunda ordem é possivel reduzi-las a um sistema de primeira

ordem ao ser introduzido o “superpotencial”;

fluxos massivos, incoerentes na gravitacao usual de EH, possuem todas as caracterisiticas
corretas, i.e. a funcdo beta e acoplamento divergem simultaneamente (na singularidade
nua da gravitacdo) e é fornecida uma massa (escala) finita*, como pode ser visto nos

exemplos em 6.8 e E;

para d = 5 e com o “superpotencial’ (6.8.20), a pC'F'T, dual acabar por ter uma
estrutura que descreve transicoes de fase esperadas em certas aproximacdes da QQC Dy,

como a passagem entre os regimes andando e correndo.

Compilacao dos principais resultados:

o estudo completo da geometria e flutuagdes no calibre de Newton da solucdo de uma
“PD" - do tipo AdS,;/Sing. nua - na gravitacdo de EH e seu uso na correspondéncia

holografica;

formulagdo das egs. das PD em termos de um “superpotencial” no caso da GQT (ou
GB);

solucdes exatas de cadeias de PD no modelo de GB, que podem ser diretamente trans-
feridos para a GQT, gerando fluxos hologréficos realisitcos com func¢des cargas centrais

diferentes;

formulacdo dos teoremas a & c¢. Conjunto de restricGes sobre os pardametros da GQT e de
GB t.q. as fungdes cargas centrais a(l) e ¢(l) sejam positivas e monotdnicas decrescentes
ao longo de todo o fluxo. Também sdo obtidas restricdes extras para garantir que as

energias das C'F'T;_1's nos pontos fixos sejam positivas;

*pois o fator de escala e da PD &, de forma n3o intuitiva, finito e ndo nulo na singularidade, ver detalhes na
secao 6.7.
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e um pequeno ensaio, utilizando a aproximacio exploratdria, do estudo das flutuacoes
lineares apenas do campo escalar ao redor de uma geometria de PD na gravitacao com

o termo de GB.

e generalizacao de todos os resultados para o caso de N campos escalares. A titulo de
ilustracdo foi apresentado um modelo, no caso de GB, com dois campos levando a um

fluxo planar do tipo BKT.

Teoremas a & c e CFT,;_,’'s com energia positiva:

O principal resultado da tese s3o as restricdes derivadas nas secdes 6.6 para GB e 7.5 para

a GQT. Segue uma listagem com algumas consequéncias decorrentes desta andlise:

e excluem o uso dos vacuos topoldgicos na descricdo hologréfica;

e para certos valores de A e ;1 hd uma escala minima na gravitagdo impossibilitando fluxos

hologréficos massivos;

e para certos valores de A e ;1 hd uma escala mdxima na gravitacdo e fluxos holograficos

massivos e ndo massivos sao bem definidos:

e apenas para d = 5, na GQT ha sempre uma escala minima, i.e. fluxos massivos nunca
obedecem as condicdes fisicas. No modelo de GB o mesmo n3o ocorre, para A < 0

todos os tipos de fluxos podem ser contruidos.

Os resultados listados encontram-se publicados nos artigos (5, 6, 30, 33, 34, 65), exceto
os correspondentes ao capitulo 8 - generalizagao para N campos escalares - cujo artigo esta

em fase final de desenvolvimento.
Problemas em aberto:

Devemos mencionar que as investigacdes feitas acerca de fendmenos criticos associados a
pCFT,; 1's duais a GQT (ou de GB) em d dimensdes com campo escalar deixaram algumas

questdes importantes sem respostas

e estabilidade e causalidade das solu¢des de PD e suas eventuais consequéncias na des-

cricdo holografica;

e calculos fora do ponto critico do espectro e massa e fungdes de correlacdo do operador

relevante responsavel pelo fluxo do GR;

e extensdo das condicOes de energia positiva sobre as C'F'T"'s para fora do ponto critico;
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A solucdo dos dois primeiros pontos requer um estudo das flutuacdes lineares da métria e do
campo escalar. A aproximagdo exploratdria realizada na tese, que desconsidera as flutuacoes

da métrica, ndo é suficiente para elucidar as questGes.
Perspectivas futuras:

Um dos resultados da tese é a impossibilidade, devido as condicdes fisicas, de descrevermos
fluxos massivos numa pC'F'T); associados a GQT5. Apenas no caso GB eles sdo possiveis,
porém mesmo com a # ¢ as cargas centrais s3o relacionadas apenas por um pardmetro (),
a liberdade é muito pequena e t; = 0. Isso é resultados de uma supersimetria A/ = 1 residual
que ainda persiste no modelo. Dois caminhos se abrem na tentativa de gerar modelos mais

realisticos - préximos a QC' D,

e manter a GQT, mas alterar a matéria com outros tipos de campos ou campos escalares

exéticos - dilaton, etc.

e modificar a gravitagdo, algumas opdes s3o: ir para a préxima ordem com termos “quar-
ticos” nas curvaturas (45), modelos de Born-Infeld (54) ou bi-metric massive gravity
(55).

Uma outra linha de nossa pesquisa alternativa é explorar mais as novas possibilidades
criadas a partir da recente generalizacao dos resultados para N campos escalares e tentar
reproduzir fluxos ja conhecidos, ao menos de forma perturbativa, afim de dar um respaldo

maior ao principio hologréfico.
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APENDICE A

Funcoes especiais

Neste apéndice sdo apresentadas as definigdes e algumas propriedades basicas das funcoes

gamma, de Bessel, hipergeométrica e hipergeométrica confluente.

A.1 Funcao Gamma

Sua definicdo mais geral é:

n!

['(z) = lim

n*, 2€C, z#0,—-1,-2,..., Al.1l
n—>ooZ(Z+1)...(Z+TL) # ( )

a funcdo possui infinitos pdlos simples localizados em z = 0, —1 — 2,.... A principal carac-

teristica da funcao gamma é a propriedade
L(z+1) = zI'(2) (A.1.2)

ecomo I'(1) =1, entdo I'(1+n) = n!, n € N. Por isso é dito que a fungdo gamma generaliza
o fatorial.

Uma representacao integral da funcdo gamma é
I'(2) :/ e, (A.1.3)
0

valida apenas para Re(z) > 0. Uma simples integracdo por partes de (A.1.3) é suficiente para
demonstrar (A.1.2).



218 Apéndice A - Fungbes especiais

A.2 Funcoes de Bessel

A.2.1 Funcoes de Bessel de primeiro e segundo tipo

As funcbes de Bessel de primeiro e segundo tipo podem ser definidas, respectivamente

o (—1)" T\ vt2n
T = nZ:O nl'(n+1+v) (5) ' (A-2.1)
Nz) = <02 ‘S]Hfé)x; o) (A.2.2)

e elas sdo as duas solu¢des /.i., dado v, da seguinte eq. diferencial ordindria (EDO) de segunda

ordem

22y (2) + zy' (z) + (2 — v*)y(z) = 0, (A.2.3)

que possui singularidades nos pontos z = 0,00. As formas assintéticas das duas fungoes

(v ¢ N) para z < 1 sdo

J(z) ~ F(u1+ y : T (A2.4)
No(x) ~ —FET”) G) +o (A.2.5)
e para 7 > 1
I (z) ~ \/%cos [g; T %] + (A.2.6)
N,(z) =~ \/%Sin -2 - %} + (A2.7)

A.2.2 Funcoes de Bessel modificadas

As funcdes de Bessel modificadas de primeiro e segundo tipo sdo definidas respectivamente

como:
L(z) = i"J(ix) = ZO e i =1 (g)"”n, (A.2.8)
K (z) = gj”(ga;;”@ (A.2.9)

solucdes da EDO de segunda ordem

2%y (x) + 2y (z) — (2° + v*)y(z) = 0. (A.2.10)
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singular em x = 0, c0. As formas assintdticas das fun¢des sdo (v ¢ N):

1 T\V
I, N o— (—) ce A.2.11
r 2\"
K, (z) ~ <2”> (E) T (A.2.12)
sex 1. Jdparax>1
1
I(z) = \/%ex +..., (A.2.13)

K,(r) = 1/%6_’”%—.... (A.2.14)

A.3 Funcao hipergeométrica

A representacdo em série de poténcias da funcdo hipergeométrica é:

[e 9] n

oFy(a,b;c;x) = F(Ic;)(li)(b) nZ:O FEZiZ;F@%—n)%, c#0,—1,-2,.... (A.3.1)

—

Ela é uma das solu¢cdes da seguinte EDO de segunda ordem
(1 —2)y" () + (c— (a+ b+ 1)x)y (z) — aby(x) = 0, (A.3.2)

repare na simetria a <+ b. A EDO acima é singular em trés pontos x = 0,1,00. As for-
mas assintéticas da funcdo hipergeométrica nas proximidades de x = 1 e |z| — oo sdo,

repectivamente:

e (el (e—a—b)  T(e)l(a+b—c)
hilabicr) 5 SR e T T Tar
lz[>1 T'(c)['(b — a) I'(c

oFi(a,b;c;x) =~ m(_@ﬂ_‘_

(1—2)" (A3.3)

(—z)7". (A.3.4)

A.4 Funcao hipergeométrica confluente

Sua definicdo é dada pelo seguinte limite da funcdo hipergeométrica

1Fi(a;e;x) = ll_r% oFi(a,1/€c;ex) = II:((CCL; Z II:EZj:Zi i—:b, (A.4.1)

n=0
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ao tomar o mesmo limite em (A.3.2) vé-se que a fungdo hipergeométrica confluente é uma
das solugdes da EDO

vy’ (z) + (¢ — )y (z) — ay(z) = 0, (A4.2)

que possui singularidades em = = 0,00 - a singularidade em = = 1 da hipergeométrica flui
para o infinito no limite ¢ — 0, por isso o nome confluente. A forma assintética da fungdo

hipergeométrica confluente para grandes valores de x é:

1Fi(a; ¢;x) e %(—x)“ + %emggac. (A.4.3)
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Funcoes de trés pontos

A construcdo da fungdo de trés pontos do tensor energia-momento 7}, segue o mesmo
raciocinio utilizado na se¢do 3.2.2 para a dedugdo da fungdo de dois pontos (eq. (3.2.22)).
Precisamos encontrar todas as estruturas tensoriais independentes com seis indices covariantes
sob as transformagdes conformes e que respeitem as simetrias do 7}, de uma C'FTp, i.e.

T, =T,

v T, = 0 e T = 0. Existem trés termos compativeis com todas as condi¢des,

logo ha trés constantes arbitrarias, chamadas de A, B e C, responsaveis pela descricao da

dindmica da CFTp em questdo (41, 42):

< T (@) Lo (y) Tap(z) >=
(& =22 = 2)°) " Ty (@ = P Topr(y — 2577 (2),  (B.0O.1)

onde:

zZ, = %a}jm <%2 (B.0.2)

Zhz 22: (x_y>

g EEmE s (B.03)
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Jw,po € 0 mesmo definido na eq. (3.2.22) e*:

—D/2

twpp(Z) = A€ rn€op, 77/\601@)\7’ (ZZ) +

. - —1-D/2
(B = 2A) €aprn€op, " €, MZe 2y (ZQ) -
2.2
(ZQ)1+D/2

ZozZﬁ Naps Z ZI/ Nuv ZO'Z No —D/2
C oo (2522 = 7)o (B =) e (B )| (27

ZaZg _ % ZHZ/\ _
ZQ D (22)1+D/2

(Euu,Tneap, K x€ap, AT + perm. (M) V) A (Ua p)) +

(D —4C) €y r€0p, A (

(2.2, N 22\
(D — 2B) {e(,pmea@ A ( 22 - %) + perm. (uv) < (p, U)] (22)1FD72 +

L 2.2
(€ +4C —2D) (22) 7" (Z“Z” - WL) (Z”Z” - @) (—“ 2 - %) ., (B.0.4)

z2 D)\ 222 D Z2 D
com
1 1
Curpr = 5 (Muollv + MuoTlup) = T3 o (B.0.5)
D = % [(D* —4)A+ (D +2)B—4DC] , (B.0.6)
& = [D(D+6)B+4(D*—4)A—-2D(D +10)C]. (B.0.7)

A forma explicita da versdo euclidiana de (B.0.1) para D = 4 foi deduzida originalmente na

referéncia (42). O resultado em D dimensdes foi feito no artigo (44) de Osborn e Petkou.

*neste apéndice é usada a mesma notacdo das se¢des 3.3 e 3.4, a dimens3o da teoria conforme (hologréfica)
éD=d-1.
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Funcoes de trés pontos como

distribuicoes

Devido a complexidade da forma explicita da fun¢do do produto de trés 7),,'s (eq. (B.0.1)),

na secao 3.3 foram apresentados apenas alguns argumentos a respeito da natureza dos ter-

mos “andmalos’ e os resultados originais obtidos nos artigos (41, 44) foram declarados sem

detalhes. Aqui é considerado um exemplo mais simples que permite uma descricio completa

do método usados na regularizagdo. Tenha a seguinte quantidade®:

o grss 2 \(D—2—A)/2
<T, S S >=
I (xl) A(I'Q) A(x?)) ($%25E%3)(D_2)/2(x23)
2 2 2
(o o s Ly T
D) xiy D aiynty

Para A = g +k (k=0,1,..., D par) a fungdo de dois pontos

< SA(I‘)SA(O) >= %,

possui um pélo em x = 0. A forma de regularizacdao adotada é dada por:

(ZEQ)_A ~ (:L'_QA)sing = lim ( 2QD—I > F(D/Q) DkAD(:L‘).

Dk —A) 4D (2 + k)

A—=D4k

Devido a identidade

N—(F+k) _ I'(D/2) k ((,.2\-D/2
@) 5 = ™ @),

(C.0.1)

(C.0.2)

(C.0.3)

(C.0.4)

*neste apéndice é usada a mesma notacdo das secdes 3.3 e 3.4, a dimens3o da teoria conforme (hologréfica)

éD=d-1.
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é suficiente considerar somente o caso k = 0. Introduzindo a renormalizac3o:

o <<x’4’)%/2) = A0, [(x%ﬁ - giiﬂplal?(x)}
2(D1— 2)D [(xQ)(i’—Q)ﬂ <D2_ 5 leH(mQﬂcz)ﬂ ., (C.0.5)

o pélo em z = 0 é eliminado e (2%)~"/? deve ser encadado como a distribuicio R, ((2?)~7/2).

O mesmo procedimento é aplicado a renormalizagdo da fungdo de trés pontos (C.0.1) (A =

D/2 +k, D é par)

R T S(25)S _ 1 oW _ M (1) (Qf%za)%*A
(< Tulo)S(e)S(a) >) = grss) T (408" = 570%) | =2 ) -
2(a3,) 2022

[(a3)7 07272 (900 — D) (a2,)" 0D 4 (2, o o)) +

(D —2)
= lA)z(AD = 1)QD_177MV (07 (12) + 07 (213)) R ((235)™) +
D

D?M*k!&zgfm_r(lm o7 O (07" ) } (C.0.6)
Uma consequéncia desta eq. sdo as IW conformes:
M [Ron (< Ty (1) Sa(22)Sa(xs) >)] = Co(A, D) [8V5D(:7c12) + 8V5D(:E13)] R ((x§3)’A) ,
que determinam a constante grsgs da funcao de trés pontos como:

ba Cy(A, D). (C.0.7)

grss = —(D “ )0
Por fim a expressao das anomalias conformes toma a seguinte forma:
1R (< T (#1)S(22)S(w3) >) = (d = A)Co(A, D) (67 (w12) + 67 (213)) (Rum(a35) ™) +

D/2

WOk + D/2) (0D)" 6P (212)6” (215), (C.0.8)

lembrando que A =k + D/2 e D é par.
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APENDICE D

Calculos das flutuacoes lineares

D.1 Flutuacoes no calibre de Newton

Uma vez escolhido o calibre (eq. (5.5.62)), ja é possivel calcular as quantidades do lado
direito de (5.5.60). Os resultados s3o (62):

— - -2
T = gMVT,uV - _ (d )

T&Q —dV (o),
TW = —(d - 2)50,6 — (d — 2)(d — 3)5°B — dd,V (5)¢
T\ =600

=2
Ty = =0 (60,6 + (d = 3)6° B + 0,V (5)¢) — * (h)" + 2n;; B) (U_ ’ V(U))

T = 50,6 +2(d — 3)V(5)B — 9,V (5),

juntando-os temos

NG
(Tyi—dgjzzT) =7 = 50,6 (D.1.1)

Yij W 2e*4 N\ TT = =
(T, — d—2T) = a2 [V(@)hi" + (2V(5)B + 05V (3)¢) mi;] (D.1.2)

0 V(s -
<Tyy_ dgnyT) zzc‘raym?z’f(z)%—‘lg_ 23))\/(0)3. (D.13)

(o . 1 , s :
A préxima etapa é calcular as componentes de wa) através de sua definicdo mais a eq.

(5.5.62). Alguns dos resultados intermediarios obtidos através das eqs. gerais

Vihag = Ouhag — Ty hps — T shay (D.1.4)
R

VuVohas = 0u(Vohas) — D0V oy — T0.¥hys — T, Vohep,  (D.L5)
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V,V,h
V2hy,
VPV, h,,

Oyhy, = —2(d — 3)0, B,

24 (@h]TkT + ankal-B) ,

—2(d — 3)8,B,

—Ae** (h]" +2(d — 2)Bny;)

e*40, (R +2Bn;) |

0,

—4(d — 2) A9, B,

4 <8y8kB _ AakB> b= g"h,,

20,00 B — 240, B,

—2(d — 3)9,0, B — 2(d(d — 3) + 3) A, B,

4 (a;B e 0, B+ (d— 1)Aay3) , Oy = 198,9;,
2¢*40,4 1B — 2(d — 3)0.B — 2(d — 2)(d — 1)AB

—2(d — 1)(2d — 5) A0, B — 2(d — 1)*(d — 2)A*B,

4 <8¢3jB + AeQAmj@yB> ,

VA (Vihy;) = —Ae* (W7 + 2(d — 2)n;; B)

—2(d — 3)Ae**n;;0, B + 20,0, B — dA*e**(h" + 2(d — 2)n;; B),
A2 (hLT + 2Bnij) + Og_thl” + 20,041 B + (d — 1) Ae**0, (k" + 2Bn;))
—2A%*(h]" + 2(d — 2) Bny),

402 B,

—2(d — 3)02B — 2(d — 3)e *0q_1 B — 2(d — 1)(d — 3)A0,B + 4(d — 1)(d — 2)A”B,
—2(d —3)02B — 2(d — 1)(d — 2) A0, B + 2(d — 1)(d — 2) A*B.

As componentes de Rf}) ficam

R = ~(d—2)0; (0,8 + (d - 3)AB) (D.1.6)
(1) Y 2 i {2 i\ 21T
Ry = - <e O 1 + 2+ (d — 1)Ad, + 2(d — 1) A2 + 2A> ne (D.1.7)

s <e‘2ADd_1 + 02+ (3d — 5)Ad, +2(d — 2) A+ 2(d — 1)(d — 2)A2) B

1
Ry

[(d — 3)e* 0y, — (d— 1)240, — (d - 1)05} B. (D.1.8)

Com os resultados acima em (5.5.60), as egs. (5.5.63)-(5.5.66) sdo obtidas.
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D.2 Resultados da linearizacao dos termos quadraticos
na gravitacao com termo de GB

Segue uma compilagdo dos termos linearizados usados na se¢do 6.5 (82):

= | R 1 _ _
Y = (RW — §§WR) RY — P (R)* + RR(), (D.2.1)
(1) R_ 1 p oy p Wpo _ Lo mpopay 1 P ppo
S = EgpgR w07+ Rupe R — §g“VR R, — ihprgR —
_ I N
(RuaVaRﬁ - §g,uuRapRp ﬁ) h ﬁ7 (D22)
_ _ — 1 _ _
K;Slu) = RypupRWY , 7 + belp)aﬁRV pof _ §§WRP"°‘5R(1) poap — 2R, RV 7, +
— _ 1 _ _
2R BO 5+ 280, 0 — L1 B oo -

_ _ 1 _ _ _ _ _ _
hes <RW,X,RVﬂ Po igWRapgéRﬂ P70 4 R oo B3 7 — QRWRVﬂ) . (D.2.3)
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APENDICE E

Fluxo holografico UV—IR no caso GB

Um exemplo de “superpotencial” em forma de um polinémio em o que permite um fluxo

nao massivo é dado pelo “WW - Higgs":

1
W)=~ (d—2—|z—1|02+§04); |s1l,w =0 (E0.1)

a escolha de um polinémio cubico, ao invés de quartico, aparentemente seria mais propicia,
porém a eq. (E.0.1) mostrou resultados analiticos muito mais simples. Pelo fato do “super-
potencial” ser par sé é preciso considerar o semi-eixo positivo em ¢, o que serd assumido a

partir de agora. Derivando (E.0.1)
W'(o) = Y <02 — @) : (E.0.2)

Isa]

é nula nos pontos 01 = 0 e 0y = . O parametro L, é claramente a escala do vacuo

AdS, associado ao ponto ;. A escala associada ao outro vdcuo, o9, sera definida como Lo,

portanto W (oy) = —%. Pela eq. (E.0.1), Ly pode ser escrito como:
L
Ly = flu > L. (E.0.3)
1= 8(d—2) w
(d=2)

As hipéteses |s1|,w > 0 e W(og) = — < 0 restringem a forma de W(o). No limite

Lo
o — 00, tem-se W — —o0, portanto o extremo o1 = 0 é um minimo local de W (o) (W"(0) =

f—Lll‘ > 0) eoy = “l—l‘ é o maximo global (W"(0q) = —‘z—lll < 0). Como ji impomos
W(o2) = —% < 0, a fungdo W (o) é negativa para todo o, ver figura (E.1). Os indices
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L-Oop.] =07 (oa 02

o ’ ; 7

b
/
[
\\
\5

\
\

Figura E.1 — Curva tipica da eq. (E.0.1). Os pontos fixos fisicos, extremos de W (o), estdo
marcados com pontos pretos. Os vdcuos topoldgucos, quando existem, sdo os
pontos em bege.

criticos e constantes de estrutura associados aos pontos fixos o e 0, sdo respectivamente:

LQ
Sfis1 = —|81|Co(0'1) = —|Sl‘ (1 — 2)\[/_%) < O, (E04)
Canap = 0, (E.0.5)
L L L?
Spisp = zL—j|sl\co(02) = 2L—j|sl\ ( 2)\L2) >0, (E.0.6)

L L L
Cannz = —3—L2\/\31|w00(02):—3—L2\/\31|w (1—2>\L2> 0, (E.0.7)
1 1

pelos resultados acima, se L3 > 2\L* = L? (condi¢cdo para V(o) < 0), o ponto oy é IV

top
e g9 € 0 UV. No caso de um fluxo UV/IV todas as condigdes fisicas discutidas nas se¢do 6.6

sdo satisfeitas se L? > 10A\L? = 52

iop» Mesmo no caso A > 0, quando ha vacuos topoldgicos.

A funcao beta do modelo é:

8(0) do ( 2/\L2) w? o (0% —o3)
— g prmng g
d(—A4) LY ) 8(d—2) (02 —03,) (02— 03,)
4
XH Utopz 9 (EOS)
=1
2 2 \* 2 . Ll
op1 = (0p2)" =05 | 1+ I, L. ) (E.0.9)

L L
o2 = o021+ ! ( 2 —1) , E.0.10
12 2( \/Lz—Ll VoL (E010)
L L
Tips = (Tipa)” =03 <1+ \/ ! (\/_2L 1)) (E.0.11)

o a z X o). o . i=1...,4,5s3a z
0s pontos 3(1 5) S0 0s zeros (com lexos) de W Os pontos fopl 1,...,4, sao os zeros

da fun¢do Cy(W). Pelas nossas escolhas o tinico vacuo topoldgico real é oy,,1 quando A > 0.
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Por (E.0.10) é possivel verificar que 02,,, > 0% (L > L1 > V2AL = Ly,,), i.e. o vicuo
topoldgico, quando existe, estd fora do fluxo UV/IR (ver figura E.1). Esse raciocinio é apenas
uma constatacdo do teorema a & ¢ demonstrado na secdo 6.6.1. Independente de existir ou
ndo vacuos topoldgicos, € util definir os “indices criticos” deles utilizando formalmente a eq.
(6.4.3), pois eles simplificam o resultado final. Assim
2 2

Stopi = —L\L—?% (Ufopﬂ- - 03)2. (E.0.12)

As possiveis curvas da funcdo beta - nos casos A < 0 e A > 0 - estdo apresentadas nas figuras

E.2(a) e E.2(b) juntamente com os fluxos do GR holografico. Ao integrar (E.0.8) o fator de

B B
=l VZA;\\- > - |
v uv
R
N\ —ly—4A—>—4— - v
L v AN /Top
\\\ /
\ /
\\ /
N\ N —
N\
(a) (b)
Figura E.2 — Forma tipica da func¢do beta junto com o fluxo do GR hologréfico para o modelo

definido por (E.0.1): (a) quando ndo hd vacuo topoldgico (A < 0); (b) quando
ha vécuo topoldgico (A > 0).

escala é determinado em termos de o

4
M) = |0\_Sf7716’1 lo? — ag\_"filsﬂ H 0* — o o (E.0.13)
i=1

*

A relagdo “mdgica”

1 2 2
+ +) =0, (E.0.14)

Sfis,1 S fis,2 i1 Stop,i

também ocorre aqui, o que implica em e4(>) = 1, um valor finito. Portanto a solucdo de
“PD" que interpola entre o viacuo AdS, e a singularidade nua pode ser interpretado como um

fluxo massivo UV/Sing., descrito na figura E.2(a), com todas as propriedades esperadas.

Se nas proximidades do ponto UV (y — o0) o campo escalar e fator de escala possuem,

*verificada através de uma inspec3do direta

festa normalizacdo, a priori arbitraria, foi escolhida de acordo com a discuss3o apresentada na sec3o 6.7.
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. — S-S v -
respectivamente, as formas o(y) = oy + gpe 7?12 e eA®) x el2 (AdS,), entdo:

4

Sfis,2 _ Sfis2

it [T 103 = ofl e, (E.0.15)

i=1

00| = |09

completamente determinado pelos parametros do modelo.

O exemplo cria cadeias de PD que geram fluxos fisicos ndo massivos e ndo massivos. Os
nao massivos exigem que Ly satisfaca as condi¢coes discutidas na secao 6.6 com ou sem vacuo
topoldgico. Ja a fase massiva sé existe quando além das condi¢des fisicas serem satisfeitas

ndo houver vacuo topoldgico, ver a figura E.2(a).
e Vacuo degenerado - limite |[s;| — 0

Ao tomar |o1| — 0 o ponto 0o — 0, = 0, e agora hd apenas um vécuo fisico (degenerado)
correspondendo a um espago AdS,; com escala L; = Lo (ver eq. (E.0.3)). Pelas egs. (E.0.4)-

(E.0.7) o modelo resultante possui sf;s = Cana = 0.

Tomar o limite |s;| — 0 nas eqgs. (E.0.9)-(E.0.11), consequentemente na fun¢do beta
(E.0.8) e fator de escala (E.0.13), ndo é trivial. Vamos desenvolver um método consistente

para encontrar a funcao beta e o fator de escala sem precisar refazer os célculos.

Primeiro chame |s;| = € < 1, assim a eq. (E.0.3) torna-se

Ly

Ly— 11 = ————
? ' 8(d - 2)w

e + O(eh), (E.0.16)

substituindo o resultado acima em (E.0.9)-(E.0.11) e apenas no fim tomando o limite € — 0,

as seguintes egs. sao encontradas:

C8(d—2
o5, = (002)" =1 %, (E.0.17)
8(d — 2) Ly
2 _
Tiop(1,2) = =T - N TAR 1, (E.0.18)
024 = (02,,) =i - VoA 1, (E.0.19)
e os indices criticos ficam:
L2
spisa. = —€Co(0) =€ (1 - ZAp) ; (E.0.20)
1
L2
Sfis,2 = 2600(0) = 26 <1 — 2)\ﬁ) + 0(62) = —28]%871 + 0(62), (E021)
1
AL Oiags (E.0.22)

R )
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A fungdo beta ainda é dada por (E.0.8) apenas trocando (E.0.9)-(E.0.11) por (E.0.17)-(E.0.19)
e fazendo o = 0. Ja no fator de escala o termo nao trivial é o produto

1 1
T2:G0(0) <1 B € >*2ECO(0) e—0 GW
wo? ’

€
o? — —
w

o T |o? — o3| R = |o] i

devido ao limite

lim (14 6x2)"/° = ¢,
6—0

Tendo todos os resultados prévios em maos, o fator de escala pode ser obtido, seu valor é:

4
1 _ 1
eA9) — p205(0)we? H |02 _ 0-1‘,20p,i| Stopi (E.0.23)
i=1
a “propriedade magica" se mantém, i.e. eA(®) =1, pois
1
> = 0. (E.0.24)
i—1 Stop,i

O vécuo degenerado do tipo UV, fruto do “colapso” de “trés” vdacuos fisicost, representa um
fluxo massivo descrito de forma exata e fisicamente aceitavel apds serem impostas as condicoes

discutidas na se¢do 6.6, que sai do ponto fixo (onde e ~ ec"”“'/"2) em direcdo ao infinito.

i0'1, 09 € —02.
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APENDICE F

Flutuacoes em um fluxo massivo para

d = 5 e s = 1 na aproximacao

exploratoria

Neste apéndice o objetivo é resolver a eq. (6.9.12) para um caso simples de fluxo massivo,
onde o espectro de mé pode ser completamente determinado no caso EH (A = 0) e depois
encontrar a primeira correcao no espectro de mi devido ao termo de GB. A escolha é d =5

e s = 1 (ndo o indice critico real sp;; = sCj). Substituindo esses valores em (6.9.12) e
L? z

denotando € = 2/\@7:5 er =g, temos:
(=02 + L3 Vo) + €L, Ve(x) + O(2)) Up(x) = BEWy(2), x = LZ , (F.0.1)
fis
i 2 2 2

3 20 AAAT

L} Vo(x) = PR — 3 (F.0.3)
2 450CAAA a2 _

L Ve(x) = o - . - go — 45503 An

~ In(x) =2 ~92 2
+260CAnA . oy In(x) +465CAAx In(2). (F.0.4)

. . a2 *
Assumindo E < 0, i.e. 0 <m?L3,, < % (1 —4C3an) (|Canal < 35)* aeq. para e =0 (EH)
é simplesmente do tipo de Schrodinger para um potencial radial do tipo Coulombiano, cujo o

espectro discreto de “energia” e autofungdes (ndo normalizadas) sdo facilmente obtidos (86).

*a condicio m? > 0 é necessaria para a estabilidade da solucdo para a assinatura lorentziana, ji no caso
euclidiano m? — —|m?| < 0, automaticamente e sem problemas de estabilidade.
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O resultado é:

472 2
B, = —2%0Chaa (F.0.5)
2n + 3)
272 0(2) 9 2
my L is(n) = b) 1 —4Cxan [ 1+ m ,n=0,1,... (F.0.6)
Up(z;n) o a*2e VIl By (a;3;2 \En|x) : (F.0.7)
3 00Cana
= 5 = F.0.8
¢ 2 V| En] ’ ( )

onde 1 Fy(a;c;x) é a funcio hipergeométrica confluente’. O espectro é discreto, pois ¥}, s6
atende as condicdes de contorno se a = —n, n = 0,1,..., o que determina a eq. (F.0.5).
Como pode ser visto pela eq. (F.0.6) a quantidade mé sé é positiva para todos os estados
ligados se

3
‘CAAA‘ < \/ﬁ ~ 0.452, (F09)

-~ . s . 1 3 1 2 ;s -

condicdo mais forte que a bdsica |Caaa| < 5. Quando Ja < |Canal < 5. m s6 é positivo
a partir de um certo valor n,,;,, > 0 - a menor massa no caso. Para evitar esse problema
serd assumida a condi¢do (F.0.9). E interessante notar que um resultado obtido na teoria

gravitacional cria uma forte restricdo na constante de estrutura da pC'FT,_; dual.

Os resultados obtidos sdo os da teoria de EH na aproximacio exploratdria, lembramos que
ela é diferente - mais simples - do que a aproximacgdo feita no capitulo 5 (ver secdo 5.5.4.4),

pois ndo leva em conta o backreaction da geometria do espaco-tempo.

Uma vez conhecida a solugcdo base (em EH), a primeira correcdo do espectro de energia
devido ao termo O(¢) (GB) é dada pelo valor médio de eL7, Vi(x) com relagdo aos auto-

estados ndo perturbados (86), i.e.

m3(n) — m3 (n) = mj(n) + eAm?(n), (F.0.10)
2 _ fooo \I/z(x)nLQiszert(x)dx
Amg(n) = T 0 (2)da , (F.0.11)

as correcOes para o estado fundamental e os dois primeiros estados excitados sdo, respectiva-

fsua definicdo e algumas propriedades est3o listadas no apéndice A.
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mente:

1
Amﬁm(o) =5 <8|E0| — 4CAnnv/ | Eoldo (1 + 2y + 1n4)

+05 (=124 67 + In64 — 4C3 7 (—5 + 67 + In64)) +

+5q (350 — 4Capn <\/|E0| + 350(JAM)) In |E0|>, (F.0.12)
Am3(1) = 9—10 ( — 6 (—12|Ey| + 55 (C3an (—86 + 60y + 601In2) — 3(—13 + 57 + In32)))
95, (—550 +4Cxnn <\/|E1\ + 5600AAA>> In \E\) , (F.0.13)

1
Am3(1) = S (48|E2\ + G0 (—249 + 847 + 84In2 — 4C3 a4 (—151 4 84y + 841n2))  (F.0.14)
—4Caan/[Baldo (—1 + 127 + In 4096) — 64, (—750 +4Cxnn <\/|E2\ + 7500AM)) In \E2|> ,

onde v = 0.577216 é a famosa constante de Euler. As correcdes obtidas podem ser comparadas

com casos fisicos conhecidos para uma estimativa de A ser feita.
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APENDICE G

Derivacao da Lagrangeana efetiva nos
modelos de GB e da GQT

Este apéndice é dedicado a derivagdo da a¢do efetiva (7.1.4) ((6.1.3) para p = 0), porém
nossa abordagem ndo serd aplicada diretamente ao modelo da GQT ou GB. Vamos supor
a acdo mais geral possivel com termos até ordem clbica nas curvaturas (Riemann, Ricci e
escalar de Ricci), sem derivadas das mesmas, junto com um campo escalar auto-interagente

que fornega egs. do movimento de segunda ordem para a métrica
ds? = f3(y)e2 VAW g2 4 240y datdad. (G.0.1)
Com trocas de coordenadas (G.0.1) pode ser reescrita como
ds? = 24%) (dz2 + mjd:pidxj) ,

1.€. NOSSO interesse é num espaco conforme plano.

Em geral, o tensor de Riemann (R,,,,) pode ser escrito em termos do tensor de Ricci
(R,.), escalar de Ricci (R) e tensor de Weyl (C,,;) como (87):

1

Ruvpe = d—2 (Gup R = GuoBup = GupBuo + GuoRyp)
R
- voe — YuoYv vpo .0.2

a eq. acima funciona como a definicdo do tensor de Weyl. Quando a métrica é conforme
plana (o caso de interesse) o tensor de Weyl é nulo (80, 87), logo todos os termos envolvendo

R, na agdo podem ser eliminados em favor de combinagdes de R, e R. Com isso em
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mente a acao mais geral possivel que podemos escrever é:

/ddx‘/_ * ﬁ 3 (B Ry =) + (G.0.3)
d(d + 4) —14 3 v LDV P 1 "
_'_(d ) (d 2) ( ) (R + ayRR Rul/ + ﬁdR,,RpR#) 2g 3”08,,0 V(0.> ’

onde g4, ag, B4, Ao € o S30 pardmetros adimensionais e m? possui dimens3o do inverso do
comprimento ao quadrado.

O procedimento adotado é substituir o ansatz (G.0.1) na agdo acima e impor condi¢des sobre
Va4, g € (g t.q. a acdo efetiva gere eqs. diferenciais de segunda ordem. Comecemos os

calculos.

As conexdes nao nulas s3o:

. . 1 ' .
= Ak TV, = —PA e Ay Ty = ; +(d—1)A, (G.0.4)

com as quais calcula-se as componentes do tensor de Ricci e seu escalar

Ry, = (d—1) <—A+ §A+ (d— 2)/'12) :

1 I
Rij = —Fe_Q(d_2)A (A — §A> niju (G05)

~2(d~ 1 A2 1 A 1 'A

p—2(d-1)A (1 A2 1

= 2d-1)(d-2)— 2T @D

Desses resultados intermedidrios é possivel calcular:

VIR = - d-2) -2 <§)

2 e 2 A 252 2 Af i 2 2 44
V—gR* = T 4(d—1)A% +4(d - 1) + +(d—1)%(d—2)%A
— 8(d— 1)2§AA’ —4(d —1)}(d — 2)A%2A + 4(d — 1)*(d — 2)%’13) ,
V—9gR"R,, = 6_2(;7:)14 (d(d —1)A* +d(d—1) (%) —2d(d — 1)AA§

— 2(d—1)*(d —2)AA%* +2(d — 1)*(d - 2)§A3 +(d—1)*(d — 2)2A4> :
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\ Je—id=DA s A\, L
VI0gIR? = (@1 | (=240 =844 5 | | A'—6(d—2)* A" +
+12(d — 2) A% A% + 6(d — 2)2%15 + 24§AA2 —24 <§) A%A +

f

+12(d — 2) G) At — 24(d — 2)?‘14143 (G.0.7)

)

—4(d— . L\ 2
VEIRR* Ry = (=) (<d a2+ 2§A) (d(d - DA d(d-) G) g

—2d(d — 1)§AA —2(d — 1)*(d — 2)AA® + 2(d — 1)*(d — 2)§A3 +

+(d —1)*(d — 2)2A4> , (G.0.8)

—4(d—1)

.\ 3 o\ 2
\/ER;LR;RZ:(d—l)eT[[(d—l)QJrl] A3+ <§> AB-:;(%) A2A+3§AA2 +

+(d—1)%(d — 2)3A5 + 3(d — 1)*(d — 2) A% A% + 3(d — 1)*(d — 2) <§> At 4

f

+3(d — 1)*(d — 2)2§A5 —3(d — 1)*(d — 2)2AA* — 6(d — 1)*(d — 2)?21321' . (G.0.9)

Vamos olhar para os termos “quadraticos’ na curvatura.
e

—2(d—1)A . Af ? f.o.
V=9 (R" Ry, —vaR?) = (d— 1)T (d—4(d—1)ya) | A+ v Q?AA

—2(d—1)A

b= 1 =221 ) At
efz(dfl)A . f .
20d—1)*(d—2)(1—2vq) —F— |-AA+ZA°
f f
_%%<672(d71)14 z}-\_g’)_%(d_l)efﬂdfl)A?_;

O primeiro termo do lado esquerdo da eq. contribui com altas derivadas (maior do que dois)
nas egs. do movimento, isso é claro olhando para o termo A2. Assim, para as egs. da

gravitacdo serem de segunda ordem temos que fixar 7, t.q. esse termo seja cancelado, i.e.

(G.0.10)
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determinando de forma tnica 4. Por fim os termos “quadraticos” agrupam-se em:

(e (0 ) =0 va- o e ()

m? f f
N T Y PO I VU QRPN
12m? f3 3m? dy 3

Agora nossos esforcos sao direcionados aos termos “ctibicos” :

Vgl (R* + auRR™ R, + B4RERYRY) =

vitp ity

e-4(d-1)4 2 S
7 (d—1)(8(d —1)*+2d(d — 1)ag + (d — 1)*By + Ba) | — A®+ 7 AP+ S?AAQ
N\ 2 N\ 2
-3 G) AQA') +(d—1)*(d—2)(12(d — 1) + (5d — 4)aq + 3(d — 1) B) <A2A2 + <§> At
—2§A3A’> +(d—1)%(d —2)3(1 + ag + ) A®
—(d —1)*(d — 2)*(6 + 4ay + 304) <A4A' - §A5> } (G.0.11)
Fica bem claro que os dois primeiros termos irdo gerar altas derivadas nas eqs. do movi-
mento. A (nica solucdo é fixar ay e (35 t.q. sejam as solu¢cdes do sistema:
8(d —1)*+2d(d — 1)ag + (d —1)*By+ Ba =0 (G.0.12)
12(d—1)+ (bd — 4)ag +3(d —1)34 =0 (G.0.13)
i.e.
12d(d — 1) 16(d — 1)?
_ - 7 .0.14
= gar -1 T gy -1 (G.0.14)
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e os termos cubicos agrupam-se em:

—4(d-1)A

e .
Vgl (R? + auRR*™ Ry, + B4RERLRL) = T(d —1)*(d = 2)°(1 + aq + B2) A°
1d [ A5
—(d—1)3(d —2)*(6 + 4ag+3 —Ad=DAZ |
( )*( )?(6 + 4ag + 304) e 5y \
,%%<6—4(d—1)A%)_,_%(d_l)e—z;(d—nf\%
26—4(d 1A 4 .y
= (d—1)*d-2) 7 <( 1+ad+ﬁd)—g(d—l)(6+4ad+3ﬁd))A
d—1)3(d—2 d 4(d— 1AA5
! )5( ) (6+4ad+36dd—< )

apds algumas simplificacoes
(4= 1)(d = 2)!(d — 6) e+~
5[d(d+ 4) — 4] fo

6(d—1)3(d—2)* d [ed-DAL5
5[d(d+4) — 4] dy £5

Af —

Vgl (R® + auRR* Ry, + B4RERLRE) =

Finalmente a acdo efetiva que atende as condigBes impostas (egs. do movimento de

segunda ordem) é encontrada:

S = /ddlxdyﬁef

- d|A (d—2)2e2d=04 . 3(d — 2)2 e~4d-DA
d—1 9 A
—2(d — 1)/d :cdyd—y 7 <1+)\0 . 7 A%+ po -~ 7i A , com
Lop = 57 (20 = D - D 4() - ()
2f(y)
(d—1)(d—2)%(d — 4) e 2d=DAW) (d—1)(d —2)*(d — 6) e74d=DA
o 2 R R T 7
—f(2)e2 VAWV (). (G.0.15)
Em particular para d = 3: 73 = %, ag = —1—3 e 3 = 3= - exatamente o modelo da nova

gravitagdo massiva® (NGM) encontrada em (32). Portanto o modelo pode ser encarado como

uma nova gravitacdo massiva em d dimensoes.

A questdo a ser respondida é qual a relacdo entre a NGM, desenvolvida aqui, com os
modelos da GQT (ou GB)?

Eles sdo equivalentes devido a forma particular do ansatz (G.0.1) que leva a (G.0.2) com

*do inglés new massive gravity.
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Clivpe = 0. Ao substituir (G.0.2) (Cpupe = 0) em (7.1.1), a agdo (G.0.3) é encontrada, com

Va, g € [y dados por (G.0.10) e (G.0.14), ao identificarmos:
Ao ANL? Ho. ulL*

R U [ T (s ] (6010

Uma observacao importante é que ambos os modelos geram as mesmas solucoes de PD, porém
as flutuagcGes, onde a métrica ndo é mais conforme plana, ndo sdo iguais. Outra é que a NGM
é bem definida para qualquer d > 3 enquanto a GQT os parametros da GQT divergem em
d=4ed=6-se\ u+#D0.



