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Resumo

Neste trabalho procuramos apresentar uma introducao ao estudo dos pro-
cessos de Lévy seguindo o apresentado por (TANKOV, 2003). Para tal faremos no
uma breve revisao de alguns resultados da Teoria da Probabilidade necessarios ao
estudo. Em seguida passamos ao estudos dos processos de Poisson, das medidas
aleatérias e medidas aleatoérias de Poisson. Introduzimos os processos de Lévy e as
distribuigoes infinitamente divisiveis, apresentamos a medida de Lévy e, por fim, o
resultado principal deste texto, o Teorema de Decomposicao de Lévy-Ito.

Palavras-chaves: Processos Estocéasticos. Processos de Lévy. Teorema de Lévy-It6.
Processos de Poisson.






Abstract

In this work we present an introduction to the study of Levy processes
following those presented in the book (TANKOV, 2003). For this we will briefly
review some results of the theory of Probability needed to the study. Then we study
the Poisson processes, random measures and Poisson random measures. Next we
introduce the Lévy processes and infinitely divisible distributions, we present the
measure of Lévy and then the main result of this work, the Decomposition Theorem
of Lévy-Ito6 .

Key-words: Stochastic Processes. Lévy Prcesses. Lévy-It6 Theorem. Poisson Pro-
cesses.
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Introducao

Neste trabalho pretendemos apresentar uma introducao ao estudo de uma impor-
tante classe de processos estocasticos com saltos, os processos de Lévy. Dando destaque ao
processos de Poisson e processos de Poisson compostos e tendo como resultado principal

o Teorema de Decomposicao de Lévy-Ito.

Os processos de Lévy encontram grande aplicabilidade em diversas areas do conhe-
cimento. Grosso modo, sdo processos que conjugam em um s6 o0 movimento browniano,
que dentre outros esta associado a modelagem de ruidos brancos, e os processos de Pois-
son, associados a modelos de contagem aleatoria. Mais formalmente, temos o Teorema de
Decomposicao de Lévy-Ito que afirma que um processo de Lévy X; pode ser escrito da

seguinte forma

Xt:'yt+Bt+Xt’+li%1X§ (1)

onde
X! = / xJx(ds x dx) e
|z[>1,5€[0,t]

¢é a parte do processo com saltos de tamanho maior que 1,
X = / z(Jx(ds x dx) — v(dx)ds).
e<|z|<1,s€[0,]

a parte dos saltos com tamanhos menores que 1 e B; um movimento Browniano.

Uma sintese disto é o que acontece no mercado de financas. Mercados financeiros
sao objetos de estudo dos matematicos ha muito tempo. Historicamente um dos primeiros
trabalhos nesta direcao foi a tese doutoral de Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier
(Le Havre, 11 de margo de 1870 — Saint-Malo, 26 de abril de 1946), orientado por Jules
Henri Poincaré, intitulada “Théorie de la spéculation”. Bachelier introduziu a utilizacao
em finangas do movimento browniano (descoberto pelo bidlogo Robert Brown), que é a
base de muitos dos modelos matematicos usados atualmente em finangas, por exemplo
a férmula de Black-Scholes (1973). Desde entdo, intimeros e importantes, sao os traba-
lhos matematicos com aplicagoes em financas. Dentre estes, os estudos sobre processos
estocasticos encontram grande destaque, devido a suas aplicagoes no mercado financeiro

(agbes, opgodes, risco de crédito).

Os primeiros modelos mateméaticos para o mercado financeiro, como o de Black-
Scholes, faziam forte uso do movimento Browniano. Os processos de Poisson, por possui-
rem a forte restricao de apresentarem apenas saltos de tamanho 1, eram pouco utilizados

em modelos para o mercado. Contudo, como podemos observar na figura abaixo, o preco
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Figura 1: Cotacao das ac¢oes do Google (GOOGL) na NASDAQ no dia 29/08/2014

de uma ac¢do durante um dia apresenta saltos. Tais saltos nao podem ser representados
em modelos que usam apenas do movimento Browniano, que é um processo estocastico
com trajetérias quase certamente continuas. Nesta direcao, tem se tornado grande o in-

teresse nos processos estocasticos com saltos para tais aplicagoes, como podemos ver em
(HIGHAM, 2004) e (SCHOUTENS; CARIBONI, 2010).

Para cumprirmos o objetivo proposto iniciamos no Capitulo 1 com uma breve
revisao sobre alguns resultados da Teoria da Probabilidade, apresentamos ao espago das
fungoes cadlag e a topologia de Skorohod, tendo como referéncia para esta parte o livro de
(BILLINGSLEY, 2012). Ainda no primeiro capitulo tratamos um pouco sobre processos
estocésticos e enunciamos o Teorema de Kac, que trata da independéncia de variaveis
aleatérias em termos de suas fungoes caracteristicas. No Capitulo 2 discorremos sobre os
processos de Poisson e medidas aleatorias de Poisson. Apresentamos as principais propri-
edades dos processos de Poisson, os quais nos motivam a definir a medida de saltos de
um processo de Poisson e logo em seguir estender tal definicao para processos quaisquer,

dando origem as medidas aleatorias de Poisson.

No terceiro capitulo deste trabalho apresentamos a defini¢ao dos processos de Lévy,
que grosso modo sao processos estocasticamente continuos com incrementos independentes
e estacionarios. Apresentamos alguns exemplos de processos de Lévy, dentre os quais
podemos destacar os processos de Poisson, processos de Poisson compostos e o movimento
Browniano, ainda no inicio deste capitulo apresentamos também o modelo de Merton.
Em seguida apresentamos a medida de Lévy de um processo e demonstramos o Teorema
de Lévy Ito, dando énfase na caracterizacao da parte de saltos do processo, seguindo a
demonstragao apresentada no Capitulo 3 de (TANKOV, 2003) e também o apresentado em
(KALLENBERG, 2002), demonstramos em seguida uma de suas principais consequéncias,

o Teorema de Lévy-Khitchine.
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1 Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve revisao dos termos e teoremas essenciais ao
decorrer deste trabalho. Sao relembrados alguns conceitos fundamentais da Teoria da
Probabilidade, apresentamos alguns resultados basicos sobre variaveis aleatorias expo-
nenciais e variaveis aleatorias de Poisson, que nos serao tteis ao estudo dos processos de
Poisson no Capitulo 2. Sao também revisados resultados relacionados ao estudo de pro-
cessos estocasticos, como os resultados sobre martingais, que nos serao de grande auxilio

no estudo dos processos de Lévy a ser realizado no Capitulo 3.

Supomos que o leitor esteja acostumado, em nivel introdutério com as Teorias da
Probabilidade e da Medida. Aos que necessitem de maiores detalhes indicamos (CHUNG,
2001) e (ATHREYA; LAHIRI, 2006) como referéncias sobre Teoria de Probabilidade e
(BARTLE, 1996) para Teoria da Medida. Sugerimos ainda, para exemplos e aplicagdes, o
livro Introduction to Probability Models de (ROSS, 2014).

1.1 Espacos de Probabilidade

Comecamos nossa revisao recordando alguns conceitos fundamentais da Teoria de

Probabilidade.

Definigao 1.1.1 (Espaco de Probabilidade). Um espago de probabilidade é uma tripla
(Q, F, P), onde Q é um conjunto ndao vazio, F uma o-dlgebra em Q e P : F — [0,1] uma
medida de probabilidade.

No contexto da Teoria de Probabilidades o conjunto €2 sera chamado Espaco Amos-
tral, a o-adlgebra serd chamada Fspaco de Fventos e seus elementos serao chamados even-

tos.

Um outro objeto importante no decorrer deste trabalho sao os vetores aleatorios.
Para defini-los lembramos que dados um espago de probabilidade (€2, F, P) e um espago
mensuravel (', F') uma fungdo f : Q@ — ' é dita mensuravel se para todo A € F
tem-se f~1(A) € F. Um caso particular, que serd muito usado, é quando temos ' = R¢
e F' = B(R?), onde B(RY) denota a o-dlgebra de Borel em R?.

Definigao 1.1.2 (Vetor Aleatério). Sejam (2, F, P) um espago de probabilidade e X :
Q — Q' uma fungio mensurdvel. Entdo X serd chamado um vetor aleatdrio e usaremos,

algumas vezes, a abreviacao v.a. No caso d =1, X serd chamado uma varidvel aleatoria.
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No contexto da Teoria da Probabilidade a integral de uma variavel aleatéria X
com respeito a medida de probabilidade P ¢é interpretada como a esperanca, média, ou
valor esperado, de X. Seguindo a notagao classica denotaremos a esperanca da variavel
aleatoria X por:

E[X] = /Q XdP,

Outra quantidade importante associada a uma variavel é aleatéria é sua variancia, definida
por:
Var[X]| = E[(E[X] — X)?.

Em palavras a média E[X] nos indica uma tendéncia dos valores assumidos pela varia-
vel aleatdéria X e a varidncia Var[X] nos diz o quanto a varidvel pode se afastar dessa

tendéncia.

Muitas propriedades probabilisticas de uma variavel aleatéria podem ser descritas
em termos das propriedades analiticas de sua func¢do caracteristica, o que torna tal conceito

muito util ao estudo de variaveis aleatdrias.

Definicao 1.1.3. A funcdo caracteristica de uma varidvel aleatéria X em R? é a funcdo
& : R — C definida por

Oy (2) = Elexp (iz, X)],  para todo z € R%. (1.1)
A funcao caracteristica de uma variavel aleatéria caracteriza totalmente a distri-

buicao de probabilidade de uma variavel aleatéria. Com respeito a Teoria da Medida um

conceito importante é o de Medidas de Radon.

Definigao 1.1.4. Seja Q C RY e F uma o-dlgebra de Q). Uma medida de Radon em (S0, F)

¢ uma medida p tal que p € o-aditiva e para todo conjunto compacto B € F tem-se

u(B) < oo.

Um exemplo de medida Radon é dado pela medida de Lebesgue em R?. De fato,

um boreliano compacto B possui volume finito.

De forma mais geral diremos que uma medida p em (€, F) é o-finita se pudermos

escrever
Q=JB; com pu(B;) < oco.
i=1

1.2 Variaveis Aleatérias Exponenciais

Um de nossos principais objetos de estudo neste trabalho serao os processos de

Poisson, os quais se encontram intimamente relacionados com as variaveis aleatorias ex-
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ponenciais e variaveis aleatorias de Poisson. No que segue apresentaremos uma sucinta

revisao sobre as variaveis aleatérias exponenciais.

Definicao 1.2.1. Uma varidvel aleatoria absolutamente continua X € dita uma varidvel

exponencial com parametro X > 0 se sua funcao densidade € dada por

de ™M 0<t< 400
fx(t) = . (1.2)
0 t<0

Conhecidas essas fung¢oes podemos agora calcular a média e a variancia de uma

variavel exponencial.

Denotando por E[X] a esperanga, ou média, da v.a. X temos:

EW]:(/M@Mx (1.3)
R
“+oo
= / re Mdx (1.4)
0
) uef)\u e Au 1
= lim [— ) ;) + X (1.5)
1
= —. 1.6
- (1.6
A varidncia Var[X] = E[(X — E[X])?] de uma v.a. exponencial pode ser calculada como
segue:
Var[X] = E[(X — E[X])’]
= E[X?] - 2E[X]? + E[E[X]?]
= E[X?] - E[X]?

Integrando por partes com u = A\z? e dv = e ** temos du = 2\zdx e v = _Tle’)‘””, assim

/OO 22 Mdr = lim ({—x26_’\m]r +2 /T re Mdz)
0 0 0

r—00
2 2 "
— Tll}rgo ({_',L,Qe)\z - Xxefx\a: o )\26/\96] O)
2
P

portanto, Var(X) = % — % = %

Sendo X uma variavel aleatéria exponencial, observamos que para todo t,s > 0

temos

00 A —Aydy
hea A iy s g, (1.7)

PX >t+sX >t = T e vidy
t

Esta propriedade das variaveis aleatorias exponenciais é conhecida como Perda de

Memoria. Essa propriedade nos ajuda a caracterizar as variaveis aleatorias exponenciais:
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Teorema 1.2.1 (Perda de Memoria). Seja X uma varidvel aleatdria positiva tal que para
todo t,s > 0 tem-se
PIX >t+s|X >t] = P[X > ] (1.8)

Entao X tem distribuicdo exponencial.

Demonstragio. Escrevemos ¢(t) = P[X > t|. Segue entdo, das hipdteses, que dados
s,t>0

g(s) = P[X >s]=P[X >t+ s|X > 1]
PIX >1t+ 5]

P[X > 1]
g(t+s)

9(t)

e, portanto,
g(s)g(t) = g(t +s) para todo s,t > 0. (1.9)

Como a funcao g acima definida é decrescente, segue que a solucao da equagao funcional

1.9 ¢ do tipo

g(s) = e,

onde A > 0. Concluimos que X tem distribuicao exponencial. O

1.3 Variaveis Aleatérias de Poisson

As variaveis aleatorias de Poisson foram estudadas inicialmente pelo matematico
francés Siméon Denis Poisson. Tais variaveis estao relacionadas com a contagem da ocor-
réncia de determinado evento num intervalo de tempo e sdo intimeras suas aplicagoes, veja
por exemplo (DOANE; SEWARD, 2013) pag. 232. De forma semelhante ao realizado na

secao anterior, apresentamos uma breve revisao sobre as variaveis aleatorias de Poisson.

Definicao 1.3.1. Uma variavel aleatoria X tomando valores inteiros nao negativos é dita
uma varidvel aleatoria de Poisson com parametro A quando satisfaz
e ANF

P[X =k] = u para k =0,1,2... (1.10)

Sendo X uma v.a. de Poisson podemos calcular explicitamente sua funcao distri-

buigao de probabilidade. Com efeito, temos

Ly] e \F
Fx(y) =Y. (1.11)
k=0 :

onde |y]| denota o maior niimero inteiro n tal que n < y. Calcularemos agora a esperanga

E[X] e a variancia Var[X] de uma varidvel aleatdria de Poisson com pardmetro A > 0:
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portanto X tem média E[X] = \.

Para calcularmos a varidncia Var[X], observamos que como X assume apenas

valores inteiros, temos que para qualquer funcao mensuravel f a seguinte igualdade

E[f(X)] =D f(br)P[X = by. (1.12)
k=0
Segue desta observacao que
. 00 ne_)‘)\k
E[X"] = zk:k 7 (1.13)
Em particular temos:
00 -\ k
o g€ A
E[X*] = Zk o

k=1
e (Z(k Ve tEw . 1)!AH>

k=1 k=1
= 1 = 1
=X <)\ A2 >\’“‘1>
;::2(/{—2)! ;(k—n!

Desta forma,

Var[X] = E[(E[X] - X)’]

= E[X?] - E[X]?
=X+ A- N
=\

Assim concluimos que uma variavel aleatéria de Poisson satisfaz

E[X] = Var[X]| = \.
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1.4 Processos Estocasticos

Nesta secao revisamos a definicdo de processo estocastico e alguns conceitos re-
lacionados, como os de filtracao natural e e processos Fi-adaptados, e alguns resultados

sobre martingais.

Em matematica um processo estocastico é a contrapartida a um processo determi-
nistico (ou sistema deterministico). Em vez de estudarmos uma unica possibilidade para
a evolu¢do do processo ao longo do tempo (como é o caso, por exemplo, para solugoes
de uma equagao diferencial), em um processo estocastico lidamos com certas indeter-
minacgoes. Isso significa que, mesmo que conhecamos seu ponto de partida, ha muitas
possibilidades para o futuro do processo, contudo podemos saber se algumas trajetérias

sao mais provaveis e outras menos. Mais precisamente temos a seguinte definicao:

Defini¢ao 1.4.1. Sejam (Q, F, P) um espago de probabilidade e I C R. Um processo

estocdstico € uma familia de varidveis aleatorias (Xy)er em (2, F, P) indexadas em 1.

Se I for um conjunto discreto, como I = {1,2,...,n, ...} por exemplo, entdo diremos
que X é um processo estocdstico discreto, iremos escrever (X,,),e;. Se I for um intervalo
da reta, como I = [0,7] ou I = [0, 00) por exemplo, entdo diremos que X é um processo

estocdstico em tempo continuo e escreveremos (X;)ie;.

Dados Xi, Xs, ..., X,, varidveis aleatérias num espago de probabilidade (2, F, P),
diremos que as variaveis sao independentes se dados conjuntos mensuraveis Ai, ..., 4,

pudermos verificar a seguinte igualdade:

P(X; € A, X € Ay, ., X, € A,] = [[ PIX; € Al (1.14)

=1
Enunciamos a seguir um resultado muito ttil na verificagdo da independéncia entre pro-

CESSOS:

Teorema 1.4.1 (Teorema de Kac). As varidveis X1, ..., X,, sao independentes se, e so-

mente se, satisfazem

E :<I>X1(u1)-<I>X2(u2)-....-CI>Xn(un). (115)

J=1

Uma referéncia para este resultado é o livro de (APPLEBAUM et al., 2003), veja

o Teorema 2.1.

Ao interpretarmos o indice ¢ como uma variavel temporal introduzimos um aspecto
dindmico aos modelos estocasticos. Nesse contexto, a medida que o tempo passa mais

informacoes sao reveladas ao observador. Traduzimos esta ideia na seguinte definicao:
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Definig¢ao 1.4.2 (Filtracao). Uma filtragio em (Q, F, P) é uma familia crescente de o-
dlgebras (Fi)i>o tal que para todot > s >0, Fs C F; C F.

A ideia intuitiva é que a informacao conhecida sobre w em () disponivel para
nds no instante t sao precisamente os valores de X (w) para toda fun¢ao JF;-mensuravel.

Usualmente F; sera tomada como sendo a filtragao natural:

Defini¢ao 1.4.3 (Filtracao Natural). A filtra¢ao natural (ou histérico) de um processo
X; € a colegio (F{X)i>0, onde FX é o completamento da o-dlgebra gerada pelos valores

anteriores do processo

FX = o(X,, s €[0,4]) UN

onde N denota o conjunto dos conjuntos nulos, isto é,
N ={BcCAlAe€o(X,,s€]0,t]) eA tem medida nula}.

Definicao 1.4.4 (Processo F-adaptado). Um processo estocistico (Xi)iejor) € dito Fi-

adaptado a uma filtragio (F;)e>o se, para cada t € [0,T], a varidvel Xy é (F;)-mensurdvel.

Dada uma filtragdo (F;) uma questdo natural é se dada a informagdo conhecida
sem JF; podemos determinar se um evento ocorreu {T' < ¢t} ou nao {1 > t}. Se a resposta

for afirmativa entao diremos que T' é um tempo de parada. Mais precisamente:

Defini¢ao 1.4.5 (Tempo de Parada). Uma varidvel aleatéria T > 0 é um tempo de
parada para (F;) se
Vt>0, {T<t}ekF.

Observamos entao que se T7 e Ty sdao dois tempos de parada entao:

[} inf{Tl, TQ},
[ ] sup{Tl, TQ},
[ ] T]_ —|— TQ.

serao também tempos de parada.

Uma classe importante de processos é a dos Martingais. Em palavras, um processo
estocastico X; é um martingal se a melhor previsdo que temos de seu valor futuro Xj,

s > t, for o seu valor atual. Temos a seguinte definicao:

Defini¢ao 1.4.6 (Martingal). Seja Q, F, P) um espaco de probabilidade equipado com

uma filtragio (Fy)e>o. Um processo cadlag (Xi)i>o € dito ser um martingal se

1. X; é F; adaptado;
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2. E[|X}|] < oo para todo t € [0,T];

3. para todo s >t tem-se E[ X |F;| = X;.

Umas das principais propriedades dos martingais e descrita no seguinte resultado:
Lema 1.4.1. Seja X; um martingal, S e T tempos de parada para X;, ambos assumindo

um numero finito de valores, e tais que S <T. Entdo

1. para qualquer u > T
EX,|Fr]| = Xr.

EXr|Fs] = Xs

onde Fr={Ae F | An{T <t} e F, Vt > 0}.

Demonstracao. Sejam 0 < t; < ... < t;, =t uma ordenacao dos valores assumidos por T

Para cada A € Fr e j > 1 temos

ANT =t =

N[T <t] € F,
ANT=t;] = AN[T <

tj] N [T S tjfl]c < Ej

Portanto para u > T

k
E(Xrl4] = E[ Xrlp—ijna]

—_

i
M= .

E[th I[T:tj]ﬁA]

<.
Il
-

I
M=

E[I[T:tj}mAE[Xu|Ej]]

<.
Il
=

K

1l

Il
™=

E[E[

~
|
I
i5)
=
P

u

J

<.
Il
A

I
™=

Elljr—1, 14 X.] = E[X,14]

<
Il
o

segue que E[X,|Fr] = Xp. Se S < T entao
Xs = E[X,|Fs| = E[E[X,|Fr]|Fs] = E[X7|Fs]

donde concluimos a demonstragao do item (2) O
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A seguir enunciamos um resultado que explicita a relagdo entre processos com

incrementos independentes e martingais.

Proposigao 1.4.1. Seja (Xi)i>0 um processo tomando valores reais e com incrementos
independentes. Entdo:

eiu-Xt e :
1. (W)Qo ¢ um martingal Yu € R.

e X

wXt] < 0o para todo t > 0 entdo (ﬁ)po ¢ um

2. Se para algum u € R tem-se Ele

martingal.

3. Se E[X;] < oo para todo t > 0 entio My = X; — E[X}] € um martingal (e também

um processo com incrementos independentes).

4. Se Var|X,] < oo para todo t > 0 entao (M;)* — Var|{(M,)?] é um martingal.

Para a demonstragao dos itens 1 e 2 veja (PROTTER, 2004) Capitulo 1 Teorema
39. Para os itens 3 e 4 veja o Capitulo 12 de (WILLIAMS, 1991).

1.5 A Topologia de Skorohod

No estudo de alguns processos estocasticos necessitamos lidar com func¢des com
saltos. Ao lidar com tais fungdes podemos perceber que a métrica da convergéncia uni-
forme nao é tao sensivel ao que se passa como ocorria no espacgo de fungoes continuas. Se

pensarmos, por exemplo, nas fungoes f : [0,1] — R definida por f(t) =1e

0 0<t<e
ge(t) = (1.16)
1 e<t<l1

essas fungoes sao distintas apenas em um intervalo de tamanho ¢ > 0, o qual pode ser
tomado tao pequeno quanto se queira. Isto nos leva a pensar que tais fungoes sao parecidas

ou préximas. Mas com a métrica da convergéncia uniforme ocorre que
If = gell = sup_[f(t) = ge(t)] =1 (1.17)
te(0,1]

independente do € que tomemos.

Tendo isto em mente construiremos, para um conjunto especial de func¢des com

saltos, uma métrica que retrate melhor este tipo de situagao.
Seja D := D ([0,1],R) o conjunto das fungoes reais f com dominio [0, 1] que séo
continuas a direita e possuem limites a esquerda. Mas precisamente, D é o conjunto das

fungoes reais que cumprem as seguintes condigoes:
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1. parat € [0,1), f(t+) = l;gl f(s) exite e f(t+) = f(t);

2. parat e (0,1], f(t—) = 1ig1 f(s) existe.

As fungdes pertencentes ao conjunto D sao chamadas fungoes cadlag (um acrénimo
de 'continue d droite, limite a gauche"). Tal conjunto de fungdes possui propriedades

interessantes. Na proposicao a seguir destacamos algumas:

Proposicao 1.5.1. Se f € D, valem as sequintes afirmacoes:

1. o conjunto dos pontos de descontinuidade de f é enumerdvel;

2. dado € > 0 o conjunto dos pontos tais que |f(t) — f(t—)| > € € finito.

Demonstracao. Observamos que é necessario apenas mostrar que as descontinuidades de

f sdo enumerdveis nos intervalos da forma [0,n] com n € N.

A existéncia dos limites laterais nos garante que para todo t e N existe um €, y > 0

tal que :

1
Vi1t tais que t — e n < ti,ta <t+en = |f(t1) — f(ta)] < N

Como [0, n] é compacto, existe uma quantidade finita de intervalos da forma (t — e, n, ¢ +

é:.n) que cobre [0, 7).

Isto é, exceto para uma quantidade finita de pontos (a saber os centros da bolas da
cobertura), temos que nao existem descontinuidades de tamanho maior que % em [0,n].

Assim para cada N, o conjunto:

1

{teiom: | lm f(s) = lim f5) > 1 }.

é finito. Segue que o conjunto de descontinuidades de z em [0, n] é dado por:

{telom]: tim £ # i fo)} = U { € 0.5 lm f() = lim f(5)] > le}

s—t— NeN s—t~

que é um conjunto enumeravel, temos portanto:

{t € [0, 00) :Sliﬁr?+ f(s) # lim f(s)} = {t €[0,n]: slgg f(s) # lim f(s)}

st~ neN s—=t~

e, portanto, concluimos a demonstracao do primeiro item.

Para demonstrarmos o segundo item consideremos o conjunto

A={te]0,1]: f possui um salto em ¢ de tamanho maior que €} .
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Se A contém uma quantidade infinita de pontos, entao existe uma sequéncia {t,,} C A tal
que t, — t € [0, 1].
Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢, | t. Como f é cadlag, existe
0 > 0 tal que
=t < 8= 1£(t) - F(t)] < 7.

Em particular, exite ng € N tal que para n > ng temos
= 0< (tn—1) <6 = () = f(t)| < 7.

Por outro lado, fixado n > ng, sabemos que t,, é, por hipétese, um ponto de salto maior

que €. Assim, existe d,, > 0 de tal que

t € (bt (b = Bustn) = |F(E) = f(t)] > 5.

Temos entao que

€

¢
42

S <P = FE S [FE) = FO1+ £ = FE)] < 7 +

O que é uma contradi¢ao. Concluimos assim o desejado no item 2 da proposicao. O]

Duas funcoes f e g estdo préximas na topologia uniforme usada em C°, espaco
das fungbes continuas, se o grafico de f pode ser levado no gréafico de g por uma pequena
perturbacao uniforme nas "ordenadas'. Em D permitiremos também pequenas mudancas

na escala do tempo.

Seja A o conjunto das fungoes bijetivas continuas A : [0,1] — [0,1] que sdo es-
tritamente crescentes. Se A € A entdao A(0) = 0 e A(1) = 1. Para cada f e g em D

definimos d(f, g) como sendo o infimo dos niimeros positivos € para os quais existe A € A

satisfazendo
sup |A(t) —t| <e (1.18)
t€[0,1]
e
sup |f(t) — g(A(t))] <e. (1.19)
te(0,1]

Para expressar isso de forma mais compacta, denotemos por I a aplicacao identi-

dade em [0, 1]. Ficamos entao com a seguinte equagao:

A(f,9) = inf max{ A = I|,[If = gAll} (1.20)

Proposicao 1.5.2. A aplicagio d : D x D — R acima definida é uma métrica em D.
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(a) f(t) (b) 9(t)

Figura 2: Fungoes distantes na métrica da convergéncia uniforme.

Demonstragio. Primeiramente observamos que é imediato da definicao que d(f,g) > 0
para todo f,g € D. por outro lado se d(f, g) = 0 devemos ter necessariamente f(t) = g(t)
ou f(t) = g(t—), como f e g sdo cadlag temos em qualquer caso que f(t) = g(t). Se A € A

entdo A~ € A. Observamos que

sup |f(t) — g(A(®)| = sup |f(AT (1)) — g(t)] <e. (1.21)

te[0,1] te[0,1]

donde segue que d(f,g) = d(g, f). Por tltimo nos resta verificar a propriedade da desi-
gualdade triangular. Para tal observe que se A, \s € D entdo a composicdo A\ Ay € D.

Tem-se entao que

sup |[ A A1t — || < sup || At — t|| + sup || Aot — ¢]|

e
sup [[f(t) = h(AaMit)|] < sup |[f(£) — g(Mt)]| + sup [[g(£) — h(A)]]-
logo d satisfaz as condi¢oes necessarias para que seja uma métrica. ]
Afim de melhor entender o funcionamento desta métrica apresentamos um exem-
plo:

Exemplo 1.5.1. Consideremos as sequintes fungoes :

0 0<t<;

fey=<" (1.22)
1 $<t<1
0 0<t<i

gy =2 _ ! (1.23)
1 1<t<1

Nosso objetivo agora sera encontrar uma mudanca na escala do tempo, isto ¢, uma

fungao A € A tal que ||f — g o A|| = 0 e observarmos qual o preco ||A — I|| que pagaremos
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por isso. Em busca de nosso objetivo seria desejavel que x e y saltem ao mesmo tempo,

para tal bastaria que tivéssemos A(t) = £ para t € [0, 1). Assim definiremos A em (3, 1]

de modo que A € A. Chegamos assim a

o
IA

t

DO |+

A(t) = (1.24)

IN A
t_‘ N

3t—1 1
2 2

IN

t

observe que A assim definida é continua e crescente em [0, 1], logo A € A. Desta forma

temos || f —go A =0e |A—I|| = 1. Segue d(x,y) < ;. Além disso, para qualquer X € A

que satisfaca A(1) = 1 teremos que ||A — || > 1. Assim

; — — >
inf mase{|A — .1 ~ A} 2

A~ =

segue entdo que d(f, g) = 1.

Alguns espagos métricos possuem a interessante propriedade de que se uma sequén-
cia {x, }n>1 € de Cauchy entdo ela é convergente. Dizemos neste caso que o espago métrico
é completo. Mostraremos através de um exemplo que o espaco D munido da métrica d

nao é completo.

Exemplo 1.5.2 (D Nao é Completo ). Consideremos as fungoes f, = [[0,2%). Supondo

que )\n(%n) = 2nl+l, se X for linear em |0, 2%] ent@o || fos1An — full =0 e || A — I|| = 2n1+1.

Temos portanto que
1
Afs fo1) < gy (1.25)

Usando da desigualdade triangular temos que para p € N fizado, vale:

1.1 1 1
d <—(=4+=4+..+—

donde seque que a sequéncia { fn}n>1 € de Cauchy. Por outro lado f,(t) — 0 para cada
t>0, ed(fn,0)=1 para todon > 1.

E possivel ainda construir uma métrica, equivalente a métrica acima definida, nos
espaco das fungoes cadlag de forma que este espaco seja completo. Indicamos ao leitor
interessado a dissertacao de mestrado de (OLIVEIRA, 2007).






29

2 Processos de Poisson e Medidas Aleatérias

Neste capitulo introduzimos os processos de Poisson, que nos serao de grande im-
portancia ao entendimento dos saltos de um processo de Lévy. Introduzimos inicialmente,
de maneira construtiva, os processos de Poisson e suas propriedades. Em seguida, mos-
traremos que os processos de Poisson podem ser vistos como processos de contagem, o
que nao acontece com sua versao de média zero, os processos de Poisson compensados. A

partir dos processos de contagem construiremos as medidas aleatorias de Poisson.

2.1 Processos de Poisson

A distribuicao de Poisson foi introduzida por Siméon Denis Poisson em 1834. Desde
entao tem sido assunto de diversas publicagoes e ferramenta 1til a diversas aplica¢oes
praticas, como estimar o nimero de infec¢oes por virus num servidor de arquivos em um
centro de dados durante um periodo de tempo ou o nimero de desligamentos de motores
de uma aeronaves Airbus 330 em 100.000 horas de voo, (DOANE; SEWARD, 2013) pég.
232. Neste capitulo apresentamos os processos de Poisson, em seguida passamos ao estudo

das medidas aleatorias de Poisson e alguns de seus principais resultados. Nossas principais
referenciais sao (TANKOV, 2003), (DURRETT, 2010) e (ROSS, 2014).

A ideia principal de um processo de Poisson é contar eventos que ocorrem em
tempos aleatorios, quando tais tempos aleatorios possuem distribuicao exponencial. Neste
sentido ¢ essencial observar que as variaveis aleatérias exponenciais tem forte relagao com

a distribuicao de Poisson. Mais precisamente:

Proposicao 2.1.1. Sejam (7;);>1 varidveis aleatdrias exponenciais com parametro A > 0

independentes T,, = >°I' | 7;. Entdo para cada t > 0 a varidavel aleatoria
Nt = lnf{n 2 1: Tn+l > t} (21)

tem distribuicdio de Poisson com parametro At, isto é, para todo n € N tem-se

P[N; =n| = e_At%?. (2.2)

Demonstracao. Mostraremos, por indugao, que a densidade de probabilidade de 7T;, ¢ dada
por:

)\e—At ()\t)n

Jr, = (n— 1)l
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Para n = 1 temos T} = 71, e f;, = Ae”*. Suponhamos que a afirmacdo seja valida para

n — 1, temos entao:

fr. = /°°f7n<t— <>

= Je

Observe que isto nos diz que T,, tem distribuicdo Gamma com parametros A e n, isto é,

T, ~ T'(\;n). Assim, como T, e 7,41 sdo independentes, obtemos:

P[N,=n]| = P[T,<t<T,+ Tpi1]
= P[(Tn77n+1) S B]

onde B = {(z,y) | 0 <x <t <x+y}. Segue que

t oo At)"
P[N,=n] = / )\e_m(( )1>'Ae—Aydydx
t—z n—

An+1
= e Me Ndydx
nw— 1 t—x

An+l " 1 —Atd
- (n—=1)! (/0 A z)
N e
(n—1! n\ n!

Concluimos entao que o processo N, acima definido tem distribui¢ao de Poisson com

parametro At. O

Motivados por esta proposicao definimos:

Definicao 2.1.1. Sejam (7;);>1 varidveis aleatdrias exponenciais com parametro X inde-

pendentes e T, = >_"" | 7,. O processo definido por
(Ni)iso =inf{n >1:T,.1 >t} parat>0 (2.3)

é chamado processo de Poisson com intensidade \.

Observamos que podemos escrever o processo (/NV;);>o de uma outra forma. A saber
(Ni)i=0 = Z Iir, <4 (2.4)
n>1

No que segue denotaremos o processo (N;)i>o por N; e apresentamos algumas de

suas principais propriedades.
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(b) A = 5.

Figura 3: Trajetérias tipicas de um processo de Poisson.

Proposicao 2.1.2. Seja N; um processo de Poisson. Valem as sequintes propriedades.

1. Para cada t > 0, N; € quase certamente finito.
2. Para cada w € Q a aplicagao v, : [0,+00) — RT definida por ¢, (t) = Ny(w) €
constante por partes e cresce com saltos de tamanho 1.
3. Ny € cadlag.
4. Para cada t > 0, Ni- = N; com probabilidade 1.
5. Ny € continuo em probabilidade (ou estocasticamente continuo), isto é, para todo
t>0ee>0 tem-se:
lim P[|Ns — N;| > €] = 0.
s—t
6. Para qualquer t > 0, N, tem distribuicao de Poisson com parametro At, isto é,
At)"
Vn €N, P[N;,=n] = e_)‘t( ,) :
n!
7. A funcao caracteristica de N; € dada por
dy,(2) = E[e"*M] = exp{At(e” — 1)}, Vz € R. (2.5)
8. N; tem incrementos estaciondrios, isto ¢, para t > s, Ny — Ny tem a mesma distri-
buicao que N;_s.
9. N; tem incrementos independentes, isto €, para t; < ... <t,, Ny, — Ny, ..oy Ny —
Ny, , Ny, sao varidaveis aleatdrias independentes.
Demonstra¢io. (1) Para a demonstragao deste item consideremos o conjunto

T, 1
le{weﬁ;”%}.
n A
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(6)
(7)

(8)

Pela Lei Forte dos Grandes Numeros P[] = 1. Fixados w € Q; e t > 0, existe
no € N tal que para n > ng T,,(w) > t, segue que Ny(w) < oo. Portanto P[N; <

oo| > P[] = 1. Assim N, é quase certamente finito.

Temos da expressao em 2.4 que N; é constante nos intervalos (7,,_1,7},) e além disso

N, cresce por saltos de tamanho 1 nos pontos T,,.

Lembramos inicialmente que dadas constantes ¢, ¢1, ¢s, ..., ¢, € uma funcao continua

g :[a,b] = R e uma particdo a =ty < t; < ... < t,, = b do intervalo [a, b], a fungao

f(t> = g(t) + Z Ci[[ti7ti+1)
i=0
¢ cadlag. Se Ny(w) ¢ limitado, entdo existe &k € N talque Ny = 3,51 Iz, =

Zﬁzl Ij>1,). Como N; é quase certamente finito, segue o resultado desejado.

Dado w € €, os pontos de descontinuidade de Ny(w) sdao {1, (w),n > 1}. Por outro
lado dado t, temos
Plt € {T,(w),n > 1}] = 0.

Assim, quase certamente ¢t nao serd um ponto de descontinuidade. Portanto que
N_; = N; com probabilidade 1.

Para demonstrar que N; é continuo em probabilidade, basta observar que se ty é um
ponto onde N; nao é continuo em probabilidade entdao, como N; tem trajetérias nao
decrescentes, existe um conjunto A mensuravel com P[A] > 0 tal que em A tem-se
Ni, — Ni,— > 1. Por outro lado, A C U2 {T,, = to} , mas P[Us2 {7, =t} =0¢e¢
portanto P[A] = 0, absurdo. Segue que N, e continuo em probabilidade.

Foi demonstrado em 2.1.1.

Como N, assume apenas valores inteiros temos

E[ef®M] = 3" " P[N, = k|
k>0
k
— Z eizke—kt (At‘)
>0 k!
e (€A (2.6)
R
k>0
= e Mexp{\te”}

= exp{At(e”* — 1)}

Para demonstrar o item 8 observamos inicialmente que dados nimeros inteiros n > 0

em > 1entdo (Ty41—1t, Tni2, -, Tnem) condicionado ao evento { Ny = n} tem mesma
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distribui¢ao de probabilidade que (71, 79, ..., T, ). Com efeito, dados sy, s, ..., Sy, N@0O

negativos temos:

PlT,1 —t > S1,Tni2 > 82, ey Tnam > Sm | Ny = 1)
p[Tn < t,Tn+1 > 81, Tp+2 > S2y ooy Tngm > Sm]

P[Nt = n]
_ P[T, <t,Thy1 > 81]P[Tuga > 52, .0, Tngm > S

[T, —t > s1 | Ny =n]P[Thi2 > S2, oo Tnim > Sm)

P
P[r1 > $1]P[12 > S9, .., T > S
P

[T1 > 51,79 > So, ooy T > S

Observe que nas igualdades acima usamos a propriedade de perda de memoria das

variaveis exponenciais e também que as mesmas sao independentes.

A partir desta informacao podemos calcular, para s;t > 0, P[Ny, s — N, = m|. Temos:

PINy =n, Ny s — Ny =m] = P[N;=n|P[Nys=m | Ny =n]
= P[Nt:n]P[Tern §t+5<Tm+n+1 | Nt:n]

Aqui usaremos o demonstrado acima, observamos entao que podemos reescrever o

evento {Tin <t+ s < Thins1} da seguinte forma:
{Top1 —t+ T2+ oo F T <5 < Ty =t 4+ Tugo + oo + Tt
Obtemos entao que

P[Nt = n,Nt+s — Nt = m] = P[Nt = n]P[Tm S s < Tm+l]
= P[N; = n]P[Ns = m].

Segue dai que

P[N;,s — Ny = m] = P[Ny, = m]

(9) Para demonstrar este item seguiremos uma linha semelhante a adotada no item

anterior. Comecamos por observar que dados 0 <ty < tq, ..., t; temos:

P[Nt() = Ny, Ntl — Nto =N, ..., Ntk — Ntk—l = nk-]
= P[Ny, = no, Npy, =ng +n1, ..., Ny = ng + ... + 1y
= P[Nto = no]P[NtI,to =n-+ 1, "'Ntk*tk—l]
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Repetindo este mesmo procedimento k£ vezes obtemos

P[Nto = no,Ntl — Nto =Ny, "'7Ntk — Ntk,1 = nk]
= P[Nto = nU]P[Ntlfto = nl]"'[Ntk*tk—l = nk]
= P[Nto = no]P[Ntl — Nto = nl]P[Ntk — Ntk71 = nk]

Obtendo assim a independéncia dos incrementos. Observe que na ultima igualdade

acima, usamos o item 8.

]

Ressaltamos ao leitor que também é possivel obter o processo de Poisson partindo
de suas propriedades e garantindo a existéncia de um processo que as satisfaga. De forma

mais clara, ao procurarmos por um processo N; que satisfaca as seguintes propriedades :

Incrementos Estacionarios As variaveis N;,, — Ny e N; tem mesma distribuicao.

Incrementos Independentes Dados 0 < #; < to < ... < ¢, as variaveis Ny, Ny, —
Ny, Ny; — Ny, ...y Ny, — Ny, , sao independentes.

Saltos NV; é constante por partes e cresce por saltos de tamanho 1.

obtemos um processo que possui distribuicao de Poisson. Para mais detalhes veja o Ca-
pitulo 1 Secao 3 de (JAMES, 2004).

2.2 Processos de Contagem

Um processo de Poisson (NV;);<o €, de certa forma, um processo que conta o nui-
mero de tempos aleatérios {T,,n < 1} que ocorrem em [0,¢], onde e T;, é a soma de
uma sequéncia de variaveis aleatérias exponenciais i.i.d. De forma mais geral dado uma
sequéncia de tempos aleatérios {T,,,n < 1} com P[T,, — oo] = 1, podemos definir um

processo de contagem associado, mais precisamente:

X =) Iyer)=#{n<1,T, < t}.

n<l
Assim como o processo de Poisson o processo X;, acima definido, conta o ntimero de
tempos aleatérios T, que ocorrem em [0,¢]. Observamos ainda que a condigao P[T, —
oo| = 1 se faz necessdria para que, com probabilidade 1, o processo X, esteja bem definido
para qualquer ¢t > 0. Temos da definicdo que o processo X;, assim como os processos de
Poisson, é um processo cadlag com trajetérias constantes por partes que crescem por
saltos de tamanho 1. De forma mais geral, diremos que um processo X; é um processo de

contagem se satisfaz as seguintes propriedades:
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® Xt S N,

e se s < tentao X, < X,
Os processos de Poisson nos fornecem um exemplo de processo de contagem. Na verdade
os processos de Poisson e os processos de contagem possuem uma forte relagao. O lema

a seguir mostra que para que um processo de contagem seja um processo de Poisson é

suficiente que ele tenha incrementos independentes e estacionarios.

Lema 2.2.1. Seja X; um processo de contagem com incrementos independentes e estaci-

onarios. Entao X; é wma processo de Poisson.

Demonstracdo. Iniciamos a demonstragao verificando que os instantes onde as trajetérias

de um processo de contagem mudam de valor sao exponencialmente distribuidos.
Seja T,, = inf{t > 0, X; > n} . Definimos, para n > 1
Y,=T,—T,_1.

Observe que

PY; > t+s|Y1 > 1] = P[X,s = 0|X; = 0]

[
= P[X;1s — Xy = 0|X; = 0]
= P[Xis — Xi = 0]
= P[X, = 0]
= P[Y; > s

ou seja, Y7 é uma variavel aleatéria com perda de memoria. Segue do Teorema 1.2.1 que

Y] tem distribuicao exponencial.

Mostraremos agora (X;1y, — Xy, )i>0 ¢ independente de Y; e tem mesma distribui-
¢ao que X;. Para tal, observe que Y; é um tempo de parada para X;, visto que o evento
{v; <t} = {X; > 1} ndo depende da trajetéria de X ap6s t. Definimos f(t) = E[e®Xt]
para u € R fixado . Como X; tem incrementos independentes e estacionarios tem-se para

todo s,t > 0, que

f(S —+ t) = E[eiqu+t] — E[eiu(XS-H*Xs)JrXS)]

_ E[eiu(Xerths)eiqu] _ E[eiu(Xerths)]E[eiqu]

= BV = £(5)/ ()

e além disto, o processo
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é, pela Proposigao 1.4.1, um martingal. Seja Y = inf{n, Y¥;}. Como Y}" é um tempo de
parada limitado, obtemos

w(Xyn —Xyn)+ivY " f(t + len) Y wY"
E (& 1t 1 1 yn| = ——— € 1 = f t e 1 ,
| 17l = L 0

portanto
E[eiu(nyszXyln)Jrilen] _ E[eiuXt]E[eilen]

Tomando o limite quando n — oo, o Teorema da Convergéncia Dominada, veja o Teorema
7.2 e o Corolario 7.3 em (BARTLE, 1996), nos garante que

E[eiu(XY1+t—XY1 )—H’le] _ E[eiuXt] ‘E[eile}

Assim concluimos, pelo Teorema 1.4.1, que Xy, — Xy, é independente de Y; e tem a
mesma distribuicao de X;. Segue que Y5 é independente de Y; e tem distribuicdo expo-

nencial. Concluimos a prova por inducao.

O
2.3 Processo de Poisson Compensado
Definiremos agora uma versao com média 0 do Processo de Poisson N; por
N, = N, — \t. (2.7)
onde ) é a intensidade dos saltos de IV;.
De forma semelhante ao obtido para processos de Poisson, temos:
Proposicao 2.3.1. A funcio caracteristica de Ny é dado por
Py, (2) = exp[At(e” — 1 —i2)] (2.8)

Demonstracao. Como Ny = Ny — At, onde N; é um processo de Poisson com parametro A

temos

E[¢"*"'] = Elexp{iz(N; — At)}]
= e "ME[exp(izN,)] (2.9)
= exp[M(e” — 1 —iz)]
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0 2 4 6 8 10

Figura 4: Trajetoria tipica de um processo de Poisson compensado com A = 2.

Uma propriedade interessante dos processos de Poisson compensados é que eles
sdo martingais com respeito a filtracao gerada pelo processo de Poisson associado. Des-

crevemos isto através da seguinte proposicao:

Proposicao 2.3.2. Seja N, um processo de Poisson compensado. Entio N, é wm mar-

tingal com respeito a filtragao F; gerada pela familia de varidveis (Ns)secjo.-

Demonstragio. Lembramos aqui que a filtragdo gerada por N; é a colecao (]-}Nt)te[ovT],

onde F é o completamento da o-algebra gerada pelos valores anteriores do processo
FN =0(N,, s €[0,t])) UN.
Por construcao N; é Fi-mensuravel. Além disso
E[|N|] = E[N{] = Mt < 0
e, portanto, N; é integravel. Logo N, também é integravel, temos ainda que para 0 < s <t
E[N; — Ny|F] = E[N; — N

— B[N - [N, (2.10)
= At —As = At — s).
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segue entao que

E[N, — M|F.] = E[N, — N, + N, — M| F]
[N; — N|]—"]+E[ s — At|F]
[

=E
(2.11)
:)\(t—s)+N5—)\t:Ns—)\s.
Logo N, é um martingal.
O

E interessante observarmos que é possivel obter o movimento Browniano a partir

de um processo de Poisson, isto é, o processo

(2.12)

que é uma versao com média zero e reescalada do processo de Poisson compensado satisfaz:

E l%] = \}XE[M] =0 (2.13)
e ver [ 5] - N . 220

o0 que nos mostra que este processo possui mesma média e variancia que o Movimento

Browniano.

Na verdade é conhecido, veja o Teorema 14.9 em (KALLENBERG, 2002), que
quando a intensidade A dos saltos cresce a interpolacao de um processo de Poisson com-

pensado converge, em distribuicao, para o movimento Browniano.

2.4 Medidas Aleatodrias

Vimos na segao anterior que um processo de Poisson (IV;);>¢ estd associado com a
ideia de contagem, mais precisamente: se 17, 75, ... é a sequencia dos tempos de saltos de

Ny, entao N, é simplesmente o nimero de saltos entre 0 e t,

N, = #{i > ;T € (0,4]}. (2.15)

Similarmente, se t > s entao

No— N, = #{i > LT € (5,4]}. (2.16)
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Os tempos de salto Ty, T5, T5, ... formam uma configuracao aleatéria dos pontos em [0, 00)
e o Processo de Poisson NN, conta o nimero de pontos no intervalo [0,¢]. Esse procedi-
mento de contagem nos motiva a definir uma medida M da seguinte forma: para qualquer

conjunto mensuravel A C [0,00) seja

M(w,A) =#{i > 1,T;(w) € A}. (2.17)

Assim M (w,-) é uma medida positiva tomando valores inteiros e M(A) é finita
com probabilidade 1 para qualquer conjunto limitado A. Observe que a medida M (w, -)
depende do ponto w € €2, dai o motivo do nome medidas aleatorias. A intensidade A do
processo de Poisson determina o valor médio da medida aleatéria M: E[M(A)] = A A|,

onde |A] é a medida de Lebesgue do conjunto mensuravel A.

De fato, se A = [s,t] temos que M (w,[s,t]) = N;_4(w) e, portanto, E[M(A)] =
Als — t|. Depois é possivel estender a medida a B(R) de forma tnica, como garante o

Teorema de Carathéodory.

Chamaremos M a medida aleatoria de salto associado ao processo de Poisson N.
O processo de Poisson também pode ser expresso em termos das medidas aleatérias, mais

precisamente:

Nt(w):M(w,[O,t]):/ M(w, ds). (2.18)

[0,¢]
No mesmo caminho, podemos associar uma medida aleatéria a um Processo de Poisson

Compensado N; da seguinte forma

M(w, A) = M(w, A) —/A)\dt. (2.19)

Observamos entao que E[M(A)] = 0 e Var[(A)] = A A|. Ao contrario do que aconteceu

com M, temos que M é uma medida com sinal.

A medida M definida na equacgao 2.17 era uma medida de contagem tal que para
qualquer conjunto mensuravel A € B(R), E[M(A)] = A|A|. Vamos agora tentar estender
esta construcio a situacdes mais gerais, trocando R por £ C R? e a medida de Lebesgue

por uma medida de Radon p em F.

Defini¢ao 2.4.1 (Medida Aleatéria de Poisson). Seja (2, F,P) um espago de probabili-
dade, E C R™ um subconjunto fizado e p uma medida (positiva) de Radon em (E,E). Uma
medida aleatoria de Poisson em E com intensidade p é uma medida aleatoria, tomando

valores inteiros,

M: OQx& — N
(w,A) = M(w,A)
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tal que:

1. Para quase todo w € ), M(w,-) é uma medida de Radon tomando valores inteiros,
isto €, para qualquer conjunto mensurdvel A C & limitado, M(A) < oo é uma

varidvel aleatoria tomando valores inteiros.

2. Para cada conjunto mensurdvel A C E limitado, M (-, A) = M(A) é uma varidvel

aleatoria de Poisson com parametro p(\):

VkEN,PMﬂA%:M:e”WOﬁyﬁ. (2.20)

3. Para quaisquer conjuntos disjunto Ay, As, ..., A, € €, as varidveis aleatorias M(A,),
M(Ay),...,M(A,) sdo independentes.

O seguinte resultado nos permitira construir, dada uma medida de Radon pu, uma

medida aleatéria de Poisson com intensidade p.

Proposicao 2.4.1. Para qualquer medida de Radon p em E C R?, existe uma medida

aleatoria de Poisson M em E com intensidade .

Demonstracio. Apresentaremos, de maneira construtiva, uma medida aleatoria de Pois-
son que tenha pardmetro pu. Suponhamos inicialmente que u(E) < oo. Procedemos da

seguinte forma:

Passo 1 Tome X, X, ... varidveis aleatorias i.i.d. tais que

m&em:ﬁg. (2.21)

Passo 2 Tome M (E) uma varidvel aleatéria de Poisson em (€, F, P) com média u(E) e
que seja independente de cada X;
M(E)

Passo 3 Definimos M(A) = > 14X, para todo A € €.

=1

Verificaremos agora que M assim definida é, de fato, uma medida aleatéria de Poisson

com parametro .

1. Para verificar o primeiro item da Defini¢ao 2.4.1 basta observar que por construgao
M s6 assume valores inteiros. Além disso a soma do passo trés é quase certamente

finita uma vez que M (E) foi tomada sendo uma variavel aleatéria de Poisson.
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2. Seja A € £ um conjunto limitado. Queremos calcular P[M (A) = k|, para tal obser-
vamos que o evento M(A) = k é realizado quando M (E) > k e exatamente k das

variaveis X; estdo em A, mais precisamente:
L ]! -
PIM(A) = k] = ¥ PIM(E) = j]—%—P[X; € A}*P[X; ¢ AP~
eyt (j — k)k!

) yu(EY gt p(A)R (u(B) — p(A))y "
G =R (B u(E)k

>k
_ umy A 5 (1(E) — u(A))" (2.22)
k! "0 n!
_ ey A ey
k!
_ Mlj)ke_“(“‘)

Concluimos assim que para A fixo M (-, A) é uma varidvel aleatéria de Poisson com

parametro p(A).

3. Sendo Ay, A, ..., A, € € conjuntos disjunto, queremos calcular P[M (A;) = ki, M(As) =

ks, ..., M(A,) = k,]. Como feito no item anterior, observamos que o evento em ques-
tao acontece quando M(FE) > M = > | k; e ky dos X; estao em Ay, ko estdo em

As,....k, estao em A, e os demais X; nao estao em U} ; A;. Mas precisamente temos:

P[M(Ay) = ki, M(As) = ko, ..., M(A,) = k,,]
=Y P[M(E)=j]-a,- P[X; € A|"...P[X; € A,)"" P[X; ¢ UA,J~

-y eu(E)M(ﬁ'?)jan (}jl (;;((1;))’“) (u(E) _Ml(g;?:ﬁr)yM

J=M J:
(u — p(U IAT,))J‘M
; (Jj — M)

EM(E U? 1Ay ))8
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ki) \ ko kn
assim a verificacdo de que M ¢é uma medida aleatoria de Poisson.

onde a, = ((M> (M_kl)...(k")), segue a independéncia das varidveis. Concluindo

Resta ainda o caso em que p(F) = oco. Neste caso como p é uma medida o-finita, existem

FEy, B, ... tais que:
E=JE e p(E;) <oo parai=1,2, ...
i=1

Podemos entao para cada F; aplicar o mesmo procedimento do caso anterior obtendo

medidas M, M, ..., definimos entao

Mp(A) = i Mi(A),VA € €.

=1

]

Uma consequéncia deste resultado é que uma medida aleatéria de Poisson M é

determinada por sua medida de intensidade .
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3 Processos de Lévy

Assim como os caminhos aleatérios (que sdo somas de varidveis aleatérias inde-
pendentes identicamente distribuidas) nos fornecem exemplos de processos estocasticos
em tempo discreto, seus similares a tempo continuo, isto é, processos com incrementos
independentes e estacionarios, nos fornecem exemplos importantes de processos estocasti-
cos em tempo continuo. Os processos de Poisson e o movimento Browniano sao exemplos
de processos com incrementos independentes e estacionarios muito importantes e com va-
rias aplicagoes em finangas e fisica, como podemos ver em (SCHOUTENS; CARIBONI,
2010) e (APPLEBAUM et al., 2003). Veremos neste capitulo que os processos de Lévy
sao, de certa forma, uma superposi¢cao de um movimento Browniano e uma quantidade,
possivelmente infinita, de processos de Poisson. Para cumprirmos este objetivo proposto
apresentaremos na primeira se¢ao a defini¢do e algumas propriedades gerais dos processos
de Lévy, estudaremos também a relacdo entre os processos de Lévy e as distribuicoes
infinitamente divisiveis. Apresentamos na segunda se¢ao os processos de Poisson compos-
tos, que sao processos de Poisson cujo os tamanhos dos saltos sao variaveis aleatérias que
seguem uma distribuicao de Poisson, e introduzimos, como exemplo, o modelo de Merton.
No que segue estudamos as medidas de saltos para processos de Poisson e introduzimos a
medida de Lévy. Na quarta secao usamos os resultados desenvolvidos ao longo deste tra-
balho para demonstrarmos os Teorema de Lévy-1t0 e, em seguida, apresentamos algumas
consequéncias deste resultado, como a féormula de Lévy-Khitchine e algumas propriedades

das trajetorias de processos de Lévy.

3.1 Definicao e Exemplos

Nesta secao apresentamos a definicao e alguns exemplos de processos de Lévy,
dentre os quais podemos destacar os processos de Poisson e o movimento Browniano.
Mostraremos também que os processos de Lévy possuem forte relagao com as distribuicoes

infinitamente divisiveis.

Defini¢ao 3.1.1 (Processo de Lévy). Um processo estocdstico cadlag (Xi)i>o tomando

valores em R e com Xy = 0 q.c. é um Processo de Lévy se satisfaz as sequintes condigoes:

Incrementos Independentes: dados ty < t1 < ... < t,,_1 < t, as variaveis aleatorias
Xigy Xty — Xigy ooy Xo,, — X, 5, Xy, — X4, , sao independentes;

Incrementos Estacionarios: a distribuicio de X, — X; ndo depende de t;
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Continuidade Estocastica: para todo € > 0

lim P{|X,, — X;| > ¢] = 0. (3.1)

O termo processos de Lévy homenageia a obra do mateméatico francés Paul Lévy.
Na literatura mais antiga, processos Lévy podem ser encontrados com alguns nomes di-
ferentes. Na década de 40, o proprio Lévy referiu-se a eles como processos de aditivos.
Em parte da literatura refere-se a processos de Lévy simplesmente como processos com

incrementos independentes e estacionarios.

Os processos de Poisson nos fornecem um exemplo de processos de Lévy. De fato,
vimos nos itens 8 e 9 Proposicao 2.1.2, que o processo de Poisson verifica as duas primeiras
condigoes da defini¢do acima. Para verificarmos o terceiro item basta observar que temos
do item 4 da Proposicao 2.1.2 que limj_,o Ny1p, — N;— = 0 com probabilidade 1, segue que

. T
lim P[|Niy = Ni| > ] =0. (3.2)

Um outro exemplo essencial de processo de Lévy é o movimento Browniano:

Exemplo 3.1.1. O movimento Browniano, também chamado de processo de Wiener, é
um processo fundamental ao estudo de diversos outros processos estocdsticos. Um processo

¢ dito um movimento Browniano se possuir as sequintes propriedades:

e B, tem incrementos independentes.
e Ses,t>0, entdo

P[B(s + ) — B(s) € A] = / (27t) Y2 exp(—a? /2t d. (3.3)
A
e Com probabilidade 1, B; tem trajetorias continuas.

O movimento Browniano claramente satisfaz, por definicao, aos itens da definicio 3.1.1.

Um resultado muito interessante com respeito a relacao entre processos de Lévy
e o movimento Browniano é enunciado a seguir, uma demonstracao deste fato pode ser
vita no Teorema 11.4 de (KALLENBERG, 2002).

Teorema 3.1.1 (Lévy). Seja (X;)i>0 um processo com trajetorias continuas e incremen-
tos independentes. Entao X; — Xy € um processo Gaussiano, e existem fungoes continuas
bem R e A em RY tais que Xy — X, tem distribuicio normal com média by — by e
covariancia Ay — As, isto €, Xy — Xg ~ N (by — bs, Ay — Ay).
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Os processos de Lévy possuem uma caracterizagao muito importante em termos de
sua distribuicao de probabilidade, mais precisamente se tirarmos amostras de um processo
de Lévy em intervalos de tempo regulares 0, h, 2h, ..., obtemos um caminho aleatério, e

podemos entao escrever:
n—1
Xon =D Y,
k=0
onde Y, = Xt1n — X Como X, possui incrementos independentes e estaciondrios,

temos que as variaveis Y, sao variaveis aleatérias i.i.d. que tem a mesma distribuicao que
X,

Se escolhermos nh = t teremos que para quaisquer t > 0 e n > 1, X; pode ser
representado como uma soma de n variaveis aleatoérias i.i.d. tendo a mesma distribuicao
de X:. Quando uma distribuicao satisfaz essa condigdo dizemos que tal distribuicao é

infinitamente divisivel.

Definigao 3.1.2 (Infinitamente Divisivel). Uma distribuicio de probabilidade em R? ¢é
dita ser infinitamente divisivel se para qualquer inteiro n > 2 existem n varidveis aleato-
rias Y1, Yo, ..., Yy, i.i.d. tais que Y1 + Yo 4+ ... + Y, tem distribuicao F'.

A reciproca do demonstrado acima também é valida:

Proposicao 3.1.1. Seja (X¢)i>0 um processo de Lévy. Entdo para cada t, X; tem uma
distribuicao infinitamente divisivel. Reciprocamente, se F' € uma distribuicao infinitamente

divistvel, entao existe um processo de Lévy (Xy)i>o tal que a distribuicio de Xy é dada por
F.

Uma demonstragao é dada em (SATO, 1999) Corolario 11.6.

Um dos exemplos mais comuns de distribui¢des infinitamente divisiveis sao as

distribui¢oes Gaussianas.

Exemplo 3.1.2. Uma varidavel aleatoria X ¢é dita uma varidvel aleatoria normal com

2 se a funcdo densidade de probabilidade é dada por:

f(X,p0) =

parametros p e o
1 (X—p)?
\/27?0267 = (3.4)

Assim se X ~ N(u,0?), podemos reescrever X da sequinte maneira:

n—1
X=Y'v
k=0
~ .. . ‘. .. . . o~ 2
onde Yy, sdo varidveis aleatorias i.i.d. com distribui¢io N (£, 2=).
n’/n

Assim como o feito no item 7 da Proposi¢ao 2.1.2 para processos de Poisson e na
Proposicao 2.3.1 para processos de Poisson compensados, apresentamos a seguir o calculo

da funcao caracteristica de um processo de Lévy. Antes porém faremos um Lema auxiliar.
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Lema 3.1.1. Se (X;)i>0 € estocasticamente continuo, entao a aplicagio t — Px,(u) €

continua com respeito a t para cada u € RY.

Demonstracio. Fixado z € RY, como a funcio y — €“*¥ ¢ continua na origem, dado

€

um € > 0 existe 0; > 0 tal que supy<jyj<s, ety — 1| < 5. Por outro lado, como X; ¢é

estocasticamente continuo, existe dy tal que 0 < |t — s| < d9 entdo P[|X(t) — X (s)| >

51] < i
Assim para todo 0 < [t — s| < J2, temos
0x,(2) = Px, ()] = | [ ¢EXIP(dw) — [ =¥ P(dw)]
Q Q

_ |/Qei(z,Xs> (ei<z,Xt—Xs> . 1) P(dw)|

< / ") — 1| Fx, _x, (dy)
Rd
< / "% — 1| Fx,_x, (dy) + ") — 1| Fx,_x, (dy)
B(O,(51) B(0,51)c
< sup |V — 1|+ 2P[|X(t) — X(s)| > &1]
0<y|<d1
< €.

onde B(0,6;) é bola em R? de centro em 0 e raio §; e Fy,_x, é a distribuicio de proba-
bilidade de X; — X,. Assim obtemos

[Px,(2) = Px,(2)] <€
obtendo o resultado desejado. ]

Agora calcularemos a funcao caracteristica de X;:

Proposicao 3.1.2 (Funcio Caracteristica). Seja (X;)i>0 um processo de Lévy em RY.
Entdo existe uma fungdo continua v : RT — R, chamada expoente caracteristico de X,
tal que:

E[efi=X)] = (2 (3.5)

para todo z € R,

Demonstragio. De fato, para t > s escrevemos X, s = X, + (X5 — X). Como X, possui

incrementos independentes e estacionarios segue:

(pt“l’s (Z) = ¢Xs (z)(pXt-Q—s*Xs (Z)
= Ox, (2)Px,(2)
onde a primeira igualdade segue da defini¢ao de funcao caracteristica e da escrita de X,

dada acima e da independéncia dos incrementos de X;. A segunda igualdade segue do

fato de X; ter incrementos estacionarios, isto é, X, — X, tem mesma distribuicao de X,



3.2.  Processo de Poisson Composto 49

e, portanto, mesma funcgao caracteristica. Como X; é estocasticamente continuo temos do
Lema anterior que ®;(z) é continua com respeito a t. Unindo a continuidade a propriedade

multiplicativa temos que uma fungao ®,(z) que satisfaz a equagao

(I)tJrs(Z) = (I)Xs (z)(I)Xt (Z)

para todo ¢ > s, deve ser da forma e™(*) Assim temos uma funcdo 1 (z) definida para
cada z € R% A continuidade da funcdo v(z) com respeito a varidvel u segue do fato de

que fixado t > 0 a fungao Py, (z) é uniformemente continua. O

Como exemplo, temos do item 7 da Proposicao 2.1.2 que o processo de Poisson

possui fungao caracteristica dada por:
Dy, (2) = E[e!™®N] = exp{t(e”* — 1)}, Vz € R.

segue que o processo de Poisson tem expoente caracteristico dado por:

3.2 Processo de Poisson Composto

Os processos de Poisson nao sao usados em modelos para precos de agoes pois seus
saltos sao sempre de tamanho 1, o que é muito restritivo, mas eles podem ser usados para
construir processos mais complexos que possuam propriedades interessantes para mode-
lagem do preco de ativos. Nesta secao apresentamos os processos de Poisson compostos,
que sdo uma generalizagdo do processo de Poisson. Os processos de Poisson compostos
sao de grande importancia ao estudo dos processos de Lévy, principalmente no resultado
principal desta dissertagdo, o Teorema de Lévy-Ito, onde mostraremos que de forma geral
um processo de Lévy pode ser escrito como a soma de um movimento Browniano e a

superposicao, possivelmente infinita, de processos de Poisson compostos.

Definicao 3.2.1. Um processo de Poisson composto com intensidade A > 0 e distribuicao

de saltos f € um processo estocdstico X; definido como
Ny
X = ZYZ (3.6)
i=1

onde os tamanhos Y; dos saltos sdo i.i.d. com distribuicio f em R? e N, é um processo

de Poisson com intensidade X, independente dos (Y;)i>1-

Em outras palavras, um processo de Poisson composto é um processo constante
por partes com tempos de salto seguindo uma distribuicao Poisson e cuja os tamanhos

dos saltos sdo variaveis aleatorias i.i.d.
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10F ] ]

0 2 4 6 8 10
(b) A=10¢ f ~ N(0,1)

Figura 6: Trajetorias tipicas de um processo de Poisson Composto.

Em particular um processo de Poisson pode ser visto ele mesmo como um processo
de Poisson composto onde tem-se Y; = 1. A figura acima, mostra trajetorias tipicas de
um processo de Poisson composto. Na figura (a) temos uma trajetoria de um processo de
Poisson composto com intensidade de saltos A = 1 e tamanhos de saltos seguindo uma
distribuigdo normal com média 0 e varidncia 1. Na figura (b) temos uma trajetéria de um
processo de Poisson composto com intensidade de saltos A = 10 e tamanhos de saltos

seguindo uma distribuicao normal com média 0 e variancia 1.

Como dito na introdugao, processos estocasticos sao muito usados na modelagem
de ativos financeiros. A seguir apresentamos um modelo para ativos financeiros que utiliza

processos com saltos.

Exemplo 3.2.1 (Modelo de Merton). O modelo de Merton (1976) é uma das primeiras

aplicacoes de processos com saltos a modelagem do mercado financeiro. Neste modelo,
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que leva em conta as descontinuidades do preco, sio adicionados saltos com distribuicao

gaussiana ao log do preco. Mais precisamente:

S, = Spe"t Xt (3.7)
onde

Ny
Xt:’yt—f'O'Bt‘i‘ZY;

i=1
com Y; ~ N(u,d?%), e Ny um processo de Poisson com parametro X\ e B; um movimento
Browniano. Aqui Sy indica o preco de um ativo financeiro num instante t, Sy € o preco
inicial e v indica um tendéncia de crescimento ou descrescimento. Umas das vantagens
da escolha deste modelo é que escolha feita para a distribuicdo dos saltos possui uma

representacdo em série para a densidade do log do prego:

T—~t—kup)?
" i (A)F exp — =gt 5.3
k=0 kl/2m(o%t + kd?)

O parametro o € conhecido como parametro de drift.
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Figura 7: Trajetéria simulada com o software Mathematica 10. Com r = 1, S5 = 1
7v=03,0=05,A=4e f~N(0,1).

De forma mais geral os processos da forma:

Ny
Xt:”yt+aBt+ZY}

=1

sao conhecidos como processos de difusao com saltos.
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A seguir apresentamos um resultado que nos apresenta as condigoes necessarias e

suficientes para que um processo de Lévy seja um processo Poisson composto.

Proposicao 3.2.1. (X;)i>0 € um processo de Poisson composto se, e somente se, é um

processo de Lévy e suas trajetorias sio fungoes constantes por partes.

Demonstragio. Seja (X;);>0 um processo de Lévy com trajetdrias constantes por partes.
Inicialmente construiremos um processo que indique os tempos de saltos do processo X;.

Definimos

N=#{0<s<t| X, #X,).

Como, por hipoétese, as trajetérias de X; sdo constantes por partes as trajetorias de X,
possuem um numero finito de saltos em qualquer intervalo limitado de tempo, veja a

Proposicao 1.5.1. Assim temos que N; é um processo de contagem.

Seja h < t. Temos
Nt_Nh:#{h<5§t|Xs— #Xs}
:#{h<8§t | XS— —Xh#Xs—Xh}.
Portanto, como X; tem incrementos independentes e estacionarios, segue que N; tem
incrementos independentes e estacionarios. Segue do Lema 2.2.1 que N; é um processo de
Poisson. Agora usaremos o processo N; para entender os saltos de X, isto é, agora que
conhecemos os tempos de saltos do processo procuremos entender como os saltos estao
distribuidos. A demonstracao é semelhante, embora mais complexa, que a feita no 2.2.1,
onde mostramos que os tempos de saltos eram somas de variaveis aleatorias exponenciais.
Definimos entao:
Yn = XTn - XTn,

onde T,, = inf {t > 0| N; > n}. Em palavras, temos que 7T, sdo os tempos de salto do
processo X; e as varidveis Y,, representam os tamanhos de saltos nos instantes 7},. Resta
mostrar que as variaveis Y, assim definidas sdo i.i.d. Para isso, observamos inicialmente
que os incrementos de X; condicionados as trajetorias de N; sao independentes. De fato,

dado 0 > s < t considere os seguintes conjuntos

Ay € o(X5) By € o(Ny;r < s)
Ay € 0(Xy — Xs) By € 0(N, — Ng;r <s)

tais que P(B;) > 0 e P(B;) > 0. Como X; possui incrementos independentes, os processos
(X = Xo)rss € (Xp)r<s
sao independentes. Assim
P[A; N By N Ay N By] = P[A, N By P[A; N By).

Além disso,
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e A, e By sdo independentes de By;
e A, e B, sao independentes de By;

e B; e B, sao independentes.

Segue que

P[A; N B1]P[Ay N By
P[B\|P[B)]
_ P[A, N B1 N By|P[A; N By N By
P[B\JP|B,]*
- P[Al‘Bl N BQ]P[A2|Bl N BQ]

P[A1 N Ay BN By =

isto prova que X; — X, e X, sdao independentes se condicionados as trajetorias de N;. Em
particular se tomarmos By = {Ns =1} e By = {IV; — N, = 1}, obtemos que Y; e Y; sdo
independentes. Como podemos tomar qualquer niimero de incrementos de X, concluimos

que Y; sao independentes.

Por ultimo vamos verificar que os Y; sao identicamente distribuidos. Como o pro-
cesso (X, Ny) tem incrementos independentes temos que para n > 0 e s > h > 0 e para

toda func¢ao limitada Borel mensuravel,
E[f(Xh>|Nh =1,N, — N, = TL] = E[f(XS-i-h - Xs)|Ns+h — Ny =1,Ny— Nj, = n]

Portanto para qualquer n > 0, Y; e Y15 tem a mesma distribuigao.

Reciprocamente, seja (X;);>o um processo de Poisson composto. Vamos verificar
que este processo satisfaz as condi¢oes dadas na defini¢ao 3.1.1. Iniciamos por verificar a

independéncia dos incrementos.

Seja 0 < r < s e sejam f e g funcdes limitadas e Borel mensuraveis em R, Temos

que

N Ns
XTZZY; e Xy— X, = Z Yvia
i=1

1=Np41

se condicionados as trajetorias de N; para t € [0, s] sdo independentes. De fato a represen-
tacao de X, depende apenas de Y; para ¢ < N, e os termos na representacao de X, — X,
dependem apenas de Y; para valores de ¢ > N,.. Além disso E[f(X,)|Ny, ¢t < s] depende
apenas de N,, bem como E[g(Xs; — X,)|Ny,t < s| depende apenas de Ny — N,.. Segue

entao, da independéncia dos incrementos de um processo de Poisson, que
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E[f<Xr)g(Xs - Xr)] E E[f Xr)g<X - X )|Nt7t < S]]

[Blf(

[Bf (X)) [N, t < s]E[g(Xs — X)) [Ny, t < 5]
(B

[

E[f(X;)|Ni, t < s[[E[E[g(X; — X)) | Ny, t < ]
f(Xr)] [ (Xs - X?“)]

donde concluimos que X, e X, — X, sdo independentes. Argumento semelhante pode ser

E
E
E

feito para qualquer quantidade finita de incrementos.

Agora demonstraremos que (X;);>o tem incrementos estaciondrios. Sejam 0 < r <

s e f uma funcao limitada Borel mensuravel. Podemos escrever

Ny
B[f(X.— X,)] = E[E[ >, Yi|Nut <]
1=Np11
Ns—N,.
_E[E[ S ViNyt< s
i=1
Ns—r

E[>_ YiIN,,t < s]]

= E[f(Xor)],

o que implica que X; tem incrementos independentes. Observe que os argumentos utili-
zados acima foram feitos para fungdes mesurdveis quaisquer. Basta considerar f(X,) =
Xl g(X, — X,) = e!»Xs=Xr) ¢ aplicar o Teorema 1.4.1 para obtemos a independéncia.

i(u, Xs—Xr)

J& a parte dos incrementos estacionérios segue tomando f(X;—X,) =e e usando

a unicidade da func¢ao caracteristica.

Finalmente, para verificar a continuidade estocéastica observamos que X; sé salta

quando V; salta. Pela Proposicao 2.1.2 | para t > 0,
P[N; — Ny =1

quando s — t, com s < t. Consequentemente, para t > 0
PX, — X =1.

Como convergéncia quase certa implica em convergéncia em probabilidade, obtemos a

continuidade estocéastica.

Assim concluimos que X; é um processo de Lévy, o que encerra a demonstracao

do Teorema. O]

Assim como no caso de um processo de Poisson, podemos calcular de maneira

direta a funcao caracteristica de um processo de Poisson composto:
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Proposicao 3.2.2. Seja (X;) um processo de Poisson composto em R?. Sua fungio ca-

racteristica tem a sequinte representagdo

Elexp(iu, X;)] = exp [t)\ /Rd(e<i“’x> — 1) f(dx) (3.9)

onde A\ ¢ a intensidade dos saltos e f a distribuicdo dos saltos.

Demonstracao. Condicionando a esperanca a N; e chamando a funcao caracteristica de f

por f obtemos:

Elexp(iu, X3)] = E[E[exp(iu, X;)]|N¢

]

em particular, para processos de Poisson compostos em R a funcao caracteristica assume

a seguinte forma:

Elexp{iuX;}] = exp {t)‘ /Jroo

Denotando por v a medida definida como

(e —1)f(dx)|, VYu€R.

[e.9]

v(A) = Mf(A) (3.10)
podemos entao reescrever a equacao 3.9 da seguinte maneira:

Elexp{iuX,}] = exp [t / e _dn)|,  VueRr

A medida v serd chamada Medida de Lévy do processo (X;)i>o-

A seguir demonstramos um Lema que futuramente nos sera extremamente 1til na
demonstracao do resultado principal deste texto, o Teorema de Decomposicao de Lévy-Ito.
Este resultado nos diz, grosso modo, que se dois processos de Lévy possuem incrementos
independentes e saltam em momentos distintos quase certamente entao eles sao indepen-

dentes.

Lema 3.2.1. Sejam X e Y processos cadlag continuos em probabilidade em R? com
Xo =Yy =0 tais que (X,Y) tem incrementos independentes. Se AX - AY =0 q.c. (isto

¢, 0s processos nunca saltam juntos), entéo X e Y sao independentes.
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Demonstracao. Definindo a medida J em termos dos saltos do processo Y. Como podemos
assumir que os saltos de Y sao limitados (por uma composi¢ao de Y com o arcotangente).
Como Jy é uma medida aleatoria de Poisson, entdo Y possui variagdo integravel em cada

intervalo finito.

Vamos mostrar que para quaisquer 0 < t; < ty < ... < t,, tem-se que (X;,, Xy,, ..., Xy,
e (Y4, Ys,, .., s, ) sdo independentes, e para isto é suficiente mostrar que Y; —Y; e X; — X
sao independentes para quaisquer 0 < s < t. Sem perca de generalidade vamos assumir
S=0et=1;

Fixamos u,v € R% e introduzimos os seguintes processos

i{u, X¢) i(u,Yz)
M=—< _  N=_ (3.11)

E[ei(Xa] E|[ei{u0]
que sdo martingais locais (veja (PROTTER, 2004) Capitulo 1 Teorema 39).

Como Y tem saltos limitados, /NV; também tera saltos limitados e, portanto, tera
variacao integravel em cada intervalo finito. Assim para cada n € N, usamos a propriedade

de Martingal e obtemos

E[MN, —1] =E[X7_ (M — Mg—1)/n)(Nim — Ne—1y/m))]
—> E[ZSSI AMSANS] = O

Segue que
E[MlNl] == 1
e assim obtemos
E[ei<u,X1)+i<v,Y1)] — E[ei<u,X1>]E[ei(v,Yl>]
donde concluimos que X e Y sdo processos independentes, pelo Teorema 1.4.1. ]

3.3 Medidas de Saltos Para Processos de Poisson Compostos

Usaremos agora a notagao e os resultados obtidos previamente para estudarmos o
comportamento dos salto de um processo de Poisson composto. A cada processo de Poisson
composto (X;)i>o em R? iremos associar uma medida aleatéria, mas precisamente dados

um conjunto mensuravel B C [0, 00) x R? definimos

Jx(B) = #{(t, AX,) € B | AX; # 0} (3.12)

onde AXt = Xt — Xt,.
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Assim, para cada conjunto mensurdvel A C RY, Jx([t1,ts], A) conta o nimero de
saltos dos processo X; entre os instantes t; e t, cujo o tamanho do salto pertence ao
conjunto A. A medida Jx assim definida é uma medida aleatéria. A seguir demonstramos

que Jx é uma medida aleatéria de Poisson.

Proposigao 3.3.1. Seja (X)i>0 um processo de Poisson Composto com intensidade X e

distribuicao de saltos f. Sua medida de saltos Jx ¢ uma medida aleatoria de Poisson em
[0,00) x R? com medida de intensidade pu(dz x dt) = v(dx)dt = \f(dx)dt.

Demonstracao. Precisamos verificar que a medida dos saltos Jx satisfaz as condigoes
da Definicao 2.4.1. Observamos que por sua definicio Jx é uma medida que assume
valores inteiros nao negativos. Iniciamos verificando que dado um conjunto mensuravel
B C [0,00) x R? temos que Jx(B) é uma varidvel aleatéria de Poisson. Para tal basta
fazermos a verificacio para os conjuntos da forma B = [t;,t] x A onde A € B(R?).
Seja IN; o processo de Poisson com parametro A que conta os saltos do processo X;. Ao
condicionarmos Jx([t1,t2] X A) as trajetérias de N; obtemos que Jx([t1,t2] X A) é uma
soma de N, — Ny, variaveis aleatorias de Bernoulli que assumem valor 1 com probabilidade

f(A). Portanto,

E[eiqu([h,tg]xA)] — E[E[eiqu([tl,tQ]XA) | V]
= E[("f(A) +1- )
= exp{A(t2 — 1) f(A)(e™ — 1)}

]

pois N, — N;, tem distribui¢do de Poisson com pardmetro A(ty —t1). Segue, da unicidade
da fungao caracteristica, que Jx([t1,ts] x A) é uma varidvel aleatéria de Poisson com
pardmetro f(A)A(ta — t1).

Agora iremos verificar que dados dois borelianos disjuntos em R? temos que Jx ([t1, t2] %
A) e Jx([t1,t2] X B) sdo varidveis aleatdrias independentes. De fato, basta observar que
iudx ([t1,ta] x A) +ivJx([t1,t2] X B) é uma soma de varidveis aleatérias i.i.d. assumindo

os seguintes valores:

e ju com probabilidade f(A)
e v com probabilidade f(B)

e 0 com probabilidade 1 — f(A) — f(B)
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Procedendo como no item anterior obtemos:

E[eiuJX([tl,tQ}xA)+ivJX([t1,t2}xB)] _ E[{(ei“ — 1) f(A) + (eiv —1)f(B) + 1}Ntz—Nt1]
= exp{A(ta — t)((e™ = 1) f(A) + (" — 1) f(B))}
]

E[equX [tl,tQ]XA E[ lUJx(tl,tQ]XB}

Além disso, se [t1,ts] e [s1, s3] sdo intervalos disjuntos. Como X; possuem incrementos
independentes, segue que J,([t t2] X A) e Jx([s2, $1] X B). Observamos ainda que o mesmo
método pode ser repetido para um ntimero qualquer, finito, de subconjuntos disjuntos de

[0,00) x R4, visto que Jx é o-aditiva. O que conclui a demonstracio da proposicio.

Este resultado nos leva a rever a definicao de medida de Lévy dada em 3.3.1. Po-
demos perceber através dele que a medida de Lévy de um processo de Poisson composto
¢ homogénea com respeito ao tempo, assim a medida de Lévy de um processo de Pois-
son composto pode ser vista como a taxa de saltos do processo por unidade de tempo

decorrida. Seguindo esta direcao definimos a medida de Lévy de um processo de Lévy:

Definigao 3.3.1 (Medida de Lévy). Seja (X;)i>0 um processo de Lévy em R:. A medida
v definida por

V(A) = E[#{t € [0,1; AX, £ 0,AX, € A}] (3.13)

A € B(RY), é chamada Medida de Lévy do processo X;.

Assim como fizemos anteriormente para os processos de Poisson, podemos escrever

um processo de Poisson composto em termos de sua medida de saltos:

Xi= ) AXs= / xJx(ds X dx), (3.14)

s€(0.] [0,t] xR

onde Jx é uma medida aleatdria de Poisson com intensidade v(dz)dt. Observamos ainda
que o fato de um processo de Poisson composto ter, quase certamente, um numero finito

de saltos no intervalo [0,¢], a integral acima é uma soma finita e, portanto, estd bem

definida.

Um outro resultado sobre medidas aleatérias de Poisson, que utilizaremos para
demonstracao do Teorema de Decomposicao de Lévy-Ito, discorre sobre a esperanca e a

variancia de um processo definido a partir de uma medida aleatéria de Poisson.
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Proposicao 3.3.2. Sejam (Q, F,u) um espago de medida com pu(2) < oo e M uma
medida aleatoria de Poisson com medida de Lévy p. Dada uma fungdo mensurdvel f :

Q0 — R, definimos

X@w) = | f@)M(d,w) (3.15)

Entao o sequinte é verdadeiro:

1. X éuma varidvel aleatoria em R com distribuicao de Poisson composto satisfazendo

Bt = B[ (500 1yu(an)] = expl [ (6~ )(uf ()] (316)
Q Ra
2. Se f é quadrado integrdvel entio E[|X|*] < oo e

BX] = | f()u(dv) (3.17)

B(|X - BIX|Y = [ 1£(0)Pu(v) (3.18)

3. Suponhamos que By, Bs, ..., By, sejam subconjuntos disjuntos de B(R?)

e definamos

Xi(w) = [ F@)M () (3.19)

Entdo X1, X5, ..., X sdo independentes.

Demonstragio. 1- Por hipétese p(€2) < oo, segue que M assume valores finitos quase
certamente. Portanto a medida X (di,w) tem suporte em um ntimero finito de pontos
e X(w) também é quase certamente finita. Para cada p € Z% e n € N consideremos as
caixas C) = {z = (v1,...,22)[27"(p; — 1) < x; < 27"p;}. Para cada n € N a familia
{CI’} . p € Z4} formam uma cobertura para o espaco RY. Escolhemos um ponto x, € C}
e definimos a seguinte sequéncia de funcoes f,, :  — R? definidas por f,(v) = T, se
Y € f7H(C}). Desta forma :

sup | £(4) — f(¥)| < 27"Vd
YeEN
o que implica que quase certamente
X, (w) — X (w)] < 27"VdM (9, w)

e, portanto, | X,(w) — X(w)| — 0 quando n — oo. Isto implica que X é mensuravel, isto

é, X é uma variavel aleatéria em R
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Por outro lado, como
Xo(w) = > ahM(f7H(C)),w)
pEZd

e X(f~H(C'),w) possuem distribui¢do de Poisson com pardmetro u(f~"(C;')) obtemos

E[ei(z,Xn>] — HE ZZGC"X(f (@ )>]

pEZd

= [I Bl = Du(f ()]

= exp[ | (") — 1)pu(ay)]

como |E[e!**]| < 1 e u() < co podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Domi-

nada, veja o Teorema 7.2 e o Corolario 7.3 em (BARTLE, 1996), temos entao que

B[] = exp| [ (/) — Du(dy)],

segue da unicidade da funcao caracteristica que Y é um Poisson composto.

2- Como p(2) < oo podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada para

obter as seguintes igualdades

o L tany = [ g

10z;

2
(é) /Q {en@) —Dpu(dy) = /Q F) IO ().
J

Derivando E[ei<Z’X>] com respeito a z; e substituindo z = 0, obtemos as igualdades do

item 2.

3- Usando a sequéncia f, (1) introduzida acima, temos

W) = [ fu)M(di.w) = T agM(Ben C)w)
pEZd
para k = 1,2, ..., m. Temos entdo que M (B,NC},w),com1 <k <mep € 74 sao variaveis
independentes. Portanto X,, 1, ..., X,,,», s@o independentes e, portanto, X, x(w) — Xj(w)
quando n — oo. Segue que X1, ..., X, sdo independentes. Concluindo a demonstracao da

proposicao. O]

3.4 A Decomposicao de Lévy-Ito

Nosso objetivo nesta se¢ao serd caracterizar os processos de Lévy em termos do
processo de Poisson composto e do movimento Browniano e obter a partir desta carac-

terizagdo uma férmula para o expoente caracteristico de um processo Lévy. Para tal,
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apresentamos o resultado a ser demonstrado, o Teorema de Lévy-Ito, em seguida apresen-
tamos alguns lemas necessarios a demonstracao, como a Desigualdade de Kolmogorov. Por

fim apresentamos a demonstracao do Teorema e uma de suas consequéncias, o Teorema
de Lévy-Khitchine.

Teorema 3.4.1 (Lévy-1td). Sejam (X;)i>o um processo de Lévy em R e v sua medida

de Lévy associada. Entao

1. Jx(ds x dx) é uma medida aleatéria de Poisson em [0, 4+00) x R com intensidade
v(dz)ds.

2. v é uma medida de Radon em R%\ {0} e satisfaz

/|CE>1 V<dm) = /|x|<l |$|2y(dx) < o0 (3'20)

3. Erxistem um vetor v € R? e um movimento browniano B, em RY com matriz de

covariancia A, tais que
Xy =9t + B+ X| +li¢rg)~(§ (3.21)

onde

X! :/ rJx(ds x dx) e
j2|>1,5€[0,¢]

Xt = / z(Jx(ds x dx) — v(dz)ds).
e<|z|<1,s€][0,t]

Além disso a convergéncia do ultimo termo € q.c. e uniforme para t € [0,T].

Antes de apresentarmos a demonstracao deste Teorema faremos algumas observa-
¢oes. Comecamos definindo uma medida de saltos para o processo X; de forma semelhante

ao feito na equacgao 3.12:
Jx(B) = #{(t,AX;) € B| AX; # 0}
onde AX; = X; — X;_. Contudo a medida de Lévy do processo definida como sendo
v(A) =E[#{t€[0,1] | AX; # 0,AX, € A}]

possui uma singularidade em 0, isto é, se fixarmos € > 0 sabemos, uma vez que as tra-
jetorias de um processo de Lévy sdo cadlag q.c., que #{(t,AX}) | |AX;| > €} < 400,
enquanto que nao podemos garantir o mesmo para os saltos menores que €. Neste sentido,

veremos que as duas condi¢oes no segundo item do Teorema, Equagao 2, sao necessarias
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para tratar deste problema. Necessitamos ainda demonstrar a convergéncia q.c. e uniforme

do termo:

Xe = / #(Jx(ds x dz) — v(dz)ds).
e<|z|<1,s€[0,]

Para justificar tal convergéncia do tiltimo termo e as desigualdades do item 2 apre-
sentamos alguns resultados preliminares. Dentre os quais destacamos a desigualdade de
Kolmogorov. Demonstraremos também um Lema que nos permitira concluir que lim, Xf

é uma funcao cadlag. Lembramos aqui que D denota os conjunto das fungoes cadlag e
1Sl = SUDselo,1) 1S (s)]]-

Lema 3.4.1. Fizado t > 0, sejam {Y;(s) : s € [0,t]}; j = 1,2, ... processos independentes
e So(s) =0 e Su(s) = X7 Yj(s). Suponhamos que a trajetoria Yj(s) € D q.c. Entdo para
e>0eneN

Plmax ||Sjlle > 3] < 3 max P[[|Sjlle > €] (3.22)

Demonstracio. Sejam My = 0 e para k inteiro positivo, seja

M, = max ||.Sj]|;. (3.23)

1<j<k

Dados nimeros reais a,b > 0 e definimos o evento

Observamos que se k # k' entao A, N Ap = (). De fato, supondo Ay N Ay # D ek > K,
temos
a+b< ||Sk’||t < M1 < a—+b (325)

o que é um absurdo. Além disso, podemos escrever
(M, > a+b| = U Ag. (3.26)
k=1

Assim

WE

Pll[Salle >a] > > PlAx O[Sl > a)]

e
Il

1

v
NE

P A 0 ([|Sh = Sell: < b)]

£
Il

1

I
NE

P[Ag] P[[Sn = Skll: < b]

\Y
o T

1
[My > a+0] min P[5, — Slle < 9]

Tomando a = € e b = 2¢, obtemos
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Pll|Sulle > ] = P[My > 3] min P[[|S, = Sk[l; < 2¢]

v

P[M, > 3¢ (1 — 2 P (ISl < 4) .

Se maxi<p<n P [||Sklls < €] < 3, entéo

P[M,, > 3¢] <3 max P[S; > € (3.27)
<j<n
donde segue

Plmax S; > 3¢] <3 ax P[S; > €. (3.28)

1<j<n <j<n

Por outo lado, se maxy<p<, P [[|Sk|ls < €] > 3, entéo
31%?}( PllISkll: <e >1> P[lrg]agcnS > 3¢ (3.29)
em qualquer caso obtemos o resultado desejado no Lema. O

Com este resultado em maos, estamos preparados para demonstrar o segundo Lema

Lema 3.4.2. Considere {S,(t)} como no Lema 3.4.1 . Se

im  P[[Sh = Splle > €] =0 (3.30)

para qualquer € > 0. Entdo existe um processo estocdstico {S(s) : s € [0,t]} tal que as

trajetorias de S sdo cadlag q.c. e
dim [|S, = S[l; =0 q.c. (3.31)
Demonstracao. Como estamos nas hipdteses do Lema 3.4.1, temos que

Pl max [|S; — Syl > 3¢] < 3 nax P[HS Snllt > €.

n<j<m

Assim

Pl max ||S; - Sk||t>6e] < P{max 15 = Sulls + 1S — sk|\t>66}

n<j<m n<j<

< P[max |1S; — Sh Ht>3e].

n<j<m

Portanto

P | max ||S; — Sills >6e] < P[max 15, — Slls >3e} (3.32)

n<j<m
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para todo inteiro m > n. Segue que
P [max||S; — Sill, > 66] <P [mgx 1S, — Sull: > 3¢ . (3.33)
nxj nxj

Como o lado direito da desigualdade converge a 0 quando n — oo segue a convergéncia
desejada. Além disso, como o espago D é completo com métrica da convergéncia uniforme,

temos que o limite também pertence a D. O

Agora demonstraremos um resultado que nos ajudara a mostrar a convergéncia
do limite acima. Na verdade este resultado nos permitirda aplicar o Lema anterior para

concluirmos a convergéncia do limite em questao.

Lema 3.4.3 (Desigualdade de Kolmogorov). Seja (X,,)n>1 uma sequéncia de v.a. inde-

pendentes em R? tais que E[X,]| =0 e E[|X,|?] < co para cada n. Seja
S, =3 X, (3.34)

Entao
< 71
= 2

f_oj 11X, 2. (3.35)

n>1

P lsup |Sy| > €

Demonstracao. dado 1 > n < N, observamos que
|Sn|? = |Sul? = [Sn — Sl +2(Sy — Sp) - Sy > 2(Sy — Sy) - Sn;
e, portanto, como Sy — S, tem média 0 e é independente de o(X7, ..., X,,),
E[|Sn[*|A,] > E[|S,*|A,]  para qualquer A, € o(X1, ..., X,).
Em particular, se A1 = [|S1]| > €] e
Aui = |

entao, os A, sao disjuntos e, além disso,

max S| < € < |Snt1]

N
By = | max 15,11 > | = U 4

n=1

assim obtemos

N N
E(|Sn|*|By] = Z (1517 An] Z (150 Ax]

- -

> e* > P[A,] = €P[By].
n=1
Isto implica que
&P [sup\S | > €| = hm ¢ P[By]
n>1

< hm E[|S,)?] Z [ X %]

com isso concluimos a demonstracao. ]
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Demostrados estes resultados iniciamos a demonstracao do Teorema de Decompo-

sicao de Lévy-Ito:

Demonstracao. Iniciamos por verificar que a medida dos saltos de X; ¢ uma medida
aleatéria de Poisson. Seja A € B(R?), entdo Jx,(A) = #{0<s<t:AX, € A} é um
processo de contagem e também um processo de Lévy, entao pela Proposicao 3.2.1 ele sera
um processo de Poisson tal que Jx ([t1, t2] X A) tem distribuigao de Poisson com parametro
(t1—t2)v(A) e Jx([t1,t2] x A) é independente de Jx ([s1, s2] X A) se ty < s1. Por outro lado,
tomando A e B dois conjuntos disjuntos, temos do Lema 3.2.1 que Jx,(A) e Jx,(B) sdo
independentes, e assim podemos concluir que Jx([t1,ta] X A) e Jx([s1,s2] X A) também
sao independentes de si, sg, t1,t2. Concluindo entdao que Jx é uma medida aleatéria de

Poisson com intensidade v.

Vamos verificar agora que v é uma medida de Radon em R%\ {0}. Seja B € R4\ {0}
um conjunto mensuravel compacto. Neste caso o ntimero ¢ = inf,cg{|z|} é estritamente

positivo. Assim se AX; € B temos que AX; > ¢, segue

v(B) =E[#{t €0,1]; B> AX; # 0}]

(3.36)
< E[#{t € [0,1];[AX| = .

Suponhamos, por contradi¢ao, que o ultimo termo acima nao seja finito. Logo, existe
wo € Q tal que #{t € [0,1]; B > AX(wp): # 0} = 00, 0 que é um absurdo pois X (wp); ¢

uma funcao cadlag. Para verificarmos

observamos que

/||>1 v(dz) < oo = E[#{t € [0,1];[AX;[ > 1]

e este 1ltimo termo ¢ finito pelo mesmo argumento que usamos ao demonstrar que v é

uma medida de Radon.

Para demonstrar a segunda desigualdade de 2, definimos para cada € > 0

X = / xJx(ds x dx).
e<|z|<1,s€]0,t]

isto é, o processo que conta os saltos de tamanho maior ou igual € e menores que 1.
Tal processo, como ja vimos na Proposicao 3.3.1 é definido por uma medida aleatéria de
Poisson, e portanto ¢ um processo de Poisson composto. Assim X; e X; — X sdo, pelo

Lema 3.2.1, processos independentes. Temos entdo para €,t > 0 e u € R? que
0<C< |E[ei<“’Xt>]| < ]E[e““’XﬁH <1

onde a primeira igualdade independe de u e segue do fato de que a fungao caracteristica

de v.a. infinitamente divisiveis nunca se anula, veja (CHUNG, 2001) Teorema 7.6.1, e a
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segunda desigualdade é obtida escrevendo X; = X + (X; — Xf) e usando a independéncia
dos processos e o fato de que as fungoes caracteristicas tem norma menor ou igual que

um. Por outro lado, temos da Proposicao 3.3.2 que

= |exp (/ (efw®) — 1)1/(dx)ds> |
e<|z|<1,s€[0,¢]
= J|exp (t/ (elw) — l)y(da:)> |
e<|z|<1

Segue destas observagoes que existe C' > 0 tal que :

|E[ei(u,X§)]

0<C <exp (t /€<|xl<1(cos((u7 x)) — 1)I/(dI)> < 0.

Temos entao que

0< /ngm(l — cos({u, 2)))v(dz) < C

onde C' = —%. sando a expansao em série de Taylor e tomando o limite quando € | 0
obtemos

4C > (u, v)*v(dr).

- Jo<z|<1

Temos ainda que

[ v = [ JuPlaf cos(Ov(d)

/0 oy Il cos(O ()

v

onde # é funcao de u e z. Observamos também que é possivel obter uma cobertura
finita {V;} de S"' = {x € R"||z| < 1} de forma que para cada v € S"! tenhamos
| cos(0)]* > 3. Segue daf

/ |z|*v(dz) < oo
0<|z|<1

como queriamos demonstrar.

Sobre a decomposigao
X, =vt+ B+ X] +1if51)~(§
a convergéncia do ultimo termo é garantida pelo seguinte:
Afirmagao: Para qualquer sequéncia (€,),>1 € (0,1] com €, J 0

X = / x{Jx(ds x dx) — v(dx)ds} (3.37)
(Ovt]7€7L<‘$|§€nfl

converge (.c. para um processo estocastico cadlag, uniformemente em intervalos limitados,

quando n — oo.
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De fato, Suponhamos que ¢y = 1 e definimos para n > 1

Y, (t) = / x{Jx(ds x dx) — v(dx)ds}
(0,t],en<|z|<en—1

50 = V(1)

7j=1
Observamos que
sg:/ #{Jx(ds x dz) — v(dz)ds). (3.38)
(0,t],en<|z|<1

para m > n. Pela Proposi¢ao 3.3.2 tem-se E[S,] =0 e

E([[Sm(t) = Su@®)I*] =t 2w (da).

em<|z|<en

Seja 19,71, T2, ... uma enumeracao de ([0,¢] N Q) U {t}, com ro =0 e r = t. Entdo

P sup |Sm(s) - Sn(3)| > €

s€[0,t]

::nnlp{nmx|smogy_s;@ﬂ|>e . (3.39)

q—00 0<5<q

Para ¢ fixado, seja 0 = 59 < 81 < ... < §, =t uma ordenagao de {rg,r1,72,...,74}. Entao

Sm(t) — Su(t) = i x{Jx(ds x dx) — v(dx)ds}. (3.40)

/(sj_l,sj],em<|zgen

Usando a Proposi¢ao 3.3.2 obtemos o lado direito da igualdade é uma soma de v.a.

independentes. Temos entdao do Lema 3.4.3, Desigualdade de Kolmogorov, que
1 1
sup Z/:{;{Jx(ds x dzr) —v(dx)ds}| < —2/ |z|?v(dr).
s€[0Y] |j=1 € Jem<|z|<en
Logo
lim P[||Sn(t) — Su(t)]| > € =0 (3.41)

m,n— 00
e, portanto, estamos em condicoes de aplicar o Lema 3.4.2, o qual nos garante a existéncia

do limite em questdao e mostra que a afirmacao é verdadeira.

Observamos ainda que o limite em questao independe da sequéncia escolhida. Uma
prova deste fato é dada em (SATO, 1999) nos Lemas 20.6 e 20.7.

Para concluir a demonstracao, observamos que
Gy = X; — X} —lim X§

é um processo de Lévy continuo. Segue do Teorema 3.1.1 que G; é um processo gaussiano

e portanto podemos escrever:
&:w+&+ﬁ+%d; (3.42)

Concluindo assim a demonstracao do Teorema. O
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Uma implicagdo importante deste resultado é que cada processo de Lévy é uma
combinagao de um movimento Browniano com drift e uma soma, possivelmente infinita,
de processos de Poisson compostos independente. Isto também significa que todos os
processos Lévy podem ser aproximados arbitrariamente por um processo de difusdo de
saltos, que é a soma do movimento Browniano drift e um processo de Poisson composto,

um ponto que é 1til tanto na teoria quanto na pratica.

Este conhecimento da estrutura das trajetérias de um processo Lévy nos permitira
obter o segundo resultado fundamental da teoria: a expressao da funcao caracteristica de

um processo Lévy em termos da sua tripleta caracteristica (A, v, ).

Para tal, basta observarmos que podemos escrever um processo de Lévy X, com

tripleta caracteristica (A, v,~), como
Xi=t+ B+ X+ lim Xt (3.43)

onde temos convergéncia q.c. e uniforme na variavel ¢ quando € — 0. Lembramos que con-
vergéncia q.c. implica em convergéncia em distribuicao, temos que também a convergéncia
das fungoes caracteristicas (veja Teorema 18.1 de (WILLIAMS, 1991)). Temos entao, uma

vez que os termos presentes na decomposicao sao independentes entre si:

= lim B[e/ B0 B[l X0 Bl X))

€l0
= lim exp {it(u,y) — 1<tu, Au)} exp {t/ (™ — 1w (dx)} exp {t/ (™ — 1 — juz)v(dr)}
€l0 2 |z|>1 e<|z|<1
1 , .
= limejo exp {it(u,v) — = (tu, Au)} +t (" — 1Dv(dx) + t/ (™ — 1 —juz)v(de)}
2 |z|>1 e<|z|<1
= exp {it{u,7y) — 1(tu, Au)} +t (™ — Dv(dr) +t (e —1 — juz)v(dr)}.
2 |z|>1 0<|z|<1

Assim obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.4.2 (Representacao de Lévy-Khitchine). Seja (Xt)i>o um processo de Lévy
em RY com tripleta de Lévy (v, A,v). Entdo

¢Xt(u) — etw(u) = Rd,

onde

W) = i) — 2 n Au}+ [ (@ = Dlde) - [ (1~ dua)u(da). (344

|z]>1 0<|z|<1
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3.5 Conclusoes

Observamos ao longo deste trabalho a grande importancia dos processos de Poisson
e do movimento Browniano, uma vez que vimos no resultado principal estudado neste
trabalho, o Teorema de Lévy-Itd, que tais processos sao essenciais ao entendimento dos
processos Lévy. Vimos também a importancia do estudos dos processos de Poisson para
entendimento dos processos de salto e sua relagdo com os processos contagem. Além disso,
foi ainda demonstrado que os processos de Lévy sao infinitamente divisiveis e citada
sua relagao com a importante classe das distribui¢oes infinitamente divisiveis. Cabe aqui
ressaltar que no livro de (SATO, 1999), a féormula de Lévy-Kitchen é obtida para as
distribui¢oes infinitamente divisiveis sem a utilizagdo da decomposicao de Lévy-Ito, veja

Capitulo 2, Teorema 8.1.

Futuramente esperamos dar continuidade a este estudo, seguindo o roteiro apre-
sentado no livro de (TANKOV, 2003).
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