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Resumo

Um consideravel avango na aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno (MEC) em
muitas classes de problemas pertinentes a teoria de campo escalar foi introduzida por
Nardini e Brebbia, quando apresentaram a Formulacao da Dupla-Reciprocidade. Ca-
sos transientes, dinamicos e convectivos puderam ser abordados. De modo geral, outras
parcelas da equacao de governo, além do Laplaciano, sao consideradas como agoes de

dominio.

Recentemente, Loeffler e Mansur (2003) desenvolveram a técnica da Quase-Dupla RE-
ciprocidade. Tal técnica utiliza-se de uma condicao de incompressibilidade para trans-
formar parte do termo que representa as agoes de dominio em um termo que pode ser

representado por integrais ao longo do contorno.

A parcela restante é aproximada por uma combinacao linear de funcoes e, através de
operacoes matematicas, chega-se a expressoes contendo somente integrais ao longo do

contorno.

O presente texto sugere uma outra aproximacao de dominio, mais completa, visto que
as aproximacoes usuais nao geram bons resultados em alguns casos nos quais fluxos ou
forcas sejam constantes. A expectativa é que o uso de fungbes mais completas traga

melhorias significativas na aplicagao do método em todos os casos.
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Abstract

The Quase-Dual formulation is a new technique to allow the applications of Boundary
Element approach to solve efficiently mathematical models associated to physical prob-

lemas in wich it is difficult to obtains the inverse integral form.

The advective-diffusive problemas and non-homogeneous problems are some of the im-
portant problems in this last class. The current model uses a set of auxiliary independent
functions and has difficulties to simulate two dimensional problems with constant fluxes.

The reason of this defficient behavior is probably due to absence of completeness.

The present text presents a strategy to try to eliminate this problem, based on the intro-
duction of new terms in the set of auxiliary functions. The aim is to improve completeness

condition.

As a result of proposed procedures, reciprocal matrices are generated at the final dis-
creized equation system, in a similar way to Dual Reciprocity technique. Examples of
constant fluxes are simulated with the new procedures and their results are discussed

and analysed with details.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Modelagem e Aproximacao

A idéia de aproximacao ja estd presente na Matematica ha muitos e muitos anos. O
proprio Isaac Newton ao montar as bases do Calculo Diferencial, tentava encontrar ve-
locidades instantaneas através de sucessivas aproximacgoes de um quociente, que também
¢é conhecido por razao incremental, até que numa situacao limite tal quociente gera a

taxa de variacao buscada.

Em verdade toda Ciéncia visa o encontro da verdade. Dizia Henri Poincaré (1854-1912):
‘A busca da verdade deve ser o objetivo de nossa atividade; € o unico fim digno dela’[35].
O conceito de ‘verdade’ na Engenharia consiste na solucao satisfatéria de problemas

fisicos do mundo real, seja através de modelos matematicos ou experimentais.

Um problema fisico real usualmente é complexo demais para ser analisado, devendo ser
substituido por outro que é idealizado intelectualmente. KEsta substituicao pode ser o
passo mais dificil ou crucial na anélise, pois os dois sistemas devem ter comportamento
semelhante sob a acao dos diversos agentes externos. Portanto, para um mesmo sistema
fisico sao muitas as idealizagoes possiveis. O mesmo vale para qualquer outra area da
engenharia ou disciplina cientifica na qual se insira o objeto a ser analisado, como os

fenomenos da quimica, os processos econémicos, os mecanismos sociolégicos etc.
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A idealizacao fisica do problema, comumente denominada de modelo fisico, é apenas a
primeira etapa de um processo elaborado de compreensao e busca de solucao ou res-
postas. Muitas outras se seguem conforme mostra o diagrama a seguir. Na area da
Engenharia, foram e ainda sao muito comuns e importantes investigacoes nas quais se
constréi um modelo laboratorial, no qual se simulam experimentalmente os fendmenos
desejados. Testes envolvendo prototipos e pecas em escalas reduzidas tentam reproduzir

o comportamento nas condigoes operacionais de fato.

Objeto Natural

|

Modelo Fisico

/ \

Modelo Matematico Modelo Experimental
Solucao Analitica Solugoes Aproximadas
LT
Outros Métodos Discretos
Sol. Fechadas Sol. em Série Computador

Diagrama 1.1: Etapas da Modelagem Matemaéatica de um Problema Fisico

No caso da idealizacao matematica, contexto no qual se insere o presente trabalho, a
partir da especificacao do fenomeno fisico que se deseja examinar, tenta-se descreve-lo
da melhor maneira possivel através de expressoes algébricas, equacoes diferenciais ou
sentencas integrais, lancando mao de certas restricoes ou hipéteses simplificadoras cuja
finalidade é disponibilizar uma solugao possivel, de complexidade acessivel ao seu uso

pratico.

Tais simplificagoes tornam-se necessarias porque muitos problemas resultam em mode-

UFES-DEM-PPGEM
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lagens nas quais surgem equacoes diferenciais parciais, muitas delas nao-lineares, e de-
pendendo da situagao até mesmo sistemas compostos de tais equacoes. Infelizmente
mesmo diante dos avancos conquistados pela Matematica até os dias atuais, modelos

com tamanha complexidade nao possuem solucao analitica conhecida.

Por outro lado, as demandas crescentes e cada vez mais arrojadas da tecnologia contem-
poranea ligadas ao atendimento de necessidades industriais, produtivas e scio-economi-
cas, forcaram o estudo de modelos fisicos mais arrojados e, desse modo, imperativamente

os modelos matematicos nao mais puderam comportar simplificacoes excessivas.

Assim, para resolver esse dilema tornou-se necessario encontrar solugoes aproximadas
para os problemas matematicos mais elaborados. Nesse contexto apareceram os Métodos
Numéricos que tiveram grande impulso principalmente devido ao advento do computador.
Na realidade tais métodos ja existiam ha muito tempo, mas seu uso nao era generalizado,
pois havia solucoes analiticas satisfatorias na maior parte dos casos entao abordados.
Gracas a notavel invencao dos processadores eletronicos, a Matematica passou, entao, a
desempenhar um novo papel, além da tradicional necessidade de se apresentar as me-
lhores representacoes matematicas para os problemas fisicos propostos, ou seja, solucionar

o problema matematico de uma forma aproximada, mas a mais satisfatéria possivel.

E fato digno de mencao a eficiéncia demonstrada por tal estratégia. Ao longo das ultimas
décadas a quantidade de diferentes problemas de Engenharia cresceu enormemente, as-
sim como o grau de dificuldade destes, mas a qualidade das solugoes aproximadas tem
sido perfeitamente aceitavel. As respostas aproximadas mostraram-se extremamente co-
erentes com o comportamento observado nos objetos do mundo fisico, apesar das res-
tricoes e simplificagoes que distanciam as coisas do mundo real dos modelos idealizados.
Diante de tamanha eficiéncia, o préprio campo de aplicacao dos métodos numéricos se
ampliou a tal ponto que nao apenas a Engenharia, mas também a Fisica, a Biologia, a
Economia e outras diferentes areas se beneficiaram grandemente do emprego de solugoes

aproximadas por Métodos Numeéricos.

UFES-DEM-PPGEM



CAPITULO 1. INTRODUGAO 4

1.2 Composicao dos Métodos Numéricos

Na conceituagao de Mello e Souza [40], os métodos numéricos sao aqueles que permitem
obter a solucao de um problema matematico com uma precisao desejada, num niumero

finito de etapas racionais.

No entanto, apds décadas de intensas pesquisas no setor a propria esséncia desses métodos
se alterou. Se no passado estes métodos geralmente nao produziam equagoes relacionando
a dependeéncia entre as diversas variaveis envolvidas, ocupando-se basicamente de pro-
cessar os valores numéricos das variaveis nos diversos estagios do cédlculo, atualmente
os métodos numéricos mais poderosos se caracterizam por formulacoes matematicas que

culminam com relagoes especiais entre as variaveis, tipicas de cada método.

Entre os Métodos Numéricos mais gerais e conhecidos destacam-se o Método dos Elemen-
tos Finitos, Diferencas Finitas, Volumes Finitos e o Método dos Elementos de Contorno.
Todos esses atuam a partir do estabelecimento de uma ou mais equagoes, que modelam

matematicamente o problema fisico e sao denominadas equacoes de governo.

As equagoes de governo podem ser expostas principalmente de dois modos distintos:

e Através de uma formulagao diferencial;

e Sob uma formulagao integral.

Considerando que o modelo mateméatico representa um problema fisico, pode-se afirmar
que a formulacao diferencial deriva da aplicagao de principios inaugurados pela Mecanica
Newtoniana, fundamentados na existéncia de equilibrio (ou principio equivalente) local
em todas as partes do dominio ou sistema considerado. Apesar da naturalidade dos seus
conceitos, em problemas mais sofisticados é comum o aparecimento de equacoes bastante

complicadas de modo que o emprego de técnicas aproximadas ¢ imprescindivel.

A formulacgao integral surge de maneira mais comum, nao como expressao de modelagem,
mas sim como técnica de resolugao. As transformadas (Laplace, Fourier, Hankel etc.)
sao os exemplos mais destacados. Na realidade, toda solucao analitica ou semi-analitica

de equagoes diferenciais resultou de alguma integragao ou da postulagao de uma funcao

UFES-DEM-PPGEM
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que seja parte integrante da solugao. Assim, é 6bvio que o carater de obediéncia local do

modelo diferencial seja encontrado também na sua solucao.

Por outro lado, é possivel modelar um problema fisico diretamente em termos de uma
formulacao integral. Isto ocorre normalmente quando se aborda um problema a partir
de principios de conservagao de energia (ou correlatos em outras disciplinas) implicando
em expressoes escalares nas quais o equilibrio é exigido em termos globais, e nao locais.
Como exemplos tém-se os principios dos Trabalhos Virtuais, da A¢ao Minima e de Hamil-
ton [I3]. O Célculo Variacional [36] é a maior expressao do esfor¢o matemético segundo
esse enfoque. Evidentemente, na maior parte dos problemas assim postulados também
serd necessario empregar algum recurso numérico que viabilize a solucao das sentencas

integrais nos casos menos elementares.

Nao obstante as distingoes entre as formulagoes diferencial e integral, hd uma equivaléncia
entre ambas que nao sera aqui discutida. O Método dos Residuos Ponderados, que sera
exposto com mais detalhe em capitulo posterior, ¢ uma estratégia matematica bastante

poderosa e geral, capaz de unificar os dois enfoques anteriormente discutidos.

Ea partir da forma com que é expressa a equacao de governo que os principais métodos
numéricos ja se diferenciam entre si. Dai por diante cada um deles propoe procedimen-
tos e adaptacoes a formulacao da equacao de governo, seguindo certos paradigmas, que
resultam em expressoes matematicas proprias. A sofisticada elaboracao desses métodos

torna impossivel apresentar sequer um resumo deles nesse texto.

Nao obstante as distingoes, a partir de uma certa etapa tais métodos voltam a apresen-
tar basicamente os mesmos procedimentos operacionais. O primeiro deles é a estratégia
de discretizagao do dominio continuo. Resumidamente: discretizar significa substituir o
dominio de analise continuo por um numero finito de pontos representativos do mesmo,
nos quais se efetiva o controle das variaveis descritivas do problema. Apesar de arbitraria
a escolha de tais pontos obedece a determinados critérios e formalismos matematicos.
Impoe-se naturalmente a adogao de um sistema de coordenadas generalizadas para a me-

lhor descricao do problema. Entre outros aspectos destaca-se o que resulta do processo

UFES-DEM-PPGEM
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de discretizacao, a substituicao das relacoes diferenciais entre as variaveis por equacoes

algébricas, o que implica uma enorme simplificacao na formulacao do problema.

Da fase de discretizagao em diante, os procedimentos tradicionais usados com as técnicas
de aproximacao podem ser usados, dependendo do tipo de problema que estd sendo re-
solvido. Problemas estacionarios de propagacao ou de valor caracteristico tém tratamento
especifico, problemas cujas equagoes de governo sao nao-lineares requerem procedimentos
recursivos. As principais técnicas nessa fase sao conhecidas como algoritmos de solugao.

Agrupam-se em duas principais categorias os algoritmos iterativos e os incrementais.

Os algoritmos incrementais caracterizam-se pelo uso de féormulas de recorréncia que a
partir do conhecimento de valores num dado ponto, permitem se calculem valores de
interesse em pontos adjacentes. Sao muito usados em problemas transientes nos quais
havendo obediéncia a certas relacoes, se calculam valores futuros a partir de valores pre-

sentes.

Os algoritmos iterativos resolvem sucessivamente o problema a partir do arbitrio de
valores preliminares para as variaveis incognitas. Em outros termos, nos métodos itera-
tivos propoem-se solugoes parciais que atendam certas condigoes como compatibilidade
e continuidade, por exemplo, e sirvam como referéncia para a determinacao da solucao
definitiva apds algumas tentativas. Sao bastante tteis nos casos nao-lineares quando
certas propriedades do sistema dependem das proprias variaveis de estado. A estimativa

inicial também é importante para que haja uma réapida convergéncia no processo.

Independentemente do tipo de problema, mesmo que seja resolvido recursivamente ou

iterativamente, apds a etapa de discretizacao é possivel gerar um sistema linear do tipo

Az =b. (1.1)

Na expressao anterior x é um vetor que representa as quantidades fisicas desconhecidas
do problema em cada parcela do dominio fisico, enquanto A é uma matriz composta
de propriedades fisicas e geométricas. O vetor b contém a solucao do sistema numa i-

teracao ou passo incremental. Sistemas Lineares sao resolvidos computacionalmente de

UFES-DEM-PPGEM
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forma corriqueira e nao apresentam qualquer impasse na implementacao dos Métodos

Numéricos.

O bom condicionamento do sistema linear a ser resolvido dependera em grande parte do
método escolhido. No Método dos Elementos Finitos por exemplo [1§], existem procedi-
mentos apropriados com a finalidade de tornar menor a dimensao do sistema de equagoes.
Em outras palavras, obter a matriz A (em geral simétrica) de forma mais compacta, com
a menor largura de banda possivel, ja que em tal método a dimensao da mesma pode ser
suficientemente grande tornando necessaria tal procura com a finalidade de diminuir o
custo computacional. Os procedimentos do Método dos Elementos Finitos que cumprem
esse papel dizem respeito a conectividade dos elementos e a ordem das fungoes de inter-
polacao usadas. A escolha adequada das mesmas gera matrizes compactas que, em geral,

dao origem a sistemas lineares bem condicionados.

Jéa no Método dos Elementos de Contorno (MEC) o problema ¢é diferente. A discretizacao
¢ limitada ao contorno do problema, o que diminui substancialmente o tamanho das ma-
trizes. No entanto, de acordo com as formula¢oes mais comuns, geram-se matrizes cheias
e sem simetria. Ressente-se a falta de algoritmos de solugao otimizada que operem eficaz-
mente matrizes com tais caracteristicas, de forma que a solucao dessas matrizes geradas
pelo MEC tende ser mais custosa do que aquelas geradas com o MEF, a partir de uma

determinada dimensao.

1.3 O Método dos Elementos de Contorno

A escolha de um método numérico é sempre um ponto discutivel pois s@o muitas as
questoes ai envolvidas, e a pesquisa em torno deles esta longe de cessar. Embora nao seja
o mais popular, o MEC vem se firmando como uma das técnicas mais precisas e vanta-
josas. Baseando-se em diferentes principios matematicos, seja pela teoria das equagoes
integrais ou por formulacao de residuos ponderados, numerosas simulacoes ja ratificaram
o alcance do método e sua supremacia em importantes classes de problemas, especial-

mente nos casos onde o campo fisico é de natureza escalar.

UFES-DEM-PPGEM
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De acordo com Brebbia e Walker [4], os fundamentos do Método dos Elementos de Con-
torno encontram-se na Teoria das Equagoes Integrais topico este pertinente as disciplinas
da Fisica Matematica (Butkov [5], Menzel [30], Courant & Hilbert [6]) e Matematica
Superior (Sneddon [39], Kreiszig [16]). As bases matemadticas dessas disciplinas sao en-
contradas nos trabalhos dos matematicos russos e alemaes no final do século dezenove.
Primeiramente estes estudos fundamentaram uma area de conhecimento denominada
Teoria dos Potenciais, centralizada nos conceitos de campo escalar e campo vetorial. Nos
seus primérdios, essa disciplina tinha com um dos seus principais objetivos a busca de
solugoes analiticas gerais, a partir da integracao de solugoes singulares conhecidas como
Fungoes de Green. Por for¢a da formulagao integral fundamental nessa teoria, o teorema
da divergéncia era sistematicamente empregado como principal estratégia de solugao, por

estabelecer o problema em termos de integrais de contorno, mais ficeis de se resolver.

De acordo com Brebbia [1], credita-se a Fredholm a contribuigao mais significativa no
sentido de formalizar uma abordagem eficiente nos moldes descritos por volta do ano de
1900. Contudo a dificuldade em se encontrar uma funcao de Green para os casos mais
complexos, aliada aos entraves da resolugao dos problemas de valor de contorno para
geometrias mais complicadas, fez com que esse procedimento se limitasse unicamente a
abordagem de casos simples. Isso restringiu essa metodologia aos estudos analiticos da
Fisica Matematica, compondo praticamente mais uma area de conhecimentos isolada sem
grandes atrativos para a engenharia. Somente com o advento do computador tais teorias
puderam ser introduzidas num contexto de maior aplicacdo. Ainda segundo Brebbia, a
contribuicao de Jaswon e Symm em 1963 foi pioneira no sentido de apresentar as for-
mulacoes integrais de modo similar ao atualmente empregado na modelagem numérica.
Especificamente com o MEC deve-se citar os nomes de Rizzo, Cruse e Brebbia pelas con-
tribuicoes significativas prestadas ao aperfeicoamento e divulgacao do método em nivel

mundial.

O contexto da teoria das equagoes integrais abarca temas bastante comuns como os Teo-
remas de Divergéncia e de Stokes, e também topicos ja mencionados como as identidades

de Green e as funcgoes de Green. Vale destacar que tais técnicas inspiraram procedimen-
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tos bem conhecidos na engenharia civil, como o método dos coeficientes de influéncia
no calculo de estruturas reticuladas. No que tange ao MEC, naturalmente a deducao
da sua formulacao integral pode ser feita empregando-se os principios da teoria citada,
que operacionalmente resulta no emprego da técnica de integracao por partes juntamente

com a aplicacao do Teorema da Divergeéncia.

Existe entretanto uma segunda maneira de deduzir o método, utilizando-se uma sentenca
de residuos ponderados. Esta tltima forma é também metodologicamente poderosa e esta
ligada ao emprego de técnicas numéricas de solugao. Conceitualmente se fundamenta na

idéia de ortogonalizagdo entre a solu¢ao aproximada e seus residuos [1].

A primeira abordagem emprega recursos operacionais que facilitam a aplicacao das for-
mulagdes com reciprocidade e, por isso, foi aqui escolhida e posteriormente (capitulo 2)
serd apresentada em maiores detalhes. Dai também resultam as Identidades de Green
anteriormente mencionadas. Outra vantagem desta abordagem, é a facilidade com que
sao descritas as operagdes matematicas que a partir da equacao diferencial de governo,
geram o modelo composto de expressoes integrais adequadas a discretizacao exclusiva do
contorno. O modelo integral final é usualmente denominado de forma integral inversa

conforme Brebbia & Walker[4].

Conforme foi dito, diferentemente dos outros principais Métodos Numéricos, o MEC
fundamenta-se no fato da discretizacao ser efetivada apenas no contorno. Apenas com
essa peculiaridade é possivel entrever vantagens comparativas com relacao as “técnicas
de discretizagao de dominio”, sejam elas, menor entrada de dados, simplicidade nos pro-
cedimentos operacionais da abordagem matemaéatica do problema, analise de problemas
de fronteira variavel e de Mecanica da Fratura. Uma série de outros predicados, menos

evidentes, também podem ser listados:
e melhor representacao de agoes concentradas e gradientes elevados;
e adequacgao para problemas de dominio infinito e semi-infinito;

e calculo simultaneo da variavel basica e sua derivada no contorno;
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e clevada precisao de resultados particularmente em pontos situados no interior do

dominio.

O MEC também possui suas desvantagens, problemas com propriedades fisicas hete-
rogéneas, corpos de conformacao geométrica esbelta e casos em que acoes sao aplicadas
no interior do dominio (fontes, sorvedouros, cargas internas) nao sao representados com
elevada precisao, apesar de muitos progressos ja terem sido empreendidos nessas areas
nos ultimos anos. Certos casos governados por teorias como as cascas e cabos, além do
problema da esbeltez, sao complicados em sua formulacao. Além disso, pela sua esséncia,
o método pode nao ser estendido genericamente a problemas cujo operador diferencial

nao possua certas propriedades, tal como ser auto-adjunto.

Apesar das limitagoes, as vantagens sao preponderantes e o campo de aplicacao do MEC
¢é vasto e diversas areas tem sido beneficiadas com aplicagoes bem sucedidas tais como
problemas de contato entre superficies, estudos de protecao catddica, casos diversos da
Mecanica da Fratura, da Aerodinamica, da Mecanica dos Solos, da Teoria da Elasticidade

e problemas difusivos em geral.

1.4 A Dupla Reciprocidade

Assim como também ocorre com outras técnicas numéricas de grande amplitude, o MEC
possui algumas formulagoes mais apropriadas para tratar certas classes de problemas
cujas peculiaridades exigem um tratamento diferenciado. Isto esta relacionado ao com-
portamento fisico do problema examinado. Mello e Souza classifica os problema de enge-
nharia em problemas de equilibrio, de valor caracteristico ou de propagacao, comentando
que essas trés categorias de problemas necessariamente precisam ser tratadas por métodos
numéricos que respeitem suas especificidades. Classificacao algo similar pode ser encon-
trada em abordagens mais matematicas, nas quais as Equacoes Diferenciais Parciais de
Governo sao classificadas como Elipticas, Hiperpdlicas ou Parabdlicas (Stephenson [41]).
Tais tipos de equacoes possuem comportamentos fisicos e mateméaticos bem particulares,

demandando técnicas de solucao bem préprias.
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No caso de problemas que sejam dependentes do tempo (inclui-se neste rol os problemas
de propagacao dinamica ou de calor), os trabalhos iniciais com o MEC utilizaram como
recurso a Transformada de Laplace. Numa etapa posterior, empregaram-se solugoes fun-
damentais dependentes do tempo (Wrobel [43], Mansur [27]). Esse dltimo procedimento
embora possua elevada precisao, implica em desenvolvimento matematico bastante elabo-

rado, demandando em certas aplicagoes consideravel esfor¢co computacional.

Também na classe de problemas que consiste na presenca de cargas ou fluxos aplicados
no interior do corpo ou sistema, o procedimento pioneiramente utilizado com o MEC
consistia na discretizagao do dominio matematico em células, exigindo integracoes que

fugiam a filosofia do método, pois nao eram limitadas ao contorno.

Para os problemas de valor caracteristico, até o ano de 1981 nao havia um procedimento
adequado e competitivo disponivel com o MEC. As freqiiéncias naturais de um sistema
mecanico eram obtidos dentro de uma formulacao estabelecida com vistas a obtencao de

respostas dindmicas em problemas com vibragoes for¢adas[9).

Todas essas categorias de problemas puderam ser resolvidas de modo mais simples ape-
sar da precisao mais reduzida, com o emprego da formulacao com Dupla Reciprocidade,
apresentada por Nardini e Brebbia em 1982, abordando precisamente o célculo de auto-

valores e autovetores.

Motivados pela propriedade da formulacao e pelos bons resultados obtidos, em seguida
foi feita uma aplicacao para obtencao da resposta em problema de elastodinamica tran-

siente publicada em 1983 [2].

Em 1986, Valcharova [42] e Wrobel et al [44] publicaram artigos com aplicagbes bem

sucedidas a problemas de transmissao de calor nao-estacionarios.

Em 1987, Loeffler e Mansur [20] publicaram um trabalho no qual a Dupla Reciproci-
dade é examinada em suas aplicagoes na dinamica escalar, enfatizando a importancia
do esquema de integracao numeérica na precisao dos resultados. No mesmo ano esses

autores apresentaram um trabalho no qual a Dupla Reciprocidade é aplicada com éxito
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na eliminacgao de integragoes de dominio no caso de agoes internas de qualquer natureza,

apresentando duas técnicas com essa finalidade [20].

Ainda em 1987, também Loeffler e Mansur [21], calcados nos bons resultados da Du-
pla Rciprocidade para dominios fechados, apresentaram uma extensao da técnica para
analise de problemas transientes em meios infinitos, com desempenho apenas razoavel.
Uma melhor resenha das publicacoes e também apresentacao de testes em casos de pla-
cas, dominios delgados e casos de propagacao de onda com cargas impulsivas podem ser

colhida na tese de doutorado de Loeffler, defendida 1988 [19].

Em 1991, Partridge, Brebbia e Wrobel [34] publicaram um livro sobre a formulagao com
Dupla Reciprocidade, obra que contém nao apenas um resumo do esforco de pesquisa
realizado até entao, mas mostra muitas outras aplicacoes da técnica, entre as quais se

destaca a possibilidade de abordagem de problemas advectivos.

Esta categoria de problemas é de grande importancia na engenharia. Os casos mais
comuns consistem na transferéncia de calor junto a camada limite em escoamentos lami-
nares, tipico em aletas e aerofélios, e o transporte de fluidos incompressiveis com baixa
viscosidade em tubulagoes. No entanto, existem outras situagoes de grande importancia,
como dispersao poluentes ou misturas de meios aquosos, a extragao de fluidos em meios

porosos e processos de solidificagao de produtos metalirgicos.

Sao muito freqiientes na engenharia industrial os problemas que envolvem transporte
de massa ou energia através de difusao associada a advecgao forgada em escoamentos,
misturas ou deslocamento de particulas. Porém, existem situagoes menos tradicionais
mas nao menos importantes, como a dispersao superficial de poluentes ou misturas em
meio aquosos homogéneos, a absorcao de liquidos em regiao nao saturada ou extracao
do mesmo em meio poroso, este ultimo problema atualmente de grande interesse na
industria de extracao de petrdleo. E ainda situagoes bem mais complexas e arrojadas,
como o processo de solidificacao de produtos sidertrgicos por lingotamento continuo, os
quais envolvem mudanca de fase. Esse mesmo fenomeno ocorre em processos de secagem

de grao e resfriamento de chocolate e produtos alimenticios processados industrialmente.
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A formulacao proposta por Partridge et al usa uma solucao fundamental difusiva e pro-
move aproximacao do campo advectivo através de uma combinacao linear de funcoes
de interpolacao, tal como o procedimento tradicional da Dupla Reciprocidade faz com
os casos transientes e de cargas dominio. No entanto, trata as derivadas espaciais rela-
cionadas a adveccao através de uma nova interpolacao. Embora supere as limitacoes
das formulagoes classicas precedentes, que somente resolvem sem artificios problemas
nos quais o campo de velocidade é constante, o uso conjunto de duas interpolagoes pro-
movem resultados de limitada precisao. Em termos praticos, a formulacao é aplicavel

quando o nimero de Peclet é baixo.

1.5 A Quase-Dupla Reciprocidade

Visando a superacgao das dificuldades observadas na formulacao precedente, LoefHer e
Mansur [24] aprimoraram a técnica de aproximagao contida na Dupla Reciprocidade e
aplicaram-na a equacao da Difusao-Adveccao, obtendo resultados bem melhores do que
os resultados apresentados pela Formulagao da Dupla Reciprocidade. Usando seqiiéncias
de funcgoes radiais especiais e evitando o emprego reiterado de interpolagoes no trata-
mento das derivadas espaciais, foi possivel a simulacao de casos unidimensionais onde a
velocidade de transporte atinge valores correspondentes a um nimero de Peclet da ordem
de 80 [29]. A nova tética, denominada de Quase-Dupla Reciprocidade é direcionada para
aplicagoes nas quais a equagcao de governo contenha termos em que haja derivadas espa-
ciais de primeira ordem, como ocorre nos problemas advectivos e também em problemas

nao homogéneos [26].

Os resultados animadores da Quase Dupla Reciprocidade motivaram a continuidade das
pesquisas nessa linha de formulacoes alternativas, empregando a mesma idéia basica da
Dupla Reciprocidade, embora com adaptagoes. E o caso da formulagao harmonica, desen-
volvida por Dan em sua dissertacao de mestrado [7], e a formulagdo Quase-Dual Hibrida

(Loeffler e Dan [§]).

A criacao da formulagao Quase-Dual foi motivada pela necessidade de melhorar o desem-
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penho do MEC nesta classe de problemas, empregando uma técnica simples e flexivel.
Baseando-se também na idéia da Dupla Reciprocidade, usa fungoes auxiliares de inter-
polagao, mas com um tratamento especial dos termos advectivos, para ampliar a precisao
dos resultados para nimeros de Peclet medianos. A restricao atual é que o escoamento
seja potencial, o que implica num problema incompressivel e irrotacional. O campo de
velocidades pode entao ser variavel, mas esta variacao deve ser compativel com o carater

potencial do campo.

1.6 Objetivo deste Trabalho

Uma série de problemas-teste ja foi resolvida com éxito nas classes de problemas de
convecgao forcada e meios heterogéneos, todos comparando os resultados numéricos obti-
dos pela formulagao Quase-Dual com solugoes analiticas disponiveis. Foram conduzidos
testes de convergéncia dos resultados em funcao do refinamento da malha e também
foram realizadas experiéncias numéricas alterando-se as propriedades fisicas do modelo.
Na grande maioria dessas simulacoes, foram atestadas a consisténcia do modelo, a exis-
téncia de vantagens operacionais com relacao a outras formulacoes e sua aplicabilidade

em problemas praticos, nos quais se deseja operacionalidade e precisao de engenharia.

No entanto, em alguns casos especificos bidimensionais, a precisao do modelo proposto foi
relativamente deficiente. Embora apenas de modo informal e nada conclusivo, suspeitou-
se que, fisicamente, em tais problemas a distribuicao do campo de fluxos ou forgas no
dominio é preponderantemente constante. Em termos matematicos, isto poderia signi-
ficar que a estrutura da seqiiéncia de fungoes radiais especiais empregadas no modelo
atualmente proposto teria dificuldade de representar esse comportamento das variaveis
do problema, tal como historicamente aconteceu nos casos de problemas estruturais em
que ha movimentos de corpo rigido. Em outras palavras, o baixo desempenho da for-
mulagao nestes problemas seria provavelmente originado de uma deficiéncia nas suas

caracteristicas de completidade.

O problema numérico observado € curioso e possui algumas outras peculiaridades. Primei-
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ramente, inexiste na simulacao de problemas unidimensionais de qualquer espécie, nao
obstante o tipo de condicao de contorno e a geometria irregular do dominio. Isto sugeriu
a postulacao de algumas hipdteses explicativas para tal dificuldade numérica. Por exem-
plo, poderia estar ligada ao fato de a representacao matemaética de certos problemas nao
admitir a existéncia de uma fungdo primitiva que gere o campo de temperaturas (nos
casos convectivos) ou o campo de propriedades constitutivas (no caso de problemas nao-
homogéneos). Outra possibilidade, ndo completamente independente da primeira, seria
o fato de que tais casos de dificil simulacao sejam aqueles nos quais o balanco de fluxo ou
equilibrio de forcas, conforme o caso, exija interacao em ambas as direcoes. Logicamente,
nos casos unidimensionais isto ¢ automaticamente evitado. Haveria entao auséncia de
completidade na seqiiéncia de fungoes nestes casos em que se demandaria interagao em

duas dimensoes de fluxo ou forcas.

O objetivo primordial desta dissertacao ¢ desenvolver estudos nos quais se aprimore o
procedimento de interpolacao empregado na formulagao Quase-Dual, especialmente com
o proposito de melhor atender aos quesitos de completidade necessarios a seqiiéncia de
fungoes empregada, pois que as aproximagoes anteriormente empregadas nao geraram re-
sultados satisfatorios em alguns casos especificos bidimensionais, nos quais se apresentam

fluxos e forcas constantes em partes do dominio.
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Capitulo 2

Fundamentos do Método dos

Elementos de Contorno

2.1 Modelos Diferenciais e Integrais

Uma estratégia que tem se mostrado bastante eficiente na tentativa de resolver problemas
fisicos de forma aproximada é o estabelecimento de uma formulacao integral que os
equacione matematicamente. Tais representagoes estao no cerne da maioria dos Métodos

Numéricos mais conhecidos atualmente.

De fato, o modelo matematico representativo de um problema fisico pode ser exposto

através de uma formulagao diferencial ou de uma formulagao integral.

A formulagao diferencial deriva da aplicacao de principios inaugurados pela Mecanica
Newtoniana, fundamentados na exigéncia de equilibrio local (ou principio equivalente)
expressado esquematicamente em termos de um elemento infinitesimal, representativo
do sistema ou volume de controle analisado. O equacionamento postulado localmente é
valido para todo o dominio. Apesar da naturalidade dos seus conceitos, em problemas

mais sofisticados é comum o aparecimento de equagoes muito complicadas.

A formulagao integral surge, de modo mais comum, nao como expressao de modelagem,

mas sim como técnica de resolugao. As transformadas (Laplace, Hankel, Fourier etc)
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sao os exemplos mais destacados. Na realidade, muitas taticas de solucao analiticas ou
semi-analiticas de equacoes diferenciais consistem de alguma integracao. Assim sendo, é
obvio que o carater de obediéncia local do modelo diferencial é encontrado também na

sua solucao.

Por outro lado, é possivel modelar um problema fisico diretamente em termos de uma
formulacao integral. Isto ocorre normalmente quando se aborda um problema a partir de
principios de conservacao de energia (ou correlatos), implicando em expressoes escalares
nas quais o equilibrio é exigido em termos globais, e nao locais. O Calculo Variacional é

a maior expressao do esforco matematico segundo esse enfoque.

A postulacao da forma integral na modelagem matematica permite realizar operagoes nas
quais resultam expressoes de menor complexidade, principalmente pelo fato da ordem das
derivadas contidas no equacionamento integral ser menor. Isso é possivel porque quase
toda modelagem integral emprega, de algum modo, uma fun¢ao auxiliar nos seus nticleos.
Essa maior simplicidade matematica também facilita o uso de técnicas de aproximacao.
Nao é possivel um aprofundamento maior desse tema nessa dissertacao, mas mesmo os
modelos diferenciais, caso sejam resolvidos aproximadamente por estratégias discretas,

sao postas preferentemente na forma

| ) = pean =o. 2.1)

Nesta tltima equagao, u é a varidvel bésica ou primal, €2 é o dominio do sistema, L(u)
representa o operador diferencial representativo do problema fisico, p é uma funcao conhe-
cida e w é uma funcao auxiliar. Essa funcao auxiliar pode ser entendida de modo distinto,
dependendo da técnica mateméatica empregada ou do principio fisico que gerou a mode-
lagem. Segundo os principios variacionais, w é uma variagao admissivel da varidvel basica,
que deve resultar nula em condicoes de estacionariedade. Ja de acordo com o Método dos
Residuos Ponderados, w é uma funcao que projeta para fora os “residuos”num espaco de
fungoes construido para representar a solucao aproximada. E curioso perceber que todas
as técnicas de transformacao usam uma estrutura matematica similar. Por exemplo, a

Transformada de Laplace consiste em
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l(u) = /000 u e *dt. (2.2)

Na transformada de Fourier tem-se

S(u) = /_00 u e dt. (2.3)

[e.9]

st

Nas equagoes anteriores percebe-se que a funcao auxiliar corresponde a e™* na Trans-

—ist na Transformada de Fourier. Naturalmente, o processo de

formada de Laplace e a ¢
solucao no caso das transformadas segue um caminho bem especifico, diferente daquele
tomado pelos métodos numéricos mais importantes. Enquanto as transformadas geram
equacoes algébricas no espaco de transformagao, que apés resolvidas devem ser reescritas
em termos das variaveis originais, os métodos numeéricos intentam realizar operacgoes que

viabilizem o uso de fungoes de aproximacao que possam ser integradas e certos coeficientes

determinados apés a discretizagao, conforme sera visto mais a frente.

2.2 Equacoes Integrais

De acordo com Hildebrand [12], uma equagao integral consiste de uma equacao na qual
uma funcao a ser determinada aparece representada sob integracao. Considerando as
equacoes lineares, embora possa haver outros tipos mais gerais, sao duas as principais
categorias em que as equacoes integrais podem ser dividas, as equacoes de Fredholm e

Volterra.

Tomando por simplicidade apenas a Equacao de Fredholm, cuja expressao unidimensional

¢é dada por

b
a(x)u(x) = F(z) + A / w(E)eo(; €)d, (2.4)

tem-se «, F e w como fungdes dadas e A, a e b como constantes. A fungao u(z) é a variavel
bésica, a ser determinada. A funcao w depende da varidvel independente x bem como da

funcao auxiliar £ e é chamada ntcleo da integral. Com vistas a futuros desenvolvimentos,
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a equagao anterior pode ser reescrita de modo mais conveniente, alterando-se o papel das

variaveis, na forma

a(€u() = P + A [ ulahulgia)da. 25)

A equagdo integral (2.5) pode ser generalizada e escrita em termos de duas ou mais

variaveis independentes

(&, n)u(€,n) —F(é“,n)+A/Au(x,y)w(ﬁ,n;x7y)dxdy- (2.6)

Alterando o papel das variaveis na ultima equagao, direcionado a objetivos vindouros,

tem-se que
a(©u€) = O+ [ [ u(X)(& X)aA() (27)
onde X=X(x,y) e £ =&(&,n).

Desde que certas condigoes de continuidade sejam obedecidas [12], se pode associar
equacoes integrais com equacoes diferenciais. E possivel, entao, deduzir uma equacao
integral a partir de uma determinada equacgao diferencial. Na obra citada existem alguns

exemplos unidimensionais nos quais se faz tal associacgao.

As funcoes de Green sao nicleos de equagoes integrais que possuem propriedades es-
peciais, entre as quais inserem-se a obediéncia as condigoes de contorno, simetria, con-
tinuidade e o tipo de decaimento ao longo do intervalo de integracao. O uso de tais
funcoes no nicleo das equacgoes integrais simplifica sua expressao matematica. No caso
de equacoes diferenciais sujeitas a condicoes de contorno essenciais homogéneas, repre-

sentadas por
Lu(z)) = p(a). (2.9

A equagio integral correspondente 6
o) = [ aemere (2.9

As equacgoes integrais lineares aparecem muito freqiientemente em problema fisicos como

resultado da possibilidade de superposicao de efeitos devido a causas diversas. As fungoes
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de Green G(x; €) nestes casos representam o efeito em z devido a uma causa concentrada
unitaria agindo em £. Sao entao freqiientemente conhecidas como funcoes de influéncia do
problema, muito tradicionais e 1teis em certas disciplinas da engenharia, como o Célculo
de Estruturas, seja na analise estatica quanto na dinamica, conforme mostram Hurty e

Rubinstein [13] e também Butkov [5].

2.3 Formulacao Integral Inversa

Conhecida a equacao diferencial de um problema, desde que os operadores nela envolvidos
possuam certas propriedades, em especial a propriedade de adjuncao, é possivel encontrar
uma forma integral associada, na qual a aplicacao de um método numérico com vistas a

obtencao de uma solucao aproximada seja mais acessivel.

Particularmente a aplicacao do Método dos Elementos de Contorno se viabiliza de modo
bastante simples e eficaz quando se obtém uma equacao integral chamada de “Forma
Integral Inversa”. Com o intuito de demonstra-la, considere a equacao diferencial apre-

sentada anteriormente na equagao ([2.8]) reapresentada a seguir por conveniéncia
L(u(z)) — p(x) = 0. (2.10)

Considere €2 como sendo a regiao do espago matematico que representa o dominio fisico
de um problema de engenharia. Embora o procedimento que sera doravante apresentado
seja mais abrangente, por conveniéncia admite-se que o dominio fisico consista de um
meio continuo, homogéneo e bidimensional, de modo que df) representa a superficie in-
finitesimal de um corpo em que as varidveis bidimensionais expressas por X=X(z1,22)

descrevem sua posicao com relagao a um sistema de coordenadas cartesianas.

A equagao (2.10), em termos fisicos, é denominada de Equagdo de Governo, e é usual-
mente construida considerando o equilibrio e a compatibilidade de uma funcao escalar u,
que genericamente pode representar deslocamento, temperatura ou qualquer propriedade

fisica similar.
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Para que o problema seja matematicamente bem posto, é preciso que sejam impostas
condigbes de contorno ou iniciais. Considerando casos estacionarios e o operador L(.)
como sendo de segunda ordem, genericamente, condi¢oes de primeiro ou segundo tipo,
também conhecidas como condigoes de contorno essenciais e naturais devem ser prescritas.

Estas sao definidas por:

u(X)=u para X €T, (condigao essencial) (2.11)

w(X),in(X); =¢ para X €I, (condigao natural) (2.12)

Nas equagoes e (2.12), T'u(X) e T'y(X) representam as fronteiras do meio continuo e
n;(X) caracteriza o vetor normal unitario em um ponto qualquer destas. Nos problemas
de Mecanica dos Sélidos ¢ adquire o significado de deformacao aplicada no contorno,
enquanto nos casos de transferéncia de calor pode ser associado ao fluxo imposto de

energia difusiva.

O ponto de partida para a abordagem pelo MEC consiste do estabelecimento da equacao
diferencial de governo numa forma integral, usando a solugao fundamental u*(&; X') como
fungao auxiliar [16], resultando na seguinte expressao, onde foram omitidos os argumentos

por simplicidade

/Q (L(u(x)) — plz))u* (& X)dQ = 0. (2.13)

Tal formulagao é conhecida por ‘Forma Integral Forte’, onde u*(&; X) representa a fungao
auxiliar citada anteriormente. No contexto do MEC, u* também é conhecida por “Solucao
Fundamental”. Percebe-se que a integral anterior é calculada sobre todo o dominio §2.
Por simplicidade, tomando particularmente a Equagao de Laplace, na qual p(X)=0, tem-

se que
Ly(u).u* = / Uy u*d =0 (2.14)
Q
onde o ponto no primeiro membro da equacao refere-se ao produto interno

u.vz/u(X)'U(X)dQ, (2.15)
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L4(u) representa o Laplaciano de u(X) e u*(&; X) é tomada neste caso como a solugao

do problema
u* = —A( X). (2.16)

A equacao anterior é uma Equacao de Poisson. Em termos fisicos, significa um problema
no qual uma carga (ou fonte) concentrada unitaria é aplicada no ponto £, denominado

ponto fonte, em um dominio espacial infinito [4]. Para casos bidimensionais tem-se
u* (&, X) = —(1/2m)in r(&; X). (2.17)

A derivada normal de u*(&; X) é dada por

(2.18)

q*(f;X)z—[ ! }870(5;)().

27r(&; X) on
Na equagao anterior, r(£; X) representa a distancia euclidiana entre os pontos & e X.

Procedendo a integracao por partes e aplicagao do Teorema da Divergéncia, vem

/um» u*dQ:/u,iniu*dF—/u,iu*,i dr". (2.19)
Q r Q

A equagao (2.19)) é chamada ‘Forma Integral Fraca’ e percebe-se na mesma uma integral
de dominio, o que inviabiliza, pelo menos por hora, a correta aplicacao do Método dos
Elementos de Contorno. Porém a forma como estd posta a segunda integral do lado
direito da equacao acima, permite que sejam realizados novamente os procedimentos

usuais, sejam eles a Integracao por Partes e o Teorema da Divergéncia. Assim, chega-se

/u,iiu*dQ—/qu*dF—/uq*dFjL/uu*,iidQ. (2.20)
Q r r Q

onde g e ¢* sao respectivamente as derivadas normais de u e u*.

a equacao

Se as condicoes de contorno fossem homogéneas teria-se para o operador Laplaciano a

seguinte igualdade:
Ly(u).u* = u.Ly(u™), (2.21)

o que mostra que tal operador linear é dito auto-adjunto. Tal propriedade é essencial

para a correta implementacao do Método dos Elementos de Contorno.
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Utilizando a equacao (2.16)) e as propriedades da funcao Delta de Dirac, pode-se reescrever

a equagao (2.20) como
/U,n’ u dS) = /qu*dP—/uq*dF—c(g)u(g), (2.22)
Q r r

o que fornece

/Fqu*df — /Fuq*dF —c(&u(§) =0. (2.23)

A equagao (2.23) é conhecida como “Forma Integral Inversa”associada a equacao dife-

rencial expressa pela equacao de Laplace.

A constante ¢(&) refere-se as possibilidades do ponto fonte situar-se no interior ou fora
do dominio €2, assim como sobre contorno I', o que resulta em valores distintos em cada

circunstancia.

E muito comum com o MEC considerar-se o ponto ¢ situado sobre o contorno, para pos-
teriormente, com a discretizacao, formar um sistema de equacoes algébricas resolvivel.
Para geometrias suaves, a obtengao do valor de ¢(£) obedece a um formalismo matemético
rigoroso, que nao sera apresentado aqui, mas pode ser obtido na literatura especializada
mais cldssica [3]. Curiosamente, resulta o valor de ¢(£) = 0, 5 para contornos suaves sobre

0s quais se posiciona o ponto.

Embora nao sejam usados nas simulagoes numéricas realizadas nessa dissertagao, nos
casos em que o contorno é anguloso, outros valores sao obtidos. Para problemas bidi-

mensionais tem-se, segundo a mesma fonte citada

c(€) = = (2.24)
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A variavel a corresponde ao angulo entre duas normais adjacentes ao ponto anguloso,

conforme mostra a figura a seguir. Os casos em que o ponto & se situa dentro ou fora do

Figura 2.1: Caracterizacao geométrica de um contorno anguloso

dominio sdo mais simples de se examinar. O valor de ¢(§) é igual a 1 no caso em que o
ponto & esta localizado no interior do dominio, pois ai vale a propriedade bem conhecida

da Distribuicao Delta de Dirac

/Q FOAE X)A = f(€). (2.25)

Caso o ponto ¢ esteja interno ao dominio §2. Este caso ocorre principalmente quando se
desejam calcular valores das variaveis basicas do problema no interior do corpo. Com o
MEC, a equacao integral inversa discretizada é reutilizada, considerando o ponto fonte

no interior e as variaveis de contorno ja calculadas como dados de entrada.

Por fim, seguindo o mesmo raciocinio, o valor de ¢(&) é igual zero no caso em que o ponto £
esta fora do dominio fisico do problema. Este posicionamento externo do ponto fonte é 1til
para se gerar equagoes integrais inversas sem singularidades, por nao haver coincidéncia
entre a posicao do ponto fonte e os pontos nodais de contorno. Uma quantidade de
pontos fonte externos iguais a quantidade de pontos de contorno é entao necesséaria para

formacao de um sistema matricial resolvivel.

2.4 O Método dos Residuos Ponderados

Considere mais uma vez a Equagao Diferencial abaixo

L()—p=0 em, (2.26)
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onde L( ) é um operador diferencial e p é uma funcao conhecida de X.

Admitindo a impossibilidade do conhecimento da solucao analitica (u), o Método dos
Residuos Ponderados aproxima o espaco das solucoes da equagao por um espago vetorial

de dimensao finita com produto interno definido pela equagao (2.15)).

Nesse sentido convém considerar um subespaco V,, gerado por um conjunto de m ele-

mentos do espaco vetorial de fungoes considerado, ou seja:

Vin = 1,02, oml, (2.27)
onde as fungoes ¢; sao linearmente independentes.
Deseja-se obter uma funcao de aproximagao (ug) para v em V,,, ou sejaEL
U R uy = ap; com i=1,2,...m. (2.28)

A aplicacao da equacdo ([2.26) com a aproximagao descrita em ([2.28]) introduz um erro

ou residuo (€)
€ = L(ug) —p #0. (2.29)

A préxima etapa consiste na escolha de fung¢oes de ponderagao (V). Tais fungdes obe-
decem as mesmas condi¢oes impostas sobre as fungoes de aproximagao (¢). A seguir,

admite-se a seguinte expressao de ponderacao:
€. = / € WdQ = 0. (2.30)
Q

Tal expressao indica na verdade a ortogonalizacao de tais funcoes através das constantes

(cvi), fazendo com que o residuo (€) seja ortogonal as fungoes escolhidas (V).

E importante ressaltar que a escolha do tipo de funcao de ponderacao W/ caracteriza
diversos tipos de Método dos Residuos Ponderados existentes (Colocacao, Sub-Regides,

Galerkin, etc..).

'Em Notacao Indicial
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2.5 Relacao Formulas Integrais - Método dos
Residuos Ponderados

As formulacoes Integrais do Método dos Elementos de Contorno, contém estrutura mate-
matica equivalente a presente numa resolugao via Método dos Residuos Ponderados,
na qual ocorre ponderacao dos residuos no contorno, caso a aproximacao efetuada nao
satisfaca as condigoes de contorno naturais, essenciais ou ambas. Tal equivaléncia sera
apresentada para a Equacao de Laplace aplicada a um dominio fisico (2) limitado com

contorno I' =T'y U Ty,
com condic¢oes de contorno,

u=1ueml}y (2.32)

qg=¢qem .

Seguem-se os procedimentos usuais do Método dos Elementos de Contorno utilizando as
Formulacoes Integrais. Primeiramente multiplicando a equacgao anterior por uma solucao

fundamental (w) e integrando-a num dominio €2, tem-se:

Q

Procedendo agora a Integracao por Partes e aplicando o Teorema da Divergéncia obtém-

se

/u,iiwdQ:/u,iniwdf—/u,iw,idQ, (2.34)
Q r Q

que ¢é a ‘Forma Integral Fraca’ da Equacao de Laplace.

Utilizando o fato de que ¢ = u,;n; e I' =T'1 UT'y o lado direito da equagao anterior pode

ser escrito como

/ qwdF1+/ (jwdFQ—/u,iw,idQ:O. (2.35)
ry I Q
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Utilizando a Integracao por Partes na ultima integral da equacao anterior, vem que

/ qwdF1+/ qwdfg—/qwdf—l—/u,ii wdf2 =0
I Iy r Q

/ qwdF1+/ qwdfg—/ qwdFl—/ qwdl}—l—/u,ii wd) =0 (2.36)
N} I's I I's Q

Lancando mao das aproximacoes

(2.37)

a equagao ([2.36]) torna-se

/U,n‘ wdS) :/ (¢ — go)wdls. (2.38)
) Iy

A equagao acima é a expressao do Método dos Residuos Ponderados nas condigoes de
contorno naturais que por sua vez, é equivalente a Forma Integral Fraca da equacao de
Laplace. Percebe-se na mesma uma ponderacao dos residuos de um possivel erro presente
nas condicoes de contorno naturais da aproximacao (2.37)). Da mesma forma, pode-se

chegar a uma expressao semelhante para a forma Integral Inversa.

A partir da equagao (2.34) que é a Forma Integral Fraca da Equagao de Laplace, pode-se

operar de forma analoga a efetuada até entao.

/qowdF— {/ (ugw,; ),; dS2 —/uow,ii dQ} =0
r Q Q

r r Q

que é a Forma Integral Inversa da Equacao de Laplace. Prescrevendo as condigoes de con-
torno conhecidas, usando as aproximacoes e operando de forma parecida ao tratamento

dado a Forma Integral Fraca, segue a equacao de Residuos Ponderados equivalente.

/ﬂu“ wd) = /Fl(u — u)wdly +/ (¢ — Q)wdly (2.40)

)

onde w0 = w,; n;.
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2.6 Discretizacao e Implementacao Computacional

Conforme exposto no capitulo 1, os principais métodos numéricos empregam o procedi-
mento de discretizacao. Embora esse procedimento nao seja objeto de maiores atencoes
na presente dissertacao pois que aqui sao enfocados outros aspectos ligados a formulacao,
alguns comentarios serao feitos a seguir relacionados a discretizagao com o Método dos

Elementos de Contorno.

Em linhas gerais, a discretizagao implica na transformagao das equagoes diferenciais
em equacoes algébricas. No caso do MEC, esta discretizacao conduz a um sistema de

equacoes algébricas envolvendo valores nodais da variavel bésica e sua derivada normal.

Assim, uma vez obtida a equacgao integral geral de contorno, equacao ([2.23) repetida a

seguir por conveniéncia, é preciso discretiza-la para entao resolve-la aproximadamente,

/Fqu*df — /Fuq*dF —c(&u(§) =0. (2.41)

Inicialmente divide-se o contorno numa série de elementos sobre os quais se interpolam

as grandezas u e ¢ em termos dos valores nodais.
u= NU* (2.42)
qg= N%"° (2.43)

onde N€ é o vetor das fungoes de interpolacao, u€ e ¢° sao os vetores das variaveis basicas

e sua derivada normal no ponto nodal X.

Neste trabalho empregam-se elementos de contorno constantes retilineos. Neles, a aproxi-
macao das variaveis bésicas ou primais ¢ constante ao longo do elemento, enquanto a des-
cricao geométrica do elemento é linear. E portanto um tipico elemento hipoparamétrico.
Comumente o posicionamento dos pontos nodais é centralizado no elemento de contorno.
O uso de tal tipo de elemento é bastante comum em problemas escalares, oferecendo

precisao satisfatoéria.

Assim, substituindo (2.42)) e (2.43)) em (2.41]) tem-se a seguinte expressao:

C(&u(é) + Z ( /F | q*Ndr> ul® = Z ( /F | u*NdF) ¢, (2.44)

UFES-DEM-PPGEM



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 29

onde Ne é o nimero de elementos da discretizacgao.

A geometria de cada elemento é definida em termos de uma funcao interpolante, de
forma que se baseia nas coordenadas cartesianas dos pontos nodais que sao naturalmente
conhecidas. As coordenadas cartesianas dos pontos de contorno estao situadas ao longo

do elemento, como mostra-se a seguir:
x; = M°x§ (2.45)

onde M€ é a matriz contendo as fungoes de interpolacao e z§ o vetor de coordenadas

nodais do elemento.

Durante a montagem do sistema de equagoes indicado em ([2.44]), cada uma das inte-
grais serd calculada numericamente. Este calculo se dard através da integracao numeérica

unidimensional de Gauss, que estabelece:

/_ Fn)dn =3 fn)u (2.46)

Na equagao anterior 7; é a coordenada adimensional do i-ésimo ponto de integragao, w;
¢é o fator de peso associado ao ponto i, e P é o numero total de pontos de integracao

utilizado.

Desta forma trabalha-se com as parcelas da equacao ([2.44]) como segue:

NP3

[ rNdr = [ N s 3 (2.47)
Iy Iy k=1
NPj3

[ wnar = [Ny 371, N (2.48)
Ty r; k=1

(2.49)

Nas equacoes precedentes os NPI sao o numero de pontos de integracao de Gauss. A
equacao integral discretizada ¢ aplicada repetidamente considerando o ponto ¢ situado
coincidentemente com todos os pontos nodais existentes. Um sistema de ¢ equagoes
algébricas ¢é gerado e envolve os t valores nodais de variaveis basicas e derivadas normais.
Ainda ¢ interessante levar este sistema para uma forma matricial e para isso coloca-se da

forma na equagao (|1.1) mostrada no capitulo 1.
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Capitulo 3

Formulacoes com

Dupla-Reciprocidade

3.1 Consideracoes Preliminares

Diferentemente dos demais métodos numéricos, o MEC trabalha como a Forma Integral
Inversa associada a equacgao diferencial que governa o problema, o que faculta a sua re-
presentacao em termos de integrais ao longo do contorno (I'), para quaisquer tipos de

condigOes impostas na fronteira, homogéneas ou nao, sem perda de generalidade.

No entanto, nem sempre é possivel expressar o problema em termos de uma forma inte-
gral inversa. O caso em que a equacao diferencial do problema é heterogénea envolvendo
fontes ou agoes de dominio ¢ tipico. Estas funcoes apesar de conhecidas, nao sao sempre
redutiveis a integrais de contorno. Nos primérdios do MEC, a solucao desse problema im-
plicava necessariamente em procedimentos tais como a integracao em células, estratégia

similar a empregada pelo método dos Elementos Finitos e outras técnicas de dominio.

A Formulac¢do com Dupla Reciprocidade (DRT) concebida originalmente por Nardini e
Brebbia em 1982, para resolver problemas de vibracao livre e resposta dinamica, acabou
por difundir-se como a principal formulacao do MEC para resolver problemas nos quais
existem acoes de dominio em geral. Gracas a DRT é sempre possivel transformar tais

termos em integrais de contorno, usando fungoes de interpolacao auxiliares que resul-
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tam numa aproximacao bastante satisfatoria, cuja precisao se amplia com o aumento do
nimero de pontos interpolantes. A convergéncia de tal procedimento ja foi objeto de

diversos trabalhos de pesquisa.

De qualquer modo, a DRT afigura-se como uma formulacao alternativa do MEC para
solucao de outros tipos de problemas, que apesar de possuirem uma forma integral in-
versa, resultam num modelo mateméatico relativamente complicado apesar da elegancia
da formulagao e da elevada precisao dos seus resultados. E o caso dos problemas depen-
dentes do tempo, transientes e dinamicos, ja citados anteriormente no primeiro capitulo.
A DRT embora produza resultados de menor precisao, permite se estabelecer uma forma

integral inversa aproximada de facil modelagem e simples resolucao.

O mesmo acontece para os casos relativos a difusao-adveccao, problemas de grande im-
portancia na engenharia. Existem formulacoes do MEC que resolvem tais problemas de
modo mais elegante e preciso, nao obstante algumas restricoes ao campo de velocidade,
que podem ser superados de modo aproximado. Todavia, Partridge et al.entenderam
que a DRT também poderia ser empregada com éxito em tal classe de problemas, ofer-
ecendo solugoes satisfatorias, através de um modelo matematico mais simples. Assim,
aproveitando-se da generalidade da DRT, nela adaptaram um esquema engenhoso para
simular a adveccao. Infelizmente, o procedimento proposto por esses autores resulta li-
mitado a nimeros de Peclet reduzidos. Pode-se constatar que esse desempenho apenas
regular se deve a uma segunda aproximagcao existente no modelo, que sera destacada

mais a frente.

A Formulagao com Quase-Dupla Reciprocidade (QDR) criada por Loeffler e Mansur,
intenta ampliar a capacidade de solu¢cao do modelo calcado em funcgoes de interpolacao,
usando uma estratégia particularizada para os problemas de difusao-adveccao ou outros
que possuam a mesma estrutura matematica, na qual haja um operador gradiente apli-

cado ao campo de variaveis basicas.

Esse capitulo mostra as etapas de formagao dos modelos matematicos gerados pelas for-

mulagoes citadas (DRT e QDR) quando aplicadas aos problemas de difusao-advecgao,
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cuja equagao diferencial de governo é apresentada a seguir, em notagao indicial:

Considerando as peculiaridades dos problemas difusivos-advectivos, admita que a equagao
anterior seja valida num volume de controle bidimensional, tal que df) represente uma
regiao infinitesimal do mesmo. Juntamente com diferenciais de temperatura 6, haja
nesse volume de controle um escoamento potencial estacionario e que a posi¢ao de uma
particula seja dada por X = X(x1,z5). Figuram na equagao anterior a condutividade
térmica K e o vetor velocidade da particular v, de componentes v;. As condi¢oes de

contorno essenciais e naturais sao definidas pelas duas equagoes a seguir,

=60 em Ty (condicio essencial) (32)
0,n; —Ovn;, = f em ', (condigao natural).
Nessas ultimas equacoes, I' representa a fronteira do volume de controle e n; representa

o vetor unitario normal a superficie.

3.2 Formulacao com Dupla-Reciprocidade
Tradicional

Para se iniciar a abordagem da DRT, a equagao (3.1) é escrita na forma integral forte
usando como funcao auxiliar a solucao fundamental difusiva 6*, resultando na seguinte

equacao,

Q Q

O lado esquerdo da equagao corresponde a Equacgao de Laplace, e pode ser reescrito
em termos de integrais de dominio conforme foi mostrado anteriormente. O modelo
proposto por Partridge resolve o lado direito através do procedimento tipico da Dupla
Reciprocidade, considerando o termo advectivo tal como fosse uma acao de dominio, isto

6,

b=0,v=p(X)=aFI(X)=alW ;. (3.4)
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Na equacao FJ sao funcoes de interpolacao linearmente independentes, o’ sio coe-
ficientes escalares e U7 sao funcoes primitivas de F7. A escolha destas funcoes de inter-
polagao tem sido objeto de muitas pesquisas interessantes. Entre o conjunto de fungoes
admissiveis, a mais importante de todas sao as fungoes radiais. Estas sao compostas
por poténcias envolvendo a distancia euclidiana entre dois pontos, usualmente escolhidos
como os pontos de contorno X e pontos de interpolacao X7. Deve ser ressaltado que
nessa fase inicial do procedimento as derivadas espaciais nao requerem nenhum trata-
mento especial. Também deve ser enfatizado que a solucao fundamental relacionada ao

problema difusivo é dada por

(6 X) = — 5 Inr(6 X). (3.5)

Na equacao (3.5)), 7(&; X) significa a distancia entre um ponto particular do dominio, o
ponto fonte £ e um ponto genérico do dominio X, usualmente tomado como um ponto
pertinente ao contorno. Cabe ressaltar que a solucao fundamental difusiva é uma funcao

que satisfaz a uma Equagao de Poisson imediatamente abaixo, cujo dominio é infinito:

ui = —A6X). (3.6)

Na equagao anterior A(&; X) é o Delta de Dirac. Considerando a aproximagcao dada pela
equagao (3.4), a integral (3.3)) pode ser operada convenientemente, transformando-se em

duas novas integrais, cujos ntucleos sao expressos em termos de fungoes harmonicas,

Q Q

E possivel agora proceder de forma semelhante ao tratamento da equacao de Laplace,

obtendo assim

aj/ Fiu*dQ = o/ {C\Ifj(f) —i—/‘I’jq*dF —/nu*df}, (3.8)
Q r r

onde 7/ = W/ ; n;.
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Para dominios finitos, a escolha para as funcoes F7 pode ser feita de forma arbitraria,
embora se deva evitar fungoes complicadas e descontinuas. Visando escolher as mais

simples, Brebbia optou por funcgoes radiais do tipo
FI(X) =r(X7; X). (3.9)

Escolhida a expressao para F7, pode-se agora determinar W’ e 7/ através das equagoes

(3.4) e (3.9). Resulta entdao em coordenadas polares que

A*W7 1dv
dr2 ;W =T. (310)
Uma solucao particular fornece
S, - r?or
U =r°/9 e = 5o (3.11)

Efetuando-se uma série de procedimentos algébricos, alguns bastante tradicionais no

MEC com o processo de discretizagao, é possivel chegar a seguinte equacao matricial:
1
HU — GQ = E[H\P — Gnla. (3.12)

Procedendo alguns detalhes operacionais, que podem ser melhor observados especial-
mente em Partridge et al. Assim sendo, a equacao matricial do sistema fica com a forma

a seguir
HU -GQ =P. (3.13)
O valor do coeficiente a pode ser calculado por
a=F1V,, (3.14)
entao,
P=[HV —GnF'Vi,;. (3.15)

Na equagao (3.15)) aparecem as matrizes H e G relacionadas a difusdo, a inversa da ma-
triz F' constituida pelas funcoes de interpolacao, as matrizes construidas por primitivas

das funcoes F7, as funcoes auxiliares ¥/ e 77, uma matriz diagonal constituida pelas
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velocidades v; e finalmente, um vetor relacionado as derivadas espaciais da temperatura

expresso indicialmente por 6,;.

A partir daqui é feito um tratamento particular nestas derivadas espaciais, empregando
novas interpolacoes. O campo de temperaturas expresso em forma matricial, seré rees-
crito através de nova combinacao linear de funcoes F7, usando escalares 3 diferentes de

«. Matricialmente, tem-se:
0=Fpg. (3.16)

As derivadas direcionais podem ser facilmente obtidas através de

0,i=F.p. (3.17)
Considerando que
B =F10, (3.18)
pode-se escrever
0,=F,;,F'0. (3.19)

Finalmente chega-se a expressao matricial definitiva
HO — GQ = [HY — GN|F~'V;F; F~'0 = R0. (3.20)

Este procedimento é bastante engenhoso mas emprega nos casos convectivos uma in-
terpolacao adicional, além da aproximacgao usualmente empregada pela DRT quando
aplicada aos problemas de acoes de dominio. Pode-se perceber claramente que a nova
aproximagao ¢ feita no modelo discretizado para eliminar as derivadas espaciais presentes

na temperatura.

3.3 Formulacao com Quase-Dupla Reciprocidade

Conforme jé exposto, a Quase-Dupla Reciprocidade (QDR) é uma formulagao alterna-
tiva do Método dos Elementos de Contorno voltada para solucao de problemas difusivos-

advectivos ou afins. No caso especifico de problemas de conveccao, tal formulacao requer
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a obediéncia da condigao de incompressibilidade [38], para poder ser aplicada e assim
tornar possivel os procedimentos usuais do MEC que conduzem a uma formulagao in-
tegral inversa. Assim sendo, os escoamentos nos quais a QDR é aplicavel precisam ser

potenciais.

Recentemente em sua dissertacao de mestrado, Massaro [28] mostrou todo a eficiéncia
da QDR para problemas de transferéncia de calor difusivos-advectivos com escoamento
potencial. Comparou o desempenho da QDR com a DRT e com a formulacao do MEC
que usa solucao fundamental difusiva-advectiva. Atualmente tal formulacao vem sendo
aplicada a problemas nao-homogéneos com bons resultados, vide [25], [26] e [37]. A
extensao para problemas heterogéneos dindmicos também foi efetivada por Dalvi [37],
mas seus resultados foram apenas sofriveis, de modo que a modelagem precisa ainda ser

estudada com mais profundidade.

Para ilustrar a aplicacao da formulagao, considere mais uma vez a equacao diferencial de

governo para problemas difusivos-advectivos escrita em notacao indicial como
K8,;;=10,v (3.21)

Langando mao da condicao de incompressibilidade, tipica de um fluido em escoamento

potencial, tem-se
Vi = 0. (3.22)
E a equacao (3.21]) pode ser reescrita como
K0, = (0vi),i . (3.23)

A partir desse ponto utilizam-se os procedimentos usuais do MEC. Inicialmente multiplica-
se a equacgao anterior por u*, a solucao fundamental de um problema exclusivamente

difusivo. Assim sendo a equagao (3.23) fica
Integrando em um dominio elementar de controle, vem

Q Q

UFES-DEM-PPGEM



CAPITULO 3. FORMULACOES COM DUPLA-RECIPROCIDADE 37

A equacao anterior corresponde a “Forma Integral Forte” associada a equacao de governo

do problema difusivo-advectivo.

Os préximos passos sao dados na direcao da eliminagao das integrais de dominio, fazendo
aparecer integrais referentes ao contorno do dominio elementar. Os procedimentos usual-
mente empregados sao a integracao por partes, o Teorema da Divergéncia e as pro-
priedades do Delta de Dirac. O lado esquerdo da equacao anterior ja tem forma integral

inversa conhecida,

K/ 0,;07dQ2 =K {0(5)9(5) + /[Gq* — q@*]df} , (3.26)
Q r
onde q e ¢* sao respectivamente as derivadas normais de 6 e 6*.

Atencao especial deve ser dada ao lado direito da equagao de governo ou termo advectivo.

Comecando pela aplicagao da integracao por partes, vem:

Q Q

Q

Utilizando-se agora o Teorema da Divergeéncia, tem-se que

Q T Q

A forma como estd posta a equacao anterior, ndo permite escrever o problema exclusi-
vamente em termos de integrais a valores de contorno. Na tentativa de contornar tal

problema a seguinte aproximacao ¢ requerida,

b = 0v; ~ I = ozf,ngi. (3.29)

P Dt

A forma diddica das fungoes 7, mais complexas do que aquelas encontradas em problemas

escalares se deve a requerimentos operacionais.
Entao, usando a equacao (3.29)), tem-se

/Q (6v;)6%,; dQ = o /Q Wl 0%, dS, (3.30)

novamente usando a Integragao por Partes segue que

al /Q W 0%, dQ = o /Q (W6*,;) 5 dQ2 — o /Q WG dS. (3.31)
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A primeira integral do 2° membro da equacao anterior, transforma-se numa integral ao
longo do contorno (I') gragas a aplicagdo do Teorema da Divergéncia, ja na segunda
integral, aplica-se a identidade presente na equagao . Assim, apds o tratamento
matematico apresentado, a segunda integral da equacao , pode ser expressa por:

Q T r

Assim, em conjunto com a equacdo (3.26) gera a equacao integral definitiva para o pro-

blema:
s {cteroie) + [ 100 - aorar -

—/wm%WPﬂd/@wmmﬂ+dQ%@). (3.33)
I I

A equagao (3.33)) esta totalmente escrita em integrais ao longo do contorno do problema,
fato este que estd na esséncia do MEC. A préxima etapa é a discretizacao, e ja que a
equagao integral envolve somente o contorno (I'), aplica-se 0 método da colocagao sobre

o mesmo a fim de gerar a equagao matricial abaixo
HO - GQ =—-BO+ HVYa. (3.34)

Para a correta implementacdo do MEC, torna-se necessario eliminar o vetor (a) da
equagao matricial (3.34)). Com essa finalidade, utilizando a equacao (3.29)), pode-se es-

crever
a=n""[6v], (3.35)
substituindo tal expressao na equagao matricial , tem-se que
HO - GQ=—-BO+ HY(np 'Ve) (3.36)
Utilizando a seguinte convencgao
M= H¥(p V), (3.37)
a equacao matricial definitiva fica

[H+ B — M]© =GQ (3.38)
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Capitulo 4

Funcoes Radiais no Método dos

Elementos de Contorno

A eficiéncia e a convergéncia da Dupla Reciprocidade Tradicional depende, dentre outros
fatores, da escolha adequada de fungdes de interpolagao presentes na equagao (3.4]). No
trabalho original de Nardini e Brebbia, quatro possibilidades para as funcoes de aproxi-

macao sao listadas:
e funcao distancia ou fungao conica (r);
e a funcao constante 1;
e funcoes trigonométricas seno e cosseno
e polinomiais x, y, Xy, etc.

Os autores citados usaram preferentemente as fungoes radiais, de modo que os resulta-
dos das simulacoes apresentadas no trabalho pioneiro e nos demais subseqiientes empre-
garam tais fungoes. Outros estudiosos e pesquisadores da Dupla Reciprocidade seguiram
a mesma linha de trabalho e adotaram a funcao radial em seus trabalhos, como os ja
citados Wrobel [44] e Loeffler e Mansur [24]. No entanto, um estudo detalhado e ma-
tematicamente criterioso das caracteristicas das funcoes radiais dentro do contexto da

formulacao com Dupla Reciprocidade ainda nao havia sido empreendido.
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Até entao, os pesquisadores mesmo nao conhecendo as propriedades formais de con-
vergéncia da fungao conica, utilizavam-na preferencialmente. Antes do trabalho de Par-
tridge et. al. [34] sobre a Dupla Reciprocidade, poucas foram as tentativas de buscar
alternativas para a funcao radial. Uma das poucas excec¢oes nesse sentido foi proposta
por Loeffler e Mansur em 1990 [22] para um problema no qual o dominio ¢ infinito. Nesse

trabalho, os autores sugerem

f= (ii—_c; (4.1)

O primeiro trabalho a tratar da convergéncia da Formulacao da Dupla-Reciprocidade
foi elaborado por Yamada et. al. em 1994 [17], onde é feita uma andlise apurada da
convergéncia na Dupla Reciprocidade. Golberg, Chen ¢ Bowman (1999) [11] definem

fungoes radiais conforme exposto abaixo
Definicao 4.1 (Fungoes Radiais). Sejam Rt = {x e R,z >0} e ¢ : RT — R uma
fung¢ao continua com p(0) > 0. Uma fungdo radial em R™ é uma fun¢do da forma

e (P =@, (4.2)
onde (P,Q) € R" ¢ (||.||) denota a distancia euclidiana entre P e Q.

Caso sejam escolhidos m pontos em R" {Qj}}n:l, entao a expressao

g(P) =) ap(IP-Qil), a;€R, (4.3)
j=1
também é chamada funcgao radial.

Embora a equacao (4.2)) permita infinitas escolhas, as aplicagoes praticas tém utilizado
um numero limitado de fungoes. Tradicionalmente na Dupla Reciprocidade Tradicional,
o(r) =1 e @(r) =1+ r vém sendo utilizadas quase que exclusivamente. Porém, alguns

artigos sugerem também:

o(r) = r’log(r) (Thin Plate Splines),
o(r) = (24 2)P2 (Multiquadrica),
o(r) = e/ (Gaussiana).
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No caso das multiquadricas e Gaussianas, é necessaria a escolha adequada dos parametros
¢ e o2 respectivamente, o que torna necessario algum procedimento especial no sentido

de encontrar valores que fornecam convergéncia 6tima para a Dupla Reciprocidade.

No artigo de Yamada et. all(1994)[17] encontram-se as condigdes para uma série apoxima-
tiva representar uma interpolagao local. Para tanto divide-se o dominio (§2) do problema
em duas regides A e B, onde A é um disco de raio R centrado no ponto campo (P) (R
deve ser escolhido de forma a tender a zero a medida que o nimero de pontos (V) tende

a infinito), e B é o restante de ().

Definigao 4.2 (Série de Interpolacao Local). Uma série de aprozimagao da forma
b(X) = Ni(X)bi + En(X) (4.4)
i=1

consistindo de fun¢oes N;(X,) satisfazendo:
(C1) Ni(X,) =0 paraic B

(C2) Yiea Ni(Xp) =1
(C3) Yoea IN(X,)| < M < 00
onde M € constante, ¢ chamada série de interpolacao local.

No mesmo trabalho, demonstra-se que se uma fungao radial (N) obedece as trés condigoes
acima, a fungdo E,(X) tende a zero a medida que n tende a infinito. Além do mais, a
funcao f(r) = x +r onde x é uma constante real, obedece a todas as condigoes, fazendo
assim com que o uso de tal fun¢ao produza convergéncia na técnica da Dupla Reciproci-

dade.

No ano de 2000 Partridge [33] publicou um trabalho no qual realiza uma série de expe-
rimentos com funcgoes em diferentes tipos de aplicacao, casos estacionarios, transientes,
convectivos e aqueles nos quais a acao de dominio é conhecida. O autor tenta sintetizar
suas conclusoes elegendo certos procedimentos e fungoes mais adequadas em cada caso,
mas verifica que de modo geral a funcao cibica radial r apresenta desempenho superior

as demais.
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4.1 Funcoes de Aproximacao na Quase-Dupla
Reciprocidade

No contexto dos problemas convectivos, a principal diferenca entre a DRT e a QDR esta
presente na forma como cada formulacao trata as integrais referentes ao termo advectivo.
Na primeira, a integral referente ao termo advectivo é aproximada por fungoes radiais, e
dai desdobrada em trés termos (vide equagao ), enquanto que na QDR a condicao
de incompressibilidade permite que se faga o desdobramento do termo advectivo em dois,
e em apenas um termo se faca a aproximagao. Também deve-se ressaltar que na QDR
aproxima-se uma funcao vetorial, ao passo que na DRT o campo a ser aproximado é de
natureza escalar. Mas a mais significativa diferenca provém do fato que as derivadas
espaciais do termo advectivo sao naturalmente absorvidas pela tinica aproximagao efetu-
ada, sem necessidade de uma posterior interpolacao, de conseqiiéncias danosas a precisao

dos resultados.

Diferentemente da DRT, nao é facil encontrar alternativas radiais para as fungoes 77;1‘ e p;i,

pois elas se relacionam conforme mostra a equagao (2.10), repetida aqui por conveniéncia,

b, = uv; & 04;{;77; =)Wl (4.5)
ou seja,
my =V, (4.6)

Para problemas uni ou bidimensionais, as seguintes expressoes para 17 ¢ W e foram em-
pregadas.
m; = 3RR;R,+ R*,, (4.7)
v} = R°R, (4.8)
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4.2 Comportamento das Funcoes de Aproximacao na
QDR

Conforme mostrado, apesar das diferencas entre as formulagoes DRT e QDR, Loeffler
[24] utilizou também fungoes radiais, e os resultados foram bastante bons especialmente
para os casos unidimensionais, ou seja, nos quais uma Unica componente de velocidade
atravessa o volume de controle. Esses resultados satisfatorios para diversas simulacoes
de casos unidimensionais podem ser colhidos na bibliografia. Problemas dessa natureza
puderam ser resolvidos com boa precisao para valores do nimero de Peclet préximos de

100, com malhas com menos de uma centena de elementos constantes.

No entanto, para problemas bidimensionais, houve o surgimento de algumas dificuldades
no modelo. Curiosamente, foram resolvidos com 6tima precisao casos em que se prescre-

viam condigoes de contorno do 1° tipo da forma

vr+wy
)

u(z,y) = e

onde v e w sao componentes da velocidade do fluido. Todavia a QDR resolveu de forma
apenas sofrivel o problema bidimensional onde a condicao de contorno do 1° tipo era da

forma
u(z,y) = e’ + e,

Considerando que os problemas sao parecidos, mas tém comportamento fisico bem dis-
tinto, em que este tltimo possui fluxos normais constantes em X(0,y) e X(z,0), propos-se
a implantacao de um conjunto mais completo de fungoes de interpolacao. Diante do fato
que a interpolagao original, através da fungao 77;1» na equacao , produz apenas uma
matriz H no termo advectivo (vide equagao (3.34)), Loeffler et. al. [23], trabalharam com
uma nova idéia de aproximacao na qual se pudesse surgir também com uma matriz G na

expressao final. Para tanto, utilizaram
~ It J

Considerando a aproximacao do termo advectivo composta de duas classes de funcoes,

esperava-se com isso atender ao quesitos de completidade. No entanto, a introducgao da
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funcao p;i implicou no aparecimento de uma nova integral de dominio na equagao (3.30)),
ai /Q p;iu*,i dQ = a; /Q(p;iu*),i dQ) — oz% /Q p;m u*dSQ. (4.10)

Para eliminar a iltima integral de dominio no lado direito da equagao (4.10)), requereu-se
como propriedade para a fungao p que esta tivesse divergéncia nula, expressa indicial-

mente por
phivi=0. (4.11)

Gragas a essa condigao, a segunda integral do lado direito da equagao (4.10) anula-se, e

procedendo a aplicagao do Teorema da Divergéncia, tem-se
a;/ phut; dQ = o / priniu”dS2, (4.12)
Q r
fazendo )\g, = pg;inz- tem-se a seguinte equacao matricial:
HU — GQ = —BU + (HY + GA)a. (4.13)

Nota-se agora a presenca das matrizes H e G no lado direito da equacao matricial.

Operando com a da mesma forma descrita na equagao (3.14]), ou seja
HU -GQ=(-B+T1T)U. (4.14)

A propriedade requerida para a fungao p, descrita na equagao (4.11)), permite vérias

possibilidades para expressao da mesma. Dentre todas elas, Massaro [28] utilizou
Pl = ABRR;R, — ARS;,), (4.15)
onde A é uma constante real positiva.

A titulo de teste da nova formulacao, Massaro resolveu um problema de escoamento

bidimensional através de um tubo. Os dados do problema encontram-se na figura abaixo.
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ar/on=0

Figura 4.1: Escoamento bidimensional através de um tubo

Os resultados foram satisfatérios para os varios valores de velocidade, a formulagao a-
presentou um erro médio menor do que na DRT. Destaca-se o fato de que tais resultados

sao influenciados diretamente pelos valores da constante A. Como pode ser observado, a

ERRO % MEDIO
10000.00% I I
. 1000.00% 7 i
100.00% 9
= /1 FUIT |
ct 10.00% ittt
| " L e
1.00% e
||
0.10% |
01 1 10 100 1000
Delta
| —e— TEMPERATURA, —a— FLUXO \

Figura 4.2: Erro Percentual Médio em Fungao da Constante Delta

ampliacao do valor do coeficiente Delta reduz o valor do erro médio percentual pelo menos
nesse exemplo. De certo modo, valores de Delta significativos estao ligados a dominancia
da matriz G' com relacao a matriz H na composi¢ao matricial do termo advectivo cons-
truido pela QDR. Outros testes nao mostrados aqui, indicaram que em outros problemas
especialmente os bem resolvidos pela QDR usando apenas a aproximacao , ficaram
com baixa precisao para valores altos da constante Delta, o que mostrou a limitagao deste

procedimento.

De qualquer modo, uma boa formulacao nao pode depender de um fator arbitrario,
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com relagao ao qual nao se conseguiu estabelecer nenhuma relagao geométrica ou com a

quantidade de nés da discretizagao.

4.3 Novas Tentativas

4.3.1 Implementacao de Uma Funcao Constante

A principal consideracao acerca das novas funcoes de interpolacao era a de que deveriam
melhorar as aproximacoes quando o campo de varidveis tivesse algum conteido dito
constante, tal como o fluxo ou temperatura. Algo similar ao que acontece em problemas
de Mecanica dos Sélidos quando ha movimentos de corpo rigido. Com esse propédsito e

baseando-se na equagao (4.11)), a primeira tentativa foi
_ — I J

onde 0 é o delta de Kronecker. Tal funcao nao melhorou satisfatoriamente os resultados
obtidos por Massaro. As figuras abaixo mostram o comportamento da formulagao com
a insercao da funcao constante no tratamento de um problema de escoamento bidimen-
sional, semelhante ao apresentado na figura , que a Quase-Dupla Reciprocidade ja
havia obtido resultados satisfatérios. Nota-se que a adicao do termo constante nesse
caso, nao forneceu qualquer melhora significativa nos resultados para os diversos valores

de velocidade testados.

Qdrt (bi)

1.00E-+02
1.00E-+11
1.00E-+00 =

1.00E-01 r 7
[

e

1.00E-02 -
1.00E-03
1.00E-04 /' =
1.00E-05 /-_

1.00E-06
1.00E-07

——Erro Temp.

*

—a—FErro Fluxo

I
k

Erro Médio(%)

]

Velocidade

Figura 4.3: Erro Médio Percentual da QDRT com o aumento de Velocidade
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Qdrt (c/ Delta)

1.00E+]2
1.00E+1
1.00E+1D ]
1.00E-01 +4 =
1.00E-02
1.00E-03 £
1.00E-04 g
1.00E-05 =
1.00E-06
1.00E-07

(&

= | | —+—Etrro Temp.

/,q__./ = —a—Erro Fluxo

v

Erro Médio (%)

Velocidades

Figura 4.4: Erro Médio Percentual da nova fun¢ao com o aumento de Velocidade

4.3.2 Implementacao de uma Funcao Generalizada

A principal e aquela que obteve maior éxito trata-se meramente de uma generalizagao

da funcao adicionada por Massaro.

Massaro utilizou expressoes cubicas para 1 e p. Pode-se perceber que tais func¢oes sao
de mesma classe, ou seja, sao linearmente dependentes. A idéia entao é trabalhar com
funcoes de ordem distintas que sejam linearmente independentes, e para isso deve-se ir

além e aquém daquelas de grau 3.

Assim, novamente utilizando a equagao (4.11]) para as novas fungoes, chegou-se a uma
expressao um pouco mais geral, e, em funcdo de um parametro n que determina o grau

da mesma,
Pl =nR"’R;R, — (n+1)R", (4.17)
onde n € N e é maior que ou igual a 2.

A funcao acima expressa, possui a propriedade de divergéncia nula, porém para os casos
analisados a expressao forneceu convergéncia adequada apenas para n=3,4,5 e 6. Obser-
vando que para n=3, obtem-se a fungao (4.15)), e ante a dependéncia dessas fungoes da

constante A, preferiu-se nao exibir os resultados para tal formulacao.
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O primeiro problema a ser testado trata de um escoamento bidimensional de um fluido

incompressivel, onde as temperaturas ao longo do contorno obedecem a
u(z,y) = e’ + e"v. (4.18)

Este era um dos problemas que a QDR nao resolvia satisfatoriamente. Por simplicidade,

as componentes de velocidade v e w sao consideradas iguais. Para este problema as

U(J\') (,a':r + C‘“A‘U

FTTTTT

w

Figura 4.5: Placa Quadrada cujas Temperaturas no contorno obedecem a equagao

temperaturas sao dadas e a formulacao fornece os resultados para o fluxo em cada ele-
mento. Na figura abaixo, gr(n) refere-se a formulagdo com a nova fungao com grau n, drt
e qdrt, referem-se respectivamente as formulacoes da Dupla Reciprocidade Tradicional e

Quase-Dupla Reciprocidade Tradicional sem a funcao auxiliar p.

Comparacgio entre as formulagoes

100

"
= -
e —e—gr(5)
10
< = =—=—— BN
~ . K Wl
2 Sy P —a—an
s ST=w e
= —¢—9r(6)

—

0.1

115 2 3 4 5 10 15 20 25

Velocidade

Figura 4.6: Erro Percentual Médio com o Aumento de Velocidade no Problema Des-crito

na Figura [4.5
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Vé-se que as duas novas formulacoes melhoraram de forma satisfatéria os resultados
obtidos para o fluxo pelas formulagoes tradicionais, visto que quando as velocidades sao
maiores do que 4 a Dupla Reciprocidade Tradicional e a Quase-Dupla Reciprocidade
Tradicional apresentaram erros grandes suficientemente para distorcer graficamente os
resultados, e por isso foram omitidos. Para tal simulacao foi utilizada uma malha com 96
Elementos de Contorno e nenhum ponto interno. O calculo do erro médio foi realizado

de acordo com a expressao
96
En% =100 x Y |(F.A.(i) — F.C.(i))/ F.A.(i)| /96 (4.19)
i=1

onde F.A.(i) representa o Fluxo Analitico no Elemento i e, F.C.(i) representa o Fluxo

Calculado pela formulacao em questao no mesmo elemento.

Um segundo problema que contém as mesmas dificuldades de convergéncia é descrito na
figura (4.1)). Porém o problema analisado contém raio interno (a) igual a 1 e raio externo

(b) igual a 2, levemente diferente do problema estudado por Massaro.

Fisicamente, tal situacao é dita pseudo-convectiva visto que a velocidade teoricamente
nao influi na variacao das temperaturas. Trata-se de um fluido que escoa em um tubo
circular onde estao prescritas velocidades circunferenciais e um diferencial de tempera-

tura é aplicado aos raios interno e externo.

A primeira bateria de testes examina o comportamento do refinamento da malha na pre-
cisao dos resultados. Para a analise das formulacoes foram utilizadas malhas com 39, 75

e 107 elementos de contorno. A velocidade angular considerada ¢ igual a unidade.

Sao mostrados sucessivamente os erros médios percentuais para o fluxo e para a tempe-

ratura em cada malha, figuras (4.6) e (4.7) respectivamente.

UFES-DEM-PPGEM



CAPITULO 4. FUNCOES RADIAIS NO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 50

Comparagio com a DRT
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Figura 4.7: Erro (%) Médio no Fluxo com o Refinamento

Comparando com a DRT
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Figura 4.8: Erro (%) Médio na Temperatura com o Refinamento

Verifica-se um comportamento algo anomalo dos resultados com o refinamento da malha
para as formulacoes gr(4) e drt. Nao ha melhoramento monotonico dos resultados com
o aumento do nimero de pontos nodais. Os valores sao aceitaveis, em principio; con-
siderando que nas formulagoes com Dupla Reciprocidade (tanto a DRT quanto a QDR)
existe a tendéncia de aproximar mal valores pouco representativos, por conta da inter-
polacao global. Também as fungoes radiais apresentam erros significativos em pontos
de quina, que distorcem o valor do erro cometido na simulagao numérica. De qualquer
modo, com a malha mais refinada os resultados sao os melhores das novas formulacoes,
sendo que o desempenho da formulagao ¢r(5) supera inclusive a Dupla Reciprocidade

Tradicional.
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Os piores resultados para o fluxo ficaram com erros em torno de 5% ao passo que o erro
médio percentual na temperatura ficou em aproximadamente 0,5%. Percebe-se que a
formulagao da Dupla Reciprocidade apresenta convergéencia inferior as duas novas for-
mulagoes testadas. Ante a superioridade da malha com 107 Elementos de Contorno, os

testes comparativos efetuados a partir de entao utilizarao tal malha.

Os graficos mostrados na figura refletem os resultados obtidos com o aumento
de velocidade do fluido. Para velocidades menores que ou iguais a 5, as formulacoes
comportaram-se de forma semelhante, sendo que a formulagao gr(4) forneceu erros per-
centuais ligeiramente maiores do que a Dupla Reciprocidade, que por sua vez foi superada

pela formulagao gr(5).

Erro Médio no Fluxo

100

4@’/7@
g 10 = I o g4
E = —o— o5
Hoo - it
e
0.1
01 02 03 05 07 1 2 3 4 5

Velocidades

Figura 4.9: Erro (%) Médio no Fluxo com o Aumento de Velocidade
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Percebe-se com os graficos abaixo que as novas formulagoes superam a Dupla Reciproci-
dade Tradicional para os valores de temperatura com velocidades menores que ou iguais

a b, sendo que os erros médios percentuais ficaram proximos entre si.

Para valores maiores de velocidade, a formulagao gr(4) mostrou-se notavelmente mais
eficiente do que as outras duas, com a formulacao gr(5) apresentando comportamento

bem préximo ao da Dupla Reciprocidade Tradicional.

Erro Médio has Temperaturas

1 ||
ﬁgﬁ< e g4

er —=—grb

Erro{%

0.1 2 o drt

01 02 03 05 07 1 2 3 4 5

Velocidades

Figura 4.10: Erro (%) Médio na Temperatura com o Aumento de Velocidades (I)

Erro Médio has Temperaturas
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Figura 4.11: Erro (%) Médio na Temperatura com o Aumento de Velocidades (II)
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O estudo da convergéncia dos métodos computacionais mais conhecidos passa atualmente
por um tratamento matematico formal suficientemente profundo. No caso do Método
dos Elementos Finitos, por ser uma técnica mais difundida, tais estudos estao bastante
avancados e novas formulagoes tem sido propostas segundo orientagoes eminentemente
matematicas para abordagem de problemas nao pertinentes a drea de Mecanica Estru-

tural, na qual o método sempre foi bastante popular.

No caso do Método dos Elementos de Contorno, o esforgo neste sentido é bem mais re-
duzido. Especificamente no que se refere a aplicacao de formulagao da Dupla-Reciprocida-
de, anélises de cunho mais matematico podem ser encontradas em Chen, Power, Bowman

e Yamada, entre poucos outros.

No caso da Quase-Dupla Reciprocidade, podem-se citar fatores que comprometem uma

andlise matematica mais profunda acerca da convergencia de tal método:

e Interpolacao de um campo vetorial ao invés de um campo escalar como ocorre na

DRT;
e O uso de fungoes radiais ¢ um ramo ainda recente da Teoria da Aproximacao.

O Método dos Elementos de Contorno, no que tange particularmente as formulagoes in-
tegrais que usam interpolacao adicional, podem ganhar significativo avango caso critérios

de convergéncia sejam encontrados para essas formulagoes alternativas. Em principio
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os trabalhos matematicos citados tao somente informam a existéncia de um conjunto
gerador de fungoes radiais que representam o campo a ser interpolado, enquanto outros
demonstram a convergéncia da formulacao caso seja escolhida uma determinada fungao

radial[17].

Na auséncia de um critério especifico para esse fim, o presente trabalho mostra alguns
resultados obtidos com algumas fungoes que satisfazem a propriedade (4.11)) usando como
instrumento de pesquisa a simulacao computacional, de maneira a verificar a convergéncia

da formulagao de modo experimental.

O uso da funcao pgi = 5;1- forneceu resultados muito proximos daqueles obtidos com a
Quase-Dupla Reciprocidade Tradicional. O que sugere que a adigao de fungoes cara-

cteristicas ou teor constantes nao afetam de forma significativa os resultados.

Diante dessa situacao a fungao generalizada apresentou grande mobilidade, visto
que, a alteracao de um fator de controle gerava novas funcoes de interpolagao do campo.
Isso permitiu uma anélise mais profunda acerca dos possiveis graus das mesmas. Além
do mais, verificou-se numericamente que o uso de funcgoes linearmente independentes
forneceu melhor representatividade do campo a ser interpolado. Como conseqiiéncia na-
tural, a convergéncia da formulacao melhorou para os casos problematicos anteriormente
identificados. Porém, deve-se observar que as novas interpolagoes nao repetiram os exce-
lentes resultados obtidos com a Quase-Dupla Reciprocidade Tradicional no trabalho de

Loeffler e Mansur [24].

A menos que haja alguma alternativa que evite a aproximacao, a Quase-Dupla Recipro-
cidade, bem como a Dupla-Reciprocidade Tradicional, ainda dependem de uma pesquisa
matematica mais profunda no que se refere a aproximagao presente na equagao (3.29)

visto que a presente dissertacao nao conseguiu esgotar o assunto.

Dado o carater recente da Quase-Dupla Reciprocidade, bem como os avancos produzidos
para a Dupla-Reciprocidade, nota-se que ainda ha muito a explorar. E o progresso das
pesquisas nesse campo dependem de conteidos matematicos que podem ser identifica-

dos tanto através de andlises mateméaticas mais formais provindas da Analise Funcional,
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quanto das originadas de simulagoes computacionais, nas quais aspectos fisicos sugerem
as modificacoes a serem efetivadas. Nestas particularidades, o esfor¢co de engenheiros
e matematicos pode se conjugar e contribuir de forma decisiva para o progresso das

pesquisas nessa area.

O presente trabalho indica que hda uma linha divisoria entre o ‘matematicamente sufi-
ciente’ e o ‘numericamente eficiente’. Procurar definir rigorsamente os limites entre tais
idéias trara frutos valiosos para o pleno desenvolvimento dos Métodos Numéricos, em

especial ao Método dos Elementos de Contorno.
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