Universidade Federal do Espirito Santo
Centro de Ciencias Exatas

Programa de Pds-Graduacao em Matematica

Dissertacao de Mestrado em Matematica

Existéncia de solucao de energia minima
para uma equacao de Schrodinger nao linear

Karlo Fernandes Rocha
Orientadora: Prof.* Magda Soares Xavier

Vitoria, marco de 2012



UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
Centro de Ciéncias Exatas
Programa de Pés-Graduacao em Matematica

“Existéncia de solu¢do de energia minima para uma equacio de
Schrodinger nao linear”

Karlo Fernandes Rocha

Dissertacdo submetida ao Programa de Pds-Graduagdo em Matematica da
Universidade Federal do Espirito Santo como requisito parcial para a obten¢ao do
titulo de Mestre em Matematica.

Aprovada em 06/03/2012 por:

%«-—J—?}(yﬁ.&«?'\! 2 ﬂ)’/vv"l-é‘\

Magda Soares Xavier - UFES

Lk

/Marce]o Ferhandes Furtado - UnB

Jodo Pablo Pinheiro da Silva — UFPA




Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus.

Aos meus pais, Antonio Cordeiro da Rocha e Alaide Fernandes Gomes Rocha, e a
minhas irmas, Karine e Karolina, pelo apoio, incentivo e confianca. Também a todos que
fazem parte da minha familia, que mesmo distante, acompanharam e deram for¢a durante
todo o curso.

A Professora Magda Soares Xavier, por ter aceitado me orientar e pela sua grande
dedicacao a este trabalho. E também pelo conhecimento e experiéncia que pude adquirir
ao longo do trabalho em nossas reunioes.

Aos Professores Marcelo Fernandes Furtado e Joao Pablo Pinheiro da Silva, por
aceitarem participar da banca examinadora deste trabalho.

Aos amigos do mestrado que sempre deram grande apoio nos momentos dificeis e
também pelos varios momentos de descontragao proporcionados.

Ao Programa de Pés-Graduagao em Matematica do CCE-UFES e ao apoio finan-
ceiro da CAPES.



Resumo

Neste trabalho estudamos um resultado de existéncia de solugao para uma equagao
de Schrédinger quasilinear em RY demonstrado por Ruiz e Siciliano. Trabalhando em
um espaco de funcgoes apropriado, utilizando uma identidade variacional demonstrada
por Pucci e Serrin, obtém-se um conjunto M que contém todas as solugoes nao nulas da
equacao. Utilizando um resultado de concentracao-compacidade devido a Lions, é possivel
demonstrar que o infimo do funcional associado a equacao, restrito a M, é atingido em

um ponto u que é uma solugao positiva de energia minima.



Abstract

In this work we study the existence of solution of a quasilinear Schrodinger equa-
tion in RY, demonstrated by Ruiz and Siciliano. By working in an appropriated func-
tions space, by using a variational identity demonstrated by Pucci and Serrin, a set M
containing all nontrivial solutions of the equation is obtained. By using a concentration-
compactness result due to Lions, it is possible to prove that the infimum of the functional
associated with the equation, restricted to the set M, is achieved at some u which is a

positive ground state solution.
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Introducao

Neste trabalho, consideramos uma versao modificada da equagao de Schrodinger nao

linear
i~ A6+ W (06— 38 (167) g (16F) 0= f (,6), =R, ()

onde N >3, ¢: RxRY - C, W :RY - R é um potencial dado e f(z,¢) é um
termo nao linear. Essa versao quasilinear da equacgao de Schrodinger aparece em varios
modelos de diferentes fenomenos fisicos, tais como o estudo de membranas de superfluidos
em fisica dos plasmas, teoria da matéria condensada, entre outros (veja, por exemplo,
2, 18, 20, 28]).

Nos restringimos ao caso em que g (¢) = ¢ e f(z,¢) = |¢[""" ¢. Nesse caso parti-

cular, a equacao (1) se torna
. 1 2 p—1 N
i — Ao+ W (2) ¢ — oAD" = 9] ¢, z e R (2)

Essa equagao foi introduzida em [7, 8, 15] para estudar um modelo de elétrons em reticulos
quadrados ou hexagonais (veja também [5, 6]).

De um ponto de vista matematico, a existéncia local de solugao para o problema de
Cauchy foi considerada primeiro por Lange, Poppenberg e Teismann em [19] e Poppenberg
em [25], e melhorado posteriormente por Colin, Jeanjean e Squassina em [10]. Veja
também em [17] um resultado tratando de equages de Schrodinger quasilineares muito
gerais. Em [10], a estabilidade orbital de solugoes estaciondrias é estudada, incluindo
“blow-up”, um assunto também considerado em [14].

Aqui estamos interessados na existéncia de solugoes do tipo ondas estacionarias

é(t,x) = e ™u(xr) comu: RY - ReweR. Tal ¢ ésolucio de (2) se, e somente se, u
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¢ solucao de

1
—Au+V (z)u— §UA1L2 = [uf~tu, xRN, (P)

onde V (z) = W (x) + w.

Na literatura varios autores téem considerado este problema. Talvez o primeiro
tenha sido Poppenberg, Schmitt e Wang em [26], onde os casos unidimensional e radial
sao estudados. Em [23], Liu e Wang consideraram o caso de maiores dimensoes. Em
ambos os artigos as demonstracoes baseiam-se em técnicas de minimizacao com vinculo.
Liu, Wang e Wang [22] e Colin e Jeanjean [9], através de uma mudanca de varidveis
conveniente, reduziram a equacao (P) a um problema semilinear mais tratavel. Liu, Wang
e Wang trabalharam em um espaco de Orlicz enquanto Colin e Jeanjean trabalharam no
espaco usual H! (RN ) , dando uma prova mais simples para os resultados de [22]. Tanto
em [9] como em [22], as solugoes sdo obtidas quando p > 3. Finalmente, Liu, Wang e
Wang em [24], usaram minimizagao sobre uma variedade de Nehari para obter resultados
de existéncia. O argumento deles nao depende de qualquer mudanga de varidaveis. Além
disso, eles também provaram a existéncia de solugoes que mudam de sinal. Esses resultados
também foram obtidos supondo p > 3.

Em [29], Ruiz e Siciliano demonstraram a existéncia de solu¢ao de (P), supondo
p € (1,2(2)—1) com 2* = 2N /(N —2) e que V € C'(R") satisfaz as seguintes
hipoteses:

(Vi) o<V <V (z) < ‘xlliinooV(x) = Voo < 00;

(V2) a fungdo 2 — x - VV (z) estd em L™ (RV);

(V3) para cada z € RV, a fungao a, : [0,00) — R dada por a, (s) = STV <3N+1P+1 a:)

¢ concava.

Apesar da hipdtese (V3) ter sido usada uma unica vez (veja Lema 1.11), ela o foi num
ponto essencial a demonstracao da existéncia de solugdo de (P). A introducao dessa
hipétese (V3), que nao é usual nesse tipo de problema, possibilitou aos autores Ruiz e
Siciliano permitirem que o parametro p tome valores no intervalo (1,3). A hip6tese (V5)

é técnica mas nao muito restritiva, uma vez que, se lim z - VV (z) existe, ele deve ser
|z| =00
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zero por (V7). Obviamente, se V' é a fungao constante, entao ela satisfaz (V1) — (V3). No
Capitulo 1 damos um exemplo de uma fungao V' nao constante que satisfaz (V1) — (V3).

Observamos que, se u € C? (RV) é uma solugao de (P), entdo multiplicando a
equagdo (P) por ¢ € C5° (RY) , integrando em RY e utilizando o Teorema da Divergéncia

obtemos
/ [(1+4) Vu- Vo + u|Vul*y + V (z) wp — |[ufP~ up] da =0, (3)
RN

para toda v € C5° (RY) . Vamos considerar o conjunto X = {u € H'(R");u? € H(RV)}.
Dizemos que u € X é uma solugao fraca de (P) se u satisfaz (3). Definimos o funcional

I:X — R por

1 1
I(u) = —/ (|Vul® + V(2)u* + v*|Vul?) do — —/ |u|Ptda.
2 RN p + 1 RN
Como veremos no Capitulo 1, I estd bem definido e u € X ¢ solugao fraca de (P) se, e
somente se, a derivada de Gateaux de I se anula no ponto u ao longo de qualquer direcao

¢ € Cg° (RY) . Dizemos que u € X ¢ uma solugao de energia minima de (P) quando
I (u) =inf {I (v); v é solucdo fraca nao trivial de (P)} .

O objetivo deste trabalho é estudar o seguinte resultado, demonstrado por Ruiz e

Siciliano em [29].

Teorema A Se p € (1,2(2%) —1) e V € C* (RY) satisfaz (Vi), (Va), (V3) entio (P)

possui uma solugao positiva de energia minima.

A demonstracao é baseada num processo de minimizagao com vinculo. Utilizando
uma identidade variacional devido a Pucci e Serrin [27], Ruiz e Siciliano definiram um
conjunto M que contém todas as solugoes nao nulas de (P) e obtiveram uma caracterizagao
desse conjunto. Por fim, eles mostraram que o infimo do funcional I no conjunto M é
estritamente positivo. Para demonstrar o Teorema A, inspirados por [24], eles mostraram
que o infimo do funcional I restrito a M é atingido em um ponto u que de fato é uma

solugao positiva de energia minima de (P) . Apresentamos tal demonstrac¢ao no Capitulo 2.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Consideramos a equagao
—Au+V (z)u— %uAuQ = [uftu, xRN, (P)
onde N >3, pe (1,2(2*)—1) e V: RY — R é uma fungao de classe C! satisfazendo
(V) 0< Vo <V(r) < lim V(x) =V, < o0

|x|—o00

(V2) a fungdo = — x - VV (z) pertence a L™ (RY);

(V3) para cada x € RY, a fungao a, : [0,00) — R dada por a, (s) = STV <5N+1p+1 x)
é concava.
A seguir damos um exemplo de uma funcéao V nao constante que satisfaz tais hipoteses.
Escolhemos g : [0,00) — R uma fungao de classe C* tal que, para todo ¢t > 0,
(91) 0< g (t) < lim g () = goo < 00;
t—o00
(92) ¢’ (t) = 0;
(93) 9" (t) < O;

(g4) existe b > 0 tal que ¢’ ()t < b.

E fcil encontrar funcoes g que satisfazem tais condigoes, por exemplo, g (t) =2 — e~ ou
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t
g (t) = arctan (t), ou ainda, g (t) = oo t > 0. Consideramos V : RY — R dada por

V() =Vo+g(jal’),
onde Vj > 0. Por (g1), tal V satisfaz (V;). Também
z-VV(2) =2z ¢ (|2*).

A hipdtese (g4) nos garante que (V3) é satisfeita. Vamos mostrar que podemos escolher
Vo > 0 suficientemente grande de modo a termos (V3) satisfeita. Seja 6 =1/ (N +p+ 1)
er =(N+2)0 com N >3ep e (1,2(2) —1).Trata-se de mostrar que, para cada
r € RY, a funcao

f(s)=sV (seat) , s>0,
é concava. Ou seja, devemos mostrar que, para cada a > 0,
f(s)=s"[Vo+g(as*)], s>0,
é concava. Por calculo direto obtemos, para s > 0,
fr(s)=r(r—=1)s"[Vo+g(as®)] +20 (20 +2r —1)s"* [as*’¢ (as™)]

+ 4a202840+r—1g// (a826) .

N +2
Usando que 0 < r = T—;*-l <1, de (g1) e (g3) segue que
f1(s) <r(r—1)s"Vo+ Cnyp s [as™q (as®)] (1.1)

onde Cy, = 20(20 +2r —1). Observamos que Cy, > 0 sempre que N > 4 e que,
quando N = 3, o sinal de C3,, depende do valor de p € (1,11). Mas quando Cy, < 0,
como ¢ > 0, j& teremos por (1.1) que f” < 0. Assim, podemos considerar apenas o caso

em que Cy, > 0. De (1.1) e de (g4) segue que, para todo a > 0,
() < s 2r(r—1)Vo+ Cn,b].

Tomando

b 2b N —

r(l—r) N+2| p-—1
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teremos f” (s) < 0 para todo s > 0. Isso conclui a verificacdo de que a fun¢ao V' do nosso
exemplo satisfaz (V1) — (V3) .
Ao longo desse trabalho, consideramos H'* (]RN ) o espago usual de Sobolev com o

produto interno

(u,v)m:/ Vu-Vv—l—/ uw
RN RN

e a correspondente norma associada

1
2
Jull = ( [+ |Vu|2) .
RN

Aqui, e no restante do texto, usamos indistintamente os simbolos

/Qf, /Qfdx e /Qf(x)dz

para denotar a integral de Lebesgue de uma funcao f : {2 — R mensuravel num conjunto
mensurdvel Q C RY. Também denotamos por ||, a norma usual de L? (RN ) . Vamos

trabalhar com o conjunto
X = {uc H'RY);u* € H'(RM)}.
Proposicao 1.1 O conjunto X € um espago métrico completo com a métrica
dx (u,v) = ||u — v|| + |Vu* — Vo?|y. (1.2)

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em X. Por (1.2), as sequéncias (uy,)
e (Vu2) sdo sequéncias de Cauchy em H'(RY) e (L*(RY ))N, respectivamente. Como

HY(RYM) e L*(RY) sao completos, existem v € HY(RY) e v € L*(RY) tais que
u, —u em H'(RY) e Vu? v em (LQ(]RN))N. (1.3)

Em particular, u,, — v em L*(RY), Vu, — Vu em (L2(]RN))N. Pelo Teorema IV.9 em

[3], passando a uma subsequéncia podemos supor que

u, (2) = u(z), Vu,(z) = Vu(z), qt.pem RY (1.4)

Vul (r) = v(x), qt.pem RY. (1.5)
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Por (1.4),
V2 (z) = 2u, (z) Vu, (r) = 2u(z) Vu (z) = Vu? (z) q.t.p em RY.
Por (1.5), concluimos que v (z) = Vu? (z) q.t.p em RY e portanto
Vu, — Vu® em (L (]RN))N. (1.6)
Para mostrar que u € X, resta verificar que v? € L? (RV), isto é, u € L* (R") . De fato,

como u, € X, temos que u? € H' (]RN ) . Pela desigualdade de Sobolev, existe ¢ > 0 tal

que

*

2%
[l <e ([ 1var)
RN RN

logo (u2) é limitada em L* (RY). Como 2 < 4 < 2(2*), existe § € (0,1) tal que 4 =

n

0-2+ (1 —0)2(2*). Pela desigualdade de Holder com expoentes 1/6 e 1/ (1 — ) , obtemos

¢ > 0 tal que

/ |Un o Um|4 _ / |Un . Um|29 |un . um|(1—9)2(2*)
RN RN

0 i 1-60
RN RN
1-6
< o= 2 |27 [ (12 4 7))
RN

<l — 2 < eflun —wal

onde na pentltima desigualdade usamos a limitagao de (u2) em L*" (RY). Como (u,)

¢ de Cauchy em H' (RY), segue que (u,) ¢ de Cauchy em L* (RY). Como L* (RY) ¢
completo existe w € L* (RN ) tal que u,, — w em L* (RN ) . Novamente pelo Teorema IV.9

em (3], passando a uma subsequéncia podemos supor que
Uy (2) = w(z) qt.pem RY.

Por (1.4), concluimos que u (z) = w (z) q.t.p em RY. Logo u € L* (R") e portanto u € X.
Por (1.3) e (1.6),

dx (tn,u) = ||u, —u|| + |Vu2 — Vu®|; = 0 quando n — oo.
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Definimos o funcional I : X — R por

1 1
I(U) = 5 /RN (’VU’Q —+ V($)U2 + u2]Vu]2) — Zm on ‘U’erl. (17)

Observamos que se u € X entdo u, u?, [Vu|, |[Vu?| € L? (RY) . Por (1}),

/ V(a:)uQSVOO/ u? < oo.
RN RN

1
/ w?|Vul* = —/ IVu?|* < oo
RN 4 RN

1
Além disso, como 1 < Z% < 2*, pela continuidade da imersao H' (RY) — L% (RM),

Também,

existe uma constante ¢ > 0 tal que

= @) < el < o
RN RN

Portanto I estd bem definido.
Para u € X e ¢ € C§° (RY) temos que u+ ¢ € X. De fato, como u € H' (RV) e
Y € C5° (RY) entdo uyp € H' (RY) (veja Teorema 1 da se¢do 5.2 em [11]). Logo

(u+1)* = u® + 2u + % € H' (RN).

A derivada de Gateaux de I no ponto u € X na diregao de ¢ € C§° (]RN) é

t—0 t

Calculando esse limite e procedendo como na Proposi¢ao 1.12 de [30] para o célculo da
derivada da tltima parcela de I (u), obtemos

(I (u) 1) = /RN [(1+?) Vu- VY + V() up + u|Vul*y] _/

|u|P~ ). (1.8)
RN

Assim, uma solugao fraca de (P) é uma u € X tal que (I’ (u),v) = 0 para toda ¢ €
Cse (RY) .
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1.1 Conjunto contendo as solugoes nao nulas de (P)

Nesta se¢ao, utilizando resultados demonstrados por Pucci e Serrin em [27], mostramos

que toda u € X\ {0} que é uma solugao C? (R") de (P) pertence ao conjunto
M = {ue X\{0};J (u) =0},

onde J : X — R ¢é dado por

J (u) = 2 Jox [V (2) [*dz + % /RN (V(@)? (z) + o (z) |V () [2) da
+ %/RN v VV(2)u? (z) dr — % /RN () [Pz, 19)

A fim de demonstrarmos tal fato, consideramos
F: RVXxRxRY - R
de classe C? e denotamos por

Fs : RV xR xRY - R,

F,  RYXxRxRY 5 RY

as aplicacoes

Fs(x,8,2) = %—]8: (x,s,2)
e
F.(x,8,2) = (Fsy (2,8,2) ..., Fay (2,8,2))
comz = (z1,...,25), 2= (21,...,2v) ERY s eRe
OF
= — g 1,...,N}.
JT--ZZ 82’2"16{’ ) }

Para u € C? (R") consideramos a equacdo de Euler-Lagrange
div F, (z,u, Vu) = F, (z,u, Vu), z€R"Y. (1.10)

N
No restante desta se¢ao, escrevemos » | no lugar de > e ) significando o somatério
i i=1 iy
N
duplo >~ >°.

i=1 j=1
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Comecamos com o proximo lema, que é um resultado técnico, obtido como um
Y 9
caso particular da Proposi¢ao 1 em [27]. Posteriormente o aplicamos para uma fun¢ao F

particular, escolhida de forma tal que a equacao (1.10) se torne a equacao (P).

Lema 1.2 Seja u € C? (]RN) uma solugdo da equagdo de Euler-Lagrange (1.10) e seja

a € R. Entao vale
Z o (x,u, Vu) ija s (2w, Vu) — auF,, (x,u, Vu) | = Q (x), (1.11)

sendo

Q () .= NF (z,u, Vu) —i—Z:U]: (x,u,Vu) — (a +1 Za F. (x,u, Vu)

— auFs (z,u, Vu), (1.12)
onde as fungoes u, Vu sao calculadas no ponto x = (x1,...,TN).

Demonstracao. Para comodidade, denotamos

ou 0 <8u

e P por u; € Uy
(%i 8$Z 8@) m

respectivamente e F (z,u, Vu) por F. Pela regra do produto e da cadeia, no ponto

(x,u, Vu), vale

Z%[mi}"]:z:{?+xi

%

Foot Foui+ > fzjuji] }
J

(§]
0 0 0 0
i J i i i j ’
0
= —ZUZ,FZZ - ijujl-fzi - ijuj]:s, (114)
7 %, J
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0
onde, na segunda igualdade usamos que . (x;) é zero para i # j e 1 para i = j e na
i
terceira igualdade usamos que, por (1.10),
0
—F,, =divF, = Fs.
(?a;i
Usando novamente (1.10),
0
; o7, (—auF,,) = —a; w; F, — auFs. (1.15)

Somando as equagoes (1.13), (1.14) e (1.15) observamos que alguns termos se cancelam e

obtemos que o lado esquerdo de (1.11) é exatamente @ (z) . O
Definimos para R > 0, Bg = {z € R";|z| < R} e a funcao
H:RY xR xRY =R
por

H(z,s,z)=|z|F(z,s,2) Tl Zm]z]x F.. (z,s,2) — ast F (r,8,2). (1.16)

Corolario 1.3 Sob as mesmas thoteses do Lema 1.2, vale, para todo R > 0,

H (z,u,Vu)dS = Q (x)dx
8BR BR
onde H € a fun¢do dada em (1.16) e Q € a funcgdo definida em (1.12).

Demonstragao. Pelo Teorema de Gauss-Green, para w € C! (Bg) vale

/ wxida::/ wy; dS. (1.17)
Br dBg

x 7z . 7’ . .
onde v = ﬂ = (v1,...,vy) € 0 vetor unitario normal exterior em 0Bp. Integrando ambos
x

os lados da equagao (1.11) e usando (1.17), obtemos

N
ou T
Q(x dx—/ g F (z,u, Vu) E i——F., (z,u, Vu) —
Br dBr | | i ! Oz |z

_Zau}“zl z,u, Vu) P |]

= H (xz,u, Vu)dS.
dBp
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Definimos F : RY x R x RY — R por
1

F(z,s,2) = % (1+ %) |2|* + %V (z)s* — Pl |s[PT (1.18)
Por célculo direto obtemos
Fo(@,s,2) = (14+%) 2, ie{l,...,N}, (1.19)
F.(z,5,2) = (1+ %) 2, (1.20)
Fol(x,8,2) = sz +V(z)s—|s[" s, (1.21)
Fu, (2,8, 2) = %szaiiv (x). (1.22)

De forma que a equagao de Euler-Lagrange (1.10) se torna
div [(1 4+ ) Vu] = u|Vul? + V (z) u — [uf' " u.
Mas
div [(1 + v*) Vu] = 2u IVul” + (1+v?) Au
= u|Vul> + Au + %u div (2uVu)
= u|Vul|* + Au + %u div (Vu?)

1
= u |Vul|® + Au + §UAU2.
Assim a equagao de Euler-lagrange (1.10) para F definida em (1.18) é
1
—Au+V(z)u— iuAu2 = ul"" u. (P)

Lema 1.4 Seja F dada em (1.18). Se u € X NC?* (RN) ¢ uma solugdo da equagio (P)
entio @ dada por (1.12) é

Q) = (¥ _ a) Vul? + (% - 2a) W2 |Vuf? + (g - a) V (2) 2

1 N

lim/B Q(x)dr = RNQ(x)dx. (1.24)

R—o00
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Demonstragao. Substituindo (1.18), (1.19), (1.21) e (1.22) em (1.12) obtemos (1.23).

Definimos para R > 0 e z € RV,

1, se x € Bg,

Xs, (€)=
o 0, se x € RY\Bx.

Para todo z € RY,

lim Q () Xz, (z) =Q(z) e Q2)xs, () <Q(x).

R—o0

Lembramos que, por (V1) e (V)

Vo<V(z) <V e z-VV(z)eL™®(RY).

Além disso, v € X. Portanto Q € L! (]RN ) . Assim podemos aplicar o Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue para obter

lim Q (z)dx = lim Q () Xy, () dx = Q (z)dx.
RN RN

R—o0 Bgr R—o0

A seguir transcrevemos a Proposicao 2 de [27].

Proposigao 1.5 Suponha que u € C* (RY) € tal que F (z,u, Vu)" , |Vu| |F, (z,u, Vu)|,

|ul
|z| + 1

| F. (x,u, Vu)| € L* (RY) . Entdo vale

lim inf H (z,u,Vu)dS < 0.

No nosso caso, para u € X N C? (RN) ,

F(z,u,Vu) = 5 (1+u?) |Vul® + §V (z)u® — T

\Vul | F. (z,u, Vu)| = (1 + u?) |Vu|?

pertencem a L' (RY), pois u € X e V ¢ limitada. Também

|ul
lz| + 1

|F. (2, u, Vu)| < Jul (1+4?) |Vl

= |u| |Vu| + u? |u| |Vl

Vul*  ut u?|Vul

<U2+
=2 2 T2 2

’u|p+1
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Como u € X, segue que

|ul
|z| + 1

| . (z,u, Vu)| € L' (RY).
Assim vemos que as hipéteses da Proposicao 1.5 sao satisfeitas no nosso caso e portanto

lim inf H(z,u,Vu)dS <0.

No préximo lema mostramos que esse liminf é zero.

Lema 1.6 Seja F dada em (1.18). Se u € X NC?* (RY) ¢ uma solugdo da equagdo (P)
entao

lim inf H (z,u,Vu)dS = 0.

Demonstragao. Substituindo (1.18), (1.19) em (1.16) obtemos

ou
8ZL‘Z‘

J

1 0
H (z,u,Vu) = |z| F (z,u, Vu) — B ija%x, (1+u?)
0]

iauZan (1 + u2) 66_5

|z]

ou

1

Para x € 0Bpg, como |z;| < |z| =Re < |Vu|comie {1,...,N},

1 1
H (2,0, 90)| < B F (2,0, 90) 4 B2 [Val? (14 02) N 4 - ol ] (1-+ 0) R V] ¥
<R ! (1+?) [Vaul” + 1V (z) u® + L Plias
- 2 2 p+1

u? |Vl
J— _I._ -

+ R|Vul* (1 +u®) N? + N |a| (1 + u?) 5 5

Y

onde na tltima parcela usamos que ab < a?/2 + b*/2 para todo a,b € R. Da desigualdade

acima e de (V7),

1 N 1 H1 1
|H (z,u, Vu)| < 5 (1+u*)+N* (14 u?) + Mﬁ] R|Vul* + EVOORUQ

1
+— (PP R+ Nla| (1 + u?) w2 1.25
L ol (1+47) (125
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O Lema 5.10 em [24] garante que existem ¢ > 0 e 6 > 0 tais que

lu(z)| < ce™? para |z|=R (1.26)

/ \Vul® dz < ce™°F, (1.27)
RN\Bp

para R > 0 suficientemente grande e u € XNC? (]RN ) solugao de (P). Conforme observado
por Ruiz e Siciliano em [29], os argumentos utilizados por Liu, Wang e Wang em [24] na
demonstragao de (1.26), (1.27) também valem quando p € (1,3). Por (1.26) para |z| = R
com R > 0 suficientemente grande podemos supor que |u| < 1 e, consequentemente,
luP*' = Jul " u? < w? Dai, de (1.26) e (1.25), existem constantes c,c¢; > 0 tais que,

para todo x € 0B com R > 0 suficientemente grande, vale

|H (x,u, Vu)| < coR |Vu|* + cou® + coRu?

< R |Vul|* + cre” P8 4 ¢/ R e F,

Dai,

H (z,u, Vu) dS‘ < / |H (z,u, Vu)|dS
G

8BR BR

2 — _ _
< ¢oR (Vu|>dS + exeie P BRNL 4 cyeiePERN
9Bn

onde ¢y = Na (N) é uma constante que depende sé de N, tal que cyRV~! é a drea da

superficie da esfera 0 Br. Como o limite das ultimas parcelas é zero quando R — 0o, segue

que
lim inf H (z,u, Vu) dS‘ < ¢ lim inf (R/ |Vu|2dS) . (1.28)
R—o0 OBR R—o0 O0BRr
Por (1.27),
/ / |Vu|? dS dr = / |Vu|* dz < ce™°F.
R JoB, RN\Bg
Definindo

fr) = / Ivaas,

a desigualdade acima se torna

/OO f(r)dr < ce R (1.29)
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Afirmamos que liminf rf (r) = 0. Caso contrério, existiria A > 0 e ¢ > 0 tal que
r—00

T‘f(r)>g>0paratodor>A

e dai, para todo R > A valeria

/Rf(r)dr>/R %dr:oo,

o que contradiz (1.29). Isso mostra que

lim inf r/ |Vul?dS = 0.
0B,

r—00

Combinando com (1.28) concluimos a demonstragao do lema. 0J

Proposicao 1.7 Se u € X NC? (RY) ¢ uma solugdo de (P), entio, para todo a € R, u

satisfaz a identidade

<¥—a)/RN|Vu|2+(¥—2a> /RNu2|Vu]2+(g—a>/RNV(x)u2

1 2 N p+1
z . _ — =0. 1.
+2/RNW vV (2) (p—l—l a) /RNM 0 (1.30)

Demonstracgao. Pelo Corolario 1.3, para R > 0

H (z,u,Vu)dS = Q (z) dx,

dBR Br

onde H é dada em (1.16) e @ ¢é dada em (1.12). Pelo Lema 1.4,

lim inf H (z,u,Vu)dS = Q (x)dx

e Q (x) dz é exatamente o lado esquerdo de (1.30). Aplicando o Lema 1.6, concluimos
RN

que u satisfaz (1.30). O

Tomando a = —1 na Proposicao 1.7, obtemos que toda v € X NC? (RN) que é uma

solugao de (P) pertence ao conjunto
M ={u € X\{0};J (u) =0},

onde J : X — R é dada em (1.9).
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1.2 Caracterizacao do conjunto M

Nesta secao, para cada v € X, definiremos uma func¢ao f, : Rt — R que satisfaz

fl.(1) = J (u), de forma que

M = {u e X\{0}; f, (1) = 0}.

Comegamos definindo, para cada v € X, a fungao =, : [0,00) = X por v, (1) = uy,

onde a funcdo u; : RV — R é dada por
x
ur(z) = tu (;) , se t>0 e ug=0. (1.31)
Observamos que, para t # 0, pela regra da cadeia,
x N
Vut(:l:):Vu<¥>, r € RY.

Como u € X, entao u, u?, |Vul,|Vu?| € L* (RY) , e portanto, para cada t € [0, 00), temos
ug, uf, V|, |VuZ| € L2 (RY), isto é, u, € X. Logo 7, estd bem definida. No Lema 1.9
a seguir vamos mostrar que 7, € continua. Para tanto, utilizamos o Lema de Brézis-Lieb

[4], cuja demonstracao também pode ser encontrada em [16] (veja Lema 4.6, Capitulo 1).

Lema 1.8 (Brézis-Lieb) Sejam Q C RY aberto, 1 < q < oo e (f,) uma sequéncia

limitada de fungoes de L9 (Q)) convergente q.t.p em §2 para f. Entao
Feri(@) e \fli=tim (Ifals= 16— 112).

Lema 1.9 Para cada u € X fizado, seja v, : [0,00) — X dada por 7, (t) = uy, onde
a funcdo u; - RY — R € dada em (1.31). Entdo vy, é continua, considerando X com a

métrica dx dada em (1.2).

Demonstragao. Seja (t,) uma sequéncia em [0, c0) convergindo para tg. Vamos mostrar
que

lim dX (711 (tn) » Yu (to)) = O’

n—oo
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onde dy é a métrica de X dada em (1.2). Primeiro vamos supor que ¢, > 0. Nesse caso,
podemos admitir que 0 < ¢, < ty + 1 para todo n € N. Como v € X ¢é fixado, por

comodidade denotamos 7, por 7. Pela definicao de dx

dx (7 (), 7 (t)) = |7 (ta) — 7 ()| + |V [y )] = V [y ()], -

Usando que (a + b)* < 2a% 4 2b2, para todos a,b € R, temos que

[dx (7 (tn) 7 (Go)]* < 27 (8) = 7 (to)l5 + 2V (ta) = Vv (to) 5

+2|V Iy ()] = V [y (1)), - (1.32)
Afirmamos que v (t,) (z) — v (to) (z) e Vv (t,) () = V7 (t) (x) q.t.p em RY quando
n — oo (e consequentemente V [y ()] (z) = 2v (tn) (z) Vv (tn) (x) = V [y (to)) (@)
q.t.p em RY quando n — oo ). Admitindo essa afirmacio verdadeira, vamos concluir a

prova do lema utilizando o Lema 1.8 (Lema de Brézis-Lieb). Primeiro observamos que

= [ el = [ e () a=aw [ ewa o)

Como u € X e t, — to, segue que (v (t,)) ¢ uma sequéncia limitada em L? (RY). Além

disso,

im [ (83 =677 [ o @)y = ()l
n—oo RN

Aplicando o Lema 1.8 com f,, = v (t,), f =7 (to) e ¢ = 2, podemos concluir que

lim |y (t,) — 7 (fo)[3 = 0. (1.34)

n—oo

Procedemos de forma andloga para mostrar que

lim [V (t,) = V7 (to)l; = 0 (1.35)
T |V [ (ta)]* = V [y (f)]*], = 0. (1.36)

Tudo funciona bem pois

V)= [ 19l = | do=t) [ [uPdy (37

v (&)
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2

VEEIE= [ Vhert= [

vl (7).

e podemos aplicar novamente o Lema 1.8 para concluir (1.35) e (1.36). Substituindo

dr = tnN”/ |Vu? (y)fdy
RN
(1.38)

(1.34), (1.35) e (1.36) em (1.32), o lema fica demonstrado no caso t, > 0, faltando apenas

verificar as convergeéncias

7 (tn) (2) = v (o) (2) e V7 (tn) () = V7 (to) (2)

q.t.p em RY quando n — co. Ora, como u € X C H' (RY) e C° (RY) é denso em
H' (RY) existe uma sequéncia (u;) em Cg° (RY) tal que |lu, — ul| — 0 quando k — oo.

Em particular,
lup —uly =0 e |Vup —Vul, = 0 quando k — oo.
Passando a uma subsequéncia, podemos supor que
ug (z) > u(x) e Vu (z) = Vu(x)

q.t.p em RY quando k — oo. Assim existe Z C R" de medida nula tal que |uy, (z) — u (z)] —

0, para todo z € RM\ Z, isto é, dado ¢ > 0, existe kg € N tal que
lu (x) = u (2)| < e, paratodo z€RV\Z e k> k. (1.39)

Fixado n € NU {0}, o conjunto Z, = {t,y : y € Z} tem medida nula. E tz Z 7 se,

somente se, © & Z,. Assim, segue de (1.39) que

e, (t_) o (t_)\ < (to+ 1) |un, (t_) _u (t_>' < (to+1)e,

para todo x € RN\ Z,. Tomando N = Z, U [U2, Z,], temos que N tem medida nula e

tn g, (;) —thu (;) ’ <(to+1)e, paratodo 2 € RY\N e neN.

n
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Logo,

+

X X
touko t_ — tou t_
0 0
T X
i (37) = o ()
n 0

para todo n € N e z € RV\N. Ora, uy, é uma funcido continua e ¢, — t. Logo existe

<2(tg+1)e+

ng € N tal que
7 () () = (o) (2)] < 2(to +1) e+,

para todo x € RN\N e n > ng. Isso mostra que

7 (ta) () = 7 (to) () q.t.p em RY.
A prova que
VA () (2) = Vv (o) (¥) q.t.p em RY
¢ analoga. Com isso concluimos a demonstracao do lema no caso t, > 0. Quando ¢ty = 0,
como v (0) =0,
0, set, =0,
dx (v (tn),0), se t, >0

tenderd a zero quando n — oo como consequéncia direta de (1.33),(1.37) e (1.38). O

dx (7 (tn),0) =

Para cada u € X definimos f, : [0, co) — R por

fu(t) = I(uy), (1.40)

onde u; : RY — R ¢ dada em (1.31). Temos f,(0) =0 e, para t > 0,

1 1
fut) = I(uy) = —/ (|Vug| 2 + V(z)u? + u?|Vug|?) dx — —/ |ug [P da
RN p+ 1/ gy

2
— %/th2 Vu (%) ’ t%d:c + %/RNV(x)FuQ (%) dz

1 21 1
+ —/ t2u? <§> 2 ‘Vu <£> —dyx — —— i ‘u <£>
2 RN t t t2 p + 1 RN t

p+1
Z.
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Fazendo x = ty, pelo Teorema da Mudanca de Variaveis,

tN tN+2

Ju(t) = I(u) = > /RN Vu (y) |*dy + > | Vty)u? (y) dy
N+2 N
Lt § /RN u? (y) |V (y) |2dy — tp+ : /RN () PPy (141)

Observamos que, fixado u € X\ {0},
fu(t) = At + G /R N V(ty)u® (y) dy> N2 BN OV s,
onde A, B, C' > 0. Por (1),
0<Vo<Vi(ty) < Ve,
para todo y € RY e ¢ > 0. Assim existem constantes B, B > 0 tais que

fu(t) 2 AtN _|_ BtN"rQ _ CtN'f'p"rl

fu(t) < AN 4 BtV+2 — oL

para todo t > 0. Como p 4+ 1 > 2 concluimos que

fu(t) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno (1.42)
e
tliglo fu (t) = —o0. (1.43)

Como f, = I o7, é uma fungao continua de ¢, e sendo f, (0) = I (ug) = 0, de (1.42) e
(1.43) concluimos que f, atinge um méximo em algum ¢ > 0. No Lema 1.11 mostraremos
que, para u # 0, a funcao f, tem um tnico ponto de maximo.

A partir de (1.41) calculamos a derivada de f,, qual seja,
N B tN+2 d
fu(t) = 51" 1/ Vu(y) Py + —— = </ V(ty)u® (y) dy)
RN RN

N +2 N +2
—+tN+1 1% (ty) u2 (y) dy + —+tNH
2 RN 2

+ [ ) 1vu ) Pay
RN
- N+p+1tN+P

L [ ) Py (1.44)
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Neste ponto, gostariamos de lembrar o seguinte corolario do Teorema da Convergeéncia

Dominada de Lebesgue ( veja Coroldrio 5.9 em [1]).

Corolario 1.10 Suponha que para algum ty € [a,b], a funcio x — f(x,ty) seja integrdvel

0
em Y, que —f exista em Y X [a,b], e que exista uma fungao integrdavel g : Y — R tal que

ot

AN

Entao a funcao

F(t):/yf(:c,t)dx

¢ diferencidvel em [a, b]
ar't) _ [ of
dt  Jy ot

(x,t) d.

Pela hipétese (Vz) podemos aplicar o resultado acima com Y = RY, obtendo, para

t >0,

a (Lo wma) = [ vovime wa

1
4 | Vi) e W)y
RN

Substituindo em (1.44), vem
, B 1
Fu) =5 [ Vuty) Py 5o [y V() ) dy
RN RN
N +2 N +2
s 2220 [ Vi @y + 22 [ ) Fuly) Py
RN

RN

- N+p+1tN+P

L2 [ o) Py (1.45)

Note que f/ (1) = J(u) onde J : X — R é dada em (1.9). Assim o conjunto M =
{u e X\ {0};J(u) =0}, que como vimos na Se¢ao 1.1, contém todas as solugoes nao

nulas de (P), é igual ao conjunto

M= {ue X\ {0}: (1) = 0}. (1.46)
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Afirmamos que M é nao vazio. De fato, para v € X, a funcao v, : RV — R, definida em

(1.31) satisfaz, parat, s >0ex € RV,

o1 (2) = o ()] =0 (2) = o ()] = 0 3) = 00

Ou seja, (ug), = ws = (us), , paratodo t, s > 0. Consequentemente, a funcao f, : [0,00) —

R definida em (1.40) satisfaz, para t,s > 0,

fue (8) = T((w) ) = I (wis) = fu(ls) .

Derivando em relacao a s, obtemos
fuc (5) =t} (ts) .
Em particular, quando s =1,
fu, (1) =tf, (t), para todot > 0. (1.47)

Conforme ja observamos, se u € X\ {0}, como f,(0) = 0, por (1.42) e por (1.43), f,
possui pelo menos um ponto de maximo M > 0. Por (1.47), uym € M. Logo M é nao

vazio.

1.3 O infimo de I em M

Nesta secao mostramos que o infimo do funcional I no conjunto M ¢ estritamente

positivo e é caracterizado por

m:=infl = inf maxT (u),
M ueX\{0} t>0

onde u; : RY — R ¢ definida em (1.31).

Lema 1.11 Para qualqueru € X\{0}, a func¢ao f,, definida em (1.40), atinge seu mdximo
em um unico ponto t* > 0. Além disso, f, € positiva, crescente para 0 < t < t* e

decrescente para t > t*. Finalmente

m=infl = inf max/l (u).
M uex\{0} t>0



Capitulo 1. Resultados Preliminares 24

Demonstracao. Seja h : [0,00) — R dada por h(s) = s¥iriT, Para u € X\ {0}, defina
gu : [0,00) = R por g, = f. o h. Entao, de (1.41),

gu (s) = fu (57777

NI it NroiT
+p+ +r+ +r+
2 RN 2 ]RN 2 ]RN
- jl/ sz (1.48)
p RN

Como h (s) é positiva e fica proxima de zero para s > 0 pequeno, entao por (1.42), g, (s) =

fu(h(s)) > 0 para s > 0 suficientemente pequeno. Por (1.43) e por ser lim A (s) = oo,
S5—00

lim g, (s) = lim f, (h(s)) = —oc.

§—00 §—00

Afirmamos que g, é concava. Admitindo esse fato, e como g, (0) = 0, concluimos que o
maximo de g, é atingido em algum s* > 0 e s* é o Unico ponto critico de g,. Portanto,
g, (s) >0, para s € (0,s*) e g}, (s) <0, para s > s*. Temos

, 1

9y (8) = fo (h(s)) - Nipil '

L
SNFpFI .
Logo
/ i,
Ju(h(s)) = (N +p+1) s¥iig, (s).

Seja t* = h(s*). Entao f (t*) =0e f, (t) > 0, para t € (0,t*) e f! (t) <0, para t > t*.
Logo para u € X\{0}, t* é o tinico ponto de maximo de f, e t* é o inico ponto critico de
fu além de t = 0. Quando u € M, t* =1 ja que f/ (1) = 0 nesse caso. Como f, (0) =0,

fu (1) > 0, para todo u € M. Assim, pelas definigoes de u; e f, (t), o conjunto
{I(u);ue M}y ={I(u);ue M} ={f,(1);ue M}
é limitado inferiormente por zero. Logo estd bem definido

m := inf I (u)

ueM

em > 0. Ja vimos em (1.47) que f; (1) = tf; (t), para todo ¢ > 0. Assim " é o tinico

/ _ £ u u __ 3 u A 1113
ponto tal que f, , (1) = f, (t*) - t* = 0, ou seja, t* é o tinico ponto tal que
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upw € M = {u € X\{0}; f/ (1) = 0}. Agora vamos mostrar que

= inf 1 =inf [ = inf{I (u); M
my uegl\{o}r?;aox (w) e m inf inf{I (u);u € M}

sao iguais. Temos que

my = inf [ (uw) >inf 1 (u) =m,
ueX\{0} M

onde na ultima desigualdade usamos o fato de que uw € M, para todo u € X\ {0}. Por

outro lado, M C X\{0} e quando u € M, f, atinge seu valor maximo em ¢ = 1. Entao

™ R T () = e S (0= £ (= ol T ) = Tl =

pois u; = u.

Resta mostrar que ¢, é uma funcio concava. De fato, considere para cada z € RV

~ N42 1 , ~
a funcdo a, : RT — R dada por a, (s) = s¥++1V/ <3N+p+1 x) Por (V5), a, ¢é concava.

Vamos mostrar que a funcao p : R* — R,

p(s) =575 [

RN

Vv (sﬁpﬂx> u? (v) do = /RNO% (5)u? (x) dx

é concava. Com efeito, para 6 € [0,1] e s1, so € RT entao

p((1—0)s)+0sy) = / g ((1—0) sy + 0s9) u? (z) dx

RN

> /RN (1= 0) ay (51) + vy (52)) 22 () da

> (1—6) /RN% (51) 2 (g;)da;w/R ap (s9) u? (z) da

= (1 =0)p(s1) +0p(s2).

Logo p é concava. Temos que a fungao s — s” com 0 < r < 1 é concava. Como p+1 > 2,
concluimos que, para cada u € X, a funcao g, dada em (1.48) é concava por ser a soma

de funcgoes concavas. O

Lema 1.12 O valor m = ijr\14f] € estritamente positivo.
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Demonstragao. Seja Vj dado na hipétese (Vi) . Definimos Iy : X — R por

1 1
Iy (u) = 5/RN (|Vul® + Vou? + w?|Vul?) — m/RN|u|p+1.

Por (V1), Iy (u(x)) < I (u(x)) para todo x € RY. Isso implica que

mo:= inf max/ly(u) < inf max[I (uy) = m.

ueX\{0} >0 ueX\{0} >0
Portanto basta mostrar que mg > 0. Fixado u € X\{0} definimos g, : [0,00) — R
por g, (t) = Iy (us) e My = {u € X\{0};¢, (1) = 0}. A funcdo V : RY — R dada por
V (z) = Vi para todo x € RY satisfaz (V3), (V2), (V3). Aplicando o Lema 1.11 para g,
obtemos my = 1}\141(? Iy (u). Temos

N N +2
g/u (t) — LNl ’vu’2 + —+tN+1/ Vou2
2 RN 2

RN
N +2 N 1
+ —+tN“/ CVa? — 2P v [ e (1.49)
2 RN p+1 RN

Para u € My, ¢, (1) = 0 entao

N N+2 N+2 Nip+l
ad |Vu|2+—+/ Vbu2+—+/ ﬁwf-i/ P = 0. (1.50)
RN 2 RN 2 RN RN

2 p+1
Dai
N +2 N +2 N 1 N
_+/ Vou2+—+/ u2|vu‘2:i/ |u]”+1——/ Vul?
2 RN 2 RN p+]. RN 2 RN
N 1
< i/ ufPt. (1.51)
p+1 ]RN
Temos
N4+p+l 0 (N+2) 1
_— = V- Pt 1.52
pall 2 Vg, (1:52)
onde

21 (N—I—p+1)
1T N+2) W PRSI
Como 2 < p+1 < 2(2*), entao existe § € (0,1) tal que p+1 = (1—0)2+6 2(2*). Logo

|(1—-9)2 |62-2*

. Pela desigualdade de Young com expoentes r = 1/ (1 —6) e

q |[ufPtt = |u q|u

r" = 1/6 temos

(1—)2r 7 0,102(2%)r’ * *
< Ju L = (1=0)u? +0 o [uP®) <u?+ g0 [u®). (1.53)

‘p+1
r r!

q |u
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Assim, de (1.52) e (1.53),

Vo o |uf*®,

N 1 N+2

(N +2)
p+1 2

Substituindo em (1.51) vem

N +2 N +2 N +2 .
+ VO/ u? + yre / u?|Vul? < (N + )Vo/ u? + 01/ ]u|2(2 ).
2 RN 2 ]RN 2 RN ]RN

onde c¢; > 0. Da desigualdade acima e pela Desigualdade de Sobolev, existe co > 0 tal

que
N+2 .
Kre w? | Vul* < 01/ |u?|?
2 RN RN
192" 2
2 x 2
< ¢y [(/ |Vu2|> ] =2%¢, (/ u2|Vu|2> .
RN RN
Logo
¥l N2
/ W2 |Vuf? > N2
RN 2(22 )CQ
ou seja,
/ w?|Vul> > ¢ > 0, para todo u € M, e algum ¢ > 0. (1.54)
RN
De (1.50) temos
1 N N +2
— up+1:—/ Vu2+—/ Vou? + u?|Vul?) .
p—|—1 RN| ‘ 2(N+p—|—1) ]RN| | 2(N+p+1) RN(O ’ |)

(1.55)
Substituindo a equagao (1.55) na expressao do funcional Iy, vem

1
Iy (u) = 3 (/RN\VUF + Vou? +u2|Vu\2)

N N +2
e v 2_— V 2 2V 2
2(N+p+1)/RN| Y 2(N+p+1)/RN(°“ [ Vul’)

1 N 1 N +2
— - v 2 - = V 2
<2 2(N+p+1))/RN| ul +(2 2(N+p+1)>/RN ot

1 N +2 ) )
- Vul*.
+<2 2(N+p+1))/RNu| ul

Como p > 1 entao

2 2(N+p+1) 2 2(N+p+1) '
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Portanto, por (1.54), Iy (u) > ¢o > 0 para todo u € My. Como my = ir}\fl Iy concluimos
ucMo

que mg > 0, o que finaliza a demonstracao do Lema 1.12. O



Capitulo 2

Existéncia de solucao positiva de

energia minima

Neste capitulo, inicialmente provamos o seguinte resultado:
Proposigao 2.1 Seja m = i]I\14fI. Entao existe u € M tal que I (u) =m .
Tal proposicao sera peca fundamental para demonstracao do Teorema A.

Teorema A Se p € (1,2(2%) —1) e V € C* (RY) satisfaz (Vi), (Va), (V3) entio (P)

possui uma solugcao positiva de energia minima.

2.1 Demonstracao da Proposicao 2.1

A fim de demonstrar a Proposicao 2.1 utilizamos os resultados a seguir. Comegamos

com um resultado técnico.

Proposigao 2.2 Eriste ¢ > 0 tal que I (u) > c/ (|Vul* + u? + u?|Vul?) para todo

RN
u e M.

29
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Demonstracao. Seja u € M = {u € X\{0}; f/ (1) = 0}. Parat € (0,1), considere
u; : RY — R definida em (1.31). Por (1.41) e (1.7),

tN ) tN+2 ) tN—‘rQ ) ) tN-‘rP-i—l o
Iu)=" [ v Vit Vul? - »
() 2 /RN| ul'+ 2 /IRN (teu + 2 /RNU| ! p+1 /RN !

1

1 1 1
I(U) = §/RN ‘VU,P + 5 o V(qj)u2 + 5 /RN u2|vu|2 - m » |U‘P+1.

Entao

tN tN-i-p-‘rl tN-‘r? tN-HD-‘rl
I(u) — NP (u) = [ — — / |Vul? + — / u?|Vul?
2 2 RN 2 2 RN

[ (v -Svw) e (2.1)

Por (V}) temos que 0 < Vo <V (z) < V4 < 00, para todo x € RY. Logo 0 < V5/V, <1

e, além disso, V (tx) > Vj para todo z € RY. Entao podemos tomar 0 < § < V;/V,, tal
que V (tz) > Vo > 6V > 6V (x). Note que § € (0,1) e depende somente de Vj e V.

Como p + 1 > 2, escolhendo t € (0, 1) suficientemente pequeno, temos

tN-‘rQ tN+p+1 tN—‘rQ tN+p+1 tN+2 tN+p+1
5 V (tx)— V(z) > 5 oV (z)— V (z) ( o — > Vo i=¢e:>0.

2 2
(2.2)
Como u € M entao f! (1) = 0. Pelo Lema 1.11, f, atinge seu maximo em ¢t = 1. Logo para
t € (0,1) temos f, (t) < fu (1), ou seja, I (uy) < I (u) para todo ¢t € (0,1). Escolhendo

t > 0 menor se necessario, temos, por (2.1) e (2.2),
(1 =tV I (u) =1 (u) — NPT (u)

> T (uy) — NP (w)

tN tN-i-p—i—l ) tN-‘rQ tN+P+1 ) )
> | — — _
_(2 5 )/]RN\Vu\+(2 5 )/RNu]Vu]

+/ stu2

RN

zst/ |Vu|2+5t/ u2|Vu|2+/ gr u’
RN RN RN

= z—:t/ (IVul® + «*|Vul* + u?) .
RN
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€t

Toman =
omando ¢ TN

concluimos que

I(u) > c/ (|Vul® + v Vul]* + u?) .
RN

O

Daqui por diante, nesta se¢ao, denotaremos por (u,) uma sequéncia em M tal que

I (u,) converge para m = i]‘an I.

Lema 2.3 As sequéncias (u,) e (u2) sdo limitadas em H' (RY) . Consequentemente (u,,)

¢ limitada em LPT (RN) )

Demonstracao. Como I (u,,) é convergente entao existe ¢o tal que I (u,) < ¢y para todo
n € N. Pela Proposicao 2.2,

I (uy)

/ (Vi |* + w2 + u2|Vu,|* < < %0, para todo n € N. (2.3)
RN

Portanto (u,) é limitada em H' (RY) . Por (2.3),

4
/ |Vu2|? = 4/ u? | Vu,|? < o (2.4)
RN RN Cc

Como u, € M e M C X entdo u2 € H' (RY). Pela desigualdade de Sobolev, existe

c1 > 0 tal que |u?

o« < ¢1 |Vu2|y. Combinando com (2.4), obtemos ¢y, c3 > 0tais que

2%
2
/ [u2|?" < ey (/ ]Vui\z) < 3.
RN RN

De (2.3), / u? < D Como 2 < 4 < 2 (2*) entao existe 0 € (0,1) tal que 4 =60 -2 +
RN C
(1 —0)2(2*). Pela desigualdade de Holder com expoentes 1/0 e 1/(1 —6) e das duas

ultimas desigualdades, obtemos ¢4 > 0 tal que

/ U4 :/ ’U ’29 |U |(179)2(2*)
RN " RN " "
6 (1-6)
L ()=
RN RN
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2

Dai e de (2.4) concluimos que (u;

+1 . . ) .
1< pT < 2*. Pela imersao continua de H' (R") em L% (RY), existe uma constante

) ¢ uma sequéncia limitada em H'! (RN ) Temos que

cs > 0 tal que

_2
a2, = (/RN 2 ) < i < s ] (2.5)

Logo (u,) é uma sequéncia limitada em LP™ (RY). O

Lema 2.4 A sequéncia / |un [Pt n € N, converge, a menos de subsequéncia, para um
RN
valor A positivo.

Demonstragao. Por hipotese,

1 1
I(uy,) = §/RN (|Vun|2 + V(z)u? + ui|Vun|2) — m RN|un|p+1

converge para m. Pelo Lema 1.12, m > 0. Além disso, ||u,|| + ||u2|| ndo converge para

zero. De fato, se fosse que |Ju,|| + ||u2|| — 0 entdo seria lim |ju,|| = 0 e lim [Ju?| = 0.
n—oo n—oo
De (2.5) teriamos |u,|PT convergindo para zero. Por (V)
RN

1 Ve 1 1
up)| < Vu,|* + —/ u? + / u? |V, |? + —— up, [P
Tl <5 [ 1Vunl+ 2 [ s [ vl —= [l

<l + ) + = [t

para algum ¢ > 0. Assim [ (u,,) tenderia a zero contradizendo o fato de que I (u,,) converge
para m > 0. Logo ||u,|| + ||u?|| ndo converge para zero. Pelo Lema 1.11, f,, atinge seu
maximo num unico ponto t*» > 0. Como t"*» é o unico ponto critico de f, e u, € M
entao t“» = 1. Assim para qualquer ¢ > 1, por (1.41)

Jun (1) =1 (un) 2 fu, (1) =1 ((un),)

tN 5 tN+2 tN+2 5
= |Vu,|” + 5 / V (tx) u? + 5 / (V| u?
RN RN RN

2
tN+p+l1

_ / |un’p+1
p+1 Jpn

Por ser t? > 1 e por (V}),

N , , #N+p+1 )
I (u,) > (|Vun| + Voui + |V, ui) — / |un|p+ ] (2.6)
p+1 Jgny
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Seja 6, = / (V> + Vou2 + |V, |* u2) . Pela Proposicao 2.2,
RN

I
0<6,<(Vo+ 1)/ (\Vun|2 +u? + |Vun|2u3;) < (Vo+1) (“”).

RN c

Logo a sequéncia (d,) é limitada. Portanto, a menos de subsequéncia, (d,) converge para
um dg. Se dp = 0, entdo as parcelas / |V, |, / Vou? e / |V, |* u? convergem para
RN RN

RN
zero. Como u? € H! (]RN ) — L? (RN ) continuamente, existe ¢ > 0 tal que

/ (ui)2 < c/ |Vu,21{2.
RN RN

Como / IVu2|> = 0 entédo / (u2)® = 0. Assim terfamos ||u,|| + |[u2|| convergindo
RN RN
para zero, o que nao pode ocorrer. Logo a sequéncia (¢,) converge para dy positivo e
. 0 .
consequentemente, para n € N suficientemente grande, §,, > 50. Por hipétese I (u,) — m

e por (2.6) temos, para n suficientemente grande,

tN tN+p+1 1
m+1>1(u,) > —0dp — / |un P
4 p+1 RN

Logo
tN+p+1
p+1

tN
Escolhendo t > 1 tal que Z(SO > 2(m + 1), obtemos ¢ > 0 tal que

/ [up P > ¢ >0
RN

para todo n € N suficientemente grande. Como, pelo Lema 2.3, a sequéncia
RN
n € N, é limitada, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que

P+1>ﬂ _
N|un| > 450 (m+1).
R

‘un‘pﬂv

/ u, P = A>e> 0.
RN

O]

Na demonstragao do préximo lema, utilizamos o seguinte resultado de concentragao

de compacidade, devido a Lions ([21], Lema I.1).
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r
, ser < N. Suponha que 1, €
N—r

limitada em L9 (RY), |Vib,| € limitada em L™ (RN) e que

Lema 2.5 Sejam 1 <r < oo, 1 < q < oo,com q #

lim sup/ [n|? =0, para algum R > 0. (H)
Br(y)

TL*)OOyeRN

N
Entao ¢, — 0 em L* (]RN) para todo o € (q, d ) :

N —r
Lema 2.6 Ezistem § > 0 e uma sequéncia (z,) em RY tais que / |, [P > 6.
Bl(l'n)
- . p+1 . -
Demonstragao. Sejam r = 2, N > 3 e q = — Como 1 < p < 2(2*) — 1 entao

2N
l<qg<2= N o Pelo Lema 2.3, (u?) ¢ limitada em L (RY) e (|]Vu2|) ¢ limitada em

1
L? (]RN) . Vamos mostrar que 42 nao tende a zero em L? (]RN) para todo t € (1%, 2*) :

n

5 =(1-0)s+ 6t.

Pela desigualdade de Holder com expoentes 1/ (1 —6) e 1/8,
p+1 1-6 0
RN RN RN RN

PR . 1
Note que / (u2)” é limitada pois podemos escrever s = (1 — 3)+ 03 (I%) para algum
RN
B € (0,1) e, pela desigualdade de Holder e pelo Lema 2.3,

[ooar=(f ) ([me) <

p+1

1 1 1
Sejam s € (1,%) ete <]i,2*). Seja 6 € (0,1) tal que Pt

Como, pelo Lema 2.4, u? nao tende a zero em L 2 (RN ) , de (2.7) podemos concluir que

1
%,2* . Entao, para v, = u
)

Lema 2.5 nao é verdadeira. Logo a hipétese (H) do Lema 2.5 nao pode ser satisfeita, uma

2

-, a tese do

n

/ (uz)t nao tende a zero, para todo t € (
RN
(

vez que as demais hipdteses o sao. Assim,

lim sup/ lu, [T £ 0
Br(y)

n—)OOyGRN

para todo R > 0, em particular, para R = 1. Seja a, := sup/ |un|p+1 ,n € N. Como
yeRNJ By (y)



Capitulo 2. FExisténcia de solucao positiva de energia minima 35

(a,) nao tende a zero, existe § > 0 tal que para todo ng € N podemos tomar n > ny com
a, > 9. Assim, podemos construir uma subsequéncia de (a,), ainda denotada por (a,),
tal que a,, > 0 para todo n € N. Pela definicao de supremo, para cada n € N, existe

yn € RY tal que / |, [T > 6. O
Bi(yn)

De agora em diante, até o fim desta se¢ao, para R > 0, consideramos ng : [0,00) — R
uma funcao de classe C'*° tal que
(a) nr(t) =1 para 0 <t <R,
(b) ng (t) = 0 para t > 2R,
() 0<nr(t) <1 el (b)) < % para todo ¢ > 0,

E para n € N, definimos v,, w, : RV — R por

Un () = g (|2 = 2n]) un (2) (2.8)

wn () = (1 =g (| = z4])) un (2), (2.9)

onde (z,) é a sequéncia obtida no Lema 2.6. Assim u,, = v, + w, .
Lema 2.7 As fungoes v, e w, definidas em (2.8) e (2.9), respectivamente, pertecem a X.

Demonstragao. Como u, € X entdo u,,u? € H' (RY), logo, un, |[Vu,|, u2, [Vu2| €

L? (RY) . Por ser ng < 1, temos |v,| < |u,|, logo

2 2 4 4
/vng/ un<ooe/vn§/ u,, < 00.
RN RN RN RN

Segue que vy, v2 € L* (RY) . Usando que ng (t) < 1 e |nf ()] < % para todo t € [0, 00),
obtemos
Vo (@ = i (= 2ul) Vit (@) + i () 15 (2 = ) 72
5 2
< (190 @) + 3 fua (2
< 2|Vu, (z)° + % u, (2)” € L* (RY). (2.10)
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Logo |Vv,| € L* (RY) . Também,

2 4
V] = 21l 1900 < 2lunl (19001 + 5 o]} < 2] V0] + ol

R
Assim,
2 4 2 2 32 4
(Vuz|” < (\vui} +E|“”|2) < 2|V +§|un| e L' (RV).
Logo V2 € L? (RN ) . Utilizando calculos semelhantes concluimos que w,, € X. O

Como consequéncia do Lema 2.6, temos que, para R > 1,

/ |vn|p+1:/ 2 (1 = ) Jun (x)|p+1z/ PS50, (211)
Br(zn) Br(zn) Bi(zn)

Lema 2.8 Dado € > 0, sejam R > min {1, 1/e} e w, definida em (2.9). Entao existem

constantes ¢ > 0 e o > 0, que ndo dependem de €, e ng = ng (¢) € N tais que
[Jwn | + HwiH < ce? para todo n > ny.

A seguir fazemos algumas defini¢oes e provamos alguns resultados auxiliares a fim
de demonstrar o Lema 2.8.
Consideramos, daqui por diante, (z,) a sequéncia definida por z, (z) = u, (x + x,,) ,

onde (x,) é a sequéncia obtida no Lema 2.6. Fazendo a mudanga de varidveis y = = + x,,

||zn|\2:/ ui(m%—x@dm—i—/ |Vun(x—|—xn)|2dx
RN RN

— [ @y [ V0wl dy =
RN RN

20 = [ (e e des [ (90 @) e
RN RN

N /RN (u2 ()" dy + /RN [V, ()| dy = [l

Pelo Lema 2.3, (z,), (22) sdo limitadas em H'(RY). Portanto, existe z € X tal que a

menos de subsequéncia,
z, =2z e z. — 2" fracamente em H' (R"). (2.12)

1 P
Além disso, 1 < ]% < 2*. Pela continuidade da imersdo de H' (R") em L% (RY)

temos que 22 € L= (RN), ou seja, / 12| < 0.
RN
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Lema 2.9 Dado € > 0, existe R = R () > 0 tal que / <e.

|Z’p+1
BC

R
Demonstracao. Para R > 0,
[t = [ et [ 213
B RN Br
Considere xp, a funcdo caracteristica da bola Bgr. Defina h : RY x (0,00) — R por
h(z,R) = |z (x)"*' xB, (), entdo |h(z,R)| < |z(z)]""" para todo z € RN, R > 0
e ]%i_{roloh(:c, R) = |z (z)["*". Como [¢/'"" € L'(RY), pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue ([1], Corolario 5.7 ), segue que

lim 2] = lim 12" xB, = / Elias®
R—o0 Bnr R—oo [pN RN
Dai e de (2.13),
lim 12| = 0.
R—o0 Bg

Assim, dado € > 0, podemos escolher R suficientemente grande tal que / | 2| e O
Bf

n—oo

Lema 2.10 Para R > 0, lim |2, [P = / 2|, onde A (R,2R) = Byp\Bg.
A(R2R) A(R,2R)
Demonstragao. Temos que 22 converge fracamente para 2% em H! (RN ) Como 1 <
1
P2~ 9 entiio 22 < h para alguma h € L

2
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

p+1
2

(RY) e 22 — 2% q.t.p em RY. Pelo

loc
pt+1

p+1
[ 215 =t [
A(R2R) A(R2R)

Lema 2.11 Dado € > 0, para n € N suficientemente grande vale

ot [t [
RN RN RN

< 3e. (2.14)
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Demonstracao. Fazendo a mudanca de variavel x = y + x,,, obtemos

[ m@r = [ utrartay= [ et
RN RN RN

/ oy (2" dr = / B (12— ) [un ()P di = / 5 () 120 ()P dy
RN RN RN

[l @p e = [ a2 o @ da

= [ =)y )

/ |un|p+1 _/ |Un|p+1 _/ |wn’p+1
RN RN RN

[Pt = [ Qo ) dy
RN N

R

- [ =D e ) ).

(2.15)

Temos

/ ‘Zn‘il?+1:/ ‘Zn‘p+1+/ |Zn|p+1+/ ’Zn’erl-
RN Br A(R,2R) B¢,

2R

Como 1z (Jy|) = 1 para todo y € Bg (0) e nr (Jy|) = 0 para todo y € B, entdo

/RNUI}’%H(WMZH (y)|p+1dy:/

Pt [ g ) ) dy
R

A(R2R)

/ (1= nr (JyD)"* |20 ()" dy = / (L= na (ly))" |20 ()" dy
RN A(R2R)

T / 2 ()P dy.
B

c
2R

Das igualdades acima e de (2.15),
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/ ’un|p+1_/ |Un|p+1_/ ’wn|p+1
RN RN RN

/ o ()P dy — / 2 (1) 12 () dy
A(R,2R) A(R,2R)

- / (1 = nr (YD) |20 () dy\
A(R2R)

<[ P [ ) )
A(R2R) A(R,2R)

T / (1= ()Y 2w ()P dy
A(R,2R)

<3 / 2 ()P dy,
A(R2R)

pois 0 < ng < 1. Dado € > 0, pelo Lema 2.9 podemos escolher R > 0 suficientemente

grande tal que /
A(R,2R)

ng (¢) suficientemente grande. Portanto,

[t [t [
RN RN RN

Como (z,) é uma sequéncia limitada em H* (R"), entdo (|Vzn|2) é uma sequéncia

|2|P"" < ¢ e pelo Lema 2.10 temos / |2, [P < & para n >
A(R2R)

< 3e.

OJ

limitada em L* (RN ) . Pela Proposicao A do Apéndice, existe uma medida p, finita em

A~ . 2 . .
RY, tal que, a menos de subsequéncia, |Vz,|” dz — p fracamente no sentido das medidas.

Lema 2.12 Dado ¢ > 0 existe R = R (¢) > 0 tal que / dp < e.

C
BR

/d,u:/ d,u—/ dp.
BY RN Br

Rlim XBr () =1e |xp, (z)] <1, paratodo z€RY,
—00

Demonstragao. Para R > 0,

Além disso,

onde xp, é a fungdo caracteristica da bola Bg. Como h =1 € L* (]RN) pois

/ 1du:u(RN) < 00,
RN
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podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para obter

lim [ du= lim [ xg,(z)du= / du.
N

Assim,
lim dp = 0.
R—oo [pC
R

Portanto, dado £ > 0, podemos escolher R > 0 suficientemente grande tal que / du < €.

C
BR

Lema 2.13 Dado ¢ > 0 existe R = R (¢) > 0 tal que

Ly := /RN??R (| = @) (1= g (|2 = 2a])) [V (@) do < e,
para n € N suficientemente grande.
Demonstracao. Sejam

L= / (= ) (1= (1 = 20])) [V ()

e ¢ : RY — R dada por ¢ (2) = ng (|z|) (1 —nr (Jz])). Fazemos a mudanca de varidveis

r =y + x, para obter

L= [ el (=1 (D) (9 (-5 ) dy = [ 6) V20 ()l dy

Como |Vzn|2 dy — p fracamente no sentido das medidas,

lim L, = gbd,u:/ gbd,ug/ d,u</ dp < e
n—oo RN A(R2R) A(R2R) BS(0)

para R = R(e) dado no Lema 2.12. Segue que, para n € N suficientemente grande,
L, <e. ]

Daqui por diante, nesta segao, algumas vezes denotamos ng (|- — z,|) € 7 (|- — x,])

POT Nrp (+) € Mg, (), Tespectivamente.
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Lema 2.14 Dado € > 0, para n € N suficientemente grande vale

/ |Vun|2—/ |wn|2—/ V|
RN RN RN

Demonstracao. Como u,, = v, + w,, temos

< Ce. (2.16)

(Vi |* = |V, + Vw,|? = [Vua|* + 2V, - Vo, + |V, |,

/ ]Vun|2—/ |wn|2—/ \an|2:2/ Vo, - Vi,
RN RN RN RN

entao

Ja vimos que

T — Ty
Vo, () = g (|7 — 2a]) Vg (2) + un (2) 0 (|2 — 20]) [ (2.17)
e
, T — T,
Vuwy (2) = (1 =g (|2 — 2n|) Vun (2) = un (2) g (|2 — 20]) P (2.18)
Dai e do Lema 2.13, para n € N suficientemente grande,
2/ Vo - Vande = / ni (12 — 2al) [ = 0 (|2 — 20])] [Vetn|? de
RN RN
/ ($ _ xn)
+ [1_277R(|x_xn|)]77R<|x_xn|)unvun'_—dx
RN | — ]

— [ (e =z o
RN
< [ 0= o) (Vo + [ 3oy, ][V do
RN RN

n / (M) w2 de
RN

<5+§/ [, | [V, de + 2 2/ uldx
- RRN " " R RNn .

Pela desigualdade de Holder e por (u,) ser uma sequéncia limitada em H' (]RN ),

6 )\ ? )\ ? 4/ )
/RN|U Wy e—I—R(/RN|u|> (/RN|U|>~I—R2RNun

C1 1
_+_

§5+R Rz
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Logo, podemos escolher R = R (¢) > 1 tal que

’/ Wwf—/ wwf—/vaf
RN RN RN

Pelo Lema 2.3, (22) é uma sequéncia limitada em H' (RY). Pela Proposicio A

13 CE.
— R —

OJ

do Apéndice, existe uma medida v, limitada em R", tal que, a menos de subsequéncia,
|szl|2 dxr — v fracamente no sentido das medidas. Os resultados demonstrados para
a medida p, também podem ser demonstrados para a medida v. Assim, dado € > 0,
analogamente as demonstragoes dos Lemas 2.12 e 2.13, obtemos, para n € N suficiente-

mente grande,

Q, = /RNnR(|x — 2,V [1 = nr (|Jz — 2,])] ©2 |Vu,|* dz < e. (2.19)

Lema 2.15 Dado € > 0, para n € N suficientemente grande vale

/ ui ]Vun\2 —/ vi ]an\z —/ wi ]an|2
RN RN RN

Demonstracao. Temos u,, = v, + w,, assim

<ce.

‘Vuif = 4u? |Vun|2

= 4 (v, +wn)? - |(V, + Vw,)|?

=4 (v2 IVo,|* + 202V, - Vw, + 02 |V, |
+2v, W, |an|2 + 4v,w, Vv, - Vw,, + 20,0, |an|2
+w? [V, |* 4+ 20 Vo, - Vw, + w? |an]2) :

2

2 — (v, + wy)?, obtemos

dai, e usando que u
W2 |Vu)* — 02 |V, |* — w? |Vw,)* = 202V, - Vw, + 02 |Vaw,|”
+ 2v,w, |an|2 + 4v,w, Vv, - Vw, + 2v,w, |an|2
+ w? |an|2 + 2wV, - Vw,

= 2u2 Vv, - Vw, + 02 |Vw,|* + 20,w, |Vo,|?

+ 20w, [Vw,|? + w? Vo, (2.20)
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Assim,

/ (ui \Vun|2 — vi ]an|2 — wi \an|2) =L+ 1L+ 13+ 1, (2.21)
]RN

onde

I, = 2/ uzVu, - Vw,,
RN

I, =2 (/ Vp Wy, |an|2 +/ VpWp, |an|2> ,
RN RN
13:/ U,21|an|2,
RN

Iy :/ w? [Vu,|? .
RN

Por (2.17) e (2.18),

1| =

[t = ) [ =1 (o = )] [

(. — )

L= 2 (e = D (7 = ) 0 Vo - 7=

~ W (2 = )P 2 } da
< [ 0= e Vo [
RN

R
—i—/ (77}3,”)2uidx
RN

3
< [ 0= ) (Vo4 [ 02 ][V ds
RN N

R Jr
2\ ? .
— dz.
—i—(R) /RNuna:

Por (2.19), pela desigualdade de Hélder e por (u2) ser uma sequéncia limitada em H' (RV),

1 1 2

3 2\’ 2 2\ ° 2 / 212
I < = 2 4 u,|” [Vuy, —
‘1|—5+R(/RN}U71‘) </]RN |u‘| u|> +<R> RN|un|

C1 Co
< — 4+ —. 2.22
<e+ I + 7 (2.22)

N37]}2,n u?z |un| [Vuy,| dz

Para estimar I lembramos que v,w, = g, (1 — nr,)u? e que, por (2.10),

8
IVo,|* < 2|Vu,|* + ﬁui. (2.23)
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Entao, por (2.18),
2
|an’2 < [(1 — NRn) [Vta| + |, \né,nH

2 2
{|Vun| + — |un|]

8
< 2|V, [* + . (2.24)
Logo
1= [ (0= ) (Vo + [V )
R
</ (1= i) 2 (4] Tun? + o2
- RNT]R,’H nR,n n n R2 n
16

<40, 4+ — | ut
<4Q), + RQ/RNU"

c
<e+ ﬁ’ (225)

2) ser limitada em H* (RY).

onde, na tltima desigualdade, usamos (2.19) e o fato de (u;,

De (2.18),
2
|13|g/R 2 | (1= ) [V ttn] + [t 7]
< [ 20 (1= e [Vl + 2 ()]
R
</2 (1— )u |Vu]+8/u4
= oN TIR,n NRn) U n R2

8 c
SQQ?H—@/RNU <€+ﬁ (2.26)

Analogamente, de (2.17),

2
|I4| S /N (1 - 77R,n)2 ui [‘nR,nvun + unnﬁn‘ i|
R

8
< [ 20rn (1 —ngrn)u2 |Vu, .
< [ 2o (=)t (9w + 5 [l

<e+ é. (2.27)
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De (2.22), (2.25), (2.26), e (2.27), para R > 0 suficientemente grande, temos

c c
|| + [ Lo| + | 15| + 14| < 4e + = + I < ce.

Combinando com (2.21), concluimos a demonstragao do lema. O

Lema 2.16 Dado € > 0, para n € N suficientemente grande vale

V(tz)uide — |V (tx)vide — / V (tz) widz| < ce?. (2.28)

RN RN RN

Demonstragao. Uma vez que u, = v, + w,, temos u? — v2 — w? = 2v,w,. Dai, de (V;)

e da desigualdade de Holder,

[V o) (= v =)

<oV, / o] 0]
RN

=2V /RN e (|2 = 2n]) [un ()] (1 = 18 (|2 = 20])) [un ()|

<o [ ) ([ tele = 0= oo =) )’

(2.29)

onde Q,, = Bsg(x,) e usamos o fato de que ng (Jz — z,|) = 0 para € RY\Byg (z,,) .

Definimos 1, : R — R por

U (2) = g (Jo = 2a]) (1 =0 (|2 = 2n])) un ().

O produto de uma funcdo em C§° (RY) por uma funcdo em H* (RY) pertence a H' (R™)
( veja Teorema 1, p4g.247, em [11]). Logo v, € H' (]RN) . Como 1), tem suporte compacto
em (2, segue que v, € H} (,,) (veja Lema IX-5 em [3] ). Pela desigualdade de Poincaré,

existe ¢ > 0 tal que

[Vl 20,y < €IVl

~(L

1
- 2 2 2 2/ 2 9 ?
<l [ |mrn (U= nra)" [Vl + (1= 2n8,) (Mrn) ui| | -
R

T — T,

IR (1- nR,n) Vu, + |uy, (77;%71 — 2NRrpn Wﬁ%,n)

1
2>2

|z — x|
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2
Usando que 0 < ng <1 e que |ng| < L obtemos, pelo Lema 2.13, para 0 < ¢ < 1,

. 4 2
iz < 2([ | [an 0= 190+ ] ) < ee 4 )
R

Em (2.29) e pelo Lema 2.3,

[SIE
N

< ce2.

/ v&@(@—wﬁ—wa\scnummmw<cé.
RN

Demonstracao do Lema 2.8. De (1.41) temos

tN ) tN+2 ) VA2 ) ) tN+p+1 n
I(u) = — Vul|® + V(tr)u® + u*|Vu| — P
w =5 [ v+ S [ v+ [ v - [l

Pelos Lemas 2.14, 2.16, 2.15 e 2.11, para n suficientemente grande e ¢t > 0,

t 2 2 2
() = (@) =T ()] < 5| [ 1Vl = [ (9wl = [ (7wl
RN RN RN
tN+2
+ / V(tx)ufl—/ V(tx)vi—/ V (tr) w?
ﬁV+2 ) ) )
T R\ A\ A
tN+P+1
4 / ’un|p+1 _/ ‘Un‘p—H _/ ’wn|p+1
p‘%l RN RN RN
tN’ tN42 1 tN42 tN+ﬁ+1
S;c&?—i— 5 ce? + 5 ce + p+105.
Logo, para 0 < e < 1,
[ ((un)e) = 1 ((a)e) = I ((wa)y)] < cz? (£N 4 4VF2 44 Vi0HT) (2.30)

Para cada n € N, sejam t"* e ¢t os pontos de méximos de f,, (t) = I ((vy,),) € fu, (t) =

I ((wy),), respectivamente, ou seja,

I ((vp)en) =max 1 ((v,):) e I((wp)pwn)=maxI ((wy)).

t>0 t>0

Inicialmente, vamos supor que t*» < t“». Entao, pelo Lema 1.11,

fw, (1) =1 ((wy):) >0 para todo 0 <t <t". (2.31)
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Mostraremos agora que a sequéncia (t'7) é limitada, obtendo #, #, que ndao dependem de
g, tailsque0<t<l<tet™e (f, t_) para todo n € N. Comecamos observando que, pelo

Lema 2.4, podemos supor que a partir de n suficientemente grande,

A
/ lu, [T > = > 0.
RN 2

t= <2(p+1)§>p11

com B > 0 tal que t > 1. Pelo Lema 2.3, podemos escolher B maior se necessdrio, tal

Tomamos

que

Bz/ |Vun|2+/ Voouijt/ |V, | u?, (2.32)
RN RN RN

para todo n € N. Entao, pela escolha de ¢,

N ) FN+2 o, FN+2 ) , FN+p+1 .
I((un)p) = = [ [Vua|*+ V(tz)ul + —— Vu,|* - ol?
(o= [ IVl + e [ v+ [ lwnf - [l

ZN+2 9 9 2 _
< / V| +/ vooui+/ V| ;i——tp—l/ P!
2 RN RN RN p+1 RN

LTN—{-Q

- 2

B
(B—-2B) < ——.

2
De (2.30), para todo ¢t > 0,

I((vn)e) + 1 ((wn)e) < I ((un)e) + ce? (tN + V2 4 tN+p+1) . (2.33)
Assim,

. _ _ B 1 _ _

I ((v2)0)+I (wn)e) < I ((ug)p)+cez (EY + V2 4 VPH) < —5Hee? (AR AR
Escolhendo £ > 0 menor se necessario, obtemos
I ((vn)e) + I ((wn)g) < 0. (2.34)

Entao I ((v,)7) < 0 ou I ((wy,)z) < 0. Em qualquer caso, concluimos que ¢ < ¢. De fato,
pelo Lema 1.11, f,, (t) = I((v,),) € positiva, crescente, para t < t'* e decrescente para

t > t'». Logo se for I((v,);) < 0, entao t'» < t. E se I ((w,)z) < 0, novamente pelo
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Lema 1.11, t*» < ¢. Como estamos supondo t'» < t“» segue que t» < t. Agora tome

1
t= (%) ¥ onde B é escolhido como em (2.32). Temos I(u,) — m e
I{un) = 1/ (Va2 + V()2 + 2 Vuig2) = —— [ Jug P*
2 RN " " p—I—l RN
1 2 2 | 2 o . B
< (IVun|* + V(@)up, +up | Vu,|?) < 7.
2 Jen 2

B - -
Segue que m < 3 < B, que implica t < 1. Para t < t, por (17),

EN £N+2 EN—}—Q
I((uy),) < = |Vun]2 + / Vooui + / ui]Vun\Q
RN RN RN

2 2 2
< Gl (IVun|* + Voous 4+ u2|Vu,|?) < np=- (2.35)
= 2 Jen " ceono iR, = 9B 2" '

Como t"" é ponto de maximo de f,, (¢), pelo Lema 1.11, (v,),., € M. Logo
I ((vn)gon) > i]r\l/[ff =m. (2.36)
Dai, de (2.33) e (2.31), para 0 <t < ¢'",
F(Qunen) > (@) 1 ((w2)en) = csd [ (1) 4 (2092 - (1) V070
> m— e [(t””)N +()N (zvn>N+p+1] . (2.37)

Escolhendo £ menor se necessario, I ((uy,)en) > % Logo " > t, j& que (2.35) vale para

todo t < £. E assim mostramos que a sequéncia (t'*) é limitada. Para u, € M temos

I ((un)p) < 1 () = max ((u,),)

t>0

Como I (u,) — m entdo, para n suficientemente grande,

N

I ((un)pon) <m+en.
Da desigualdade acima, de (2.37), por ser (t'*) limitada e por (2.36),
I((wn)gor) < T ((n)pon) = I ((0n)pon) + €167 <m+27 —m+cie? = cpez. (2.38)
Para t € (0,t"") temos que f,, (t) é crescente, entao

Juwa (£) < fu, @)



Capitulo 2. FExisténcia de solucao positiva de energia minima 49

para t € (0,t"), pois estamos supondo t"» < ¢*». Portanto,

NI

T(w3),) < T (w)yen) < cac (2.39)

para n suficientemente grande e t € (0,¢"") . Afirmamos que existe um ntimero D > A tal

que
1
Dpi=—— [ |w,)/™" <D
p +1 RN
onde
A = lim |, [PF
n— oo RN

De fato, seja

A, :—/ lup Pt com n e N.
RN

Como wy, () = (1 = ng (|z — z,|)) up, () < u, (z) entao

D, S/ |wn|p+1 S/ |un|p+l =A,.
RN RN

Como A,, — A quando n — oo entado para n suficientemente grande A, < A+ 1 := D.

Portanto D > A e D,, < D para n suficientemente grande. Seja

In ::/ |an|2+V0/ wi—i—/ |an|2w3.
RN RN RN

tN+2 N+-2

qn — DNAp+L t_
2 4

Observamos que

4n

se, e somente se,

Tomando D maior se necessario temos

1

dn \ p—1 ~

ty = (—) < t.
0 4D >~

Por (2.39), por (Vi) epor t < 1, para t € (O, f) ,

ere? > 1 <(wn>to)

N+2 N+
> 0 / |an]2+Vo/ wi—ir/ \Vw, > w? ) — 2 / |w, P
2 RN RN RN P+ 1 RN

N2 t(])\/+2 1 N+2 Nipi

0 N+p+1 dn \ -1 _
9 1 o =7y =y \yp) Dt
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Assim,

Pela definicao de q,,

HwnHJeriH—(/ wg+/ |vwn,z)2+(/ w;§+/ wg;vwn,2)2
RN RN RN RN

1

1 2
<cqn + (/ wy + cqn> . (2.41)
RN

Existe 6 € (0,1) tal que 4 = (1 —6)2 + 02 (2*). Pela desigualdade de Hélder com ex-
poentes r =1/0 e v’ = 1/ (1 — 0), pela desigualdade de Sobolev,

1-6 0
[t e < ([ ) ([ )
RN RN RN RN
1-0 2z 0
< (L) | (Lorme) |
RN RN

Da tltima desigualdade, da definigao de ¢, e de (2.40),
. b1 \1-0 po1 N\ 26 po1 N\ 1-6+2°9
/ w, < ¢y (0152(N+p+1)) (652<N+P+1)) = (3 (52(N+p+1)) .
RN
2* 2% .
Como 1 —60+ 59 =1+ |—=—1|0>1, para ¢ suficientemente pequeno temos

2
oz
w: < g2(N+p+1) |
RN
De (2.41), (2.40) e da desigualdade acima, obtemos
Jewall + [[w2]| < csT.

Isto conclui a demonstragao do Lema 2.8 no caso em que t*» < t*». O caso t'» > t*» levara
a uma contradicao. De fato, no caso anterior usamos a hipétese t'» < t* duas vezes, a
primeira para mostrar que existem ¢, £, que nao dependem de ¢, tal que t» € (f, t_) . E
a segunda, para estimar I ((w,),) < ce2 em (2.39). Usando agora a hipdtese £ > ¥ e

argumentos semelhantes aos anteriores com v,, no lugar de w,, concluimos que

lonl + ||v2]| < ceT¥Fem
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para alguma constante ¢ > 0. Pela imersao continua de H' (R") em 5t (RY) temos
/ |Un|p+1 = / ‘U2|p7+1 < C”UQHPT+1 < cgﬁ(%).
RN RN n — n =

Escolhendo € menor se necessario, chegamos a uma contradi¢ao com

/ [P da > 6 > 0,
Br(zn)

dado em (2.11) . Portanto, vale que

[wal| + |[w2]| < CeT¥eD
e o Lema 2.8 estd demonstrado. O]
Lema 2.17 Seja (z,) a sequéncia definida por z, (z) = u, (x + x,), com (x,) obtida no

Lema 2.6. Entio z, — z em L (RY) para todo q € (2, 2(2")), onde z € o limite fraco
de (z) .

Demonstracao. J& vimos em (2.12) que existe z € X tal que

z2p =z, 22— 2" em H'(RY) e z, = zem L (RY). (2.42)

loc

Afirmamos que z # 0. De fato, por (2.11),

n—o0

lim inf / v [P dz > 6. (2.43)
BR(ZL‘n)

Por definigao, v, () = ng (Jx — z,|) un (x) . Fazendo a mudanga de varidveis y = z — x,,

obtemos

/RN (o, ()P dae = /B o i (|2 — 2a]) [ ()P do
- /B ) [z (|y]) [un (y + 2) [P dy

- / ) = Iy

= (2.44)
B>g(0)
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p+1
2

pois 0 < nr < 1. Por (2.43), (2.44) e como 22 — 2% em L

loc

(BY),

n—oo n—oo

< liminf/ |za P = / |2|P
20 Byr(0) Bar(0)

Logo z # 0. Pela definicao de v, e w, temos u, = v, + w,. Pela desigualdade de Holder

o< liminf/ |vn|pJrl < liminf/ |vn|erl
Br(zn) RN

com expoentes r =2 e 1’ =2,

/ 2 — 2| de < / ] (ft] + o)
RN RN

< ([ o) [ md ] 2.5)

Pelo Lema 2.8, dado € > 0 temos, para n suficientemente grande,

1

2 ’ 2 41\;’+1+1
wrdr | < ||wy| <||wn||+Hw H < CeimptD)
RN

Como 0 < ngr < 1, entao

[l toa] =[]t ]

1
< (/ 4ui)2 <ola2|, <2 <.
RN

Em (2.45),
/ 2 — 02| < Cemi. (2.46)
RN

Fazendo a mudanca de varidveis y = x — z,,, obtemos similarmente a (2.44) que,

/RN vy, (:C)ng;:/B ( )[nR(|x_%|)‘un ()] da

< / 2 (4) 2 dy,
Bsr(0)

pois 0 < n% < 1. Por (2.42),

ARy N
Bar(0) B2r(0)
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Logo, para n suficientemente grande,

/ o? < / 2] + <. (2.47)
RN RN
Agora, de (2.46) e (2.47), segue que

[ @l = [ o n)Pde= [ )P
RN RN RN

< [ lEw-dwl s [ i) d

RN
p—1 2
< Cet@+pFl) 4 |z (y)|” dy + .
RN

Pelo Lema de Fatou,

. . 7P71
22 < liminf 2721 < cedN+pHl) 22 te.
RN n—oo RN ]RN

Como € > 0 foi dado arbitrariamente entao

lim inf 22 = 22,
n—oo RN RN

Assim, passando a uma subsequéncia podemos supor que
/ 2 | 22
RN RN
Por ( [16], Corolario 4.7) segue, a menos de subsequéncia, que
z, — z em L* (RV). (2.48)

Sejat € (2, 2(2*)) entao existe # € (0, 1) tal que t = (1 — 6) 2+602(2*) . Pela desigualdade
de Holder com expoentes r =1/0er’ =1/(1—-6),

/ 2 — Z’t _ / |20 — Z’(1—9)2 2 — Z|02(2*)
RN RN
(1-6) A\
< (/ |2n — z|2> (/ |2, — 2|2 )) : (2.49)
RN RN

Pela continuidade da imersio de H' (RY) em L?" (RY), e por (z2) ser limitada em

H' (RY),

/ 20 — 2@V de < ¢ </ 2,2 da +/ |22 da:> < 0.
RN RN RN
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De (2.48) e de (2.49) segue que
z, » 2z em L7 (RY) paratodo ¢ € [2,2(2%).

O

2

2) sao limitadas em H'(RY), logo existe

Observamos que, pelo Lema 2.3, (u,) e (u

u € X tal que
U, ~u e u2—u? fracamente em H*(RY),

U, > u e ul—u? em Lj (RY), paratodo?2<s < 2%,

loc
Un(z) = u(z) q.t.p em RV,

No lema anterior provamos que a sequéncia z,(z) = u,(r + z,), com (x,) obtida no
Lema 2.6, converge fortemente para z em LI(RY), para todo ¢ € [2,2(2*)), onde z é o
limite fraco de (2,,). Quando (z,,) ¢ uma sequéncia convergente em R, digamos, z,, — o,
o lema a seguir nos garante que (u,) converge em LI(RYM) para a funcao z(- — z) e,
consequentemente, a menos de subsequéncia, u,(r) — z(z — x) q.t.p em RY. Logo, no

caso em que T, — g, a fungao u ( o limite fraco de (u,) em H'(RY)) é igual a 2(- — ).

Lema 2.18 Se a sequéncia (z,,) dada no Lema 2.6 converge para xq, entio u, — u em

L1 (RN) para todo q € [2,2(2%)), comu(-) =z (-— ).
Demonstragao. Temos que

[ @ ===l < [l 0) =2 0 =) + |2 0 =) = 2 0 = )|

=c(E,+ F,),

onde

E":/RN | () — 2 (x — x,)|*

Fn:/RN|z(x—xn)—z(x—xo)|q.

Fazendo a mudanca de varidveis * = y + x,, em F,,, obtemos

Bu= [ eyt o) =iy = |

- 120 (y) — 2 (y)|" dy.
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Pelo Lema 2.17, 2z, — z em LY (RN) para todo ¢ € [2, 2(2%)). Segue que E,, — 0 quando
n — 00. Resta mostrar que F,, — 0 quando n — 00. Seja () uma sequéncia em C'° (RN )

tal que ¢ — z em H' (RY). Dado € > 0, existe ko € N tal que
ok — 2]|Y < e, paratodo k> k. (2.50)
Pelo Teorema da Mudanca de Variaveis,

F, < / 2 (2 — ) — uy <x—xn>|qu+c1/ on (& — 20) — pr (2 — 20)|*
RN RN
+ 01/ |0k (x — o) — 2 (x — 20)|? d
]RN

~ 20, / 12 (9) — o ()| dy + 1 / on (& — 20) — g (x —a0)'da. (251
RN RN

Pela Desigualdade de Interpolagao e por (2.50),

1-0 0
/\z—wkor%(/ |z—soko|2) (/ |z—soko|2<“)
RN RN RN

0
<ol e [ @74 [ )7
RN RN

= 3|z = n "7

2(1-0)
<cze 9

para algum 0 € (0,1). Em (2.51),

2(1-6)

F,<ce <« + cl/ | ke (T — 1) — pro (x — x0)|? dx. (2.52)
RN

Seja r > 0 tal que supppr, C B, e |r,] < r para todo n € N. Seja v, : RY — R

dada por 1, () = |k, (* — Tn) — @i, (¥ — 20)|? . Afirmamos que ¥, (z) = 0 para todo

r € RV \ By, e para todo n € N. De fato, seja x € RV \ By,. Se fosse 1, (z) # 0, terfamos
Pro (T = @n) # 0 ou @y, (T — x0) # 0.
Se g, (x — x,,) # 0, entdo x — x,, € B, e portanto

|z < |x — x,] + |2n] < 2r,
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uma contradigdo com o fato de que |z| > 2r. Analogamente, se ¢, (r — xo) # 0 entao
r—1x9 € B e

lz| < |z — zo| + |z0| < 2r,
novamente uma contradi¢do com |z| > 2r. Logo supp v, C Bs.. Como z, — x, pela

continuidade de ¢y,

Yy () — 0 quando n — oo.

E além disso, existe uma constante £ > 0 tal que
|k, (¥)] < E para todo z € RY.
Logo, para todo x € By,
U (2) < 2 |pry (@ — 2|+ 27 | g, (@ — 20| < 271 E7 € L (Byy)
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim Y, = lim U, = 0.

n—00 n—00
RN Ba,

Entao, existe ng € N tal que
U, < €, paratodo n > ng.
RN
Em (2.52), segue que

2(1-6)
F, <cqe @ +ce, paratodon > ng.

Isso mostra que F,, — 0 quando n — 0o, o que conclui a demonstracao do lema. O

Com os resultados provados até agora, ja podemos demonstrar a Proposicao 2.1,

que nos garante que o funcional I atinge seu infimo no conjunto M.

Demonstracao da Proposicao 2.1. Vamos considerar dois casos. Primeiro vamos
supor que a sequéncia (z,) dada no Lema 2.6 é limitada em R™. Assim, a menos de
subsequéncia, podemos supor que x, — xo em RY. Como u, € M, de (1.40), (1.46) e

pelo Lema 1.11, para todo t > 0,

I ((un),) = fu, (t) < fu, (1) =1 (uy) . (2.53)



Capitulo 2. FExisténcia de solucao positiva de energia minima 57

Portanto, para todo t > 0,

m = nh_)r{.lof (un) > hgiorolf I ((un),)- (2.54)
De (1.41),
tN ) tN-‘rQ )
Hw)) =5 [ 1Vaf+ 5 [ Vi
RN RN
tN+2 tN+p+1
+ / u? |V, |* — / |, [P
2 RN P =+ 1 RN
Logo
tN tN+2
liminf 7((u,),) > liminf {—/ \VUHP} + lim inf [ / V(tx)ui}
n—+00 n—00 2 RN n—oo 2 RN
#N+2 HN+p+1
+ lim inf { / ui|Vun]2] — lim sup [ / |un\p“] :
n—00 2 RN n—oo P + 1 RN
(2.55)

Como u,, — u fracamente em H* (RY),

lim inf ||u,||* = lim inf (/ \Vun|2+/ ui) 2/ |Vu|2+/ u? = |ul)®.
n—oo n—o0 RN RN RN RN

Mas, pelo Lema 2.18, u, — u em L* (R") . Logo

n—oo

hminf/ |Vun|22/ V2. (2.56)
RN RN

De maneira andloga, como u? — u? fracamente em H' (RN ), aplicando novamente o

Lema 2.18,
liminf/ |vu§|2z/ Va2l (2.57)
RN RN

n—0o0

Por (2.56) e (2.57), pelo Lema de Fatou e pelo Lema 2.18 com ¢ = p+1, podemos concluir
de (2.55) que

tN ) tN+2 ) tN+2 ) ) tN+P+1 "
liminf I((u,),) > — v V(t Vul|* — P
mint 1)) > 5 [ 1+ S [ i+ e [ v - |

=1 (u), (2.58)

para todo ¢ > 0. Combinando com (2.54), segue que I (u;) < m para todo ¢t > 0. Como t*

é ponto de méaximo de f, entdo, de (1.47), temos uw € M. Assim,

m < I (uw) = f, (t") = max fu(t) = max I (ug) < m.
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Portanto, o infimo de I é atingido em wu;. € M. Isso conclui o primeiro caso. No segundo
caso, consideramos a sequéncia (x,) ilimitada em RY™. Passando a uma subsequéncia,
podemos supor que |z,| — 0o quando n — oo. Fazemos a mudanga de varidveis © = y+,,,

e obtemos

/RN V(tz) Ui (x)dx = / V(t(y+ z,)) ui (y + ) dy

RN

= [ Vi +a) )y

Sejam t > 0 e ¢, : RY — R dada por ¢, (y) = V(t(y + x,)) 22 (y) . Por (V}),

lim ¢, (y) = Voo 2* (1)
n—oo
[on (U)] < Vao 2, (1) -
Pelo Lema 2.17, existe uma h € L? (RY) tal que 2, (y) < h(y) q.t.p em RY. Logo ¢, (y) <

Voo h?(y) € L* (RN ) . Assim podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue e (V7)) para obter

lim V(tr)u? (z)dr = lim V(t(y+ )22 (y) dy

n—oo RN n—o0 RN

_v, / 2 (y) dy
RN

> [ Vi )y (259)
RN
para todo t > 0. Temos, por (2.54),

m > liminf I ((u,),)

n—oo

tN tN+2
= lim inf [—/ Vu, (z) |*dz + / V(tz)u? (z) dx
2 RN RN

n—o0 2

tN+2

#N+p+1
/ ui () [Vu, (x) |2dx — / [t () |p+1dac}
2 RN ]RN

+
p+1

tN tNJrZ
= lim inf {?/ V2, (y) Pdy + / V(tz)u? () dx
RN

n—oo 2
tN+p+1

p+1

tNJrQ ) )
s [ 2w Ve ) Py -
RN

20 (y) [Py | . (2.60)
: [t
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Por termos z, — z e 22 — 22 fracamente em H' (R"), pelo Lema 2.17, por (2.60) e

(2.59),

tN N+2
m > liminf — V2, (y) Pdy + lim inf
2 RN n—o00

n—o0

/R Vit (v) do

FN+2 N4+
+ lim inf 5 / zi (y) |[Vzn () |2dy — lim sup / |zn (y) |p+1dy
RN + RN

n—oo n—oo p 1

tNJrQ

2

tN
> 7/ Vz (y) Pdy + V(ty)2* (y) dy
RN RN

#N+2 , , #N+p+1 »
\Y% dy — prid
o [ 290 Pay = [ ey

=1(z),

para todo t > 0. Logo I (z;) < m para todo t > 0. Pelo Lema 1.11, t* é ponto de méximo

de f, entdo, de (1.47), temos 2= € M. Assim
m < I(z:)=f.(t*) = max f, (t) = max [ (z;) < m.

t>0 t>0

Logo o infimo de [ é atingido em z;: € M. Portanto, em qualquer um dos casos o infimo

de I é atingido no conjunto M. O

2.2 Demonstracao do Teorema A

Inicialmente vamos mostrar o seguinte resultado:
Proposicao 2.19 Seu € M € tal que I (u) = iﬁf I =m entao u € solugdo fraca de (P).
Na demonstracao da Proposicao 2.19 utilizamos o seguinte lema.
Lema 2.20 Sejam ¢ € Cg° (RY), t,0 € R e u € X. Entdo
I (ug + o), ¢y — (I' (u), ¢)| = 0 quando t — 1 e ¢ — 0.

Demonstracao. Consideramos sequéncias (¢,) e (0,) em R tais que ¢, - 1 e 0, — 0,

quando n — oo. Trata-se de mostrar que, para todos u € X e ¢ € C§° (RN),

(I (vy,), @) — (I' (u), #)] = 0 quando n — oo,
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onde v, = u;, + 0,¢. Como t,, — 1 e 0, — 0, sem perda de generalidade, podemos
supor que 1/2 < t, < 2 e |o,| < 1, para todo n € N. Ao longo de toda a demonstragao
usaremos que como ¢ € C5° (RV), existe uma constante M > 0 tal que |¢ (z)] < M e

|V (x)| < M, para todo € RY. Primeiro vamos mostrar que

dx (vn, u) = |lv, — ul| + |Vv) = Vu*|, = 0 quando n — oo. (2.61)
De fato, como |o,| < 1,

dx (v, 1) = ||y, + 0nd — ul| + |V (uy, + 0,0)* — Vi?|,

< e, —ull + loul 0] + [Vui, = V2|, + 2|ou |V (ur, )], + 07 [V,

< g, = ul +[Vui, = V2|, + ([0 + 2|V (u, @), + [Voly) loul . (2.62)
Observamos que existe uma constante ¢; > 0 tal que

IV (uy, @)]5 = / lu, Vo + ¢V, |” de < cl/ up (z)de + 01/ |V, (z)]? da.
RN RN RN

Pela defnigao de u; dada em (1.31) e fazendo a mudancga de varidveis x = t,y, obtemos
co > 0 tal que

Y% (utnqﬁ)@ < cl/ tiu2 <£) dr + cl/ Vu (f)
RN tn RN tn

< o2 / W (y) dy + ert™ / Vu(y)Pdy < e,
]RN ]RN

2

dz

ja que 1/2 < t, <2 ewu € X. Combinando com (2.62) podemos escrever
dx (Un, u) < |Jug, —ull + [Vui, — Vuz|2 +c3|on]. (2.63)

Lembramos que uy, = v, (t,) € u =, (1), onde =, é a fungao definida no inicio da Segao

2.2. Pelo que foi demonstrado no Lema 1.9 e como ¢, — 1,
llwg, — ul| + |Vufn — VuQ|2 =dx (Y (tn), 7 (1)) = 0, quando n — oc.
Dai, de (2.63) e como o,, — 0, concluimos a verifica¢ao de (2.61). Agora, sendo

Vu? -V (ug) = 2uVu - (uVe + ¢Vu) = 2u°Vu - Vo + 2uep |[Vul®
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a expressao (1.8) de (I’ (u), ¢) pode ser reescrita como

<I/<“>’¢>:/RNV“'V¢+/RNV(:UW¢+/ (u’Vu - Vo + ug |Vul’)

]RN
— / i} ulP "t ug
R

— [ vu-ve+ V(:c)ugb—i—% vu2-v<u¢>—/ P up . (2.64)

RN RN RN R
Assim,
<I/ (Un) ) ¢> - <I/ (U) ) ¢> = ]1 + I2 + I37
onde
11:/ (vvn_vU)-v¢+/ V (@) (vn — 1) 6,
RN RN
=g [ (VY (0,0) = Ve - ¥ ()
e
Iy = P ug — |valP " vnd 2.65
s= [ =l (2.65)

Para concluir a demonstragao do lema, basta mostrar que cada uma dessas integrais tende

a zero quando n — oo. De fato, por (V;) e pela desigualdade de Hélder,

B1< [ Vo= Vul 96l + Ve [ Jon—allo
RN RN

<c [(/RN [Von - Wz)é i (/RN o u|2) ;]

< 2¢|jv, —ul| .

Logo, por (2.61), I; — 0 quando n — oo. Agora, podemos reescrever o integrando de I

como

Vol - [V (v) = V (ug)] + [Vl — Vu?] - V (ug) = Vo, - [¢ (Vu, — Vu) + (v, — u) V]

+ [Vl = V2] - V (ug) .
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Logo
| < M/ V02| Vo, — V| + M/ V02| fon —
RN RN
+/ |Vv?1 — Vu2| |V (ug)]| .
RN
Pela desigualdade de Holder,

L] <M ‘val‘z (|Vu, — Vuly + v, —uly) + ‘VUZ — VuQ‘Z |V (ug)|,

<2M V2|, [[vn — ull + | Vi — Vu?|, |V (ug)], . (2.66)
Observamos que

[V, =4 / [, + 0wl [V, + 0 Vo[ da
RN
<o [ (o +0216) (V[ + 2) do
RN

o [,V [ 02 o 4 02 Vi 2+ ot [0f) d

RN
x z\|? x
= Cy / tou|l — ) Vu | — dx—l—ai/ £ u | —
RN 128 tn RN tn

NE
+072L/ Vu (—) d:v+c4afl}
RN tn

<t [ Jul) V)l dy+ani ol [ ut)Pdy
RN RN

2

dx

+ c;;tévai/ \Vu (y)|* dy + cs02.
RN
Usando que 1/2 < t, <2, |o,] <1ewu € X, entdo
‘V"UZ‘Z < e.

Usando essa limitagao em (2.66), por (2.61) concluimos que I, — 0 quando n — co. Resta

mostrar que I3 — 0 quando n — oo. Ora,

[I3] =

RN

[ n@P u@o@dr= [ o @ )6 ) dal,
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onde

v (1) = tou (3) Vo (a).

tn

Fazendo a mudancga de variaveis x = t,,y, obtemos

13| =

[ @ )6 ) da
= [ )+ 06 () (0 0) + 300 (1) 6 (69) el

Como ¢ € C§° (]RN) , existe R > 0 tal que ¢ = 0 em R¥\Bg. Como t, > 1/2, ¢ (t,y) =0
para y > 2R. Entao

L] < / fa (@) d, (2.67)

onde

fo (@) = u (@) u (@) ¢ () = [tau (2) + 000 (ta2) P~ (tytt (2) + 006 (£a)) & (ta) £ .
Pela continuidade da ¢, como t,, — 1 e g, — 0,

lim f, (z) =0 para todo v € RY. (2.68)

n—oo
Além disso, usando a desigualdade triangular, a desigualdade (a + )" < 2P (a? +P),
para todo a,b > 0 e p > 1, usando que ¢, € (1/2,2), |o,] < 1 e que ¢ é limitada em RY,

obtemos uma constante ¢ > 0 tal que

[fo ()] < Ju (@) |6 (@)] + [taw (2) + 0nd (ta2)[” |6 (taz)| 27

< Ju (@) ¢ ()] + clu (@) |6 (tnz)] + c.

. +
Pela desigualdade de Young com expoentes d e p+ 1, obtemos uma constante c¢; > 0

tal que
|fo (@)] < c1 Ju(z)]P" + ¢, paratodoz € RN en e N, (2.69)

Agora, g := ¢ [ul"™ + ¢; € L' (Bag), pois u € X. Assim, de (2.67), (2.68), (2.69) e do
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que I3 — 0 quando n — o0,

concluindo a demonstracao do lema. O
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Demonstracao da Proposicao 2.19. Sejau € M tal que I (u) = m. Usando argumento
de contradigao, supomos que u nado é uma solugao fraca de (P). Nesse caso, existe

2
oo € CF° (]RN) tal que (I' (u), ¢o) = co # 0. Tomando ¢ = ——¢y, temos que
Co
(I' (u), ¢y < —1. (2.70)
Pelo Lema 2.20 podemos escolher € € (0, 1) tal que
!/ ! 1
0 G 00), 6} — (1" (), )] < 7
para todos ¢, o tais que |t — 1| < ¢, |o| < e. Combinando com (2.70) obtemos que
1
(I' (uy + 09) , P) < —5 para todos t,0 taisque |t —1] <e e |o] <e. (2.71)
Consideramos a funcéo corte n € Cg° (RY) tal que 0 <n(t) < lsee/2 <[t —1] <ee

£

1, se [t—1]< =

n(t) = 2
0, se [t—1|> e.

IN

Lembramos que na Segao 2.2 definimos uma curva 7, : [0, 0c0) — X por v, (t) = u;, sendo

a funcao u, : RY — R dada por
x
ut(x):tu(?> set>0 eug=0.

Agora perturbamos tal curva, definindo v : [0, c0) — X por

Uy, se |[t—1|>¢
v () =
ur+en(t) o, se |t—1] < e.
Afirmamos que
I(y(t)) <m, paratodo t>0. (2.72)

De fato, como u € M, f, atinge seu tinico ponto de maximo em ¢ = 1. Logo
Iu) = fu(t) < fu(1) = 1 (w) =1 (u) =m, (2.73)
sendo essa desigualdade estrita quando t # 1. Assim, se [t — 1| > ¢,

I(y(8) = I (ug) <m,
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o que mostra (2.72) nesse caso. Quando |t — 1| < e, consideramos g : [0, ] — R definida
por

g(o)=1I(u+on(t)o).
Pelo Teorema do Valor Médio, existe & € (0, ¢) tal que

9(€)=9(0)+4 (5)e,
ou seja,
I (g +en (t) @) = I (u) + (I (u + 67 (1) @), 1 (t) P)e.
Como |on (t)| < €, segue dai, de (2.71), (2.73) e da defini¢ao de 7, que

T+ en()6) < T () — gen(t) < m— zen(t) <m,

o que conclui a verificagao de (2.72). Na Se¢ao 2.2 mostramos que

onde J: X — R é dado em (1.9). Pela definigao de v, quando |t — 1| = &, por (1.47),
J(v (1) =J (w) = f,, (1) =tf, (t).

Como u € M, f, atinge seu inico maximo em t = 1. Logo
J(y(1—¢)>0e J(v(1+¢)) <O.

Observamos que, da expressao (1.45) de f/ (t) e usando (V7) e (V2), podemos concluir que

a aplicagdo ¢ (t) = J (y(t)), t > 0, é continua. Entao existe to € (1 — ¢, 1+ ¢) tal que

J (v (to)) = 0.
Pela definicao de M,
Y (to) = Uy, + En (to) QZ5 eM

e, por (2.72),
1(7(t0)) <m=nf I,

uma contradi¢do. Isso mostra que u é uma solugao fraca de (P). O
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Agora sim, finalmente temos condig¢oes de demonstrar a existéncia de uma solugao

positiva de energia minima de (P).
Demonstracao do Teorema A. Pela Proposicao 2.1, existe u € M tal que

](u)zljr\l/[f_f:m.

Pela Proposigao 2.19, u é uma solucao fraca de (P). Pelo Lema 1.12, [ (u) = m > 0 =

I(0). Logo u # 0. Pelo Lema 7.6 em [13], |V |u|| = |Vu]|. Logo
J(lul) = J (u) =0,

para u € M. Portanto 0 # v := |u|] € M. Além disso, [ (v) = I (u) = m e, conse-
quentemente, pela Proposi¢ao 2.19, v > 0 é também solucao fraca de (P). Pela teoria de

regularidade podemos admitir que v é de classe C? e satisfaz
—Av+V (z)v— %UAUQ = |v|P"'v, paratodo z e RY.
Como Av? = 2|Vu|* + 2v0Av, segue que
(1+v*) Av =V (2)v = —v|Vo|* = o]/ v <0,
Dai, e de (1),

V(z)
1+ 0?2

Av—Vov < Av— v <0.

Pelo Principio do Maximo Forte (Teorema 3.5 em [13]), se existisse z € RY tal que
v(x) = 0 entdo v = 0, uma contradigdo. Logo v > 0. Como vimos na Segao 2.1 toda
solugao nao trivial de (P) pertence ao conjunto M. Consequentemente, v = |u| é solugao

positiva de energia minima de (P). O



Apeéendice

Aqui enunciamos alguns conceitos e resultados da Teoria de Medida que podem ser

encontrados em [12].

Definicao: Seja p uma medida de Borel em RY e B C RY um subconjunto de Borel. p
¢ reqular exterior em B se p(B) = inf {u(U) : U D B, U é aberto} e u € regular interior
em B se u(B) = sup{u(K): K C B, K é compacto}. Dizemos que u é reqular se j é

reqular exterior e reqular interior em todos os conjuntos de Borel.

Definicao: Uma medida de Radon em RN € uma medida de Borel que € finita em
conjuntos compactos, reqular exterior em todos os conjuntos de Borel e regqular interior

em todos 0s conjuntos abertos.

Denotamos por M(RY) o espaco das medidas de Radon sobre RY. Dizemos que
uma sequéncia (w,) C M(RY) converge fracamente no sentido das medidas para w em

M(RY) se ¢ dw, — ¢ dw para toda ¢ € Co(RY).
RN RN

Proposigao A Seja A uma medida positiva de Radon em RN e (f,) C LY RN, \) com

/ |fuld\ < C para todo n € N e para alguma constante C. Entdo existe uma medida
RN

positiva de Radon X\ tal que, a menos de subsequéncia, A\, = | fn|d\ = Ao fracamente no

sentido das medidas.
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