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Resumo

Este trabalho sugere uma sequéncia de atividades complementares para a geometria.
As atividades para a geometria euclidiana plana trabalham com a utilizacao de régua,
compasso, transferidor, telefone celular e também do software de geometria dinamica
GeoGebra. Adicionalmente para a geometria analitica, sugerimos atividades praticas de
algumas definigoes e propriedades do plano cartesiano e de vetores. Na geometria esférica,
as atividades estao relacionadas com a distancia entre dois pontos e areas na superficie
do nosso planeta. O objetivo principal é trazer tanto para professores quanto para alunos

um aumento qualitativo no aprendizado da geometria.

Palavras-chave: geometria plana, geometria analitica e geometria esférica.



Abstract

This work suggests a sequence of complementares activities to geometry. The plan
euclidian geometry activities to make use of ruler, compass, transferor, cellphone and also
the dynamic geometry software Geogebra. Additionally, to analytic geometry, we suggest
activities of some definitions and properties of cartesian plan and vectors. In espheric
geometry, the activities are related to the distance between two points and areas in the
surface of our planet. The principal object is trazer both the teachers and students a

qualitative increase in the learning of geometry.

Keywords: plan geometriy, analytic geometry, spheric geometry.
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Introducao

A matematica pode ser entendida como uma construcao de conhecimentos, inseridos
no meio social, politico e economico em que vivemos. Como exemplo disso, podemos citar
a Grécia, que por volta do ano 300 a.C, importou mestres do conhecimento de outras
regides para criar um grande centro de estudos, mais precisamente na regiao de Ale-
xandria. Entre os conhecedores da matematica estava Euclides, que foi autor de vérias
publicagoes importantes. Sem duvida, a que obteve maior destaque foi “Os elementos”,
que nada mais nada menos resistiu até os dias de hoje. Esta obra era dividida em livros,
enunciados, definigoes e postulados que resumem os conceitos béasicos da geometria, que
ensinamos até os dias de hoje em nossas escolas. Nela, vemos um tratamento diferenciado

a geometria, como Boyer[5] nos mostra.

Em seu tempo, “Os elementos” evidentemente, constituiu o desen-
volvimento 1légico mais rigorosamente tratado de matemdtica que ja
fora exigido, e dois mil anos deveriam passar-se antes que surgisse
uma apresentacao mais cuidadosa. Durante este longo intervalo a
maior parte dos matematicos considerou a exposicao de Euclides como

logicamente satisfatoria e pedagogicamente aceitavel.

Outro grande exemplo de transformagao social foi vivida pela Europa no século XVII.
E um dos que muito contribuiram para esta revolucao foi o francés René Descartes. Ini-
cialmente de forma filoséfica, mas posteriormente matematicamente. Em sua obra “O
discurso do método”, Descartes resumiu basicamente sua filosofia numa frase: “Penso,
logo existo”. Esta frase introduz de certa forma o principio da duvida e o questionamento
da verdade, sugerindo uma boa base para uma investigagao cientifica. Nesta mesma obra,
Descartes[16] discursa que seria possivel integrar em um mesmo estudo partes importantes

da matematica como a légica, a geometria e a algebra.

O maior desafio era resolver problemas encontrados na natureza que poderiam ser
explorados por estas regras filoséficas e matematicas. Essa nova forma de encarar um

problema foi a base para o desenvolvimento da geometria analitica, que adicionou a



LISTA DE TABELAS 15

geometria em geral, por reunir principios de logica e algebra, uma importante ferra-
menta na resolucao de problemas. E também por proporcionar ao estudante, através de
uma experiéncia de investigagao, um meio organizado e sistematizado de conhecer a vida
transformando-o em um agente atuante na sociedade. Para isso, devemos levar em conta
que o processo historico da matematica tem tornado esta tarefa mais dificil, pois ao longo

dos anos vemos a matematica se dividindo em duas correntes, como relata Machado[27].

Hoje, muito frequentemente, a matemaética tem sido tratada como se
duas dimensoes a esgotassem: a técnica, destinada a especialistas, e a
ladica. Ao cidadao comum , nao especialista, restaria apenas a dimensao
lidica. Nada hd mais equivocado.[...] Quando se pensa no papel que a
matematica desempenha no conjunto das ciéncias, é inevitavel que se
tenha que se enfrentar o questionamento de uma arraigada distingao

dicotomica entre a realidade empirica e sua apreensao tedrica.

Esta dualidade no ensino da matematica, traz como consequéncia outros problemas
que nossos alunos apresentam no ensino médio. Historicamente, alguns conceitos ma-
tematicos sao ensinados de maneira muito técnica, o que em certos casos, como afirma
Cardoso[10], faz com que os alunos percam o estimulo e a criatividade na busca da solugao

de um problema.

Desde o inicio do século XX as aulas de Matemaéatica tém sido na
maioria das vezes limitadas ao estudo dos contetdos trazidos nos livros
didaticos, onde os métodos de ensino sao mais centrados na memdria,
fazendo assim vigorar no aluno um comportamento de passividade e
conformismo. Acreditamos que na realidade a melhor opc¢éao seria dosar
a memodria, légica e criatividade, colocando em pratica atividades que
suscitam a curiosidade e desencadeiam um comportamento de pesquisa,
tornando o aprendizado muito mais eficaz, j4 que o ensino ludico e
desafiador prolongam a aprendizagem para fora do ambiente escolar,

estendendo-a pelo cotidiano do aluno.
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A maneira que achamos para lidar com todos esses problemas levantados na aprendiza-
gem da matematica foi criar uma sequéncia didatica para o estudo da geometria. Por isso
optamos em pesquisar e sugerir atividades que possam enriquecer o aprendizado do aluno

e as aulas do professor de matemadtica, seguindo os Parametros Curriculares Nacionais|9].

A selecdo das atividades a serem propostas deve garantir espago
para a diversidade de opinides, de ritmos de aprendizagem e outras
diferencas pessoais. O aspecto desafiador das atividades deve estar
presente todo o tempo, permitindo o engajamento e a continuidade
desses alunos no processo de aprender. Nesse sentido, a postura do
professor de problematizar e permitir que os alunos pensem por si mes-
mos, errando e persistindo, é determinante para o desenvolvimento das

competéncias juntamente com a aprendizagem dos contetidos especificos.

No capitulo 1, explanamos sobre conceitos basicos da geometria euclidiana plana. Al-
gumas atividades desse capitulo buscam um melhor entendimento desses conceitos por
parte dos alunos, utilizando para isso recursos tecnoldgicos, como o computador e o te-
lefone celular. Com isso, pretendemos dar uma utilidade para o telefone celular em sala
de aula, visto que grande parte dos nossos alunos possuem este equipamento e permitir
ao aluno manusear de forma mais dinamica os conceitos da geomatria plna, através do

software GeoGebra, que é de uso gratuito e de facil manuseio.

Ainda nesse capitulo, as demais atividades envolvem construcoes geométricas feitas
com régua, compasso e transferidor, além dos recursos citados no paragrafo anterior. Na
forma de resolucao de problemas, buscamos explorar a descoberta de conhecimentos por
parte dos alunos ao encontrar a solucao de um problema. O maior desafio é mostrar que o
mesmo problema pode apresentar mais de uma resposta. O objetivo aqui é que eles usem
a criatividade para encontrar uma solucao. E bem provavel que eles apresentem erros
conceituais e isso vem de encontro ao pensamento de Cury[13] no que diz respeito a usar
os erros cometidos pelos alunos com o objetivo de explorar a criatividade principalmente

na resolucao de problemas.
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De acordo com o objetivo didatico a que se propGéem os pesquisadores
que fazem andlise de erros, podemos agrupar os trabalhos realizados
em dois grupos: aqueles que procuram diagnosticar as causas dos erros
para elimind-los e aqueles que utilizam os erros para exploracao e
descoberta. O professor, ao analisar as respostas dos alunos as questoes
por ele propostas, esta fazendo andlise de erros, e a forma de considerar
esses erros e utilizd-los no decorrer do processo de ensino evidencia,

também, suas concepgoes filoséficas e pedagdgicas.

No capitulo 2, ao trabalharmos com a geometria analitica, seguimos uma linha de
pensamento que a valoriza e promove o desenvolvimento do raciocinio e da linguagem
matematica. Além de conceitos basicos, introduzimos também o estudo dos vetores e das
coordenadas no espaco, pois propoe subsidios para aulas de Matematica que nao estao
em nossos livros didaticos. O estudo de vetores permite, por exemplo, o uso de diversas
propriedades que podem ser usadas em assuntos com ampla importancia como é o caso da
geometria esférica. J4 as coordenadas tridimensionais, dao uma interpretacao mais fiel da
nossa realidade. As atividades propostas desse captulo contemplam todos estes conceitos

e contam também com o auxilio do software GeoGebra

Por fim, o capitulo 3 indica atividades que discute um tema que eles nunca viram no
ensino basico, mas é totalmente pertinente por se tratar de algo que faz parte da vida de
todos e por ter o objetivo da pesquisa. Apresentaremos a geometria esférica de maneira
que os alunos tenham uma visao critica de que a representacao de nosso planeta pode ter

uma interpretacao equivocada através dos mapas em que estudamos.

Ressaltando que o foco principal deste trabalho sao as atividades propostas. Para uma
fundamentagao maior tanto na histéria da Matemética como nas definigoes matematicas
sugerimos uma bibliografia bem consistente. Mas veremos que o empirismo e os padroes
matematicos se unirao para mostrar que a Matemaética deve ser estudada como linguagem

universal e patrimonio cultural de uma sociedade.
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1 Geometria Euclidiana Plana

Neste capitulo buscamos as raizes histéricas da geometria euclidiana plana e explana-
mos conceitos matematicos que servirao de base para resolucao de algumas atividades que
envolvem propriedades dos triangulos e semelhanga com o uso de instrumentos auxiliares

como o compasso, a régua, o transferidor, o software geogebra e o telefone celular.

1.1 Resgaste historico

Segundo Boyer[5], o grande império macedonio liderado por Alexandre, o grande, so-
freu sérias transformagoes apos a sua morte. O governo ficou dividido entre disputas por
generais gregos e a parte egipcia ficou por conta de Ptolomeu I, que tratou de voltar a
atencao para esforcos construtivos. E uma destas construcgoes foi a criacao de um centro

de estudos que pode ser comparado a uma universidade nos dias de hoje.

Este centro de estudos ficava na regiao de Alexandria e foi necessario a contratacao
de varios professores para lecionar neste recinto. Entre eles estava Euclides que escreveu
varias obras matemaéticas, sendo que algumas se perderam e nao se tém registros historicos
delas. Entre as suas publicagoes estava a obra “Os Elementos”, que resistiu ao longo do
tempo e até os dias de hoje é lembrada e citada. A sua estrutura era composta por treze
livros sendo que nos seis primeiros livros o assunto tratado é a geometria elementar e nos
quatro seguintes tratam de teoria dos nimeros com um destaque para o livro X que fala

de incomensurabilidade. Os trés ultimos livros versam sobre a geometria no espaco.

A escrita é composta de uma série de defini¢oes e enunciados que em algumas vezes
usam elementos matematicos nao definidos previamente. Mas é em seguida destas de-
finicoes que Euclides lista cinco postulados que servem como base para qualquer curso

basico de geometria plana. Os cinco postulados sao:

e Existe uma unica reta contendo dois pontos dados;

e Todo segmento de reta pode ser estendido indefinidamente em todas as direcoes;
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e Existe uma circunferéncia com quaisquer centro e raio dados;
e Todos os angulos retos sao iguais entre si;

e Se uma reta intercepta outras duas retas formando angulos colaterais internos cuja
soma é menor do que dois retos, entao as duas retas, se estendidas indefinidamente,

interceptam-se no lado no qual estao os angulos cuja soma é menor do que dois retos.

Esta listagem forma um conjunto de postulados ou um sistema axioméatico que consiste
num conjunto de verdades sobre a geometria. A partir deles, demonstracoes de teoremas
e definigoes sao feitas, até chegarmos nos conceitos basicos da geometria, que utilizamos
prontos, em nossas aulas, sem muitos questionamentos dos alunos. Nao é nosso intuito
fazer deste trabalho um material axiomatico e sim de sugerir atividades que possam fazer
um aluno de ensino médio apropriar-se de conceitos e propriedades de uma forma mais

baseada na experimentacao e na descoberta do conhecimento.

1.2 Elementos basicos

Pontos, retas e planos sao os elementos bésicos da geometria euclidiana plana. Segundo
Barbosal[2], “o plano é constituido de pontos e as retas sdo subconjuntos distinguidos de

pontos do plano”.

Os pontos sao identificados com letras maitsculas e as retas com letras minusculas. Ja
os planos sao identificados com letras gregas. Como podemos garantir, por um axioma de
Euclides, que por dois pontos segue apenas uma unica reta, outros elementos relevantes
podem ser definidos a partir disso, como mostra a Figura 1. A esquerda temos uma reta
que passa pelos pontos A e B. Como a reta é um conjunto de pontos, podemos escrever
que A, B € r. Ao centro, temos uma semirreta, que possui origem no ponto C' e que tém
sua direcdo orientada pelo ponto D. E & direita é o segmento de reta EFF, que é uma

parte da reta que esta compreendida pelos pontos E e F'.

Olhando para a Figura 2, os pontos A e B por estarem no mesmo segmento de reta

sao chamados de colineares. Como D nao pertence a AB, A, B e D sao pontos nao
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Figura 1: Reta, semirreta e segmento de reta

colineares. Se ligarmos trés pontos nao colineares teremos uma regiao limitada, que de-
nominamos de triangulo, onde esses trés pontos serao chamados de vértices. Tomando

uma sequéncia de pontos Aj, As, ..., A, onde n é um ntmero natural e n > 3, os seg-

mentos A As, AsAs, ..., Ay_1A,, A, Ay, formarao também uma regiao que denominamos
de poligono, desde que cada um desses segmentos nao contenham os outros pontos da
sequéncia. A Figura 3, mostra um poligono regular de 6 lados, sendo que G, H, I, J, K e

L sao os vértices e seus respectivos segmentos sao do mesmo tamanho.

~

D

Figura 2: Triangulo Figura 3: Hexagono regular

Na construcao de alguns desses poligonos, muitas vezes se faz necessario o uso de re-
tas paralelas e perpendiculares. Quando temos retas no plano ou elas se intersectam, em
apenas um ponto, ou elas nao se intersectam. Nesse ultimo caso as retas sao paralelas e
no primeiro caso as retas sao concorrentes. Quando as retas que se intersectam formam
um angulo de 90 graus entre elas, elas sao chamadas de perpendiculares. O quadrilatero
da Figura 4 mostra que os segmentos AB e C'D sao paralelos e que os segmentos AD e

BC sao perpendiculares aos segmentos AB e CD.

Por fim, tomando qualquer ponto O do plano, uma circunferéncia é o conjunto de

pontos em que a distancia entre eles e o ponto O, serda sempre a mesma. Nesse caso, 0S
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Figura 4: Segmentos paralelos e perpendiculares

pontos A e B pertencem a uma circunferéncia. Essa distancia é denominada de raio, que
tera um valor real positivo. Na Figura 5, vemos que os segmentos AO e BO tem a mesma

medida, por isso os pontos A e B pertencem a circunferéncia de centro O e de raio AO.

Figura 5: Circunferéncia de centro O e raio AO

Para melhor entendimento desses conceitos basicos, a Atividade 1 sugere que os
proprios alunos manuseiem o software geogebra e com ele possam compreender todos
elementos descritos anteriormente, observando suas respectivas construgoes e proprieda-

des que serao usadas ao longo do estudo da geometria euclidiana plana.

1.2.1 Atividade 1: Conceitos basicos com o software GeoGebra

Usando o software geogebra, construa os seguintes elementos basicos:
e Localize os pontos A, B, C, D, E, F e G;
e Uma reta que passe pelo pontos fixados A e B;

e A semirreta @;

e O segmento EF;
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e Um poligono regular com 6 lados;

e Uma circunferéncia de centro em E e raio igual ao segmento EG.

O principal objetivo desta atividade ¢ a fixagao de conceitos basicos e também o manu-
seio do geogebra. O software de geometria dinamica GeoGebra, versao 4.2, é livre e pode
ser encontrado no site www.geogebra.org. Também ¢é possivel encontar varios tutoriais na
internet, inclusive em video. Uma sugestao é o site http://www.geogebra.im-uff.mat.br/
do Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro, que também fornece suporte técnico. O software
permite fazer construgoes geométricas, e no caso dos conceitos basicos que foram pedidos,
todos elem possuem o comando correpondente, bastando clicar e escolher a opcao pedida,

como mostra a Figura 6.

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 6: Escolha de elemento a construir com o GeoGebra

Ao selecionar a opgao desejada, basta colocar o mouse no botao selecionado que ele

dara as instrucoes necessarias para fazer o que foi pedido, indicado pela Figura 7.
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& [E ZINITE 8o
[ R 1= [ [ = AN 05

T | < { Retadefinida por Dois Pontos ‘
Selecione dois pontos

Figura 7: Instrucao de construcao de elemento escolhido com o GeoGebra

Esta atividade destinada aos alunos da primeira série do Ensino Médio visa, também,
dar condicoes ao professor de utilizar o recurso do GeoGebra nas séries seguintes, como
por exemplo no terceiro ano do Ensino Médio, que pode ser muito utilizado no ensino da

geometria analitica.
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1.2.2 Atividade 2: Geometria dindmica com o GeoGebra

Através da area de um poligono de n lados inscrito em uma circunferéncia, encontre

o valor aproximado para o ntmero 7.

O objetivo desta atividade é trabalhar com o recurso dinamico que o software Geo-
Gebra oferece. Com as animacoes produzidas pretende-se mostrar visualmente como se

encontra o valor aproximado de 7.

Inicialmente selecionamos a opgao controle deslizante, que denominados pela letra n,
que vai identificar quantos lados tera o poligono regular. Definimos que ele vai variar de
3 a 360 com incremento de 1, pois n terd que ser um nimero natural maior ou igual a
trés. A seguir, tracamos uma circunferéncia de centro em O e raio igual a uma unidade
de comprimento. Escolhendo um ponto A qualquer da circunferéncia, rotacionamos-o em
torno de O com um angulo de 360° dividido por n, onde encontramos o ponto B per-

tencente a essa mesma circunferéncia. O segmento AB sera o lado do poligono de n lados.

Selecionando a opcao poligono regular, de lado igual a AB, o software vai perguntar
quantos lados tera o poligono. Assim, de acordo com o valor de n, serd construido um

poligono regular inscrito na circunferéncia de raio igual a 1, como vemos na Figura 8.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda
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Figura 8: Triangulo regular inscrito na circunferéncia feito no GeoGebra
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O primeiro poligono sera um triangulo. Escolhendo a opcao area e clicando nele, o ge-
ogebra a calculard. Com o perimetro procedemos da mesma forma. Clicando no controle
deslizante n, colocando na opcao animar, os outros poligonos regulares inscritos serao
construidos um apds o outro e suas respectivas areas e perimetros serao calculados auto-
maticamente. Podemos observar que quanto mais se aumenta o valor de n, o poligono
inscrito vai ficando da mesma forma da circunferéncia, a area se aproxima de 7 radianos

e o perimetro de 27 radianos, como mostra a Figura 9.

Figura 9: Poligonos regulares de n lados inscrito na circunferéncia

Sabendo que a drea A de um circulo ¢ igual a 7w x R?, onde R é o raio da circunferéncia

e que estamos usando o raio igual a 1, temos que 7 ~ 3, 14.

Para provarmos esta relagao, partiremos da area A do triangulo AOB da Figua 10. O

angulo AOB =60 = 27”, sendo n o numero de lados do poligono regular inscrito. Assim

A= lxza, onde | = AB, indica a medida do lado de um poligono regular.

Do triangulo AOD na figura 10, tiramos duas relacoes trigonométricas

e cos (g) =

e
>l e

sen (g) =

Onde vemos que [ =2 x R x sen (£) e que a = R x cos (). Como o triangulo inscrito
é regular, a area total dele sera trés vezes o valor da area do triangulo AOB. Para um
poligono regular inscrito de n lados, sua area sera n vezes a area do triangulo AOB. Como

0= 27” radianos e substituindo esses valores na féormula da area temos que

7r m
=nx R*x —) x —
n sen(n) COS(n)

2x R x sen(4) x R x cos (%)

A=nx
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Figura 10: Encontrando valor de 7.

Quanto maior for o valor de n, a area do poligono aproxima-se melhor da area do circulo.

Neste caso,
. 2 ™ m
A= lim n x R* x sen(—) x cos(—)
n—oo n n
Sé que
lim cos (E) = cos ( lim E) =1
n—00 n n—00 T
2 - 7T
A = R°x limnx sen(—)
n—o00 n

A expressao acima significa que a medida que n assume valores cada vez maiores, veremos

A

+7, 1sto €, o valor de 7.

n x sen (T) aproximar-se de um valor fixo
Sugerimos como atividade complementar, calcular a area e o perimetro de um poligono
circunscrito a uma circunferéncia e comparando com o resultado acima, estimar o erro

aproximado do valor de 7.

1.2.3 Atividade 3: Baricentro de um triangulo

A Figura 11 mostra trés casas em uma comunidade. Eles estao diante de um problema:
querem colocar um pogo, mas nao sabem exatamente onde ele serd localizado. Qual a

melhor localizacao para este poco?

A solugao para um problema como este visa incentivar o aluno a pensar em uma res-

posta e depois partir para sua execucao. Uma discussao interessante que se abre aqui é
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Figura 11: Planta de situacao da atividade 3.[3]

que a melhor localizacao depende das possibilidades que podem solucionar este problema.
Neste caso, é bem provavel que os alunos respondam intuitivamante que a melhor loca-
lizacdo para a horta seria “no meio”. A partir dai lanca-se a indagacao de como achar o

“meio”, para a localiazacao do poco.

Esse ponto que indicaria o meio da regiao ¢ a mesma ideia de um ponto de equilibrio.
Segundo Boyer[5], o grego Arquimedes por volta de 250 a.C. desenvolveu muitos estudos
sobre alavancas e equilibrio de corpos planos, onde ele descreve matematicamente o centro
de gravidade de um triangulo. Este ponto é denominado de baricentro e particularmente

no caso de um triangulo é o ponto de intersecao entre as suas medianas.

Considerando as trés casas como os pontos A, B e C, temos um triangulo ao tragarmos

os segmentos AB, BC e AC. Com o auxilio de uma régua medimos o segmento AB, onde
localizamos o ponto D, de forma que AD = BD, ou seja, D é ponto médio do segmento

AB. De semelhante modo, encontramos os pontos médios E e F respectivamente localiza-

dos nos segmentos AC e BC. Os segmentos CD, BE e AF sao as medianas do triangulo
ABC', que sao segmentos de reta que encontramos ao ligar o vértice de um triangulo
com o ponto médio do lado aposto. Nas figuras abaixo, o ponto de intersecao das trés
medianas esta representado pelo ponto GG. Este ponto é o baricentro do triangulo, que

neste problema seria a localizacao do poco.

Construindo geometricamente podemos perceber que as medianas se encontram em
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Figura 12: Solucao com régua Figura 13: Solucao com geogebra

um Unico ponto. Podemos garantir isso matematicamente por causa do teorema de Cevas.
Santos e Viglioni[31] mostram que este teorema foi provado em 1678 por Leonardo Ce-

vas e por isso mesmo os segmentos referidos no teorema abaixo sao chamadas de cevianas.

Teorema 1.2.3.1. Seja ABC um triangulo qualquer e D, E e F pontos sobre os lados

BC, AC e AB, respectivamente. Os segmentos AD, BE e CF sao concorrentes em um
unico ponto se, e somente se, AF x BD x AE = FB x DC x EC

Figura 14: Ponto de encontro das cevianas AD , BE e C'F

Demonstracao. Inicialmente, observando a Figura 14, denotemos por Ay, As, A3 e Ay as
areas dos triangulos AFC, BFC, AFO e BFO respectivamente. E chamaremos de H a
altura dos triangulos AFC e BFC e de h a altura dos triangulos AFO e BFO, sendo que

O é o ponto de intersecao entre os segmentos CF', BE e AD. Nestes triangulos estamos

considerando como base os lados AF e BF. Desse modo temos que:

_FXHA _WXH

AF x h BF x h
g A= 5 = — = —

Al ) A3
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Tomemos agora As, Ag e A7 como as areas dos triangulos AOC, BOC' e AOB respectiva-

mente. Pela figura 14, vemos que A5 = A; — A3 e Ag = Ay — A,. Portanto:

ﬁxl—]_ﬁxh

A5 ==
2 2
BF xH BFxh
Ay = -
2 2
A AF
As  BF

Analogamente para os triangulos com bases BD ¢ C'D e com bases AE ¢ EC teremos

que:

A, BD A, AE

A ¢p A EC

Multiplicando as trés relacoes encontradas:

AF BD AE _As A A
BEF CD FEC As As A

Onde concluimos que AF' x BD x AE = FB x DC x EC.

Também vale a reciproca, ou seja, se as trés cevianas AD, BE e C'F satisfazem a

propriedade AF x BD x AE = FB x DC x EC, entao elas sao concorrentes.

O ponto O é a intersecdo entre AD e BE. Temos que provar F'C também passa pelo

ponto O. Na Figura 14, prolongando CO encontramos o ponto G € AB. Desse modo,

como mostramos anteriormente, teremos que AG x BD x AE = GB x DC x EC. Mas a

nossa hipétese aponta que AF x BD x AE = FB x DC x EC. Desta forma temos que,
AF = AG e portanto F = G.
O

Com o teorema de Cevas provado, podemos garantir que as medianas de um triangulo

vao se encontrar em um unico ponto.

1.2.4 Atividade 4: Circuncentro de um triangulo

Encontre uma solucao diferente para o mesmo problema anterior.
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Mais uma vez procuramos estimular a criatividade dos alunos na hora de sua resolugao.
Apropriando-se da definicao de circunferéncia, é plausivel considerar que uma opgao é o
poco ser equidistante as trés casas. Basta que o poco seja o centro de uma circunferéncia

que passe pelas trés casas.

Primeiramente vamos considerar que cada casa seja um ponto do plano, no caso os
pontos A, B e C'. Como vimos nos conceitos bésicos, basta que estes pontos nao estejam

alinhados para que se forme uma regiao triangular. O desafio é encontrar um ponto O tal

que OA = OB = OC. Para que isso aconteca, precisamos encontrar uma circunferéncia

de centro no ponto O e que passe pelos pontos A, B e C.

A mediatriz de um segmento é a reta perpendicular a este segmento que passa pelo
seu respectivo ponto médio. Para encontrar a mediatriz relativa ao segmento AB, com
um compasso colocamos a ponta seca no ponto A e tragamos a circunferéncia que passa
pelo ponto B. Analogamente e com a mesma abertura, fixando a ponta seca do compasso
em B tracamos a circunferéncia que passa pelo ponto A. As duas circunferéncias estao
tracejadas. Elas possuem dois pontos de intersecao, G e H, como mostra a figura 15.
Unindo os pontos A, G, B e H temos um losango, pois os segmentos formados por esses

pontos tém a mesma medida. Assim, GH é a mediatriz do segmento AB.

Figura 15: Mediatriz do segmento AB

Repetindo o mesmo processo para os segmentos AC' e BC, encontraremos as outras
mediatrizes deste triangulo. As trés mediatrizes terao um unico ponto de intersecao, que

¢ denominado de circuncentro. O ponto O na Figura 16, é a localizagao do pocgo referente
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ao triangulo ABC', que indicam as trés casas do problema. Com a ponta seca do compasso
em O, construimos a circunferéncia que vai passar pelos pontos A, B e C'. Ja na Figura
17, o circuncentro foi encontrado com a utilizagao do GeoGebra. Como a mediatriz nao
é uma ceviana, nao podemos garantir que a localizacao do poco sera dentro do triangulo

cujos vértices sao as casas. Para exemplificar, mudamos de posicao umas das casas e

copiamos a imagem alterada para o GeoGebra e tragamos os segmentos AB, AC e BC,
tendo assim o triangulo ABC'. A seguir, selecionamos a opgao mediatriz de um segmento

para cada lado do triangulo, encontrando o ponto D.

Figura 16: Solucao com compasso Figura 17: Solucao com GeoGebra

1.2.5 Atividade 5: Ponto de Fermat em um triangulo

A comunidade continua com o mesmo problema. Achar a localizacao exata do poco,
que sera equipado de modo que a agua seja bombeada a cada uma das casas. Além de
encontrar a posicao do poco, as trés familias terdao juntos que custear todo encanamento

necessario. Qual seria a melhor localizagao diante de mais esse empecilho?

O problema aqui é o mesmo, mas surge um fator que muda a sua resolucao. Como
agora esta incluido o fato do custo, a melhor opcao é a que seja mais economica. Para que
isso ocorra, a soma dos encanamentos construidos deve ser a menor possivel. Com auxilio
do transferidor e externamente a cada lado deste triangulo, construimos um triangulo
equildtero. Neste caso encontraremos o triangulo ABD sobre o segmento AB, o triangulo
ACE sobre o lado AC e o triangulo BC'F no lado BC. Basta agora tracar um segmento

que une o ponto D ao ponto B, outro segmento que liga o ponto £ ao ponto C' e outro
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segmento que vai do ponto F ao ponto A. O ponto de intersecao destes trés segmentos
nos da a localizacao do pogo. Com o GeoGebra a tarefa se torna simples pois existe o
comando poligono regular. Repetindo o processo descrito acima temos a solugao desta

atividade.

mr"’

Figura 18: Solugao com transferidor Figura 19: Solucao com GeoGebra

Esse ponto que encontramos é conhecido como ponto de Fermat. Conforme Junior[20],
ele também é conhecido como ponto de Torrichelli e é usado para solucionar o problema

abaixo, que é o caso genérico do problema apresentado na Atividade 5.

Problema 1.2.5.1. Em um triangulo ABC, localize um ponto O cujas distancias a A, B

e C' tém a menor soma possivel.

A solucdo desse problema é a seguinte. Na Figura 20, sobre o segmento AC cons-

trufimos um triangulo equilatero AC'D. Tome um ponto O interior ao triangulo ABC.

Queremos encontrar a localizagao desse ponto O, de modo que a soma AO + BO + CO
seja a menor possivel. Rotacionando o triangulo AOC em 60 ° no sentido anti-horario, en-

contramos o triangulo ADE, onde AC = AD, AO = AE ¢ OC = DE. Como AO = AE,

o triangulo AOE ¢ isosceles. Mas o angulo FAO vale 60°, entao o triangulo AOF ¢

equilatero. Consequentemente, AO = AE = OF.

Para que a soma AO + BO + CO seja a menor possivel, os pontos B, £, O e D devem

ser colineares. Para que isso ocorra, o angulo BOA tem que ser igual a 120°, uma vez

que o angulo FOA vale 60°. Desse modo, BD = OB + OC + AC seré retilineo, que ¢é a
menor distancia possivel. Repetindo o mesmo processo com os outros lados do triangulo

ABC, como mostra a Figura 21, encontramos o ponto O, que é o ponto de Fermat.
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Figura 21: Ponto de Fermat em um triangulo.

1.3 Semelhanca de poligonos

Nesta secao, ao definirmos semelhanca de poligonos, visamos sugerir ao professor de
matematica que trabalhe este conteiido de uma forma diferente da abordada em livros
didaticos, através de duas atividades. Este assunto é em sua grande maioria, tratada ape-

nas com problemas de semelhanca de triangulos. Trataremos entao de casos mais gerais.

Segundo Barbosa[2]|, “diremos que dois tridangulos sdo semelhantes se for possivel es-
tabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que os angulos
correspondentes sejam iguais e lados correspondentes sejam proporcionais”. Mais geral-
mente, essa definicao vale para outros poligonos. A Figura 22 mostra dois poligonos que

sao semelhantes.

Podemos ver que os angulos possuem a mesma medida e os lados sao proporcionais,

uma vez que as medidas dos lados do triangulo 2 sao exatamente o dobro do valor das
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Figura 22: Poligonos semelhantes

medidas dos lados do triangulo 1. Para uma fixacao maior neste tépico, as atividades 6 e

7 exploram uma maior participagao do aluno na construcao de conceitos matematicos.

1.3.1 Atividade 6: Nocgoes de semelhanca

Em posse da planta dada (Figura 23), localize e dé as dimensdes dos seguintes estabe-

lecimentos: um shopping center, um terminal de onibus, trés escolas, dois supermercados,

um posto policial, quatro condominios, um corpo de bombeiros, um clube com estadio de

futebol, um teatro, uma industria, uma universidade, um hospital e 10 galerias comerciais,

que englobarao todo tipo de comércio.

Figura 23: Planta da localidade da atividade 6
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Percebemos que o aluno, principalmente no ensino médio, possui um certo temor de
errar ao tentar solucionar um problema. Isso acaba prejudicando muito o processo de
ensino e aprendizagem da Matematica. Provavelmente eles questionarao se o que eles
fizeram esta certo ou errado. Essa resposta sera respondida pelo préprio aluno quando

ele conseguir se apropriar do conteiido em questao que é a semelhanca.

Uma aplicacao da semelhanca esta nas representagoes de plantas baixas, mapas, atlas
e maquetes. Esta representacao é chamada de escala, que apresenta a razao entre a me-
dida no desenho e a medida real. Para exemplificar o assunto, tomamos a questao 137 da

prova amarela do Exame Nacional do Ensino Médio de 2012.

Exemplo 1.3.1.1. Um bidlogo mediu a altura de cinco drvores distintas e representou-as
em uma mesma malha quadriculada, utilizando escalas diferentes, conforme indicagoes

na figura a sequir.

Figura 24: Questao 137 - Prova amarela - ENEM 2012

Qual € a drvore que apresenta a maior altura real?

a) I b) 11 c) 111 d) 1V e) V

Considerando que na malha acima a largura de cada quadrado seja 1 cm. A figura I
esta representada na escala 1:100. Isso indica que a cada 1 cm do desenho, temos 100 cm

no desenho real. No caso da figura I, a arvore tem 9 c¢m de altura no desenho.

Desenho B 1 B 9cm

E - S
scala Real 100 T

Multiplicando-se os extremos pelos meios teremos que x = 900 cm. Portanto a arvore I

tem 9 metros de altura. Procedendo de igual modo calculamos a medida da arvore nos
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outros desenhos.

Arvore 11 Arvore 111 Arvore IV Arvore V
2 _9 2 _6 145 2 _ 45
100 gy 300 =z 100 w 300 v

2y = 900 22 = 1800 lw = 1350 2v = 1350

y=4,5 metros z=19 metros w= 13,5 metros v = 6,25 metros

Assim, a arvore IV é a mais alta.

1.3.2 Atividade 7: Estabelecendo escalas

Com o auxilio do telefone celular, estabeleca a escala em que a planta da atividade
anterior foi desenhada. A seguir, verifique se as medidas usadas por vocé na atividade

anterior estao coerentes.

Inicialmente, o mapa em questao é do bairro Laranjeiras, no municipio de Serra, no
estado do Espirito Santo. Para determinar a escala da planta, basta escolher qualquer
distancia do desenho e medir com uma régua. Em seguida, temos que fazer a medicao da
mesma distancia correspondente ao desenho, sé que na realidade. Neste caso, teriamos a

possibilidade de medir no local ou usar o aparelho de telefone celular.

Indicamos o aplicativo para telefone celular Maptools, que é baixado gratuitamente
da internet e é muito util para a realizacao da Atividade 7. O aplicativo mostra fotos por
satélites e tem algumas funcionalidades. Uma delas é que ele permite calcular distancias
na propria tela do aparelho, como mostra a Figura 25. Na Figura 26, a medicao ¢é feita
no desenho nos dando dados suficientes para determinacao da escala da planta que utili-

zaremaos.

Com o telefone celular a medida escolhida tem 237,47 metros. Fazendo a medicao
correspondente no desenho encontramos 2,75 centimetros. De posse desses dados temos

que:

Desenho  2,75cm 1

Real — 237,4Tm  8635,27

FEscala =
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Select points on the map to start distance,
perimeter, or area calculations. Use 'selection
maode' button to increase accuracy.

N = 3] r Sa—

Jjja

Figura 25: Maptools - medida real Figura 26: Medida no desenho

Com a escala determinada, podemos comparar se a medida escolhida esta coerente ou nao.

Com auxilio da internet, os alunos buscaram medidas usadas na construgao de um dos
estabelecimentos pedidos. Tomaremos como exemplo um hospital que segundo umas das
pesquisas de um grupo de alunos deveria ter entre 50.000 m? e 60.000 m? de 4rea. Na
Figura 28, medindo com uma régua, vemos que as dimensoes escolhidas para o hospital
sao 1,85 cm de comprimento por 0,80 cm de largura. Utilizando a escala encontrada

1 1,85
8635,27  y

FEscala =

Dai temos que y = 159,75 metros de comprimento, que é a medida real do hospital. Ana-
logamente, calculamos a largura, obtendo 69,08 metros de largura. Assim o hospital, na
Atividade 7, como mostra a Figura 24, estd com uma &rea de 11035,53 m?, que significa

que a figura nao esta semelhante com o hospital com a area desejada.

Olhando para a Figura 28, vemos que o mesmo grupo corrigiu as dimensoes para o
hospital. Também com uma régua, verificamos que agora o hospital passou a ter 3 cm de

comprimento por 2,5 cm de largura. Verificando se as dimensoes estao coerentes

1 3

E = — =
scala = S35 97 " a
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Dai temos que a = 259,05 metros, que indica o comprimento do hospital. Da mesma
forma, calculamos a largura, onde encontramos 215,88 metros. Entao o hospital da figura

28 estd com 55.924,16 m? de 4rea, dimensdes que sdao coerentes para o tamanho de um

hospital.

Figura 27: Medidas sem escalas Figura 28: Medidas com escalas
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2 Geometria Analitica

A intencao deste capitulo é trabalhar alguns conceitos que terao muita utilidade nas
atividades envolvendo geometria esférica. Além disso, abordamos alguns tépicos de co-
ordenadas no espaco e de vetores, pois no ensino médio nao sao explorados nem por
professores nem por livros didaticos de Matemaética. No final, concluimos com a sugestao

de uma atividade que visa exemplificar melhor os conceitos trabalhados.

2.1 Resgate histdrico

Passando da metade do século XVII, a Franca passou a ser referéncia em Matematica.
Entre os que se destacaram nesta época estava René Descartes. Ele era de uma boa
familia que lhe proporcionou uma boa educacgao e além disso, ele viajou por diversas ci-
dades conhecendo pessoas sabias e adquirindo conhecimento. Mas foi em Paris que ele
desenvolveu seu lado filoséfico que mais tarde lhe renderia o titulo de “pai da filosofia

moderna”.

O seu mais brilhante trabalho foi “O Discurso do método”, onde ele esperava por meio
da duvida chegar a conclusoes claras e precisas. Por essa linha de pensamento, ele de-
senvolveu uma maneira de resolver problemas através de construgoes geométricas, como

é possivel ver no livro I, desta mesma obra, uma solugao para uma equacao quadratica.

A geometria analitica que estudamos hoje, nao é exatamente aquilo que Descartes
escreveu em suas obras. Para se ter uma ideia, nem o par de eixos ortogonais era usado
da mesma maneira que temos hoje. Porém a associacao da algebra com a geometria que
ele e outros matematicos da época desenvolveram, como Fermat por exemplo, serviram

para dar inicio a uma nova forma de solucionar problemas, que podemos ver em Boyer|5].
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O objetivo de seu método, portanto, era duplo:(1) por processos
algébricos libertar a geometria de diagramas e (2) dar significado as
operacoes da algebra por meio de interpretagdes geométricas. Seu
método consistia entao de partir de um problema geométrico, traduzi-lo
em linguagem de equacao algébrica e depois, tendo simplificado ao

maximo a equagao, resolvé-la geometricamente.

2.2 Coordenadas no plano: Conceitos basicos

Pontos, retas e planos sao os elementos basicos para o estudo da geometria analitica.
Uma reta é dita orientada, quando se estabelece um sentido para ela. Esse sentido deno-
minamos positivo e o sentido oposto é considerado negativo. Fixando um ponto O nesta
reta, que chamaremos de origem, ela passa a ser um eixo orientado F. A cada ponto
que pertence a este eixo, fixando uma unidade de comprimento, associamos um numero
real, sendo que o ponto O faz-se corresponder o niimero real zero. Sendo A um ponto a
direita da origem, dizemos que ele tem coordenada igual ao nimero real x, sendo que x
é a distancia do ponto O ao ponto A. Denotamos esta distancia por d(O, A) = z. Caso
este ponto A esteja a esquerda de O, ele terd coordenada igual a x = —d(O, A). Para
quaisquer pontos X e Y pertencentes a E, temos que d(X,Y) =| x — y |, que representa
o valor absoluto ou o médulo do nimero real x — y, independentemente da posicao dos

pontos X e Y em relagao a origem O.

Tomemos agora um plano 7 e considere um par de eixos ortogonais contidos neste
plano. Teremos um sistema de eixos com origem no ponto O, que denominamos sis-
tema OXY. Os eixos nao precisam ser necessariamente ortogonais. Corroboramos com
Lima[23] que afirma que “na maior parte dos casos ndo hd motivos para se optar por
um sistema de eixos nao-ortogonais, mas ha situagoes que pode ser vantajoso”. No nosso

caso, como temos objetivos geograficos, usaremos o sistema de eixos ortogonais.

Um sistema de eixos ortogonais estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos do plano 7 e pares ordenados de ntumeros reais. Esses pares ordenados sao da
forma (z,y), com x e y reais. Eles pertencem ao conjunto R?. Nesses pares ordenados, o

x € a primeira coordenada, que é chamada de abscissa e o y ¢ a segunda coordenada, que
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é chamada de ordenada, ambas relacionadas com um ponto P € 7. Utilizar coordenadas

no plano é uma ferramenta muito util na Matemética, como mostra Limal[23].

O emprego de coordenadas no plano serve a dois propdsitos que se
complementam. O primeiro é o de atribuir um significado geométrico
(e com isto dar um maior conteddo intuitivo) a fatos de natureza
numérica, como o comportamento de uma funcao real de uma varidvel
real, que ganha muito em clareza quando se olha para seu gréfico.
O segundo propdsito do uso das coordenadas vai no sentido oposto:
recorre-se a elas a fim de resolver problemas da Geometria. Este é o

objetivo da Geometria Analitica.

A Figura 29 mostra essa correspondéncia.

1° quadrante
2° quadrante

3° quadrante 4° quadrante

Figura 29: Correspondéncia entre pontos em 7 e seus respectivos pares ordenados

Ao ponto P estd associado o par ordenado (z,y). Isto quer dizer que x é a abscissa de
P ey é a ordenada de P. Isto é andlogo aos demais pontos. O ponto () tem coordenadas
(¢,0) e o ponto R tem coordenadas (0,7). O ponto O é a origem no sistema de eixos

ordenados ortogonais e tem coordenadas (0, 0).

Também pela Figura 29, é possivel observar que o sistema de eixos ortogonais divide

o plano em quatro regioes que sao chamadas de quadrantes. No primeiro quadrante, todo
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ponto tem abscissa e ordenada positivas. No segundo, a abscissa é negativa e a ordenada
positiva. J& no terceiro, ambas as coordenadas sao negativas. E no quarto quadrante
a abscissa é positiva, mas a ordenada é negativa. A este sistema de eixos orientados
ortogonais damos o nome de plano cartesiano, onde suas respectivas coordenadas sao de-

nominadas cartesianas.

Observando a Figura 30, vamos determinar uma férmula para calcular distancia entre
dois pontos através de suas coordenadas. Temos os pontos A = (z,y) e o ponto B = (2, w)
localizados no plano cartesiano. Para determinarmos a distancia entre esses dois pontos,
usaremos um ponto auxiliar C'; cuja abscissa vale x e sua ordenada vale w. Esse ponto
C' = (x,w) é obtido pela intersecao do segmento que sai do ponto A verticalmente em
direcao ao eixo das abscissas e do segmento que sai do ponto B horizontalmente para a

direita.

[ @

Figura 30: Distancia entre os pontos A e B

Vemos que os pontos A, B e C' formam um triangulo retangulo no ponto C', uma vez

que C' tem a mesma abscissa de A e a mesma ordenada de B. Para determinarmos as

medidas dos segmentos AB, BC e AC, usaremos as defini¢coes que vimos anteriormente.
Neste caso, d(A,C) =|y —w | e d(B,C) =| x — z |. Pelo teorema de Pitdgoras, temos
que d(A, B)? = d(B,(C)? + d(A,C)% Dai, temos que d(4,B)? =]y —w |* + | x — 2 |~
Portanto, temos que d(A, B) = \/(y — w)? + (z — 2).
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2.3 Vetores

Vetor é um assunto que nao ¢ trabalhado nos livros de Matematica do ensino basico,
nem pelos professores de Matemética de um modo geral. Silva[32], aponta em sua dis-

sertacao a relagao entre vetores e a geometria analitica.

Vetores é um assunto de facil introducgao, ja é abordado no estudo de
Fisica e tem varias aplicagoes em diversos campos. De igual modo,
observou-se que os livros didaticos utilizados no Ensino médio, alguns
analisados em 2001, continuaram com muitos de seus vicios em 2012
e, portanto, pouco se mudou na abordagem do ensino e, naturalmente,
sua evolucao na aprendizagem foi limitada. Ainda se nota a auséncia

de vetores em Geometria Analitica.

Quando temos um segmento AB orientado por um sentido, o representamos por uma
seta, onde A é a extremidade inicial e B é a extremidade final. Escrevemos entao que o

segmento AB = 7. Da mesma forma temos @ = Cﬁi, como mostra a Figura 31.

Figura 31: Representacao dos segmentos orientados 4 e o/

Se no mesmo plano tivermos segmentos orientados que possuem o mesmo comprimento,
o mesmo sentido e forem paralelos ou colineares dizemos que eles sao equipolentes. Con-
sideremos a Figura 32. Para que os segmentos orientados AB e C'D sejam equipolentes

é necessario e suficiente que o ponto médio de AD coincida com o ponto médio de BC,
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no caso em que A, B,C' e D formam um paralelogramo. Pelas propriedades do paralelo-

gramo, os segmentos orientados u e ¥ sao equipolentes.

Agora se U = ABed =CD a relacao de equipoléncia nao é valida. Repare que os
segmentos AC' e BD tem o mesmo ponto médio. Contudo os segmentos orientados u e o/
estao em sentidos opostos, logo a relagao de equipoléncia nao ¢é valida e portanto eles sao

nao equipolentes, como mostra a Figura 33.

Figura 32: Segmentos equipolentes Figura 33: Segmentos nao equipolentes

Dado um segmento orientado u, vamos considerar o conjunto de todos os possiveis
segmentos orientados que sdo equipolentes a w. Com isto, conseguimos alocar todos os
segmentos orientados do plano em conjuntos, em que seus respectivos elementos, sao ca-
racterizados por terem igual diregao, sentido e comprimento, isto é, os separarmos por
classes de equivaléncia. Cada um destes conjuntos (ou classes de equivaléncia) é o que
chamamos de vetor. Assim, se um segmento orientado ¢ é equipolente a i, temos que u

e U pertencem a mesma classe de equivaléncia e representam um mesmo vetor.

Analisemos agora um vetor U —AB e um vetor @ = C 23, como mostra a Figura 34.

Os pontos A, B, C' e D pertencem ao plano cartesiano, sendo O a origem.

Os numeros reais x = (b—a),y = (h—e),z = (d—c¢),w = (g — f) s@o as coordenadas
do vetor v = 1@, que escrevemos U = (z,y) e do vetor 4 = (z,w). Podemos definir
a adicao dos vetores ¥ e @ como a adicao de suas coordenadas. Assim, o vetor e
tem coordenadas (x + z,y + w). Geometricamente, podemos representar a soma de dois

vetores de duas formas. Na figura 35, o vetor u + ¥ é obtido quando o inicio dele coincide
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Figura 34: Vetores no plano cartesiano

com a extremidade inicial do primeiro vetor (neste caso vetor @) e seu ponto final é igual

—

ao ponto final do segundo vetor (neste caso vetor ¥). Isso é possivel porque o vetor i é

equipolente ao vetor .

Figura 35: Soma de vetores

Na Figura 36, temos os vetores @ = AB e @ = AE. O vetor u + v é dado pela diagonal

do paralelogramo ABV E.
Dados os vetores @ = (a,b) e U = (¢,d), o produto interno de @ e ¥, representado
por (@, v), é o nimero real (4, v) = ac + bd. Para termos uma interpretacdo geométrica

precisamos definir a norma de um vetor e angulos entre vetores.

A norma ou comprimento de um vetor v = E, onde A = (a,b) e B = (¢,d) é dado
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Figura 36: Regra do paralelogramo

por || U ||= d(A,B). Ja o angulo entre dois vetores @ e U, é o menor angulo formado

pelos segmentos AB e AD, como mostra a Figura 37.

Figura 37: Angulo entre vetores

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo ABD temos que:

—_) — — — —

lu=0* = [[@P+I Tl =2x|[@]l x || 7] xcosd

2x || @|| x || 7] xcos® = (a®*+b*)+ (* +d*) — (a—c)*+ (b—d)*
|| @] x || T]|] xcos® = ac+bd

(@,0) = [[a|] x[[7]] xcosb

O estudo das coordenadas no espaco se faz de modo similar as coordenadas no plano.
Conforme Lima|22], fixando um ponto O como origem, estabelecemos os eixos orientados
OX,0Y e OZ ortogonais entre si. O sistema OXY Z determina uma correspondéncia que

a cada ponto P associa-se um terno (z,y, z) de niimeros reais que serao suas coordenadas.
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P (xY.2)

Figura 38: Coordenadas do ponto P no espaco

2.4 Atividade 8: Conceitos de geometria analitica

Dados os pontos A = (3,2),B = (=4,1),C = (=2,-5) e D = (1,—2) do espago
bidimensional e E = (4,3, -2), F = (2,-3,1) e G = (—1,2,0) do espago tridimensional,
faca o que se pede:

e Localize os pontos A, B,C, D e E no plano cartesiano.

e Calcule a distancia entre os pontos A e B e entre os pontos F e F.

e Dé as coordenadas dos vetores U = Bt’, t=EGe3s=FG.

e Calcule o angulo entre v’ e §.

O primeiro item, podemos verificar pelas figuras abaixo.

o
o - — — —

Figura 39: Localizacao dos pontos A, B, C' e D no plano cartesiano.

Para o segundo item, utilizamos a férmula deduzida da distancia entre dois pontos,

uma vez que temos as coordenadas dos pontos.



2 GEOMETRIA ANALITICA 47

Figura 40: Localizagao do ponto E no plano cartesiano.

A,B) = VB (P +E-17
- VPP
= /50.

Ela é semelhante para o plano cartesiano em trés dimensoes

1=2P+ (- (9P + (2- ()P

d(E7F) = \/(
(2)? 4 (6)* + (1)

[
Eﬁ

—

As coordenadas dos vetores v = @, = EF e § = FC sio determinadas facilmente

como mostra o esquema abaixo:

Finalmente para o tltimo item calculamos o angulo # entre dois vetores, através do

produto interno (£,5) =|| || x || £ || x cos 6, sendo que as coordenadas dos vetores foram

encontradas no item anterior. Dessa forma teremos
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(t,5) = [l x|[v]] xcos
(15-5—-2) = [(=5)%+ (—=1)2 +2%] x [(=3)® + (5)% + (=1)%] x cosf
8 = (30).(35) x cosf
cosf = 0,00762.

Usando a funcao arccos (0,00762), descobrimos que 6 = 90°.

48
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3 Geometria esférica

Neste capitulo, além de um breve historico de geometria nao-euclidiana, estudare-
mos de forma analitica, conceitos que envolvem a esfera e relacionaremos com termos
geograficos, como a latitude e a longitude. A seguir, trazemos a proposta de duas ativida-
des que servirao para investigarmos se a representacao plana da Terra através dos mapas

trazem deformacgoes da realidade.

3.1 Resgate historico

A geometria é a parte da Matematica que mais sofreu transformagoes de um periodo
para o outro. Neste mesmo trabalho vimos uma transicao grande da geometria plana de
Euclides para a geometria analitica iniciada por Descartes e muito mais para meados do

século XIX quando comecgaram a surgir publica¢oes de uma nova geometria.

Boyer[5] nos mostra que, simultaneamente, o russo Lobachevski, o hingaro Bolyai e
o alemao Gauss desenvolveram teorias sobre uma nova geometria, que mostravam que a
“geometria euclidiana nao era a verdade absoluta que se suponha ser”. Em 1829, Lo-
bachevski publicou um artigo em que ele mostrava uma negacao ao quinto postulado de
Euclides, o axioma das paralelas, o que marcou oficialmente o inicio da geometria nao-

euclidiana.

Muitas dessas descobertas desse periodo sao até evidentes para os dias de hoje, mas
matematicamente apresentou um grande progresso no estudo da geometria. A geometria
do nosso planeta é um grande exemplo disso, pois os paralelos se encontram nos polos

e um triangulo em sua superficie pode ter a soma de seus angulos internos maior que 180 °.

3.1.1 Atividade 9: Distancia entre dois pontos numa superficie esférica

Escolhendo duas cidades de nosso planeta, calcule a distancia entre elas na superficie

terrestre.
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Essa atividade comeca a ser resolvida através de um bom questionamento feito por

Alves|1]

A distancia entre dois pontos A e B é, essencialmente, o menor dos
comprimentos das trajetérias ligando A e B. No plano, a trajetéria
de menor comprimento é o segmento de linha reta AB e o seu com-
primento é a distancia entre A e B. Sobre uma superficie esférica,
no entanto, nao existe um segmento de linha reta, uma vez que
ela é curvada em todas as diregoes e tuneis através da Terra nao sao

permitidos. Como medir a menor distancia entre dois pontos nesse caso?

O planeta em que vivemos é praticamente esférico, logo a distancia de qualquer ponto
de sua superficie ao seu centro é sempre a mesma. Muitas vezes ele é representado por
globos terrestres ou de forma plana, como vemos nos mapas. Nas duas representacoes
vemos a Terra sendo dividida em linhas imaginérias que sao denominadas de paralelos e
meridianos. O paralelo maximo é conhecido como linha do Equador por dividir a esfera
terrestre em dois hemisférios iguais, norte e sul. Da mesma forma o meridiano de Gre-

enwich separa a Terra em leste e oeste.

Estes elementos sao fundamentais para definirmos as coordenadas geograficas de um
ponto P na superficie da Terra que sao chamadas de latitude e longitude, mostradas
na Figura 41. A medida do arco do meridiano que passa por P e esta entre o paralelo
que contém P e a linha do Equador é chamada de latitude. Ela é expressa em graus e
mede de 0° a 90° para o norte e 0° e 90° para o sul. Também usa-se a latitude para
o norte como positiva e para o sul como negativa. A longitude é a medida do arco do
paralelo que passa pelo ponto P e esta entre o meridiano que possui o ponto P e o meri-
diano de Greenwich. Ela também é expressa em graus, mas varia de 0° a 180 ° para leste

ou para oeste. Elas podem ser descritas de forma positiva para leste e negativa para oeste.

O grande desafio é transformar as coordenadas geogréaficas em coordenadas esféricas.
Para isso vamos usar um sistema de coordenadas cartesianas com origem no ponto O no

espago, que representa o centro da Terra. A distancia de um ponto P = (z,y, z), que equi-
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vale a qualquer ponto da superficie terrestre, até a origem se da por OP = /22 + y2 + 22.

Esta distancia que chamaremos de r, é o raio da Terra.

Py, 2)
1

Figura 41: Coordenadas cartesianas e a relacao com latitude e longitude.

Na figura 41, o plano XOZ corresponde ao meridiano de Greenwich e o plano XOY
equivale a linha do Equador. Assim ¢ é a longitude e # é a latitude do ponto P na
superficie da Terra. No triangulo retangulo OAP da mesma figura, retiramos as seguintes
relagoes trigonométricas

opP

senf = — e cosf =
oP
Logo,

z=rxsenf e rxcosh=/r%+ y>

Olhando para o triangulo retangulo AOC, temos as seguintes relagoes

Yy T

\/Ty? (& COS¢:\/:E2:—+_y2.

sen ¢ =
Consequentemente,
y=rxcoshx sengp e x=rXx cosl X coso.

Assim, conseguimos transformar coordenadas geograficas em cartesianas.

Na Tabela 1, temos as coordenadas geograficas de duas cidades bem conhecidas.
Através desses dados é possivel transformar suas coordenadas geograficas em cartesia-

nas.
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CIDADE LATITUDE | LONGITUDE
BUENOS AIRES - 34°30° - 58°30’
NEW YORK 40 °40’ - 74°

Tabela 1: Coordenadas geograficas de Buenos Aires e New York

Tomando as relagoes determinadas anteriormente, sabendo que r = 6400km é o raio

da Terra, 6 ¢é a latitude e ¢ é a longitude, Buenos Aires terd como coordenadas

T =1 X cost X cosp y=1 X cosl x senq¢ z = r.senf)
r =1 X cos(—34,5) X cos(—58,5) y=r x cos(—34,5) x sen (—58,5) z=r X sen(—34,5)
x =2775,79 y = —4496, 81 2z = —3624,96

Para a cidade de New York, repetimos o procedimento

T =1 X cost X cosp y=1r X cosf X sen¢ z=1r X senf
x =1 X cos x (40,67) x cos(—74) y=r x cos(40,67) x sen (—=74) z=r x sen(40,67)
x = 1337,69 y = —4665, 43 z = 4170, 88

Para calcularmos a distancia entre as duas cidades, atribuimos a localizacao da cidade
de Buenos Aires o ponto B = (2775,79; —4496, 81; —3624,96) e para a localizagao da
cidade de New York o ponto N = (1337, 69; —4665, 43; 4170, 88). Recorreremos ao produto
interno de dois vetores para encontrarmos o angulo 6 que é o menor angulo formado entre
os vetores @ e OW . Pela quantidade de céalculos, o uso de uma calculadora cientifica
é primordial para esta atividade e sabendo que a norma dos dois vetores corresponde ao

raio da Terra, temos que

(OB,ON) = ||OB|| x || ON || x cos 8
(OB,0N) = 2775,79 x 1337,69 + (—4496, 81) x (—4665,43) + 3624, 96 x (—4170, 88)
(OB,ON) = 6400 x 6400 x cos 0

9548380,62 = 40960000 x cos @

0548380, 62
cos b 20960000 023

Aplicando a funcao arco cosseno, encontramos que 6 = 76,5°. A figura 42, ilustra os

vetores e o angulo entre eles.
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g =angulo entre
vetores

Figura 42: Angulo entre vetores

Ainda na Figura 42, vemos uma representacao bem interessante do que queremos
calcular. O angulo 0, que calculamos acima, é o mesmo do arco feito sobre a esfera
terrestre. Este arco é uma parte de uma circunferéncia maxima que passa por esses dois
pontos e serd porporcional a seu valor. Para um angulo de 360 °, a distancia percorrida
serd igual ao comprimento da circunferéncia que é dado por 2 x 7 x r, onde r = 6400 km

¢ o raio da Terra. Assim temos que:

2 x mx 6400 x 76,5

4B, N) = 360

d(B,N) = 8546km

3.2 Atividade 10: Verificando distancias

Verifique através de um mapa e de um globo terrestre, se a distancia entre as cidades

calculada na atividade anterior possuem valores semelhantes.

Esta atividade é um exemplo em que verificamos como o conhecimento matemaético
pode fazer diferenca em nossa sociedade. A representacao de nosso planeta via mapa de
projecao cilindrica de Mercator, que é a mais utilizada, apresenta muitos erros se nao
houver um bom fundamento matemaético para explicar estas questoes. Isso porque a es-

fera terrestre é planificada da seguinte forma, como mostra o esquema da Figura 43.

Vamos exemplificar como esta projecao traz distorcoes com as cidades que utilizamos

na atividade anterior. Com uma régua, medimos no mapa qual seria a distancia em linha



3 GEOMETRIA ESFERICA 54

Figura 43: Projecgao cilindrica de Mercator. Fonte:www.almanaque.cnt.br

reta entre New York e Buenos Aires, como mostra a Figura 45. Ela seria de 27,1 cm. A

escala do mapa ¢é 1:36500000. Tomando como referéncia o exemplo 2.3.1.1 temos que

Desenho

BEscala = ————

seata Real

1 27, 1em
36500000 x

xr = 9851,5km

Que é uma diferenca bem grande para a realidade.

Olhando agora para o globo terrestre de escala 1:42000000, encontramos uma pequena
dificuldade. Como medir na superficie curva de uma esfera utilizando uma régua? Neste
caso usamos como instrumento de medida uma fita métrica, muito usada por costureiras
por fazer medicoes nas partes do corpo que nao sao planas. Entre as cidades citadas,
como mostra a figura 44, a distancia no globo foi de 20,4 cm. Repetindo o calculo com

escalas, temos que

Desenho

FEscala = ———
scala Toal

1 _20,4cm
42000000 T

r = &8568km

Distancia que é bem préxima do valor encontrado no célculo da atividade anterior.

O objetivo desta atividade é fazer com que os alunos concluam que ha um enorme
erro na interpretacao na representacao dos mapas. Para isso, sugerimos uma investigacao
mais aprofundada, seguindo uma orientacao das novas diretrizes curriculares nacionais
para o ensino médio (DCNEM), que é trabalhar a pesquisa como principio pedagdgico.
Isto significa “buscar situacoes de interesse que permitam questionamentos. A partir des-
tes, os estudantes poderao protagonizar investigacoes que levem a um entendimento mais

completo da situagao questionada”[6].
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Figura 44: Medindo no globo Figura 45: Medindo no mapa

Tomamos para investigagao, trés cidades préximas a linha do Equador, sendo elas
Guayaquil no Equador, Bogota na Colombia e Manaus no Brasil, cujas coordenadas ge-
ograficas estao na Tabela 2. Medindo com uma régua no mapa, encontramos as distancias
entre elas. Usaremos a mesma escala usada na atividade anterior, ou seja, 1:36500000.

Inicialmente, tomamos por exemplo, Bogotd e Manaus que distam entre si 5 cm no mapa.

Desenho 1
Real = 36500000

Isto significa que Escala = = 5ch = r = 1825 quilometros. Na Ativi-
dade 10 vimos que a distancia retilinea calculada no mapa é bem diferente da distancia na
superficie terrestre que é um arco de uma circunferéncia. Para calcularmos as distancias

na superficie esférica transformaremos as coordenadas geogréaficas em cartesianas.

CIDADE LATITUDE | LONGITUDE
GUAYQUIL 2°20" S 79°45 O
BOGOTA 4°36" 35" N 74°4’ 547 O
MANAUS 3°6’S 60° 1" O
OSLO 59° 567 58" N | 10° 45’ 23" L
BUDAPESTE | 47°28 19" N | 19°3 1" L
KIEV 50° 27 16" N | 30° 31" 25" L

Tabela 2: Coordenadas geograficas. Fonte: pt.wikipidea.org

Dessa forma, apropriando-se das definigoes feitas anteriormente temos que a cidade de
Bogota tem longitude ¢; = - 74,08° e a latitude 6; = 4,61° e a cidade de Manaus tem
longitude ¢ = - 60,02° e latitude 6, = -3,1°. Transformando em coordenadas esféricas,

temos que Bogotd terd coordenadas no ponto B = (1749, 63; —6134,67; 514, 36) e Manaus
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no ponto M = (3193, 71; —5536, 38; —346, 10). Os vetores OB e OM, onde O = (0,0,0),
possuem norma de comprimento igual ao raio da esfera, uma vez que o ponto O é o centro

da Terra. Pelo produto interno temos que

(OB, 0M)

cosa = 0,9878.

6400 x 6400 x cos «

Assim, a medida do angulo o« = 16,03 °.

Seguindo o modelo da Atividade 9, calculamos que a distancia real entre Bogota e
Manaus é de 1790,46 km. Basta repetir o mesmo processo para sabermos a distancia

entre as outras cidades. Elas estao descritas na Tabela 3.

CIDADE CIDADE | DISTANCIA NO MAPA | DISTANCIA REAL
GUAYAQUIL | BOGOTA 1095 km 1000,86 km
GUAYAQUIL | MANAUS 2226,50 km 2203,38 km

BOGOTA MANAUS 1825 km 1790,46 km

OSLO BUDAPESTE 1825 km 1495 km
OSLO KIEV 2226,50 km 1635,82 km
BUDAPESTE KIEV 1095 km 903,79 km

Tabela 3: Distancias no mapa e distancias reais entre as cidades escolhidas.

Entre as cidades escolhidas estao Budapeste na Hungria, Kiev na Ucrania e Oslo na
Noruega que foram escolhidas por apresentarem entre elas, as mesmas distancias que as
cidades perto da linha do Equador. Teoricamente, deveriam ter a mesma distancia real,
mas como vemos na tabela anterior nao foi isso que ocorreu. Mas isso foi o que verificamos

na atividade anterior.

Considerando agora a area formada por dois triangulos onde um deles terd como
vértices as cidades europeias e o outro as cidades sulamericanas, podemos calcular a area

dos triangulo pela férmula de Heron, como nos mostra Dalcin[14], onde utilizamos que

a Area = \/px (p—a) x (p—b) x (p— ¢), onde p é o semiperimetro e a,b e ¢ sdo as
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medidas dos lados dos triangulo. Substituindo na relacao encontramos

A = +/2573,25 x (1428, 35) x (748,25) x (2346, 75) = 993451, 18km?.

E trivial concluir que o triangulo formado pelas capitais europeias visto na Figura 43 tera

a mesma area pois possui as mesmas medidas.

Figura 46: Triangulos com cidades escolhidas como vértices.

Como mostramos anteriormente, o mapa acaba deformando as distancias na superficie
esférica. Essa investigacao envolvendo areas tem por objetivo mostrar que esta deformagao
¢ maior com paises perto dos polos. Iremos entao calcular a area real, ou seja, do triangulo

esférico formado entre as trés cidades.

Segundo Lima[21] e observando a Figura 48 vemos um fuso numa esfera, que tem o
angulo a formado entre dois circulos maximos. Se este angulo a = 7, isso corresponde
a metade da area de superficie de uma esfera, ou seja, Area = 2 x 7 x R? onde R é o
raio da esfera. Proporcionalmente para um angulo «, a Area = 2 x a x R% Tomando
um triangulo nesta superficie esférica de angulos internos «, e 7, como mostra a Figura
48, cada fuso gerado por um destes angulos tem como drea 2 x o x R%, 2 x 8 x R%e
2 x v x R?, respectivamente. Se somarmos a 4rea destes fusos, teremos um hemisfério

com o acréscimo duplo da area A do triangulo esférico. Assim temos que:

2X TXR?P4+24 = 2x axR?4+2x Bx R2+2x vx R?
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24 = 2X ax RP+2x BXR*+2x yx R* —2x 7 x R?

A = R(a+B+vy—m).

Neste caso, os angulos sao medidos em radianos.

L

Figura 47: Area de um fuso. Figura 48: Triangulo esférico.

Vieira[34], mostra que, pela lei dos cossenos, cosa = cosb.cosc+ senb.senc.cosa, sendo
essa lei valida para triangulos esféricos e com os angulos em radianos. Como exemplo,
voltamos ao triangulo cujos vértices sao as cidades sulamericanas. Dessa forma, o angulo
descrito pelas distancias entre elas, serao os valores dos angulos encontrados na Atividade
9, pois trata-se de um angulo central. Entre Manaus e Bogotd, o arco que representa
a distancia entre as duas cidades a = 16,03°, que equivale a o = 0,28 radianos. De
maneira equivalente temos 0,3443 radianos entre Guayaquil e Manaus e 0,1564 radianos
entre Guayaquil e Bogotda. Com esses dados é possivel determinar a medida do angulo a.

Substituindo na férmula, temos que:

cosa — cosb X cosc

cos o =
senb x senc

Consequentemente, teremos que

cos 0, 3443 — cos0,1564 x c0s0,28  0,9413 — 0,9878 x 0,9611

cosa = sen0, 1564 x sen 0,28 0,1557 % 0, 2761

Como o valor de cos « = 0,8914, temos que a = arccos (0,8914) = 0,47 radianos. Ana-
logamente, encontramos que § = 1,76 radianos e v = 0,93 radianos. Utilizando agora a
férmula para drea que vimos anteriormente, temos que A = 6400% . (0,47 + 1,76 + 0,93

- ), de onde tiramos que a area equivale a 888131,46 km?. Procedendo da mesma forma
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com o triangulo europeu, a 4rea encontrada foi igual a 672936,70 km?.

Isso nos leva a concluir que a representagao da superficie terrestre por um mapa plano
pode nos levar a conclusoes erradas em sua observacao. Nao ha erro nos mapas e sim
na sua interpretacao e uso. No caso acima, a deformacao da area dos paises europeus
causada pelo mapa chegou a aumentar cerca de 47%, enquanto que nos paises proximos

a linha do Equador ampliou aproximadamente 11%.
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Consideracoes finais

Todas essas atividades foram desenvolvidas nos anos de 2013 e 2014 com alunos das
primeiras e terceiras séries do ensino médio. Vale ressaltar que isso foi possivel porque
a escola possuia condigoes fisicas e tecnologicas adequadas para este objetivo. O labo-
ratorio de informatica, ambiente usado em grande parte de nosso trabalho, estava em
boas condicoes de uso. A funcao dele é apoiar no atendimento de aulas e outros fazeres

que necessitem das tecnologias. Infelizmente nao é a realidade de todas escolas.

Outro aspecto importante a analisar é que a maioria dos alunos da primeira série do
ensino médio dessa escola, sao oriundos do ensino fundamental da mesma escola, que fun-
ciona no turno contrario. Com isso, os casos graves de indisciplina sao raros e é possivel
identificar com mais rapidez quais as maiores dificuldades dos alunos antes mesmos de
entrarem no ensino médio. Além disso, esta no perfil deles de serem mais curiosos e isso

faz com que o desafio da descoberta seja maior ainda.

A escolha pela geometria nao foi feita aleatoriamente. Itzcovich[19] relata que a ge-
ometria vem perdendo espaco nao sé nas salas de aulas de nossas escolas, mas também
na formacao docente dos professores de Matematica. E importantissimo um professor do-
minar os conceitos matematicos que ele pretende ensinar a seus alunos. O planejamento
nem sempre é executado como pensamos. As vezes somos surpreendidos pela aceitacao e
participagao dos alunos. Os Parametros Curriculares Nacionais [9] indicam que o profes-
sor precisa ter mobilidade para ajustar o que ele planeja e o que de fato acontece na sala

de aula com os alunos.

As atividades propostas, envolveram enriquecimento cultural, praticas investigativas,
novas metodologias, diferentes materiais de apoio e trabalho em equipe, como indicam
as diretrizes curriculares nacionais para a formacao de professores da educacao basica.
Também salientamos que as atividades que aplicamos foram uma 6tima oportunidade de
fixar contetdos que foram aprendidos ou que precisariam ser reforcados, mas por outro
lado exigiu muita determinacao e paciéncia do professor. Atividades assim, movimentam

a escola e os alunos, as vezes, causam transtornos para a coordenagao.
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Por fim, é necessario que essas atividades passem por um momento de avaliacao. O que
foi sugerido neste material, tem o objetivo de qualificar tanto o ensinamento do professor
quanto o aprendizado do aluno. Na avaliacao continua e cumulativa do desempenho do
aluno, os aspectos qualitativos devem prevalecer sobre os aspectos quantitativos, seguindo

orientagoes da lei de diretrizes e bases da educacao brasileira.



REFERENCIAS 62

Referéncias bibliograficas

Referéncias

1]

[10]

ALVES, Sérgio. Geometria no globo terrestre. II Bienal da Sociedade Brasileira

de Matematica, 2004. Disponivel em www.bienasbm.ufba.br.

BARBOSA, Joao Lucas Marques. Geometria Euclidiana plana. Rio de Janeiro,

Sociedade Brasileira de Matematica, 1996. (Colecao do Professor de matematica).

BARRICHELO, Leonardo. A comunidade. M? - Matematica Multimidea. Dis-

ponivel em http://m3.ime.unicamp.br /recursos,/1074.

BICUDO, Maria Aparecida Viggiani; BORBA, Marcelo de Carvalho. Educagao

matematica. Pesquisa em movimento. Sao Paulo, 2005.

BOYER, Carl Benjamim. Historia da Matematica. Sao Paulo, Universidade de
Sao Paulo, 1974.

BRASIL/SEB. Formacgao de professores do ensino médio. Etapa II. Caderno
5. Matematica. Curitiba, Universidade federal do Parana, 2014.

BRASIL/CNE. Diretrizes curriculares nacionais para a formagao de
professores da educagao basica, em nivel superior, curso de li-
cenciatura, de educagao plena. Brasilia, 2001. Disponivel em por-

tal.mec.gov.br/cne/arquivos/pdf/009.pdf

BRASIL/MEC. Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional. Brasilia,
1996. Disponivel em http://portal.mec.gov.br/arquivos/pdf/ldb.pdf

BRASIL/MEC. PCN Ensino Médio: Orientacoes educacionais complemen-
tares aos Parametros Nacionais Curriculares. Ciéncias da Natureza, Ma-

tematica e suas tecnologias. Brasilia, MEC/SENTEC, 2002.

CARDOSO, Maria Dolores Costa Lhamas. De Euclides e os elementos
aos nossos dias. Apresentagdo de trabalho/comunicacao, 2009. Disponivel em

http://www.sbemrn.com.br /site/II %20 erem/comunica/doc/comunical9.pdf



REFERENCIAS 63

[11]

[12]

[13]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

CARMO, Manfredo Perdigao do. Geometria Diferencial de Curvas e Su-

perficies. Rio de Janeiro, Sociedade Brasileira de Matematica, 2010.

COSTA, Sueli Irene. O experimento: onde fica a lixeira?. M? - Matematica

Multimidea. Disponivel em m3.ime.unicamp.br/dl/1IIMX2RqMwNQMDA7cef3

CURY, Helena Noronha. As concepgoes de matematica dos professores e suas
formas de considerar os erros dos alunos. Porto Alegre, Tese de doutorado

apresentada a Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 1994.

DALCIN, Mério. A demonstracao feita por Heron BRASIL/SEB. Explorando o

ensino da Matemadtica - Capitulo 3 - Geometria. Brassilia, 2004.

D’ AMBROSIO, Ubiratan. Educagao matematica: da teoria a pratica. Cam-
pinas, Papirus, 1996.

DESCARTES, René. O discurso do método. Sao Paulo, Martins Fontes, 1996.

EEEFM BELMIRO TEIXEIRA PIMENTA. Proposta Pedagégica. Serra - ES,
2013.

GOVERNO DO ESTADO DO ESPIRITO SANTO. Sedu - Secretaria estadual de
educacao. Curriculo basico comum da escola estadual. Area de Matema4tica

e suas tecnologias. Vitdéria, 2009.

ITZCOVICH, Horacio. Iniciagao ao estudo didatico da geometria. Das cons-

trugoes as demonstracgoes.. Sao Paulo, Anglo, 2012.

JUNIOR, Nelson Claudiano da Silva. Uma abordagem introdutéria ao estudo
de triangulos com o software geogebra. Fortaleza-CE. Dissertacao de mestrado

pela Universidade Federal do Ceara, 2014.

LIMA, Elon Lages. Ainda sobre o teorema de Euler para poliedros
convexos. Revista do professor de Matematica numero 5. Disponivel em

http://www.ime.usp.br/ pleite/pub/artigos/elon/rpmb.pdf

LIMA, Elon Lages. Coordenadas no espago. Rio de Janeiro, Sociedade Brasileira

de Matematica, 2007.



REFERENCIAS 64

[23]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

LIMA, Elon Lages. Coordenadas no plano. Rio de Janeiro, Sociedade Brasileira

de Matematica, 2007.

LIMA, Elon Lages et al. A Matematica do ensino médio. Volume 1. Rio de
Janeiro, Sociedade Brasileira de Matemaética, 2001. (Cole¢ao do Professor de ma-

tematica).

LIMA, Elon Lages et al. A Matematica do ensino médio. Volume 2. Rio de
Janeiro, Sociedade Brasileira de Matematica, 2001. (Colegao do Professor de ma-

tematica).

LIMA, Elon Lages et al. A Matematica do ensino médio. Volume 3. Rio de
Janeiro, Sociedade Brasileira de Matematica, 2001. (Colegao do Professor de ma-

temdtica).

MACHADO, Nilton José. Matematica e educagao: alegorias, tecnologias e

termos afins. Sao Paulo, Cortez, 2001.

MACHADO, Nilton José. Matematica e linguagem materna - analise de uma

impregnacao mutua. Sao Paulo, Cortez, 2002.
MACHADO, Nilton José. Matematica e realidade. Sao Paulo, Cortez, 2002.

POLYA. George. A arte de resolver problemas. Um novo aspecto do método

matematico. Rio de Janeiro, Interciéncia, 1995.

SANTOS, Almir Rogério Silva VIGLIONI, Humberto Henrique de Barros. Geo-
metria Euclidiana Plana. Universidade Federal de Sergipe,2011. Disponivel em

http://w3.impa.br/ arss/cursos/ GEP/Geometria%20Euclidiana%20Plana.pdf

SILVA, Robson Vieira da. Geometria Analitica no Ensino Médio: uma pro-
posta com tratamento vetorial. Vitoria - ES. Dissertacao de mestrado pela Uni-

versidade Federal do Espirito Santo - UFES, 2013.

SKOVSMOSE, Ole. Educagao matematica critica: a questao da democracia.

Campinas, Papirus, 2001.

VIEIRA, Mério José. Geometria esférica. Santo André - SP. Dissertagao de mes-

trado pela Universidade Federal do ABC - UFABC, 2013.



