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RESUMO

Este trabalho apresenta os conceitos primarios de comprimento e areas. O
objetivo deste é contribuir com o processo de ensino e aprendizagem de geometria
na escola basica. Assim, foram elaboradas algumas demonstracfes para que 0s
alunos da educacédo basica possam compreender a geometria além das atividades
escolares na disciplina de matematica, e possam entdo, explorar melhor seus

conceitos e relagcdes com o mundo que 0s cerca.

Palavras-chave: Comprimento de figuras geométricas. Areas de figuras

geometricas.



ABSTRACT

This paper presents the primary concepts of length and areas. The purpose of
this is to contribute to the process of teaching and learning geometry in basic school.
Thus, some demonstrations were elaborated so that the students of the basic
education can understand the geometry beyond the school activities in the
mathematics discipline, and then, the better explore their concepts and relationships
with the world around them.

Keywords: Length of geometric figures. Areas of geometric figures.
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CAPITULO 1

1 INTRODUCAO

O maior desafio para um professor na atualidade é despertar no aluno o

interesse e a motivacao para aprender.

Pensando nessa motivacdo € que nessa dissertacdo foram feitas algumas
demonstracdes de férmulas, muitas vezes simplesmente impostas e reproduzidas.
Com as demonstragcdes os alunos entendem como surgiram, assim deixam de

simplesmente decorar.

Nos capitulos iniciais os pré-requisitos foram descritos, para posteriormente

falarmos do foco principal que séo as areas de algumas figuras planas.
No Capitulo 2 definimos segmentos e suas medidas.

No Capitulo 3 descrevemos angulos, algumas propriedades e definicbes para
entdo falarmos de Congruéncia de Triangulos, com seus casos de congruéncias e
suas demonstragdes, fazendo com que o leitor entenda o processo na identificacao

de congruéncia de triangulos.

No Capitulo 4 falamos sobre semelhanca de triangulos e alguns teoremas com

suas demonstracoes.

No Capitulo 5 descrevemos o Teorema de Pitdgoras, sua demonstracdo, a
reciproca e também um pouco de trigonometria no Triangulo Retangulo para enfim

iniciarmos o capitulo principal dessa dissertacao.

No Capitulo 6 veremos como medir a por¢cédo do plano ocupada por quadrados,
retangulos, paralelogramos, triangulos, trapézios, circulos e setores circulares.
Sempre definindo e demonstrando os procedimentos para essas medi¢des. Assim

fazendo com que o leitor entenda o que antes eram “treinados” a apenas aplicarem.

Por dltimo, no Capitulo 7, propomos alguns exercicios de areas que foram

respondidos para fixagdo do que foi apresentado.
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CAPITULO 2

2 SEGMENTOS E SUAS MEDIDAS: COMPRIMENTO

O texto do presente capitulo est4 apoiado no capitulo 1 do livro “Medida e
Forma em Geometria” do autor Elon Lages Lima [4] e nos capitulos 4 e 7 do livro

“Geometria Euclidiana Plana” do autor Jodo Lucas Marques Barbosa [1].

2.1 Medidas de Um Segmento

Sejam A e B pontos distintos pertencentes a reta r. O segmento de reta AB € 0

conjunto dos pontos de r que contém A e B e estdo compreendidos entre A e B.

Fixemos um segmento de reta u, que chamaremos de segmento unitario (ou
unidade de comprimento). Definamos o comprimento de u igual a 1. Ainda por
definicdo, todos o0s segmentos com comprimentos iguais a u também teréo

comprimento 1.

A medida (ou comprimento) de um segmento de reta AB, denotado por AB, é 0

namero de vezes que 0 segmento AB contém o segmento u.

Para explicitar mais claramente a medida de um segmento analisemos 0s

seguintes casos:

Caso 1. Existe um ponto C pertencente a AB tal que os segmentos AC e CB

sejam congruentes a u. Entéo,

B= AC +CB =2.

Além disso, denotemos C sendo ponto médio de AB.

Caso 2. Dado n um inteiro positivo, existem pontos By, B,, ..., B,_; € AB, tais
que os segmentos ABj, BB, ..,B, ;B sejam todos congruentes ao segmento

unitario u. Entéo,
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AB =AB, + BB, +B,B; ++++B,_;B=n

Figura 2.1 — Segmento AB

Fonte: Lima (1991).

Concluimos que o0s casos mencionados acima sao segmentos cujos

comprimentos sdo nimeros inteiros. Podemos dizer que quando AB = n, n inteiro,

entdo AB contém n segmentos unitarios u.

Suponhamos agora que o0 segmento AB nao contenha u um numero inteiro de
vezes. Nesse caso, suponhamos que exista um segmento w (menor que u), tal que

w esteja contido n vezes em u e m vezes em AB, sendo n e m nGmeros inteiros. O

segmento w € chamado de submdltiplo comum de AB e u.

Figura 2.2 — Segmento Submudltiplo de AB

Fonte: Lima (1991).

Como w estd n vezes em u, temos que w = 1/n. Como w estd m vezes em

AB, temos que
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_ 1
AB = m.—
n

AB =

2|3

Resumindo, o comprimento de um segmento AB € um numero racional m/n,
guando existe um segmento w que esteja contido n vezes no segmento unitario u e
m vezes em AB. Neste caso, w € um submultiplo de AB e u, e 0s segmentos AB e u

sdo ditos comensuraveis, conforme definicdo abaixo.

Definicdo: Dois segmentos AB e CD sao comensuraveis se houver um
segmento EF tal que AB = m.EF e CD = n.EF com m e n nimeros inteiros positivos.
Se nao existirem m en que satisfacam essa situacdo, dizemos que AB e CD séo

segmentos incomensuraveis.

Durante muito tempo, se acreditava que sempre encontrariamos um segmento
gue seria submultiplo de outro, para assim medirmos 0 outro segmento através
apenas de numeros inteiros. Porém Pitagoras e seus discipulos descobriram o
primeiro exemplo de um par de segmentos nao comensuraveis, isto €,

incomensuraveis.

O exemplo utilizado para esta descoberta foi 0 lado de um quadrado e sua

diagonal.

Com efeito, consideremos um quadrado cujo lado seja um segmento unitario.

Suponhamos que o lado e sua diagonal sejam segmentos comensuraveis. Entdo, o

comprimento da diagonal € um namero racional s, comM.D.C.{p,q} = 1.

Figura 2.3 — Diagonal do Quadrado ABCD

B

,comd=?el=1

Fonte: Lima (1991).
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Aplicando o teorema de Pitdgoras (que veremos no capitulo 5), temos:

(g)2 =12 4+ 12,

Ou seja,

p°=2.q

Dai, p? € um namero par. Logo, p € um niimero par e p = 2k, para algum k € Z.

Substituindo p = 2k na Ultima equacao, obtemos,
4k? = 2q¢*
2k? = g2

Dai, g* é um nimero par, e consequentemente ¢q € par. Mas, isto é

impossivel, pois M.D.C.{p,q} = 1.
Portanto, a diagonal do quadrado, neste caso AB, € um namero irracional.

Logo, o lado do quadrado unitario e sua diagonal sdo segmentos

incomensuraveis.

Em geral, pode-se mostrar que a diagonal e o lado de qualquer quadrado sao

segmentos incomensuraveis.

Durante muitos anos a relacdo entre a Geometria e os Numeros foi dificil
devido a existéncia dos segmentos incomensuraveis. No século XIX isso foi

resolvido com a criacdo da teoria dos numeros reais (racionais e irracionais).

2.2 Perimetro

Sejam n um numero natural, n > 3, e A, 4,, ..., A, pontos distintos do plano,

sem que trés consecutivos sejam colineares, onde o consecutivo de 4,, € A,, e para
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i+n, A;;,; € 0 consecutivo de A;. Chamamos de Poligono a unido dos segmentos
AjA,, AyAs, AsA,, ... AL A,

Figura 2.4 — Poligonos

/\

Fonte: Elaborado pelo autor

Dizemos que um Poligono € convexo quando qualquer segmento com

extremidades no interior do poligono esta totalmente contido no interior dele.

Figura 2.5 — Poligonos Convexos

F

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 2.6 — Poligonos N&do Convexos

Fonte: Elaborado pelo autor
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Denominam-se lados de um poligono os segmentos de retas que o formam.

Denomina-se perimetro de um poligono convexo a soma das medidas de todos

os lados deste poligono convexo.

Dizemos que dois segmentos AB e CD s&o congruentes quando AB = CD.

2.3 Nomenclaturas dos Poligonos.

A nomenclatura dos Poligonos depende do numero de lados.

Numero de lados Nomenclatura
3 lados Triangulo
4 lados Quadrilatero
5 lados Pentagono
6 lados Hexagono
7 lados Heptagono
8 lados Octogono
9 lados Eneagono
10 lados Decagono
11 lados Undecagono
12 lados Dodecagono
13 lados Tridecagono
14 lados Tetradecagono
15 lados Pentadecagono
20 lados Icosagono
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CAPITULO 3

Denomina-se Angulo Geométrico a reunido de duas semirretas de mesma

origem e n&o colineares.

Notac&o: AOB ou 0, onde 0 é o vértice.

Figura 3.1 — Angulo AOB

Fonte: Elaborado pelo autor

As semirretas OA e OB sao os lados do angulo.
Em geral, os angulos sédo medidos em graus ou radianos.

O angulo com medida em que da uma volta completa ao redor da sua origem

tem 360° (lemos 360 graus).

Figura 3.2 — Angulo 360°

3607

Fonte: Elaborado pelo autor
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7

Um angulo com medida de 1° é obtido, quando dividimos uma circunferéncia

de Centro 0 em 360 partes iguais, como mostra a figura 3.3.

Figura 3.3 — Angulo 1°

Fonte: Elaborado pelo autor

Os angulos nao precisam ser multiplos inteiros de “um grau”. Existem angulos
com medidas fracionarias. As principais subdivisdes de um grau sdo 0s minutos e 0s

segundos.
e 1 minuto (1’) equivale a % de 1 grau.
e 1 segundo (1”) equivale a % de 1 minuto.

Dois angulos a e f sdo complementares quando a soma das suas medidas €
igual 90°. Quando a soma das suas medidas for igual a 180° chamamos a e f de

suplementares.

A medida de um angulo em radianos € a razao entre o comprimento do arco
determinado pelo angulo central em uma circunferéncia cujo centro € o vértice do

angulo e o comprimento do raio da circunferéncia.

A figura 3.4 mostra uma circunferéncia e o arco que possui comprimento igual

a x e raio igual a x, logo o angulo central mede 1 radiano.
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Figura 3.4 — Circulo com angulo igual 1 radiano

Fonte: Elaborado pelo autor
Como o comprimento de meia circunferéncia € nr, e o0 arco é de 180°, temos
. ~ . , - nr .
gue a medida do angulo em radianos referente ao 180° sera a razédo —» Ppois

fazendo a seguinte regra de trés:

(medida do arco) (comprimento do arco)
1 rad --=----=-=-=m- -7
xrad -- ---- --Tr
nr .
X =— > x = mradianos

r

o

Ou seja, 180° = w radianos. Dessa forma 1 radiano = (11;&) = 57°

A medida de um angulo em radianos ndo depende, portanto da unidade de

comprimento considerada.

As medidas dos outros angulos, dadas em radianos, podem ser todas obtidas a

partir dessa relacédo, usando proporcédo, como vemos em alguns exemplos abaixo:

30°=1800=Erad, 45°=Erad, 60°==rad e 90°=Zrad.
6 6 4 3 2

Como ja& definimos antes, o Triangulo é o poligono de trés lados e

consequentemente também possui trés angulos.
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Figura 3.5 — Tridngulo ABC

B
B

a [
A C

Fonte: Elaborado pelo autor

Diagonal de um poligono é o segmento de reta entre dois vértices nao
consecutivos do poligono.

O tridngulo é o Uunico poligono que ndo possui diagonal. Além dessa
caracteristica, essa figura € muito usada principalmente na construcao civil.

Figura 3.6 — Tridngulos na Construcéo Civil |

Fonte: www.fieme.com.br



http://www.fieme.com.br/
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Figura 3.7 — Tridngulos na Construgéo Civil Il

Fonte: www.farolcomunitario.com.br

Figura 3.8 — Tridngulos na Construcéo Civil 111

Fonte: www.moneytimes.com.br

Para construirmos um triangulo, € necesséario que a medida de qualquer um
dos lados seja menor que a soma das medidas dos outros dois e maior que o valor

absoluto da diferencga entre essas medidas.

Num tridngulo de lados medindo a, b € c, teremos:


http://www.farolcomunitario.com.br/
http://www.moneytimes.com.br/
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|[b—cl<a<b+c
la—cl<b<a+c

la—bl<c<a+b

3 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Dizemos que dois angulos A e B s&o congruentes e denotamos A = B, se eles

tém a mesma medida.

Dizemos que dois triangulos ABC e DEF sao congruentes e denotamos
ABC = DEF, se for possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus

veértices de modo que lados e angulos correspondentes sejam congruentes.

Figura 3.9 — Tridngulos Congruentes

E D

Fonte: Elaborado pelo autor

Se ABC e DEF sé&o congruentes e se
Ae D
BeE
CoF

€ a correspondéncia que define a congruéncia entre os tridangulos, entao:
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BC = EF
AC =DF
A=D
B=E
C=F

Para facilitar a congruéncia de triangulos, existem critérios que permitem
concluir que dois tridangulos s&o congruentes verificando apenas trés das
congruéncias acima. Tais critérios sdo chamados de Casos de Congruéncia de

Triangulos.

O primeiro caso de congruéncia é considerado um axioma (verdade
inquestionavel universalmente valida, muitas vezes utilizada como principio na

construcédo de uma teoria). Por isso ndo sera demonstrado.

3.1 Axioma (1° Caso de Congruéncia de Triangulos - LAL)

Dados dois triangulos ABC e DEF, se AB=DE, AC=DF e A =D entdo ABC =
DEF

Figura 3.10 — Caso de Congruéncia LAL
A

B C E F

Fonte: Elaborado pelo autor

O axioma acima, afirma que é suficiente verificar apenas a congruéncia entre

trés pares de relacdes: dois lados e 0 angulo formado por esses dois lados, ou seja:
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3.2 Teorema (2° Caso de Congruéncia de Triangulos - ALA)

Dados os triangulos ABC e DEF, se AB=DE,A=DeB=F, entdo ABC =
DEF

Figura 3.11 - Caso de Congruéncia ALA

B E

A e D F

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracao:

Sejam ABC e DEF dois triangulos tais que AB = DE, A=D e B = E. Seja P um

ponto da semirreta S,. tal que AP = DF. Temos dois casos para analisar, ou P esta
entre A e CouCestaentre A e P.

1° Caso: P estad entre A e C,como mostra a figura abaixo.
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Figura 3.12 — Demonstracdo do Caso de Congruéncia ALA (1° caso)

E

D F

Fonte: Elaborado pelo autor

Como os triangulos ABP e DEF possuem dois lados AB = DE e AP =DF e A =

—

D congruentes, segue pelo caso LAL que ABP = DEF. Consequentemente,
ABP = E, mas por hipétese ABC = E, logo ABP = ABC ,assim as semirretas

Sgp e Sgc coincidem. Dai, os pontos Pe C coincidem. Logo, ABP = ABC.

Assim, ABC = DEF.

2° Caso: C estaentre Ae P, como mostra a figura abaixo.

Figura 3.13 — Demonstracdo do Caso de Congruéncia ALA (2° caso)

E

D ’ F

Fonte: Elaborado pelo autor
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Como os triangulos ABP e DEF possuem dois lados AB = DE e AP = DF e A =
D congruentes, segue pelo caso LAL que ABP = DEF. Consequentemente,
ABP = E, mas por hipétese ABC = E, logo ABP = ABC ,assim as semirretas

Sgp e S coincidem. Dai, os pontos P e C coincidem. Logo, ABP = ABC.
Assim, ABC = DEF.

Portanto, pelos dois casos, concluimos que ABC = DEF

3.3 Teorema (3° Caso de Congruéncia de Triangulos - LLL)

Sejam ABC e DEF dois triangulos tais que AC = DF,BC = EF e AC = DF. Ent3o,
ABC = DEF.

Figura 3.14 - Caso de Congruéncia LLL
B

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracao:

A partir da semirreta S, € no semiplano oposto ao que contém o ponto
B, construimos um angulo congruente ao D . No lado desse angulo que n&o contém

C, marque o ponto P tal que AP = DE e ligue P a C, Temos AC = DF (hipotese),
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AP = DE (construcéo) e PAC = D (construcéo). Pelo caso LAL, APC = DEF. Agora
trace BP. Como AP = DE = AB e PC = EF = BC temos que ABP e BCP s&o triangulos
is6sceles, pois AP=ABePC =BC. Logo APB=ABPe CPB=CBP.
Consequentemente APC = CBA e pelo caso LAL, temos que APC = ABC e como ja

provamos acima que APC = DEF, concluimos que ABC = DEF.
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CAPITULO 4

4 SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Dizemos que dois triangulos sdo semelhantes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que angulos

correspondentes sejam congruentes e lados correspondentes sejam proporcionais.

Figura 4.1 - Tringulos Semelhantes

F

D E

Fonte: Elaborado pelo autor

Se ABC e DEF sdao dois triangulos semelhantesese A - D, B-Ee(C —-Féa

correspondéncia que estabelece a semelhanca, entdo valem simultaneamente as
seguintes igualdades.

~

A A=DB=FeC=F
We =D B=EeC=F.

O quociente comum entre os lados correspondentes € chamado de razédo de
proporcionalidade entre os dois tridngulos.
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4.1 Retas Paralelas cortadas por uma transversal

Ao cortar duas retas paralelas r e s por uma reta transversal t, formam-se oito

angulos: a,b,c,d,e, f,g,f e h, conforme figura 4.2.

Figura 4.2 — Retas Paralelas r e s cortadas por uma Transversal t.

Fonte: Elaborado pelo autor

Tais angulos recebem as seguintes denominacoes:
e Opostos pelo vértice, os pares: aed, bec, eeh, feg.
e Correspondentes, os pares:aee, bef, ceg, deh.
e Alternos Internos, os pares: ce f, eed.
e Alternos Externos, os pares:aeh, be g.

e Colaterais Internos, os pares: cee, def.

Colaterais Externos, os pares: ae g, be h.
E apresentam as seguintes propriedades:
e Os angulos opostos pelo vértice sdo congruentes.
e Os angulos alternos séo congruentes.
e Os angulos correspondentes sdo congruentes.

e Os angulos colaterais sdo suplementares.
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Para uma prova das propriedades acima o leitor pode, por exemplo, consultar

a referéncia [1].

4.2 Teorema (A Soma dos Angulos internos de um triangulo é 180°)
Demonstracéo:

Considere um triangulo ABC como o da figura abaixo.

Figura 4.3 — Triingulo ABC com angulos descritos.

w7 CKy
X z

B

Fonte: Elaborado pelo autor

Mostraremos que a + 8 + & = 180°, ou seja, que a soma dos angulos internos
do triangulo ABC é igual a 180°. Para isso, construimos sobre o ponto C uma reta

paralela ao segmento AB desse triangulo.

As retas suportes dos segmentos AC e BC formam transversais, que cortam as
duas retas paralelas. Os angulos a e y sdo angulos correspondentes, logo a = y-.

Analogamente & = w.
Os angulos w e Z séo opostos pelo vértice, assim w = Z. Analogamente, X = j.

Note que a soma X+ S + Z = 180°. Isso, pois os trés angulos sdo adjacentes e

seus limites sdo a reta paralela ao lado AB, ou seja, r.
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Substituindo os valores de X e Z temos:
a+f+5=180°

Como queriamos demonstrar.

4.3 Teorema de Tales

Se trés retas paralelas r,s et sdo cortadas por duas transversais men nos

pontos A, B e C e nos pontos A’, B’ e C’, respectivamente, entdo

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracao:

Suponhamos que 0s segmentos AB e BC da reta m sejam comensuraveis. Por
definicdo existe um segmento u submdltiplo tanto de AB quanto de BC. Assim

teremos p e q, inteiros positivos, tais que AB = p.ii e BC = q.1, logo
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Figura 4.5 — Retas Paralelas com transversais m e n.

i

n

Fonte: Elaborado pelo autor

Dessa forma podemos considerar que a reta m € interceptada por retas

paralelas 7,713,713, ...,7, € $1,5,53, ..., S, de tal forma que tenhamos na reta m, p + q

segmentos congruentes a u, como vemos na figura 4.5. Dessa forma, na reta n,

temos que A'B’ e B'C’' sao divididos, respectivamente, em p e g partes, que medem

cada uma delas 7, com

E analogamente

Com isso temos que

A'B'_p.__p
B'C' qv ¢
E_p_A'B'
ﬁ_q_Blcl

Il
<
<

Provando assim o Teorema de Tales para segmentos comensuraveis.
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Para uma prova no caso em que 0s segmentos sao incomensuraveis, o leitor

pode consultar o Volume 2 da colecdo Tépicos de Matemética Elementar [5].

4.4 Teorema

Dados dois triangulos ABC e DEF. Se A= D e B = F entdo os tridngulos sdo
semelhantes.

Figura 4.6 - Tridngulos Semelhantes pelo Caso AA

VAN

Fonte: Elaborado pelo autor

F

D H E

Demonstracao:

Como a soma dos angulos internos de um triangulo € 180°, concluimos que
C = F. Seja H um ponto da semirreta S, tal que AB = DH. Por H trace uma reta
paralela a FE. Esta corta DF no ponto J pertencente a semirreta Spr, formando um
triangulo DHJ que € congruente ao triangulo ABC, pelo caso ALA, pois A = D,AB =
DHe B = DHJ.

Pelo Teorema 3.3, onde DE e DF séao transversais e JH//FE (por construcao)

temos que

S
SIS

Como AB = DH e D] = AC entdo temos:

S| >
SE
S
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Analogamente,
BC AC
EF  DF’
Logo,
B_EK_X o A=DB=EeC=F.
DE EF DF
Portanto, os triangulos ABC e DEF sé&o semelhantes.
45 Teorema
Sejam ABC e DEF dois triangulos tais que A= D e ;:_g = g Entdo, ABC é

semelhante a DEF.

Figura 4.7 - Triangulos Semelhantes ABC e DEF
F J

LN LN
N

A B D E H i |

Fonte: Elaborado pelo autor

Construimos um triangulo HIJ que possui H = DE, H = A e [ = B. De acordo

com o teorema 4.4, os triangulos ABC e HIJ sdo semelhantes.

Entao,

|
g5

Com HI = DE e a hipétese g:—i = 2:—i temos que HJ] = DF.
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Por construcdo, HI = DE, H=A = D, entdo podemos concluir pelo caso de
congruéncia LAL, que os triangulos HIJ e DEF sao congruentes. Como os triangulos

ABC e HI] séo semelhantes, concluimos que ABC e DEF sédo semelhantes.
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CAPITULO 5

5 O TEOREMA DE PITAGORAS E TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO
RETANGULO

Neste capitulo veremos o Teorema de Pitdgoras, a Reciproca do Teorema de
Pitagoras, Trigonometria do Triangulo Retangulo (triangulo que possui um angulo
interno de 90°, que também é chamado de angulo reto) e Funcbes Trigonométricas
de alguns angulos. Esse capitulo precede o Capitulo destinado a &areas e aos

exercicios resolvidos, pois sédo pré-requisitos para o entendimento dos mesmos.

5.1 O Teorema de Pitagoras

Teorema de Pitagoras: Em qualquer triangulo retadngulo, o quadrado da

medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

a’ = b? + ¢?

Figura 5.1 - Triangulo Retangulo ABC
A

Fonte: Elaborado pelo autor

Demonstracao:

Considere a a medida da hipotenusa e b e ¢ as medidas dos catetos.
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Por construcao, seja P 0 ponto pertencente a S tal que AP seja perpendicular
a CB. Desta forma temos que os triangulos ABC e APB sdo semelhantes. Isso se

deve a ambos terem os angulos correspondentes, A = APB = 90°, B =B e ACB =

BAP.
Figura 5.2 - Tridngulo Retangulo ABC com a = m + n.
A
()
b €
ol
(o m P n B
r a 1
Fonte: Elaborado pelo autor
Entéo

CB AB a ¢
_— a= — = — = Q.
AB PB ¢ n © %M

Analogamente, como os triangulos ABC e PAC sao semelhantes,

CB AC a
::=—>—:——)b2 =a.m
AC PC b m
2
Somando membro a membro as duas igualdades {lfz = &1 temos que
=am

b’+c’=am+an
b? +c?=a(m+n),comom+n=a
b>+c?=a.a

a? = b? + ¢?
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5.2 Reciprocado Teorema de Pitagoras

Se o0s lados de um triangulo medem a,bec, e a relagao

a’ = b% + ¢? é verdadeira, entdo o triangulo com esses lados é retangulo.

Demonstracéo:
Consideremos um triangulo ABC tal que AB = ¢, AC = b,BC = a.
1° Caso: A < 90°

Figura 5.3 — Tridngulo ABC

C
b a
[=Te]
A D B

Fonte: Elaborado pelo autor

Consideremos b < c. Assim, a reta por C perpendicular a AB intercepta AB em

um ponto D entre A e B, conforme Figura 5.3. Deste modo, AB = AD + DB.

Como ACD e CDB séo triangulos retangulos, segue do teorema de Pitdgoras

que,
AC? = CD? + AD? { b? = CD? + AD? 5 _
{ﬁzzﬁm.ﬁf , azzﬁu(ﬁ—E)Z'C(’mOAB_c’
(,_ pr=oprean
a? = CD? + ¢? — 2¢.AD + AD?

As duas equag0Oes acima resultam em

a? =b?%+c?—2c.AD < b? + ¢?,
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ja que 2c.AD > 0. Mas, isso contradiz a hipétese.

2° Caso: A > 90°

Figura 5.4 - Triangulo Obtuséngulo ABC

C

b

[o]...
D A c B

Fonte: Elaborado pelo autor

Como A > 90°, a reta por C perpendicular a semirreta Sg,, intercepta Sz, em
um ponto D, tal que DA+ AB = DB, conforme Figura 5.4. Como ACD e DBC sdo

triangulos retangulos, novamente pelo teorema de Pitagoras, obtemos

{ b? = CD? + AD? c da, CD? = b? — AD?

a? = CD? + (DA + ¢)?¥ a? = CD? + (AD + ¢)*° Logo,

a? = b%? — AD? + AD? + 2cAD + c? ou a? = b?%+c%+ 2cAD.

Entdo, a? > b? + c?, pois 2cAD > 0. Novamente contradizendo a hipdtese.

Assim, a Unica possibilidade é 4 = 90°. Portanto, ABC é um triangulo retangulo.

5.3 Trigonometria no Tridangulo Retangulo

Esta secdo estd totalmente apoiada no livro “Trigonometria e NUmeros
Complexos” dos autores: Manfredo P. do Carmo, Augusto C. Morgado e Eduardo
Wagner (Colecéo do Professor de Mateméatica da SBM).
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Trigonometria no tridngulo retangulo é um ramo da matematica que relaciona

os lados e os angulos de um tal triangulo.

Consideremos um angulo AOB =6, 0°< 60 <90° e tracemos, a partir dos
pontos A;, A,, A3, A,, etc, da semirreta A0, perpendiculares A;B;, A,B,, A3B3, €etc, a
semirreta OB, conforme figura 5.5. Os triangulos 0A;B;, 0A,B,, 0A;B5, etc, séo

semelhantes pois possuem 0s mesmos angulos.

Figura 5.5 — Triangulos semelhantes com angulo 6.

A
5 /
A
A
6 | g 4
0 B, B, B, B

Fonte: Elaborado pelo autor

Entao,

AB; A,B, A3B;
04, 04, O04;

Essas razdes dependem apenas do angulo 6,0°< 6 <90° e nao dos

tamanhos dos triangulos construidos. Por isso elas recebem uma notacéo especial,

A.B
04,

[y

senf =

e é chamada de seno de 6.

Novamente da figura 5.5, vemos que as razdes
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0B, 0B, O0B;
04, O0A, O4;

A;B, _ A;B; _ A3B3 _
OB, OB, O0B;

)

também dependem apenas do angulo 8. Tais razdes também recebem notacdes

especiais, para 0° < 8 < 90°,

Q|
iy

A1Bq
0B,

cos 0 = e tgl = , 0°< 6 <90°,

Q|
S
ey

gue se chamam cosseno de 0 e tangente de 6 , respectivamente.
Duas relacdes aparecem naturalmente.
(1) sen?6 + cos?6 =1
e

sen 6

tgo =

cos 6

Figura 5.6 — Triangulo 0AB com angulo 6.

o

4
0 b B

Fonte: Elaborado pelo autor

Para demonstra-las, consideremos um angulo 8 de vértice 0 e um tridngulo

0AB, retangulo em B como mostra a figura 5.6.
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Fazendo OA=a,0B =b e AB = ¢, temos pelo Teorema de Pitagoras, a? =

b? + ¢2. Logo,

b\’ 2 b+ a
sen?6 +60520=<—> +(£) = ¢ =a_=1
a

sen b b
cosf ¢/ c

5.4 Seno, Cosseno e Tangente de alguns angulos.

a) Seno, cosseno e tangente dos angulos 30° e 60°.

Consideremos um tridngulo equilatero ABC de lado 1 da figura 5.7 tragcamos a

altura AD (que também € mediana). Obtemos entdo DC =% e pelo Teorema de

Pitagoras AD = ?

Como DAC = 30°, temos

o_1 o_‘/§ 0_1/2_‘/§
sen 30 —5,00530 —7€tg30 —\/_3—/2—?
V3

sen 60° = 5 cos 60° =%e tg 60° = V3

Figura 5.7 — Triangulo ABC com angulos de 30° e 60°.

60°
B D 1/2 C

Fonte: Elaborado pelo autor
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b) Seno, Cosseno e tangente de 45°.
Consideremos agora um tridangulo ABC, retangulo em A e com os dois catetos

iguais a 1, conforme a figura 5.8. Como BC =2 (pelo Teorema de Pitagoras),

temos que

N[

o _ O_i
sen 45° = cos 45° = 7

Logo, tg 45° = 1.

Figura 5.8 — Triangulo ABC com angulos de 45°.

45°

45°

Fonte: Elaborado pelo autor

Do exposto acima, temos a seguinte tabela:

6 30° 45° 60°
nd s 7, ,
cos © \/§/2 \/7/2 1/2

tg O \/§/3 1 V3
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CAPITULO 5

6 AREAS

Neste capitulo veremos como medir a porc¢ao do plano ocupada por quadrados,

tridangulos, retangulos, paralelogramos, trapézios, circulos e setores circulares.

6.1 Areado Quadrado

Quadrado € o quadrilatero que possui 4 lados iguais e 0s 4 angulos retos. Por
conveniéncia, adotaremos como unidade de area um quadrado cujo lado mede uma

unidade de comprimento e o chamaremos de quadrado unitario.
Qualquer quadrado cujo lado meca 1 tera, por definicdo, area igual a 1.

Um quadrado Q cujo lado tem comprimento o inteiro n, pode ser decomposto,
por meio de paralelas aos seus lados, em n? quadrados justapostos, cada um deles

com lado unitario e, portanto, com area 1. Assim, o quadrado Q tera area igual a n?.

Analogamente, se o lado de um quadrado R tem por medida % com n inteiro,

entdo o quadrado unitario se decompde, novamente pelas paralelas aos lados, em
n? quadrados justapostos. Os n?quadrados congruentes a R compondo um

quadrado de area 1, segue-se que a area de R deve satisfazer a condi¢do n? x (area

de R) = 1 e, portanto, areade R = —

n?’

Caso o lado do quadrado T qualquer seja um numero racional % podemos
decompor cada lado deste quadrado T em m segmentos, cada um dos quais com

. 1
comprimento —. Tracando paralelas aos lados desse quadrado T, teremos m?
. . . 1 7
guadrados, sendo cada um dos quais com lados iguais a ~ Portanto, a area de cada

z 1 z
um desses quadrados sera de - Segue que a area de T deve ser
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Ou seja,
Areade T = (E)Z
=(>) -
Concluimos entéo que, a area do quadrado Q cujo lado mede a ==, sendo

’
n

m,n € Z, comn # 0 ,&é dada pela expressio: Area de Q = a?.

Existem quadrados cujos lados sdo incomensuraveis com o segmento unitario.
Seja Q um desses: o lado de Q tem como medida o numero irracional a.
Mostraremos que ainda assim a area desse quadrado também é dada pela

expressdo a?.

Consideremos b um namero tal que b < a?. Existe um namero racional r

proximo de a, tal que r <a e b < r? < a’. Podemos garantir essa

desigualdade, escolhendor =a—¢,com0<e <a—+b.AssimVb<a—-e=r<a

e consequentemente, b < r? < a?, como afirmamos.

Figura 6.1 - Quadrado de Area a?

x

y

x

Fonte: Lima, 1991

No interior de @, tomemos um quadrado Q’ tal que r € o lado deste. Como r &
um namero racional, a area de Q' é r2. Como Q' estd contido no interior de Q,

podemos afirmar que:
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areade Q' < areade Q,
ou seja,
r? < areade Q.
Como b < r? temos que b < area de Q. Assim, todo nimero real b, inferior a
a?, € também menor que a area de Q.

Por outro lado, consideremos b um namero tal que b > a?. Existe um nimero

racional r, tal que r > a, porém, r é tdo préximo de a que b > r? > a?. Podemos
garantir essa desigualdade, escolhendo r =a+¢ com 0<e<+b—a. Assim,

a<e+a<+bea<r<+bconsequentemente b > r2 > a2 como afirmamos.

Figura 6.2 - Quadrado de Area b

Fonte: Lima, 1991

No exterior de Q, tomemos um quadrado Q’ tal que r € o lado deste. Como r &
um ndmero racional, a area dele é r2. Como Q estd contido no interior de Q’,

podemos afirmar que:

areade Q < areade Q,

ou seja,

areade Q < 2.
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Como b > r?, temos que b > area de Q. Assim, todo nimero real b, superior a

a?, é também maior que a area de Q.

Por exclusdo, teremos entdo que a area de Q =a?como queriamos

demonstrar.

Concluimos que a area de um quadrado Q, cujo lado mede a, deve ser

expressa pela formula:

Area de Q = a?, onde a € um nimero real positivo qualquer.

6.2 Areado Retangulo
Retangulo é o quadrilatero que tem os quatro angulos retos.

Seja R o retangulo com lados medindo m e n, com m,n nimeros inteiros.
Tracando paralelas aos lados, podemos decompor R em mn quadrados unitarios, de

modo que a area de R seja dada pela expressao

R=mn

Suponhamos entdo que o retangulo possua lados com medidas a e b, sendo

a, b nUmero racionais, podemos escrever esses nUmeros como: a = s e b= g, com

mesmo denominador q. Dividimos cada lado de R em segmentos de comprimentos

i. Assim o lado a sera decomposto em p segmentos, ja o lado b sera decomposto
, 1

por r segmentos, sendo todos eles de comprimento 7 Tracando as paralelas aos

lados, o retangulo R ficara subdividido em pg quadrados, cada um deles de lados

2
L1, , . (1 1
iguais a 7 A area de cada um desses quadradinhos é (5) = Z

Logo a area de R devera ser igual a
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Ouseja,adreade R =a.b .

Concluimos assim que, quando os lados de um retangulo R tém medidas os

ndmeros racionais a e b, a area de R é expressa pela férmula:
Areade R = a.b
Dizemos, portanto, que a area de um retangulo € o produto da base pela altura.

Acima demonstramos que a férmula é vélida para lados racionais, porém esta

férmula € geral, sendo assim valida também para nimeros irracionais.

Para estes casos usaremos a demonstragdo a seguir, pois nela podemos

considerar a e b nidmeros reais.

Para demonstrarmos a formula da area de um retangulo qualquer,
construiremos um quadrado a partir de um retangulo dado e usaremos a formula do

guadrado demonstrada em 6.1.

Dado o retangulo R, de base b e altura a, onde a e b sdo numeros reais,
construimos o quadrado Q, de lado a + b, sendo este quadrado como na figura a

seqguir:

Figura 6.3 - Quadrado de lado a + b

(R —  {

Fonte: Elaborado pelo autor
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Como a + b é o lado do quadrado e a &rea do quadrado, é dada pelo quadrado

do seu lado, temos:
Areade Q = (a + b)?> = a? + 2ab + b?
Por outro lado, como os quadrados menores possuem lados a e b, terdo areas
a’ e b?, respectivamente, assim teremos entdo:

Areade Q = a? + b% + 2.(4reade R)

Portanto,

Areade R =a.b

6.3 Areado Paralelogramo
Um paralelogramo € um quadrilatero no qual os lados opostos séo paralelos.

Consideremos um paralelogramo ABDC, onde AB//CD e AC//DB.

Figura 6.4 — Paralelogramo ABCD

Fonte: Elaborado pelo autor

Consideremos AB = b, baixando uma perpendicular do ponto D a base AB,
temos o ponto D', tal que D’ pertence ao prolongamento do segmento AB. Sendo
assim, o segmento DD’, com comprimento denotado por a, € uma altura do

paralelogramo com base AB. Denotemos o comprimento do segmento BD'por c.
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Analogamente, prolongando o lado €D e baixando uma perpendicular a CD pelo
ponto A teremos o ponto F. Como CD//AB, e lembrando que as alturas do
paralelogramo AF e DD' tém 0os mesmos comprimentos, temos que AB = CD =
b,BD' = FC =ceD'D = AF = a . Entdo o retangulo AD'DF de base (b + ¢) e altura

a, tém area (b + ¢).a:
Area AD'DF = (b + ¢).a = ba + ca.

Além disso,

Como os tridangulos AFC e BDD’ sao congruentes e juntos formam um

retangulo de base c e altura a, temos que

Area AFC + Area BDD' =c.a

Assim

Area AD'DF = Area ABDC + Area AFC + Area BDD'
(b+c).a =Area ABDC +c.a

Area ABDC = (b +¢).a — ca = ba

Portanto, a area do paralelogramo é dada pelo produto do comprimento de

uma das bases pelo comprimento da altura correspondente a esta base.

6.4 Areado Triangulo
Um triangulo é uma figura geomeétrica que possui trés lados.

Para encontrarmos a area de um triangulo, basta lembrarmos que um triangulo

€ a metade de um paralelogramo.

Consideremos o triangulo ABC, cuja area é desconhecida. Tracemos a paralela

ao lado AB passando pelo ponto C e a paralela a AC passando pelo ponto B.

Denotemos por D o ponto de encontro dessas paralelas e a 0 comprimento da

altura do paralelogramo ABDC pelo ponto C de a.
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Como os triangulos ABC e BDC sé&o congruentes (ALA), possuem a mesma
area. Dali,

Figura 6.5 - Tridngulo ABC e AC//BD

Fonte: Elaborado pelo autor

Area ABDC = 2. (Area de ABC).

Consequentemente,

Area de ABC = %b. a

Assim, a area de um triangulo é a metade do produto de uma base pela altura

correspondente.

Consideremos r e s duas retas paralelas, Aere B,C€s,onde BC = b,

sendo b um namero real positivo, conforme figura abaixo.

Figura 6.6 - Triangulo ABC de base BC e A pertencente a reta r

A A A” -
75N
/ N\
s L
7 5
/ N
v .
y "
/ \\
N
N s
B b €

Fonte: Elaborado pelo autor
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Podemos observar que deslocando A pela retarteremos uma infinidade de
triAngulos cuja altura sera a mesma e a base também. Consequentemente, a area

de ABC sera constante.

6.5 Areado Triangulo em Relac&o aos Lados

Para calculos de areas de triangulos quaisquer, temos outras ferramentas, por
exemplo, quando temos um triangulo qualquer, conhecendo a medida dos trés

lados, podemos utilizar a férmula de Heron para calcular a area S do triangulo:

S=plp—a)p-b)(p—o),

a+b+c
2

onde p é semiperimetro do triangulo de lados a,be c, p =

Demonstracao:

Consideremos o triangulo qualquer da figura abaixo, onde a, b e ¢ sdo lados do

triangulo, h a altura relativa a base a e x a projecédo de b em a.

Figura 6.7 - Triangulo ABC e altura h relativa & base BC

A

Fonte: Elaborado pelo autor
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Aplicando o teorema de Pitagoras visto em 5.1, nos tridngulos ACP e

ABP teremos:

{ b? = h? + x? _){ h? = b* —x* (%)
c2=h*+(a—x)*  (h? =c? — (a—x)?(**)

Igualando as equacgoes (*) e (**) teremos
b? —x%2 = c? — (a — x)?
b? — x? = ¢? —a? + 2ax — x?
b? =c? —a? + 2ax

b? — c? + a?
2a

X =

Substituindo essa expressao na equacao (*) temos:

2 2 2\ 2
h2 = 2 — b —c“+a
2a

Como h > 0 e resolvendo a expresséo temos que

4a?b®> (b? — c? + a?)?
h? = -
4q? 4q?

B \/4a2b2 — (b%2 —c2%2+ a?)?
N 2a

h

Aplicando a expressao de h acima na formula da area de um tridngulo vista em

6.4, temos que

., 1
Area A = 5 base x altura

A ==>a.h,

1 4a2b2_ b2_ 2+ 2)2
A=—a.\/ ( ¢ )
2 2a
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1
A =7 AJ4a?b? — (b2 — c2 + a?)2

_ J4a?b? — (b? — c? + a?)?
- V16

Aplicando produtos notaveis (produto da soma pela diferenca)

\[[Zab + (b2 — c2 + a?)].{/[2ab — (b% — c% + a?)].

A =
V16

B \/(az + 2ab + b? — c?).(c? — a? + 2ab — b?)
B 16

Ao \/[(az + 2ab + b?) — c?].[c? — (a®? + 2ab — b?)]
B 16

_|[(a+ b)? —c?].[c* — (a — b)?]
4= 16

A=

\/[(a+ b) + c].[(a+ b) — c][c + (a — b)][c — (a — b)]
16

\/(a+b+c).(a+b—c).(a—b+c).(—a+b+c)
A= 16

Somando e subtraindo os lados em cada parcela do produto sem afetar seu

resultado, teremos:

A_J(a+b+c).(a+b—c+c—c).(a—b+c+b—b).(—a+b+c+a—a)
B 16

A_\j(a+b+c).(a+b+c—2c).(a+b+c—2b).(a+b+c—2a)
B 16



55

(a+b+c)la+b+c—2c)(a+b+c—2b)(a+b+c—2a)
A= 2 2 2 2

Comop =(a+2ﬂ

S=Vpp - -Dp—0)

6.6 Areado Trapézio

Um trapézio é um quadrilatero no qual dois lados opostos sdo paralelos e os

outros dois ndo sao.

Seja ABDC um trapézio, com AB//CD e AB > CD .

Figura 6.8 - Trapézio ABCD

C D

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Denotemos AB=bh, e CD =b,, e chamemos de a a distancia entre as
paralelas AB e CD. Assim, existe um ponto M € AB tal que MD é perpendicular a
AB.

Ligando os pontos A e D temos os triangulos ACD e ABD.

Aplicando a férmula da area do triangulo em ambos teremos

. 1 1
Area ACD = E(CD' MD) e Area ABD = E(AB.MD)



56

Observe que a altura do triangulo ACD é externa a0 mesmo, 0 que néo interfere

no resultado.

Como o trapézio é decomposto nos triangulos ACD e ABD. Temos que

Area de ABDC = Area ACD + Area ABD

) 1 1
Area de ABDC = —(CD.MD) + (AB.MD)

p 1 1
Areade ABDC = E(bz.a)+§(b1.a)

( bi4 by)
— .a

Area de ABDC = >

Assim, a area do trapézio € igual a semissoma das bases vezes a altura.
6.7 Areado Circulo

Dado um ponto 0 e r > 0, denomina-se circulo a unido de todos os pontos que

distam tde O0,sendo0 <t <.

A area do circulo € o namero real cujas aproximacdes por falta sdo as areas
dos poligonos regulares inscritos (BARBOSA,2002).

Imaginemos um poligono regular com n lados (n muito grande). Esse poligono
inscrito na circunferéncia de raio r. Vamos dividir o poligono em triangulos isésceles
iguais. Cada triangulo com um vértice no centro da circunferéncia, um lado igual a a

e dois lados iguais ao raio r. Seja h a altura desse triangulo relativa a base a.
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Figura 6.9 - Poligono Regular Inscrito na Circunferéncia

Ag\

A

Fonte: Elaborado pelo autor

P . , ah na)h
A éarea do poligono sera: 4,, = n—_= ( 2)

Observe que na € o perimetro do poligono, e que quando n cresce
infinitamente o poligono tende para a circunferéncia de raio r (que tem comprimento

2nr) e a altura h tende para r. Assim, a area A do circulo € dada por:

_@mn)r 2

A = Tr
2

6.8 Area do Setor Circular

E frequente nos problemas termos que calcular areas de setores circulares.
Veja que a area de um setor circular € proporcional ao angulo central. Pois,
dobrando o angulo central a area do setor dobra, triplicando a area do setor triplica,
e assim por diante. Assim, se o circulo tem raio R e o setor circular tem angulo
central 8 (em graus), podemos determinar a area Ado setor circular com uma

simples regra de trés:
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Figura 6.10 - Setor Circular

__________
- ~
- ~,

~

~
_______

c]o10 C— R?
S — A
Logo,
A=-2nR?
360

360°A =6°TR* ou
Por outro lado, a area de um setor circular também é proporcional ao

comprimento [ do seu arco. Pois, dobrando o comprimento do arco a area do setor
dobra, triplicando o comprimento do arco a area do setor triplica, e assim por diante.

Do mesmo modo, se o comprimento do setor circular € [, por regra de trés simples:

mR? — — — —2nR

A————1

Logo,

A.2mR =ITR? ou A =§l.R

A Ultima formula € muito interessante, pois € a area de um triangulo de base [ e

altura R. Caso saibamos o angulo central do setor, basta lembrarmos que a formula
acima se referente a 360°. Entdo basta fazermos proporcao.

Caso saibamos a medida do arco, também poderemos fazer propor¢do com o

perimetro da circunferéncia.
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CAPITULO 7

7 EXERCICIOS

7.1. (OBMEP 2015, Fase 1, Nivel 2 , questdo 9) O trapézio ABCD foi dobrado
ao longo do segmento CE, paralelo ao lado AD, como na figura. Os triangulos EFG e
BFH séo equilateros, ambos com lados de 4 cm de comprimento. Qual € o perimetro

do trapézio?
Figura 7.1 — Trapézio ABCD Dobrado

D C

Fonte: PORTAL OBMEP
Resolucéao:

Como AD e CE s&o paralelos, ADCE é um paralelogramo. Dai, AD = CE. Por
hipétese EFG e BFH sdo equilateros de lados 4cm, logo GH = 8cm = EC = AD.

Também temos AE = EG = CD = 4cm. Além disso, temos as seguintes relagdes:

e CEB = HFB = 60° (angulos correspondentes)
e EBC = FBC = 60° (triangulo equilatero FBH)
e ECB = 180° — CEB — EBC = 60°

Dai, o triangulo EBC é equilatero de lado EB = EF + FB = 8 cm. Assim, 0
perimetro do trapézio ABCD €:AE+EB+BC+DC+AD=4+8+8+4+8=

32 cm.

7.2. (Banco de questdes obmep 2013, nivel 2, questdo 5) Na figura a

seqguir, ABCD é um retangulo, e o comprimento do segmento BC € igual a 2. Além
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disso, os comprimentos dps segmentos I/,KL,DO e NM sao todos iguais a 1.
Determine a area da regido pintada de cinza.

Figura 7.2 — Retangulo ABCD

Fonte: PORTAL OBMEP

Resolucéo:

Tracando um segmento paralelo aos lados AB e CD pelo ponto H, teremos 0s
pontos P e AD e Q e BC de modo que a area cinza é a soma dos tridangulos cujas

bases sdoiguaisal.

Figura 7.3 — Trapézio ABCD Segmentado

Fonte: PORTAL OBMEP
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Teremos:

1-BQ
2

. Areade KLH = 1'230,

Areade IJH =

Area de DOH = @,A’rea de MNH = @.

Somando as igualdades membro a membro, teremos:

(JH) + (KLH) + (DOH) + (MNH) =%+?+;_¥+§2_%=2

7.3. (Prova OBMEP 2013 — N2Q7 — 12 fase) A figura representa um retangulo
de 120 m? de area. Os pontos m e n sdo os pontos médios dos lados a que
pertencem. Qual é a area sombreada?

Figura 7. 4 — Retangulo com M e N Pontos Médios

N

M

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

A regido sombreada da figura do enunciado pode ser decomposta em um
guadrilatero (laranja) e um triangulo (azul). Movendo o triangulo azul de lugar como

esta indicado na figura a seguir, vemos que a regido sombreada do enunciado tem

, , < s A A 1 R
area igual a area do triangulo MNB. Este triangulo corresponde a 2 do retangulo

ABCD. Logo a area da regido sombreada do enunciado é igual a %leO =30 cm?.
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Figura 7. 5 — Retangulos ABCD sombreados.

A M B A M B

Fonte: PORTAL OBMEP

7.4. (OBMEP 2006, Fase 2, Nivel 3, questdo 3) Na figura, os triangulos ABC e

BDE séo congruentes e 0s angulos BAC e BDE s&o retos.

(a) Ache arazéo entre a area do triangulo BDF e a area do quadrilatero AEFC.

(b) Determine a medida do angulo BFE.

Figura 7.6 — Tridngulos Retangulos que se interceptam.

)

A E B
Fonte: PORTAL OBMEP.
Resolucéao:

a) Como os triangulos ABC e BDE sao congruentes, temos

area AABC = area ABDE.

Por outro lado,

area de AEFC = area AABC — area ABFE = area ABDE — area ABFE = area A BDF.

Portanto,

area ABDF _
area de AEFC
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b) Como os triangulos ABC e BDE sé&o congruentes, temos que ABC = BDE =
a, donde DBF = 90° — a. Observe que

BFE + DFB = 180° = DFB+ DBF +a =DFB+ 90°—a + a = DFB +90°.

Portanto,

S —

BFE = 90°.

7.5. (Questdo 1 — Prova da 12 Fase da OBMEP — Nivel 3 — 2006): No retangulo
abaixo, A, B e C séo pontos meédios de seus lados e O é o ponto de encontro de

suas diagonais. Calcule a razdo entre a area da regido sombreada e a area do

retangulo.
Figura 7.7 — Retangulo e seus pontos médios
B
/D\
A /\E
Fonte: PORTAL OBMEP.
Resolucéao:

Observemos a figura abaixo

Figura 7.8 — Retangulo e Raz&o de Areas Sombreadas.
B

Fonte: PORTAL OBMEP

Como A, B e C sdo pontos médios, os quatro triangulos rotulados com | na

figura acima sdo congruentes (pelo caso de congruéncia LAL), bem como os dois
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indicados por Il (pelo caso de congruéncia LLL). Logo, a &rea branca € igual a 2
tridangulos | mais 1 triangulo Il, e a area sombreada também é igual a 2 tridangulos |
mais 1 triangulo Il. Assim, a area sombreada é igual a area em branco e, logo, cada

uma delas é igual a metade da area do retangulo. Portanto, a razdo entre a area da

o~ e A s 1
regido sombreada e a area do retangulo é igual a >

7.6 (Questdo 8 — Prova da 12 Fase da OBMEP - Nivel 3 — 2016): Na figura
abaixo, os pontos C e F pertencem aos lados BD e AE do quadrildtero ABDE,
respectivamente. Os angulos B e E s&o retos e os segmentos AB, CD, DE e FA tém

suas medidas indicadas na figura. Qual é a area do quadrilatero ACDF?

Figura 7.9 — Quadrilatero ABDE

=]

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Tracando o segmento CF dividimos o quadrilatero ACDF em dois triangulos,
CDA e DFA. Logo, a area do quadrilatero serd a soma das areas desses dois
triangulos. No triangulo CDA, consideremos a base CD, logo a altura do triangulo

serd AB. Dai,

CD.AB _ 2.10 _

Area CDA =
rea 2 2

Da mesma forma, o triangulo DFA de base AF possui altura DE. Assim,
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., FA.DE 6.7
Area DFA = > =T=21

Portanto,

Area ACDF = Area CDF + Area CFA = 10 + 21 = 31.

7.7 (Questdo 5 — Prova da 12 Fase da OBMEP — Nivel 3 — 2014): Na figura

abaixo, ABCD e EFGC sdo quadrados de areas R e S, respectivamente. Qual é a
area da regido cinza?

Figura 7.10 — Quadrados R e S

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Como a area do quadrado ABCD é R, temos que o lado deste é /R, ou seja,

AB = BC = CD = AD = +/R. Analogamente, o lado do quadrado EFGC é +/S, ou seja,
EF = FG = CG = CE = VS.

Tracemos o0 segmento BG como na figura abaixo.
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Figura 7.11 — Quadrados R e S e Area Sombreada

A B
EdN--—=  F
D G G

Fonte: PORTAL OBMEP

A area cinza € a soma das areas dos triangulos ABG e BGF. Consideremos a
base AB do triangulo ABG, logo

Area ABG = = -
rea 2 2

AB.BC +R-VR R
2

Analogamente, consideremos FG a base do triangulo BFG, assim

FG.EF JS-VS s

Area BFG = > > >

Portanto, a area da Regiao cinza ABFG é

Area ABFG = Area ABG + Area BFG = — +

R
2 T2

S R+S
2

7.8 (Prova 12 fase OBMEP 2017 — Nivel 1 — questado 7): A figura mostra um
quadrado de centro o e area 20 cm?. O ponto m é o ponto médio de um dos lados.

Qual é a area da regido sombreada?
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Figura 7. 12 — Quadrado com parte Sombreada

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Consideremos o quadrado ABCD onde M é o ponto meédio de AB. Denotemos x
a medida de AM, conforme figura abaixo.

Figura 7.13 — Quadrado com parte Sombreada e Marcacdes.

D C

2x

Fonte: Elaborado pelo autor

Consequentemente MB=OM=x e BC = 2x. A area sombreada é um

trapézio de bases x e 2x e altura x. O quadrado de lado 2x possui area igual a 20,

logo
(2x)? =20
4x2 =20
x?=5
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Portanto,

(x+2x).x _(3v5.)./5. 15
2 2 T2

Area MBOC = =7,5cm.

7.9 (Exemplo 2 — pagina 90 — Apostila Encontros de Geometria): A figura
sombreada a seguir foi desenhada em uma malha de quadrados de lado 1 cm. Qual
€ a area e qual é o perimetro desta figura? Quantos quadradinhos podem ser
acrescentados a figura de modo a obter o maximo de area sem alterar o perimetro?
(exemplo 2 — pagina 90 — apostila encontros de geometria)

Figura 7.14 — Poligono na Malha Quadriculada |

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Por uma contagem direta verifica-se que a figura é formada por 11
guadradinhos e que o contorno da figura € formado por 20 segmentos de
comprimento 1. Dai a figura tem area 11 e perimetro 20. Analisando agora a figura a
seguir a esquerda vemos que se acrescentamos um quadradinho colado na figura,
aumentamos a sua area em uma unidade, mas nédo alteramos o seu perimetro, pois
s6 trocamos dois segmentos (pontilhados) que ja faziam parte do contorno da figura
por outros dois segmentos. Podemos ir acrescentando estes quadradinhos até
formar um quadrado de lado 5. Portanto, podemos acrescentar mais 14
guadradinhos na figura dada sem alterar o seu perimetro, como esta indicado na

figura a seguir e a direita.


http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf
http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf
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Figura 7.15 — Poligono na Malha Quadriculada Il

Fonte: PORTAL OBMEP.

7.10 (Prova OBMEP 2009 — N1Q17 — 12 fase). A figura mostra um quadrado
de lado 12 cm, dividido em trés retangulos de mesma area. Qual € o perimetro do

retangulo sombreado?

Figura 7.16 — Trés Retangulos formando um Quadrado

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Como o lado do quadrado é 12 cm, temos que sua &rea seré igual a 12°=144
cm?. Como os trés retangulos possuem mesma &rea e as trés juntas resultam na

144
area do quadrado, logo a area de cada retangulo é T =48 cm?. Observe que os

dois retangulos inferiores possuem mesma base e como o lado do quadrado é 12

cm, temos que as duas bases serdo 6 cm. Entdo,

Area de cada retangulo = base x altura

48 = 6 .altura
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altura = 3 =8

Assim, as dimensdes dos retdngulos sdo 6 cm e 8 cm. Portanto, o perimetro do

retangulo sombreado € 6 + 6 + 8 + 8 = 28 cm.

7.11 (Exemplo 1 - péagina 98 - apostila encontros de geometria).
Decompondo em figuras geométricas mais simples, calcule a area de cada uma das

seguintes figuras, desenhadas em uma malha de quadrados de lado 1.

Figura 7.17 — Poligonos na Malha Quadriculada

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Na figura a seguir, apresentamos uma possivel decomposicdo das figuras

dadas em triangulos, retangulos e trapézios.

Figura 7.18 — Decomposi¢éo de Poligonos na Malha Quadriculada.

P> - [ [ |

| c A | =

Fonte: PORTAL OBMEP.


http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf
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A figura da esquerda esta decomposta em:

A) Um retangulo de lados 3 e 4;

area (A) =3x4=12

B) Um tridngulo retangulo de catetos 6 e 4;

area (B) = 6424 =12

C) Um trapézio de bases 2 e 3 e de altura 2.

2+3)x2
2

area (C) = 5

Deste modo, a area da figura da esquerda é 12+12+5=29.
Por outro lado, a figura da direita esta decomposta em:

D) Um tridngulo retangulo de catetos 2 e 5;

area(D) = 2x5 _ 5
E) Um trapézio de bases 5 e 2 e de altura 3;
area(E) :(5+—§)X3 =10,5
F) Um trapézio de bases 2 e 4 e de altura 2.
é_rea(F) - M =6

2

Deste modo, a area da figura da direita ¢ ®+10.5+6=215

7.12 (exemplo 4 — pagina 101 — apostila encontros de geometria): Na figura

a seguir, ABCD é um quadrado de lado 18. Sobre cada um dos seus lados estéo


http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf
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marcados dois pontos que dividem o quadrado em trés partes iguais. Tragando
alguns segmentos que unem estes pontos, foi obtida a seguinte figura. Qual € a area
do quadrado sombreado?

Figura 7.19 — Quadrado ABCD com Area Sombreada em seu Interior.

D C

A B

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Desenhando varios segmentos de reta como esta indicado na figura a seguir,

podemos dividir o quadrado ABCD em 36 triangulos iguais.

Figura 7.20 — Quadrado ABCD decomposto

D C

A B

Fonte: PORTAL OBMEP.

A area de cada um destes triangulos € igual a area do quadrado ABCD dividida
18 x18

por 36, ou seja, =9. Como o quadrado sombreado € formado por 8 destes

triangulos, a sua area é igual a 8x9=72.
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7.13 (Prova 12 fase OBM 2014 — Nivel 1 — questao 11): O retangulo da figura
foi repartido em vérias regifes por meio de trés segmentos concorrentes, sendo um
deles uma de suas diagonais e os outros dois pararelos aos lados do mesmo. Os
ndmeros indicam as areas em m? das regides brancas em que se encontram. Qual é
a area do retangulo original?

Figura 7.21 — Retangulo Subdividido em Regibes

24 18

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Como no exercicio anterior, a diagonal de um retangulo divide o retangulo em
dois triangulos iguais, de mesma area. Dai na figura a seguir a area do triangulo A é
8 e a area do triangulo B é 18. Dai, olhando para o retangulo original e o triangulo na
parte superior da sua diagonal, a area deste triangulo € 24+A+B=24+8+18=50. Dai a

area do retangulo original é 50+50=100 m?.

Figura 7.22 — Retangulo Subdividido em RegiGes e suas areas

24 18 18

Fonte: PORTAL OBMEP.
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7.14 (Prova 12 fase OBMEP 2013 - Nivel 2 — questéo 4): Juliana desenhou,
em uma folha de papel, um retangulo de comprimento 12 cm e largura 10 cm. Ela
escolheu um ponto p no interior do retangulo e recortou os triangulos sombreados
como na figura. Como estes triangulos, ela montou o quadrilatero da direita. Qual é a

area do quadrilatero?

Figura 7.23 — Ponto P interior a um Reténgulo

>

-

LD e

P

12 em

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Na figura a seguir, a area do quadrilatero da direita € a soma das areas dos
dois triangulos. Tracando por P uma paralela a um dos lados do retangulo, como na
figura, este fica dividido em dois retangulos menores. A area de cada um dos
triangulos é igual a metade da area do retangulo menor correspondente; como a
soma das areas dos retangulos menores € igual a area do retangulo maior, segue

gue a soma das areas dos triangulos é igual a metade da area do retangulo maior,

ou seja, € igual a Exlo x12 =60 cm?. Esta é a area do quadrilatero da direta.
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Figura 7.24 — Ponto P interior a um Retangulo e suas Dimensdes

N

P

10 em

12 em

Fonte: PORTAL OBMEP.

7.15 Na figura a seguir, ABCD € um retangulo de base 9 e de altura 5.

Determine a area do triangulo CPQ (exemplo 4 — pagina 118 — apostila encontros

de geometria).

Figura 7.25 — Triangulo CPQ na Malha Quadriculada

D C
_,,--‘f
L]
.P _,—*“ff /
[
™
A Q B

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Para calcular a area do triangulo CPQ vamos subtrair da area do retangulo

ABCD as areas dos triangulos brancos CDP, PAQ e QBC.

e area (ABCD)=9x5=45


http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf
http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf
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o area (CDP)= 9123 =135

6x2

o area (PAQ)= =6

. 3x5
e area(QBC)= % =75
Dai segue que area (CPQ)=45-135-6-7,5=18.
7.16 (Prova OBMEP 2012 — N2Q15 - 12 fase) A figura mostra um retangulo de

area 720 cm?, formado por nove retangulos menores e iguais. Qual é o perimetro,
em centimetros, de um dos retangulos menores?

Figura 7.26 - Nove Retangulos

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Sejam X e y, respectivamente, as medidas do lado menor e do lado maior de

um dos retangulos menores. As medidas dos dois lados do retangulo maior séo
« : 5 . . :
entdo x+y e 5x =4y. Em particular, temos Y = ZX' Como a area do retangulo maior

720 x4
é 720 cm?, temos 5x(Xx+ y):SX(x+%xj:§x2 =720 . Dai X’ = 5

x=8 € y=10. O perimetro e um dos retangulos menores €, entao,

=64 . Logo

2(x+y)=2x18 =36 cm.
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Figura 7.27 — Retangulos de lados x e y agrupados

5x

4y

Fonte: PORTAL OBMEP.

7.17 (Prova OBMEP 2005 — N2Q4 — 22 fase) O quadrado ABCD da figura esta
dividido em 16 quadradinhos iguais. o quadrado sombreado tem os vértices sobre 0s

pontos médios do quadrado EFGH.

(A) A area do quadrado EFGH corresponde a que fracdo da area do quadrado

ABCD?
(B)Se o quadrado ABCD em 80 cm? de &rea, qual é o lado do quadrado

sombreado?
(®)
Figura 7.28 — Quadrado ABCD na malha quadriculadal |
A E B
N A
AY -
v
D e C
Fonte: PORTAL OBMEP.
Resolucéao:

A) A figura a seguir mostra que o quadrado EFGH é formado por 4 triangulos
retangulos iguais e por mais quatro quadradinhos. Cada um desses triangulos

retangulos iguais é igual a metade de 3 quadradinhos. Portanto o quadrado EFGH
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3
corresponde a 4+4XE =10 quadradinhos. Como o quadrado ABCD corresponde a

area(EFGH) 10 5

16 quadradinhos, vemos que a razao das areas € igual a — =—=—,
g g g area(ABCD) 16 8

Figura 7.29 — Quadrado ABCD na malha quadriculada Il

A E B

\ .

D G C

Fonte: PORTAL OBMEP.

B) Antes de responder a este item vamos analisar a situacao geral. Ligando os
pontos medios dos lados de um quadrado, obtemos outro quadrado que tem a
metade da area do quadrado original. De fato, na figura abaixo, vemos que o
guadrado original pode ser dividido em 8 triangulos iguais e que o quadrado

sombreado é formado por 4 desses triangulos.

Figura 7.30 — Quadrado formado por oito tridngulos iguais.

Fonte: PORTAL OBMEP.
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No exercicio, pelo item (A), a area do quadrado EFGH é igual a §><80=50

2 e 2 . 50 >
cm®. Dai a area do quadrado sombreado € igual a o =25 cm”.

7.18 Determine a area da regido hachurada, onde ABCD é retangulo e os raios

das circunferéncias valem 1 c¢m.

Figura 7.31 — Retangulo com circulos inscritos.

A _ B

D

Geometria Basica- V1- Dirceu U Pesco e Roberto G Arnaut.

Resolucéao:

Considere a figura dada, com os raios das circunferéncias igual a 1 cm.

Figura 7.32 — Retangulo com circulos inscritos(solucdo).

B

C

Geometria Basica- V1- Dirceu U Pesco e Roberto G Arnaut.
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Temos que:

s =1?-n o T
re "4 T 4

Note que 0,T, DT, é quadrado e T;0,T, = 90°.

Dai, a area pedida é:
T
_ —_ )= _ 2
S, =4 (1 4) (4 —m)cm

7.19

Na malha quadriculada a seguir, todas as circunferéncias tem o mesmo centro.

Pode-se concluir que a area da regido cinza destacada € igual a:
(a) Dois quintos da area do circulo maior;
(b) Trés sétimos da area do circulo maior;
(c) Metade da area do circulo maior;
(d) Quatro séetimos da area do circulo maior;

(e) Trés quintos da area do circulo maior;

Figura 7.33 Malha quadriculada com circulos concéntricos.

Fonte: PORTAL OBMEP.
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Resolucéo:

Observe que a figura € simétrica em relacdo a reta r que passa pelo centro
comum das circunferéncias. Para cada regido cinza de um lado de r, existe uma
regido branca equivalente do outro lado de r, vice-versa. Logo, a area da regiao

cinza é igual a area branca.

Portanto, a area da regido cinza € igual a metade da area do circulo maior.

Figura 7.34 Malha quadriculada com circulos concéntricos (solugdo).

:

o

Fonte: PORTAL OBMEP.

7.20 (Prova da 12 Fase da OBMEP 2006, nivel 3, questdo 12): Pedro acabou de se
mudar para sua nova casa e ganhou um novo quarto. A figura a seguir mostra uma
vista superior simplificada de seu novo quarto que possui 2 m de largura por 2,5 m

de comprimento.
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Figura 7.35 Retangulo representando quarto de Pedro

2,8 m

2m =1 jancla

Fonte: PORTAL OBMEP.

A porta indicada na figura tem 50cm de comprimento e pode ser aberta até encontrar
a parede lateral. A janela é dividida em duas portas de mesmo comprimento que
guando abertas encostam-se as paredes vizinhas. Os arcos da figura mostram as
aberturas da porta e da janela. A mae de Pedro disse que ele deve colocar seus
moéveis no quarto de modo que nao figuem nos caminhos de abertura da porta nem
da janela. Quantos metros quadrados Pedro tém em seu quarto para colocar os

seus moveis?

Resolucéao:

Seja L o comprimento de cada porta da janela. Considerando que, quando as duas
portas se abrem elas encostam-se as paredes dos lados, temos entdo 4 - L = 2, ou
seja, L= 0,5m.

Chamemos de A a area que Pedro tem para colocar seus méveis. Para determina-la,

basta considerar a area total e subtrair as areas de abertura da porta e da janela.
1 . ~ . .
Sabendo que a porta abre : de circunferéncia e que as janelas abrem, cada uma,
meia circunferéncia, temos:
m w 80—-5m

1 1
=7. —_ — . 2_92._ .. Y
A=2-25)~ 7w (052 =25 1 (052 =5~ o~ 0= ———.
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~ . 80—5m 2 . .
Entéo, Pedro possui ——— " para colocar seus moveis.

6

7.21 (Banco de Questdes da OBMEP 2015, nivel 2, questdo 8): (a) No desenho
abaixo, ABCD € um quadrado de lado 4cm e as regides hachuradas foram
delimitadas por dois semicirculos de diametros AB e BC. Calcule a &rea da regido

hachurada.

Figura 7.36 Quadrado ABCD com regides hachuradas.

Fonte: PORTAL OBMEP.

(b) Considere o quadrado ABCD de lado 2 da figura abaixo. Sejam 0 o centro do
guadrado e E e F os pontos meédios dos lados CD e AB. Se os segmentos FH e GE
tém mesma medida e os arcos FE,EH,HO, 0G, FG sao semicircunferéncias, encontre

a area da regido sombreada.

Figura 6.37 Quadrado ABCD com regides circulares hachuradas.

] 1)

Fonte: PORTAL OBMEP.
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Resolucéo:

(a) Tracando as diagonais AC e BD delimitamos quatro setores circulares com
mesma area. A soma das areas pontilhadas corresponde a &rea tracejada contida

no interior do tridngulo ABC. Assim, a area tracejada inicial vale metade da area do

quadrado ABCD, ou seja, 4 - g =8 cm%

Figura 7.38 Quadrado ABCD com regides hachuradas (solugado)

o

Fonte: PORTAL OBMEP.

(b) Como FH = GE, temos HO = FO — FH = OE — GE = 0G. Consequentemente, o
semicirculo de diametro HO possui a mesma area do semicirculo de diametro 0G.
Além disso, a area entre os arcos FG e HO € igual a area entre os arcos GO e EH.
Dai, a area procurada corresponde a area de um semicirculo de diametro FE. Como

T

. ., i , 12
o raio do semicirculo de diametro FE mede 1, a area sombreada mede "T =3

Figura 7.39 Quadrado ABCD com regides circulares hachuradas(solugao).

& (i ]

Fonte: PORTAL OBMEP.
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7.22 Exercicio 8 (Banco de Questées da OBMEP 2015, nivel 3, questao 2):

No desenho abaixo, ABC é um tridngulo equilatero e CD é tanto uma altura do
triangulo quanto um diametro do circulo. Se AB = 10 cm, determine a &rea da
regido hachurada.

Figura 7.40. ABC é um triangulo equilatero com circulo sobreposto.

e

Fonte: PORTAL OBMEP.

Resolucéao:

Como CD é diametro, o seu ponto médio H é o centro do circulo. Sejam [ e | as
outras intersecbes da circunferéncia com os lados AC e BC, conforme a figura
abaixo.

Figura 7.41. ABC é um triangulo equilatero com circulo sobreposto (solugdo).

Fonte: PORTAL OBMEP.
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Como ICH = HC] = 30° e IH = CH = HJ, segue que os triangulos CHI e CHJ] s&o
isdésceles com angulo do vértice igual & 120°. Se [ é o raio do circulo, como a altura

A N , . . 10v3
do triangulo e o diametro do circulo coincidem, 21 = Tf cm e, consequentemente,

_5V3
T2

l cm. Cada uma das regides sombreadas corresponde a area de um setor

. 2 , ‘A ., .
circular de 120° = ?” subtraida de um tridngulo isosceles, ou seja,

2
(?ﬁ) > 12 sen120° _ml? V312 _ (4m - 3,/3)1?
2 2 3 4 12
_ (4n-3y3) (5v3)
- 12 o2

100 — 753
8

Como temos duas regides iguais, a area procurada é o dobro do valor encontrado,

100m—-75+/3
—4 C

ou seja, m?.
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