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Resumo

Esta dissertacao aborda temas ligados a pratica da informatica na educagao, inter-
pretacao e producao de comandos que relacionam a légica de programacao com contetudos
matematicos. Fizemos uma discussao sobre a importancia da informatica na educagao
e os beneficios que podem trazer para as aulas, se usada adequadamente. Abordamos o
software X-LOGO, suas potencialidades, limitacoes e alguns cuidados que devemos tomar
ao utiliza-lo nas aulas de Matematica. Fizemos conjecturas de modelos matematicos no
programa e justificamos alguns resultados encontrados. Trabalhamos as primitivas e co-
mandos deste software com procedimentos légicos que fizemos. Criamos procedimentos
logicos que somam niimeros impares; somam niimeros naturais; identificam se um niimero
natural é ou nao primo através dos seus divisores; também criamos procedimentos que
usam o Método de Heron para aproximar raizes quadradas; que constroem poligonos
regulares através da recursividade; que calculam o MDC de dois nimeros utilizando o
Algoritmo de Euclides; geram nimeros palindromos (capicuas) também por algoritmo re-
cursivo; identificam as Desigualdades das Médias num circulo de raio qualquer. Também
utilizamos o programa para estudar a Desigualdade Triangular, a partir de conjecturas
o mesmo ocorreu com os Circulos Tangentes de Ford. Alguns dos temas nés tratamos
com uma atencao especial, trabalhando mais exemplos, fazendo provas das conjecturas
utilizando o Principio da Inducao Matematica para justificar.

Palavras-chave: Conjecturas Matematicas. X-LOGO. Légica de programacao.



Abstract

This dissertation addresses topics related to the practice of computing in education,
interpretation and production of commands that relate programming logic to mathema-
tical content. We discussed the importance of computer science in education and the
benefits it can bring to the classroom, if used properly. We approach the X-LOGO soft-
ware, its potentialities, limitations and some precautions that we must take when using it
in Mathematics classes. We conjecture mathematical models in the program and justify
some results found. We worked on the primitives and commands of this software with
logical procedures that we did. We create logical procedures that add odd numbers; add
natural numbers; identify whether or not a natural number is prime through its divisors;
we also create procedures that use the Heron Method to approximate square roots; which
construct regular polygons through recursion; that calculate the MDC of two numbers
using the Euclidean Algorithm; generate palindromes (capicuas) also by recursive algo-
rithm; identify the Inequalities of Averages in a circle of any radius. We also used the
program to study Triangle Inequality from conjectures, as did the Ford Tangent Circles.
Some of the themes we deal with with special attention, working more examples, making
proofs of the conjectures using the Principle of Mathematical Induction to justify.

Keywords: Mathematical Conjectures. X-LOGO. Programming logic.



Sumario

Lista de Figuras xiii
Lista de Tabelas XV
INTRODUCAO 1
0.1 JUSTIFICATIVA . . . . o oo 1
0.2 OBJETIVOS . . . oo oo 3
0.2.1 OBJETIVOS GERAIS . . . . ... ... . ... 3

0.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS . . . . .. ... .. 3

0.2.3 USO DE SOFTWARES EDUCACIONAIS E APLICATIVOS . . . 3

1 X-LOGO 7
1.1 COMANDOS E INTERPRETACAO . . . ... ... ... ......... 8
1.1.1 EXEMPLOS DE COMANDOS . . . . . . . . 9

1.2 PROCEDIMENTOS . . . . o, 12
1.2.1 EDITOR . . . . 13

1.2.2  PROCEDIMENTOS LOGICOS . . . . . o oo i it 16

1.3 AVALIACAO DO SOFTWARE . . . . . . . .. . . 22
1.3.1 FACILIDADE DE APRENDIZAGEM . . .. ... ... ...... 23

1.3.2 FLEXIBILIDADE E EFICIENCIA . . . .. .. ... ... ..... 23

1.3.3 PREVENSAO DE ERROS . . . . .. . ... it 24

1.34 AJUDA E DOCUMENTACAO . ... ... ... ... ....... 24

135 SATISFACAO . . . . . . . . 25

1.3.6 ADEQUACAO PEDAGOGICA . . . . . . .. 26

1.3.7 UTILIDADE . . . . . . 26

1.3.8 ADEQUACAO TECNICA . . . . o oo 27

2 TEMAS MATEMATICOS 28

2.1 METODO DE HERON PARA APROXIMACAO DE RAIZ QUADRADA 28
2.1.1 O ALGORITMO E SUA DEMONSTRACAO . .. ... ... ... 28



2.1.2 IMPLEMENTACAO NO X-LOGO . . . .. ... ... .......
2.2 POLIGONOS REGULARES . . . . . o i
2.2.1 CONSTRUCAO DO TRIANGULO EQUILATERO . . . ... ...
2.2.2 CONSTRUCAO DO QUADRADO . . . ... ... .........
2.2.3 CONSTRUCAO DE UM POLIGONO REGULAR QUALQUER . .
2.3 ALGORITMO DE EUCLIDES . . .« o oo o
2.3.1 O MAXIMO DIVISOR COMUM . . . . .. i ii it
2.3.2  PROCEDIMENTO PARA CALCULAR O MDC NO X-LOGO
2.4 UM POUCO SOBRE NUMEROS PALINDROMOS OU CAPICUA .
2.4.1 ALGORITMO PALINDROMO . . . . .. .. i .
2.4.2 PALINDROMOS DIVISIVEISPOR 11 . . . . . . . .. oo ..
2.4.3 OUTRAS FORMAS DE GERAR PALINDROMOS . . . ... ...
2.4.4 CURIOSIDADE CAPICUA . . . . . ... .. ...
2.5 DESIGUALDADE TRIANGULAR . . . . . v oot
2.5.1 PROBLEMATICA . ... ... ... ... .. ...
2.5.2 ANGULO DE GIRO . . . . oo
2.6 DESIGUALDADE DAS MEDIAS . . . . . . . . oot
2.6.1 DEFINICOES INICIAIS . . . . . .. ... . ..
2.6.2 EXEMPLOS DE APLICACAO . . . ... ... ... . .......
2.6.3 INTERPRETACAO GEOMETRICA . . . ... ... ........
2.7 CONSTRUCAO NO X-LOGO . . . . o o oo,
2.8 CIRCULOS TANGENTES . . . . . o e
2.9 LEMA . . . . .
2.10 CALCULO DOS PONTOS DE TANGENCIA . . . .. ... ... .....
2.11 Conjectura . . . . . . . . L

CONSIDERACOES FINAIS
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
Referéncias Bibliograficas
APENDICES

A APENDICES
A.1 GENERALIZACAO DAS DESIGUALDADES DAS MEDIAS . . ... ..

x1

75

77

77

78

79



xii

B PROVAS DOS PROCEDIMENTOS LOGICOS POR INDUCAO MA-

TEMATICA 83
B.l PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEIROS NUMEROS IMPARES 83
B.2 PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEIROS NUMEROS NATU-
RAIS . o o 83
B.3 PROVA POR INDUCAO DO METODO DE HERON . . . .. ...... 84
B.4 PROVA DA CONJECTURA . . . o v v oo, 86
B.5 LISTAS DE COMANDOS E PRIMITIVAS . . . . . . oo 91
B.5.1 OPERADORES E SINTAXE . . . . . o 91



Lista de Figuras

1 O papel do computador na exploragao inicial e na interpretacao dos resultados .

1.1 Usodocomando Leia . . . . . . . . . . ...
1.2 Uso do comando mensagem . . . . . . . . . ...
1.3 Procedimento simples para construir um triangulo . . . . . . . . ... ...
1.4 Editor de texto . . . . . . ..
1.5 Botoesdoeditor. . . . . . ...
1.6 Resultado do procedimento que constréi um quadrado . . . . . . . . . ...
1.7 Juntando dois procedimentos no editor . . . . . ... ...
1.8 Interacao com o usudrio . . . . . . . .. ..o
1.9 Mensagem isolada . . . . . . . ...
1.10 Soma de nimeros fmpares . . . . . . . . . ...
1.11 Avaliacao do software . . . . . . . . . . . ... ...
1.12 Triangulo produzido no X-LOGO- 30% do tamanho original . . . . . . ..
1.13 Imagem exportada do X-LOGO para o LibreOffice Draw- 30% do tamanho

original . . . . ..

2.1 Aproximacao de Heron para raiz quadrada de 3 com precisao de 8 casas
decimais . . . . . . . . e
2.2 Numero de triangulos que podem ser formados a partir de um vértice . . .
2.3 Procedimento de generalizacao . . . . . . . .. ...
2.4 Resposta do programa ao procedimento . . . . . . . . ... ...
2.5 Construcao de um poligono de 8 lados utilizando o procedimento feito no
editor de texto . . . . . ..
2.6 Mostreresto 156 . . . . . . . .
2.7 Mde (15,6) . . o v oo
2.8 figuras/Palindromo 68 . . . . . . ... ..o Lo
2.9 Palindromo gerado pelo 89 . . . . . . . ..o
2.10 Tres pontos colineares e trés pontos nao colineares no plano . . . . . . . .

2.11 Desigualdade triangular . . . . . . .. ... o000

6



Xiv

2.12 Lei dos cossenos no X-LOGO . . . .. .. ... 49
2.13 Construcao de um triangulo dados os seus lados . . . . . . . . . .. .. .. 50
2.14 Diagrama ilustrativo das distancias percorridas . . . . . . . .. .. .. .. 52
2.15 Média Harmonica . . . . . . . . .. .. 53
2.16 Quadrado e retangulo com mesma area . . . . . . . .. ... 54
2.17 Desigualdade das médias . . . . . . .. ..o 56
2.18 Triangulo BCD . . . . . . . . o7
2.19 Triangulo BHF . . . . . . . . o 58
2.20 Triangulo AFG . . . . . . . 59
2.21 Circulos tangentes . . . . . . . .. 61
2.22 Circulos tangentes dois a dois . . . . . . . . . ... .. L. 63
2.23 Tres Circulos tangentes entre si e tangentes areta . . . . . . . . . . .. .. 64
2.24 Célculo do raio do circulo tangente no ponto ta . . . . . . . .. .. .. .. 65
2.25 Circulo tangente noponto ta . . . . . . .. ... Lo 66
2.26 Circulo tangente noponto ts . . . . . . . . ... 67
2.27 Circulo tangente no ponto te . . . . . . . . ..o 68
2.28 Circulo tangente no ponto tr . . . . . . . . ... 69
2.29 Circulo tangente nopontots . . . . . . . . ... Lo 70
2.30 Circulo tangente noponto te . . . . . . . . ... L 71
2.31 Circulos e seus pontos de tangéncia . . . . . . . . ... ... L. 72
B.1 Raioy e pontode tangénciat . . . .. ... .. .. ... L. 86
B.2 Condigao de tangéncia entre dois circulos . . . . . . . . .. ... L. 87
B.3 Operadores e Sintaxe . . . . . . . . . . . ... 91
B.4 Sistema RGB decores . . . .. .. ... ... ... . 92
B.5 Primitivas de movimento - Parte 1 . . . . . . . .. ... 92
B.6 Primitivas de movimento - Parte 2 . . . . . . . ... 93
B.7 Primitivas de movimento - Parte 3 . . . . . . ... ..o 94
B.8 Primitivas de movimento - Parte 4 . . . . . . . ... ... 95
B.9 Primitivas de movimento - Parte 5 . . . . . . ... .00 96
B.10 Primitivas de movimento - Parte 6 . . . . . . . . ... ... L. 97
B.11 Primitivas de texto - Parte 1 . . . . . . . .. . . .. ... ... 97
B.12 Primitivas de texto - Parte 2 . . . . . . . .. ... oL 98
B.13 Operadores logicos - Parte 1 . . . . . . . .. . ... ... L. 98
B.14 Operadores logicos - Parte 2 . . . . . . . . . .. ... 99

B.15 Operadores logicos - Parte 3 . . . . . . . . . . .. ... 100



Lista de Tabelas

1.1

2.1
2.2
2.3
2.4

Funcgoes das primitivas utilizadas no procedimento. . . . . . . .. .. ... 18
Tabela de construcao de poligonos regulares . . . . . . .. ... ... ... 32
Iteragoes que geram palindromos . . . . . . . .. . ... ... ... 43
Termos do desenvolvimento do palindromo . . . . . . ... ... ... ... 45
Pontos de tangeéncia e raios dos circulos . . . . . ... ..o 74



INTRODUCAO

0.1 JUSTIFICATIVA

Este trabalho é direcionado a professores de Matemaética da educacao basica, que
desejam quebrar a rotina das aulas utilizando o software X-LOGO, e buscam uma re-
feréncia com algumas atividades para desenvolver em sala de aula. Aqui este professor
ird encontrar sete temas que envolvem Geometria e Algebra. Obviamente os temas nao
poderao ser desenvolvidos em sua totalidade, haja vista que héa discussoes que excedem o
contetdo do ensino bésico, exceto para alunos mais avangados, ou que fazem parte de gru-
pos de treinamento para Olimpiada de Matematica, ou de Iniciacao Cientifica. Contudo
a parte pratica pode ser trabalhada na integra.

Segue como sugestao inicial que o professor faca uma introducao do programa,
falar de seus comandos, primitivas, procedimentos e interpretacao deles, a fim de que os
trabalhos nao sejam apenas mecanizados e possam entender em cada passo o que estd
acontecendo no processo. Entretanto, se o professor dispor de um tempo muito curto
para atividades extra-curriculares, sugiro que os comandos e primitivas sejam inseridos
de acordo com a sua necessidade e utilizacao. Com isso ele ganha tempo para as atividades
que considera mais relevantes.

Inserimos neste trabalho alguns temas que podem servir para uma eventual ini-
clagdo a programacao béasica na segao, e outros que misturam conteidos matematicos
com légica de programagao na subsegao. Eles podem ser desenvolvidos com alunos dos
primeiros anos do Ensino Fundamental IT e Ensino Médio.

A seguir apresentaremos os temas que desenvolvemos neste trabalho e o nivel do ensino

basico em que eles podem ser tratados.

e Os comandos e a interpertacao deles no X-LOGO, descritos no capitulo 1 podem ser
trabalhadas a partir das séries iniciais do Ensino Fundamental I o que pode inclusive

auxiliar na percepgao geométrica dos discentes.

e Nasecao 2.1 O Método de Heron para aproximar raizes quadradas, é muito eficiente

e simples, podendo ser trabalhado com alunos do sexto ano do ensino fundamental



IT. A demonstracao do método é exclusivamente para o professor.

e Os poligonos regulares, secao 2.2, podem ser trabalhados com alunos a partir do

sexto ano do ensino fundamental.

e O Algoritmo de Euclides no capitulo 2.3 pode ser desenvolvido com alunos a partir
do sexto ano do ensino fundamental, exceto a demonstragao, logo apds inserir o
conceito de Maximo Divisor Comum. Normalmente nesta série os livros didaticos
trazem apenas o método da fatoragao ou o método dos divisores comuns. Introduzir
o Algoritmo de Euclides com o computador pode se encaixar como atividade com-
plementar. Ja a parte da demonstracao pode ser trabalhada com alunos de perfil

diferenciado.

e A atividade sobre numeros palindromos na secao 2.4 também podem ser tratada
com alunos a partir do sexto ano do ensino fundamental. Aparece neste momento
mais uma vez a oportunidade do professor utilizar o editor de texto para escrever os
procedimentos. Este é um pouco mais complexo, mas colocamos um passo a passo
explicando cada bloco de cédigo para facilitar o entendimento. E importante que
este passo a passo também seja feito com os alunos, principalmente se os alunos

forem iniciantes no programa.

e A parte que trata da Desigualdade Triangular na subsegao 2.2.2 pode ser trabalhada
com ensino fundamental, exceto a discussao sobre o angulo de giro, que utiliza a lei

dos cossenos, esta aconselhamos que seja feita com alunos de ensino médio.

e Usamos uma abordagem diferente para a desigualdade das médias, secao 2.6, aqui
trabalhamos sua interpretacao geométrica. Da forma como foi exposta aqui é pre-

ferivel tratar apenas com alunos do ensino médio.

e Os Clirculos Tangentes trabalhado no capitulo 2.8 foi dividido em trés partes, a
saber, a pratica, conjectura e a parte tedrica. A parte pratica e a conjectura pode
ser tratada com alunos do Ensino Médio, ja a demonstracao de que os pontos de
tangéncia sao racionais fizemos exclusivamente para o professor, mas isto nao impede
que estas atividades sejam feitas com alunos mais avancados, desde que tenham

maturidade suficiente para entender estes temas.

Vale ressaltar que a maior parte das figuras deste trabalho foram construidas no
Geogebra, isto ocorreu porque o X-LOGO exporta figuras de baixa resolucao, o que
dificulta a visualizacao do leitor. Por esta razao optamos por utilizar o Geogebra para

construcao da maior parte das figuras para registrar este trabalho. Isto também justifica



o fato de que algumas figuras extraidas do X-LOGO foram resultados de print da tela do
computador, o que também compromete a qualidade da visualizacao.

Outra consideracao importante sobre este trabalho é que durante o texto toda a
vez que escrevemos um comando ou primitiva optamos por destacar em italico para evitar

confusoes com as demais abordagens do texto.

0.2 OBJETIVOS

0.2.1 OBJETIVOS GERAIS

e Estimular o estudo da matematica promovendo o desenvolvimento da autonomia,
raciocinio logico-matematico, possibilitando ampliacao no conhecimento e no desen-
volvimento dos alunos das séries finais do ensino fundamental e também do ensino
médio.

0.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Fazer conjecturas para solucao e generalizacao de problemas matemaéticos.
e Utilizar o software X-LOGO como ferramenta para inserir contetidos matematicos.
e Trabalhar técnicas e estratégias de resolugao de problemas.

e Utilizar a informéatica como ferramenta para o ensino de matemaéatica na educacao

basica.

e Introduzir conceitos basicos de programacao afim de agucar o raciocinio légico dos

alunos, bem como tentar despertar interesse sobre o tema.
e Promover o estudo de ferramentas do software X-LOGO.

e Estimular a criatividade dos discentes, bem como a iniciativa pessoal.

0.2.3 USO DE SOFTWARES EDUCACIONAIS E APLICA-
TIVOS

Deixamos este subitem para fazer uma reflexao acerca do uso de softwares aplica-
tivos em sala de aula, suas vantagens e desvantagens na utilizagao, como recurso didatico,
bem como, a necessidade de ampliar as ferramentas para facilitar o ensino-aprendizagem

de Matematica.



A geracao atual de discentes é imediatista, o que explica, em parte, a evidente
insatisfacdo com as aulas ditas "tradicionais”, ou seja, aulas expositivas nas quais sao
utilizados apenas o quadro e o giz. Eles julgam esse tipo de aula como sendo pouco
dinamica. Na verdade muitos deles ficam horas nas redes sociais, mas nao tem paciéncia
de ficar uma hora estudando Matematica. Neste contexto, cabe ao professor alertar
seus alunos que a Matematica nao se aprende num unico dia. O conhecimento deve ser
construido gradativamente. Deve-se estudar um pouco a cada dia para fixar o aprendido
e também agregar novos conhecimentos ao que ja se sabe. Ninguém aprende violao hoje
e amanha comega a tocar numa banda de sucesso. Um dos motivos para o fracasso dos
alunos nas avaliacoes internas e externas é o fato de estudarem, apenas, as vésperas das
provas. Eles aprendem o que acham necessério para si, e para eles a matéria da prova so é
necessaria quando a avaliacao se aproxima. Na verdade, nosso objetivo aqui nao é discutir
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o fracasso escolar, mas vale lembrar o que diz Alicia Fernandez: A aprendizagem
acontece em um vinculo, se ela é um processo que ocorre entre subjetividade, nunca uma
unica pessoa pode ser culpada. A culpa, o considerar-se culpado, em geral, estd no nosso
imaginario...” (2001, p.321). Quadros et al (2015) em Causas e consequéncias do fracasso
escolar: no inicio da escolaridade, destaca a motivacao do alunos como um dos seis
determinantes para o fracasso escolar: o contexto economico e social, o contexto familiar,
o contexto educacional, os professores, o fracasso no interior da escola e a motivagao do
aluno. Assim o aprender por aprender nao existe: os alunos precisam saber para que e por
que precisam saber determinado assunto. Atualmente os alunos motivam-se apenas com
a tipica aprendizagem utilitaria, isto é, sé se aprende se for 1til, necessario para entrar no
mercado de trabalho, visando ao retorno financeiro.

A internet invade nossos lares com todas as suas cores, seus movimentos e sua
velocidade, fazendo o inacessivel tornar-se acessivel, como navegar pelo corpo humano e
visualizar a Terra do espaco sem sair do lugar. E dificil, portanto, prender a atencao do
aluno em aulas feitas com conjunto lousa + professor. Entao, por que fazemos o mesmo
quando se podemos fazer diferente? Uma vez que os alunos gostam tanto de aulas que
utilizam a tecnologia, por que nao aproveitar essa oportunidade e usa-la a nosso favor?
A aula pode entusiasmar os alunos de maneira ao menos parecida com que sao excitados
pelos jogos e filmes de alta qualidade e com efeitos especiais.

A escola precisa modernizar-se a fim de acompanhar o ritmo da sociedade e nao se
tornar uma instituicao fora de moda, ultrapassada e desinteressante. Embora lentamente,
ela estd fazendo isso. Saber que o aluno aprende com o que lhe prende a atencao todos
sabem. A questao é: estao os professores, as escolas e os sistemas de ensino preparados
para tal mudanca? Aulas modernizadas pelo uso de recursos tecnolégicos tém vida longa

e podem ser adaptadas para varios tipos de alunos, para diferentes faixas etéarias e di-



versos niveis de aprendizado. O trabalho acaba tendo um retorno muito mais eficaz. E
importante, no entanto, que haja nao apenas uma revolugao tecnoldgica nas escolas. E
necessaria a revolugao na capacitagao docente, pois a tecnologia é algo ainda a ser desmis-
tificado para a maioria dos professores. Existe uma infinidade de programas disponiveis
para atividades interativas e jogos; porém, alguns professores nao sabem como utiliza-los.

Utilizar o computador em sala de aula é o menor dos desafios do professor: utilizar
o computador de forma a tornar a aula mais envolvente, interativa, criativa e inteligente é
que parece realmente preocupante. O simples fato de transferir a tarefa do quadro para o
computador nao muda uma aula. E fundamental que a metodologia utilizada seja pensada
em conjunto com os recursos tecnolégicos que a modernidade oferece. O filme, a lousa
interativa, o computador, etc., perdem a validade se nao se mantiver o objetivo principal:
a aprendizagem. De acordo com Giraldo et al: ”...evidenciar aos estudantes a necessidade
de construir argumentos matematicos, e evitar que eles atribuam ao computador um
estatuto de verdade matematica...”. Entendemos com isto que as préprias limitacoes que
os softwares possuem servem como argumento de necessidade de fazer uma justificativa
matematica.

O conhecimento tem presenca garantida em qualquer projecao que se faga do fu-
turo. Neste contexto, cabe a escola ampliar o conhecimento como espaco de realizacao
humana, de alegria e de contentamento cultural; selecionar e rever criticamente a in-
formagao; formular hipdteses; ser criativa e inventiva. Inovar, planejar se a médio ou lon-
gos prazos, fazer sua propria reestruturacao curricular. O uso de tecnologias na disciplina
Matematica torna-se, a cada ano de certa forma obrigatério, porque ha uma necessidade
cada vez maior de mostrar aos alunos, que a matematica que eles véem em sala de aula
tém aplicacoes em diversos ramos do conhecimento.

De acordo com Giraldo et al:

" E importante destacar que, no encaminhamento proposto acima, nao é
papel do computador converter-se em um critério para verificar ou confirmar
a validade matematica da solucao. O papel fundamental do computador é
o de motivar conjeturas e indicar caminhos para a solucao do problema e
para a generalizacao desta solucao, além de enriquecer a compreensao desta
solucao por meio da articulagao entre as representacoes algébrica e grafica. A
validade ou nao da solugao devem ser baseadas exclusivamente em critérios de
argumentacao matematica...” (GIRALDO et al, 2012, p. 44)

Segundo o autor primeiro deve-se partir da exploracao de um exemplo particular no
ambiente grafico, o que nos permite chegar a uma conjectura sobre a solucao do problema.
Em um segundo momento, verifica-se matematicamente a validade desta conjectura. Em

seguida, deve-se voltar ao computador para a interpretacao grafica do resultado.



Finalmente, generalizamos o resultado, por meio de argumentos matematicos. To-

dos estes passos estao ilustrados a seguir na figura .

Figura 1: O papel do computador na exploracao inicial e na interpretagao dos resultados

computador verificacao computador generalizacao
exploracdo inicial {wess-| matematica |wesw| inferpretacio |mess| matematica
conjecturas do problema da solugdo da solucao

O nosso trabalho foi influenciado parcialmente pelo modelo proposto por Giraldo,

isto esta bem claro no capitulo 2.

'FONTE: GIRALDO, Victor; et al. Recursos Computacionais no Ensino de Matemdtica. Colecio
PROFMAT. 1° edigao. Rio de Janeiro. Sociedade Brasileira de Matematica. 2012. p. 44



1 X-LOGO

O software X-LOGO ¢ um interpretador LOGO escrito em java que, atualmente,
roda em 8 idiomas: alemao, arabe, frances, inglés, espanhol, portugués, galés e espe-
ranto. Distribuido sob licenca GPL, é um software livre e gratuito. Sua licenga pode ser
encontrada na internet.

Esta linguagem desenvolvida nos anos 70 por Seymour Papert !. Ela é excelente
para iniciar os estudos de programacao, e ensina o basico sobre temas como loops (lagos),
condicionais, procedimentos, etc. O usudrio pode mover uma tartaruga dentro de uma
janela, usando comandos simples como "parafrente”, "paratrds”, "paradireita”, ou suas
abreviagoes, respectivamente, "pf”; “pt” e “pd” entre outros comandos. Com cada mo-
vimento, a tartaruga deixa ou nao um “rastro”atras de si (desenha uma linha) e desta
maneira se criam desenhos. Também é possivel lidar com palavras e listas. Ele é um
software de Matematica Dinamica que une diversos campos da Matematica como por
exemplo: Geometria, Algebra e Célculo Diferencial e Integral. Markus Hohenwarter e
uma equipe internacional de programadores auxiliaram no desenvolvimento deste soft-
ware, para aprender e ensinar matematica nas escolas. Os conceitos matematicos podem
ser solidificados com este programa, por exemplo para construirmos um triangulo, preci-

samos conhecer os conceitos de angulo externo, condigao de existéncia de triangulos, sem

1Seymour Papert (Pretéria, 1 de Margo de 1928 — Blue Hill, Maine, 31 de julho de 2016) foi um
mateméatico e proeminente educador estadunidense nascido na Africa do Sul. Lecionava no Massachusetts
Institute of Technology (MIT).Papert estudou na Universidade de Witwatersrand, graduado em 1949 e
obteve um PhD em matematica em 1952. Recebeu outro titulo de PhD, também em matematica, na
Cambridge University em 1959, onde foi orientado por Frank Smithies.Ele foi o tedrico mais conhecido
sobre o uso de computadores na educacao, um dos pioneiros da inteligéncia artificial e criador da linguagem
de programagdo LOGO (em 1967), inicialmente para criangas, quando os computadores eram muitos
limitados, nao existia a interface gréfica e muito menos a internet. Na educagao, Papert cunhou o termo
construcionismo como sendo a abordagem do construtivismo que permite ao educando construir o seu
préprio conhecimento por intermédio de alguma ferramenta, como o computador, por exemplo.Desta
forma, o uso do computador é defendido como auxiliar no processo de construgao de conhecimentos, uma
poderosa ferramenta educacional, adaptando os principios do construtivismo cognitivo de Jean Piaget a
fim de melhor aproveitar-se o uso de tecnologias.Papert morreu em sua casa em Blue Hill, Maine, em 31
de julho de 2016.



0s quais nao poderemos formar a figura. Trabalhamos alguns comandos e interpretacao

deles de forma dinamica.

1.1 COMANDOS E INTERPRETACAO

Antes de comecar a tratar dos comandos e suas interpretacoes, é importante lem-
brar que quando eles surgirem no texto destacaremos em italico. O X-LOGO permite
que certos eventos sejam disparado por comandos internos, esses comandos sao chama-
dos primitivas. Cada primitiva pode ter um certo nimero de parametros os quais sao
chamados argumentos. Por exemplo, a primitiva "ld”, que limpa a tela de desenho, a
primitiva "dt”, faz com que a tartaruga desapareca, essas primitivas nao exigem nenhum
tipo de argumento, enquanto que a primitiva “parafrente” ou "pf” exige um argumento,
por exemplo, pf 30 faz a tartaruga andar 30 passos para frente.

As primitivas pf e pd tem uma importancia especial para o nosso trabalho, pois a
primeira traz a ideia de segmento e a segunda de angulo de giro.

Os argumentos no LOGO sao de trés tipos:

1. Palavras: Sao sinalizadas pelo simbolo aspas (7). Um exemplo de primitiva que
utiliza uma palavra como argumento é a primitiva mostre. mostre ”Oi devolve Oi.
Note que se por acaso este simbolo for esquecido o interpretador retornara com uma
mensagem de erro. De fato, o comando mostre espera um argumento, sendo assim
para o interpretador a palavra (Oi), por exemplo nao significard nada, uma vez que
nao é um numero, uma comando, uma lista, ou qualquer outra coisa definida em um
procedimento. Ela deve ser acompanhada do simbolo aspas (”) para que o programa

a interprete como parte de uma procedimento ou lista.

2. Listas: Sao argumentos definidos entre colchetes. Por exemplo, o comando repita
4[pf 100 pd 90] ira repetir 4 vezes o processo de andar 100 passos de tartaruga para
frente e virar 90° para a direita, tendo como resultado um quadrado de lado 100
passos de tartaruga. No apéndice deste trabalho estao alguns procedimentos para

consulta.

3. Numeros: eles podem ser qualquer das trés variacoes de argumento, pois algumas
primitivas exigem numeros como argumento, por exemplo: pd 100, a tartaruga
vira 100° para direita. Eles sao tratados em algumas instancias como um valor
numérico por exemplo: pt 100, a tartaruga percorrera 100 unidades de passos de
tartaruga para tras e em outros casos sao tratados como palavra, por exemplo:
mostre évazio? 12, o programa julgara se a palavra seguinte é verdadeira ou falso,

neste caso escrevera falso.



1.1.1 EXEMPLOS DE COMANDOS

Nesta secao listamos alguns exemplos de comandos. E ébvio que nossa intencao
aqui nao é esgotar todos os comandos, e sim trazer a funcionalidade de alguns que foram

utilizados neste trabalho e outros que chamam atencao por suas particularidades.

REPITA

Existem ocasioes em que é necessario efetuar a repeticao de um trecho de programa
um determinado ntimero de vezes. Neste caso, podera ser criado um looping que efetue
o processamento de um determinado trecho, tantas vezes quantas forem necesséarias. Os
loopings também sao chamados de lagos de repeticao ou malhas de repeticao. Com o
conhecimento adquirido até este momento no software, o leitor com toda certeza iria
escrever o mesmo trecho, repetindo-o o niimero de vezes necessarias. O comando repita é
importante porque faz este looping e evita que se escreva mais de uma vez uma sequéncia
l6gica de procedimentos.

Ele pode ser utilizado direto na caixa de entrada ou em algum procedimento no
editor de texto. Abaixo estd um exemplo de como construir um quadrado de uma vez sé na
caixa de entrada. Este comando como o nome mesmo diz, repete o procedimento escrito
entre parénteses a quantidade de vezes que foi pré-determinada. Observe que, durante o
passo-a-passo da construgao (subitem 2.2.2) escreveu-se quatro vezes o comando pf e se
desejarmos que a tartaruga volte a posigao inicial, se escreverd também 4 vezes o comando
pd 90, caso contrario digitando trés vezes este comando serd suficiente para se construir
o quadrado. Por esta razao escreveu: repita 4/ pf 100 pd 90]. O detalhes para construir

o quadrado com um sé comando estao apresentados no subitem 2.2.3.

ROTULE

Este comando faz com que seja escrita uma mensagem, simbolos ou palavras na
area de transferéncia. Resolvemos fazer um texto que pisca com a frase BOM FIM DE
SEMANA para tanto basta escrever na caixa de entrada:
repita 8000 [mudecl verde rotule [BOM FIM DESEMANA] mudecl vermelho rotule [BOM
FIM DESEMANA] mudecl branco rotule/ BOM FIM DESEMANA]]

O efeito visual sera como se o texto estivesse piscando em cores diferentes, mas na verdade
o que o programa faz é pintar o texto alternadamente nas cores vermelho, branco e verde,
respectivamente, o programa fara isto 8000 vezes.

Um bom exercicio seria utilizar o comando rotule para rotular pontos plotados na

area de transferéncia. A utilizacao deste comando se d4 em meio a procedimentos logicos.
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LEIA

Este comando faz aparecer um retangulo na tela do X-LOGO, pedindo uma in-
formacao pré-determinada. Exemplo: LEIA [ QUANTOS ANOS VOCE TEM ?] "IDADE

Depois de fornecida a informacao pedida pelo programa, ele apenas lé e armazena
a informacao na sua memoria. Normamente este comando nao é utilizado isoladamente
sua funcionalidade estd na criacao de procedimentos logicos, como os que tratamos na
subsecao 1.2.

Vale ressaltar que é necessario que seja introduzido no final do procedimento o
simbolo () acompanhado de uma palavra ou letra, sendo o procedimento ficard incom-
pleto. Esta palavra nao precisa necessariamente ter relacao com o tema do texto a ser lido
para que o comando funcione, ela serve apenas para completar o comando, no entanto,
para que nao fique muito desconexo é importante colocar palavras que tenham relacao
com a informacao que se deseja que o X-LOGO processe.

Depois de fornecida a informacao pedida pelo programa, ele apenas lé e armazena
a informacao na sua memoria. Normamente este comando nao é utilizado isoladamente
sua funcionalidade estd na criacao de procedimentos 16gicos, como os que foram tratados

em 1.2. A figura 1.1 ilustra o resultado do comando.
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Figura 1.1: Uso do comando Leia

o wop el

Arquvo Edigdo Femamentas Auda
Comando:

e
s
X
&
1E
¥

LEIA [ QUANTOS ANOS VOCE TEM?) IDADE Edtor  Pare

MENSAGEM

Este comando faz aparecer uma mensagem escrita numa janela na caixa de entrada.

Exemplo: MENSAGEM [ A EDUCACAO E UM DIREITO DE TODOS]
Vide a figura 1.2.
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Figura 1.2: Uso do comando mensagem

a Maga a g
Comanda:
L] i ‘» W
& ¥ - (£
x ! . *
&
v » B i
* 'F‘ A EDUCAGAD E UM DIREITO E 3 !
1 DE TODOS ] »
x ®
o oK LY
- o — *‘ — - - = - - e . . ‘-1' =
MENSAGEM [ A EDUCAGAO E UM DIREITO DE TODOS] Edtor  FPare

1.2 PROCEDIMENTOS

Procedimentos sao comandos criados pelos usuarios que sao digitados no editor
de textos eles se iniciam com a palavra ”aprenda’e terminam com a palavra "fim”. Na
figura 1.3 , situada abaixo, estao o resultado e o procedimento simples que constréi um
triangulo. Procedimento: repita 3[pf 100 pd 120]
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Figura 1.3: Procedimento simples para construir um triangulo

XLogo
Arquive Edicio Ferramentas Ajuda

Comando:

o TOCER

aprenda triangulo

repita 3 [pt 100 pd 120]
fim

)
Lk

1.2.1 EDITOR

Neste subitem vamos fornecer algumas dicas de como se trabalhar com o editor de
textos

H4 trés modos de abrir o editor:

. escrevendo ed na linha de comandos (na parte superior da tela). O editor abre para
exibir todos os procedimentos ja definidos.

2. pressionando o botao Editor no canto inferior direito da janela do XLogo;

3. utilizando as teclas de atalho Alt+E.

A figura 1.4 abaixo mostra a janela do editor.

” 3 } Comandoprincipal::
il II
Vocé definiu triangulo.
triangulo Fare



Figura 1.4: Editor de texto

Editor

¥e Qx| o

’/, Comando principal:

Na figura 1.5 2 os botoes que vocé encontrard no Editor:

-

ou

By

Figura 1.5: Botoes do editor

Fecha o editor e guarda (salva)
0 que foi feito. Este é o botdo
que deve ser pressionado sem-
pre que escrever Novos coman-
dos ou fizer alteracdes nos pro-
cedimentos. Se preferir, utilize
as teclas de atalho ALT+Q.

Sai do editor sem salvar nenhu-
ma das mudancas feitas. Vocé
também pode utilizar as teclas
de atalho ALT+C.

Imprime o contetdo do editor.

Copia o texto selecionado para
o clipboard.

Este botdo aparece na base do
editor com uma caixa de texto
para definir um comando prin-
cipal, ou seja, o comando que
serd executado ao dlicarmos
no botdo correspondente da
janela principal. Este comando
principal serd salvo junto com
0 arquivo .Igo.

Recorta o texto selecionado
para o clipboard.

Cola o texto armazenado no
clipboard.

Localiza e substitui termos no
editor.

14

Vale ressaltar que clicar no botao que habitualmente utilizamos para fechar janelas

2X-LOGO. Manual do Usudrio. Disponivel em:jhttp://xlogo.tuxfamily.org/pt/;. Acesso em 10 jun.

2017
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no computador - botao retangular, normalmente vermelho marcado com um X- no canto
superior direito da janela de titulo, nao produz efeito algum. Somente os dois primei-
ros botdes acima citados na figura 1.5 permitem sair do editor. Para apagar (eliminar)
procedimentos, nao adianta utilizar a tecla BACKSPACE ou selecionar tudo e deletar
os procedimentos do editor, pois eles s6 desaparecerao naquele momento. Se o editor
for fechado e aberto novamente o texto antes apagado aparecera outra vez. Caso deseje
que o texto seja apagado definitivamente basta utilizar quaisquer das primitivas elimine,
eliminetudo ou et. Com relacao ao uso de caracteres deve se tomar alguns cuidados. Por
exemplo o caractere barra invertida, ou backslash ” / ”permite colocar espaco entre pa-
lavras ou uma nova linha. O comando ” /n”faz a quebra de linha enquanto ” /”seguido
de um espaco, indica espago numa palavra.

Exemplo: mostre Geometria / plana

Geometria plana

mostre Geometria n plana

Geometria

plana

Se desejar escrever o caractere ” /7 sera necessario escreve- duas vezes 7 /7.

mostre // xlogo. Obtém-se:

/ xlogo

Da mesma forma os caracteres “ $ () [| #” sao reservados para a linguagem Logo.
Sendo assim, se necessitar representa-los, sera necessario utilizar o caracter 7\ ”antes.
Exemplo:
mostre /(/xlogo/)

(/xlogo/)

Vale ressaltar que o XLOGO nao faz distin¢ao entre maitsculas e minusculas para proce-
dimentos e primitivas. Sendo assim, tanto faz escrever QUADRADO ou qUADdRAAO,

o interpretador de comandos o "traduzird’e executard corretamente como na figura 1.6.
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Figura 1.6: Resultado do procedimento que constréi um quadrado

llﬁn Edight Feramestas Ajuda
» - L%

B
LI L
i _ _ - _ _ N

t‘uc% definiu guadradn. Edior || Pare
QuAdRAdd

Por outro lado, XLOGO faz distincao para listas e palavras: mostre ”CaMpEaO

— "CaMpEaO (as letras maitsculas e minisculas sdo mantidas como escritas).

1.2.2 PROCEDIMENTOS LOGICOS

Destacaremos aqui alguns procedimentos logicos basicos que podem ser compilados
no X-LOGO.

JUNTANDO DOIS PROCEDIMENTOS

Abrindo o editor digite o seguinte procedimento:
aprenda idade
leia [Qual € a sua idade?] "idade
atr "idade pri 1dade
se :idade < 18[mo [ vocé é menor de idade]]
mensagem [ O RESPEITO E UMA GRANDE VIRTUDE]
fim

Na figura 1.7 aparece o este procedimento escrito no programa.
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Figura 1.7: Juntando dois procedimentos no editor
XLogo
Arquivo Edic3o Ferramentas Ajuda
Comando:

* - I = . - . ‘
# ‘@ Editor f-.—
NS X BmI@IA

aprenda idade
leia [Qual é a sua idade?] “idade
* atr “idade pri:idade
se ddade<18 [mo [ Vocé é menor de idade]]
‘% TERETE [ O RESPEITO E UMA GRANDE VIRTUDE]
im
¥ |

P comando principal:

Apés clicar no botao que tem o formato da roupa da tartaruga (No LINUX é

possivel colocar um pinguim no lugar) o X-LOGO imediatamente responde com a men-

sagem: “Vocé definiu idade”.

Figura 1.8: Interacao com o usuério

Logo

Arquivo Edigdo Ferramentas Ajuda
Comando:

.ll . -t . -t -%

>

¥
e

¥
S~
LT

¥
oo

@
T S YR YA S

n Qual éasuaidade? - ~
' oK
& O
u v
* d 3 F LEN N RS b1 b F ] % - > )
;;Bacdﬁedeﬁniu idade. . -

Se em seguida digitarmos a palavra "idade” o programa abrird uma janela retan-
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gular com a seguinte pergunta: "Qual € a sua idade?”. Digitando uma idade inferior a 18
anos o programa respondera: “Vocé é menor de idade”, caso digite uma idade superior
a 18 anos o programa nao terd acao para realizar uma vez que nao foi definido nada no
procedimento caso isto ocorra.

Cada parte do procedimento tem sua importancia. A tabela 1.2.2 mostra com mais

detalhes as primitivas trabalhadas aqui.

Comando || Abreviacao Interpretacao

atribua atr atribui valor a uma variavel

primeiro pri retorna o primeiro elemento de uma lista ou palavra.
mostre mo mostra a palavra, resultado da lista, ntimero.

Tabela 1.1: Fungoes das primitivas utilizadas no procedimento.

Por exemplo, a primitiva leia 1é e armazena na meméria do programa a informacao
que sera digitada na caixa retangular como mostra a figura 1.8. Ela é a primeira primitiva
acionada ao digitar-se a palavra "idade”. Depois de feita a leitura entra em acao a segunda
parte do procedimento. A primitiva "atr” é a forma abreviada da primitiva “atribua”,
ela atribui valor légico a palavra 7idade”. Em seguida o procedimento compara a idade
digitada com o valor delimitado, no nosso caso 18 anos. Isto ocorre por causa da primitiva
"pri” que é uma abreviacao da primitiva "primeiro”. Ela retorna a palavra "idade”,
que atribuimos valor l6gico neste procedimento. Se o procedimento tivesse terminado
neste ponto o programa traria como resposta: O que devo fazer com 12 anos?”, por
esta razao acrescentamos a linha: se : idade < 18/mo [ vocé é menorf]. Nesta parte

”

a primitiva condicional “se” estabelece uma condi¢ao caso a idade seja menor que 18
anos. A primitiva "mo”, abreviacao da primitiva "mostre”, mostra como resposta do
procedimento a frase: ”"Vocé é menor de idade”. Completamos o procedimento com o
comando mensagem. Independente da resposta do procedimento anterior a mensagem: ”O
RESPEITO E UMA GRANDE VIRTUDE” apareceria, haja vista que apesar de estarem
sendo usados juntos eles nao estao relacionados. Mesmo que tivemos acrescentado mais
uma linha para indicar que a idade digitada fosse de uma pessoa maior de idade. Portanto

esta ultima linha poderia ser retirada sem nenhum prejuizo ao procedimento.A figura 1.9

mostra a ultima parte do procedimento
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Figura 1.9: Mensagem isolada

Arguive Edig3o Ferramentas Ajuda
Comando:

& 4
®

O RESPEITO E UMA GRANDE VIRTUDE ljjf'

Vocé definiu idade.
idade Editor Pare

Qual é a sua (dade?
12
vocé menor de idade

Um bom exercicio seria incrementar este procedimento com mais condicionais fa-
zendo com que o programa forneca respostas diferentes para os casos em que sejam di-
gitadas idades maiores que 18 anos, e também no caso em que se digitar exatamente 18
anos. Nao fizemos isto aqui porque a ideia é estimular ao aluno tentar sempre melhorar

o procedimento realizado estabelecendo novas condigoes.

PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEIROS NUMEROS IMPARES

Vamos criar um procedimento que soma os n primeiros nimeros impares. Abrindo

o editor de textos digite os seguintes comandos.

aprenda quadradoperfeito
leia [Quantos nimeros impares vocé deseja somar?| "n
se:n >0 [saida :n*n]

fim

Apertando o botao que tem o formato da roupa da tartaruga o programa respon-
dera com uma mensagem na caixa de saida: wvocée definiu quadradoperfeito. O comando
funcionara ao digitar quadradoperfeito na caixa de entrada. Fazendo isto ira aparecer

na tela uma janela com a mensagem: Quantos os numeros impares vocé deseja somar?.
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Depois que o usudrio escrever a quantidade e apertar a tecla ENTER o programa res-
ponderda como mostra a figura 1.10. O procedimento criado fard com que o programa
leia 0 nimero digitado na caixa de entrada através do comando leia e o armazenard em
sua na memoria, em seguida fard as operacoes definidas no procedimento. A saida é a
resposta que o programa da ao procedimento criado. Neste caso : n* : n, ou seja, elevar ao

quadrado o nimero digitado. A demonstracao deste fato estd no Apéndice deste trabalho.

Figura 1.10: Soma de ntimeros impares

I'-.:l;u:.t ENGE  FETAMenlEs  Apdd

* &

2P ¥ 6=

Fluarles 4 Rirme impise s S
-
5 -
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e m g wog

*i

3,
- - - - - -
Vack deliniu puadradoperen i Pars
L TEa it E

A justificativa de que este procedimento sempre resulta num quadrado perfeito é

simples e pode ser feita utilizando o principio da indugao matematica.

PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEIROS NUMEROS NATURAIS

O procedimento abaixo soma os primeiros n nimeros naturais. Abra o editor e
digite:
aprenda somanaturais
leia [Quantos nimeros naturais vocé deseja somar?| "n
se .m >0 [saida n*(:n+1)/2]
fim
O procedimento multiplica o nimero natural digitado por seu sucessor, em seguida divide
por dois o resultado. A nivel médio o professor podera aproveitar o momento para co-

mentar sobre a soma dos termos de uma progressao aritmética de razao 1. A justificativa
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desta expressao pode ser feita pelo principio da inducao matematica e, se encontra nos

Apéndices deste trabalho.

PROCEDIMENTO QUE IDENTIFICA SE UM NUMERO E PRIMO OU SE
TEM ALGUM DIVISOR

Nesta subsecao aparece um conceito basico de programacao que ¢ a ideia do looping.
Segundo Manzano e Oliveira (2005), o looping é o processamento de um determinado
trecho do programa, tantas vezes quantas forem necessarias. Ele também é chamado de
lacos ou malhas de repeticao.

Colocamos um procedimento bem interessante que identica através do comando
var se um numero é multiplo de algum outro, e ainda interage com o usudrio mostrando
qual é o seu menor divisor, caso seja miiltiplo, ou afirmando que ele é primo. Para funci-
onar basta escrever vai 15 o programa determina se o niimero é primo, caso contrario ele
responde que é multiplo, e mostra seu menor fator primo. Este procedimento foi extraido
do site Projeto Logo 3. O procedimento abaixo ilustra a situacao.
aprenda vai :x
se :x = 1 [mo [Por definigao, o nimero um (”17) nao é um nimero primo] paretudo/
se :x / 2 =inteiro (:x / 2) [mo sn [O nimero] sn :x [€ par] pare] repita :x - 1
se 0 = resto :x (1 + cv) [mo sn [O nimero] sn :x [é miltiplo de:] [mo 1 + cv paretudo]
se cv x cv >:x mo sn :x [€ um ndmero primo!][ paretudo/
fim
Neste momento aparece mais uma vez o conceito de Condicionais* que é muito importante
em programacao. A ideia matematica basica utilizada aqui é a do Crivo de Eratéstenes,
note que o procedimento excluiu o algarismo 1, caso ele seja digitado o programa imedia-
tamente responde: 1 nao € um niumero primo, em seguida, o programa vai guardando os
restos da divisao do nimero digitado  por nimeros primos, se em algum momento este
resto da divisao for zero o programa responde: é maltiplo de y, caso contrario ele continua
iterando até quando y? < x, se isto ocorrer o programa responde: = é um nimero primo.

Estes procedimentos légicos sao de suma importancia para agucar o raciocinio dos
alunos. A ideia é que eles pensem matematicamente para resolver os problemas citados,
utilizem o programa para verficar que a conjectura matematica funciona, e por ultimo,

quando couber ao publico alvo, verificar o porqué dela funcionar.

3Fonte:Projeto Logo. Disponivel em: jhttp://projetologo.webs.com/dsf/;. Acesso em: 18 jan 2018.
40s condicionais tem por finalidade tomar uma decisdo. Eles sdo de trés tipos: simples, compostos e

encadeados. No caso dos condicionais simples, aparece apenas uma condicao a ser satisfeita, no caso dos
condicionais compostos o programa deve tomar uma decisdo diferente a cada resposta ao procedimento,
enquanto que nos condicionais encadeados novas decisoes sao tomadas depois das respostas do programa

as decisoes anteriores
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1.3 AVALIACAO DO SOFTWARE

A avaliacao do software mereceu atencao especial, pois o software X-LOGO esta
diretamente relacionados ao processo de ensino-aprendizagem dos educandos, sendo as-
sim, a qualidade das atividades elaboradas é fator determinante para o sucesso ou fracasso
deste recurso educacional. A forma como ele for trabalhado pode ser fator motivador ou
até desmotivador se as atividades elaboradas nao forem dosadas corretamente pelo pro-
fessor. Cabe a este ter sensibilidade suficiente para perceber se os alunos ja se encontram
exauridos.

De acordo com Silva (2012, p. 29), “é importante verificar de que forma essa
maquina pode ser mais bem utilizada no processo educacional , nao apenas no seu uso
em geral, mas especificamente para o uso das ferramentas elaboradas e destinadas ao ato
pedagdgico”.

A tarefa de avaliar um software educacional é uma etapa fundamental quando se
visa alcancar um ensino qualificado. Concordamos com Carvalho (2005) no que tange a
defender a descoberta do usuario mediante a informagao dada de maneira parcial, a ideia
é que ele se sinta motivado a explorar cada vez mais o software e obter informagoes novas
que auxiliem no seu processo de cognicao, portanto o software deve se mostrar atraente e
desafiador.

Na Figura 1.11 vemos um quadro com algumas perguntas especificas que devem

ser respondidas ele foi criado por Fantin °

SFANTIN, Kitia. Metodologia de Avaliacdo de Software Educacional. Curso de Bacharelado em
Sistemas de Informagao. Universidade de Caxias do Sul(UCS -CARVI)
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Metas especificas Questoes a serem respondidas
Facilidade de aprendizagem O wusuario localiza pontos de interesse com facilidade no
programa? O tempo para aprendizagem do programa, pelo
usuario, é adequado?
Flexibilidade e eficiéncia Apods o usuario aprender a usar o programa, ele consegue ser
produtivo em suas tarefas? O programa se apresenta flexivel, a
fim de oferecer uma boa experiéncia tanto para os usuarios
leigos, quanto para 0s mais experientes?
Prevencao de erros O programa previne que o usuario cometa erros? E quando os
comete, o programa da suporte de como recupera-los? O
programa fornece mensagens de aviso, erro ou alternativas de
forma adequada?

Ajuda e documentacao O programa fornece informacoes documentais e opcao de ajuda?
Se sim, podem ser facilmente encontradas?

Satisfacao O sistema atende satisfatoriamente as necessidades dos usuarios?

Adequacdo pedagogica O programa apresenta correspondéncia com os contelidos
pedagdgicos abordados nas disciplinas escolares?

Utilidade O programa oferece as funcdes necessarias para a realizacao das
tarefas?

Adequacao técnica O programa apresenta tempo de execucao das tarefas adequado?

As exigéncias técnicas do programa sio compativeis com os
equipamentos de informatica disponiveis?

Figura 1.11: Avaliagdo do software

Vamos responder todas estas perguntas a luz do X-LOGO.

1.3.1 FACILIDADE DE APRENDIZAGEM

O usuario localiza pontos de interesse com facilidade no programa? O
tempo para aprendizagem do programa, pelo usuario, é adequado?

O usuério teve dificuldades para se localizar no programa, inicialmente, mas logo
que se habituaram nao tiveram grandes dificuldades para realizar as tarefas propostas.
A maior dificuldade se encontrava nos conceitos matematicos que surgiam nos problemas
e nao no manuseio do programa. Quanto ao tempo que separamos para realizacao das
atividades, ele foi considerado satisfatério. O nosso intuito é nao deixar que as atividades

se tornem exaustivas para que nao venham a gerar enfado e desinteresse.

1.3.2 FLEXIBILIDADE E EFICIENCIA

Apébs o usuario aprender a usar o programa, ele consegue ser produtivo
em suas tarefas? O programa se apresenta flexivel, a fim de oferecer uma boa
experiéncia tanto para os usuarios leigos, quanto para os mais experientes?

O software possibilita ao discente agucar sua criatividade auxiliando na producgao
de tarefas logico-matematicas, além de servir como um bom instrumento para a iniciagao

a linguagem basica de programacao. Ele é bem flexivel podendo ser propostas atividades
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de diversos niveis e contetidos, o que amplia o leque de atividades com o programa.
Atividades podem ser propostas desde as primeiras séries ensino do fundamental I até ao

nivel superior.

1.3.3 PREVENSAO DE ERROS

O programa previne que o usuario cometa erros? E quando os comete,
o programa da suporte de como recupera-los? O programa fornece mensagens
de aviso, erro ou alternativas de forma adequada?

O X-LOGO nao previne os erros cometidos, mas avisa ao usuario quando e onde
ele foi cometido. O software aponta a linha onde esta o erro comentido no editor de
textos, mas nao o local exato onde foi cometido, isto pode trazer algumas dificuldades
para os mais leigos e com poucas experiéncia no programa. Outra coisa que pode trazer
dificuldades é o fato de que qualquer caracter digitado erroneamente no editor fara com
que o procedimento nao funcione.

Caso o erro seja cometido na caixa de entrada o programa imediatamente interage
com o usudrio indicando onde esta o erro. Na verdade o sofware interage com o usuario

em todas as suas acoes estando elas certas ou erradas.

1.3.4 AJUDA E DOCUMENTACAO

O programa fornece informagoes documentais e opcao de ajuda? Se sim,
podem ser facilmente encontradas?

O programa fornece informacoes de ajuda na barra de ferramentas. Ela pode
ser encontrada facilmente pelo usuério no alto da tela do lado direito. Clicando no botao
Ajuda aparecera quatro opgoes, a saber, Licenca, Traduza a Licenca, Traduza o X-LOGO

e Sobre... As funcoes deste botoes serao listadas abaixo:

1. Licenc¢a: Neste botao encontramos a licenga original do programa em inglés.
2. Traduza a Licenca: Podemos visualizar a traducao da licenca para o Portugues.

3. Traduza o X-LOGO: Aqui vocé pode criar uma nova tradugao para algum idioma
que nao tem traducao disponivel, modificar uma traducao ja existente, completar

uma tradugao, ou ainda consultar as tradugoes disponiveis.

Ha também um link que o usudrio pode encontrar mais informagoes numa pagina de

ajuda, ou até mesmo enviar um e-mail para orientagoes.
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1.3.5 SATISFACAO

O sistema atende satisfatoriamente as necessidades dos usuarios?

Depende do tipo de recurso que o usuario deseja. Se ele pretender encontrar um
programa que auxilie a inserir conceitos matematicos o X-LOGO ¢ este software, se porém
além disso quiser imagens para registro ou compartilhamento ja nao aconselho, porque o
programa produz imagens de baixa resolugao. Abaixo temos duas figuras 1.12 e a 1.13
ilustram a diferenca entre imagens produzidas no X-LOGO e no LibreOffice Draw. Elas
correspondem a 30% dos seus tamanhos originais. Escolhemos esta proporcao porque
tamanhos maiores ocupam espagos maiores da pagina no caso do X-LOGO. Isto traria
para o registro a impressao de erro de formatagao da figura. Ja no LibreOffice Draw a

figura aparenta melhor formatacao.

Figura 1.12: Triangulo produzido no X-LOGO- 30% do tamanho original
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Figura 1.13: Imagem exportada do X-LOGO para o LibreOffice Draw- 30% do tamanho

original

Os graficos e imagens extraidas do software sao de baixa resolucao e portanto sao
pouco atrativas. A figura 1.12 foi exportada direto do programa, este recurso é pouco
atrativo, porque nao da para controlar o espago que aparece entre a figura e a legenda da
figura. O interessante sao as discussoes que surgem com o programa na construcao dessas
figuras. Apesar disso os alunos ficaram satisfeitos com os recursos que o programa tem a
oferecer. Vale ressaltar que os discentes atuais tem perfil imediatista, por esta razao nao
aconselhamos estender o projeto por um periodo muito longo para nao gerar enfado.

Outro recurso importante do programa é a possibilidade do usuério alterar a roupa

da tartaruga de sete maneiras distintas deixando assim a sua interface mais amigavel.

1.3.6 ADEQUACAO PEDAGOGICA

O programa apresenta correspondéncia com os contetdos pedagoégicos
abordados nas disciplinas escolares? O software é utilizado como ferramenta para
auxiliar no ensino e aprendizagem de matematica. As atividades foram adequadas de
acordo com o grau de conhecimento matematico dos alunos. O software também pode
ser utilizado no ensino de Programacao, Robdética, Fisica, Cdlculo, Geometria Analitica,

entre outras disciplinas.

1.3.7 UTILIDADE

O programa oferece as fungoes necessarias para a realizagao das tarefas?
O programa possui alguns comandos com fungoes matematicas, mas é possivel uti-
lizar o EDITOR para trabalhar conceitos matemaéticos que nao possuem primitivas no

programa, utilizando um pouco de raciocinio légico-matematico. Neste ponto também é
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possivel utiliza-lo para inserir conceitos bésicos de programacao. E possivel criar procedi-
mentos que fazem conjugacao verbal em verbos regulares e em verbos irregulares também,
mas este ultimo é muito mais trabalhoso. Neste caso teriamos uma 6tima oportunidade
para trabalhar interdisciplinaridade. No site PROJETO LOGO ¢é possivel encontrar di-

versos desafios e problemas interessantes para se trabalhar com este software.

1.3.8 ADEQUACAO TECNICA

O programa apresenta tempo de execucao das tarefas adequado? As
exigéncias técnicas do programa sao compativeis com os equipamentos de in-
formatica disponiveis?

Devemos ter em mente que toda vez que resolvermos trabalhar um software di-
ferente dos que estamos habituados a utilizar precisaremos saber se as maquinas de que
dispomos tem os requisitos necessarios para tal. No nosso caso, fez-se necessaria fazer
uma atualizacao na plataforma JAVA dos computadores do laboratério de informartica.
Quanto aos periféricos nao necessitamos de nenhum diferente do que habitualmente se
tem em um laboratério de informéatica. Agora quanto ao tempo de execucao das tarefas
50 minutos foi suficiente para a execucao das atividades em cada aula. O ideal é propor

pelo menos um tarefa em cada aula.



2 TEMAS MATEMATICOS

2.1 METODO DE HERON PARA APROXIMACAO
DE RAIZ QUADRADA

Nesta secao vamos trabalhar o Método de Heron' para aproximar rafzes quadradas

apresentando um algoritmo recusivo simples que converge para a raiz quadrada.

2.1.1 O ALGORITMO E SUA DEMONSTRACAO

O algoritmo funciona da seguinte maneira: assumindo @y como uma aproximacgao

inicial da raiz quadrada de um numero realA, temos:

A

ap + —

a; = B o

Uma aproximacao melhor sera dada pela iteracao seguinte:
A
a; + —
ag = 4@
? 2

Prosseguindo desta forma teremos uma aproximagao por excesso melhor a cada iteragao.

Apoés a escolha de uma aproximacao inicial ag, podemos construir o algoritmo:

A

ag—1 +

ak:%,VkeN

E facil verificar que a, > VA, Yk € N. y
De fato, pois se A =a-b, sendoa =a; >0e 0 < b= —, Vk € N, dai pela

ay,
desigualdade das médias:

Herao ou Heron de Alexandria foi um matematico que muito se destacou vivendo, provavelmente, no
periodo de 150 a.C. a 250 d.C., ele contribuiu bastante em seus trabalhos para a Matemaética e Fisica de
forma numerosa e variada, sendo considerado um enciclopedista. No seu Livro A Métrica, encontra-se o
método de Herao de aproximar a raiz quadrada de um ntmero inteiro. Tal método é hoje frequentemente

utilizado em algoritmos por computadores e permite aproximagoes sucessivas.
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A
ak+—
Qg

A
> —=vVA 2.1
2 T @k Qe \/— ( )

Ap4+1 =

Para cada nimero natural k, encontraremos um nimero ay, aproximacio por falta de v/A.
Surge entao o seguinte questionamento: Quantas dessas iteragoes serao necessarias para
encontrar a aproximacao desejada? A fim de evitar que o programa entre numa rotina
de calculos exaustivos devemos impor um limite de iteragoes, que sera controlado por um
erro da aproximagao. Por exemplo, se quisermos obter uma aproximacao com 6 casas
decimais corretas, usamos uma aproximacao € = 1079 e devemos, a cada iteracao, checar
se o termo a; encontrado satisfaz a precisao € imposta inicialmente. O erro ¢ dado por
E). = |a} — A|. Se E} for menor que a precisdo &, entao tome aj como raiz aproximada.
Exemplo: Aproximar v/6 pelo método de Herdo com precisao de ¢ = 107°. Como
2 < /6 < 3, tomamos como aproximacdo inicial ag = 2,4. Testamos o erro da apro-
ximagao inicial. Como |2,4% — 6] > 1.

Continuamos as iteragoes: Fazemos: k = 1 teremos:

6
2,4+ﬂ
a1:T7:2,45.

Como |2,45% — 3| > 1072, continuamos as iterando:

Para k = 2 teremos:

2,45 + 2—(15
a9 = T’ = 2.44948979592.

E como |2,44948979592% — 6| > 1079, se continuarmos as itera¢bes no proximo

passo teremos:

6
9. 44948979502
! t 511918979502

as = 5 = 2,44948974278.

Usando a mesma expressao para o calculo de £ observaremos que az é uma apro-

ximada de v/6 , com precisio ainda melhor que 1076,

2.1.2 IMPLEMENTACAO NO X-LOGO

No programa utilizamos o comando mostre para realizar esta tarefa. Vale ressaltar

que o algoritmo funcionaria se colocasse apenas os nimeros, no entanto o programa daria
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a seguinte resposta para o usudrio:O que devo fazer com ...7, indicando que o software
nao sabe o que fazer com a resposta. Agora ao utilizar o comando mostre ja estaremos
indicando que é para o programa apenas mostrar o resultado da recorréncia.

A figura 2.1 ilustra a situacio de uma aproximacao para /3 incluindo o célculo do

erro no X-LOGO.

Figura 2.1: Aproximacao de Heron para raiz quadrada de 3 com precisao de 8 casas

decimais
8 Kioge - En
Arquive Edicdo Ferramentas Ajuda
Comanda: |
‘ IJI . . . LN . n‘ ‘ - 'F
¥ % '3
® : % 3;
L 2 = » ¥
= - = s P E ] k
mostra (1.5+3/1.5)2 Editor Pare

1.75

mostre (1,75+3/1.75)2

1.732142857142857

mastre (1. 73214285T142857+3/1 T3214285714285T)2
1.7320508100147278

mostre 1.7320508100147276° 1. 7320508100147276-3

0.000000008472675

mastre [Apraximagdo com erro menor gue 0,00000001]
Aproximag3c com erro menar gue 0,00000001

Podemos observar que ao calcular uma aproximacao da raiz quadrada por este
método a convergéncia ocorre muito rapido. Isto faz com que este método seja eficiente
quando se deseja uma aproximagao com poucas casas decimais. Observe que com duas
iteracoes ja conseguimos uma aproximagao excelente. Para mais detalhes sobre a prova
do Método de Heron basta consultar o Apéndice B deste trabalho nele também ha uma
discussao sobre a velocidade de convergéncia da recorréncia .

Vale ressaltar que esta aula, também poderia ser feita na sala de aula com auxilio
de uma boa calculadora cientifica. Além disso nos dias atuais ja existem celulares com
boas calculadoras algébricas, que também seriam capazes de nos fornecer excelentes apro-
ximagoes.

Resolvemos fazer esta atividade no X-LOGO para mostrar que os resultados ficam
melhor compreendidos neste programa. Isto ocorre pelo tipo de interacao que o mesmo
faz com o seu usuario. Nele o feedback ocorre imdiatamente, mostrando eventuais erros
que porventura tenham ocorrido no processo.

Segue como sugestao de atividade a implementacao deste método no editor, talvez
neste momento eles ja tenham maturidade suficiente com o programa para resolver tal

problema. Seria interessante criar uma linha de cédigos que va calculando aproximacoes
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até um certo erro pré-determinado, e que faga o programa parar quando encontrar tal
erro.
Vamos listar abaixo alguns conteidos que podem ser trabalhados nesta atividade

a nivel fundamental.

e decimais.

fragoes.

média aritmética.

raizes quadradas.

ideia de recorréncia.

2.2 POLIGONOS REGULARES

Inicialmente construiremos poligonos regulares utilizando apenas primitivas afim
de fazer uma conjectura que nos pemitird todos os poligonos regulares em funcao do seu
numero de lados. Além disso esta secdo nos permitird estudar os seguintes conceitos

matematicos:
e segmento.
e angulos interno e externo.
e soma de angulos internos e externos de um poligono qualquer.
Vale ressaltar que também aparecem ideias bésicas de programacao nesta se¢ao. Sao elas:
e leitura e armazenamento de valores de variaveis aleatorias.

e lacos.

2.2.1 CONSTRUCAO DO TRIANGULO EQUILATERO

A construcao do triangulo equildtero depende do conhecimento de suas proprie-
dades basicas, a saber, trés lados iguais e trés angulos iguais. Portanto utilizaremos a
primitiva pf para movimenta a tartaruga para frente, e a primitiva pd para mover a tar-
taruga para direita. A medida do segmento nao é importante, desde que sejam todos
iguais. Por esta razao vamos fixar 100 passos de tartaruga como medida. Seguem abaixo
os comando que constroem um triangulo equilatero.
pf 100 pd 120
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Poligono regular | Nimero de lados Angulo externo em graus Comando

triangulo equildtero 3 %0 repita 3 [PF 100 PD 120]
quadrado 4 3% repita 4 [PF 100 PD 90]
pentagono 5 30 repita 5 [PF 100 PD 72]
hexdgono 6 80 repita 6 [PF 100 PD 60]
eneagono 9 80 repita 9 [PF 100 PD 40]
decdgono 10 360 repita 10 [PF 100 PD 36]
dodecégono 12 30 repita 12 [PF 100 PD 30]
icosdgono 20 30 repita 20 [PF 100 PD 18]
n-4gono n 360 repita n [PF 100 PD 2]

Tabela 2.1: Tabela de construcao de poligonos regulares

pf 100 pd 120
pf 100 pd 120
Observe que como os comandos se repetem trés vezes, utilizar o comando repita ajudaria
muito na construcao, haja vista que, podemos construir o triangulo de modo mais pratico
com este comando. Observe como ficaria digitando o comando abaixo na caixa de entrada.

repita 3[pf 100 pd 120]

2.2.2 CONSTRUCAO DO QUADRADO

Agora a figura que desejamos construir deve ter todos os seus lados e angulos
iguais. Como o objetivo é apenas utilizar primitivas podemos pensar da mesma forma da
secao 2.2 atentando para o fato de serem quatro lados iguais. Seguindo a mesma logica

utilizaremos as primitivas pf e pd:
pf 100 pd 90 pf 100 pd 90 pf 100 pd 90 pf 100 pd 90.

2.2.3 CONSTRUCAO DE UM POLIGONO REGULAR QUAL-
QUER

De posse das ideias trabalhadas nas secgoes 2.2.1 e 2.2.2, observamos que ao dividir
o angulo de 360° pelo nimero de lados do poligono que desejamos construir obteremos o
angulo que a tartaruga deve girar(angulo externo) para fazer sua construgao. Também
observamos que o nimero de lados do poligono € igual ao niimero de vezes que as primitivas
se repetem no procedimento. A tabela 2.1 ilustra a situagao:

A tabela 2.6.4 é uma conjectura que pode ser provada a partir do angulo interno de
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um poligono regular. Sabemos que um poligono de n lados, possui n vértices e portanto

n angulos internos todos iguais, ja que ele é regular.

Lema 2.2.1. Um poligono reqular de n lados pode ser dividido em n — 2 triangulos, e
180 - (n — 2)

cada dngulo interno (a;) possui medida a; =
n
Demonstracao. A prova do lema 2.2.1 é simples. Basta observar que de cada vértice
partem n — 3 diagonais (ndo contam os vértices adjacentes nem o vértice escolhido) como
mostra a figura 2.2, portanto este poligono ira formar, a partir deste vértice n—3+1 = n—2

triangulos.

Figura 2.2: Numero de triangulos que podem ser formados a partir de um vértice

-

NEE S

quadrado pentagono hexdagono heptagono octégono decagono

us)

Agora pelo fato da soma dos angulos internos de cada triangulo ser 180°, teremos

que a soma de todos os angulos internos serd 180 - (n — 2), e como o poligono possui 7,
180 - (n — 2)

isto resulta que cada angulo interno tera medida igual a ——— . O]
n
Agora vamos mostrar que em um poligono regular cada angulo externo mede :
36
e = —
n

Demonstracao. De acordo com o lema 2.2.1 se dividirmos o poligono regular em triangulos,
. .A . . 180 - (n — 2)
ele formard n — 2 triangulos, e cada angulo interno mede a; = ———=.
n

Como o angulo interno e seu correspondente angulo externo sao suplementares, temos
que:

a; + a. = 180° <

180 (n —2)
n

+a. = 180 <+
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180 -
80-m 360 180
n n

180—@4—@3:180
n

360
E portanto a, = —. O
n

lados dele. Fizemos tal procedimento no editor de texto, segue abaixo a lista de
procedimentos.
aprenda poligono
leia[ Informe a quantidade de lados do poligono reqular que deseja desenhar?] "n
atr "poligono pri :poligono
repita :n [pf 50 pd 360/:n]
fim
Apos feito isto deve-se clicar no botao que tem o desenho da tartaruga. O programa

responderd com a seguinte mensagem:vocé definiu poligono. A figura 2.3 ilustra a situagao.

Figura 2.3: Procedimento de generalizacao

Arquive Edicle Ferramentas Ajuda ﬂ Eifiin? - o = ‘ ]
Comando | e Q % 0
o - -t | *’ | .E ﬁ 7
9 orencs poions Ik ]
T o LEIA[INFORME A llU-kNTl_JﬁDE DE LADOS DO POLIGONG REGULAR QUE DESEJA DES|
# ol ATR "POL R POLIGOND w .
REPITA n [pf 50 pd 260/n]
) 2l

P Comando principal

Para testar o procedimento basta digitar na caixa de entrada a palavra poligono.
Feito isto programa ird interagir com o usuario, abrindo uma janela com a mensagem:
Informe a quantidade de lados do poligono reqular que deseja desenhar? ao digitar o
numero de lados o programa imediatamente desenhara o poligono desejado. A figura 2.4

ilustra a situagao.
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Figura 2.4: Resposta do programa ao procedimento

a
| Arqutvs Edicio  Feramentas  Ajuda
Comandu.
B " ‘e W
v |
A ) g & @
» H o
» e
~ * b
3 _ " (B
x B FORME A QUANTIDADE DE LARDS DO POLIGOMND REGULAR QUE DESEIA DESENHART = .| 1 x g
» | [=] [ ™
* b %4 o *
A, T ‘
E¥3 - - - - £ £ '3
paligana o Hare

A figura 2.5 mostra o resultado da construcao de um octégono.

Figura 2.5: Construgao de um poligono de 8 lados utilizando o procedimento feito no

editor de texto

o : i - = O
Srguien Cdclo Fearamamis Agucs
o
- , : : ' N
iy * L™ ¥ 3
= x i
d e
» & -y Yo
L2 -1 i L3 :
- " # » W !
i R g i
1 - - - - - - -
po¥gonc Edior Fara

INFORSE A QUANTIOADE O LADCS B0 FOLEOHD: REGLILAR JUR OESE.LA, D S5k
L]

Esta secao é muito importante para melhorar a visao geométrica dos discentes, pois
as construcoes dos poligonos necessitam de um conhecimento teérico prévio da situacao
problema. Eles precisam saber qual é o angulo de giro necessario para fazer sua construcao.
O aprendizado é maior quando os discentes percebem sem o auxilio do professor a relagao
que existe entre o angulo de giro e o niimero de lados do poligono. Também ¢é importante
para esta atividade, que os alunos percebam que a medida dos lados dos poligonos tratados
nesta secao sao irrelevantes pelo fato de se tratarem de figuras regulares. quanto mais

autonomia os discentes tiverem mais irao progredir com o software.
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2.3 ALGORITMO DE EUCLIDES

2.3.1 O MAXIMO DIVISOR COMUM

Antes de falar do maximo divisor comum, vamos primeiro definir o que é um divisor

de um ndmero inteiro.

Teorema 2.3.1. Dados dois nuneros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo
a|b, quando existir um ¢ € Z, tal que b = ¢ - a. Neste caso, também diremos que a é um

divisor ou um fator de b ou, ainda, que b € um mailtiplo de a, ou que b € divisivel por a.

O conjunto formado pelos divisores comuns de a e b é denotado por D(a,b) . Vale
ressaltar que sendo o nuimero 1 divisor de qualquer nimero inteiro, em particular, se
forem escolhidos ntimeros a e b, certamente 1 sera um divisor comum de ambos. Logo, o
conjunto D(a,b) é ndo vazio, pois 1 € D(a,b).

Se a # 0 e d for um divisor de a e b, entdo |d| < |a|. Logo o conjunto D(a,b) é
limitado e tem um elemento maximo, ou seja, existe um divisor comum de a e b maior
que todos os demais. Analogamente, para b # 0, o conjunto D(a,b) também tem um
elemento maximo. O tnico caso que D(a,b) nao é limitado superiormente é o conjunto
D(0,0), ja que zero é multiplo de qualquer inteiro. Usaremos a notagao (a,b) = mdc(a,b)

para denotora o maximo divisor comum entre os niimeros a e b.

Exemplo 2.3.1. Agora apresentamos o Algoritmo de Euclides para o cdlculo de mdc(a,b).
(15,6) = (15,9) = (9,6) = (6,3) = (3,3) = (3,0) < mdc(15,6) = 3.
Alternativamente escrevemos:

(15,6) = (6, 15 -2-6) = (6, 3) = (3, 6 —2-3)=(3, 0) & mdc(15,6)= 3
Vamos demonstrar a validade do Algoritmo de Euclides.

Demonstracao. Sejam a e b dois niimeros inteiros positivos, podemos supor sem perda de

generalidade que a > b. Se d um divisor comum de a de b. Entao pela divisao euclidiana

teremos:
a=d- ]{?1
b=d- ks

Note que ki > ks, pois a > b.

Entao a diferenca a —b: a —b=d - k; — d - ky dai teremos: a —b =d - (k; — ko),
observe que a diferenca k; — ko > 0.

Segue-se que d divide a — b.

Mostramos que se d|a e d|b, entao d|(a — b).

Agora mostraremos que se d é um divisor de a e a — b, entao d divide b.



37

Dai podemos escrever:

a=d-ji

a—b=d- 7

Note que j; > j3, pois @ > a — b.

Dai a diferenca:

a—(a—b)=b=b=d- (j1 — j2).

Logo d divide b

Juntando os dois resultados podemos escrever que se a, b e d sao nimeros inteiros
tais que:

dla e d|b , entdo d, |a e d|(a — b)

Em outras palavras qualquer divisor comum de a e b é também divisor dos niimeros
a e de a — b, e vice-versa. Dai:

mdc(a,b) = mde(a,a — b). O

2.3.2 PROCEDIMENTO PARA CALCULAR O MDC NO X-
LOGO

Criamos um procedimento que calcula calcula rapidamente o maximo divisor co-
mum de dois niimeros inteiros positivos. Digite na janela de algebra o comando: resto 15
6 para calcular o mdc(15,6).

Observe que ird aparecer uma mensagem em vermelho na janela de visualizagao ” Que
devo fazer com 3%”.Para resolver este problema basta incluir o comando "mostre resto 15

67, e observe que nao aparece mais a mensagem como nha Figura 2.6

Figura 2.6: Mostre resto 15 6

resto 156

a0 s&i o que fazer com 37
mostre resto 156

3

mostre resto 63

0

Editor Pare

Fazendo agora o mesmo processo com os numeros 6 e 3 obteremos zero como

resposta. Na Figura 2.7 esta o resultado do procedimento.



38

Figura 2.7: Mdc (15,6)

mostre resto 156 Edtor || Pare

mostre resto 63

Como o 1ltimo resto é o niimero zero concluimos que mdc(15,6) = 3, resto anterior
nao nulo. Agora resta a pergunta: Que conceito mateméatico garante que o resultado deste
procedimento é o maximo divisor comum dos ntimeros 15 e 67

A resposta a esta pergunta é: O Algoritmo de Euclides.

Voltando ao procedimento: mostre resto 15 6, o resultado que o programa nos
fornece é 3. Iterando novamente, ele pegara o quociente da divisao anterior e dividira
pelo dltimo resto obtido, neste caso ficard mostre resto 6 3, obtendo zero como resposta.

Portanto o conceito matematico utilizado no X-LOGO, que garante que este pro-
cesso resulta no mdc é o Algoritmo de Fuclides.

No exemplo escolhido chegamos rapidamente ao (15, 6), mas escolhidos dois niimeros
inteiros positivos a e b, este processo poderia ser feito tantas vezes quanto fosse necessario
até obter o 1ltimo resto igual a zero. Procedendo desta maneira o resto anterior ao resto
nulo serd (a,b).

Esta atividade poderia ser feita sem dificuldade com alunos a partir do sexto ano do
ensino fundamental, haja vista que os conceitos envolvidos sao elementares e dependem de
poucos conceitos matematicos. Os tinicos pré-requisitos para que o aluno possa entender

os procedimentos feitos no programa é a divisao euclidiana, multiplicagao e subtracao.

2.4 UMPOUCO SOBRE NUMEROS PALINDROMOS
OU CAPICUA

Vamos agora criar um procedimento que gera nimeros palindromos ou capicuas.
Mas o que sao estes numeros? O dicionario Aurélio de Lingua Portuguesa apresenta
a seguinte definicao para palindromos: ”Diz-se da frase ou palavra que, ou se leia da
esquerda para a direita, ou da direita para a esquerda, tem o mesmo sentido”. Observe
que este termo é mais aplicado para palavras ou frases, mas também é comum vé-lo se

referindo a niimeros. Sao exemplos de palindromos: 11, 22, 121, 2332, 1234321.
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Também é comum o termo capicua, quando se trata de ntmeros. O site "UOL
apoio escolar” tras a seguinte definicao: ”A palavra Capicua tem origem catala "cap i
cua”, "cabeca e cauda”. Conhecido também por nimero palindromo, é um nimero (ou
conjunto de nimeros) que, lido da direita para a esquerda ou da esquerda para a direita,
é identico”.

Nosso objetivo nesta atividade é usar o X-LOGO para construir nimeros com esta

caracteristicas e discutir seus aspectos e padroes.

2.4.1 ALGORITMO PALINDROMO

De posse destes conceitos utilizamos o procedimento abaixo no X-LOGO para
produzir alguns palindromos.
Basicamente o algoritmo inverte o niimero digitado na caixa de entrada e soma com

o numero invertido. O processo é repetido até que aparece um palindromo. Exemplos:

1. Digitando palin 32 o programa fara:
32+23=55

2. Digitando palin 28 o programa fara:
28482 = 110 110+ 011 = 121

3. Digitando palin 176 o programa fara:
176 + 671 = 847
847 4 748 = 1595 1595 +5951 =7546 7546 + 6457 = 14003 14003 + 30041 = 44044
44044

Observe que alguns numeros no exemplo geram palindromos rapidamente enquanto o
ultimo necessita de mais iteracoes para poder gerar um palindromo.

Abaixo esta o procedimento a ser compilado no programa.

aprenda invertep :p

se évazio? :p [saida ]

saida pal ult :p invertep su :p

fim

aprenda palindromo :p

se saoiguais? :p invertep :p [saida "verd] [saida ”falso]

fim

aprenda palin :n
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se palindromo :n [mo :n pare]
mostre sn sn sn sn :n "mais invertep :n [€ igual a] soma :n invertep m
palin :n + invertep :n

fim
Para que possa funcionar corretamente este procedimento deve ser escrito na janela editor
de texto como mostra a Figura 1.2.

Apo6s ter inserido o procedimento na janela do editor deve-se clicar na janela do
alto mais a esquerda da tela, a que tem o formato da tartaruga. Feito isto escreve-se, por
exemplo, palin 68 e o programa ird produzir um palindromo com este ntimero. Observe

a Figura 2.8.

Figura 2.8: figuras/Palindromo 68

Editor - O X

e g XmERE A,

aprenda inversem:m

se evazio? :m[saida "

saida pal ult:minversem su:m

fim

aprenda palindromo :m

se s30iguais? :minversem :m [saida "verd] [saida "falso]
fim

aprenda palin :n

se palindromo :n [mostre :n pare]

mostre sn sn sn sn :n "mais inversem :n [é igual a] soma :n inversem :n
palin :n +inversem:n

fim

D Comando principal:

Vamos mostrar como funciona o procedimento. Inicialmente devemos ensinar a
tartaruga a fazer este novo procedimento para tanto deve-se digitar “aprenda”’ na janela
do editor.

Observe que este procedimento foi dividido em trés pedagos, da qual o primeiro é:

aprenda invertep :p
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se évazio? :p [saida ]

satda pal ult :p tvertep su :p

fim

Esta parte tem a funcao de apenas inverter o numero digitado na janela de co-
mando. Se apenas esta parte for digitada o programa apenas inverterd o ntimero e o
programa nao sabera o que fazer com o resultado. Mostrando na janela de visualizagao
o numero invertido e a seguinte mensagem:”O que devo fazer com 86”. Caso o nimero
digitado seja ”invertep 68. A segunda parte é responsavel por verificar se o nimero é
palindromo ou nao.

aprenda palindromo :p

se saoiquais? :p invertep :p [saida "verd] [saida ”falso]

fim

Dai ao se escrever “palindromo 35” na janela de comando, o programa verifica se
35 é palindromo e responde na janela de visualizagao com a seguinte mensagem: ”O que
devo fazer com falso?”. O programa verificou que o nimero 35 nao é palindromo, mas nao
sabe o que fazer com o resultado. O programa verifica se o niimero resultado da inversao
é igual ao invertido, se isto ocorrer ele responde: ”Que devo fazer com verd?”, se isto nao
for verdadeiro, entao ele retornard com a segunda saida [falso]. Observe que o programa
nao sabe o que fazer com a resposta, pelo retorno que ele dé ao usuario: “Que devo fazer
com falso?”.

Neste momento aparece a terceira parte do procedimento para completa-lo. aprenda
palin n

se palindromo :n [mo :n pare]

mostre sn sn sn sn :n "mais invertep :n [€ igual a] soma :n invertep m

palin :n + invertep :n

fim

Esta parte relaciona as duas partes anteriores. Se o nimero digitado for palindromo
o programa para de compilar e mostra o nimero na janela de visualizacao, caso isto
nao ocorra ele inverte o niimero e soma com o numero invertido, dai se o resultado for
palindromo ele para e mostra o niimero, caso contrario ele repete o mesmo procedimento

até encontrar um palindromo como na Figura 2.9.
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Figura 2.9: Palindromo gerado pelo 89

2

Voce definiu invertep, palindromo, palin. 14 Edior Pare
palin 89 L=

89 mais 98 éigual a 187

187 mais 781 é iqual a 968

968 mais 869 & igual a 1837

1837 mais 7381 éigual a 9218
9218 mais 8129 éiqual a 17347
17347 mais 74371 é iqual a 91718
91718 mais 81719 é iqual a 173437
173437 mais 734371 é igual a 907808 )
907808 mais 808709 € igual a 1716517

1716517 mais 7156171 é igual a 8872688

8872688 mais 8362788 € iqual a 17735476

17735476 mais 67453771 é igual a 85189247

85189247 mais 74298158 € iqual a 159487405

159487405 mais 504784951 é iqual a 664272356

664272356 mais 653272466 € igual a 1317544822

1317544822 mais 2284457131 é iqual a 3602001953
3602001953 mais 3591002063 é igual a 7193004016
7193004016 mais 6104003917 é igual a 13297007933
13297007933 mais 33970079231 é igual a 47267087164
47267087164 mais 46178076274 € iqual a 93445163438
93445163438 mais 83436154439 é igual a 176881317877
176881317877 mais 778713188671 & iqual a 955504506548
955504506548 mais 845605495559 € iqual a 1801200002107
1801200002107 mais 7012000021081 € igual a 8813200023188
8813200023188

No caso do 89 sao necessérias 24 iteracoes para se encontrar um palindromo. A
conjectura palindroma é que, independente do niimero escolhido, sempre se chega a um
palindromo apdés um numero finito de iteragoes do procedimento, mas nao se pode afirmar,
com certeza, que o procedimento sempre resultara num palindromo. Existem nimeros
para os quais nao se sabe se geram palindromos por este procedimento.

Existem ntimeros que parecem nunca formar palindromos, porque o procedimento
aplicado a eles parece nao ter fim, o menor nimero inteiro com esta caracteristica é
196. Charles W. Trigg, um matematico da Califérnia, examinou a conjectura em 1967
no seu artigo Palindromes by Addition e encontrou 249 inteiros menores de 10.000 que
aparentemente nao geram palindromos apés 100 passos. O menor deles é o 196. Tais
nimeros sao chamados de numeros de Lychrel. Um problema que se poe é determinar se
o numero 196 é um numero de Lychrel. A busca para resolver este problema é conhecida
como o Algoritmo 196 ou o Problema 196, mas normalmente chamado de 196 Palindrome
Quest. Um dos problemas em aberto da Teoria dos Numeros é encontrar os nimeros de
Lychrel. Harry J. Saal realizou em 1975, no Centro Cientifico de Israel, 237.310 passos do
nimero 196 sem encontrar palindromos

No blog “196 e outros nimeros de Lychrel” vocé encontra varios resultados de
estudos feitos sobre estes niimeros misteriosos, entre eles se destacam os trabalhos de Jason
Doucette, que chegou a impressionantes 13 milhoes de digitos apds sucessivas iteragoes do

nimero 196 sem obter palindromo para tanto ele gastou 2888 dias no arduo processo. O



43

nimero publicado no site dele estd num bloco de notas de tamanho 13 megabytes.

Em fevereiro de 2006 Landingham completou 699 milhoes de iteragoes, alcancando
um numero de 289 milhoes de digitos sem encontrar um palindromo, e o célculo continua
(LANDINGHAM, 2006).

A tabela 2.2 mostra alguns nimeros palindromos e seus respectivos ntimeros de

iteragoes necessarias para gerar palindromo.

Digitos Numero Numero de iteracoes
2 89 24
3 187 23
4 1.297 21
5 10.911 55
6 150.296 64
7 9.008.299 96
8 10.308.988 95
9 140.699.390 98
10 1.005.499.526 109
11 10.087.799.570 149
12 100.001.987.765 143
13 1.600.005.969.190 188
14 14.104.229.999.995 182
15 100.120.849.299.260 201
16 1.030.020.097.997.900 197
17 10.442.000.392.399.900 236

Tabela 2.2: Iteragoes que geram palindromos

2.4.2 PALINDROMOS DIVISIVEIS POR 11

Existem varias outras particularidades sobre os niimeros palindromos.

Uma delas é que todo ntimero palindromo com um niimero par de digitos é divisivel
por 11, ou seja, o resto da sua divisao por 11 é zero.

Exemplos:

872312213278 (nimero palindromo com 12 digitos)

91533644633519 (nimero palindromo com 14 digitos)

Se dividirmos qualquer um desses nimeros por 11, o resto sera nulo.

O fato pode se confirmado facilmente no X-LOGO digitando o comando: "mostre

resto 91533644633519 117 e "mostre resto 872312213278 117
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Vale lembrar que um nimero é divisivel por 11 quando a soma alternada de seus
algarismos for um multiplo de 11.

Seja aya2a3ay...49, 302, 202, _1G2,, Um palindromo de 2n digitos. Pelo fato do
numero ser palindromo, os digitos equidistantes sao iguais. Aplicando o critério de divisao
por 11 os digitos de ordem impar serao positivos, enquanto que os digitos de ordem par
serao negativos, como segue abaixo.

a1 —az +ag —ag+ ... + ap—3 — Aop—2 + Aop—1 — A2

Reagrupando os termos equidistantes:

(a1 — agn) + (—az + agn—1) + (a3 — azp—2) + (—as + agn—1) + ...

Note que todos as somas entre parénteses sao nulas, porque os termos equidistan-
tes sao iguais. Segue-se que a soma alternada é divisivel por 11, e portanto o nimero

palindromo com um numero par de digitos é divisivel por 11.

2.4.3 OUTRAS FORMAS DE GERAR PALINDROMOS

A titulo de curiosidade podemos listar outras formas de se encontrar palindromos.
Por exemplo, se elevarmos ao quadrado um ntmero de no maximo 9 digitos todos iguais
a 1 teremos o seguinte resultado:

1-1=1

11-11 =121

111-111 = 12321

1111 - 1111 = 1234321

11111 - 11111 = 123454321

111111 - 111111 = 12345654321

1111111 - 1111111 = 1234567654321

11111111 - 11111111= 123456787654321

111111111 - 111111111 = 12345678987654321

Demonstragdo. O nimero z = 10" +10""14+10""2+...+103+10*+10+1, Vn € N|n < 9.

Esta é a escrita na base de um numero de n digitos todos iguais a 1, portanto
elevando ao quadrado teremos:

(10" + 10" +10"2 + ... 4+ 103 + 10% + 10 + 1)?

= (10" + 10" '+ 10" 2+ ...+ 10+ 102 + 10+ 1) - (10" + 10" ' + 10" 2 + ... +
10° +10* + 10 4+ 1)

=1-10*"+2-10>"1+3-10>" 24+ ..+ (n—1)- 10" 4+ n- 10" + (n +1) - 10" +
n-10"1+ .. +3-10°+2-10+1; Vn € Njn < 9. O

Note que produto formara um nimero com uma quantidade par de digitos. Na

tabela 2.3 estao os termos do desenvolvimento do nosso ntumero.
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Termo | quantidade de vezes que aparece
102%™ 1

1021 2

10272 3

10273 4

1om+ (n)
1 (n—1)
10"t (n—2)

103 4
102 3
2
1

10
10°

Tabela 2.3: Termos do desenvolvimento do palindromo

De acordo com a tabela 2.3, os termos equidistantes tem mesmo coeficiente, por-
tanto o niimero obtido é um palindromo.

Note que se n > 10 ja nao vale a proposi¢ao, de fato se tivermos:

1111111111 - 1111111111 = 1234567900987654321 que nao é palindromo.

2.4.4 CURIOSIDADE CAPICUA

Dia 20 de fevereiro de 2002, quarta-feira, foi uma data historica. Durante um
minuto, houve uma conjuncao de niimeros que somente ocorre duas vezes por milénio.
Essa conjugacao ocorreu exatamente as 20 horas e 02 minutos de 20 de fevereiro do ano
2002, ou seja, 20:02 20/02 2002. E uma simetria que, na matematica, é chamada de
capicua. A raridade deve-se ao fato de que os trés conjuntos de quatro algarismos sao
igua is (2002) e simétricos entre si (20:02, 20/02 e 2002). A tltima ocasido em que isso
ocorreu foi as 11h11 de 11 de novembro do ano 1111, formando a data 11h11 11/11/1111.
A préxima vez serd somente as 21h12 de 21 de dezembro de 2112 (21h12 21/12/2112).
Provavelmente nao estaremos aqui para presenciar. Depois nunca mais haverd outra
capicua. Em 30 de marco de 3003 nao ocorrera essa coincidéncia matematica ja que
nao existe a hora 30. Esta curiosidade sobre os palindromos foi extraida do site Tripod

2. Quando trabalhamos com numeros palindromos no ensino fundamental inserimos a

2Fonte: Tripod. Disponivel em: jhttp://leandrobrito.br.tripod.com/curiosidades.htm;. Acesso em 20
jun 2017.
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ideia matematica de recorréncia, o que sera muito importante para o desenvolvimento
matematico dos discentes no futuro. Isto também podera despertar a curiosidade sobre o
tema. Talvez os Numeros de Lychrel despertem uma paixao pela Matematica.

Os palindromos sao arte do matematico Ziro Roriz. A “maluquice saudavel” como
ele mesmo diz consiste em criar palavras e frases que podem ser lidas tanto da esquerda
para direita como ao contrario. O escritor talvez seja o maior nome desta antiga pratica
linguistica em lingua portuguesa: ele coleciona mais de 4,5 mil palindromos, entre textos,
poemas e frases, como “socorram-me subi no 6nibus em Marrocos”. Roriz também ¢é autor
do maior palindromo conhecido, com 356 palavras. Até seu nome, Ziro Roriz, permite a
leitura reversa.

Parte deles est4 reunida no livro Palindromos — Um Desafio Linguistico 3

2.5 DESIGUALDADE TRIANGULAR

Uma proposta interessante seria pedir para que os alunos tentem construir um
triangulo com quaisquer segmentos que desejem. E provavel que em algumas situagoes

ocorram fracassos. Resta entao analisar o porqué disto ter ocorrido.

2.5.1 PROBLEMATICA

Inicialmente vamos fazer uma conjectura para depois justificar os fracassos. Como
o objetivo é usar o software X-LOGO para construir os conceitos, iremos trabalhar uma
lista de comandos no programa a fim de descrever a situagao desejada. O exemplo 2.5.1

sera uma boa proposta para discussao.

Exemplo 2.5.1. E possivel construir um triangulo com trés segmentos de comprimento
100, 200 e 300 passos de tartaruga?

Existem varios conceitos envolvidos neste problema. O aluno para resolvé-lo tera

que atentar para duas problematicas.

1. O comprimento do segmento.

2. O angulo de giro.

Se ele conseguir encontrar segmentos que satisfacam as condigoes do problema,

mas nao conseguir descobrir os angulos de giro necessarios nao sera possivel resolvé-lo. E

3A  saudével maluquice do plaindromos. Gazeta do  Povo. Disponivel
em: https://www.gazetadopovo.com.br/caderno-g/a-saudavel-maluquice-dos-palindromos-
ecsh1000rcg3ka2dxiks482mm/ . Acesso em:20 jun 2018
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muito provavel que o discente necessite de auxilio para esta empreitada, haja vista que
dependera de conceitos que provavelmente desconheca.

Plotando na janela de visualizacao trés pontos A, B e C, por exemplo, vamos
discutir as possibilidades de se partir de um ponto e chegar no outro, usando o comando
“rotule” para plotar os pontos e os comandos "pf”(para frente), “pt”(para tras), "pd” (para
a direita) e "pe”(para esquerda) para movimentar a tartaruga de acordo com as nossas
necessidades na atividade. Observe que existem duas possibilidades: ou os trés pontos

sao colineares ou nao sao. Vide a figura 2.10.*

Figura 2.10: Trés pontos colineares e trés pontos nao colineares no plano

A/\‘C

f A1 B1 C1

Vamos agora apresentar um lema que mais tarde resolvera nosso problema. Se A,
B, e C sao pontos colineares, com B entre A e C, entdo AB + BC' = AC, Supondo agora
que os trés pontos nao sejam colineares, sejam tracados os segmentos AB, BC' e AC, tais
que AB = ¢, BC = a e AC = b como mostra a figura 2.5.1 . Entdo vale a desigualdade

triangular: a < b+ ¢

4FONTE: Dados da pesquisa
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Figura 2.11: Desigualdade triangular

Demonstracao. Desigualdade triangular. Seja agora prolongado AB até um ponto D
tal que BD seja igual a AC. Assim teremos que AD = a+c. Observe que o triangulo BCD
é isésceles, pois temos BC' = BD = a e Z/ZBCD = /CDB. Dai podemos concluir que
/ZACD > /BCD = ZCDA. No triangulo ACD, isso significa que AD > AC segue-se
que: a + ¢ > b. Utilizando o mesmo argumento poderemos mostrar que a + b > ¢ e que

b+ c > a. O

Observe que a menor distancia percorrida do ponto A até o ponto C é o segmento
AC, segue-se que, qualquer outro percurso acarretard numa maior distancia que este
segmento, sendo assim, se a figura formada for o triangulo ABC, por exemplo, a soma das
distancias de AC' + BC' > AB. O mesmo ocorreria se tivéssemos tomado como referéncia
os segmentos AC e BC.

A condigao necessaria e suficiente para se formar um triangulo é que a soma de dois
lados quaisquers, tomados aletatoriamente, seja maior do que o terceiro lado. Portanto
nao é qualquer tripla que formara triangulo. A tripla escolhida deve satisfazer as condicoes
da desigualdade triangular. Isto responde o exemplo 2.5.1, nao existe um triangulo com
medidas 100, 200 e 300 passos de tartaruga. Esta discussao pode ser feita com alunos a

partir do sexto ano do ensino fundamental.
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2.5.2 ANGULO DE GIRO

De volta ao nosso problema de construir o triangulo, suponha agora que os segmen-
tos escolhidos satisfacam as condigoes da secao 2.5.1. Afirmo que ainda nao sera possivel

construir o triangulo desejado se nao conhecermos os angulos internos do mesmo.

Exemplo 2.5.2. Determine todos os angulos do triangulo formado com os segmentos de

comprimento 50, 60 e 70 passos de tartaruga.

Solucao 1. Conhecemos os comprimento dos lados do triangulo, entao vamos aplicar a

Lei dos Cossenos para encontrar os angulos internos.
a>=b+c*—2-b-c-cosa (2.2)

Sendo a, b e ¢ sao os lados do triangulo e o € o angulo entre os lados b e c.

1
Dai teremos: 7>°=6> 4+ 5% —2-6-5-cosa = cosa = R = o~ 78,46°.

Estas contas poderiam ser feitas facilmente no X-LOGO utilizando o comando div,
para efetuar a divisao, e o comando acos para calcular o arco cujo cosseno resulta em %,
obviamente preferimos colocar 0,2 para evitar excessos de escrita no programa.

Faremos aqui uma pausa para falar do comando div. Ele é usado para dividir dois
nimeros para isto, basta que se escreva na caixa de entrada o comando div 10 2 para
que ela faca a divisao do 10 pelo 2, por exemplo. E importante coloca que o X-LOGO
funciona como uma calculadoa algébrica para fazer contas, mas é sempre bom evitar o uso
de paréntesis para que o progama nao responda com mensagens de erro tipo esta: Muitos
argumentos entre paréntesis. Por esta razao quando calculamos o arco cujo cosseno é 0,2
preferimos escrever sua expressao diretamente no programa: acos div -7*74+6%6+5%5 60.
O programa entende perfeitamente a prioridade das expressoes, ele calculou primeiro a
expressao -7*7+6%6+5*5, depois dividiu por 60, e por ultimo calculou o arco solicitado
no inicio do comando.

Vide o exemplo na figura 2.12.

Figura 2.12: Lei dos cossenos no X-LOGO

I | — | g [l ’
{ i i | { i i

Mtk TS i |
AT —
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Analogamente poderemos calcular § = 57,12° e § ~ 44,42°. Vale ressaltar que

para fazer a construgao desejada no X-LOGO, temos que levar em conta que a tartaruga se

movimenta em relacao ao angulo raso, portanto se desejarmos um angulo interno de 78,46

devemos movimentar a tartaruga na direcao pd ou pe com inclinacao de 180-78,46=101,54

graus, ou seja devemos usar o angulo externo. A figura 2.12 mostra a solugao do nosso

problema.

Figura 2.13: Construcao de um triangulo dados os seus lados

| u Hlogo

| Arquive Edicdo  Feramenias  Ajuda
komancn:

:l s Y -4 =%

‘é
&

mosire acos div-T*7+5*6+5"5 60
TRABINA096T 18450

pr&0

pd 10154

ol 60

0d 13558

pf 70

nd 122.88

it

Os comandos escritos no programa estao descritos abaixo:

mostre acos div -7*7+6*6+5%5 60
78.46304096718453

pf 50
»d 101.5

pf 60
pd 135.58

pf 70
pd 122.88
dt

| Editor || Pare
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Analisando os comandos descritos, vemos que na primeira linha esta o cdlculo de
um dos angulos internos do triangulo, na segunda o programa ja mostra o resultado, na
terceira, quinta e sétima linhas usamos os segmentos dados, enquanto que na quarta,
sexta e oitava linhas usamos os angulos externos dos angulos calculados com a expressao
da primeira linha. Na tltima aparece o comando dt, este é facultativo, serve apenas para
fazer a tartaruga desaparecer e melhorar a visualizacao da figura 2.13.

Podemos concluir que esta tarefa se mostrou mais complexa do que parecia no
inicio, pois para executa-la perfeitamente o discente devera dispor dos conceitos de angulo
externo, desigualdade triangular e lei dos cossenos. Estes conceitos fazem que esta ati-
vidade fuja do escopo do sexto ano do ensino fundamental e adentre a primeira série do

ensino médio.

2.6 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Vamos usar o X-LOGO para construir um circulo e nele identificar as desigualdades
das médias, em seguida, demostraremos estas desigualdades no plano, mas primeiro vamos

defini-las.

2.6.1 DEFINICOES INICIAIS

Definimos como a Média Harmonica entre dois numeros reais e positivos a e b a
expressao:
2a-b
H = (2.3)
a+b
Também definimos a Média Geométrica entre os niimeros a e b pela equagao.

MG=vVa-b (2.4)

Dados dois numeros reais a e b positivos a Média Aritmética entre estes nimeros

é definida pela a razao:

a+b
5

Por 1ltimo a Média Quadratica entre os niimeros a e b, reais e positivos, é definida

MA = (2.5)

CO1mo.:

a® 4+ b?

MQ =\
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2.6.2 EXEMPLOS DE APLICACAO

Vamos fazer alguns exemplos para ilustrar a situacao:

Exemplo 2.6.1. Um veiculo percorre 30km com velocidade de 30km/h, em sequida, ele

percorre a mesma distancia com velocidade de 20km/h. Qual € a sua velocidade média?

Figura 2.14: Diagrama ilustrativo das distancias percorridas

dy = 30km dy = 30km D dy = 30km E dy = 30km
@ @ ] © e
i v, = 30km/h B v = 20km/h ¢
' Vim = 25km/h
dy = 30km H ds = 30k
@ @ @

Vin

t=25bh

Solucgao 2. A figura 2.14 ilustra a situacdo.

Efdcz'l verificar que o veiculo gastou 1h para percorrer o primeiro trecho e 1,5h para
percorrer o sequndo trecho, para mostrar isto basta diwvidir a distancia pela velocidade em
cada trecho. Ainda na figura , pode-se notar que nao € dificil acreditar que a velocidade
média no percurso DF seja a média das velocidades no percurso AC. No entanto se
fosse assim ao se calcular a velocidade média obteriamos 25km/h, e isto, resultaria que
o tempo gasto no percurso seria 2,4h. Concluimos que a velocidade média nao é a média
das velocidades. Temos que calcular a velocidade média de forma que o tempo gasto no
percurso seja 2,5h.

" Sendo assim divindo a distancia percorrida pela velocidade obteremos:
60km

— =2,5h
V 7}{
60km

Portanto a velocidade média € V,, = 24km/h.

De modo geral percorrendo duas distancias iguais com velocidade diferentes a ve-
locidade média sera a média Harmonica das velocidades. A demonstracao deste fato sera

feita a seguir.

Exemplo 2.6.2. Sejam d a distancia percorrida nos trechos AB e BC, com velocidades

vy € vy, e tempos ty e ty, respectivamente, como mostra figura 2.14. A wvelocidade serd
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aquela que o movel percorrerd no tempo ty + to, vamos mostrar que a velocidade média é

a média harmonica.

Solucao 3. Pela figura 2.15 observamos que o tempo para percorrer o trecho AB € dado

por:

Figura 2.15: Média Harmonica

d

d
tl = —.
U1

Analogameng: o tempo para percorrer o trecho CB é dado por:
tQ - .

V2

A welocidade média € aquela que ao se percorrer todo o trecho AC o tempo gasto serd

t1 + 1o

Dai
Q'd—t+t
Vm_l 2
2d_d_d
Vm_Ul V2
2-d d d

2'1)1"02
V1 + Vg

Portanto a Velocidade Média é a Média Harmonica das velocidades neste caso.
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Exemplo 2.6.3. Suponha que desejamos construir um quadrado e um retangulo de tal
forma que ambos possuam a mesma drea, como mostra figura 2.16, que relacdo deve haver

entre seus lados?

Figura 2.16: Quadrado e retangulo com mesma area

H

Solugao 4. Para satisfazer as condi¢coes do exercicios € necessario que:
a-b=07%<1=+a-b.
Concluimos dai que o lado do quadrado deve ser igual a média geométrica dos lados nao

paralelos do retangulo para que eles possua a mesma drea.

Exemplo 2.6.4. Na tabela 2.6.4 estao as taras mensais de inflacao de um pais no 1°

bimestre de um certo ano. Qual € a taxa média bimestral de inflagao?

Mes Taxa de inflagao
Janeiro 2 %
Fevereiro 1%

Solucao 5. Vamos supor que o preco de um determinado produto no dia primeiro de
janeiro do ano em questao seja P, no fim deste més o preco deste produto sofrerd um
aumento de 2 % e seu preco serd: P-1,02. Note que o nimero 1,02 ndao corresponde a
taza, ele € o fator de correcao que dd acréscimos de 1%. No fim de fevereiro este produto
sofrerd um novo aumento agora de 1%, e seu preco serd reajustado para P -1,02-1,01.
A taxa média € a aquela que ao ser aplicada nos meses de janeiro e fevereiro resultaria
no mesmo resultado. Seja i esta taxa entdo o fator de correcao serd 1+ 1, e o valor do

produto corrigido com a inflagio serd P - (1+14)?. Portanto teremos:
P-(1+1i)?=P-1,02-1,01

& P-(1+9)*=P-1,02-1,01
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& (144)2=1,02-1,01

& 14+i=1,02-1,01

&i=yT,02-1,01 -1

Observe que a média geométrica aparece no calculo da taxa média. O nimero
V1,02 - 1,01 é a média geométrica dos fatores de corregao.

Exemplo 2.6.5. Suponha que no Exemplo 2.5.1 deseja-se apenas calcular a média das

velocidades no percurso.

Solucao 6. Basta calcular a média artimética entre elas.

Mv _ V] + U9
2
20+30 50

Exemplo 2.6.6. Calcular a média quadrdtica entre os numeros 2 e 18.

22 4+ 182
Solucao 7. Mg = %8%12,4

2.6.3 INTERPRETACAO GEOMETRICA

A interpretagao geométrica estd ilustrada na figura 2.17 nela esta as desigualdades

das médias para os niimeros reais e positivos x e .
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Figura 2.17: Desigualdade das médias

MG = Média Geométrica

- G MA = Média Aritmétic
MQ = Média Quadritica cdua Aritmetiea

g MH = Média Harménica

Vamos mostrar que independente da posicao do ponto B no circulo sempre vai

ocorrer na figura 2.17 as desigualdades:

MH < MG < MA< MQ

De fato, da maneira como foi disposto na figura 2.17 o segmento CD = z + 7, é a medida

do diametro do circulo. Dai segue-se que:

MA:x;y

Sejam agora tracadas na figura os segmentos BC' e BD. Assim o triangulo BCD ficara

dividido em dois triangulos semelhantes a saber, BCF e BDF. Vide a figura 2.18.
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Figura 2.18: Triangulo BCD

Vamos mostrar que BF = /x - y. Como o triangulo BCF é semelhante ao triangulo
BDF, teremos:

CF BF
BF DF

Pelo fato de CF = 2 ¢ DF = y, teremos BF =a- y, e portanto: BF = VITy =
MG. J4 podemos concluir que: MG < M A, pois o maior valor que o segmento BF pode
assumir é a metade de uma corda do circulo, no qual a maior corda possivel é o diametro,
que por construcao é igual a x + y, portanto:

MG = iy < oY = M

No triangulo BHF, ilustrado na figura 2.19 nao ¢ dificil ver que M H < MG, pois o

triangulo citado é retangulo,basta verificar se este segmento é realmente a média harmonica.
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Figura 2.19: Triangulo BHF

Ap=21Y
2
DF =y

Na mesma figura o triangulo ABF, AB é a medida do raio do circulo e é também
a medida da hipotenusa do mesmo. Note também que os triangulos BFH e ABF sao
retangulos respectivamente em FeH , portanto vale a relagao:
AB-BH = BF’
Dai teremos:

. BH = M@?

z+ _
FBH=ux-y

BH = 224

4y *

Dividindo o numerador e o denominador por x -y, é possivel fazer esta operacao, pois

2
+

tanto  quanto y sao nao nulos. Dai teremos entao: BH =

< |

1
T

Segue-se que o segmento BH é a média harmonica, e portanto, BH < MG.
Resta apenas mostrar que MA < M@, e de fato o é, pois no triangulo retangulo
AFG o segmento FG, que tem medida MQ é hipotenusa, enquanto o segmento AG, de

medida MA, é cateto. Devemos entao mostrar que F'G é realmente a média quadratica.
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Mas primeiro temos que calcular a medida do segmento AF.
Observe que na figura 2.20, o segmento AD também é igual ao raio do circulo, e

portanto ¢é igual a média aritmética de x e y.

Figura 2.20: Triangulo AFG

Dai temos que:
AF = AD — DF

X
=5y
—zty—2y

2
=Ty

2

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo AFG teremos:
=2 —=2

FG" = MA% + AF

_ (ztYy)\2 T—Y\2

= () + ()

— PH2ay+y® | 2 —2xyty®
= 1 + 4

_ 2 2xytyira’—2-xy+y?
- 4

o 1.2+y2+1.2+y2

= 1

o CE2+y2

=2- (%)

MQ = /=2

Entdo podemos concluir que o segmento F'G é a média quadrética. A generalizacio deste
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fato esta no Apéndice B deste trabalho.

Apesar de ser um tema muito citado no ensino médio, trabalhar com médias jun-
tamente com sua interpretacao geométrica, amplia a visao do aluno sobre o assunto e
enriquece o conteudo. Se o aluno tiver conhecimento do Teorema de Pitdgoras e das
propriedades do triangulo retangulo, sera muito mais facil para ele perceber as desigual-
dades que aparecem. O uso do X-LOGO é importante neste processo, porque para fazer
a construcao o aluno deve ter conhecimento pleno das propriedades da figura que deseja
construir. E fato que todas as contas devem ser feitas antes de inserir a linha de coédigos
no computador, pois sem elas o discente nao conseguira executar o processo com precisao.
O Software Geogebra poderia ser um recurso para construir figuras com melhor resolugao,
mas do ponto de vista matematico-geométrico o X-LOGO ¢é mais enriquecedor além de
ser mais trabalhoso. O professor deve ter muito cuidado ao utiliza-lo senao poderd apenas
ficar fazendo figuras o que nao é o nosso objetivo. Objetivo deste trabalho é entender

porque as figuras construidas tém estas propriedades.

2.7 CONSTRUCAO NO X-LOGO

Definimos o circulo cujo raio ¢ a média aritmética dos nimeros x e y dados na figura
2.2 como medida dos segmentos CF e F'D, e em seguida facamos a seguinte sequéncia de

comandos para construir a figura .

Exemplo 2.7.1. Construir um circulo de raio 100 passos de tartaruga, e em sequida

identificar as médias.

Solucao 8. circ 100 pf 100 pt 100 pd 90 pf 100 pt 200 pe 16.94 pf 191.16 pd 90 pf 58.21
pd 106.94 pf 100 pd 90 pf 100 pd 140.3 pf 129.99 pd 129.7 pf 83.07 pd 146.13 pf 100 pd
123.87 pf 55.77 pd 146.13 pf 46.35 pd 90 pf 31.15.

Devemos relembrar que o comando cirec 100 desenha um circulo de raio 100 passos
de tartaruga, enquanto que os comandos pd, pe, pf e pt, movimentam a tartaruga para
direita, esquerda, frente e para tras, respectivamente e que também seguem a unidade
passos de tartaruga.

Vale ressaltar que todos os valores acima estao ligados aos valores iniciais de z e y na
figura 2.2, estes por sua vez estao estritamente ligados ao raio do circulo, que no nosso caso
¢ 100 passos de tartaruga. E importante que o professor faca cada comando com os alunos
justificando o porqué de estar utilizando-o. Neste momento podera inclusive tratar de
conceitos como semelhanga de triangulos, razoes trigonométricas, angulo externo, angulo

inteno, soma dos angulos internos, Teorema de Pitdgoras entre outros.
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2.8 CIRCULOS TANGENTES

Vamos digitar a lista de comandos a seguir na janela dlgebra, um a um, e observar
o que acontece. Para isto bastar clicar na tecla "ENTER” apo6s a cada comando digitado.

circ 100 pt 100 pd 90 pf 200 pe 90 pf 100 circ 100 pt 100 pe 90 pf 100 pd 90 pf
25 circ 25 pt 25 pd 90 pf 33.33 pe 90 pf 11.11 circ 11.11 pt 11.11 pe 90 pf 16.66 pd 90 pf
6.25 circ 6.25 pt 6.25 pd 90 pf 100 pe 90 pf 6.25 dt.

O resultado esta na figura 2.21.

Figura 2.21: Circulos tangentes

A ideia central é que o aluno perceba por si s que a figura 2.21 aparenta mos-
trar circulos tangentes a reta e tangentes e entre si dois a dois. Ele ao implementar os
comandos acima perceberd visualmente que a tangéncia entre os circulos e a reta parece

ser verdadeira. Surge entao os seguintes questionamentos:

e Os circulos sao realmente tangentes?
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e Serd que se aumentarmos o zoom no software os circulos, tomados dois a dois,

realmente tocardo a reta em um unico ponto?

e Serd que a cada par de circulos sempre existird um terceiro que seja tangente aos

dois primeiros e a reta?

e Serd que existe alguma relagcao entre a distancia dos pontos de tangéncia e suas

coordenadas no plano?

Para fixar as ideias vamos colocar a origem do sistema de coordenadas no t;. Vale
ressaltar que também é possivel construir esta figura digitando todos os comando de uma
s6 vez e finalizar apertando a tecla "ENTER”, contudo a tartaruga ird construir a figura
toda de uma s6 vez. Procedendo desta maneira o aluno nao conseguird perceber o que
cada comando faz no programa. Mesmo que seja mais trabalhoso o processo de digitar
comando por comando ¢ mais rico do ponto de vista matematico.

O rétulo dos pontos é opcional nesta construcao e pode ser feito utilizando o
comando rotule. Obviamente o manipulador do programa também terda que rotular o
ponto, pois os comandos acima apenas desenham os circulos e a reta sem rotula-los. E
importante também que a pessoa que esta utilizando o programa mude o tamanho da
fonte neste momento para melhorar a visualizacao, mas isto vai depender do tamanho
dos raios dos circulos construidos. O processo de mudar a tamanho da fonte se faz com o
comando: mudefonte 18, se desejar que o simbolo apareca no tamanho 18.

A afirmacao é que os pontos de tangéncia: ti, to, ..., t7, sS40 sempre numeros
racionais. Mas sera que isto vai sempre ocorrer para quaisquers que sejam os raios dos
circulos iniciais? No exemplo feito no X-LOGO os raios dos circulos maiores tém com-
primento igual a cem passos de tartaruga. Este valor nao foi escolhido aleatoriamente,
pelo contrario, foi escolhido a fim de dar mais visibilidade a figura. Isto ocorre porque a
unidade passos de tartaruga é muito pequena. E se comecassemos com raio 0,5 fazendo
os circulos tangentes a reta y = 07 Serd que conseguiriamos construir a mesma figura?
Existe alguma relagao entre os pontos de tangéncia e os raios dos circulos? Todas estas
perguntas serao respondidas posteriormente.

Antes de comecar precisamos de esclarecer que o termo ponto de tangéncia, significa que
a reta que passa por este ponto tocando o circulo uma tnica vez perpendicularmente a
qualquer reta que passa pelo seu diametro do circulo. Necessitaremos também de um lema

que iremos utilizar varias vezes durante a nossa conjectura e posteriormente na prova dela.
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2.9 LEMA

Lema 2.9.1. A distancia entre os pontos de tangéncia de dois circulos de raios R e r,

respectivamente, tangentes entre si e tangentes a uma reta é t =2 -V R -r.

Se observarmos na figura 2.21 a cada dois circulos tangentes entre si, eles também
serao tangentes a reta 7.
Observe a figura 2.22, ela ird auxiliar na prova do lema. Nela estao as medidas dos
segmentos DE, AC e BD

Figura 2.22: Circulos tangentes dois a dois

BD=R+r
B
BE=R-r
R AC=DE ==z
R—1r
S L N\
z
A C

De fato, note que o segmento DE é paralelo ao segmento AC, este dltimo é per-
pendicular aos circulos nos pontos A e C, pois estes sao pontos de tangéncia dos circulos,
portanto o quadrilatero AC'DE é um retangulo, segue-se que o triangulo BE D é retangulo
em E e pelo Teorema de Pitdgoras podemos escrever:

BD’ = BE + DE2, dai teremos:

(R+7r)*=(R—r)*+2?

S REA2-Rr+r*=R*-2-R-r+r*+2?

~4-R-r==x

S rx=+v4-R-r

r=2-VR-r (2.7)

Este lema é de facil demonstragao além disto ele serd muito util para as construcoes

que se seguern.
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2.10 CALCULO DOS PONTOS DE TANGENCIA

Na figura 2.23 inserimos um novo circulo tangente aos dois circulos anteriores e
tangente a uma reta, este novo circulo esta posicionado entre os dois circulos anteriores.
Surge uma pergunta: quanto mede o raio deste novo circulo? Vamos utilizar o lema
que provamos para calcular o raio deste circulo. De acordo com ele os segmentos AG e
GC medem respectivamente 2- /R -y e 2 - /T - y. Por outro lado o segmento AC mede
2-vVR-r

Figura 2.23: Tres Circulos tangentes entre si e tangentes a reta

De acordo com a figura 2.23:
AG + GC = AC, portanto;
2-VR-y+2-/r-y=2-+vR-r, dividindo ambos os membros por 2-y/R-r-y

teremos:

2VRy |, 2\ 2. VR

> VRry 2 Rry 2 VR
2@\/@ N 2Ty _ 2\/§\/77 -

1o 0.9
VT VR Y '

Agora dispomos de ferramentas suficientes para calcular todos os raios dos circulos

que forem inseridos tangentes a reta e tangentes aos circulos anteriores, através da equagao
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2.7, bem como seus pontos de tangéncia por 2.8. Vamos investigar mais este problema
inserindo mais circulos, calculando seus raios e pontos de tangéncia.
Chamando de y; o raio do primeiro circulo colocado entre dois circulos tangentes

de raio —, por exemplo, podemos calcular sua medida usando a expressao anterior.

S DR B
o
2 V2
1 1 1 1
2.

1 1
[N VI e T T avee T T

A figura 2.24 ilustra situacao.

Figura 2.24: Calculo do raio do circulo tangente no ponto ts

Agora vamos calcular o ponto de tangéncia t3, pelo lema ele é o dobro da raiz

quadrada do produto dos raios dos circulos tangentes a reta:

11 /1 1 1
t3_2\/j_<_>2 — 2. — = —
2 8 116 4 2

. . . . 1
Portanto o circulo de raio y; = 3 possui ponto de tangéncia t3 = 3

Continuando o processo calcularemos o raio y, e o ponto de tangéncia t, do circulo
inserido entre este e o circulo tangente no ponto t;= 0.

A figura 2.25 ilustra a situacao.
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Figura 2.25: Circulo tangente no ponto ts

B
(o]

RO | =

b ta t3 to

Pela equacao 2.8 o raio do circulo é:
1 1 1
+

Vamos calcular o ponto de tangéncia t, para tanto utilizaremos mais uma vez a

equagao 2.1:
V2 18
1
la 6 '3

1
O circulo de raio ys,= 8 é tangente no ponto t; = 3

Observe que até o presente momento a inica coisa que utilizamos de geometria é o lema,
que é consequéncia imediata do Teorema de Pitagoras. Vale ressaltar que esta construgao
é elementar, mas esta longe de ser facil. A verdade é que muita gente confunde Ma-
temdtica Elementar com Matemdtica ficil. E bem verdade que estes dois termos nao

sao sinonimos, sendo assim, se equivoca quem pensa desta maneira. Dizemos que a Ma-
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tematica é Elementar quando dispomos de poucos recursos para fazer as construcoes ou
demonstracoes, isto a torna mais acessivel aos leitores.

O processo iniciado aqui é realmente trabalhoso, mas temos que continuar inserindo
circulos e calculando os seus pontos de tangéncia. Quanto mais exemplos fizermos me-
lhor serd a aceitacao da nossa posterior conjectura. No final seremos premiados com um
magnifico e inesperado resultado. Continuando, entao, a figura 2.26 ilustra a inser¢ao do

circulo tangente no ponto ts.

Figura 2.26: Circulo tangente no ponto ts

05

Vamos calcular agora o seu raio ys.
Observe que pela figura 2.26 que esta construgao é simétrica anterior, portanto, o raio do

circulo tangente no ponto t5 é igual ao raio do circulo tangente no ponto t4, segue-se que
1

Y= 1_8

Quanto ao seu ponto de tangéncia observe que a distancia do ponto t, até o ponto t;

¢ igual a distancia do ponto ¢y até o ponto t5, por simetria. Dai temos:

12
o 373

Continuando o processo vamos inserir mais um circulo tangente e vamos calcular seu



raio. Vide a figura 2.27.

Figura 2.27: Circulo tangente no ponto ts

03

0.28

0.26

0.24

I

0.16 018 02 022 0‘24-0725 028 03 032 .0‘34 036 038 04 042 044 046 048 05 052 054 056 058 06 062 0.

-0.02
t

) tg 4 ty
1 1 1
Pela equacao 2.7: = + >
YR
2 18

=V2+ VI8 &

Y

=V2+3-V2¢

Y4

-5 -

ﬁ:4-\/§H

1
= &
Ya (4.\/5)2
1
Yq= 39

Vamos calcular o ponto de tangéncia tg utilizando o lema.

1
te =2 4] ——
6 4-16

1

te = 2
6 2.4

68
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1
tﬁ:i

Mais uma vez calcularemos a abscissa de um novo ponto de tangéncia que chamaremos

1
de t;, por simetria seu raio possui medida 32" Vide a figura 2.28.

Figura 2.28: Circulo tangente no ponto tr

Calculemos agora a abscissa t; para tanto vamos utlizar o lema.

1 1
t7:t5—|—2' 1—83—2<—)
=ts+2 ! <>
0 Va2 9.2.16

=ts + 2 -

A4
2:3-4

2-12+3-1
3-12

2
36
43
Ty

O ponto t; também poderia ser encontrado calculando |ty — tg], pela simetria da
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figura.
1 3

tr=1—-=-
4 4
Vamos calcular apenas mais dois pontos de tangéncia e os respectivos raios dos circulos
tangentes nele.
Fazendo uso da figura 2.29 ®, da equacao 2.7 e do lema podemos calcular o raio ys

e o ponto de tangeéncia tg.

Figura 2.29: Circulo tangente no ponto ts

Da equagao 2.7 teremos:

1
1 1

EIRE

=3-V2+42- V2«

=52

1
Ys = 50
Vamos agora calcular o ponto de tangéncia tg. Pelo lema:
tg= 14+ 2 ! ~
o 18 50

SFONTE: Dados da pesquisa
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1
=1, +2 >
T3
ty+2 ! >
- 2-3-5
1 N 1 o
315
_1-15+3-1
3-15
18
45
2
t8: g
Por simetria o circulo tangente no ponto tg possui raio igual ys = —. Vide na figura
2.30.

Figura 2.30: Circulo tangente no ponto to

Resta calcular o ponto de tangéncia tg, que pode ser encontrado somando de t3 = 3
a distancia |t3 — tg|. Mais uma vez faremos uso do lema:

to =tz + |tz — to| <>
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_1-1042-1
2410

Na figura 2.31 esta um resumo de todos os nossos passos até o presente momento.

Figura 2.31: Circulos e seus pontos de tangencia

b =

Apés este trabalho arduo de calcular os pontos de tangéncia e raios do circulos,

veremos se existe alguma relacao entre eles. Para tanto vamos analisar os valores obtidos.

1
e O ponto t; é tangente no ponto 0 e possui raio 3

1
e O ponto t, é tangente no ponto 1, e possui raio 5

1
e O ponto t3 é tangente no ponto 37 @ possui raio 3
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O ponto t4 é tangente no ponto — e possui raio

O ponto t5 é tangente no ponto — e possui raio

O ponto tg é tangente no ponto — e possui raio

O ponto t; é tangente no ponto — e possui raio

O ponto tg é tangente no ponto — e possui raio

O ponto tg é tangente no ponto — e possui raio

W N W Rk Wi Wl

2.11 Conjectura

Ja podemos observar alguns resultados. Por exemplo, quando dois circulos sao
tangentes? Ao calcular a médulo da diferenca entre dois pontos de tangéncia temos um
resultado um tanto curiosos.
|ty —t3| = [ta — 13| = §

ta—ts = fta—tol = [ = 31 = 55
ts —ta] = |ts —ts| = |1 — 3| =1
o= tsl = 1ts —tol =I5 = §1 =
o=t = It ~tol =I5~ 5 = 5
|t1_t6|:|t2_t7|:|1_4§1|:}1
=t = s —tel = 5 4 = 55

Isto nos leva a conjecturar que o numerador da diferenca entre os pontos de tangéncia de
circulos vizinhos é sempre 1.
A tabela 2.4 tras de forma mais simplificada a relacao que conjecturamos que ha entre os

pontos de tangéncia e os raios dos circulos.
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Ponto de tangéncia | Abscissa | Célculo do raio | Raio

0 _ 1 1

t 1 0 21 2
1 _ 1 1

t2 1 1 21 2
1 1 1

t3 2 2:22 8
t 1 1 1
4 3 2.32 18
t 2 1 1
5 3 2:32 18
t 1 1 1
6 1 242 32
¢ 3 1 1
7 4 242 32
t 2 1 1
8 5 252 50
t 3 1 1
9 5 252 50

Tabela 2.4: Pontos de tangéncia e raios dos circulos

A prova deste fato com mais detalhes esta no apéndice B. Este problema é muito
rico e também trabalhoso. A pessoa que o enfrenta deve estar disposto a gastar um tempo
para perceber os padroes matematicos que aparecem. E importante faze-lo passo a passo
para que o aluno perceba todos os seus detalhes. E um bom problema para se trabalhar
com alunos que participam de treinamento de Olimpiada de Matematica pelo fato de
tratar de diversos assuntos, neste caso a demonstracao poderd ser feita na integra, haja
vista que este publico é diferenciado. Também é um bom problema para se tratar com
alunos da terceira série do ensino médio, mas neste caso deve-se omitir a demonstragao e

deixa-la como exercicio para aqueles que sao mais avancados e curiosos.
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CONCLUSOES

Qual é o professor de Matematica da educacao basica, que em algum dia da sua
ardua docéncia nunca ouviu as seguintes frases dos alunos?: “Professor porque vocé veio?”
; “Vocé poderia ter faltado”; “ Nossa! Matemdtica de novo?”; “ Professor ndo € vocé nao
¢ a sua matéria que é muito chata”. Realmente é desmotivante ouvir frases deste tipo.
Mas apesar de ter um contetido puramente desmotivador, elas serviram como motivacao
para tentar outras alternativas.

S6 para constar eu ja havia trabalhado com o programa em duas escolas das redes
municipais de Cariacica (“EMEF Renascer”) e de Vila Velha (“EMEF Saturnino Rangel
Mauro”), em 2012 e 2014, respectivamente. Usei o trabalho como avaliacgdo dos dois
ultimos trimestres nos dois casos, cheguei até escrever um projeto no fim de 2014, mas
pelo fato de nao ter feito avaliacao do projeto com os discentes, resolvemos nao falar dele
neste trabalho.

Ele serviu para quebrar a rotina das aulas e acabou gerando uma certa ansiedade
por parte dos alunos na espera pela aula na informética. Acredito que isto ocorreu, pelo
fato das aulas acontecerem no laboratério de informatica. Fica o registro que em alguns
momentos me sentia um professor de Educacao Fisica, nas sextas-feiras, acredito que isto
acontecia porque era la nosso tinico momento da semana que aula de matematica era
desejada por maior parte dos discentes. Alguns até pediam para os pais nao marcarem
consultas médicas nos dias que tinha aula com X-LOGO.

Apesar de nao ter feito avaliacdo do projeto com os alunos alguns resultados fi-
caram bem visiveis, por exemplo, eles ficaram mais participativos, percebi que melhora
no rendimento dos alunos. Também pude notar que eles ficaram mais motivados com as
aulas de matematica.

Outro fato importante é que as aulas ministradas com uso de software tem que ser
bem dinamicas para nao cairem no enfado. Pude observar que os adolescentes se cansam
muito rapidamente e desistem da atividade se esta tornar-se cansativa ou muito dificil.
Por esta razao trabalhar os Clirculos tangentes de Ford foi um grande desafio, pois as

tentativas exaustivas fazem parte da conjectura.

TRABALHOS FUTUROS

Separamos esta secao para discutir alguns temas que poderiam poderiam ser ex-

plorados futuramente:

e (lirculos tangentes de Ford: Este tema é muito rico, é fato que a conjectura feita

aqui, vale para qualquer raio racional no intervalo [0, 1], que se adote nos circulos
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iniciais. Resta saber se o fato é também verdadeiro para os demais niimeros racionais

positivos.

Do ponto de vista espacial percebe-se que se utilizarmos pontos de tangéncia das
esferas obteremos o mesmo comportamento, neste caso a tripla (x,y, z) serd sempre
também composta por nimeros racionais? Aparentemente nao é dificil acreditar
que os pontos de tangéncia sejam numeros complexos. Resta saber se obteremos

todos os niimeros complexos, ou se eles também ficaram limitados a um intervo.

Geometria Espacial: Este tema nao foi explorado no trabalho, mas é possivel utiliza-
lo para construcoes em perspectiva, trabalhar o conceito de volume e até mesmo

conceitos do ponto de vista vetorial.
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A APENDICES

A.1 GENERALIZACAO DAS DESIGUALDADES DAS
MEDIAS

Queremos mostrar que vale MH < MG < MA < MQ para qualquer quantidade

n de valores para tanto vamos provar um Lema.

Lema A.1.1. Dados n numeros reais positivos, n € N, a saber, x1, T3, T3, ..., Tn_1, Tp,
tais que:
T1 Ty T3 ... Tp_1-Typ = 1, entao:

L1+ To+ T3+ .. FTp_ 1+ Ty >N

Demonstra¢ao. Principio da Indugao Matemdtica Para n = 1, é trivial, pois teremos

x1 = 1 (expressao do produto), e portanto z; > 1 (expressdo da soma).

Para n = 2, com x1, zo € R, obviamente x, x5 sao nao nulos. Ja mostramos no
circulo que vale a desigualdade:

&2“ > \/T1 - Ty, € COMO T - Ty = 1, segue-se que:

nte > V1= 2+ 1y >2

Suponha agora que a afirmacao seja verdadeira para um certo nimero k € N.

T1 T X3...0p_1 Tp=1=>21+To+T3+...+Tp_1+x > Fk.

Observe que nao pode ocorrer todos os x; > 1,7 =1, 2, 3, ..., k; k € N, pois
teriamos: xq1 - X9 - x3...25_1 - T > 1. Também nao pode ocorrer que todos os termos
r, <1,1=1,2,3,..., k; k€N, pois o produto: x1 2o -x3... 251 2 < 1.

Entao 3k € Njzy > 1e 3k € N|zgyy <1 ,dal 2, —1 > 0; 1 — 21 > 0. Se
tivermos mais de um nimero x, k € N com esta propriedade substituiremos pelo produto

dos numeros z;. Dai teremos:

(= 1) - (1 — 2p41)
=T — Tk - Tpa1 — 1 + 21 > 0, somando k£ + 1 em ambos os membros;

:xk—xk-xk+1—1+$k+1—|—k+1>k+1
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=Tk — Tk Tp+1Tk+1 + k+>k+1 (Al)

Usaremos este fato mais tarde em nossa demonstracao.

Considere agora a sequéncia de k£ + 1 niimeros reais nao nulos e positivos:

X1, To, T3,. .., Tk, Tpr1 € Ry, se agruparmos xy - Txy1 no produto:

X1 Ty T3+ ... Tp_1- (Tg - Try1), teremos um produto de k nimeros reais, positvos
e nao nulos. Pela hipétese de inducao:

1+ To+x3+ ...+ Tp_1 + T - T > k. Somando os termos xp € Ty € Tk - Tpiq
subtraindo, em ambos os membros teremos:

T1+To+w3+. . F Ty T Tl — T Tpg1 + T + Ty = K+ Tp + Ty — T T

Por A.1:

=Xk — T - Tp1Tkr1 + k+ > k + 1. Entao:

Ty + Ty + T3+ F Ty FTp Ty — Tk T + T+ Ty > k41

Concluimos que:

Se X1, o, T3,. . Tk, Tkt+1 € R+, tais que: Ty -T2 Xy ... Tgp—1 Tk Lkl = 1

= X1+ To+ T3+ ...+ T 1+ 2 + Txe1 > k + 1. Isto prova o nosso lema.

Agora vamos mostrar que: MG < M A

De fato, pois de MG = \/xy T3 T3 ... Tp_1 - Tp, temos:
MG"=x1 29 23" ... Ty_1- Ty, divindo por MG";
1_[E1'I2'[E3'...'In_1'$n

B MGn

1= T T2 T3 Tp-1 Tn

- MG MG MG T MG MG’

Agora temos o produto de n niimeros reais positivos resultando em 1, segue-se que:

T1 i 4] 4 Z3 i +xn71 i T >
MG MG MG MG MG —

Multiplicando por MG em ambos os membros teremos:

1+ o+ x3+. .. +xH 1+ x, > MG - n. Agora dividindo por n

_ml—i—xg—i—x;;—l—...—l—xn,l—i—xn
n

> MG
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MA> MG

Mostraremos agora que:

%)

n
Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos:

>(4) z
SR = s sy
i=1 12231(%1) \/:

Segue-se que MH < MG

Resta mostrar que:
MA < MQ
Vamos usar o principio da indugao matematica para provar que MA < M@Q).

Ja fizemos no circulo para n = 2, portanto:

MQ — . Jz1 ;3@

Suponha agora que afirmagcao seja verdadeira para um certo k € N, ou seja, dados

k valores xy, w9, x3,...,x, € R, teremos:
R e e e R L o T
MQ =

k
Agora considere:
T14+ a9+ 23+ ...+ 21+ 78 L T

k41 il

X1+ Ty +T3+ ... +Tr_1+ Tk
E+1

Seja yx =

Entao temos dois niimeros reais positivos, portanto vale:

2
9 Th+1
_|_ -
(ykﬂm )2 _ Y (k T 1)

2 - 2

<$1+$2+$3+...+$k1+$k>2+<$€k+1>2
E+1 k+1

2

< Ty + Ty +2T3+ ...+ Tp—1+ Tk 2+ Th+1 ?
- k+1 k+1




2
_(mtmdast o dmea o))
N oo B k+1

_(L)Z 1 +2o+x3+ ...+ T 1+ Tk 2+ Tht1 2

o\ k k+1
Pela hipétese de inducao: ,
< <L>2 R D R IR L T . Tht1
-5 k k+1

k)2 5(312+$22+I32+...+l’k_12+13k2 Tht1 2
S k T\rr1

(k).($12+$22+ZL’32+...—|—.73k_12—|—l’k2) (ka)
k kE+1

< 1 $12 + 3722 + .T32 + ...+ $k,12 + SCkz Tht1
< () I 1

1% 4 xo® + 157 + . xpgt + n Th+1
k+1 kE+1

< x12+x22+x32+...+a:k_12+xk2 n xk+12
- kE+1 E+1

1% 4 xo? + 5% + o o+ g
k+1

Concluimos que dados k valores xy, xo, z3,..., xx € Ry, Vk € N, teremos:

MQ = \/x12+x22+x32—|—...+xk_12+xk2 > rT1+To+x3+ ... +TpH_1+ T,
k n
MA.

Finalmente,

) i() o [
H(xz) — Z( );VGN.
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B PROVAS DOS PROCEDIMENTOS
LOGICOS POR INDUCAO MA-
TEMATICA

Separamos as provas dos procedimentos em secoes organizar melhor o trabalho.

B.1 PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEI-
ROS NUMEROS IMPARES

Demonstracao. A afirmacao é que a soma de n niimeros impares é igual a n?, isto é,
1+3+5+7+...+42:n—5+2-n—3+2-n—1=n?

Vemos que para n = 1 a afirmacao é verdadeira, pois 12 = 1, para n = 2 também,
pois 1 +3 = 4 = 22. Vamos admitir que a afirmacao seja verdadeira Vn € N, n > 1,
segue-se que: 1 +3+5+7+...+2-n—5+2-n—3+2-n—1=mn% Somando 2-n+1
em ambos 0s membros teremos:

1434+5+7+...42-n—=5+2-n—34+2n—14+2-n+1=n’+2-n+1=(n+1)2 O

B.2 PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEI-
ROS NUMEROS NATURAIS

Demonstracao. Vamos mostrar que:

n-(n+1)

1+2+34+4+.. +n—-34+n—-2+n—-14+n= 5

1-(14+1)
2 7

Se n = 2 a igualdade também ¢ satisfeita, pois 1 + 2 =

Para n =1 temos que: 1 =
2-(2+1)
2
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Suponhamos que a afirmacao: https://pt.overleaf.com/project/5c47895¢9104dd239b5499¢eb1+
. 1
2434+4+...+n—-34+n—-24n—-14+n= %, seja verdadeira um certo n € N.

Dai temos que:

: 1
4243444, 4n—34n—24n—1+tntnt1— D

1
ot

n-n+1)4+2-(n+1) (n+1)-(n+2)

2 2

Portanto a afirmagao é verdadeira V € N
m

B.3 PROVA POR INDUCAO DO METODO DE HE-
RON

Demonstracao. Queremos aproximagoes sucessivas para a raiz quadrada. Dado a € R é

uma sequéncia de nimeros reais positivos (x,),en definida recursivamente por:

1
Tpi1 = 3 (mn + ;) Afirmamos que:

limz, = va (B.1)

Observagao B.3.1. A sequéncia x, € limitada inferiormente.

1
Vn>1, 2,01 = 3 (zn + E) >4/a (B.2)
Tn

Este fato resulta da desigualdade das médias vide . De fato o limite da equagdo
B.1 € verdadeiro, note que ao desenvolver a equagao B.2 teremos:
2 +a>2-\a-x,
S a2 —-2-\a-x,+a>0
& (z, —/a)* > 0. Segue-se que: |z, —+/a| >0, Vn € N. Observe que ¥n > 2 o0s termos

desta sequéncia sao maiores ou iguais a \/a.

Observagao B.3.2. A sequéncia x, € decrescente a partir de n = 2.

a a
De fato n > 2, temos também x,, > \Ja = — < —

T, T Va
= 1, >+a
1

1 1 1
Daz’xn+1=§-(xn+xin) SE-(\/E+%):5-(\/5+\/6)=§-2-\/5§xn.

Assim para n > 2 a sequéncia (), € decrescente e limitada inferiormente por \/a =
L =limz,, entio L > \/a
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Observagao B.3.3. Se x; = \/a todos os termos da sequéncia também serdo. De fato
pOLS:
Vamos usar o principio da induc¢ao matemdtica para mostrar este resultado.

Para n =1 teremos:

1 a
Tiv1 =5 |21+ —
2 T

a

(Va+ )= 5 ar v - 52 va - va

N | —

To =

Para n = 2 teremos:

1

a
Toyl = 3 (:702 + $—) , COmMo Ty = +/a teremos:
2

1 1 1
vy = <¢a+%>:§-(¢a+¢a)=§-z.¢a:¢a
Suponha que a afirmacgao seja verdadeira para um certo n € N. Entdo:

1
$+1:—'
" 2 Tn,

1 a

1 1
In+1=§'<\/a+\/a) 5'(\/5"‘\/5):5'2'\/_:\/5:V7LEN

(xn + i) ; Pela hipdtese de indugao x, = \/a . Dai

Portanto se x1 = +/a, entao x, = +/a, Yn € N

1
Além disso como x, 1 = 3 (xn + i) = L=Ilimx,..
L,

1
L:Iimxnﬂzi-(LJr%)<:>2-L2:L2+a:>L2:a:>L:\/E O

Observacao B.3.4. Velocidade de convergéncia
Vamos calcular o erro (¢ ) na préxima aproximag¢ao.
Para n > 2 teremos x,, > \/a = €1 = |z, — \/a| > 0, seque-se que:
1 a
€2 = |Tn1 — Val =$n+1—\/5=$n+1=§- <In+x—> —Va
n
1 1 a

<:>_. n —_ — —
5 T —|—2 . a
(2,)> =2 -va -z, +a
~
2-x,

(l'n_\/a)2 < (:Bn_\/a)2
2-x, T 2-4ya

Do fato de que limx, = +/a , podemos concluir que £, e €5 tendem a zero. Note que

& ,Vn > 2

nossa velocidade de convergéncia é de ordem quadrdtica, pois o erro €, € menor do que o

sequinte €9, e este € igual o quadrado do erro anterior multiplicado por uma constante, a

1 .
saber, | —— twer um erro com
2-va

. Sendo assim, se algum termo da sequéncia (y,), oy
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n casas de precisao o erro sequinte terd 2 -mn casas de precisao, isto mostra que a nossa

sequéncia (T, converge muito rapidamente a figura ?7% ilustra bem esta situacdo.
q neN 9 P g ¢

B.4 PROVA DA CONJECTURA

Assumindo como verdadeiras as informacoes abaixo:

1. Os raios dos circulos tangentes a reta nos pontos da forma §, possuem medida ﬁ.

2. Os circulos tangentes nos ponto g e g; g < T, sao tangentes entre si se, e somente

se,g-r—p-s=1&L—-2=_1L ohyiamente p e ¢, sdo primos entre si, assim como
’ s q q-s’ ) )

r e s também sao.
3. O conjunto dos pontos de tangéncia é o conjunto Q N [0, 1]

Demonstra¢ao. Prova da afirmagao (1). Suponha por indugao, que num certo momento

temos circulos tangentes no ponto £ e raio -1 e no ponto £ com raio 55
q 2-q s 2.529

calcular o raio y do circulo tangente aos dois e tangente a reta como mostra a figura

2.22. Além disso vamos mostrar que o ponto de tangéncia t é 2%, um nimero racional

€ queremos

. < 1
no intervalo [0,1], e que seu raio ¢ 5.

Figura B.1: Raio y e ponto de tangéncia t

Utlhzando a equacgao 2.7 teremos:
1

1
2(] 32

=q-V2+5-V2
=(q+8)-\/§1
= VY=

(g+s)-V2
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1

CRPERAY VESSE (B.3)

y =
Concluimos que o raio do circulo tangente aos circulos de raio ﬁ e ﬁ éy =

1
2-(g+s)?"

]

Demonstra¢ao. Prova da afirmacao (2). Dados dois circulos de pontos de tangéncia §

e I, podemos supor sem perda de generalidade que £ < L, se seus raios medirem 15 e
s q s 2.q

ﬁ, respectivamente, entao uma condi¢ao necessaria para que os circulos sejam tangentes
é que a distancia entre os centros dos circulos seja igual a soma dos raios dos mesmos

como mostra a figura 2.21.

Figura B.2: Condicao de tangéncia entre dois circulos

(2

d(A,B) = R1+ R2

Segue-se que:

rop\’ 1 1\ 1 1
(g_a> +<2-q2_2-82) _2-q2+2-32
rop\’ 1 1\ [ 1 I
- <5_5>+(2-q2_2-82) _<2-q2+2-82>
=(i-0) +(75) = (75) (79)+ (75) - (7a) = (%)
s q 2-q? 2. q? 252 252 2-q? 2-q?
1 1\’
=)+ (75)
e¢“r—ps
- S
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S (qr—p-s)’=1
Sqg-r—p-s=1 ]

Agora vamos utilizar a equagao 2.7 para encontrar o ponto de tangéncia t.

t_§:: ”J<2}f>'(2'@iﬂy>

P 1
St=<+
g q-(qg+s)
_p-(gts)+1
q-(q+s) X
q-(q+s)
_pqtp-s+q-r—p-s
q-(qg+s)
p-g+q-r
q-(qg+s)
q+s

E como p < ger < s, temos que p+1r < g+ s, e portanto, o ponto de tangéncia ¢

¢ um numero racional no intervalo [0, 1].

Além disso ocorre a desigualdade:
P - p+r < r

q qg+s s

De fato, pois:

rop+r _r-(g+s)—s(lp+r) g r+r-s—p-s—r-s,

s q+s s-(q+s) s-(q+s)

Y

Como q-r —p-s =1, teremos:

r_p+r
—— > 0, portanto temos: — > .
s-(qg+9) s q+s
Da mesma forma teremos: ptr > ]—9, pois:
q+s q
ptr p
q+ts q
_ g p+r)—p-(g+5)
q-(q+s)
_pbgtqr—p-gq—p-s
q-(q+s)
1
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Mostramos que, para os novos circulos criados, a diferenca dos pontos de tangéncia
de circulos vizinhos é uma fracao de denominador 1. Também mostramos que o ponto
de tangéncia do novo circulo criado é um nimero racional. Resta mostrar que todos os
racionais no intervalo [0, 1] serdo criados em algum momento por este procedimento, ou
seja, que todos os racionais §, 0 <p<q,emde(p,q) =1, sdo pontos de tangéncia. Vamos

mostrar isso usando o Segundo Principio da Inducao Matematica.

~ .1 e
Demonstra¢ao. Prova da afirmagao (3). Para ¢ = 2, temos a fragao 5 due ja foi
criada.

Lembrando que dados dois circulos tangentes entre si, e tangentes a reta nos pontos

n oo &7
q1 q2

circulo criado tangente aos dois anteriores e tangente a reta, tera ponto de tangéncia na

com py, p2, q1 € g2 € N satisfazendo a equacao py - ¢ — p1 - g2 = 1. O novo

reta igual a % = g.
Desta maneira p = py +ps = po = p—preq = q +q = ¢ = q— q. Dai tere-
mos:

P—p)-a—pi-(g—q)=1ep a—p-a—p-qg+tp-a=1
Sp-qg—pirqg=1
Seja g, uma fracado com 0 < p < ¢, e mde(p,q) = 1. Como mdc(p,q) = 1, o Teorema de
Bezout garante que existem x e y, nimeros inteiros, taisp-x —q-y =1, como 0 < p < ¢

a fracao P e 0,1]. Se X =g+ k-qeY =yo+ k-p, k € Z, sao solugoes da Equacao
q

Diofantina p- X —¢q-Y =1, se %:’ com 0 < p' < ¢ emde(p,q) =1, se ¢ < qsdo
criados como solucao da equacao, entao vamos mostrar que as fragoes § também sao
criadas como solucao da Equacao Diofantina. A Equacao Diofantina tem solucao geral:

p-(e+k-q)+q- (—y—k-p)=1,VkeZ.

Desta forma escolhemos um k € Z, de forma que ¢ > xg = z+ k-q > 0 e seu
correspondente yo = —y — k - p, teremos p - xo — q-yo = 1. Note que zy deve ser diferente
de zero, caso contrario teriamos —q-yo = 1, o que é um absurdo, pois 1 nao é multiplo de
q, como 0 < xg < q, entdo q-yo =p-x9— 1 < p-q e, portanto, ¢ -y € [0,p - q]. Segue-se

que ¢ -yo < p- ¢, logo, yo < p, ou seja, yo € [0, p).
P—%

Nossos primeiros candidatos a racionais sao os pontos de tangencia L e . Observe
To 44— Zo
que eles pertencem ao intervalo [0, 1].
De fato:
cxg— 1 - )
Dep-xo—q-yozl,temosyozp 0 <p 0<:c0,p01sp<q.

Agora como zy < ¢, multiplicando ambos os membros por ¢ — p > 0 teremos:
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zo-(q—p)<q-(qg—p)
Sx0-(q—p)+1<q-(¢—p)

Sqro—pro+1<¢F—p-q

Spqg—p-ro+1<¢—q-

q—p-xo+1
(:)pq b Zo

<q-—x
q
~xo — 1
<:>p+p+§q—$o

< p—y < q— Tp.

Portanto os pontos de tangéncia pertecem ao intervalo [0,1]. Por hipétese de

inducao, todas as fragoes no intervalo [0,1] com denominador menor do que ¢, foram

criados como pontos de tangéncia, e portanto, % e P~ %

Zo q— o

, foram criados como pontos

de tangeéncia.

, . Yo P—Yo
Agora vamos mostrar que os circulos tangentes a reta nos pontos =— e sao

Lo {4 — o
tangentes entre si. Basta para isto calcular a diferenca entre os pontos de tangéncia.

P—Y% Y
q— Ty Zo

(P—90) -0 — yo - (g — x0)

=
Zo - (q—Io)

P-To—To Yo+ To Yo —q" Yo

xo‘(q—mo)
@w;Ecomop.xo_q.yozl
IL‘O'(q—xo)
o 1
96’0'(q—330)

Isto mostra que os circulos tangentes a reta nestes pontos sao tangentes entre si, pois
a diferenca entre os pontos de tangéncia resultou numa fracao de denominador 1.
Finalmente, de acordo com a equacao, o circulo entre os dois anteriores é tangente

a eles e seu ponto de tangéencia na reta é:

Yo+pP—% _p
To+q—To (¢
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Isto mostra que todos os racionais sao criados em algum momento.

B.5 LISTAS DE COMANDOS E PRIMITIVAS

B.5.1 OPERADORES E SINTAXE

Ha dois modos de escrever alguns comandos. Por exemplo, para somar 4 e 7, ha
duas maneiras: utilizando a primitiva soma, que exige dois argumentos, a saber, soma 4
7, ou vocé pode utilizar o operador ”+”. Exemplo: 447 (pressione "ENTER”). Ambos
tém o mesmo efeito. A figura B.3 a seguir mostra a equivaléncia entre alguns operadores

e primitivas:

Soma Diferenca Produto Quociente Ou E .559.’
N ] . | | iguais?

2o

Figura B.3: Operadores e Sintaxe

As cores sao definidas no software com a ajuda de trés digitos entre 0 e 255. Este é o
sistema de c6digo RGB (red,green, blue). Cada digito corresponde respectivamente a uma
intensidade de vermelho (red), de verde (green) e de azul (blue) para a cor considerada.
Uma vez que este sistema nao é intuitivo, o X-LOGO proporciona 17 cores predefinidas
acessiveis por um numero ou um nome.

Os comandos abaixo produzem o mesmo efeito.
mudecf verde
mudecf 2
mudecf [0 255 0]
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Numero = Primitiva [R G B] Cor Numero Primitiva [R G B] Cor

0 preto | [000] - E cinzadaro | [192 192 192]

1 vermelho | [25500] . 10 vermelhoes-  [128 0 0] .
curo

2 verde | [02550] B verdeescuro | (01280 [

3 amarelo  [2552550] 12 azulescuro [00128] -

4 azul (00 255] - E laranja 2552000 S

5 magenta | (2550 255 - 14 rosa [255 175 175]

6 dano | (0255255 N 15 violeta 1280255 [

7 branco | [255 255 255] 16 marrom ns31020 [

8 dnza | [128128128) [

Figura B.4: Sistema RGB de cores

B.5.2 PRIMITIVAS

Na figura B.4 encontraremos as primitivas responsaveis pelo movimento da tarta-

ruga.

Primitivas Argumento Uso

paradireita, pd | n:angulo Gira a tat n graus para a direita em relacao a direcao
que ela esta apontando.

paraesquerda, pe | n:angulo Gira a tat n graus para a esquerda em relacao a direcéo
que ela esta apontando.

parafrente, pf n: nimero de Move a tat para frente n passos na direcdo que ela esta

passos apontando.
paratras, pt n: nimero de Move a tat para trés n passos na direcao que ela esta
passos apontando.

Figura B.5: Primitivas de movimento - Parte 1



darco

carregueimagem,

carimg

centro

ciraulo, circ

mudedirecao,
mudedc

mudepos
mudex
mudexy
mudey

ponto

rotule

tamanhorotule, tr

abc

a: lista

nenhum

R:raio

n: orientacao

[x y]: lista com
2 ndmeros

X: elXo X

x y: abscissa x
sequida pela
ordenada y

y: eixo y

a: lista

a: palavra ou
lista

a: palavra ou
lista

arco a b ¢ desenha um arco de circulo de a passos ao
redor da tat entre os angulos b e c dela (a tat é o centro
do dirculo). Exemplo: arc 200 20 80.

Carrega uma imagem natela do XLogo. A posicao da tat
sera o canto superior esquerdo da imagem. Sao aceitas
apenas imagens .png e .jpg. O caminho nao pode con-
ter espacos e ser absoluto (nao relativo), ou seja, tem
que ser completo desde o topo da arvore. Por exemplo:
carimg [C:\\diretorio_das_minhas_imagensiturtle.jpg).

Coloca a tat na posicao inicial, isto & na origem (coor-
denadas [0 0]) e com direcao 0 grau (aponta para cima
na tela).

Desenha um circulo de raio R (a tat € o centro do cir-
culo).

Orienta a tartaruga para a direcao especificada. 0 (zero)
corresponde a tat apontada para cima na tela. A orien-
tacao da tartaruga corresponde aos valores lidos em um
transferidor.

Move a tat para as coordenadas especificadas pelos
dois nimeros na lista (x especifica o eixo x, e y o eixo y).

Move a tat horizontalmente para o ponto X no eixo X.

Idéntica a (a diferenca é que os valo-
res nao estao em uma lista, ou seja, ndo estao entre
colchetes).

Move a tat verticalmente para o ponto y no eixoy.

Coloca um ponto nas coordenadas indicadas.

Desenha uma palavra ou lista a partir da posicao da
tat na mesma orientacao (mudedirecao). Por exemplo:

escrevera a sentenca “Que bele-
za! " onde quer que a tat esteja.

Retorna o comprimento (em passos de tartaruga) neces-
sario para escrever a palavra ou a lista desejada na érea
de desenho utilizando a fonte selecionada.

Figura B.6: Primitivas de movimento - Parte 2
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Primitivas
animado

cercar

comlimite

cordofundo, d

cordolapis, d

cordoponto, cdp

direcao, d¢
direcaopara, depara

distancia, dist

eixo
eixox
eixoy

eixo?

eixox?

Argumentos
verd ou falso

nenhum

nenhum

a:lista

a:lista

a:lista

nenhum

a:lista

a:lista

n: inteiro
n: inteiro
n: inteiro

nenhum

nenhum

Uso

Passa ao modo animado. A tat ndo desenha mais na
area grafica, apenas na meméria. Para transferir o
desenho para a tela, utilize a primitiva veranimado.
Muito til para criar animacdes ou efetuar um dese-
nho mais rapidamente.

Atat é confinada a area de desenho. Aparecera uma
mensagem de erro se a tat for movida para além do
campo de desenho e informara o nimero méaximo
de passos que a tat ainda pode dar até o limite de
sua area.

A tat ndo pode ultrapassar o campo de visdo na tela;
ela reaparece no lado oposto.

Informa a cor de fundo (da tela). A cor é indicada
por uma lista [R G B] em que R é "vermelho", G €
“verde" e B & “azul”.

Informa a cor do lapis em uso. A cor é indicada por
uma lista [R G B] em que R é “vermelho", G é “ver-
de"eB e "amul”.

Informa a cor do pixel no ponto a. A cor é indicada
por uma lista [R G B] em que R é "vermelho", G €
"verde" e B é "azul".

Informa a direcao da tat (confira mudedirecao).

A lista deve conter dois numeros (coordenadas). In-
forma o valor a ser utilizado por mudedirecao para
que a tat aponte para as coordenadas indicadas nes-
sa lista.

A lista deve conter dois nimeros representando as
coordenadas. Informa o nimero de passos entre a
posicdo atual e a indicada pelas coordenadas na
lista.

Traca dois eixos com espacamento n (passos de tar-
taruga). Contrario de semeixo.

Traga eixo horizontal com espacamento n (passos de
tartaruga). Exemplo: cixox 30

Traca eixo vertical com espacamento n (passos de
tartaruga).

Informa verd (o eixo esta em exibi¢do) ou falso.

Figura B.7: Primitivas de movimento - Parte 3
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escondetat, dt

fonte

grade

grade?
invertelapis, il
lapispinta, Ip
limpedesenho, Id
It, limpetexto
mensagem, msgq

mostretat, at
mudecordoeixo

mudecordofundo,
mudecf

mudecordagrade,
mudecdg

mudecordolapis,
mudecl

mudeespessurado-
lapis,

mudeel

mudefonte,
mudef

nenhum

nenhum

ab

nenhum
nenhum
nenhum
nenhum
nenhum

a lista

nenhum

a nimero in-
teiro ou lista
[verm  verde
azul]

n:nimero

n:ndmero

| Torna a tat invisivel natela.

Devolve o tamanho da fonte a usar pela primitiva
rotule.

Exibe uma grade na area de desenho com quadri-
culas de largura a e allura b. Para remové-la, utilize
semgrade. Exemplo: grade 10 10,

Devolve verd (a gade estd em exibigdo) ou falso (a
grade n3o esta em exibicao).

A tat utiliza lapis no modo inverso, isto &, risca onde
nao tiver nada e apaga se ja tiver.

A tat utiliza lapis para riscar com sua cor classica
{preta).

Limpa todos os desenhos na tela e restaura a tat
(coloca-a no centro).

Limpa (apaga) tudo que estiver escrito na linha de
comando e no histdrico.

Exibe uma caixa de dialege com a mensagem escrita
na lista. O programa € interrompido até que o usua-
rio clique no botac OK.

| Torna a tat visivel na tela.

Muda a cor do eixo segundo a convencao de cores
abaixo (mudecordefundo): mudecordosixo [125 64

23] eixo 30.

0: preto; 1: vermelho; 2: verde; 3: amarelo; 4: azul; 5:
magenta; 6: ciano; 7: branco. Para valores acima de
7, a escala de cores se repete.

Muda a cor da grade (veja adma, em mudecordofun-
do, para a comven¢ao de cores).
Exempleo: grade 30 30 mudecordagrade [125 64 23].

Muda a cor do lapis {mesma convencao de mude-
cordofundo).

Define a espessura do lapis em pireks. O valor pa-

drdo € 1. A ponta do lapis é um quadrado (pode ser

atta'ado para circular no menu Ferramentas, Pro
feréncias).

Ao utilizar a primitiva © o0l para escrever na area

de desenho, & possivel medificar o tamanho da fonte
com mudefonte. O tamanho padido dafonte & 12.

Figura B.8: Primitivas de movimento - Parte 4
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mudenomefonte,
mudenf

mudepontadolapis,
mudepl

mudequalidadedai-
magem, mudeqi

muderoupa

mudeseparaao

mudetamanhodaja-

nela, mudetamjan
nomefonte

pareanimado

pontadolapis, pl

pos

qualidadedaima-

gem, qi
roupa
semeixo

semgrade

semlimite

n: numero

Ooul

Qoulou?

n: nimero

a numero

lista

nenhum

nenhum

nenhum

nenhum

nenhum

nenhum
nenhum

nenhum

nenhum

Escolha um ndmero de fonte a usar pela primitiva
rotule. A equivalénda entre nimero e tipo de fonte
estad no menu Ferramentas [ P éncias f Guia
Fonte,

Altera a ponta do lapis. 0 (quadrada) e 1 (redonda).

Altera a qualidade do desenho. 0 (nomal), 1 (alta)
e 2 (baixa).

Escolha sua tat preferida na segunda guia do menu
Ferramentas [ Preferéncias.... ou ainda, utilize a
primitiva muderoupa com ndmeros entre 0 e 6 (0 é
um triangulo).

Determina a proporgdo entre a janela de desenho e
a janela de historico de comandos. O numero a é
um valor entre 0 e 1. Sevaler 1, a janela de desenho
ocupara toda a area. Se valer 0, a janela de histérico
é que ocupard toda a area.

Altera as dimensdes da area de desenho. Exemplo:

mudetamanhodajanela [650 850].

Devolve uma lista com dois elementos. O primeiro é
o numero que corresponde a fonte em uso; o dltimo
é uma lista contendo nome da fonte.

Interrompe o modo animade (veja esta primitiva) e
volta ao modo classico. A tat volta a desenhar na
area grafica, apenas na meméria. A animagao tam-
bém pode ser interrompida clicando na figura de &
mera que aparece a esquerda da janela de comandos
ja esaritos.

Exibe a forma da ponta do lapis. 0 (quadrada) e 1
{redonda).

Informa a posicao da tat. Por exemplo: pos devolve
[10-100].

Devole a qualidade do desenho. 0 {normal), 1 (alta)
e 2 {baixa).

Informa o ndmero que representa a roupa da tat.

Elimina ofs) eixols) da area de desenho criado(s) por
eixo, eixox ou eixoy. Exemplo: ixo 30.

Elimina a grade da area de desenho. Experimente

grade 10 10.

A tat pode ultrapassar o campo de visao da tela.

Figura B.9: Primitivas de movimento - Parte 5
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separacao a: nimero Devolve a proporcao entre as janelas de desenho e
de histérico de comandos.

tamanhodajanela, | nenhum Devolve uma lista informando as dimensdes da area

tamjan de desenho.

tamanhojanela, nenhum Devolve uma lista formada pelas coordenadas do

j @nto superior esquerdo da area de desenho e do
c@nto direito inferior.

useborracha, nenhum Atatapagara o que ela encontrar ao passar por cima.

ub

uselapis, ul nenhum Atatriscard a tela ao se mover.

usenada, un nenhum Atat ndo riscara a tela ao se mover.

veranimado nenhum No modo animado, a imagem sera atualizada na
area grafica.

zoom a Amplia (ou reduz) a area de desenho de acordo com

o fator a escalhido. Exemnlo: zoom 7.5

Figura B.10: Primitivas de movimento - Parte 6

PRIMITIVAS DE TEXTO

Agora trataremos de alguns comandos que escrevem na area de texto com as primi-
tivas mostre ou escreva. Na Figura B.11 a seguir listamos essas primitivas que permitem
ajustar as propriedades do texto. Tais primitivas controlam a cor e o tamanho na area
de histérico. Outro detalhe importante é que elas estao disponiveis somente para as

primitivas mostre ou escreva.

cdt, cordotexto nenhum Devolve a cor da fonte no historico de co-
mandos.
escreva, esc palavra, lista ou nd- | Idéntica a primitiva mostre, porém sem re-
mero torno de linha. Exemplo: esc "almo escreva
“fada. Compare com mo “almo mo “fada.
estilo nenhum Devolve uma lista composta pelos diferen-
tes estilos em uso pela primitiva mostre.
ftexto, fontetexto nenhum Devolve o tamanho da fonte.
It, limpetexto nenhum Limpa o histérico de comandos.
mostre, mo palavra, listaound- | Idéntica & primitiva escrita, porém com re-
mero torno de linha. Exemplo: esc "almo escreva

“fada. Compare com mo "almo mo “fada.

mudect, mudecordo- & numero ou lista | Define a cor da fonte no histdrico de

Figura B.11: Primitivas de texto - Parte 1



mudeestilo lista ou palavra
mudeft,  mudefonte- & nimero
texto

mudenft, n:nlmero
mudenomefontetexto

nft, nomefontetexto nenhum

Primitivas
ou

Muda o estilo em uso pela primitiva mostre.
Os diferentes estilos possiveis sao: nenhum,
negrito, italico, riscada, subescrito, sobrees-
crito ou sublinhado.

Define o tamanho da fonte no histdrico de
comandos.

Seledona o nimero da fonte n a0 escrever
no histérico de comandos. A equivaléncia
de numero e fonte encontra-se no menu

/ /

Devolve uma lista com dois elementos. O
primeiro @ o ndmero que corresponde a
fonte utilizada no historico de comandos.
0 dltimo elemento é uma lista contendo o
nome da fonte.

98

Figura B.12: Primitivas de texto - Parte 2

Argumentos Uso
predicado1 Retoma se uma das en-
predicado2 tradas for verdadeira. Caso con-
trario, retorna . Todas as
entradas (predicados) precisam

retornar ou
predicado1 Retorna Sé 05 parametros
predicado2 de entrada forem verdadeiros.

Figura B.13:

Caso contrario, retora a pa-
lavra . Todas as entradas
(predicados) precisam retornar
verd ou falso.

Exemplos
moou2>32<3

mostre

(e [a]=[a] [a]=[b])

Operadores logicos - Parte 1
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nao predicado Retorna verd se os parametros = mostre nao 2 > 3
de entrada forem falsos. Caso
contrario, retorna a palavra
. A entrada (predicado)

precisa retornar ou

Figura B.14: Operadores 1égicos - Parte 2



Primitivas
absoluto
abs

arredonde
diferenca
exp

In

log10
menaos

pi
poténda
produto
quociente
raizq
resto
soma
sorteie

dCos, alrc

COosseno

asen,
seno

arc

atan, arc
tangente

C0s, COsse-
no

sen, seno

tan, tan-

gente

Modelo Uso

absoluto a Devolver o valor absoluto de a.

arredonde a | Devolve o inteiro de a.

diferenca ab | Devolve a diferenca dos nimeros ae b.

exp a Devolve o wvalor do nimero natural
(2.7182...) elevado ao expoente a.

In a Devolve o logaritmo natural de a.

log10 a Devolve o logaritmo de a na base 10.

menos a Troca o sinal de a.

nenhum Devolve o valor 3.141592653589793.

poténciaa b | Devolve a elevado a poténcia b.

produtoab  Devolve o produto dos nimeros a e b.

quociente a b | Devolve o quociente dos nimeros ae b.

raizq a Devolve a raiz quadrada de a.

restoab Devolve o restode ae b.

somaab Devolve a soma dos nimeros a e b.

sorteie n Sorteia um inteiro positivo menor que n.

acos a Devolve o angulo cujo cosseno é a.

asen a Devolve o angulo (em graus) cujo seno
éa.

atan a Devolve o angulo cuja tangente € a.

Cos a Devolve o cosseno de a.

sena Devolve o seno de a (a em graus).

tan a Devolve a tangente de a.

Figura B.15: Operadores logicos - Parte 3
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Exemplos
abs -23

arredonde 23.4
diferenca 23 43
exp 2

In 100

log10 100
menos 23

mo pi
poténda 2 3
produto 23 43
quociente 23 43
raizq 9

resto 2 3
soma 23 43
sorteie 23

acos 0.8
asen 0.5
atan 0.8
cos 45

sen 45
tan 45



