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FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO COM DUPLA RECIPROCIDADE USANDO
ELEMENTOS DE ORDEM SUPERIOR APLICADA A
PROBLEMAS DE CAMPO ESCALAR GENERALIZADO

RESUMO

No presente trabalho apresentam-se a formulagdo e a aplicacdo do Método dos
Elementos de Contorno para problemas englobados pela denominada Teoria de Campo
Escalar, sendo que junto a sua formulacao utiliza-se a Técnica da Dupla Reciprocidade (Dual
Reciprocity Technique) para o tratamento das integrais de dominio para os casos onde os
procedimentos tradicionais ndo conseguem transformar a equagdo integral em um sistema

linear de equagdes algébricas envolvendo somente varidveis no contorno.

A Teoria de Campo Escalar encontra larga aplicacdo em diversas areas da
Engenharia, tais como: Termociéncias, Mecanica dos Fluidos, Mecanica dos Solidos,
Eletromagnetismo, Corrosdo, dentre outras. Nas aplicagdes apresentadas os problemas sdao
interpretados fisicamente, principalmente através da Transferéncia de Calor e Mecanica dos

Sélidos.

Sao apresentadas diversas andlises de problemas governados pelas seguintes
Equagdes: Laplace, Poisson e de Difusdo. Basicamente, com o propodsito de avaliar-se o
desempenho do Método dos Elementos de Contorno variam-se certos parametros que
influenciam sua respostas, como, por exemplo, o nivel de refinamento empregado nas
discretizacdes e a utilizacdo de diferentes tipos de elementos contorno. Para tanto, as
solucdes numéricas obtidas sdo comparadas junto as solugdes analiticas ou com as solugdes
provenientes da aplicacdo de outros métodos numéricos. Em alguns casos, ¢ realizado um
paralelo entre o desempenho deste método frente ao Método dos Elementos Finitos ou ao

Método dos Volumes Finitos.



FORMULATION OF THE BOUNDARY ELEMENT
METHOD WITH DUAL RECIPROCITY BY USING
HIGHER ORDER ELEMENTS APPLIED TO
GENERALIZED SCALAR FIELD PROBLEMS

ABSTRACT

The formulation and application of the Boundary Element Method to problems
embodied by the so called Scalar Field Theory are presented. In the formulation, it is used the
Dual Reciprocity Technique to treat domain integrals for which traditional procedures can not
transform the integral equation into an algebraic equation linear system, only involving

variables along the boundary.

The Scalar Field Theory is widely applied to several Engineering areas, such
as: Thermosciences, Fluid mechanics, Solid Mechanics, Electromagnetism, Corrosion, among
others. In the presented applications, the problems are physically interpreted mainly though

Heat Transfer and Solid Mechanics.

Besides, several analysis of problems ruled by Laplace’s, Poisson’s and
Diffusion Equations are presented. Basically, aiming to estimate the Boundary Element
Method performance, certain parameters - which influence its results, such as the refinement
level used in the discretizations - are varied and different boundary element types are
considered. For such, the obtained numerical solutions are compared with the analytical ones,
or even with those originated by the application of other numerical methods. In some cases, it
is drawn a parallel between the performance of the Boundary Element method with the Finite

Element Method, or either with the Finite Volume Method.
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INTRODUCAO

O alto nivel de sofisticagdo dos problemas fisicos analisados e resolvidos
atualmente pela Engenharia resulta da utilizacdo de poderosos métodos numéricos de solugao,
que utilizam-se de aproximagdes matematicas consistentes. Tais métodos, geralmente,
adotam alguma forma de discretizagdo do dominio fisico do problema, a fim de transformar a

equagao diferencial associada ao modelo matematico em um conjunto de equacoes algébricas.

Na grande maioria dos problemas atualmente analisados torna-se impraticavel
qualquer tratamento analitico existente, devido, principalmente, as geometrias e condigdes de
contorno a que os problemas estdo submetidos, mesmo para aqueles casos onde a equagao
diferencial de governo ja encontra-se bastante simplificada, dai a grande importancia dos

métodos numéricos.

Desta forma, os métodos numéricos encontram-se em uma posicao de destaque
junto as diversas areas de pesquisa, sendo objeto de estudo de intimeros pesquisadores que
concentram-se no aprimoramento e busca de novas técnicas numéricas que satisfacam as

crescentes exigéncias da Engenharia Moderna.

Um dos primeiros métodos numéricos desenvolvidos trata-se do Método das
Diferencas Finitas, aplicado, até a atualidade, a uma extensa gama de problemas. Neste
método, utiliza-se uma malha sobre todo o dominio fisico do problema, a qual contém

determinados pontos onde sdo efetuadas as aproximacgdes envolvidas.

No M¢étodo das Diferengas Finitas as derivadas existentes na equacao
diferencial de governo sdo aproximadas utilizando-se de uma expansdo truncada da série de
Taylor [1]. Assim, expressa-se a equagao algébrica resultante de tal aproximacao em termos

dos valores da funcdo incognita em alguns pontos especificos da malha utilizada, os pontos



nodais. O sistema de equacgdes algébricas formado por tal procedimento ¢ entdo resolvido

aplicando-se as condi¢des de contorno do problema.

Geralmente, tal esquema de aproximagao mostra-se suficientemente robusto
para representar de forma adequada a equacgdo diferencial de governo. A principal
dificuldade do Método das Diferengas Finitas consiste em sua aplicagdo para problemas
contendo um dominio fisico com formas geométricas intrincadas, pois, neste caso, tem-se
dificuldades para o estabelecimento adequado da malha a ser utilizada para a discretizagao.
Outra dificuldade surge na aplicagdo das condi¢cdes de contorno, que em alguns casos,
envolvem a criacdo de pontos nodais ficticios, que sdo externos ao dominio do problema,

sendo que existem ainda casos que sdo tratados de forma iterativa.

A vantagem na utilizacdo de esquemas envolvendo o Método das Diferencas
Finitas, consiste em tais esquemas serem comparativamente econdmicos, em relacdo a outros
métodos numéricos, para a montagem do sistema linear de equacdes algébricas resultante,
devido a simplicidade das operagdes envolvidas. Por este motivo, tais esquemas ainda sdo
largamente utilizados atualmente, principalmente, em aplicagcdes em areas como a Mecanica

dos Fluidos, a qual requer a aplicagdo de uma malha altamente refinada.

Recentemente desenvolveu-se, baseado em esquemas do tipo diferencas finitas,
uma técnica numérica denominada Método dos Volumes Finitos. Em tal método numérico,
aprimora-se a estrutura de discretizacdo contida no Método das Diferencas Finitas,
discretizando-se o dominio fisico do problema através de uma série de volumes elementares,

os volumes finitos.

Ao longo dos denominados volumes finitos impde-se a continuidade das
incognitas do problema, que podem variar de acordo com as fungdes de interpolacdes
adotadas (fungdes de interpolacdes constante, lineares, quadraticas ou cubicas). Para a
resolucdo do problema utiliza-se uma equagdo extra, dada pela imposi¢do do principio de
conservacdo do fluxo nos volumes elementares, isto ¢, a conservacdo das grandezas
derivadas.  Devido a estas caracteristicas tal método numérico possui indiscutivel
superioridade na precisdo dos resultados quando comparado ao Método das Diferencas Finitas

12, 3].

O método numérico mais amplamente utilizado na atualidade trata-se do
M¢étodo dos Elementos Finitos. Neste método numérico, para a discretizacdo do dominio

fisico do problema ¢ utilizada uma série de elementos dispostos sobre o dominio cuja forma



independe da equacao diferencial do problema. Tais elementos sdo compostos por pontos

nodais sobre os quais ¢ equacionado o sistema de equagdes algébricas resultante.

Os denominados elementos finitos sao pequenas por¢des do dominio fisico do
problema, onde a variacdo das incognitas do problema no interior de tais elementos sdo
aproximadas através da aplicagdo das chamadas fung¢des de interpolacdo. Estabelece-se,
entdo, uma sentenca de Residuos Ponderados, afim de proporcionar uma distribui¢ao do erro
envolvido em tal aproximacdao ao longo de todos os elementos finitos que compdem o
dominio fisico do problema através do uso de fungdes auxiliares ou de ponderagdo, que
compdem o nucleo das integrais. Outra forma de interpretacdo para este processo de
minimizag¢do do erro pode ser dada como sendo a obten¢do do minimo energético associado a

um funcional [4, 5, 6].

O Método dos Elementos Finitos, foi inicialmente desenvolvido para a
aplicagdo em Mecanica dos Soélidos, mas atualmente apresenta-se altamente difundido nos
diversos outros ramos da Engenharia. Tal método foi gerado com o intuito de melhor
representar problemas possuindo dominios fisicos contendo uma geometria intrincada e de
forma a simplificar as aplicacdes das condi¢des de contorno associadas, eliminando assim

algumas das dificuldades do Método das Diferencas Finitas.

A implementag¢do computacional do Método dos Elementos Finitos consiste na
montagem de sub-matrizes que computam as propriedades de cada elemento, através de
coeficientes de influéncia, para entdo formar-se o sistema de equagdes algébricas associado ao

dominio fisico do problema, isto ¢, ao conjunto de elementos utilizados para a discretizagao.

No M¢étodo dos Elementos Finitos a aplicagdo das condi¢des de contorno
processa-se de maneira simples, e tem-se a possibilidade da representagdo de problemas com
dominios possuindo uma geometria intrincada. Tais caracteristicas fazem deste método
numérico de calculo uma ferramenta numérica muito mais versatil quando comparada ao

Método das Diferencgas Finitas.

As desvantagens do Método dos Elementos Finitos consistem na grande
entrada de dados necessaria para a discretizagdo de todo o dominio fisico do problema. Este
fato torna-se ainda mais relevante em problemas tridimensionais, ¢ em algumas situagdes o
método apresenta resultados imprecisos, embora apresente convergéncia com o aumento do

grau de refinamento utilizado na discretizagao.



O fato do M¢étodo dos Elementos Finitos apresentar resultados imprecisos
ocorre, principalmente, para os casos onde as incognitas apresentam descontinuidades,
singularidades ou uma elevada taxa de variagdo. Tem-se também dificuldades para modelar

problemas com dominios fisicos infinitos e problemas de fronteira variavel.

O Método dos FElementos de Contorno foi desenvolvido como sendo uma
possivel resposta a algumas das dificuldades e problemas associados a maioria dos métodos
numéricos acima descritos. Este método requer a discretizagdo apenas do contorno do
dominio fisico do problema, reduzindo assim enormemente o volume de dados necessarios

para a modelagem de um determinado problema.

A idéia basica deste método ¢ a utilizagdo de um procedimento matematico
consistente, baseado em principios das Equacdes Integrais, a fim de transformar a equagdo
diferencial associada ao modelo matematico em uma expressao integral, onde os limites das

integragdes encontram-se somente sobre o contorno do dominio fisico do problema [7-11].

Em seguida, tal expressdo integral ¢ discretizada utilizando-se de diversos
elementos dispostos sobre o contorno do dominio fisico do problema. Dai a denominacao do
Meétodo dos Elementos de Contorno, sendo que tais elementos sdo formados por um conjunto
de pontos nodais. A seguir as equacdes sao expressas através de um sistema de equacdes
algébricas, formado pelos denominados coeficientes de influéncia, que computam a influéncia
de uma ag¢dao de dominio concentrada em determinado ponto sobre os pontos nodais de um

determinado elemento de contorno.

E interessante notar que enquanto o Método das Diferencas Finitas envolve
apenas aproximacdes realizadas sobre a equacgdo diferencial de governo do problema, tanto o
M¢étodo dos Elementos Finitos quanto o Método dos Elementos de Contorno envolvem o

calculo de integrais realizadas ao longo de seus respectivos elementos.

O Me¢étodo dos Elementos Finitos requer a execugdo de integracdes em seus
elementos dispostos ao longo de todo o dominio fisico do problema, onde as variagdes
envolvidas sdo expressas através do uso das denominadas fungdes de interpolagdo
polinomiais. J4 no Método dos Elementos de Contorno, as integrais envolvidas sdo realizadas
apenas ao longo dos elementos de contorno. No entanto, tais integrais sao mais complexas do
que as realizadas no Método dos Elementos Finitos, requerendo técnicas numéricas especiais
de integracdo para a obtencao de resultados satisfatorios, devido ao carater do nucleo das

integrais, que envolve uma funcao auxiliar singular, a denominada solug¢do fundamental.



Para a resolugdo do sistema de equacdes algébricas resultante da aplicacdo do
Método dos Elementos de Contorno e, por conseguinte, a obten¢do da solucdo do problema,
aplicam-se as condicdes de contorno associadas a cada ponto nodal. Este procedimento ¢

feito de forma analoga ao realizado pelo Método dos Elementos Finitos.

Como no Método dos Elementos de Contorno a discretizagdo ¢ feita somente
utilizando-se do contorno do dominio fisico do problema, a dimensao do problema se reduz
de uma unidade. Isto em termos praticos implica em uma reducao consideravel da quantidade
de dados necessaria a defini¢do da malha a ser utilizada e do esfor¢go computacional, ja que o
sistema de equacgdes, apesar de ser formado por matrizes cheias e nao simétricas, ¢ geralmente
de dimensdo muito menor que as matrizes que seriam produzidas por outros métodos

numéricos.

A seguir apresentam-se algumas vantagens do Método dos Elementos de
Contorno em relacdo aos demais métodos numéricos apresentados anteriormente, mas em
especial em relacdo ao Método dos Elementos Finitos, pois este corresponde ao método

numérico mais utilizado na atualidade.

O Método dos Elementos de Contorno pode ser utilizado para modelar, sem
dificuldades especiais, problemas envolvendo descontinuidades e singularidades associadas
ao modelo matematico. Outra importante caracteristica do método consiste no fato de poder
ser utilizado para modelar problemas possuindo dominio fisico infinito, sem a necessidade de

truncar o dominio fisico a uma distancia finita.

O M¢étodo dos Elementos de Contorno apresenta uma menor entrada de dados
para modelar-se um determinado problema, pois neste método a discretizagdo limita-se
apenas ao contorno do dominio fisico do problema. Tal vantagem torna-se bem mais
relevante no caso da analise de problemas tridimensionais. Quando pretende-se fazer analises
com diferentes graus de refinamento para a discretizacdo ou para a implantacao de esquemas

auto adaptativos esta caracteristica do método também mostra-se muito atraente.

A abordagem de problemas envolvendo dominios fisicos infinitos e semi-
infinitos ¢ feita de forma muito simples [9-11], pois neste caso requer-se apenas a
discretizagao dos contornos internos, sem a necessidade da adogao de artificios especiais para
truncar o dominio fisico a uma distancia finita. Este fato explica a ascendéncia do Método
dos Elementos de Contorno em problemas ligados a propagacdo de ondas em dominios

abertos.



Efeitos concentrados e localizados sdo bem captados pelo Método dos
Elementos de Contorno devido a caracteristica singular da solu¢do fundamental utilizada na
formulacdo do método. Deste modo, consegue-se obter resultados satisfatorios sem a
exigéncia de um elevado refinamento na regido de concentragdo, sendo que tal fato ndo ocorre
com o Método dos Elementos Finitos, pois a utilizacao de fungdes de ponderacao polinomiais
tende a suavizar concentragdes e singularidades, requerendo assim um grande refinamento

nestas regides.

Os chamados problemas com fronteiras variaveis, onde, por exemplo, tem-se
uma interface mdvel entre duas substancias diferentes, sdo freqiientemente encontrados na
Engenharia. Tais problemas possuem solu¢do mais simples através do Método dos Elementos
de Contorno, pois evidentemente neste método a movimentagcdo dessas fronteiras ¢ tratada

mais facilmente do que nos demais métodos de dominio.

No Método dos Elementos de Contorno o calculo das variaveis internas ao
contorno ¢ feito em um “pos-processamento”, a partir da obtengdo das varidveis no contorno,
reaplicando-as na sentenca integral do método. A melhoria da qualidade dos resultados para
os pontos internos pode ser explicada pelo fato de que, a aplicacdo da sentenca integral neste

ponto promove um tipo de média dos resultados obtidos no contorno.

Sendo que, quando tais resultados sdo calculados em pontos afastados ao
contorno, devido a um principio equivalente, para casos escalares, ao Teorema de Saint
Venant [12], pequenos erros cometidos nos pontos nodais funcionais no contorno sdo, entao,
atenuados; e quando tais resultados sao calculados em pontos préximos ao contorno, além dos
erros numéricos devidos as integrais quasi-singulares realizadas [7-11], pequenos erros
cometidos nos pontos nodais funcionais terdo uma participagdo mais efetiva no calculo das

grandezas para este ponto, tendo entdo uma precisao inferior.

O M¢étodo dos Elementos de Contorno pode ser formulado, basicamente, por
dois modos distintos: pelas chamadas formulagdes diretas e indiretas. A formulagdo dita
indireta do Método dos Elementos de Contorno possui a caracteristica de nao fornecer
diretamente como solucdo o potencial e sua derivada normal ao contorno, ao contrario da
formulacao direta, adotada ao longo deste trabalho, onde tem-se diretamente como incognitas

o potencial e sua derivada normal ao contorno.

A formulagao indireta do Método dos Elementos de Contorno baseia-se no fato

de que qualquer fun¢do harmdnica pode ser representada por uma distribuicdo continua de



fontes ao longo do contorno do problema. Impondo-se a satisfacdo das condicdes de
contorno, chega-se a equagdes integrais que envolvem a densidade da fonte como incdgnita.
Esta formulagdo apresenta a desvantagem conceitual da introducdo de fontes, que

normalmente ndo tem relagdo com a fisica do problema [9].

A formulagdo direta do Método dos Elementos de Contorno serd exposta nos
capitulos posteriores. Tal formulagdo possui a vantagem de fornecer diretamente como
incognitas do problema o potencial e sua derivada normal ao contorno, além de permitir a
aplicacdo do método em superficies regulares de Kellog [13], que admitem a existéncia de
vértices e arestas; na formulacdo indireta o método aplica-se apenas as superficies de

Liapunov, superficies com contornos suaves [14].

LIMITACOES DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Assim como qualquer outro método numérico, a formulagao direta do Método
dos Elementos de Contorno também apresenta suas desvantagens, dificuldades ou limitagdes
no tratamento de certos tipos de problemas, embora tais restricoes tenham amplitude

relativamente reduzida face ao enorme campo de abrangéncia do método.

A primeira desvantagem do Método dos Elementos de Contorno encontra-se no
fato de suas matrizes, geralmente, serem assimétricas e cheias, o que impede o uso de alguns
algoritmos especialmente otimizados para solucdo de sistemas lineares de equacdes algébricas
e a obtengdo de autovalores e autovetores, pois tais algoritmos, largamente utilizados pelo

Meétodo dos Elementos Finitos, pressupde que as matrizes sejam simétricas e bandeadas.

Esta desvantagem ¢ contornada com o emprego de algoritmos numéricos mais
genéricos, que embora mais complexos, podem ser aplicados as matrizes caracteristicas do
M¢étodo dos Elementos de Contorno. Tais algoritmos perdem em termos de eficiéncia (tempo
de processamento) em relacdo aos utilizados pelo Método dos Elementos Finitos, embora
devido a crescente velocidade dos processadores atuais esta diferenca pode nao ser

significante em alguns problemas.

Os denominados problemas esbeltos, problemas nos quais a razdo quantitativa
entre o dominio fisico e o seu respectivo contorno ¢ baixa, o desempenho do Método dos
Elementos de Contorno ndo € competitivo, pois o método, nestes casos, perde uma de suas
principais vantagens face aos métodos de dominio, que ¢ a menor dimensdo do sistema de

equagdes algébricas.



M¢étodo dos Elementos de Contorno, por ser uma técnica de contorno, nao ¢
muito versatil quando aplicado em problemas setorialmente ndo homogéneos, embora seja
possivel resolvé-los com o recurso das sub-regides [9, 11], onde discretiza-se cada setor

homogéneo do dominio fisico do problema.

Os problemas afetos a Teoria de Cascas, de larga aplicacao estrutural em vasos
de pressdo, tampas e cupulas de edificios, tornam-se de dificil trato com o Método dos
Elementos de Contorno, em virtude da complexidade da solu¢ao fundamental utilizada para a
formulagdo do método. Esse ¢ um fator de carater geral: devido a correlagdo entre o
problema estudado e a solucdo fundamental, quanto mais complicada for a equacdo
diferencial de governo, mais intrincada serd a formulacdo do Método dos Elementos de

Contorno associada.

Existe ainda outra dificuldade, referente a tipologia dos operadores diferenciais
envolvidos na composi¢do da equacdo diferencial de governo de muitos problemas,
particularmente na Mecéanica dos Fluidos, que se incompatibilizam com o tratamento
operacional que conduz a forma integral inversa, tipica do Método dos Elementos de

Contorno.

A Ultima dificuldade e certamente o maior desafio do Método dos Elementos
de Contorno refere-se ao tratamento do que se pode denominar de “agdes de dominio”,
compreendendo qualquer tipo de forca de corpo, fontes ou sorvedouros. Ai se incluem os
efeitos de inércia e outros que tipificam os casos dindmicos e transientes. As agdes de
dominio sdo muito comuns em aplicagcdes importantes englobadas pela Teoria de Campo
Escalar, area esta na qual o Método dos Elementos de Contorno tem experimentado sua

melhor aceitacdo como ferramenta numérica.

Esta questdo do tratamento das “a¢des de dominio” pelo Método dos
Elementos de Contorno serd abordada de forma mais detalhada no Capitulo V, referente a
Dupla Reciprocidade (Dual Reciprocity Technique), sendo esta uma das técnicas de maior

importancia para a resolucao deste tipo de problema.
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Capitulo |

TEORIA DE CAMPO ESCALAR

I.1 - Introducio

A grande maioria dos problemas analisados pela Engenharia pode ser
enquadrado na denominada Teoria de Campo. Tal teoria foi desenvolvida no inicio do século
XIX justamente com o objetivo de integrar os diversos fendmenos fisicos presentes na

natureza segundo um mesmo enfoque matematico.

A maior motivagdo para o desenvolvimento desta nova teoria era substituir os
modelos estruturados no conceito de particulas, modelos mecanicistas, por modelos mais
sofisticados envolvendo as nog¢des de campo, potencial, linha de fluxos, etc... Embora os
modelos mecanicistas fossem satisfatorios para a solu¢ao dos problemas no dominio da fisica
classica, esta nova abordagem proposta pela Teoria de Campo trouxe uma nova compreensao

universalizada dos fenOmenos envolvidos em toda a fisica.

A consolidacao da Teoria de Campo unificando diversas dreas aparentemente
distintas da fisica foi um passo muito importante para os pesquisadores da época, pois foi
possivel o estabelecimento de analogias entre os diferentes problemas fisicos, proporcionando
inimeras vantagens, tanto na compreensdo quanto na simula¢do dos fendmenos fisicos

envolvidos.

Esta ampla gama de problemas englobados pela Teoria de Campo advém do
fato de que os principios basicos da fisica aplicam-se indistintamente em suas diversas areas,
tais como: Mecanica dos Soélidos, Mecanica dos Fluidos, Termociéncias, Eletromagnetismo,

etc...
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O enfoque proposto pela Teoria de Campo associa a cada ponto material de um
determinado dominio fisico um ou mais nUmeros, representando uma determinada
propriedade fisica nele contida. Quando a cada ponto material associa-se uma Unica
propriedade fisica, diz-se existir um campo escalar, caso contrario, isto €, quando a cada
ponto material associam-se mais de uma propriedade fisica para a resolucdo do problema,

tem-se um campo vetorial.

Pode-se citar como exemplo de propriedades fisicas que possuem uma
representacdo na Teoria de Campo as seguintes grandezas: temperatura, pressdao, densidade
elétrica, deslocamentos, etc... O campo formado por tais grandezas possui a designagao
especifica de cada fendmeno fisico associado, tal como: campo térmico, campo de pressdes,

campo elétrico, campo de deslocamentos, campo gravitacional, etc...

Uma representacgao grafica muito util contida no modelo matematico concebido
pela Teoria de Campo consiste no estabelecimento de uma rede de linhas de fluxos e linhas
equipotenciais, que fornecem uma representacdo do comportamento da grandeza fisica no

espago considerado.

Neste trabalho sdo solucionados diversos problemas compreendidos pela

Teoria de Campo Escalar. Dentre os casos que se inserem nesta categoria de problemas, ¢
interessante destacar os seguintes:

protecao catddica;

conducao de calor;

escoamento potencial;

fluxo através de meios porosos;

conducao elétrica;

difusdo de massa;

torcao de barras prismaticas;

deflexdo de membranas;

propagacao de ondas planas e cisalhantes;

problemas de autovalor e autovetor.
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1.2 - Formulacio Matematica

Os problemas fisicos compreendidos pela Teoria de Campo Escalar sao
governados pela seguinte equagdo diferencial envolvendo derivadas parciais, dada a seguir

em notacao indicial:
[Kyu ] —2D"(w)=p i=1,2 Eq.12-1
Sendo que:  Kjj um diddico contendo as propriedades fisicas do sistema nas dire¢des
coordenadas;
u o potencial ou variavel basica;
A um escalar

D" um operador diferencial envolvendo derivadas temporais, na forma:
o"u
ot"

D"(u) =

p uma funcdo escalar conhecida, normalmente associada a agdes internas ao

dominio fisico do problema.

A equagdo [.2-1 ¢ denominada de Equacdo de Campo Escalar Generalizada, e

neste ponto ja encontra-se particularizada para sua aplicagcdo a problemas bidimensionais.

Na equacdo 1.2-1 caso as propriedades fisicas, representadas pelo diadico K,
dependam do valor do potencial, a equacao, neste caso, ¢ dita como sendo nao-linear. Assim
sendo, o principio da superposicdo deixa de ser valido. Caso as propriedades fisicas
dependam das varidveis espaciais, o problema, embora linear, ¢ dito como sendo fisicamente

nao-homogéneo ou heterogéneo.

Normalmente os problemas nao-lineares sdao resolvidos iterativamente,
transformando-os em uma seqiiéncia de problemas lineares. Existem ainda técnicas que se
utilizam de transformadas, como a Transformada de Kirchoff por exemplo [1, 2], onde apos a
aplicacdo deste procedimento o problema torna-se linear, associado agora ao espaco

transformado, onde é entdo resolvido.

Como Kjj ¢ uma grandeza diddica, com a escolha adequada de um sistema de

coordenadas, pode-se eliminar os termos cruzados, isto €, promove-se uma diagonaliza¢ao na
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representagdo matricial de Kj; obtendo-se termos ndo nulos somente ao longo de sua diagonal

principal.

Observe que expandindo-se a equagdo I1.2-1 encontram-se termos convectivos
ou advectivos, ligados a fenomenos de convecc¢ao ao longo do dominio fisico do problema.
Tais termos sdo expressos por parcelas envolvendo o produto das derivadas parciais do

diadico K e do potencial u.

Considerando-se os casos onde o sistema de coordenadas encontra-se nas
dire¢des principais do diddico K e onde ndo existam fendmenos de convec¢do ao longo do
dominio fisico do problema, bem como homogeneidade e linearidade fisica, a equacao 1.2-1

pode ser expressa da seguinte forma:
Kyu +Kypu oy — AD"(u) = p Eq. 1.2-2

Adotando-se a hipdtese de isotropia na modelagem do problema fisico, ndo
existe distingdo do valor da propriedade fisica com as dire¢cdes coordenadas, deste modo a

equacdo 1.2-2 pode ser reescrita da seguinte forma:
K[u,ll +u,22]—kD“(u):p Eq.12-3

Destaca-se que existe a possibilidade da ocorréncia de problemas que embora

apresentem isotropia nas propriedades fisicas sejam ndo-homogéneos ou entdo ndo-lineares.

A seguir apresentam-se casos particulares da equacdo 1.2-3 definidos de acordo
com a ordem do operador diferencial D, que representa as variagdes temporais existentes no

modelo matematico do problema.

Casos onde a equagdo diferencial de governo, expressa pela equacao 1.2-4,
apresente uma derivada temporal de segunda ordem representam modelos dindmicos. Tais
modelos matematicos sdo ditos como sendo hiperbolicos, segundo a classificagdo das

equacdes diferenciais parciais [3, 4].
K[u,ll +u,zz]—7»1'i=p Eq.1.2-4

Tal equagdo diferencial descreve processos rapidos de transporte de energia,
como a propagagdo de ondas em meios elasticos, por este motivo esta expressao, geralmente,

recebe a denominagdo de Equacdo de Onda.
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Casos onde a equacdo diferencial de governo, expressa pela equacao 1.2-5,
apresente uma derivada temporal de primeira ordem, descrevem processos lentos de
transformagdo. Tais problemas sdo transientes e aperiodicos e segundo a classificacdo das
equacgdes diferenciais parciais sdo classificados como sendo modelos matematicos

parabdlicos.
K[u,“ +u,zz]—7ﬂl=p Eq.1.2-5

A equacao 1.2-5 fisicamente descreve problemas de transferéncia de calor por
conducdo, fluxo através de meios porosos (percolacdo), efeitos viscosos e difusdo de

particulas.

E finalmente, casos onde a equacdo diferencial de governo, expressa pela
equacgao 1.2-6, apresente uma derivada temporal de ordem zero, descrevem problemas cuja
configuracdo de equilibrio independe do tempo, ou seja, problemas estaticos ou estacionarios.
Tais configuracdes de equilibrio sdo funcdes das condi¢des de contorno e/ou da distribuigdao

das a¢des de dominio, representadas pelo termo independente p.
K[u,ll +u,zz]—7ﬂl=p Eq. 1.2-6

Esta equacdo diferencial ¢ classificada como sendo do tipo eliptica. Sendo que
tal equagdo ainda pode ser simplificada, dando origem a outras equagdes de grande

aplicabilidade na Engenharia.

Na denominada Equag¢dao de Helmholtz considera-se a equacdo 1.2-6 em sua
forma homogénea, fazendo com que a funcdo escalar p seja nula, conforme indicado pela

equacao [.2-7:
K[u,ll +u,22]—}yu: 0 Eq. 1.2-7

Caso o escalar A seja um valor desconhecido, a equacdo 1.2-7 pode ser
interpretada como sendo um problema de autovalor, onde objetiva-se encontrar um conjunto
de valores para o escalar A , os autovalores, associados a um outro conjunto de possiveis
configuragdes do sistema, expressas pelos valores do potencial u, os autovetores, de tal forma
a tornar a configuragdo do sistema auto-equilibrado, na auséncia de qualquer solicitagdo

externa.

Na equacdo [.2-6, adotando-se o escalar A como sendo nulo chega-se a

denominada Equacdo de Poisson, expressa pela equacdo 1.2-8. Esta equagdo representa
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problemas estacionarios onde exista a presenga de fontes ou agdes de dominio atuando no

interior do dominio fisico do problema.
K[u, nt u,zz] =p Eq.1.2-8

A forma homogénea associada a equacdo 1.2-8 ¢ denominada Equagdo de
Laplace, equagdo I[.2-9, tratando-se do caso mais simples compreendido pela Teoria de
Campo Escalar. E possivel transformar matematicamente um problema expresso pela
Equagao de Poisson em um expresso pela Equagdo de Laplace e vice-versa, utilizando-se de
uma nova fung¢do potencial (quase sempre sem significado fisico) e adaptando-se as condi¢des

de contorno do problema.
K[u, o+ u,zz] =0 Eq.1.2-9

O modelo matematico expresso pela equacdo de Laplace, equagdao 1.2-9,
representa problemas onde as agdes externas atuam exclusivamente junto ao contorno do
dominio fisico do problema. Deste modo, tais acdes nao aparecem de forma explicita junto a
equacdo diferencial, mas sim encontram-se expressas pelas condi¢des de contorno do

problema.

Equagdes Diferenciais possuem, geralmente, um niimero infinito de solugdes.
Por este motivo quando um problema fisico ¢ expresso através de equacdes diferenciais,
torna-se necessario a complementacdo da equacdo diferencial com certas informagdes
adicionais, denominadas de condi¢des de contorno ou condigdes iniciais, de forma que o

problema fisico fique bem especificado e apresente uma unica solugao.

Para os problemas estaciondrios ou em regime permanente estas informagoes
adicionais recebem a denominac¢do de condi¢des de contorno. Para os problemas transientes
ou dinamicos, ou seja, onde existam derivadas temporais presentes no equacionamento do
problema fisico, estas informacdes adicionais sdo denominadas de condic¢des iniciais, pois

definem o comportamento do sistema no inicio da analise.

Assim sendo, a seguir apresentam-se os dois principais tipos de condi¢des de
contorno associadas aos diversos modelos matemadticos expostos anteriormente, sendo que

estas mesmas condi¢des podem ser extrapoladas como condigdes iniciais.

a) Condigao de Contorno Essencial
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Também denominada de condi¢cdo de contorno de Dirichlet ou de primeira
espécie. Neste caso prescreve-se o valor da variavel basica ou potencial ao longo do contorno
do dominio fisico do problema, tal condicao pode ser expressa matematicamente da seguinte

forma:
u(X) =u(X) Eq.12-10

onde X representa as varidveis espaciais do problema.

b) Condi¢do de Contorno Natural

Também denominada de condi¢do de contorno de Neumam ou de segunda
espécie. Neste caso prescreve-se o valor da derivada primeira da varidvel basica com relacao
a dire¢ao normal externa ao contorno do dominio fisico do problema. Tal condi¢dao pode ser

expressa matematicamente como sendo:

ou(X) @ Eq.12-11
K

sendo n a direcdo normal externa ao contorno.

Destaca-se que existem outros tipos de condigdes de contorno que ocorrem
com certa freqiiéncia, sendo que tais condigdes de contorno sdo, na realidade, formas
complexas ou combinacdes entre as condi¢des de contorno essenciais e naturais. Tém-se a

seguir alguns exemplos destas condi¢des de contorno mais elaboradas:

1) Condi¢ao de Contorno Convectiva

Também denominada de condicdo de contorno de Robin. Este tipo de
condigdo ocorre freqiientemente em problemas ligados a transferéncia de calor e caracteriza o
fluxo de calor por conveccdo ao longo do contorno do problema. Matematicamente tal

condigdo ¢ expressa da seguinte forma:
Q(X) — h[u(X) - b] Eq. 1.2-12

Onde para problemas térmicos, h ¢ chamado de coeficiente de pelicula e b
representa uma temperatura de referéncia, geralmente tomada no infinito ou em um ponto

afastado do dominio do fendmeno.
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Percebe-se que a condicdo de contorno convectiva, na realidade, trata-se de
uma condi¢cdo de contorno natural, onde prescreve-se a derivada do potencial, ou seja, o

fluxo, sendo expresso como uma fungao do potencial.

i1) Condicao de Contorno Nao-Linear

As condicdes de contorno desse tipo ocorrem principalmente nos chamados
problemas de fronteira varidvel, e como o proprio nome sugere, apresenta uma nao-
linearidade, isto ¢, o valor a ser prescrito ¢ uma fun¢do da variavel basica do problema. Tais

condicdes sdo expressas matematicamente pelas seguintes equagoes:

u(X) = f{u(X)) Eq.12-13

q(X) = g(u(X)) Eq. 1.2-14
onde f e g sdo funcdes escalares.

ii1) Condicdo de Contorno de Ordem Superior

Ocorrem em modelos matematicos deficientes. Tais modelo sofreram
simplificagdes matematicas exageradas, como no estudo estrutural de alguns tipos de

membranas [3].

Tais condigdes de contorno envolvem a prescrigdo de derivadas de ordem
superior, A equagdo [.2-15 representa um tipo de condigdo de contorno dessa natureza.
Normalmente essas prescrigdes sdo transformadas em condi¢gdes de contorno essenciais ou
naturais, na forma tradicional. Ressalta-se que existem outras formas mais exoticas

envolvendo as derivadas.

(X) = 0*u(X) Eq. 1.2-15
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... Bulcao

Capitulo Il

ALGUNS CONCEITOS IMPORTANTES PARA A
APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO A PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS

II.1 - Sistema de Coordenadas Naturais

Nos elementos de contorno bidimensionais aplica-se uma transformacao de
coordenadas do sistema global X, para um sistema de coordenadas sobre o elemento, de
forma a operacionalizar as integracdes nele realizadas. Este sistema de coordenadas ¢
denominado de sistema de coordenadas naturais ou normais [1, 2, 3]. Tal sistema independe
da forma do elemento de contorno, sendo a origem do sistema, =0, centrada ao longo do
comprimento do elemento. O sistema ¢ escalonado de tal forma que m=-1 no extremo

esquerdo do elemento e n=+1 no extremo direito do elemento, vide figura I1.1-1.

Figura II.1-1 - Representagdo do Sistema de Coordenadas Naturais



20

A transformacdo de coordenadas efetuada fornece uma normaliza¢ao do
comprimento do elemento de contorno, que neste caso encontra-se sempre limitado ao

intervalo de -1 a +1.

A utilizacdo do sistema de coordenadas naturais ¢ conveniente principalmente
por dois aspectos [3]: (i) sua adogdo facilita a padronizacdo e construcdo das funcdes de
interpolacdo, responsaveis pela interpolagdo das grandezas fisicas e geométricas ao longo do
elemento; (i1) para a aplicacdo dos métodos de integracdes numéricas, como no caso da
quadratura de Gauss, onde os coeficiente e os pesos da quadratura ja encontram-se
normalizados para o intervalo de integragdao de -1 a +1 (justamente o intervalo do sistema de

coordenadas naturais).

I1.2 - Diferentes Tipos de Fun¢odes de Interpolacio Polinomiais

Aplicam-se as chamadas func¢des de interpolagdo para aproximar tanto as
varidveis basicas do problema quanto a geometria de um determinado elemento de contorno,
através de valores definidos em determinados pontos sobre o elemento, chamados pontos
nodais ou n6s. Quando as fungdes de interpolagdo sdo utilizadas para aproximar a geometria,
tais funcdes recebem a denominagdo de fung¢des de forma, pois determinam a forma do

elemento.

Os diferentes tipos de funcdes de interpolacao ja foram amplamente estudados
e analisados na literatura especializada no Método dos Elementos Finitos [2, 3]. Neste
método utilizam-se principalmente as denominadas fungdes de interpolagdes polinomiais ou
fungdes de interpolagdo Lagrangeanas, pois utiliza-se a interpolacdo polinomial de Lagrange

para determina-las.

Neste trabalho utilizam-se as fun¢des de interpolagcdo polinomiais como sendo
as funcdes de interpolacao e as funcdes de forma. Destaca-se que as fungdes de interpolagao
e as fungdes de forma formam dois conjuntos de fungdes independentes, pois pode-se utilizar
polindmios de graus diferentes para as aproximacdes das varidveis do problema e da

geometria, respectivamente.
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A idéia central na aplicagdo das fungdes de interpolacao consiste em expressar
uma fungdo escalar qualquer T(n), como sendo uma combinagdo linear, dada pela seguinte

expressao:
T(n) — iNjaj Eq. 11.2-1
I

sendo N; as funcdes de interpolagdo e os valores dos escalares a; definidos como sendo os

valores da grandeza escalar nos pontos nodais, isto ¢€:
T(nj) =T, =a, Eq. [1.2-2

Assim, as aproximacgdes realizadas com tais fungdes seguem a seguinte

estrutura geral, dada pela equacao:
()= N, (T, Eq. I1.2-3
j=1

sendo T a varidvel a qual deseja-se aproximar, que tanto pode ser o potencial u ou sua
derivada normal q. Neste caso, as fun¢des N sdo denominadas fungdes de interpolacdo, pois
interpolam o campo das varidveis; ou podem ser as coordenadas cartesianas do elemento,
quando, entdo, as fungdes N sdo denominadas fun¢des de forma, pois determinam a forma do

elemento.

A seguir, apresentam-se 0s principais tipos de fung¢des de interpolagdo
polinomiais utilizadas, juntamente com as suas expressdes matematicas, bem como graficos

mostrando sua varia¢ao ao longo de um sistema de coordenadas naturais.

FUNCAO DE INTERPOLACAO CONSTANTE

Trata-se do tipo de interpola¢do mais simples, onde ndo ¢ admitido nenhuma
varia¢do da fun¢do a qual se deseja aproximar ao longo do sistema de coordenadas naturais,

vide figura I11.2-1.

Ny(n)=1 Eq. I1.2-4
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Figura I1.2-1 - Fun¢ao de Interpolacdo Constante ao longo do Sistema de Coordenadas Naturais

FUNCAO DE INTERPOLACAO LINEAR

Neste caso, a fungdo a qual se deseja aproximar pode variar linearmente ao
longo do sistema de coordenadas naturais, sendo que os valores de T, e T, sdo os valores

nodais da fun¢@o nos pontos com coordenadas naturais n=-1 e n=+1, respectivamente.

1 1
Nl(n) = 5(1 — n) Nz(n) — E(l + n) EqS. 11.2-5
e Ni(n) N,(n) (]
n=-1 n=0 n=+I n=-1 n=0 n=+1

Figura I1.2-2 - Fung¢des de Interpolagao Lineares ao longo dos Sistemas de Coordenadas Naturais

FUNCAO DE INTERPOLACAO QUADRATICA

A variagdo da fungdo, neste caso, segue um polindmio de 2° grau. Os valores
da funcdo T;, T» e T3 sdo computados nos pontos nodais com coordenadas n=-1, n=+1 e

n=0, respectivamente.

Nl(n):%ﬂ(n—l) Nz(n)Z%n(nH) Ny(m)=(1-n)(1+n)  Egs.11.2-6
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L UL . : .
n=-1 n=0 n=+I1 n=-1 n=0 n=+1 n=-1 n=0 n=+1

Figura I1.2-3 - Fung¢des de Interpolagdo Quadraticas ao longo dos Sistemas de Coordenadas Naturais

I1.3 - Calculo do Jacobiano

Durante a fase de implementagdo computacional do Método dos Elementos de
Contorno, torna-se necessario o calculo do jacobiano da transformacdo do sistema de
coordenadas globais do elemento para o sistema de coordenadas normais utilizadas ao longo
de cada elemento de contorno. Isto pois as fungdes de interpolacdo utilizadas encontram-se
expressas em termos do sistema de coordenadas normais, mas os limites das integracdes
realizadas ao longo de cada elemento de contorno estdo no sistema de coordenadas

cartesianas globais.
Expressa-se entdo a seguinte transformacgdo de coordenadas:
dr" =|Jjdn Eq. 11.3-1
onde |J| € o Jacobiano da transformacao de coordenadas.

De acordo com os principios da geometria diferencial, tem-se que dI” pode ser

aproximado como sendo dado pela equacdo I1.3.2, vide figura I1.3-1, a seguir:

(dr)* =(dry)’ +(dry )’ Eg. IL.3-2
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dr

dr
Y A !

dry

=
X
Figura I1.3-1 - Representagdo bidimensional de dI"

Operacionalizando a equacao I1.3-2 chega-se a seguinte expressao:

2 2
T = (drxj N (dryj dn Eq. 113-3
dn dn

Substituindo-se a equagao II.3-1 na equagdo II.3-3, encontra-se a expressao

que representa o Jacobiano, para o caso bidimensional, dada a seguir:

2 2
m J(arx) )
on on

A seguir apresentam-se as expressoes analiticas para calculo do Jacobiano para

o caso dos elementos de contorno utilizando-se de fun¢des de forma lineares e quadraticas.
Ressalta-se que os elementos de contorno constantes e lineares utilizam-se de fungdes de

forma lineares; assim, neste caso, os seus Jacobianos sdo idénticos.

JACOBIANO PARA ELEMENTOS DE CONTORNO CONSTANTES E
LINEARES

As derivadas indicadas na equacao I1.3-4 podem ser obtidas diretamente a
partir da equacao I1.2-3, que, neste caso, relaciona a variagao das coordenadas globais com os

seus valores nodais através das fungdes de forma, assim:

— X, + X, — y, + Y, Egs. I1.3-5

onde Xx; e y; representam os valores das coordenadas cartesianas dos pontos iniciais e finais do

elemento.
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Utilizando-se das expressdes para as fungdes de forma lineares, equacdes 11.2-
5, tem-se:

_ =4 Egs. 11.3-6
on 2 on 2

Desenvolvendo-se a expressao para o jacobiano obtém-se entao:

1
|J| = E\/(Xl - Xz)2 + (Y1 - Y2)2 Eq. 11.3-7

Tal equacdo para o Jacobiano pode ser interpretada como sendo a metade do

comprimento do elemento. Observa-se que neste caso o Jacobiano apresenta um valor

constante ao longo de todo o elemento, isto é, ndo varia com a alteracdo da coordenada
adimensional 7.

JACOBIANO PARA ELEMENTOS DE CONTORNO QUADRATICO

De maneira semelhante ao exposto anteriormente para o calculo do Jacobiano

para elementos de contorno constante e linear, as expressoes neste caso sao dadas a seguir:
0x _ON, . ON, ON, Oy ON,
on o

= + X Eqgs. I1.3-8
& on 1 on n 3 Y. Ys

onde, neste caso, utilizando-se das funcdes de forma quadraticas, equagdes 11.2-6, tem-se que:

'S +— i) Eqgs. 11.3-9
on 2 on 1 2 on 1

N, _ ] N, 1 N,

Desenvolvendo-se tais expressdes para o jacobiano obtém-se entdo:

1 2 1 2
|J| = \/{(Xl —-2x, + X3)n +5(X3 - Xl)jl + [(YI -2y, + Y3)n +E(Y3 - %)} Eq. 11.3-10

Destaca-se que no caso dos elementos de contorno utilizando-se de fungdes de
forma quadraticas o Jacobiano ndo ¢ um valor constante ao longo do comprimento do

elemento, e sim ¢ uma fun¢do envolvendo a coordenada natural n.
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11.4 - Calculo do Vetor Normal

Uma etapa importante durante a fase de implementagdao computacional do
Meétodo dos Elementos de Contorno ¢ a determinagdo do vetor normal ao contorno I', pois
este parametro ¢ utilizado junto as expressdes matematicas deste método, sendo, entdo,

integradas dando origem ao sistema linear de equagdes algébricas resultante (vide Capitulo

110).

Como representado na figura 11.4-1 t e n s@o os vetores tangente e normal a
curva I no ponto P, onde na origem deste sistema de coordenadas encontra-se o ponto &,

sendo R o vetor posigdo do ponto & ao ponto P.

Y A

>
€ X

Figura I1.4-1 - Representagdo dos vetores tangente e normal a curva [’

De acordo com a figura 11.4-2, pode-se expressar uma relagdo entre Reca

curva I', dada através da seguinte relacdo matematica:

AR _PQ Eq. I1.4-1
Al AT
Fazendo-se com que Q se desloque em dire¢do ao ponto P, Q — P, tem-se que
AI' > 0, desta forma a dire¢dao da corda PQ tende para a direcdo da tangente a curva em P,

matematicamente:

dR i AR _

—= lim —=t Eq. 11.4-2
dC  AI50AT E
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A

Figura I1.4-2 - Representagdo do vetores AR e de AT’

Empregando-se a regra da cadeia, pode-se expandir a equagdo I1.4-2 através do
uso das coordenadas naturais, e valendo-se da defini¢do do Jacobiano para esta transformacao
de coordenadas, vide secdo I1.3, pode-se escrever:

R _dRdn_dR1

= = Eq.11.4-3
dr  dndrC dnJ a

Sendo J o Jacobiano da transformagdo de coordenadas globais para a coordenada natural.

As componentes da derivada de R com relagdo a coordenada natural | podem
ser obtidas diretamente através do uso das func¢des de interpolacdo para a representacdo da
posi¢do coordenada do ponto P em fun¢ao da coordenada dos pontos nodais geométricos que

compde o elemento de contorno a qual o ponto P pertence, desta forma:

dR dX- dY-: <& dN,- & dN,-
=it = X S+ ) Y, Eq. 11.4-4
dqn dn  dn” T dn T dn
sendo L o nimero de pontos nodais geométricos do elemento de contorno em questao; Ye} 0
vetores unitarios nas diregdes coordenadas X e Y, respectivamente; X, e Y, as coordenadas

globais dos pontos nodais geométricos nas dire¢des coordenadas X e Y, respectivamente.

Desta forma tem-se determinado o vetor tangente t a curva [ no ponto P, sendo
que para a determinag¢do do vetor normal utiliza-se dos conceitos do produto escalar e do
produto vetorial entre os vetores tangente e normal. Tais relagdes sdo expressas pelas
seguintes equagdes:

t-n=0 Eq. I1.4-5
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ixn=k Eq. 11.4-6

sendo k o vetor unitario na direcdo coordenada perpendicular ao eixos X e Y.

Pode-se entdo, finalmente, representar o vetor normal como sendo:

nol d_Yf_d_Xj Eq. 11.4-7
J| dn dn

IL.5 - Principais Tipos de Elementos de Contorno

Para a discretizacdo das equagoes integrais envolvidas, conforme Capitulo 111,
faz-se necessario a divisdo do contorno I' em elementos de contorno distintos, sobre os quais
sdo definidas as variacdes das grandezas envolvidas no problema, neste caso o potencial e sua
derivada, em fun¢do dos valores calculados em determinados pontos nos elementos. Tais

pontos sdo denominados pontos nodais funcionais ou n6s funcionais.

Cabe, neste momento, um breve apéndice para definir-se de maneira clara a
diferenca existente entre os denominados pontos nodais funcionais ou, simplesmente, nos

funcionais e, os pontos nodais geométricos ou nds geomeétricos.

Os nods geométricos ou pontos nodais geométricos sao utilizados para definir-se
a geometria do elemento de contorno no sistema de coordenadas globais através de

interpolacdes polinomiais usando as denominadas fun¢des de forma, vide secao I1.2.

Os nds funcionais ou pontos nodais funcionais sao os pontos nodais utilizados
para formagao do sistema matricial resultante do Método dos Elementos de Contorno. Nestes
pontos tem-se calculados os valores das incdgnitas do problema, sendo que ao longo de um
determinado elemento tais valores sdo obtidos utilizando-se interpolagdes polinomiais,

através das denominadas fungdes de interpolagao.

De acordo com a ordem e o tipo das fungdes de interpolacdo e de forma
utilizadas para um determinado elemento de contorno pode ter-se a coincidéncia ou nao dos
n6s funcionais e geométricos, conforme sera exposto durante a apresentacdo dos principais

tipos de elementos de contorno utilizados.
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Um parametro importante na utilizacdo do Método dos Elementos de Contorno
como ferramenta numérica, consiste na escolha adequada do tipo de elemento de contorno
empregado na modelagem a ser realizada e, por conseguinte, na resolu¢ao do problema [6].
Tal parametro influencia, principalmente, no nimero de elementos de contorno necessarios
para a obtencdo de uma determinada precisdo nos resultados, assim afetando a ordem do

sistema linear de equagdes algébricas resultante.

CLASSIFICACAO DOS ELEMENTOS

No M¢étodo dos Elementos de Contorno utilizam-se dois conjuntos distintos de
fungdes de interpolagdo. O primeiro conjunto ¢ utilizados para a aproximacao das variaveis
fisicas do problema, denominado de fung¢des de interpolacdo; e o segundo conjunto ¢ utilizado

para a defini¢do da forma do elemento, denominado de fung¢des de forma.

Segundo a ordem dos polindmios utilizados nestes dois conjuntos distintos de

funcdes de interpolagdo, os elementos de contorno podem ser classificados como sendo [3]:

1) Elementos Hipoparamétricos ou Subparamétricos

Neste caso, ¢ utilizado um polindmio de maior grau para a aproximagao da
geometria e um polindmio de menor grau para a aproximacao das varidveis do problema. Isto

¢, o grau das func¢des de forma € maior do que o grau das fungdes de interpolacao;

i1) Elementos Isoparamétricos

Sdo os tipos de elementos mais comumente utilizados. Os elementos
pertencentes a esta familia apresentam funcgdes de interpolagdo de mesmo grau para a
aproximacao da forma do elemento e das variaveis do problema. Isto ¢, o grau das fungdes de

forma ¢ igual ao grau das funcdes de interpolacao;

iii) Elementos Hiperparamétricos Ou Superparamétricos

Neste caso, ¢ utilizado um polindmio de menor grau para a aproximacao da
geometria e um polindmio de maior grau para a aproximagao das variaveis do problema. Isto

¢, o grau das fung¢des de forma ¢ menor do que o grau das fungdes de interpolagao.

A seguir apresentam-se os principais tipos de elementos de contorno, sendo

que somente alguns deles sao utilizados nas modelagens realizadas ao longo deste trabalho.



30

ELEMENTO DE CONTORNO CONSTANTE

Este ¢ o tipo mais simples de elemento de contorno existente. Sendo que, neste
caso, para um determinado elemento de contorno ndo ¢ admitida nenhuma alteracdo nos
valores das variaveis fisicas do problema ao longo de seu comprimento, estas sao tomadas

como sendo constantes.

Este elemento ¢ classificado como sendo Hipoparamétrico, pois a geometria
pode variar linearmente, usando funcdes de forma lineares, e as varidveis do problema

utilizam-se de fung¢des de interpolagdo constante.

No Método dos Elementos de Contorno aplicado a problemas de campo
escalar, a literatura especializada indica que a utilizacao de elementos de contorno constante
alcancam uma precisdo bastante satisfatoria, em termos de Engenharia, apesar de sua

simplicidade [1, 4, 5].

Existem ainda certos casos onde devido a presenca de descontinuidades no
campo das variaveis do problema, que o uso deste tipo de elemento acarretam vantagens
frente aos elementos de contorno com fungdes de interpolagdo de maior grau, pois, no caso
dos elementos de contorno constante, o campo obtido para as varidveis do problema ja ¢

descontinuo devido a propria natureza da funcdo de interpolacao utilizada [6].

Na maioria dos casos, durante a implementacdo do elemento de contorno
constante, adota-se o Unico nd funcional existente estando centralizado em relacdo ao

comprimento do elemento, isto €, o nd funcional encontra-se na coordenada natural n=0.

Na figura II.5-1 podem ser observadas as posi¢des dos nds funcionais e
geométricos para um determinado elemento de contorno constante, bem como um exemplo da

discretiza¢dao de um contorno usando tal elemento.
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Figura I1.5-1 - Representagdo de uma discretizagdo com elementos de contorno constantes € 0s nos
geométricos e funcionais de um elemento de contorno constante

Observe, de acordo com a figura II.5-1, que comete-se um erro de
discretizagdo, no caso de contornos nao retilineos, que pode vir a tornar-se bastante acentuado
quando da utilizacdo de um nimero reduzido de elementos de contorno com geometria
retilinea. Mas a medida que o niimero de elementos de contorno utilizados na discretizagao

aumenta, esse erro tende a diminuir.

ELEMENTO DE CONTORNO LINEAR

Este elemento de contorno ¢ classificado como sendo isoparamétrico, pois
tanto a geometria quanto as variaveis do problema utilizam fung¢des de interpolagdes
polinomiais lineares, com isso tem-se uma coincidéncia entre os nos geométricos e

funcionais.

Na figura I1.5-2 podem ser observadas as posi¢cdoes dos nds funcionais e
geométricos para um determinado elemento de contorno linear, bem como um exemplo da

discretiza¢do de um contorno usando tal elemento.

O~

nos
geométricos

y nods

funcionais n=+1

n=-1
Figura I1.5-2 - Representagdo de uma discretizagdo com elementos de contorno lineares e os
nds geométricos e funcionais de um elemento de contorno linear

Neste caso, como no caso anterior dos elementos de contorno constantes,
torna-se também valida a observagao feita a respeito do erro de discretizagdo cometido, pois a

geometria do elemento também ¢ linear.

ELEMENTO DE CONTORNO QUADRATICO
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Este elemento de contorno também ¢ classificado como sendo isoparamétrico,
pois sua geometria e as variaveis do problema utilizam-se de fungdes de interpolagdes
polinomiais quadraticas afim de computar suas variagdes ao longo do elemento de contorno,

desta forma, tem-se a coincidéncia entre os n6s geométricos e funcionais.

De acordo com a figura I1.5-3, pode-se observar a distribuicdo dos nos
geométricos e funcionais para um determinado elemento de contorno quadratico, bem como
um exemplo da discretizagdo de um contorno usando tal elemento.

noés

geométricos

nos
funcionais

n=-1

Figura I1.5-3 - Representag@o de uma discretizacdo com elementos de contorno quadraticos e
0s nds geométricos e funcionais de um elemento de contorno quadratico

De acordo com a figura I1.5-3, observa-se que, neste caso, o erro de
discretizagdao, em comparacao com erro de discretizagdo cometido, utilizando-se de elementos
de contorno com geometria retilinea reduziu-se sensivelmente, mas tal erro estd sempre
presente no caso de um contorno com uma configuragdo que ndo seja aparentada com a

fun¢do de forma utilizada pelo elemento de contorno.
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I1.6 - Tipos Especiais de Elementos De Contorno

Tais elementos de contorno foram desenvolvidos afim de solucionar certos
problemas que ocorrem devido a presenca de descontinuidades geométricas, como a
existéncia de cantos vivos no contorno do dominio fisico a ser modelado; e descontinuidades

fisicas, através da imposicao de condigdes de contorno descontinuas nos elementos.

Destaca-se que, tais problemas somente tornam-se relevantes quando as
modelagens sdo realizadas utilizando-se de elementos de contorno ditos de ordem superior,
isto €, elementos de contorno que utilizem fungdes de interpolagdo polinomiais que possuem
um grau maior ou igual a unidade. Este fato acontece nos elementos de contorno lineares e

quadraticos utilizados neste trabalho.

Ressalta-se que, a priori, os problemas de descontinuidades fisicas s6 deveriam
ocorrer quando da descontinuidade da derivada normal do potencial, visto que um valor de
potencial descontinuo ndo possui um significado fisico consistente. Assim, o modelo fisico
das equagdes diferenciais aqui analisadas ndo comporta este tipo de descontinuidade, que
representaria, por exemplo, um unico ponto material possuindo dois valores distintos de

temperatura.

Apesar disso, existem certos casos que possuem solucdes analiticas onde tal
descontinuidade estd presente no modelo matematico associado, sendo assim, neste trabalho
também aplicam-se os elementos de contorno ditos especiais para solucionar este tipo de

descontinuidade no potencial.

A seguir, com o proposito de tornar a apresentacdo mais didatica para o
problema das descontinuidades geométricas e/ou fisicas, € a necessidade da adocdo de
elementos de contorno especiais, apresenta-se, inicialmente, o caso da descontinuidade

envolvendo a derivada normal do potencial.

A descontinuidade da derivada normal do potencial pode ocorrer devido,
basicamente, a dois procedimentos: tal descontinuidade pode ser prescrita quando da
aplicacdo das condi¢gdes de contorno (descontinuidade fisica) ou a descontinuidade pode ser
causada por uma descontinuidade geométrica (um canto vivo por exemplo) que proporciona a

existéncia de uma descontinuidade da normal ao contorno.
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Conforme pode ser observado de acordo com a figura I1.6-1 o fluxo ¢
dependente do contorno a medida em que ¢ definido pela derivagdao do potencial com respeito

ao vetor normal n, isto é:

q= Eq. IL6-1

A q
qz

no funcional i

Figura I1.6-1 - Descontinuidade no valor do fluxo devido a mudanca de direcdo do vetor
normal para o n6 funcional i.

Observe que:

q =M xq, = Eq. I1.6-2

pois tem-se:
n, #n, Eq. I1.6-3

Adotando-se uma discretizagdo com elementos de contorno constantes o
problema da descontinuidade geométrica ndo apareceria, pois o ponto fonte ¢ colocado no
interior do elemento de contorno e, portanto, deslocado dos cantos vivos ou das
descontinuidades geométricas. O campo das variaveis fisicas do problema, formados pela
utilizagdo das fungdes de interpolacdo constante, ¢ descontinuo por defini¢do, logo o

problema do tratamento das descontinuidades fisicas ¢ resolvido naturalmente.

Na figura I1.6-2 encontram-se ilustrados outros casos em que ocorrem
descontinuidades na derivada normal do potencial. Nestes casos a discretizagdo, realizada

com elementos utilizando fung¢des de interpolagdo de ordem superior, deve ser tal que os
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pontos onde haja uma descontinuidade, ou a descontinuidade seja esperada, se localize em

no6s funcionais extremos de dois elementos de contorno adjacentes.

u=0

|
Q|
Il
o

Q|
I
o

(a) (b)

<l

<l

(c)

Figura 11.6-2 - Representagdo dos diferentes tipos de descontinuidades: (a) derivada normal
do potencial prescrita descontinua no ponto A; (b) derivada normal do potencial prescrita a esquerda
do ponto B e potencial prescrito a direita do ponto B; (c) potenciais prescritos a direita e a esquerda

do ponto C, onde o contorno ndo é suave.

As primeiras tentativas para solucionar os problemas das descontinuidades,
consistiam em aumentar o refinamento da discretizacdo nestas regides, contudo, este
procedimento além de aumentar o tamanho do sistema linear de equagdes algébricas

resultante, pela adicdo de mais pontos nodais, nem sempre proporciona bons resultados.

Um procedimento recente desenvolvido para solucionar o problema da
descontinuidade da derivada normal do potencial consiste em expressar seu valor em uma das
faces como sendo proporcional ao valor na outra face do elemento de contorno adjacente. Tal
procedimento ¢ denominado de Tratamento Geométrico de Descontinuidade ou Técnica da

Resultante Unica [7, 8].

Outra maneira simples de resolver tal problema consiste na adogdo do
denominado “n6 duplo”, isto €, a duplicacdo do né extremo dos elementos de contorno (vide
figura 11.6-3), ou seja, neste caso tem-se dois nds funcionais pertencentes a diferentes
elementos de contorno adjacentes, possuindo as mesmas coordenadas geométricas no sistema

global, nos funcionais 3 e 4 na figura I1.6-3.
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elemento 2

elemento 1 3 4 5

n6 duplo 6

Figura I1.6-3 - Representacdo dos nos funcionais existentes entre dois elementos de contorno
quadraticos contendo um n6 duplo entre os elementos.

Destaca-se que a inclusdao do né duplo proporciona um aumento na ordem de
sistema de equagdes algébricas. No entanto, devido ao fato das descontinuidades
encontrarem-se em numero reduzido, se comparado ao numero total de equagdes, esta

caracteristica ndo inviabiliza este procedimento de solugdo.

Na inclusdo do n6 duplo no método da colocagdo, aqui empregado para
formagao do sistema matricial resultante do Método dos Elementos de Contorno, produz a
formagdo de duas linhas idénticas na matriz G, vide Capitulo III. Neste caso, quando tem-se
o potencial prescrito nos dois nés funcionais referentes ao né duplo, as linhas referentes da
matriz G sdo passadas para a matriz final reordenada, de modo que tal matriz torna-se

singular.

Na formulagdo do Método dos Elementos de Contorno aplicando-se o método
de Galerkin, a inclusdo do n6 duplo, dois nos funcionais com mesmas coordenadas
geométricas globais, ndo proporciona linhas idénticas nas matrizes H e G. Assim, o sistema
linear de equagdes algébricas resultante final ndo se torna singular como no método da

colocacao [8].

A seguir apresentam-se alguns procedimentos desenvolvidos para solucionar a
possibilidade da ocorréncia de singularidades na matriz resultante do Método dos Elementos

de Contorno quando da utilizagcdo do método da colocagao.

A solugdo que se apresenta mais viavel, a priori, consiste no denominado né
duplo modificado, ou seja, deslocam-se os pontos nodais funcionais para o interior dos
elementos contendo o né duplo, modificando-se as fung¢des de interpolagdo, fazendo com que
sejam geradas equacdes algébricas lineares diferentes para os dois nos funcionais em questao.
O elemento de contorno formulado desta forma ¢ denominado de Elemento de Contorno Nao

Conforme.
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Outra solucdo mais interessante consiste em deslocar-se apenas os pontos
fontes & para o interior dos elementos de contorno contendo o n6 duplo, mantendo-se as
mesmas funcdes de interpolagdo. Deste modo, mantém-se as incognitas nos pontos nodais
extremos dos elementos. O elemento de contorno formulado, adotando-se tal procedimento, ¢
denominado Elemento Interpolado ou, mais apropriadamente, Elemento com Ponto de

Colocagao Nao Nodal.

A seguir apresenta-se de forma mais detalhada a formulacdo do chamado
Elemento com Ponto de Colocagdo Nao Nodal, utilizada nas aplicagdes numéricas analisadas
neste trabalho.  Maiores informacgdes sobre os demais métodos de tratamento de
descontinuidades descritos anteriormente podem ser encontradas em Marques (1986), Jaime

(1995) e Zambrozuski (1992) [7, 8, 9].

ELEMENTO DE CONTORNO COM PONTO DE COLOCACAO NAO NODAL

Neste procedimento, deslocam-se apenas os pontos fontes & referentes ao nos
duplos associados a diferentes elementos de contorno adjacentes, mantendo-se a posi¢ao dos
nds funcionais nos extremo dos elementos. Para tal, a incognita no ponto fonte &, isto ¢, o
ponto deslocado, passa a ser expressa através da utilizagdo das fungdes de interpolacdo (vide
secdo II.2) em funcdo dos valores das incdgnitas nos pontos nodais funcionais, conforme

observa-se na figura I1.6-4.

Us

U,

U, & 3 4 Us

Figura 11.6-4 - Representacdo de dois elementos de contorno quadraticos com pontos de

colocacdo ndo nodais, pontos &; e &,.
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Para definir-se a posi¢cdo do ponto &, vide figura 11.6-4, ao longo dos elementos
de contorno com ponto de colocacdo nao nodal, ponto &4, utiliza-se o sistema de coordenadas
naturais sobre o elemento, o qual varia entre -1 e +1 (secdo II.1). Neste trabalho refere-se a
esta posi¢do, através do parametro y, definido como sendo o valor absoluto desta posi¢cao no
sistema coordenadas naturais. Desta forma, quando desloca-se o ponto nodal funcional inicial
de um elemento sua posicdo no sistema de coordenadas naturais ¢ -y (ponto &s), e,
analogamente, quando desloca-se o ponto nodal funcional final de um elemento sua posigao ¢

+y (ponto &3).

Pode-se, entdo, de acordo com a equacdo integral discretizada para o Método
dos Elementos de Contorno, vide Capitulo III equagao III.2-15 (repetida a seguir para maior
comodidade), observar que o deslocamento do ponto fonte £ ndo acarreta alteragdo no modo
de calculo das integrais sobre os elementos de contorno, mas somente no primeiro termo da

equacdo I1.6-4.

£)+ %Iu (X)q"(&;X)d J‘ (X)u'(gX)dr, Eq. 1L6-4

=l I,

De acordo com a figura I1.6-3, apresenta-se a deducdo para o ponto fonte &,
mas ressalta-se que o procedimento ¢ analogo para o ponto fonte 4. Sabe-se que o potencial
no ponto fonte &; pode ser expresso de acordo com as fungdes de interpolacdo através dos
valores do potencial nos pontos nodais funcionais do elemento de contorno, equagao I1.2-3,

vide segao I1.2.
3
U(E_,3) — zUiNi Eq. I1.6-5
i=1

Para a completa definicdo do primeiro termo da equagdo I1.6-4 resta apenas a
defini¢ao do valor de C(§) para este caso, mas de acordo com a equagao III.1-13 sabe-se que
o valor de C(§) para contornos suaves € igual a 0,5. Como no caso dos elementos de contorno
com ponto de colocacdo ndo nodal, o ponto fonte, neste caso &z, encontra-se no interior de um

elemento de contorno onde a geometria é sempre suave, logo, neste caso, o valor de C(§)=0,5.

De posse desta informacgao e aplicando-se a equagdes 11.6-5 no primeiro termo

do lado esquerdo da equacdo I1.6-4 encontra-se:

1
C(&5)U(E;,) =5[U1N1 +U,N, +U;N;] Eq. 11.6-6
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Desta forma a expressao integral discretizada do Método dos Elementos de
Contorno, equagdo I1.6-4, pode ser novamente reordenada de forma similar a apresentada na
secdo III.2, formando-se assim o sistema linear de equagdes algébricas. Este rearranjo ¢ feito
somando-se as novas contribui¢des na matriz H referentes a aplicagdo do deslocamento do

ponto fonte &3, equacao I1.6-6.

Na utilizagdo dos elementos de contorno com pontos de coloca¢do nao nodal
surge um parametro importante, que consiste na escolha da distancia de afastamento do ponto
fonte & referente ao né duplo, de tal forma a ndo distorcer os resultados e também nao causar

problemas de singularidade ou mal condicionamento no sistema.

Sera apresentado na secdo II.6 a andlise de um problema envolvendo a
equacdo de Laplace enfocando especificamente o efeito da variagdo da distancia de

afastamento do ponto fonte referente a um né duplo.

I1.7 - Integracio Numérica

Sem duvida, a integragdo numérica trata de um dos tdpicos de maior relevancia
no Método dos Elementos de Contorno, sendo nas ultimas décadas assunto de intensos
trabalhos junto a diversos pesquisadores [10]. A importancia desse toOpico pode ser
matematicamente caracterizada a partir da equagdo III.2-6 (repetida a seguir), onde os
coeficientes ali representados podem ser chamados de coeficientes de influéncia, sendo que a

precisdo deste método esta fortemente relacionada a obtengdo correta de tais coeficientes.
[H]{U} =[G]{Q} Eq. IL.7-1

O calculo analitico das integrais envolvidas torna-se praticamente inviavel para
elementos de ordem superior, isto €, onde a variacdo da varidvel basica ao longo do elemento
ndo € considerada constante. Um agravante surge no caso de elementos com geometria nao
retilinea (elementos isoparamétricos quadraticos ou superiores) onde o Jacobiano, nestes

casos, ndo ¢ mais um valor constante e sim uma fun¢ao da forma geométrica do elemento.

A filosofia das quadraturas numéricas consiste em obter-se o valor da integral

almejada, através de uma combinagao linear de valores da funcao a ser integrada, definida em
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certos pontos de integragdo (i, multiplicados por determinados coeficientes, os pesos ©i,

assim:
I= [ f(x)dx = 0,f(5)) +0,f(5,)++0,f(,) Eq. IL7-2

A determinacdo dos pontos de integrag¢do C; de avaliacdo da fungdo f(x) e dos
pesos o, ¢ feita de acordo com diversos procedimentos, que de forma geral podem ser

agrupados em duas categorias [11]:

- quadraturas fixas - a escolha dos pardmetros C; ¢ ®; ndo depende do comportamento da
funcdo f(x); trata-se apenas de uma escolha do tipo de esquema de

integracdo a ser utilizado; e,

- quadraturas adaptativas - neste caso a definicdo dos pontos de integracdo ; ¢ feita de

acordo com o comportamento da funcdo f(x), de tal forma a

obter-se uma maior concentra¢ao dos pontos {; na regido onde a

fungdo apresente uma variacdo mais acentuada.

Os métodos amplamente utilizados para o calculo das integrais sdo baseados na
quadratura gaussiana, devido a sua simplicidade e rapidez. O processo de integragdo via
Quadratura de Gauss pode ser ilustrado de acordo com a expressdao que se segue [2, 11, 12,
13], equagdo I1.7-3. Tal esquema de integracdo possui a vantagem de calcular de forma

precisa as integrais de fungdes polinomiais de graus p =2NG —1.

1 NG
1= J.lf(x)dx = lDZ:;\)vpf(z;p) Fq.IL7-3

onde: NG - nimero de pontos de integracao;

W, - pesos da Quadratura de Gauss; e,

p - pontos de integracdo.

Os denominados pontos de integragdo, pontos C,, sdo valores discretos, em
coordenadas naturais, limitados entre [-1; +1]. Tais pontos ndo se encontram igualmente
espacados ao longo do intervalo de integracdo. Pode-se adotar um nimero qualquer de

pontos de integracdo, sendo que para integrandos ndo expressos por funcdes polinomiais a
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escolha de um maior nimero de pontos de integragdo proporcionara uma melhor avaliacdo da

integral.

Mesmo quando existe singularidade na funcao a ser integrada, a quadratura de
Gauss ainda pode ser utilizada, pois como ocorre na formulagdo direta de Elementos de
Contorno - aqui adotada para a equagdo de Laplace - o valor Principal de Cauchy das
integrais resultantes e o valor obtido via quadratura de Gauss sdo coincidentes quando estas

sdo calculadas no sentido usual de integragao [7, 9].

CLASSIFICACAO DAS INTEGRAIS

De acordo com a fungdo a ser integrada e o intervalo de integracao, as integrais

podem ser classificadas como sendo:

Integrais Nao Singulares - Quando o integrando, ao longo de todo o intervalo de
integra¢do, ndo apresenta nenhuma singularidade. Isto ¢, ao
longo do intervalo de integracdo a funcdo a ser integrada ndo

tende para mais ou menos infinito;

Integrais Singulares - Quando o integrando apresenta pelo menos uma singularidade

ao logo do intervalo de integracdo. Isto €, neste intervalo a

funcao tende para o infinito; e,

Integrais Quase Singulares - Quando o ponto onde o integrando apresenta uma singularidade
ndo pertence ao intervalo de integracdo. mas encontra-se
proximo a ele. Neste caso, apesar de ndao se atingir a
singularidade no intervalo de integracdo o integrando apresenta
uma elevada taxa de crescimento, isto ¢ um comportamento

assintotico.

No caso especifico do Método dos Elementos de Contorno aplicado a equacao
de Laplace, a solugdo fundamental envolve fun¢des que se tornam singulares dependendo da
distancia do chamado ponto fonte em relagdo ao elemento de contorno ao qual se efetua a
integracdo. Deve-se, entdo, procurar utilizar-se de um esquema de integragdo auto-

adaptativo, pois conforme o caso, pode-se obter os trés tipos de integragdes: Singulares;
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Quase Singulares e Nao Singulares. No célculo das integrais Singulares e Quase Singulares

devem ser tomados cuidados especiais para a perfeita avaliagcdo da integral.

Como o proprio nome sugere, um esquema de integracdo auto-adaptativo deve
ser capaz de adaptar-se ao tipo de integracdo a ser efetuada. Sendo assim, tal esquema de
integracao deve tomar as medidas necessarias, quando for conveniente, para obter-se uma

resposta com elevada precisao.

A vantagem dos esquemas de integragdao auto-adaptativos ¢ que, com apenas
um Unico procedimento de integracdo, consegue-se englobar todos os tipos possiveis de

integrais a serem avaliadas pelo Método dos Elementos de Contorno.

A seguir apresenta-se o procedimento de integragdo utilizando uma
transformacdo de coordenadas de 3* ordem, que posteriormente sera inserido em um esquema
de integracdo auto-adaptativo, mas que, para sua melhor compreensdo, optou-se por sua
apresentacdo em separado. Também sdo apresentados a resolugdo de alguns exemplos de

integragodes singulares usando tal procedimento numérico.

TRANSFORMADA DE 3* ORDEM

Nesta se¢do ¢ apresentado o esquema de integragdo adaptativo proposto por
Telles (1987), para o célculo de integrais singulares, onde sdo apresentados apenas 0s casos
de integragdes unidimensionais, que sao os tipos de integracdes utilizadas neste trabalho.
Para os casos bidimensionais o leitor pode encontrar maiores detalhes nas referéncias: Telles

(1987) e Telles et al. (1994) [14, 15].

Tendo-se, inicialmente, a integral apresentada a seguir, equagao I1.7-4, onde a

funcdo a ser integrada f (n) ¢ singular no ponto 7.
I= If(n)dn Eq. I1.7-4

sendo M a coordenada natural da integral.

Adota-se entdo, uma transformagdo de coordenadas de 3* ordem, dada de

acordo com a seguinte relagao:
n(y)=ay’ +by’ +cy+d Eq. I1.7-5

onde:
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vy - € a coordenada fornecida pelos pontos de integracdo da Quadratura Gaussiana e,
ap6s a transformacao, a coordenada m estara associada ao peso da Quadratura Gaussiana

correspondente a ponto de integracao vy ; e,
a, b, ¢, d - sdo parametros dependentes da posi¢ao do ponto de singularidade 7 .

Tal transformacdao de coordenadas permanece valida sem a necessidade do
recurso da particdo do dominio para qualquer posi¢do do ponto de singularidade e produz
automaticamente uma maior concentragdo dos pontos de integracdo préximos ao ponto de

singularidade [14].

Os parametros a, b, ¢ & d sdo definidos pela aplicagdo das seguintes condigdes:

Egs. I1.7-6

A terceira condi¢do, equagdes II.7-6, implica que o Jacobiano dessa
transformagdo deve preferivelmente reduzir a ordem da singularidade no ponto M e, a quarta
condi¢do ¢ introduzida para produzir um ponto de minimo no Jacobiano para o ponto 1 (um
ponto de méaximo no Jacobiano pode também ser obtido). Esta condi¢do implica que o
minimo valor do Jacobiano estd localizado onde o tipico comportamento da fungdo singular

f (n) apresenta um gradiente mais severo.

A aplicagdo das condigdes dadas nas expressoes (II.7-6) a equagdo II.7-5,

fornecem a solucdo em termos dos parametros a, b, ¢, d, que sd@o dados por:

1
1

Q
=i

Q

Egs. I1.7-7
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3y
c=——
Q
d=-b
sendo:
Q=1+3y° Egs. 11.7-8

onde y ¢ o valor da coordenada y correspondente ao ponto de singularidade 7, isto é:

n7)=7 Eq. I1.7-9

O parametro y pode ser obtido pela resolucdo da seguinte equagao:

7=3\/ﬁn*+|n*|+3\/ﬁn*—|n*|+ﬁ Eq. 11.7-10
onde:
n=mn"-1 Eq. IL7-11
Voltando-se a equacdo (I1.7-4), que neste ponto pode ser reescrita da seguinte
forma:

1= ff(n(y))J (y)dy Egs. IL7-12

-1

onde n(y) ¢ definido pela equacao II1.7-5¢ J (y) ¢ o Jacobiano da Transformag¢ao dado por:

J(y):dn—(y):%w2 +2by +c

dy

Egs. I1.7-13

Na implementacdo numérica do esquema de integra¢do utilizando-se da
transformada de 3% ordem, para o calculo das integrais envolvidas no Método dos Elementos
de Contorno, torna-se necessario algumas modificacdes, afim de obter-se um esquema de
integracdao auto-adaptativo, de acordo com a distancia do ponto fonte sobre o elemento de
contorno ao longo do qual ¢ feita a integragdo [15]. Isto é conseguido pela adicdo de certos

parametros nas expressoes acima apresentadas, conforme sera exposto posteriormente.

EXEMPLOS DE APLICACAO DA TRANSFORMADA DE 3* ORDEM
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A seguir sdao apresentados e resolvidos alguns exemplos de integrais
envolvendo fungdes singulares, tais exemplos foram colhidos de Telles (1987) [14].
Apresentam-se os valores das integrais utilizando-se da Transformada de 3% ordem e do
procedimento tradicional da quadratura de Gauss, ambos aplicados adotando-se diferentes
numeros de pontos de integracdo. Tais resultados sdo, entdo, comparados com solugdes de

referéncia apresentadas em Telles (1987) [14].

Os pontos e os pesos referentes a quadratura gaussiana, utilizados nas
integragdes numéricas realizadas ao longo deste trabalho, foram obtidos da seguinte
referéncia bibliografica: Abramowitz et al. (1970) [12]. Tais valores foram alocados junto ao

programa de computador utilizando-se variadveis reais de dupla precisdo (16 casas decimais).

+1
Exemplo 1.: I'= [ In(1-n)dn = -0.613705639
-1

A funcdo logaritmo neperiano ¢ indefinida para o ponto m =1, visto que o

argumento desta fun¢@o torna-se nulo para este valor. Sendo assim, a integral a ser avaliada

torna-se singular neste ponto.
Neste caso, aplicando-se as equagdes 11.7-10 e I1.7-11, tem-se que:
y=1
dai, obtém-se:
Q=4

Logo os coeficientes da transformada de 3* ordem, obtidos de acordo com as

equacoes I1.7-7, sdo:
a=025 b=-0.75 c=0.75 d=0.75

Para melhor ilustrar o procedimento da transformada de 3* ordem, que propicia
uma nova reordenacdo dos pontos de integragdo para proximo do ponto de singularidade

1 =1, apresenta-se a tabela I1.7-1 contendo as coordenadas dos pontos de integragdo, pontos

de Gauss, ¢ dos pontos apds a aplicagdo da transformada de 3* ordem, pontos de Gauss

Transformados, para o caso da utilizacao de 10 pontos de integracao.

Tabela I1.7-1 - Comparagdo da distribui¢do dos pontos de integracio
para os diferentes esquemas de integragdo utilizados.
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Pontos de Gauss Pontos de Gauss
Transformados
1 -0.97390652 -0.92273641
2 -0.86506337 -0.62188772
3 -0.67940956 -0.18415860
4 -0.43339539 0.26372846
5 -0.14887434 0.62089667
6 0.14887434 0.84585798
7 0.43339539 0.95452420
8 0.67940956 0.99176257
9 0.86506337 0.99938577
10 0.97390652 0.99999556

Note que apds a aplicagdo da Transformada de 3* ordem os pontos de

integracdo ndo mais apresentam simetria em relacdo a origem do sistema de coordenadas

naturais ¢ que hd uma elevada concentragcdo dos pontos de integracao proximos a coordenada

n=1, isto é, o ponto de singularidade.

Na figura II.7-1, apresenta-se o grafico contendo o erro percentual do

procedimento tradicional da Quadratura de Gauss e o da Transformada de 3* ordem, ambos

em relacdo a solugdo de referéncia, para diferentes numeros de pontos de integracao.

Exemplo 1

100

10

0.1 7

0.01

Erro Percentual (%)

0.001 +

0.0001 +

0.00001

4

20

Numero de Pontos de Integracao

—®— Quadratura de Gauss —®— Transformada de 32 Ordem

Figura I1.7-1 - Gréfico comparativo do erro percentual para os diferentes esquemas de

integracao em fun¢do do numero de pontos de integragdo - Exemplo 1.
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+1
Exemplo 2.: I'= [1nj03+rjdn = -1.908598917
-1

Esta integral torna-se singular para o ponto 1 =-0.3 .

Nestes caso tem-se:

vy =-0.10281
entdo:
Q=1.03171
Assim, seguindo o mesmo procedimento anterior encontra-se:
a=0.96927 b =0.29895 c =0.03073 d =-0.29895

A seguir, apresentam-se a tabela I1.7-2 e a figura I1.7-2 contendo informacdes

semelhantes as apresentadas para o primeiro exemplo analisado.

Tabela I1.7-2 - Comparacdo da distribuicdo dos pontos de

integracao para os diferentes esquemas de

integragdo utilizados.

Pontos de Gauss Pontos de Gauss
Transformados
1 -0.97390652 -0.94068367
2 -0.86506337 -0.72928248
3 -0.67940956 -0.48580986
4 -0.43339539 -0.33501862
5 -0.14887434 -0.30009475
6 0.14887434 -0.28454729
7 0.43339539 -0.15057161
8 0.67940956 0.16390243
9 0.86506337 0.57881340
10 0.97390652 0.90988851
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Exemplo 2

100

Erro Percentual (%)

0.01 |
4 10 20
Numero de Pontos de Integracao
—®— Quadratura de Gauss —®— Transformada de 32 Ordem

Figura 11.7-2 - Gréfico comparativo do erro percentual para os diferentes esquemas de
integracao em fun¢do do nimero de pontos de integragdo - Exemplo 2.

+1

dn
Exemplo 3.: 1= = 952380952
-1 (11 - T])

Esta integral, ndo mais envolvendo a fun¢ao logaritmo, ¢ singular para o ponto

m = 1.1, visto que a fun¢do torna-se indefinida para este valor.

Seguindo-se, novamente, o procedimento da transformada de 3* ordem obtém-

se os seguintes valores para os parametros:

7 =2.13706 e Q =14.70106

e finalmente:

a=0.06802 b =-0.4361 c=0.93198 d=0.4361

A seguir, apresenta-se a tabela I1.7-3 contendo as distribui¢cdes dos pontos de

integragdo para ambos os tipos de integragdes efetuadas, Gaussiana e Transformada de 3*

ordem.

Tabela 11.7-3 - Comparagdo da distribuicdo dos pontos de
integragdo para os diferentes esquemas de
integragdo utilizados.



Pontos de Gauss Pontos de Gauss
Transformados
1 -0.97390652 -0.94803241
2 -0.86506337 -0.74050246
3 -0.67940956 -0.41972829
4 -0.43339539 -0.05526314
5 -0.14887434 0.28746536
6 0.14887434 0.56540939
7 0.43339539 0.76364128
8 0.67940956 0.88932628
9 0.86506337 0.96000649
10 0.97390652 0.99295634

Na figura I1.7-3 apresenta-se o grafico mostrando os valores do erro percentual
em relagdo a solucdo de referencia, para o procedimento tradicional da Quadratura de Gauss e

o da Transformada de 3* ordem, para diferentes nimeros de pontos de integragdo.

Note que, neste caso, para a transformada de 3* ordem ndo houve uma melhora
sensivel na qualidade dos resultados, quando passou-se a utilizar-se de 20 pontos de
integracdo ao invés de 10 pontos. Isto pois, provavelmente, ja na resposta com 10 pontos de
integracdo atingiu-se a precisdo numérica maxima alcangada pelo compilador utilizado, sendo

que o erro cometido resulta, basicamente, de erros de arredondamento e de truncamento.

Exemplo 3
100
10 |
S
T
= 0.1 1
C
@
L
o) 0.01 1
o
o
;o 0.001
0.0001 1
0.00001 | ‘
4 10 20
Numero de Pontos de Integragao
—®— Quadratura de Gauss —®— Transformada de 32 Ordem

Figura I1.7-3 - Grafico comparativo do erro percentual para os diferentes esquemas de

integracdo em fungdo do nimero de pontos de integragdo - Exemplo 3.
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De acordo com os exemplos apresentados, pode-se comprovar a elevada
eficiéncia da Transformada de 3* ordem para o calculo de integrais singulares frente ao

procedimento tradicional da Quadratura de Gauss.

Destaca-se que existem diversos esquemas de integragdo, mas neste trabalho
optou-se pela utilizagdo de um esquema de integragao auto-adaptativo envolvendo a
transformada de 3* ordem, conforme serda exposto a seguir, para o calculo das integrais

resultantes da aplicagao do Método dos Elementos de Contorno.

ESQUEMA DE INTEGRACAO AUTO-ADAPTATIVO

Um esquema de integragdo auto-adaptativo aplicado ao Método dos Elementos
de Contorno deve funcionar de acordo com a distancia do chamado ponto fonte & em relagao
ao elemento de contorno sobre o qual ¢ realizada a integracdo. Sendo assim, o esquema de
integracdo auto-adaptativo deve ser capaz de resolver integrais singulares (quando o ponto
fonte esta sobre o elemento), integrais quase-singulares (quando o ponto fonte encontra-se
proéximo ao elemento de integragdo) e integrais ndo singulares (quando o ponto fonte

encontra-se distante do elemento de integracdo).

A primeira etapa a ser definida ¢ uma varidvel, denominada de D, que atua
como uma medida do tipo de integragdo a ser resolvida. Esse parametro ¢, entdo, definido

como sendo:

D = 2Ruin Egs. I1.7-14

L

onde : R, - ¢ a menor distdncia entre o ponto fonte e o elemento de integracdo; e,

L - ¢ definido como sendo a distancia entre os pontos extremos do elemento de

contorno.

Outras medidas podem ser utilizadas para a defini¢do de L. Por exemplo, uma
alternativa plausivel ¢ a ado¢do do comprimento do elemento de contorno, embora esta nova
definicdo somente ird diferenciar-se da distancia ente os pontos extremos do elemento de
contorno para elementos possuindo uma geometria curva (elementos quadraticos), mas tendo

a desvantagem de ser uma medida computacionalmente mais onerosa.

Para o calculo de R, existem dois procedimentos possiveis, o primeiro

consiste em determinar-se a menor distancia entre o ponto fonte £ e o ponto sobre a curva que
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define o elemento de integragdo, restrito ao intervalo onde o elemento ¢ definido (vide figura
I1.7-4(a)); o segundo procedimento consiste em determinar-se a menor distancia entre o ponto
fonte £ e a curva a qual estd definido o elemento de integragdo (vide figura I1.7-4(b)).
Existem casos onde estes dois procedimentos apresentam o mesmo resultado, vide figura 11.7-
4(c). De acordo com Telles (1994) [15], é preferivel a utilizagdo da primeira hipotese para o

calculode R, .

Na implementacdo realizada para o esquema de integracdo auto-adaptativo,
para o programa computacional do Método dos Elementos de Contorno empregado nas
diversas modelagens apresentadas ao longo deste trabalho, adotou-se a hipdtese de que R, €
determinado como sendo a menor distancia entre o ponto fonte & e o ponto sobre a curva que

define o elemento de integracdo, restrito ao seu intervalo de defini¢do (figura I1.7-4(a)).
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(2)

Figura I1.7-4 - (a), (b) e (c) - Procedimentos para a defini¢do da distdncia minima R, entre o

ponto fonte £ e o elemento de integragao.

Para o célculo de R, utiliza-se um algoritmo de minimizagdo, onde objetiva-
se encontrar justamente a menor distancia entre o elemento de integragdo e o ponto fonte.
Para a defini¢do da geometria do elemento de contorno utilizam-se as denominadas fungdes
de forma, vide se¢do I1.2. Desta forma ndo ¢ necessaria a definicdo na forma explicita de um

polindmio correlacionando as coordenadas do elemento de contorno.

O algoritmo de minimizagao utilizado neste trabalho ¢ o denominado Golden
Section Search [13], devido a sua simplicidade e facil implementacdo computacional, embora

tal algoritmo apresente uma convergéncia linear.

Obtendo-se a distdncia minima entre o ponto fonte & e o elemento de
integragdo, de acordo com o primeiro procedimento proposto, encontra-se também desta
forma definido o valor de M, obtido em termos da coordenada natural 1. A transformagao de
coordenadas de 3* ordem pode entdo ser iniciada através dos calculos dos pardmetros a, b, ¢,

d, dados agora de acordo com as seguintes expressoes:
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Q
3(1-7)7
b= (Qr)y Egs. 11.7-15
(r+3}72)
c=
Q
d=—b
Q=1+3y? Eq. I1.7-16
7=1-q+(q+p° +3\/_ M1 o) N Eq. IL7-17
7=y-a+y(a2+p) +{-a—la*+p') -
| )1 |
=—||R(3-27) - _T Eq. [1.7-18
a 2(1+2f){[“( 7 1+2f}1+2f n
1
=— 41(1-7) +3(1=m? Eqgs. I1.7-19
P 3(1+2f)[r( )+ 3(1-7)]

O pardmetro T ¢ uma fun¢do do valor obtido para o parametro D, equacao I1.7-
14, sendo definido de acordo com os intervalos. De certa forma, através do pardmetro T esta
sendo definido o tipo de integracdo a ser efetuada: integral singular, quase singular ou integral
ndo singular. E justamente a introdugdio do pardmetro T que faz com que o esquema de

integragdo utilizando a transformada de 3% ordem torne-se auto-adaptativo.
O valor de T ¢ definido como sendo:

0 0.00>D < 0.05

=]l
I

t=085+024In(D) 0.05>D <130
Egs. 11.7-20

T

0.893+0.08321n(D) 130>D <3618

1 D >3618

=]l
I

Verifica-se que quando r=1, os pontos de integracdo obtidos através da
transformagdo de coordenadas de 3* ordem degeneram-se novamente nos pontos de Gauss e
Jacobiano da transformacao tornando-se unitario. A medida que o valor de T tende para zero

o efeito da transformagdo de coordenadas de 3* ordem torna-se cada vez mais acentuado.
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Pode-se melhorar ainda a precisdao nos calculos dos coeficientes relativos as
integrais singulares para elementos de contorno contendo pontos de colocag¢do ndo nodal, isto
¢, quando o ponto fonte & encontra-se sobre o elemento de integracdo, adotando-se uma
particdo do elemento de integragdo em dois subdominios e, somente entdo, realizando-se a

transformagdo de coordenadas de 3* ordem para cada um dos subintervalos [7, 9].

O procedimento da biparti¢do do elemento de integracdo, pode ser melhor
compreendido através da observacdo da figura I1.7-5. Apds a mudanga de coordenadas
indicada, torna-se necessaria a introdugdo de um novo Jacobiano, devido a nova mudanca de
coordenadas realizada nas integrais resultantes. A expressdo das integrais resultantes da

aplicacdo deste procedimento de biparticdo encontra-se indicada na equagao I1.7-21.

J- AdB = J. Al g q/dot+ IA\JG,B\dB Egs. 1.7-21

onde:

Jo/o - € 0 Jacobiano devido a transformacdo da coordenada adimensional 6 para a
coordenada adimensional o ; e,

Josp - € o Jacobiano devido a transformagdo da coordenada adimensional © para a

coordenada adimensional 3.

a=-1 a=0 a=+1 B=-1 B

Figura I1.7-5 - Esquema de biparti¢do para a integrag@o singular de elementos de colocacdo ndo nodal.

Somente apoés a realizagdo desta nova etapa inicial, isto €, a biparticdo, é que se
inicia a aplicagdo do procedimento de integragdo, utilizando-se a transformacdo de
coordenadas de 3% ordem. Observe que neste caso os pontos M adquirem obrigatoriamente 0s

seguintes valores N=+1 e =-1.

Cabe ressaltar que, no programa computacional desenvolvido para o Método

dos Elementos de Contorno empregado nas diversas analises apresentadas ao longo de deste



55

trabalho, nas integracdes numéricas foram utilizados 20 pontos de integragcdo (pontos de

Gauss) junto ao esquema de integragdo auto-adaptativo usando a transformada de 3* ordem,

além do recurso da biparticdo do elemento, quando o ponto fonte & encontra-se sobre o

elemento de integracao.
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Capitulo Il

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO
A EQUACAO DE LAPLACE

II1.1 - Introducao

Neste capitulo, apresenta-se a formulacdo matematica do Método dos
Elementos de Contorno aplicado a problemas governados pela Equagdo de Laplace, equagao
1.2-9, vide Capitulo I. A formulagdo empregada neste trabalho trata da chamada formulagao
direta do Método dos Elementos de Contorno, fornecendo diretamente como solug¢do do
problema o potencial e sua derivada normal ao contorno, sendo essa a formulacdo mais

tradicional e difundida.

Apresenta-se, a seguir, em forma resumida, os procedimentos para a
formulagdo direta do Método dos Elementos de Contorno aplicado a Equagdo de Laplace.
Maiores detalhes sobre esta e outras formulagdes podem ser colhidos em extensa bibliografia
[1-4]. Os demais tipos de equacdes diferenciais abordados ao longo deste trabalho nada mais
sdo do que extensdes deste caso inicial. Sendo assim, na apresentagdo destes demais casos
sdo feitas referéncias a este caso inicial, onde entdo serdo apresentadas apenas as formulagdes

dos demais termos adicionais existentes nas equacdes diferenciais de governo.

Existem dois caminhos distintos para chegar-se a formulacao direta do Método
dos Elementos de Contorno, que consiste na obten¢do de uma equagao integral, desenvolvida
ao longo do contorno I', relacionando as variaveis basicas do problema e suas derivadas na

direcdo normal ao contorno, (vide figura I11.1-1) [5].
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Figura III.1-1 - Representacdo do dominio fisico €2, o contorno I" e sua derivada normal n

O primeiro caminho para obter-se a formulagdo do método consiste na
utilizagdo do Método dos Residuos Ponderados para o estabelecimento da sentenga integral.

Esta ¢ uma abordagem bastante utilizada em muitos trabalhos do género [1-6].

A segunda maneira fundamenta-se na denominada Segunda Identidade de
Green, que relaciona as formas integrais Forte e Inversa associadas a equacao diferencial de
governo. Esse vinculo se processa matematicamente através de Integragdes por partes e
aplicacdo do Teorema da Divergéncia. Neste trabalho apresenta-se a formulagao do método,

através deste procedimento.

Para a deducao da formulagao direta do Método dos Elementos de Contorno
aplicado a problemas governados pela equacdo de Laplace, através do uso da Segunda
Identidade de Green, inicia-se pelo estabelecimento da Equacao de Laplace em sua forma

integral forte, dada por:

Iu,iiu*dQ _0 Eq. IIL1-1
Q

Tal sentencga integral também pode ser interpretada pelo enfoque do Método
dos Residuos Ponderados, onde, se faz uma ponderacao dos residuos da equagdo diferencial,
integrando-a ao longo de todo o dominio fisico do problema, através de uma fun¢do auxiliar
u*, considerando residuos nulos no contorno. No Método dos Elementos de Contorno a
fungio auxiliar u’, denominada de solugdo fundamental, corresponde a solucdo analitica de

um problema correlato.

Existem diversas solu¢des fundamentais dependendo do tipo de problema a ser
analisado e mesmo da técnica a ser empregada [1-4]. Para os casos transientes, envolvendo
derivadas temporais, pode-se formular o método através de solucdes fundamentais

dependentes do tempo [7], isto ¢, a propria solugdo fundamental apresenta uma variagao
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temporal; mas também pode-se utilizar de uma solugdo fundamental estacionaria e empregar-

se um esquema de avanco no tempo a fim de computar a variagao temporal do problema.

~ ~ *
No caso da equacao de Laplace, a solugdo fundamental u corresponde a
solugdo analitica de um problema governado pela equagdo de Poisson, tendo um dominio
infinito onde a a¢do de dominio ¢ concentrada em um unico ponto através do uso da fungdo

Delta de Dirac, equacao II1.1-2.
u’ (6 X)=-A(&X) Eq. II1.1-2

Na equacao III.1-2, A ¢ a fun¢do Delta de Dirac; & ¢ denominado de ponto

fonte, representando o ponto de aplicacao do carregamento concentrado no dominio infinito.

. . . - ® .
Para os casos bidimensionais, a solucdo fundamental u ¢ dada pela seguinte

equacao:
* 1 ]
u'(&X)= —%ln[r(ﬁ; X)] Eq. I11.1-3

sendo r(§;X) a distancia euclidiana entre o ponto fonte & e um ponto genérico X do dominio

infinito, denominado de ponto campo.

Dando prosseguimento a dedugdo da formulacdo do método, integra-se
sucessivamente por partes a equagao III.1-1, obtendo-se a denominada forma integral Inversa
associada a Equacdo de Laplace, dada por:

J.u’iiu*dQ = qu;idQ + J.(u,iu* )i dQ - J.(uu:ki )i dQ=0 Eq. III.1-4
) ) ) ’ Q ’

O segundo e o terceiro membros da equagao II1.1-4 podem ser interpretados,

via Método dos Residuos Ponderados, como sendo a minimizagdo dos erros cometidos no

caso da ndo obediéncia as condi¢des de contorno da Equacao de Laplace.

Aplicando-se o Teorema da Divergéncia [1-4, 6] no segundo e terceiro
membros da equagdo III.1-4, essas integrais ao longo do dominio sdo transformadas em

integrais de contorno. Assim tem-se:

I(“ ‘“*),i dQ = ju*u,inidr Eq. IIL1-5

i
Q r

[(uu}) d@ = [uuin,dQ Eq. I11.1-6
’ T

Q
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Nessas ultimas equacdes, n indica a dire¢do normal ao contorno I

Neste ponto, a fim de simplificar a notacdo utilizada, definem-se as seguintes
variaveis:

Eq. IIL.1-7

£ Eq. I11.1-8

Derivando-se a expressdo para a solugdo fundamental, equacgdo III.1-3,

encontra-se:

. 1 ar(g;x) Eq. 1IL.1-9
q = —
2nr(€;X)  éon

Voltando-se a equacao III.1-4 que, neste ponto, pode ser reescrita como sendo:

qujidQ+juq*dF—Iqu*dF =0 Eq. [IL.1-10
Q r r

Para escrever a sentenca integral, equagao III.1-10, somente em termos de
variaveis integradas ao longo do contorno I', deve-se tratar a primeira parcela do lado
esquerdo desta equacdo, valendo-se das propriedades da fungdo Delta de Dirac [1-4, 6].
Utilizando a equagao II1.1-2 e considerando o ponto fonte & no interior do dominio fisico €2,
tem-se:

quldQ = —j uA(&;X)dQ = —u(§) Eq. 1IL1-11
Q

Q

Para obter-se uma expressdao mais geral, deve-se considerar os casos em que o
ponto fonte & ndo se situa apenas em pontos no interior do dominio fisico €2, mas também em
pontos fora do dominio fisico do problema e pontos situados sobre o contorno I'. Portanto,

dessa forma, a equacao III.1-11 torna-se:

j uA(&; X)dQ = —C(&)u(&) Eq. TTL1-12

Onde o valor de C(§) ¢ agora definido em funcdo da posicao relativa do ponto
fonte £ em relagdo ao dominio fisico do problema €. As possibilidades existentes podem ser

expressas de acordo com a seguinte sentenga:
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0 sefe e (@er)
C(g)=11 se((¢ eQ)e(s ¢T)) Eq. IIL1-13

%n se(& EF)

onde a ¢ o angulo em radianos, calculado na posi¢ao do ponto fonte &, formado pelo

contorno na parcela interior ao dominio fisico do problema, vide figura III.1-2.

g

<

Figura III.1-2 - Representacdo do angulo o, formado pelo contorno na parcela interior ao

dominio fisico do problema

Além deste, existe outro procedimento para o calculo do valor de C(§). Tal
técnica serd apresentada nos itens a seguir (secao II1.4), pois leva em conta a discretizagcdo da
equacdo integral do Método dos Elementos de Contorno e a aplicagdo das condi¢des de
contorno em um problema fisico, tendo somente condi¢des de contorno naturais prescritas ao

longo do contorno I" [2, 6].

Para o caso de contornos com geometria suave, isto ¢, onde nao exista a
presenga de qualquer tipo de descontinuidade geométrica (cantos vivos), o valor de C(§) é,

entdo, definido como sendo 1/2.

De acordo com as equagdes II1.1-10, III.1-12 e III.1-13, estabelece-se, entdo, a
seguinte sentenc¢a integral, equagao III.1-14, valida para qualquer posi¢do relativa do ponto

fonte &.

C(&)u(§)+juq*dr—jqu*dl“ =0 Eq. II1.1-14
r r

Observa-se que tal sentenca envolve apenas integrais de contorno. Desta
forma, cumpriu-se plenamente o objetivo da formulagdo do Método dos Elementos de
Contorno aplicado a Equagdo de Laplace, onde, a partir de uma equagao integral de dominio,

obteve-se um conjunto de integrais envolvendo apenas valores no contorno.
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II1.2 - Discretizaciao da Equacao Integral

Com o objetivo de proceder a analise numérica, o proXximo passo consiste na
discretizacdo da equacado III.1-14 afim de obter-se um sistema matricial envolvendo equagdes

algébricas lineares, de facil resolugdo computacional.

O conceito de discretizagdo consiste no estabelecimento de pontos
pertencentes ao dominio continuo do problema, de tal forma que tais pontos o representem
adequadamente. Assim, passa-se, através de aproximagdes matematicas consistentes, de uma
equagao diferencial envolvendo derivadas parciais para um sistema linear de equacdes

algébricas.

Segundo a filosofia do M¢étodo dos Elementos de Contorno os pontos
representativos do dominio fisico do problema sdo alocados somente sobre elementos
definidos no contorno do problema, dai a denominacao do método. Isto € possivel desde que
se possa obter a formulagdo Inversa associada a equacdo diferencial do problema ou sejam

empregadas algumas técnicas especiais.

Para a fase de discretizagdo da equagdo integral considera-se o contorno
original I como sendo formado por um conjunto de elementos de contorno distintos, sobre os
quais sdo definidas as variagdes das grandezas envolvidas (u e q), através do uso das
denominadas fung¢des de interpolagdo, em fungdo de valores obtidos em determinados pontos
sobre o elemento de contorno. Tais pontos sdo denominado de nds ou pontos nodais

funcionais, vide secao IL.5.

Ap6s a discretizagdo do contorno I' em diversos elementos de contorno, passa-
se a expressar a equagdo III.1-14, repetida a seguir apoés um simples algebrismo, na forma de
somatorios da contribuicdo de cada elemento discreto, equacdo II1.2-1. Nestas equagdes

encontram-se explicitos os argumentos de cada uma das variaveis envolvidas.

C(e)u(®)+ [u(X)a’(& XM = [q(X)u’ (& X)dr Eq. I1L1-14
)+ f: j u(X)q'(&X)dr = j (X)u" (g X)dr, Eq. I11.2-1

Sendo NE o nimero de elementos nos quais o contorno I" é discretizado.
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Neste ponto sdo introduzidos basicamente dois tipos de aproximagdo na
solugdo numérica da equacdo II1.2-1. A primeira diz respeito a geometria dos elementos de
contorno utilizados para a discretizacao, onde sdo utilizadas as denominadas funcdes de
forma. A segunda aproximag¢do diz respeito ao tipo de variagdo imposta para as variaveis

basicas do problema ao longo dos elementos de contorno, através das fungdes de interpolagao.

Na secdo 1.5 encontram-se expostos de forma detalhada os principais tipos de
elementos de contorno. Destaca-se que nas aplicagdes resolvidas ao longo deste trabalho sdao
utilizados somente elementos de contorno lineares ou elementos de contorno quadraticos,
bem como elementos de contorno com ponto de colocagdo ndo nodal, quando estes forem

necessarios na discretizagdo do dominio fisico do problema.

A partir deste ponto, a deducdo da equagdo integral para o Método dos
Elementos de Contorno aplicado a problemas governados pela Equagdo de Laplace encontra-
se particularizada para o caso da discretizagao ser efetuada utilizando-se de elementos de

contorno quadraticos, embora isto ndo acarrete perdas na generalidade do desenvolvimento.

Os valores de u(X) e q(X) para cada elemento de contorno, expressos na
equacdo II1.2-1, sdo aproximados através do uso das func¢des de interpolacdo, vide secao 11.2.
Assim, representando-se tal aproximagao em uma forma matricial apropriada e considerando-
se que os valores das varidveis basicas do problema (u e q) sdo constantes para cada ponto
nodal funcional, podendo, portanto, serem retirados das integrais, obtendo-se a seguinte

sentencga:

Nl
SEYCHS > TARTARIT I RER

T N3
N Eq. [11.2-2
NE ‘ 1
Z[Q] Q, Q3]Jj N, u*(g;X)dFj
= BN
3

Observe que na equacdo I11.2-2 os valores das varidveis basicas do problema
encontram-se numerados de 1 a 3, representando os pontos nodais funcionais inicial, final e
[19%2]

intermediario de cada elemento de contorno “”, indicando a variagdo dos diversos elementos

de contornos quadraticos utilizados na discretizagdo do problema.

Como as expressoes para as fungdes de interpolacdo N; sdo expressas em

termos da coordenada natural 1, vide se¢do II.1, é necessario relacionar dI', representado no
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sistema de coordenadas globais X, com tal sistema de coordenadas. Isto ¢ feito através do uso
do Jacobiano da transformagdo de coordenadas (vide se¢do 11.3). Levando-se em conta este

fato, e expandindo-se a equagao II1.2-2, obtém-se entao:

(&)ule) + Z}{Uﬂ N,a(&X)7,dn+ U, [N,q"(&X)7,dn+ U3JJ-N3q*(§;X)JJdn} _

NE

Z{QH Ny (& X)7,dn + Q, [ N (&:X)7 dn +Q, [ Nou*(&X)3,dn

} Eq. II1.2-3
J=1 1 -1

onde J; representa o Jacobiano da transformacdo das coordenadas globais X para as
coordenadas naturais m, referente ao elemento de contorno j; enquanto U/, Q/ representam os

73t
1

valores nos pontos nodais funcionais para o potencial U ou sua derivada normal ao

(13541

contorno Q, referentes ao elemento de contorno “j”.
Assim, pode-se reduzir a quantidade de varidveis expressas na equagao I11.2-3
através da defini¢do das seguintes grandezas:

h* = j N,q"(&X)Jdn Eq. 111.2-4
T

J

g = J.Nku*(ci;X)J «dn Eq. [I1.2-5

Y
Finalmente, para a montagem do sistema linear de equacdes algébricas
resultante da aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno, adota-se o procedimento
denominado de Método da Colocagao[1-4, 6], no qual gera-se o sistema matricial pela
coincidéncia dos pontos fontes £ com os pontos nodais funcionais, tendo-se assim um sistema

de N x N equagdes algébricas lineares, sendo N o nimero de pontos nodais funcionais.

A representacdo deste sistema linear de equagdes algébricas resultante da

aplicagao do Método dos Elementos de Contorno ¢ dada pela seguinte expressao matricial:
[H]{U} =[G]{Q} Eq. 11.2-6
onde:

{U} representa um vetor contendo os valores do potencial para todos os pontos nodais

funcionais utilizados na discretizagdo do dominio fisico do problema;
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{Q} representa um vetor contendo os valores da derivada do potencial na direcao ao
contorno para os pontos nodais funcionais utilizados na discretizagdo do dominio fisico do

problema;

[G] ¢ uma matriz contendo os denominados coeficientes de influéncia G, , sendo tais
coeficientes resultantes do somatério das integrais dos termos gﬁ‘, equagdo II1.2-5, com o

ponto fonte & alocado sobre o ponto nodal “i”; e,

[H] ¢ uma matriz contendo os denominados coeficientes de influéncia H, , sendo tais

coeficientes resultantes do somatdrio das integrais dos termos hﬁ.{, equacdo II1.2-4, com o

[13%4]
1

ponto fonte & alocado sobre o ponto nodal “i”. Ressalta-se que ao longo da diagonal principal

da matriz H, soma-se o valor do coeficiente relativo a C(§).

Os termos Hix e Gix acumulam as contribuicdes de h* e g, respectivamente
_' _] b b

[13%4]

dos elementos de contorno “j” que contém o né “k”. Os pontos nodais funcionais extremos
dos elementos de contorno recebem contribui¢cdes vindas dos dois elementos que chegam a
estes pontos nodais funcionais, enquanto que o ponto nodal funcional intermediario dos

elementos de contorno recebe somente a contribuicdo vinda do elemento ao qual pertence.

I11.3 - Introduc¢io das Condicoes de Contorno

O sistema linear de equacgdes algébricas, resultante do Método dos Elementos
de Contorno aplicado a Equacdo de Laplace, equacao III.2-6, possui N equagdes, sendo N o
nimero de pontos nodais funcionais, ¢ 2N valores nodais, expressos pelos vetores U e Q,
representando os valores do potencial e sua derivada na direcdo normal ao contorno,
respectivamente.

Na resolu¢do de um determinado problema, sdo impostas N condi¢cdes de
contorno, sendo uma condi¢ao associada a cada ponto nodal funcional. Desta forma, diminui-
se o numero de incognitas para N, permitindo a reordenagdo do sistema de equagdes de tal

forma que chega-se a seguinte expressao:
[A]{x} =[R]{r} Eq. 111.3-1

onde:
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X - ¢ um vetor contendo as incognitas do problema para cada ponto nodal funcional,
o potencial ou a sua derivada na dire¢do normal ao contorno; e,
r - € um vetor contendo os valores prescritos, impostos pelas condigdes de contorno
associadas ao problema fisico.
Inicialmente, para demostrar-se o procedimento de reordenacao das matrizes H
e G da equagdo III.2-6, considera-se um problema onde prescrevem-se exclusivamente
condigdes de contorno essenciais e naturais. Sendo assim, a equacao III.2-6 pode ser

representada em termos de sub-matrizes de acordo com a equagao I11.3-2.

o i e

Operacionalizando-se, passando os termos prescritos para o lado direito da

o el Rl e

[A]{x} =[R]{r} Eq. I11.3-4

equagdo II1.3-2, vem:

ou seja,

Finalmente, ha o caso da prescricdo de uma condi¢do de contorno convectiva,

expressa pela equagdo 1.2-12 (vide secdo 1.2), repetida a seguir para maior comodidade:
q(x)= h[u(X) -~ b] . O rearranjo matricial é alcangado pela substitui¢io da equagio 1.2-12 na
equacado II1.2-6. Assim, considerando unicamente condi¢des desse tipo:
[H]{U} =[G]{h[U-b]} Fa il
Passando as incognitas para o lado direito da expressao, obtém-se:

(1] w6 v} = G-t

Desta maneira, chega-se novamente a um rearranjo matricial na forma da

equagao II1.3-1.

I11.4 - Procedimento Numérico para o Calculo de C(§)
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Como mencionado anteriormente, existe um procedimento numérico
alternativo para o célculo de C(§), ao invés do uso da equacdo III.1-13, que ¢
computacionalmente custosa, pois envolve a determinagdo do angulo formado pelos
elementos de contorno adjacentes a localizacao do ponto fonte &, vide segao I11.1.

No caso genérico, os termos da diagonal de matriz H, que correspondem as
valores de C(&), somado aos valores referentes as contribuicdes vindas das integrais da
derivada da solugdo fundamental u’, vezes as fungdes de interpolagio (equagdo II1.2-4),
podem ser calculados levando-se em conta que quando um campo uniforme de potencial ¢
aplicado ao longo de um dominio fisico finito, as derivadas do potencial, isto €, os fluxos
direcionais, devem ser nulos em todo o dominio fisico do problema.

Aplicando-se esta condi¢do na expressdo matricial do Método dos Elementos

de Contorno, equacao II1.2-6, obtém-se:

[H]{ﬁ} =[G]{Q} = {0} Eq. 11141

sendo U o valor uniforme do potencial prescrito ao longo do dominio fisico Q.
Alternativamente, a equagdo II1.4-1 pode ser representada pela seguinte

expressio, equacio I11.4-2, onde substitui-se o valor do potencial prescrito U por um vetor

contendo um valor desconhecido U, mas também constante ao longo de todo o dominio fisico

do problema:

[H]{U} = {0} Eq. 111.4-2

Assim, neste caso, para obterem-se solugdes ndo triviais para o sistema de
equacdes expresso pela equacdo I11.4-2 a matriz H deve ser singular. Desta forma, o termo da

diagonal da matriz H pode ser calculado por:

N
Eq. [11.4-3
H; =- zHij q
j=1
(para i#j)
Deste modo, o valor de C(§) ndo precisa ser calculado explicitamente.
A expressao I11.4-3 ¢ valida somente para problemas com dominio fisico
finito. Para o célculo de C(§) para problemas com dominio fisico infinito, tal equacdo deve
ser modificada, pois ao ndo se discretizar os contornos infinitamente distantes admite-se que o

. . . ~ *
potencial e sua derivada apresente o mesmo decaimento da solu¢do fundamental u, de modo
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que a condicao de que a derivada deva ser nula para uma distribui¢ao de potencial constante
ao longo do contorno viola as condi¢des de regularidade [5].

Para o caso de prescrever-se um potencial constante ao longo de um contorno,
sendo o dominio fisico do problema infinito, a integral expressa na equagao I11.4-4 sobre um

contorno externo ficticio posicionado no infinito I',, terd um resultado ndo nulo [2, 5, 24],

como indicado a seguir:

[a'dr=-1 Eq. I11.4-4

T

o

Deste modo, o termo da diagonal da matriz H é obtido através da seguinte

equacao:

N
H, —1- zHij Eq. I11.4-5
(pai}ﬂ)

Cabe observar que a matriz H, para o caso de problemas tendo um dominio
fisico finito, ¢ singular, pois, conforme exposto, a equacdo II1.4-2 admite infinitas solugdes
ndo triviais correspondentes a superposicdo de estados de potencial constante. No caso de
problemas envolvendo dominios fisicos infinitos, em que admite-se que as condigdes de
regularidade sejam satisfeitas, a superposicdo de estados de potencial constante ndo ¢ mais

livre, o que faz com a matriz H, neste caso, deixe de ser singular.

II1.5 - Recursos Auxiliares do Método dos Elementos de Contorno

Aplicado a Equacio de Laplace

CALCULO DAS VARIAVEIS EM PONTOS INTERNOS

Neste item sdo apresentados a formulagdo matematica e os procedimentos que
levam a implementacdo computacional para a obten¢do de resultados, potencial e suas
derivadas direcionais, para pontos pertencentes ao dominio fisico do problema € e internos
ao contorno I'. Tais pontos sdo denominados de pontos internos.

De maneira geral, o célculo das incognitas para os pontos internos ¢ feito em
um “pds-processamento”, a partir da reaplicacdo da sentenga integral do Método dos

Elementos de Contorno, utilizando-se os valores obtidos para as varidveis no contorno. Este
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procedimento produz uma melhoria na qualidade dos resultados para os pontos internos, pois,
sob a dtica do Método dos Residuos Ponderados, promove-se uma nova minimizagdo dos
residuos na solucao.

Inicialmente, para o calculo do potencial nos pontos internos, considera-se a
equagao integral discretizada do M¢étodo dos Elementos de Contorno, equacao II1.2-2,
empregando-se elementos de contorno quadraticos para a discretizacdo do dominio fisico,
onde, neste caso, o ponto fonte & ¢ coincidente com o ponto interno considerado. Desta

forma, o valor de C(§) ¢ unitario, vide equagdo III.1-13. Deste modo obtém-se:

N
NE ) 1
u(€)=-Y[U, U, UJ[|N,q'dr
=1 I N
3 Eq. 11L.5-1
NE N,
+2[Q Q, QJf|N, u'dr
=1 I N3

Ressalta-se que os valores das varidveis no contorno U; e Q;, neste momento,
ja sao conhecidos. Desta forma, a fim de obter-se o resultado do potencial em um ponto
interno, precisa-se apenas calcular os resultados das integrais representadas na equagdo I11.5-

1, multiplicando-os pelos valores do potencial e sua derivada no contorno.

A equagdo IIL.5-1 pode ser representada em uma forma matricial mais

conveniente; tem-se entao:

u(&)=-{Uul{H}" +{Q}{G}’ Eq. I11.5-2

Para efetuar-se o célculo dos valores das derivadas direcionais do potencial,
isto ¢, os fluxos nas dire¢cdes coordenadas, basta apenas aplicar-se uma derivada direcional na

equacao III.5-1, obtendo-se, entdo, a seguinte expressao:

N
uE) _ & o [9d
qu(§)=a_Xi=—jZ_1:[Ul U, Us]Ji 1;2 0
3

Eq. I11.5-3
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Observe que de acordo com esta ultima equacdo, equagdo I11.5-3, € necessaria

~ . * * ~ . ~ . ~ ~
a obtencdo das derivadas de u e q em relagdo as direcdes coordenadas. Tais expressdes sao
apresentadas a seguir, sendo que as etapas para a deducao de tais expressdes encontram-se

ilustradas no Apéndice 1.

6811_): - 2;2 [X(X) — X(g)] Eq. 111.5-4
%‘1* = anrz [Y(X) _ Y(é)] Eq. II1.5-5
A e 20X ) - XD+ [v(0- V() 2 | eamse

*

1

Al 20 v X0 X2 v - Y@ Z | s

Alternativamente ao procedimento apresentado anteriormente, existe uma
outra forma para obter-se os valores do potencial para os pontos internos, calculando-os
simultaneamente com os valores das incognitas para o contorno durante a resolucdo do
sistema linear de equacdes algébricas resultante da aplicacdo do Método dos Elementos de
Contorno.

Neste procedimento a equagdo II1.5-2 é posta em forma de sub-matrizes e
introduzida junto a expressdo matricial do Método dos Elementos de Contorno, equagao III.2-
6, também apresentada em forma de sub-matrizes. Deste rearranjo resulta a seguinte
expressao matricial, equacgao I11.5-8, que, entdo, apos a aplicagdo das condi¢des de contorno,

¢ resolvida obtendo-se simultaneamente os valores das incognitas no contorno e os valores do
potencial para os pontos interno.

[H] [0]|){

[H]

] I]H{Ei‘iH[[g']] {gﬂ{{ﬁ)}}c}

Onde H’ e G’ representam as matrizes obtidas para os pontos internos, de
acordo com a equacdo III.5-2; os indices C e D indicam respectivamente os valores das

incdgnitas no contorno € no dominio (para os pontos internos).
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SUB-REGIOES

Uma das limitacdes do Método dos Elementos de Contorno ¢ a solucao de
problemas ndo-homogéneos, devido a dificuldade de representar esta variagdo das
propriedades fisicas ao longo do dominio fisico do problema utilizando-se de uma equacao
integral envolvendo somente varidveis no contorno.

Na solugdo de problemas setorialmente nao-homogéneos, pode-se empregar o
recurso denominado Sub-Regides, onde o dominio fisico do problema ¢ divido em sub-
dominios de tal forma que cada sub-dominio seja, entdo, homogéneo.

Deste modo, aplica-se a formulacdo do Método dos Elementos de Contorno a
cada sub-dominio, denominado sub-regido, gerando um sistema linear de equacdes algébricas
para cada uma das sub-regides. Posteriormente, tais sistemas de equacdes sdo agrupados
introduzindo-se as condi¢des de continuidade e equilibrio nas interfaces de cada sub-dominio.

Para ilustrar o emprego da técnica de sub-regides mais detalhadamente,
considere, de acordo com a figura II1.5-1, um dominio fisico Q constituido por dois sub-

;. 1 2 . . . . 1 2 .
dominios Q2" e Q7, possuindo propriedades fisicas diferentes, K' e K” respectivamente.

(o

interface I’

Figura I11.5-1 - Representagdo do dominio fisico Q, onde Q = Q' + Q°

Considerando o sistema matricial resultante do Método dos Elementos de
Contorno, equagdo III.2-6, aplicado separadamente a cada uma das sub-regides,

representando-os em forma de sub-matrizes, obtém-se:

Eq. 111.5-9

sub-regido 1: [[H] [ ” gUliJ [[Gl] [ ” }gi

sub-regido 2: [[H’] [Hf]]{g%} [6°] [Gz”{g } Eq. I1L5-10
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o o \ " 1 2
onde os indices 1 e 2 indicam os termos pertencentes as sub-regides Q e Q°,

respectivamente, e o indice I refere-se aos termos pertencentes a interface.

As condi¢des de continuidade e equilibrio aplicadas a interface podem ser

expressas pelas equagdes I11.5-11 e I11.5-12, respectivamente

U =U’ =1, Eq. I11.5-11
K® Eq. IIL5-12
1 2
QI = _EQI = QI

Aplicando tais condi¢gdes nos sistemas matriciais de cada sub-regido, equacdes
II1.5-9¢ II1.5-10, e reordenando-os de tal forma a poder expressa-los através de um unico

sistema linear de equagdes algébricas obtém-se a seguinte expressao:

1 1 1 1

e J [@}iﬁj L GO 5
o 5] [l (01 S let] 6o
Como nas interfaces tanto o potencial Uj, quanto sua derivada normal Q; sdo

sempre valores desconhecidos, o sistema, representado pela equacao II1.5-13, necessita ser
rearranjado, de tal forma que as incognitas nas interfaces U; e Qp localizem-se no lado

esquerdo da expressao matricial, desta forma obtém-se:

v Q)

] el b UL}:PGﬂ[m m][ﬂ} (0} | e ms-t
o [m] K] []||ied| Ll [ [ ()] fo
v @)

O sistema expresso pela equagdo II1.5-14, apos a aplicagdo das condigdes de
contorno (de forma similar ao apresentado anteriormente), pode ser solucionado obtendo-se

os valores das incognitas do problema.

No apéndice 2 encontra-se um exemplo ilustrativo contendo o rearranjo
matricial de um dominio fisico formado por duas sub-regides. Onde encontram-se
explicitados os procedimentos de reordenacdo que fazem com que o sistema matricial,
resultante da aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno, para cada sub-regido em

separado seja posto na forma expressa pela equagao II1.3-1.

I11.6 - Aplicacoes Numéricas
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Nesta secdo do trabalho sdo apresentadas diversas aplicagdes numéricas
governadas pela Equagdao de Laplace. Os casos analisados sdo relativamente simples, pois
além de outros fatores, objetiva-se a comparagao das solugdes numéricas obtidas via Método

dos Elementos de Contorno com as respectivas respostas analiticas.

Destaca-se que apesar da Equacdo de Laplace ser o caso mais simples
compreendido pela Teoria de Campo Escalar, devido as geometrias e condi¢des de contorno a
que os problemas estdo submetidos, geralmente torna-se invidvel a obtengdo de solugdes

analiticas a ndo ser para determinados casos particulares.

Nas secdes a seguir sdo apresentados inumeros graficos e tabelas contendo os
resultados numéricos obtidos via Método dos Elementos de Contorno. Desta forma,
proporcionam-se 0s recursos necessarios para avaliar-se seu desempenho frente esta classe de
problemas. Com o proposito de comparar-se o desempenho do Método dos Elementos de
Contorno frente a outros métodos numéricos, em algumas das andlises apresentadas sdo

realizadas modelagens também através do Método dos Elementos Finitos.

Nas analises aplicando-se o Método dos Elementos Finitos sdo realizadas
utilizando-se o software comercial ANSYS, em sua versdo 5.4. Nessas, o dominio fisico é
discretizado por elementos isoparamétricos quadraticos, possuindo tais elementos uma
geometria triangular ou retangular, conforme o caso que apresente uma melhor
compatibilidade com o dominio fisico do problema. Tais elementos sdo denominados, pelo

programa ANSY'S, como sendo PLANE35 e PLANE77, respectivamente.

Assim, com o propdsito de tornar a comparagdo entre os métodos mais
igualitaria, nas modelagens realizadas através do Método dos Elementos de Contorno para
efeito de comparagdo entre o Método dos Elementos Finitos, sdo utilizados elementos de
contorno que possuem funcdes de interpolagdo da mesma ordem que as utilizadas pelo
Método dos Elementos Finitos. Logo, para tais casos, sdo aplicados elementos de contorno

quadraticos.

Ressalta-se que a comparagdo entre diferentes métodos numéricos ¢ sempre
muito polémica, pois ndo se consegue estabelecer uma equivaléncia entre os diferentes tipos
de entidades a que o dominio fisico ¢ discretizado (neste caso, elementos finitos e elementos

de contorno). Além do numero de entidades em que o dominio ¢ discretizado, existem outros
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parametros importantes que devem ser levados em conta, como por exemplo, a precisao
alcangada nas respostas numéricas, a ordem do sistema linear de equagdes algébricas
resultante e o tempo de processamento gasto para a obtencao dos resultados, embora neste
trabalho este ultimo pardmetro ndo seja levado em conta, visto que estdo sendo comparados

um software comercial e um académico, que nao se encontra otimizado neste sentido.

Nos casos onde comparam-se o0 Método dos Elementos Finitos e Elementos de
Contorno, a confeccao das discretizagdes para as modelagens via Método dos Elementos de
Contorno sdo feitas a partir das discretizagdes criadas utilizando-se o gerador de malhas do
programa ANSYS para as modelagens via Método dos Elementos Finitos, onde aproveitam-se
os pontos nodais sobre o contorno da geometria para a defini¢do dos elementos de contorno

quadraticos.

Em relagdo a valores que encontram-se localizados no interior do dominio
fisico do problema, para a comparagao entre os Métodos dos Elementos Finitos e Elementos
de Contorno, sdo utilizados os pontos que encontram-se destacados nas figuras apresentadas

que ilustram as discretizagdes via Método dos Elementos Finitos.

IIL6.1 - I* ANALISE

Esta primeira analise, bastante simples, consiste na solu¢do de um problema
possuindo um dominio fisico Q, sendo representado por um quadrado de lado L = 10 u.c.
(Unidades de Comprimento), submetido a condi¢cdes de contorno essenciais e naturais ao

longo de suas arestas.

A geometria e as condi¢des de contorno encontram-se representadas de acordo
com a figura III.6.1-1. Observa-se que, neste caso, o problema torna-se unidimensional

quando expresso em coordenadas cartesianas.
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q=0
Z z Z
u=U, =+10 u=U, =-10
AY
X
CTTTERRTTINSNNSNNNNS
q=0

Figura I11.6.1-1 - Representacdo do dominio fisico e condi¢des de contorno

Assim, as condi¢gdes de contorno, apresentadas na figura 11.6.1-1, podem ser

representadas matematicamente de acordo com as seguintes expressoes:

u=U, =+10 p/ x=0;0<y<10
u=U, =-10 p/ x=10; 0<y<10
Egs. 111.6.1-1
d_y / y=0: 0<x<10
== =0; 0<x<
q 811 p y b
d_g / y=10: 0<x<10
= = = N S XS
9=, p/ y=10;

Tal problema pode ser interpretado fisicamente, através da Transferéncia de
Calor, como sendo uma placa quadrada isolada termicamente ao longo de suas arestas

horizontais e submetida a diferentes valores de temperatura em suas arestas verticais.

Objetivo

O objetivo pretendido com a exposi¢do deste caso consiste na verificagdo da
influéncia na solugdo numérica do parametro y, que indica o quanto se desloca o ponto fonte &
referente a um elemento de contorno com ponto de coloca¢do ndao nodal, vide secao IL.6.
Desta forma, pretende-se obter um valor otimizado para tal pardmetro de modo a utiliza-lo

nas demais modelagens.

Solucdo Analitica

A solugdo analitica deste caso pode ser obtida facilmente através de uma

simples integracdo da equacao diferencial de governo, Equacdo de Laplace (equacao 1.2-9),
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expressa em sua forma unidimensional. Assim sendo, a solu¢do analitica, em termos do

potencial, ¢ dada de acordo com a seguinte equagao:
Ux)=Cx+C, Eq. I11.6.1-2

onde C; e C; sdo as constantes de integragdo, que apos a aplicagao das condi¢des de contorno

podem SCr EXpressas por:
_ 0 _ Eq. 111.6.1-3
C,=—t—0 c,=0, q

sendo L o comprimento do lado do quadrado.

As expressdes para as derivadas do potencial nas dire¢cdes coordenadas sao

dadas de acordo com as seguintes equacdes:

q :@:C :H Eq. I11.6.1-4
*odx : L
q, = Q =0 Eq. I11.6.1-5
Yy dy

Discretizacdo

Para a modelagem numérica de tal caso, utiliza-se uma discretizagdo dada de
acordo com a figura II1.6.1-2. Onde encontram-se representados os pontos nodais funcionais
dos elementos de contorno em questao. Nessa figura também encontram-se destacados os nos
duplos utilizados nos elementos de contorno com pontos de colocacdo ndo nodal, bem como o
conjunto de pontos internos aplicado para a obtengao dos valores das incognitas do problema

no interior do dominio fisico do problema.

e ° °
) ®
° PY pontos
= internos
)] ° ®
® ® .
noés duplos

N

Figura I11.6.1-2 - Representagdo dos pontos nodais funcionais e pontos internos, formando a

discretizagdo a ser utilizada nesta analise.
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As andlises numéricas sdo feitas empregando-se elementos de contorno
lineares e quadraticos, e em ambos os casos aplica-se a discretizacdo indicada de acordo com
a figura II1.6.1-2. Sendo assim, tém-se diferentes numeros de elementos de contorno
utilizados nas modelagens dependendo do tipo de elemento adotado, mas mantém-se a mesma
ordem do sistema linear de equagdes algébricas resultante. Tais parametros dessas analises

encontram-se expressos na tabela I11.6.1-1.

Tabela II1.6.1-1 - Numero de elementos e nimero de pontos nodais funcionais utilizados nas

modelagens em func¢do do tipo de elemento de contorno empregado.

Numero de Elementos Nimero de P.OHtO.S Nodais
Funcionais
Elemento de Contorno Linear 8 12
Elemento de Contorno Quadratico 4 12

Resultados Numéricos

Apresentam-se nas tabelas I11.6.1-2, I11.6.1-3, 111.6.1-4 e I11.6.1-5 os resultados
numéricos obtidos através do Método dos Elementos de Contorno, utilizando-se de elementos
de contorno lineares e quadraticos. Ressalta-se que em tais tabelas sdo apresentados os
resultados para o potencial e sua derivada direcional para todos os pontos nodais funcionais
presentes na discretizacdo empregada, bem como as respostas para um conjunto de pontos

internos, dispostos sob o dominio fisico, (vide figura I11.6.1-2).



Tabela I11.6.1-2 - Resultados para o potencial e sua derivada normal ao contorno, para os pontos nodais funcionais empregados na discretizagdo com

elementos de contorno lineares, variando de acordo com o pardmetro 7.

Posi¢éo Solugdo Analitica v=10.95 y=0.85 vy=0.75 v =0.65 y=0.5

X Y |Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,)
0. 0. 10. 0. 9.999998 0 10 0 10 0 10 0 10 0
5. 0. 0. 0. -2.2674E-06 0 -1.6964E-13 0 3.2419E-14 0 6.5746E-08 0 -3.908E-14 0
10. 0. -10. 0. -10 0 -10 0 -10 0 -10 0 -10 0
10. 0. -10. 2. -10 -2.000015 -10 2 -10 -2 -10 -2 -10 -2
10. 5. -10. 2. -10 -1.99999 -10 2 -10 -2 -10 -2 -10 -2
10. 10. -10. 2. -10 -2.000017 -10 2 -10 -2 -10 -2 -10 -2
10. 10. -10. 0. -9.999997 0 -10 0 -10 0 -10 0 -10 0
5. 10. 0. 0. -2.2674E-06 0 -2.3803E-13 0 1.199E-14 0 6.5746E-08 0 -1.7453E-13 0
0. 10. 10. 0. 9.999993 0 10 0 10 0 10 0 10 0
0. 10. 10. 2. 10 2.000014 10 2 10 2 10 2 10 2
0. 5. 10. 2. 10 1.999994 10 2 10 2 10 2 10 2
0. 0. 10. 2. 10 2.000012 10 2 10 2 10 2 10 2

Tabela I11.6.1-3 - Resultados utilizando-se de elementos de contorno lineares para o potencial e sua derivada na dire¢do coordenada X para os pontos

internos, variando de acordo com o pardmetro Y.

Posigdo Solugdo Analitica v=0.95 y=0.85 v=0.75 vy=0.65 y=0.5

X Y | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,)
5.00| 5.00 0. 2. -1.5068E-06 | -2.000001 | -1.3911E-13 -2 1.8541E-14 -2 4.681E-08 -2 6.1062E-15 -2
2.50 | 2.50 5 ) 5000001 | -2.000001 5 2 5 2 5 2 5 2
7.50 | 2.50 5. 2. -5.000004 | -2.000001 5 -2 5 -2 5 2 5 2
7.50| 7.50 5. ) -5.000005 | -2.000001 5 -2 5 2 5 2 5 2
2.50| 7.50 5. 2. 5.000001 -2.000001 5 2 5 2 5 -2 5 2




Tabela I11.6.1-4 - Resultados para o potencial e sua derivada normal ao contorno, para os pontos nodais funcionais empregados na discretizacdo com

elementos de contorno quadraticos, variando de acordo com o parametro y.

Posi¢éo Solugdo Analitica v=10.95 y=0.85 y=0.75 v =0.65 y=0.5

X Y |Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,)
0. 0. 10. 0. 9.999996 0 10 0 10 0 10 0 10 0
5. 0. 0. 0. -8.0014E-07 0 -8.7708E-14 0 -1.3323E-15 0 4.4663E-08 0 5.9952E-15 0
10. 0. -10. 0. -10 0 -10 0 -10 0 -10 0 -10 0
10. 0. -10. 2. -10 -2.000015 -10 2 -10 -2 -10 -2 -10 -2
10. 5. -10. 2. -10 -1.999996 -10 2 -10 -2 -10 -2 -10 -2
10. 10. -10. 2. -10 -2.000015 -10 2 -10 -2 -10 -2 -10 -2
10. 10. -10. 0. -9.999996 0 -10 0 -10 0 -10 0 -10 0
5. 10. 0. 0. -7.9061E-07 0 -7.927E-14 0 -3.9968E-15 0 4.4663E-08 0 -3.2419E-14 0
0. 10. 10. 0. 9.999993 0 10 0 10 0 10 0 10 0
0. 10. 10. 2. 10 2.000013 10 2 10 2 10 2 10 2
0. 5. 10. 2. 10 1.999997 10 2 10 2 10 2 10 2
0. 0. 10. 2. 10 2.000013 10 2 10 2 10 2 10 2

Tabela I11.6.1-5 - Resultados utilizando-se de elementos de contorno quadraticos para o potencial e sua derivada na dire¢do coordenada X para os pontos

internos, variando de acordo com o pardmetro Y.

Posigao Solugdo Analitica v=0.95 y=0.85 v=0.75 vy =0.65 y=0.5

X Y | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,) | Potencial | Fluxo(q,)
5.00 | 5.00 0. 2. -5.7995E-07 | -2.000001 | -5.8176E-14 -2 -3.1086E-15 -2 3.0336E-08 -2 1.1546E-14 2
2.50 [ 2.50 5 ) 5000001 | -2.000001 5 2 5 2 5 2 5 2
7.50 | 2.50 5. 2. -5.000002 | -2.000001 5 -2 5 -2 5 2 5 2
7.50 | 7.50 5. ) -5.000002 | -2.000001 5 -2 5 2 5 2 5 2
250 7.50 5. 2. 5.000001 -2.000001 5 2 5 2 5 -2 5 2




80

De acordo com os resultados apresentados nas tabelas I11.6.1-2, 111.6.1-3,
I11.6.1-4 ¢ 1I1.6.1-5, observa-se que o parametro y, que indica o quanto se desloca o ponto
fonte & referente a um elemento de contorno com ponto de colocagao ndo nodal, influencia de

modo muito discreto o comportamento dos resultados.

Os resultados apresentados nesta primeira simulacdo mostram-se bastante
equivalentes em termos de precisdo para quaisquer das faixas de valores de y escolhidos. Para
uma avaliacdo do valor 6timo de y dever-se-ia verificar a influéncia do aumento do grau de
refinamento, mas, principalmente, a analise de outros problemas fisicos. Assim sendo, nas
demais andlises realizadas ao longo deste trabalho optou-se pela ado¢do do parametro y como

sendo igual a 0.95.

II1.6.2 - 2 ANALISE

Este caso consiste na solu¢do numérica de um problema governado pela
Equacao de Laplace, tendo um dominio fisico como sendo um quadrado de lado L = 6 u.c.,
estando suas arestas submetidas a condi¢des de contorno essenciais e naturais, conforme

representado na figura [V.6.2-1.

q=0

u=0 Y q=Q =100

i

q=0
Figura I11.6.2-1 - Representacdo do dominio fisico e condi¢des de contorno

Assim, as condi¢des de contorno, apresentadas na figura 11.6.2-1, podem ser

representadas matematicamente de acordo com as seguintes expressoes:
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u=0 p/ x=0;0<y<6 Eq. [11.6.2-1
ou

ngzo p/ y=0;0<x<6 e p/ y=6;0<x<6

—@—100 / x=6;0<y<6

A interpretagao fisica deste problema pode ser feita via Mecanica dos Sélidos
como sendo o caso de uma barra engastada em um extremidade e submetida a uma tensao

trativa na outra extremidade.

Objetivos

Pretende-se verificar a influéncia na solucdo numérica do uso de diferentes
tipos de elementos de contorno, elementos constantes, lineares e quadraticos, que se
diferenciam de acordo com a ordem da funcdo de interpolacao utilizada, vide secdo II.5. Bem
como a verificagdo do comportamento da solugdo numérica com o aumento do grau de

refinamento utilizado nas discretizagoes [8].

Destaca-se que, devido ao problema ocasionado pela descontinuidade da
derivada do potencial na direcdo normal ao contorno, vide se¢do II.6, nas modelagens
realizadas com os elementos lineares e quadraticos, faz-se necessaria a utilizagdo de
elementos de contorno com ponto de colocagdo ndo nodal. Desta forma, os sistemas lineares
de equacdes algébricas resultantes, para estes casos, possuem uma ordem maior do que os

sistemas obtidos nas modelagens realizadas com elementos constantes.

Solucdo Analitica

De acordo com a geometria e as condigdes de contorno impostas,
representadas de acordo com a figura I11.6.2-1, este problema torna-se unidimensional quando
analisado em coordenadas cartesianas. De modo andlogo ao realizado anteriormente, vide a

1* analise (I11.6.1), integrando-se a equacdo diferencial obtém-se:
Ux)=Cx+C, Eq. 111.6.2-2

onde C; e C, sdo as constantes de integragdo. Aplicando-se as condi¢des de contorno do

problema, pode-se expressa-las como sendo:

C,=Q C,=0 Eq. 111.6.2-3
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onde Q representa o valor da derivada do potencial prescrita na aresta vertical, vide figura

I11.6.2-1.

Deste modo, a solu¢do analitica em termos do potencial ¢, entdo, dada de

acordo com a seguinte equacao:
U(x) = GX Eq. I11.6.2-4

As expressdes para as derivadas do potencial nas dire¢cdes coordenadas sdo

dadas por:
du Eq. [11.6.2-5
9y =—=0Q
X
du Eq. [11.6.2-6
qy = d— = 0
y

Discretizacoes Utilizadas

Nas modelagens numéricas realizadas utilizam-se trés discretizacdes com
diferentes graus de refinamento, vide figura 1V.6.2-2. Onde encontram-se representados os
pontos nodais geométricos, sendo que a posi¢do dos pontos nodais funcionais variam de

acordo com o tipo de elemento de contorno utilizado na anélise em questdo, vide secao IIL.5.

Py ® ® Py Py Py Py Py Py Py
L d L4 @ @ " L L d @ L L

malha 1 malha 2 malha 3

Figura I11.6.2-2 - Apresentacdo dos nds geométricos para os diferentes tipos de elementos de
contorno utilizados nas discretizagdes

Na tabela II.6.2-1 encontram-se indicados os numeros de elementos de
contorno ¢ o numero de pontos nodais funcionais para as combinagdes possiveis entre cada

uma das discretizagdes e os tipos de elementos de contorno utilizados nas modelagens.
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Tabela I11.6.2-1 - Indicacdo do nimero de elementos e pontos nodais funcionais utilizados nas
diversas modelagens com diferentes tipos de elementos de contorno.

Elemento de Contorno Elemento de Contorno Elemento de Contorno
Constante Linear Quadratico
Numero de Pontos Numero de Pontos Numero de Pontos
Elementos Nodais Elementos Nodais Elementos Nodais
Malha 1 8 8 8 12 4 12
Malha 2 16 16 16 20 8 20
Malha 3 32 32 32 36 16 36

Resultados Numéricos

A seguir, apresentam-se graficos, para as diferentes discretizagdes e tipos de
elementos de contorno utilizados nas analises, contendo as solu¢des numéricas e analitica
para o potencial, isto é, o deslocamento ao longo da aresta superior do quadrado. Nas
respostas numéricas encontram-se indicados as posicdes e os valores dos deslocamentos para
os pontos nodais funcionais, sendo que tais valores sao interpolados ao longo dos elementos

de contorno através do uso das fungdes de interpolacgao.
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Figura I11.6.2-3- Solugdes numéricas e analitica para o potencial ao longo da aresta superior do quadrado para as diferentes discretizagdes.
Modelagens realizadas com elementos de contorno constante.



X

Representagdo do problema fisico

@] @] @]
- - -
c c c
(O] (O] (O]
S S S
@M @M @M
O O O
o S S
n n n
(O] (O] (O]
o o o
00 \7\7\7”TTT—‘7\7\7\7”TTT—‘7\7\7\7”TT7—‘ 00 ’\’\’\”’TTT“’\’\’\”’TTT“’\’\’\”’TTT“ 00 ’\’\’\”’TTT“’\’\’\”’TTT“’\’\’\”’TTT“
00 10 20 30 40 50 6.0 00 10 20 30 40 50 6.0 00 10 20 30 40 50 6.0
Eixo X Eixo X Eixo X
Malha 1 Malha 2 Malha 3
- = uca Solucéao via Método os de Cont no e Posicao para o ponto nodal funcional

Figura I11.6.2-4 - Solugdes numéricas e analitica para o potencial ao longo da aresta superior do quadrado para as diferentes discretizagdes.
Modelagens realizadas com elementos de contorno linear.



X

Representagdo do problema fisico

@] @] @]
- - -
c c c
(O] (O] (O]
S S S
@M @M @M
O O O
o S S
n n n
(O] (O] (O]
o o o
00 \7\7\7”TTT—‘7\7\7\7”TTT—‘7\7\7\7”TT7—‘ 00 ’\’\’\”’TTT“’\’\’\”’TTT“’\’\’\”’TTT“ 00 ’\’\’\”’TTT“’\’\’\”’TTT“’\’\’\”’TTT“
00 10 20 30 40 50 6.0 00 10 20 30 40 50 6.0 00 10 20 30 40 50 6.0
Eixo X Eixo X Eixo X
Malha 1 Malha 2 Malha 3
- = uca Solucéao via Método os de Cont no e Posicao para o ponto nodal funcional

Figura I11.6.2-5 - Solugdes numéricas e analitica para o potencial ao longo da aresta superior do quadrado para as diferentes discretizagdes.
Modelagens realizadas com elementos de contorno quadratico.
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Nos graficos apresentados para as modelagens utilizando-se de elementos de
contorno lineares e quadraticos, ja na discretizagdo menos refinada existe uma perfeita

coincidéncia entre as curvas contendo as solugdes numéricas ¢ analitica.

A fim de melhor apreciar os resultados provenientes da utilizacdo dos
elementos de contorno lineares e quadraticos nas modelagens realizadas sdo apresentadas
tabelas contendo as solugdes numéricas em termos do potencial e sua derivada direcional,

tabelas I11.6.2-2 e I11.6.2-3, respectivamente.

Nas tabelas II1.6.2-2 e 111.6.2-3 ¢ adotada uma convencao de forma a informar

ao leitor de que maneira tais resultados foram obtidos. Essa convencao ¢ a seguinte:
- valores em negrito - Indicam os resultados nos pontos nodais funcionais;

- valores em itdlico - Indicam os valores obtidos através do uso das respectivas

funcdes de interpolagdo para cada uma das modelagens; e,

- valores sombreados - Nas modelagens com elementos de contorno constante, indicam
valores que foram calculados através da média aritmética entre
as solugdes de dois elementos adjacentes. Tais pontos
encontram-se sobre a descontinuidade existente entre as
respostas dos elementos de contorno constante, devido ao tipo

de fun¢do de interpolagdo utilizada.



Tabela I11.6.2-2 - Resultados para o potencial na aresta superior do quadrado nas analises realizadas para as diferentes discretizagdes modeladas

utilizando-se de elementos de contorno constantes, lineares e quadraticos.

Posicdo | Solugéo elemento constante elemento linear elemento quadratico

Eixo X Analitica malha 1 malha 2 malha 3 malha 1 malha 2 malha 3 malha 1 malha 2 malha 3
6.000 600.000 429.967 516.697 559.067 600.000 600.000 600.000 600.021 600.011 600.006
5.625 562.500 429.967 516.697 559.067 562.500 562.500 562.500 562.530 562.519 562.513
5.250 525.000 429.967 516.697 521.918 525.000 525.000 525.000 525.037 525.025 525.018
4.875 487.500 429.967 516.697 484.770 487.500 487.500 487.500 487.544 487.530 487.519
4.500 450.000 429.967 442.537 447.453 450.000 450.000 450.000 450.049 450.033 450.018
4.125 412.500 429.967 368.376 410.136 412.500 412.500 412.500 412.552 412.535 412.517
3.750 375.000 429.967 368.376 372.758 375.000 375.000 375.000 375.054 375.035 375.017
3.375 337.500 429.967 368.376 335.380 337.500 337.500 337.500 337.555 337.533 337.516
3.000 300.000 283.400 293.938 297.970 300.000 300.000 300.000 300.054 300.030 300.016
2.625 262.500 136.834 219.500 260.559 262.500 262.500 262.500 262.552 262.531 262.515
2.250 225.000 136.834 219.500 223.113 225.000 225.000 225.000 225.049 225.030 225.015
1.875 187.500 136.834 219.500 185.667 187.500 187.500 187.500 187.544 187.528 187.514
1.500 150.000 136.834 144.675 148.148 150.000 150.000 150.000 150.038 150.025 150.014
1.125 112.500 136.834 69.851 110.629 112.500 112.500 112.500 112.531 112.521 112.514
0.750 75.000 136.834 69.851 72.907 75.000 75.000 75.000 75.022 75.015 75.012
0.375 37.500 136.834 69.851 35.186 37.500 37.500 37.500 37.512 37.508 37.507

0.000 0.000 136.834 69.851 35.186 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

legenda: (valores em negrito) - valores obtidos nos pontos nodais funcionais;

(valores sombreados) - média aritmética dos resultados dos elementos de contorno constantes adjacentes;
(valores em italico) - valores obtidos através das fungdes de interpolag@o.




Tabela I11.6.2-3 - Resultados para a derivada do potencial com relagdo a diregdo normal na aresta esquerda do quadrado nas analises realizadas para as

diferentes discretizagdes modeladas utilizando-se de elementos de contorno constantes, lineares e quadraticos.

Posicdo | Solugéo elemento constante elemento linear elemento quadratico

Eixo X Analitica malha 1 malha 2 malha 3 malha 1 malha 2 malha 3 malha 1 malha 2 malha 3

6.000 -100 -100 -103.4363 -104.3403 -100 -100 -100 -100.1246 | -100.1256 | -100.1275
5.625 -100 -100 -103.4363 -104.3403 -100 -100 -100 -100.080629 | -100.044434 | -99.9867425
5.250 -100 -100 -103.4363 | -100.99346 -100 -100 -100 -100.042521 | -99.98619 | -99.93809
4.875 -100 -100 -103.4363 -97.64662 -100 -100 -100 -100.010275 | -99.9508688 | -99.9815425
4.500 -100 -100 -99.974025 -98.28386 -100 -100 -100 -99.9838925 | -99.93847 | -100.1171

4.125 -100 -100 -96.51175 -98.9211 -100 -100 -100 -99.9633727 | -99.9489938 | -99.9855925
3.750 -100 -100 -96.51175 -98.98537 -100 -100 -100 -99.9487156 | -99.98244 -99.94164
3.375 -100 -100 -96.51175 -99.04964 -100 -100 -100 -99.9399214 | -100.038809 | -99.9852425
3.000 -100 -100 -96.51175 | -99.04964 -100 -100 -100 -99.93699 | -100.1181 -100.1164
2.625 -100 -100 -96.51175 -99.04964 -100 -100 -100 -99.9399214 | -100.038809 | -99.9852425
2.250 -100 -100 -96.51175 -98.98537 -100 -100 -100 -99.9487156 | -99.98244 -99.94164
1.875 -100 -100 -96.51175 -98.9211 -100 -100 -100 -99.9633727 | -99.9489938 | -99.9855925
1.500 -100 -100 -99.974025 | -98.28386 -100 -100 -100 -99.9838925 | -99.93847 | -100.1171

1.125 -100 -100 -103.4363 -97.64662 -100 -100 -100 -100.010275 | -99.9508688 | -99.9815425
0.750 -100 -100 -103.4363 | -100.99346 -100 -100 -100 -100.042521 | -99.98619 | -99.93809
0.375 -100 -100 -103.4363 -104.3403 -100 -100 -100 -100.080629 | -100.044434 | -99.9867425
0.000 -100 -100 -103.4363 -104.3403 -100 -100 -100 -100.1246 | -100.1256 | -100.1275

legenda: (valores em negrito) - valores obtidos nos pontos nodais funcionais;

(valores sombreados) - média aritmética dos resultados dos elementos de contorno constantes adjacentes;
(valores em italico) - valores obtidos através das fungdes de interpolag@o.
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De acordo com os resultados apresentados observa-se que:

Os valores obtidos para o potencial nas analises realizadas com elementos de contorno
constantes apresentam convergéncia para a solugdo analitica. Nos pontos nodais funcionais

destes elementos tem-se uma melhor aproximac¢do dos valores da solugdo analitica;

Todas as modelagens, nos diferentes graus de refinamento utilizados para as
discretizacdes, realizadas com elementos de contorno lineares apresentaram como solugdes
numéricas valores idénticos a soluc¢do analitica, tendo-se, entdo, um erro percentual nulo.
Este fato pode ser explicado, pois a fun¢do de interpolacdo usada por este elemento de
contorno ¢ a mesma que expressa a solugdo analitica. Assim, sob a oOtica do Método dos
Residuos Ponderados, ao efetuar a minimizagdo dos residuos devido a essa aproximagado

obtém-se residuos nulos; e,

Nas modelagens realizadas com elementos de contorno quadraticos, as solugdes
numéricas, embora de excelente qualidade, ndo apresentam a precisdo obtida utilizando-se
elementos de contorno lineares. Esse fato pode ser explicado, pois, neste caso, as fungdes de
interpolagdo empregadas possuem uma ordem mais elevada do que as utilizadas nos
elementos de contorno lineares, deste modo, as integracdes numéricas efetuadas para a
montagem do sistema linear de equagdes algébricas resultante sdao mais complexas, tem-se
entdo, refletida na resposta numérica do problema os erros numéricos das integracdes

realizadas.

II1.6.3 - 3* ANALISE

Neste caso, o dominio fisico € representado por um quadrado de lado L = 6
u.c., onde suas arestas encontram-se submetidas unicamente a condi¢des de contorno
essenciais, conforme apresentado na figura I11.6.3-1. Os valores impostos para as condi¢des
de contorno sdo ilustradas na figura mencionada e definidos de acordo com a equacao II1.6.3-

1.

senh( y )

senh(7)

Eq. 111.6.3-1

Ux,y) = sen(TEX L) +1
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u=T(xy)

=
[
c
[
=
[
c
[

u=U=1

Figura I11.6.3-1 - Representagdo do dominio fisico e condigdes de contorno.

De acordo com a figura II1.6.3-1, observa-se que o problema ¢ simétrico em

relacdo a um eixo vertical passando pelo centro do quadrado.

A interpretacdo fisica desta analise pode ser feita através da Transferéncia de
Calor, onde o potencial representa a temperatura. Deste modo, o problema representa as
distribuicdes de temperatura e fluxos de calor que sdo obtidas ao longo de uma placa
quadrada, quando suas arestas encontram-se sujeitas a uma distribuicdo de temperatura

expressa pela equacao I11.6.3-1.

Objetivos e Discretizagoes Utilizadas

Os objetivos, bem como as discretizagdes utilizadas para esta andlise sao os
mesmos apresentados para a 2% andlise, sendo portanto omitidos quando desta apresentagao.
Embora, neste caso, apresente-se uma comparagao entre a resposta numeérica do Método dos
Elementos de Contorno e a solug¢do analitica em termos do potencial para um conjunto de
pontos internos, onde pretende-se verificar a taxa de convergéncia do método em funcao do

aumento do grau de refinamento.

Solucdo Analitica

A solucgdo analitica, em termos dos fluxos de calor na dire¢cdo normal as arestas
do quadrado sdo dadas de acordo com as expressdes dadas a seguir [9, 10]. A figura I11.6.3-2
apresenta uma ilustragdo de como varia o fluxo de calor na dire¢do normal ao longo das

arestas do quadrado.
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para a aresta superior:
n X

=—=—coth(n) sen(— Eq. 111.6.3-2
L L)

para as arestas laterais:

ou T ny\
L S LN A Eq. 111.6.3-3
q on Lsenh(n) sen (L)

para a aresta inferior:

_ou_ T L2 Eq. I11.6.3-4
=—=—————5sen —
q on Lsenh(n) ( L j

X
J/ ]
Figura I11.6.3-2 - Representagdo da variagdo da derivada do potencial na dire¢do normal ao

longo do contorno do dominio fisico do problema.

Resultados Numéricos

A seguir, apresentam-se os graficos e as tabelas, para as diferentes
discretizagdes e tipos de elementos de contorno utilizados nesta analise. Os graficos e tabelas
contém as mesmas informacdes e adotam as mesmas convencdes usadas anteriormente,

quando da exposi¢do dos resultados do 2° caso analisado.
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Figura I11.6.3-3 - Solu¢des numéricas e analitica para a derivada do potencial na direcdo normal ao longo da aresta superior do quadrado para as
diferentes discretizagdes. Modelagens realizadas com elementos de contorno constantes.
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Figura I11.6.3-4 - Solu¢des numéricas e analitica para a derivada do potencial na direcdo normal ao longo da aresta superior do quadrado para as
diferentes discretizagdes. Modelagens realizadas com elementos de contorno lineares.
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Figura I11.6.3-5 - Solu¢des numéricas e analitica para a derivada do potencial na direcdo normal ao longo da aresta superior do quadrado para as
diferentes discretizagdes. Modelagens realizadas com elementos de contorno quadraticos.



Tabela II1.6.3-1 - Resultados da derivada do potencial na direcdo normal ao contorno na aresta superior do quadrado, nas analises realizadas para as

diferentes discretizagdes modeladas utilizando-se de elementos de contorno constantes, lineares e quadraticos.

constante linear quadratico
X sol. anal. malha 1 malha 2 malha 3 malha 1 malha 2 malha 3 malha 1 malha 2 malha 3
6.000 0 0.3655847 0.202438 0.113809 |-0.08345708 |-0.03214701 | -0.01014372 | 0.07903221 | 0.04745169 | 0.01517218
5.625 0.10253128 | 0.3655847 0.202438 0.113809 0.00679024 | 0.07391449 | 0.09693354 | 0.17985123 | 0.14139918 | 0.10911008
5.250 0.20112235 | 0.3655847 0.202438 0.2054029 | 0.09703757 0.179976 0.2040108 | 0.26722772 | 0.22615926 | 0.2001525
4.875 0.29198439 | 0.3655847 0.202438 0.2969968 | 0.18728489 0.2860375 0.2896264 | 0.34116166 | 0.30173193 0.28829944
4.500 0.37162564 | 0.3655847 | 0.3506379 | 0.36903675 | 0.27753221 0.392099 0.375242 0.40165307 | 0.3681172 | 0.3735509
4.125 0.43698552 | 0.3655847 0.4988378 0.4410767 | 0.36777953 | 0.43090078 | 0.4330805 | 0.44870194 | 0.42531506 0.4380595
3.750 0.48555229 | 0.3655847 | 0.4988378 | 0.4803219 | 0.45802686 | 0.46970255 0.490919 0.48230826 | 0.47332551 | 0.4851258
3.375 0.51545957 | 0.3655847 0.4988378 0.5195671 0.54827418 | 0.50850433 | 0.51116425 | 0.50247205 | 0.51214856 0.5147498
3.000 0.52555802 | 0.3655847 0.4988378 0.5195671 0.6385215 | 0.5473061 | 0.5314095 | 0.5091933 | 0.5417842 | 0.5269315
2.625 0.51545957 | 0.3655847 0.4988378 0.5195671 0.54827411 | 0.50850435 | 0.51116425 | 0.50247201 | 0.51214863 | 0.51474981
2.250 0.48555229 | 0.3655847 | 0.4988378 | 0.4803219 | 0.45802671 0.4697026 0.490919 0.48230818 | 0.47332561 | 0.4851258
1.875 0.43698552 | 0.3655847 0.4988378 0.4410767 | 0.36777932 | 0.43090085 | 0.43308045 | 0.44870181 | 0.42531513 | 0.43805946
1.500 0.37162564 | 0.3655847 | 0.3506379 | 0.36903675 | 0.27753193 | 0.3920991 | 0.3752419 0.4016529 | 0.3681172 | 0.3735508
1.125 0.29198439 | 0.3655847 0.202438 0.2969968 | 0.18728453 | 0.28603735 | 0.28962655 | 0.34116146 | 0.30173182 | 0.28829955
0.750 0.20112235 | 0.3655847 0.202438 0.2054029 | 0.09703714 | 0.1799756 | 0.2040112 | 0.26722747 | 0.22615899 | 0.2001525
0.375 0.10253128 | 0.3655847 0.202438 0.113809 0.00678974 | 0.07391384 | 0.09693274 | 0.17985094 0.1413987 0.10910967
0.000 0 0.3655847 0.202438 0.113809 |-0.08345765|-0.03214791 |-0.01014572 | 0.07903188 | 0.04745096 | 0.01517104
legenda: (valores em negrito) - valores obtidos nos pontos nodais funcionais;

(valores sombreados) - média aritmética dos resultados dos elementos de contorno constantes adjacentes;
(valores em italico) - valores obtidos através das fungdes de interpolagao.




Tabela I11.6.3-2 - Resultados da derivada do potencial na dire¢do normal ao contorno na aresta lateral do quadrado, nas analises realizadas para as

diferentes discretizagdes modeladas utilizando-se de elementos de contorno constantes, lineares e quadraticos.

constante linear quadratico
X sol. anal. malha 1 malha 2 malha 3 malha 1 malha 2 malha 3 malha 1 malha 2 malha 3
6.000 -0.52359878 | -0.3210705 | -0.4213889 | -0.4888191 | -0.358483 | -0.4808349 | -0.5135812 | -0.5662096 | -0.5663439 | -0.5372473
5.625 -0.42986701| -0.3210705 -0.4213889 | -0.4888191 | -0.32328176 | -0.4158659 | -0.43019755 | -0.4869801 | -0.46496257 | -0.43604849
5.250 -0.35276128 | -0.3210705 | -0.4213889 | -0.3842896 | -0.28808052 | -0.3508969 | -0.3468139 | -0.41379747 | -0.37621079 | -0.3524872
4.875 -0.28929936 | -0.3210705 -0.4213889 | -0.2797601 | -0.25287928 | -0.2859279 | -0.28986025 | -0.3466617 | -0.30008857 | -0.28656344
4.500 -0.23702671( -0.3210705 | -0.2829825 -0.235527 | -0.21767804 | -0.2209589 | -0.2329066 | -0.28557281 | -0.2365959 | -0.2382772
4.125 -0.19392159| -0.3210705 -0.144576 -0.1912938 | -0.1824768 | -0.19002738 | -0.19425435 | -0.23053078 | -0.18573279 | -0.19485555
3.750 -0.1583168 | -0.3210705 | -0.144576 | -0.1590641 | -0.14727556 | -0.15909585 | -0.1556021 | -0.18153562 | -0.14749924 | -0.1581096
3.375 -0.12883526 | -0.3210705 -0.144576 -0.1268343 | -0.11207432 | -0.12816433 | -0.12910265 | -0.13858733 | -0.12189524 | -0.12803935
3.000 -0.10433669 | -0.1703654 | -0.1039151 | -0.1046421 |-0.07687308 | -0.0972328 | -0.1026032 | -0.1016859 | -0.1089208 | -0.1046448
2.625 -0.08387358| -0.0196602 | -0.06325421 | -0.08244994 | -0.06758883 | -0.08220859 | -0.08411389 | -0.07083134 | -0.08830439 | -0.08423814
2.250 -0.06665446  -0.0196602 |-0.06325421| -0.0666969 | -0.05830458 | -0.06718438 |-0.06562457 | -0.04602365 | -0.0697517 |-0.06657795
1.875 -0.05201334 | -0.0196602 | -0.06325421 |-0.05094376 | -0.04902034 | -0.05216016 | -0.0522567 | -0.02726283 | -0.05326275 | -0.05166422
1.500 -0.03938396  -0.0196602 | -0.0384625 | -0.0392257 | -0.03973609 |-0.03713595 | -0.03888883 | -0.0/454888 |-0.03883753 | -0.03949695
1.125 -0.02827783| -0.0196602 | -0.01367083 |-0.02750767 | -0.03045184 | -0.02825992 -0.028522 -0.00788179 | -0.02647604 | -0.02846731
0.750 -0.01826541( -0.0196602 |-0.01367083| -0.0171385 | -0.02116759 | -0.01938389 |-0.01815516 | -0.00726157 | -0.01617828 |-0.01823136
0.375 -0.00895944 | -0.0196602 | -0.01367083 | -0.00676939 | -0.01188335 | -0.01050787 | -0.00940595 | -0.01268822 | -0.00794425 | -0.00878909
0.000 0 -0.0196602 | -0.01367083 | -0.00676939 | -0.0025991 | -0.00163184 | -0.00065673 | -0.02416174 | -0.00177395 | -0.00014051
legenda: (valores em negrito) - valores obtidos nos pontos nodais funcionais;

(valores sombreados) - média aritmética dos resultados dos elementos de contorno constantes adjacentes;
(valores em italico) - valores obtidos através das fungdes de interpolagao.




Tabela 111.6.3-3 - Resultados da derivada do potencial na diregdo normal ao contorno na aresta inferior do quadrado, nas analises realizadas para as

diferentes discretizagdes modeladas utilizando-se de elementos de contorno constantes, lineares e quadraticos.

constante linear quadratico

X sol. anal. malha 1 malha 2 malha 3 malha 1 malha 2 malha 3 malha 1 malha 2 malha 3
6.000 0 -0.02485397 | -0.01356032 | -0.00681171 |-0.00620316 | -0.00210137 | -0.00071352 | -0.00241436 | 0.00044539 | 9.4203E-05
5.625 -0.00884504 | -0.02485397 | -0.01356032 | -0.00681171 | -0.01114612 | -0.00983623 | -0.0091708 | -0.01274686 | -0.00937759 | -0.00895711
5.250 -0.01735017 | -0.02485397 |-0.01356032 | -0.0158236 | -0.01608909 | -0.01757109 |-0.01762808 | -0.0217017 | -0.01805001 |-0.01734268
4.875 -0.02518854 | -0.02485397 | -0.01356032 | -0.02483546 | -0.02103205 | -0.02530595 | -0.02503809 | -0.02927887 | -0.02557188 | -0.02506252
4.500 -0.03205893  -0.02485397 | -0.0273322 | -0.0310961 | -0.02597502 |-0.03304081 |-0.03244809 | -0.03547838 |-0.03194318 | -0.03211662
4.125 -0.03769732| -0.02485397 | -0.04110407 | -0.0373568 | -0.03091798 | -0.03647434 | -0.03737662 | -0.04030022 | -0.03716393 | -0.03774644
3.750 -0.04188701 | -0.02485397 |-0.04110407 | -0.0407638 | -0.03586094 | -0.03990787 |-0.04230515| -0.0437444 | -0.04123411 | -0.041842
3.375 -0.04446702| -0.02485397 | -0.04110407 | -0.04417087 | -0.04080391 | -0.0433414 | -0.04403894 | -0.04581091 | -0.04415374 | -0.04440331
3.000 -0.04533818| -0.024854 -0.0411041 | -0.0441709 |-0.04574687 |-0.04677493|-0.04577272 |-0.04649976 | -0.04592281 | -0.04543037
2.625 -0.04446702| -0.02485397 | -0.04110407 | -0.04417087 | -0.04080385 | -0.04334144 | -0.04403894 | -0.04581094 | -0.04415381 | -0.04440332
2.250 -0.04188701 [ -0.02485397 |-0.04110407 | -0.0407638 | -0.03586083 | -0.03990794 |-0.04230516 | -0.04374446 | -0.0412342]1 | -0.041842
1.875 -0.03769732| -0.02485397 | -0.04110407 | -0.0373568 | -0.03091781 | -0.03647445 | -0.03737661 | -0.04030032 | -0.03716401 | -0.03774641
1.500 -0.03205893 [ -0.02485397 | -0.0273322 | -0.0310961 | -0.0259748 |-0.03304095 |-0.03244805| -0.03547851 |-0.03194321 | -0.03211654
1.125 -0.02518854 | -0.02485397 | -0.01356032 | -0.02483546 | -0.02103178 | -0.02530583 | -0.02503821 | -0.02927903 | -0.02557182 | -0.02506267
0.750 -0.01735017 | -0.02485397 |-0.01356032 | -0.0158236 | -0.01608876 | -0.01757071 |-0.01762837 | -0.0217019 | -0.01804982 |-0.01734274
0.375 -0.00884504 | -0.02485397 | -0.01356032 | -0.00681171 | -0.01114574 | -0.0098356 | -0.00917006 | -0.01274709 | -0.00937724 | -0.00895674
0.000 0 -0.02485397 | -0.01356032 | -0.00681171 |-0.00620272 | -0.00210048 | -0.00071174 | -0.00241463 | 0.00044595 | 9.5337E-05

legenda: (valores em negrito) - valores obtidos nos pontos nodais funcionais;

(valores sombreados) - média aritmética dos resultados dos elementos de contorno constantes adjacentes;
(valores em italico) - valores obtidos através das fungdes de interpolagao.
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De acordo com os graficos e tabelas apresentados, pode-se tecer os seguintes

comentarios a respeito da comportamento da solugdo numérica:

Para as modelagens realizadas utilizando-se de elementos de contorno constantes
observa-se que a solu¢do numérica tende a convergir para a solug¢do analitica com o aumento
do grau do refinamento e que os valores obtidos para os pontos nodais funcionais destes

elementos apresentam uma excelente aproximacao da solucio analitica nestes pontos.

Nas modelagens usando elementos de contorno lineares, verifica-se que a solucao
numérica apresenta uma otima convergéncia para a resposta analitica com o aumento do grau
de refinamento, embora, neste caso, os resultados numéricos para os pontos nodais funcionais
ndo apresentem uma boa aproximacdo da solug¢do analitica nestes pontos para as malhas
menos refinadas. Mas, de modo geral, os valores obtidos ao longo de todos os elementos

aproximam de forma bastante razoavel o comportamento da solucdo analitica.

Esse pior desempenho do elemento de contorno linear, quando comparado com
o elemento de contorno constante (vide tabelas I11.6.3-1 e 111.6.3-2), tem ligacdo com o perfil
da resposta, simétricos com relacdo aos eixos baricéntricos, que torna mais dificil sua boa
representacdo com a interpolacdo linear, para malhas ndo muito refinadas. Quando a resposta
tem perfil monotonico, como nas arestas laterais, o desempenho do elemento de contorno
linear ¢ nitidamente superior ao elemento de contorno constante (vide tabela I11.6.3-.3). Nos
casos gerais de perfis ndo simétricos € nao monotdnicos, o elemento de contorno linear

oferece resultados superiores, como serd visto mais a frente.

A utilizagdo de elementos de contorno quadraticos, nas modelagens realizadas
para este caso, apresentam os melhores desempenhos na aproximacao da solugao analitica ao
longo de todos os elementos de contorno, pois tais elementos possuem fungdes de

interpolacdo que representam com maior exatiddo a distribuicdo da solucdo analitica.

Com o proposito de melhor apreciar a taxa de convergéncia do Método dos
Elementos de Contorno, utilizando-se de elementos de contorno possuindo diferentes tipos de
fungdes de interpolagdo, apresenta-se a seguir um grafico contendo a média do erro
percentual em termos do potencial para um conjunto de cinco pontos internos, dispostos de
acordo com a figura I11.6.3-6, variando-se o numero de pontos nodais funcionais empregados

nas diversas discretizagdes.
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Figura I11.6.3-6 - Representagdo do conjunto de pontos internos dispostos sob o dominio fisico.
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Figura I11.6.3-7 - Média do erro percentual para o conjunto de pontos internos, referentes as
modelagens realizadas com os diferentes tipos de elementos de contorno

Observando-se os resultados expressos no grafico da figura 111.6.3-7, pode-se
tecer os seguintes comentarios a respeito das taxas de convergéncias apresentadas pelos

diferentes tipos de elementos de contornos utilizados nas modelagens:

Inicialmente pode-se, sem duvida alguma, comprovar o excelente desempenho
das modelagens realizadas com os elementos de contorno quadraticos, o que, de certa forma,

ratifica os 6timos resultados apresentados anteriormente;

Para o calculo do potencial nos pontos internos, realizado em um pods-
processamento, utilizam-se os valores das incognitas nos pontos nodais funcionais, situados
sobre o contorno do dominio fisico, que, neste ponto, j4 encontram-se definidos. Assim
sendo, a precisdo dos valores calculados para as incognitas nos pontos internos estao

intimamente ligados a acuracia alcangada para os valores nestes pontos nodais funcionais;
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Esta linha de raciocinio pode, de certo modo, explicar o desempenho
alcancado pelas modelagens realizadas utilizando-se os elementos de contorno constantes
frente aos elementos de contorno lineares, pois, como exaltado anteriormente, para os valores
nos pontos nodais funcionais, os elementos de contorno constantes apresentam um excelente
desempenho. Ja as modelagens realizadas com os elementos de contorno lineares apresentam
uma melhor aproximacdo para a resposta analitica ao longo do comprimento de todo o
elemento de contorno, mas nos pontos nodais funcionais a acuracia dos resultados ¢ menor, o

que pode ser comprovado de acordo com as figuras I11.6.3-3 e 111.6.3-4; e,

De forma geral, os resultados numéricos apresentados atendem perfeitamente
aos objetivos pretendidos ao aplicar-se um método numérico para a obtencdo da solucdo de
um problema de Engenharia, até mesmo para as discretizagcdes menos refinadas, pois, para

tais casos, tem-se um erro percentual em relac¢do a solugdo analitica inferior a 5%.

II1.6.4 - 4* ANALISE

O problema fisico desta 4* analise consiste de um caso governado pela
Equagdo de Laplace, onde sdo prescritas condi¢des de contorno essenciais € naturais [9-11].
O dominio fisico Q, representado por um semicirculo de raio R= 10 u.c., pode ser observado
de acordo com a figura II1.6.4-1, juntamente com as condi¢gdes de contorno e o sistema de

coordenadas adotado.

=-10

Figura I11.6.4-1 - Representa¢do do dominio fisico e condigdes de contorno.
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As condi¢des de contorno apresentadas na figura 11.6.4-1, considerando-se um
sistema de coordenadas polares possuindo a mesma origem que o sistema de coordenadas

cartesianas indicado, podem ser representadas matematicamente de acordo com as seguintes

expressoes:
u=+10 p/ 6=0; 0<r<+10
u=-10 p/ 8=m 0<r<+10 Eq. 111.6.4-1
_ou_, / r=+10;0<0<
q_an_ |y T ,US0=T

Destaca-se que, de acordo com os valores prescritos para as condigdes de
contorno essenciais, tem-se uma descontinuidade no potencial prescrito. Esta caracteristica
do modelo matematico adotado nao possui um significado no modelo fisico, pois, neste caso,

ter-se-ia um mesmo ponto material com diferentes valores de temperatura, por exemplo.

A simulagdo computacional deste caso apresenta grandes dificuldades
numéricas, justamente devido as caracteristicas da solugdo analitica, em termos da derivada
do potencial na dire¢do normal ao contorno, particularmente na regido central do semicirculo,
onde prescreve-se a descontinuidade do potencial, pois neste ponto a solucdo analitica

apresenta uma singularidade.

A interpretacdo fisica deste caso pode ser feita, através da Transferéncia de
Calor, como sendo uma placa semicircular isolada termicamente ao longo de seu contorno

circular e sujeita a diferentes temperaturas ao longo de sua aresta retilinea.

Objetivo

Nesta analise, além da verificagdo da influéncia do tipo de elemento de
contorno utilizado nas modelagens do problema e do grau de refinamento utilizado nas
discretizacdes, objetiva-se qualificar as alteragcdes apresentadas nas solugdes numéricas em
fun¢do de dois modos distintos de modelar-se e prescrever-se os valores do potencial no

ponto central do semicirculo onde tem-se a descontinuidade do potencial.

Apresenta-se também uma comparacao de desempenho entre os Métodos dos
Elementos Finitos e Elementos de Contorno, utilizando-se discretizagdes possuindo o mesmo

grau de refinamento no contorno do dominio fisico [11]. Sao comparadas as solugdes
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numéricas com os resultados analiticos para o potencial e sua derivada normal em pontos sob

o contorno e sobre dominio fisico do problema.

Solucdo Analitica

Este Problema torna-se unidimensional quando analisado analiticamente
através de um sistema de coordenadas polares localizado no meio do semicirculo. Desta
forma, a solucdo analitica em termos do potencial é dada de acordo com a seguinte expressao

[9, 10]:
u(r)=—06+0, Eq. [11.6.4-2

sendo U, e U, os potenciais prescritos na aresta horizontal do semicirculo com 0 = 180°¢ 0 =

0 .
0", respectivamente.

A equacdo representando a derivada do potencial na direcdo normal ao

contorno na aresta horizontal do semicirculo ¢ dada por:

ou U 1 Eq. I11.6.4-3

Observe que, de acordo com esta expressdo, quando x tende para zero, isto €,
para o ponto onde prescreve-se a descontinuidade no potencial, o valor da derivada do
potencial na direcdo normal tende para mais ou menos infinito, sendo que o perfil formado ¢é
anti-simétrico em relacdo a origem do sistema de coordenadas cartesianas adotado, vide

figura 111.6.4-1.

Discretizacoes Utilizadas

Como neste caso sdo utilizados varios conjuntos de discretizagdes, de acordo
com os objetivos pretendidos, as discretizagdes utilizadas serdo apresentadas junto a
exposicdo de cada uma das andlises, a fim de tornar a exposi¢do dos resultados mais clara e

didatica.
Resultados Numéricos

Nesta primeira série de resultados numéricos, o problema ¢ modelado
utilizando-se de diferentes tipos de elementos de contorno, com o objetivo de verificar a

influéncia das fungdes de interpolagdo no método.
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Para as anélises com elementos de contorno lineares e quadraticos a regiao da
descontinuidade ¢ modelada sem a utilizagdo do recurso do ndé duplo, elemento de contorno
com ponto de colocagdo nao nodal. Desta forma, para os elementos lineares o ponto de
singularidade encontra-se no extremo de dois elementos adjacentes, e para os elementos
quadraticos o ponto de singularidade encontra-se no ponto nodal funcional intermediario de
um elemento. Em ambos os casos, neste ponto, prescreve-se como condi¢do de contorno

essencial a média dos valores prescritos ao longo da aresta horizontal do semicirculo.

De acordo com a figura II1.6.4-2, encontram-se representadas as duas
discretizagdes utilizadas, onde estdo representados os pontos nodais geométricos dos
elementos de contorno. Observa-se que adota-se na regido central da aresta horizontal do
semicirculo uma maior concentragao dos pontos nodais, com o propdsito de melhor captar a

singularidade existente.

Figura I11.6.4-2 - Apresentagdo dos nés geométricos nos diferentes tipos de discretizagdes
utilizadas para as modelagens via Método dos Elementos de Contorno.

Na tabela II1.6.4-1 encontram-se indicados os numeros de elementos de contorno e de
pontos nodais funcionais presentes em cada uma das discretiza¢des, sendo modeladas com os

diferentes tipos de elementos de contorno utilizados.

Tabela II1.6.4-1 - Numero de elementos e niimero de pontos nodais funcionais utilizados nas

modelagens em fungéo do tipo de elemento de contorno empregado.

Malha 1 Malha 2
Elemento de Numero de Numero de Numero de Numero de
Contorno Elementos Pontos Nodais Elementos Pontos Nodais
Funcionais Funcionais
Constante 30 30 60 60
Linear 30 32 60 62
Quadratico 15 32 30 62
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A seguir apresenta-se a tabela I11.6.4-2 contendo os resultados numérico e
analitico para o potencial ao longo dos pontos nodais funcionais pertencentes a aresta superior
do semicirculo, onde a posicdo dos pontos nodais funcionais ¢ representada em fun¢do do
angulo formado entre o eixo X e a reta que liga a origem do sistema de coordenadas e o ponto

nodal funcional em questao.

Ressalta-se que apresentam-se apenas os resultados numéricos para os pontos
nodais funcionais com posi¢des variando entre 0 e 90 graus, visto que o problema ¢ anti-
simétrico em relagdo a um eixo vertical passando pela origem do sistema de coordenadas

adotado.

Na tabela I11.6.4-3 encontram-se representados os resultados para a derivada do
potencial na dire¢do normal ao contorno para a aresta horizontal do semicirculo, para os
pontos nodais funcionais que encontram-se no sentido positivo do eixo X do sistema de

coordenadas cartesianas.
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Tabela 111.6.4-2 - Resultados para o potencial na face superior do semicirculo nas analises realizadas

para as diferentes discretizacdes modeladas, utilizando-se de elementos de

contorno constantes, lineares e quadraticos.

constante linear quadratica
teta [sol analitica| malhal malha2 malhal malha2 malhal malha2
0.00 -10 -10 -10 -10 -10
3.75 |-9.58333333 -9.607172
7.50 |-9.16666667 | -9.219442 -9.16563 -9.166375
11.25 -8.75 -8.765687
15.00 [-8.33333333 -8.331282 | -8.332937 | -8.330891 | -8.333076
18.75 |-7.91666667 -7.928149
22.50 -7.5 -7.532047 -7.499857 -7.499776
26.25 |-7.08333333 -7.092188
30.00 |-6.66666667 -6.667747 | -6.666624 | -6.665976 | -6.666465
33.75 -6.25 -6.256987
37.50 |-5.83333333 | -5.853402 -5.833329 -5.833154
41.25 |-5.41666667 -5.422222
45.00 -5 -5.00158 | -5.000006 | -4.999811 | -4.999845
48.75 (-4.58333333 -4.587736
52.50 |-4.16666667 | -4.179047 -4.166671 -4.166535
56.25 -3.75 -3.75342
60.00 |-3.33333333 -3.334587 | -3.333331 | -3.333251 | -3.333224
63.75 |-2.91666667 -2.919223
67.50 -2.5 -2.506804 -2.499989 -2.499912
71.25|-2.08333333 -2.08511
75.00 |-1.66666667 -1.667332 | -1.66666 | -1.666622 | -1.66661
78.75 -1.25 -1.251048
82.50 |-0.83333333 | -0.8355106 -0.8333283 -0.8333038
86.25 |-0.41666667 -0.4170129
90.00 0 -2.6978E-14| 2.6539E-07 (-4.3299E-15| 3.5142E-07
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Tabela I11.6.4-3 - Resultados para a derivada do potencial com relagdo a normal na face inferior do
semicirculo nas analises realizadas para as diferentes discretizagdes modeladas,

utilizando-se de elementos de contorno constantes, lineares e quadraticos.

constante linear quadratica
X [sol analitica| malhal malha2 malhal malha2 malhal malha2
0 | - - - 1.6709E-13 |-7.8832E-09| 1.2712E-13 |-1.0534E-08
0.05 |-127.323954 -155.7522
0.1 |-63.6619772| -78.50177 -106.7028 -91.316
0.15 (-42.4413182 -36.93123
0.2 |-31.8309886 -47.56511 -25.596 -49.27326 | -20.53552
0.3 [-21.2206591 -21.42595
0.4 |-15.9154943| -15.3429 -16.11582 -16.69968
0.5 [-12.7323954 -12.47821
0.6 |-10.6103295 -5.801112 | -10.39029 | -9.242132 | -10.2078
0.7 |-9.09456818 -9.020897
0.8 |-7.95774715| -7.739305 -7.91257 -7.988781
0.9 |-7.07355303 -7.057011
1 -6.36619772 -6.65727 | -6.325106 | -8.233835 | -6.36631
1.125 |-5.65884242 -5.657479
1.25 |-5.09295818 | -5.070848 -5.063448 -5.094851
1.375 |-4.62996198 -4.616555
1.5 |-4.24413182 -4.05033 | -4.227271 | -4.145182 | -4.255772
1.625 |-3.91766014 -3.910881
1.75 |-3.63782727| -3.67514 -3.627304 -3.637223
1.875 |-3.39530545 -3.430065
2 -3.18309886 -3.118041 | -3.165508 | -3.287906 | -3.184407
2.25 [-2.82942121 -2.842004
2.5 |-2.54647909| -2.568055 -2.52849 -2.544968
2.75 [-2.31498099 -2.310403
3 |-2.12206591 -2.070913 | -2.111987 | -2.108263 | -2.126578
3.25 |-1.95883007 -1.958099
3.5 [-1.81891364 | -1.886715 -1.812503 -1.817429
3.75 [-1.69765273 -1.746643
4 [-1.59154943 -1.536678 | -1.574292 | -1.582247 | -1.58721
4.75 |-1.34025215 -1.348873
5.5 | -1.1574905 | -1.166365 -1.141504 -1.156205
6.25 |-1.01859164 -1.010979
7 1-0.90945682 -0.8834832 | -0.9024898 | -0.9036428 | -0.9135504
7.75 [-0.82144487 -0.8097766
8.5 |-0.74896444 | -0.7503863 -0.7505688 -0.7482062
9.25 |-0.68823759 -0.7033339
10 [-0.63661977 -0.5774936 | -0.6094409 | -0.6632063 | -0.639534
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Observe que, devido ao modo como a regido de descontinuidade do potencial ¢
modelada nesta analise, a derivada do potencial na dire¢do normal para o ponto de
singularidade, nas analises realizadas com elementos de contorno lineares e quadraticos,
apresenta um valor praticamente nulo e que, para os demais pontos nodais funcionais dos
elementos ao qual este ponto pertence, sua resposta numérica ¢ perturbada, mas este fato se

mantém restrito a uma pequena regido proxima ao ponto de descontinuidade.

De maneira geral, para os pontos nodais funcionais afastados do ponto de
descontinuidade, os resultados numéricos apresentam um excelente desempenho para todas as
modelagens realizadas. Comparando-se os resultados para um mesmo tipo de elemento de
contorno e variando-se o grau de refinamento utilizado nas discretizagdes, observa-se que a

solucao numérica tende a convergir para a resposta analitica.

De forma a melhor apreciar os resultados numéricos, para as diferentes
analises realizadas com diferentes tipos de elementos de contorno, na regido proxima ao
ponto de descontinuidade, apresentam-se a seguir graficos (vide figura I11.6.4-3) onde sdo
plotados os resultados numéricos, utilizando as func¢des de interpolagcdo referente a cada
elemento para, interpolarem-se os demais valores da derivada do potencial na dire¢ao normal,
para pontos ao longo do comprimento dos elementos, junto com uma curva representando a

solucao analitica.
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Destaca-se, que nas modelagens utilizando-se de elementos de contorno
lineares e quadraticos, o resultado impreciso do ponto nodal funcional, que encontra-se
imediatamente ap6s o ponto de singularidade, perturba de forma consideravel a resposta

numérica para o elemento de contorno adjacente.

Nas modelagens realizadas com elementos de contorno constantes, observa-se
uma excelente aproximacdo do valor da solucdo analitica para os pontos nodais funcionais

deste elemento.

Para a segunda série de resultados numéricos, apresentados a seguir, também
utilizando-se de modelagens com diferentes tipos de elementos de contorno e de
discretizacdes com diferentes graus de refinamento, o ponto de descontinuidade do potencial

¢ modelado de forma diversa ao apresentado anteriormente.

Nas andlises com elementos de contorno lineares e quadraticos o ponto de
descontinuidade do potencial ¢ modelado com a utilizagdo do recurso do n6 duplo, isto &,
elementos de contorno com ponto de coloca¢do ndo nodal. Desta forma, tal ponto sempre
encontra-se no extremo de um clemento de contorno e o valor da condi¢cdo de contorno
essencial ¢ prescrita semelhantemente aos demais pontos nodais funcionais pertencentes a

aresta horizontal do semicirculo.

Na figura I11.6.4-4 encontram-se representadas as discretizagdes utilizadas,
onde apresentam-se os pontos nodais geométricos. Também, neste caso, adota-se uma maior
concentrag¢do de elementos de contorno na regido central da aresta horizontal do semicirculo,

para uma melhor captacao da singularidade existente.

Figura I11.6.4-4 - Apresentacdo dos pontos nodais geométricos nos diferentes tipos de
discretizagdes utilizadas para as modelagens via Método dos Elementos de Contorno.
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De acordo com a tabela I11.6.4-4, tém-se indicados os numeros de elementos de
contorno e de pontos nodais funcionais presentes em cada uma das discretizagdes, conforme

os tipos de elementos de contorno utilizados nas diversas modelagens.

Tabela II1.6.4-4 - Numero de elementos e ntimero de pontos nodais funcionais utilizados nas

modelagens em fungdo do tipo de elemento de contorno empregado.

Malha 1 Malha 2
Elemento de Numero de Numero de Numero de Numero de
Contorno Elementos Pontos Nodais Elementos Pontos Nodais
Funcionais Funcionais
Constante 32 32 64 64
Linear 32 35 64 67
Quadratico 16 35 32 67

Na tabela I11.6.4-5, dada a seguir, apresentam-se os resultados numéricos
obtidos para o potencial nos pontos nodais funcionais situados ao longo da aresta superior do
semicirculo, sendo as posi¢des dos pontos referenciadas em termos do angulo formado entre o

eixo X e a reta que liga a origem do sistema de coordenadas e o referido ponto nodal.

Por tratar-se de um problema anti-simétrico, sdo expostos os resultados
numéricos somente dos pontos nodais funcionais cujas posicdes se encontrem formando um

angulo entre 0 e 90 graus.

Para a derivada do potencial na direcdo normal ao contorno, para os pontos
nodais funcionais pertencentes a aresta horizontal do semicirculo no sentido positivo do eixo
X do sistema de coordenadas cartesianas, os resultados numéricos para as diversas

modelagens encontram-se expressos na tabela I11.6.4-6.
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Tabela 111.6.4-5 - Resultados para o potencial na face superior do semicirculo nas analises realizadas
para as diferentes discretizagcdes modeladas utilizando-se de elementos de contorno

constantes, lineares e quadraticos.

constante linear quadratica

teta [sol analitica| malhal malha2 malhal malha2 malhal malha2
0.00 -10 -10.00876 | -10.00239 | -9.997198 | -9.999621
3.75 |-9.58333333 -9.607169

7.50 |-9.16666667 | -9.219415 -9.165842 -9.166569
11.25 -8.75 -8.76568

15.00 [-8.33333333 -8.332598 | -8.333141 | -8.331936 | -8.333286
18.75 |-7.91666667 -7.928138
22.50 -7.5 -7.531984 -7.500086 -8.333286
26.25 |-7.08333333 -7.092174

30.00 |-6.66666667 -6.669194 | -6.66688 | -6.667448 | -6.666669
33.75 -6.25 -6.256971

37.50 |-5.83333333| -5.853317 -5.833603 -5.833347
41.25 |-5.41666667 -5.422205
45.00 -5 -5.003028 | -5.000283 | -5.001358 | -5.000022
48.75|-4.58333333 -4.587719

52.50 |-4.16666667 | -4.178963 -4.166935 -4.166691
56.25 -3.75 -3.753404

60.00 |-3.33333333 -3.335778 | -3.333566 | -3.334528 | -3.333355
63.75 |-2.91666667 -2.919209

67.50 -2.5 -2.506742 -2.50018 -2.500014
71.25|-2.08333333 -2.0851

75.00 |-1.66666667 -1.668006 | -1.666795 | -1.667343 | -1.66668
78.75 -1.25 -1.251042

82.50 |-0.83333333 | -0.8354883 -0.8333978 -0.833339%4
86.25 |-0.41666667 -0.4170107

90.00 0 -4.8961E-14| 2.6541E-07 | 4.0026E-12 | 3.5142E-07
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Tabela I11.6.4-6- - Resultados para a derivada do potencial com relagdo a normal na face inferior do
semicirculo nas analises realizadas para as diferentes discretizagdes modeladas

utilizando-se de elementos de contorno constantes, lineares e quadraticos.

constante linear quadratica
X [sol analitica| malhal malha2 malhal malha2 malhal malha2
0 | - -1773.287 | -3547.092 | -1144.683 | -2293.669
0.025 |-254.647909 -311.5128
0.04 |-159.154943
0.05 |-127.323954 | -155.8658 455.7004 -12.52861
0.075 |-84.8826363 -72.02751
0.1 [-63.6619772 227.7455 -129.732 -4.630131 | -201.8911
0.125 |-50.9295818 -50.36783
0.15 [-42.4413182| -39.51791 -26.71394 -36.85509
0.175 |-36.3782727 -38.67741
0.2 |-31.8309886 -48.35474 | -30.00137 | -72.17133 | -37.08409
0.3 |-21.2206591 -21.63345
0.4 |-15.9154943| -16.5579 -14.63267 -15.31944
0.5 |-12.7323954 -12.49917
0.6 |-10.6103295 -4.28768 -10.4114 -6.617916 | -11.35795
0.7 |-9.09456818 -9.030762
0.8 |-7.95774715| -7.696597 -7.831306 -7.920134
0.9 |-7.07355303 -7.061518
1 -6.36619772 -6.651999 | -6.298328 | -9.816798 | -6.42404
1.125|-5.65884242 -5.659813
1.25 |-5.09295818 | -5.081492 -5.047632 -5.088283
1.375 |-4.62996198 -4.617811
1.5 |-4.24413182 -3.98689 -4.218371 | -4.014244 | -4.252202
1.625 |-3.91766014 -3.911645
1.75 [-3.63782727| -3.677931 -3.621614 -3.636726
1.875|-3.39530545 -3.430575
2 -3.18309886 -3.102101 | -3.161749 | -3.360416 | -3.179666
2.25 |-2.82942121 -2.842299
2.5 |[-2.54647909| -2.569146 -2.526591 -2.545742
2.75 |-2.31498099 -2.310559
3 |-2.12206591 -2.065362 | -2.11086 | -2.097496 | -2.123599
3.25 |-1.95883007 -1.958195
3.5 |-1.81891364| -1.88711 -1.811783 -1.818137
3.75 |-1.69765273 -1.74671
4 -1.59154943 -1.534636 | -1.573819 | -1.582731 | -1.585462
4.75 1-1.34025215 -1.348906
55 | -1.1574905 | -1.166478 -1.141291 -1.156912
6.25 |-1.01859164 -1.010993
7 -0.90945682 -0.8814641 | -0.9024255 | -0.9034742 | -0.9124017
7.75 |-0.82144487 -0.8097852
8.5 [-0.74896444 | -0.7504234 -0.7497234 -0.7486742
9.25 |-0.68823759 -0.7033414
10 [-0.63661977 -0.5805501 | -0.6109449 | -0.6621271 | -0.6385041
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De acordo com a tabela III.6.4-5, para a solugdo numérica em termos do
potencial, para os elementos de contorno lineares e quadraticos, a nova forma de modelar-se a
descontinuidade do potencial acarretou uma pequena perda de precisao em alguns pontos, se
comparado com os valores obtidos anteriormente tabela I11.6.4-2, mas, de maneira geral, o

método continua a apresentar uma excelente convergéncia para a solucao analitica.

Para a solug@o numérica em termos da derivada do potencial na dire¢do normal
ao contorno, nas analises realizadas com elementos de contorno lineares e quadraticos, nos
pontos nodais funcionais pertencentes a aresta horizontal do semicirculo, de acordo com a
tabela II1.6.4-6, observa-se que na regido muito proxima ao ponto de descontinuidade do
potencial, esta nova modelagem trouxe uma grande alteragdo nos valores calculados, embora
o valor obtido para o ponto de descontinuidade apresente uma melhora na representacao da

singularidade existente.

Como observado anteriormente, nas analises efetuadas com elementos de
contorno lineares e quadraticos, o valor obtido para a derivada do potencial na dire¢do normal
ao contorno no ponto de descontinuidade do potencial produz uma perturbagao no valor

obtido para o ponto nodal funcional imediatamente apos este ponto.

Desta forma, para uma melhor visualizagdo deste fendmeno, sdo apresentados
diversos graficos, figura I11.6.4-5, contendo as curvas para as solugdes analitica e numéricas,
sendo que, esta ultima, ¢ obtida através do uso das funcgdes de interpolagdo referentes a cada

tipo de elemento de contorno adotado nas diversas analises.
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Figura I11.6.4-5 - Solu¢des numéricas e analitica para a derivada do potencial na dire¢ao

normal ao longo da aresta horizontal do semicirculo, na regido proxima ao ponto de descontinuidade,

para as modelagens realizadas com diferentes tipos de elementos de contorno.
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De acordo com os graficos apresentados, figuras 111.6.4-3 e I11.6.4-5, referentes
as modelagens realizadas com elementos de contorno lineares e quadraticos utilizando-se de
duas maneiras distintas para modelar-se o ponto de descontinuidade do potencial, embora as
discretizagdes equivalentes possuam uma pequena diferenga no nimero de pontos nodais

funcionais, comparando-as pode-se tecer os seguintes comentarios:

Observou-se que em ambas as formas de modelar-se o ponto de descontinuidade do
potencial, obtiveram-se excelentes resultados, € que, para os pontos que encontram-se
distantes da descontinuidade, os resultados numéricos quase ndo apresentaram variagdes,
indicando que as diferencas encontram-se situadas em uma pequena regidao do dominio fisico

proximo ao ponto de descontinidade; e,

Em ambas as modelagens observaram-se grandes distor¢gdes nas respostas dos
elementos de contorno adjacentes ou no proprio elemento que contém o ponto de
descontinuidade do potencial, representando a grande dificuldade computacional na
modelagem deste problema, devido a descontinuidade do potencial ndo possuir um

significado fisico no modelo matematico adotado.

A fim de verificar o comportamento do Método dos Elementos de Contorno no
calculo do potencial em pontos pertencentes ao interior do dominio fisico nas diferentes
modelagens realizadas, empregando-se a segunda forma de representar o ponto de
descontinuidade, utiliza-se de um conjunto contendo 35 pontos internos, dispostos sob o

dominio fisico de acordo com a figura II1.6.4-6.

Figura I11.6.4-6 - Representacdo do conjunto de pontos internos dispostos sob o dominio fisico

A seguir, apresenta-se a tabela I11.6.4-7 contendo a média do erro percentual
para o potencial entre as solugdes numéricas e analiticas, segundo o conjunto de 35 pontos
internos (vide figura I11.6.4-6), referentes as modelagens utilizando-se do segundo conjunto de

4

discretizagdes (figura I11.6.4-4), isto ¢, no caso de elementos de contorno lineares e
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quadraticos, utiliza-se o recurso do elemento de contorno com ponto de coloca¢ao nao nodal
para modelar o ponto de descontinuidade do potencial.

Tabela I11.6.4-7 - Indicagdo da média do erro percentual para o conjunto de pontos internos utilizando-
se diferentes discretizagdes e elementos de contorno

constante linear quadratica
malhal malha2 malhal malha2 malhal malha2
Meédia do Erro| 11150543 | 002918976 | 096949376 | 0.1206445 | 0.68703723 | 0.01724578
Percentual

De acordo com os resultados apresentados para a média do erro percentual,
tabela I11.6.4-7, percebe-se a excelente qualidade das solugdes numéricas para os pontos
internos e a convergéncia das mesmas com o refinamento das discretizacdes utilizadas. Tais
resultados podem ser melhor visualizados se expressos em um grafico em escala logaritmica,
figura I11.6.4-7, onde, entdo, pode-se tecer varios comentarios interessantes a respeito das
taxas de convergéncia do Método dos Elementos de Contorno utilizando-se de diferentes

tipos de elementos de contorno.

1.00 -

—@— Elemento de Contorno Constante
—Jll— Elemento de Contorno Linear
—&A— Elemento de Contorno Quadr tico

Erro Percentual (%)
\

0.01 T T T T T
10 2 3 4 5 6 7 8

9
100
N mero de pontos nodais funcionais

Figura 111.6.4-7 - Média do erro percentual para o conjunto de pontos internos, referente as
modelagens realizadas com os diferentes tipos de elementos de contorno

Uma representagdo da taxa de convergéncia de uma determinada modelagem
realizada com um determinado tipo de elemento de contorno é expressa com sendo a
inclinagdo da reta que une a média do erro percentual entre duas discretizagdes distintas.

Assim sendo, pode concluir-se que o melhor desempenho ¢ alcangado utilizando-se as
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modelagens com elementos de contorno quadraticos, pois a reta que une a média do erro
percentual entre as duas discretizagdes utilizadas apresenta a maior inclinagdo, sendo que,
para a discretizagdo mais refinada, tem-se o menor valor alcangado em todas as modelagens

para a média do erro percentual, vide figura I11.6.4-7.

Na modelagem realizada com elementos de contorno constantes, inicialmente
apresenta um melhor desempenho, mas, a medida que refinam-se as discretizagdes, 0s
elementos de contorno ditos de ordem superior (elementos lineares e quadraticos) apresentam

uma convergéncia mais acentuada para a solucdo analitica.

Com o intuito de avaliar o desempenho do Método dos Elementos de Contorno
junto a outros métodos numéricos, sdo apresentadas algumas comparagdes frente ao Método
dos Elementos Finitos, onde sdo aferidas a precisdo da solugdao em termos do potencial e sua

derivada normal em pontos sobre o contorno e no interior do dominio fisico do problema.

A seguir, na figura I11.6.4-8, apresentam-se as discretizacoes utilizadas para as
modelagens via Método dos Elementos Finitos, sendo que os pontos que encontram-se
destacados em seu interior sao empregados para a avaliacao dos resultados numéricos obtidos
pelos métodos numéricos empregados. Destaca-se que, nesta figura, cada um dos tridngulos

representa um elemento finito isoparamétrico quadratico.

Figura II1.6.4-8- Representacdo das discretizagdes utilizadas nas modelagens via Método dos
Elementos Finitos, onde destacam-se pontos no interior do dominio empregados para a comparagao
dos resultados numéricos.

Desta forma, na tabela II1.6.4-8, encontram-se indicados os nimeros de pontos
nodais e o nimero de elementos resultantes do processo de discretizacdo do dominio fisico,

para ambos os métodos numéricos empregados.
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Tabela I11.6.4-8- Indicacdo do numero de pontos nodais e elementos utilizados nas
discretizagdes referentes as modelagens realizadas via Método dos
Elementos Finitos e Método dos Elementos de Contorno

Meétodo dos Elementos Finitos Método dos Elementos de Contorno
Numero de pontos Numero de Numero de pontos Numero de
nodais elementos nodais funcionais elementos
malha 1 127 54 38 18
malha2 465 214 74 36

Na figura I11.6.4-9 apresentam-se os graficos, em escala logaritmica, contendo a
média do erro percentual para uma série de pontos selecionados no interior do dominio fisico
e sob o contorno da geometria, para as andlises realizadas via Método dos Elementos de

Contorno € Método dos Elementos Finitos.

De acordo com os graficos apresentados, vide figura I11.6.4-9, pode-se tecer o

seguinte comentario a respeito da precisdo alcancada pelos métodos numéricos empregados:

De maneira geral, pode-se considerar que os resultados apresentados pelo Método dos
Elementos de Contorno como sendo superiores aos alcancados pelo Método dos Elementos
Finitos, pois além de apresentarem um precisao bastante superior, o nimero de pontos nodais,
e por conseqiiéncia, a ordem do sistema de equacdes algébricas resultante, sio bem menores

nas modelagens realizadas via Método dos Elementos de Contorno.

Nos graficos contendo a média do erro percentual para a derivada do potencial
para os pontos nodais sobre o contorno e no interior do dominio fisico, respectivamente os

gréficos da figura I11.6.4-9 (b) e (c), conclui-se que:

Existe uma grande perda de precisdo nos resultados apresentados em comparagdo aos
resultados alcangados para o potencial, pelo Método dos Elementos Finitos, pois neste
método os valores para a derivada do potencial sdo calculados a partir da derivagdo do campo
obtido para o potencial, sendo que esta operagdo sempre resulta em uma perda na qualidade

dos resultados, conforme pdde ser constatado; e,

Para o Método dos Elementos de Contorno, observa-se uma sensivel melhoria nos
resultados apresentados para os pontos internos, confirmando as expectativas, pois tais
valores sdo obtidos empregando-se novamente a sentenca do método. A melhoria da

qualidade dos resultados para os pontos internos pode ser explicada pelo fato de que, a
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aplicacdo da sentenca integral neste ponto promove um tipo de média dos resultados obtidos

no contorno.
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Representagao fisica do problema

;\E? 1.00*E § 100; ;\? 1.00*E

® ] © ] ® ]

2 1 = 7 2 1

C C b [ -\'

$ 010 3 S 010

(O] ] () () ]

o ] o 10— o ]

o 1 o 1 o 1

w .01 L ] \ W .01 -

(@] ] (@] (@] ]

© ] © © ]

® 1 © © 1

S 1 S S 1 \

= 0.00 — e = 14—t — = d=titm = 0.00 4 — =ttt

10 100 1000 10 100 1000 10 100 1000
N mero de Pontos Nodais N mero de Pontos Nodais N mero de Pontos Nodais
(a) (b) (c)

m Método os El entosde Contorno e étodo dos Elementos Finitos

Figura 111.6.4-9 - Média do erro percentual, referente as modelagens realizadas via Método dos Elementos Finitos e Método dos Elementos de Contorno, para:
(a) Potencial, pontos nodais sobre o contorno
(b) Derivada do Potencial (direcdo normal), pontos nodais sobre o contorno
(c) Derivada do Potencial (direg@o radial), pontos nodais no interior do dominio.
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II1.6.5 - 5* ANALISE

Neste caso aproveita-se a simetria existente, modelando-se, assim, apenas %
do dominio fisico real do problema. Desta forma, de acordo coma figura II1.6.5-1, representa-
se o dominio fisico utilizado, juntamente com as dimensdes, condi¢cdes de contorno adotadas
para esta analise e o sistema de coordenadas cartesianas. Destaca-se que o sistema de
coordenadas polares, utilizado quando da deducdo da solucdo analitica deste caso, possui a

mesma origem que o sistema cartesiano.

R2:10 u.cC.

q:() UZZO

R1:2.5 u.c.

U]ZIO

X q=0
Figura I11.6.5-1- Representagdo do dominio fisico e condigdes de contorno

As condi¢des de contorno indicadas na figura I11.6.5-1, considerando-se um
sistema de coordenadas polares possuindo a mesma origem que o sistema de coordenadas

cartesianas indicado, podem ser expressas matematicamente através das seguintes expressoes:

u="U, =+10 p/ r=250<0<n/2
u=U, =0 p/ r=10; 0<0<1/2
Eq. I11.6.5-1
ou 0 / 8=0;25<r<10
=—= =0; 2.5<r<
q an p >
ou
q=g=0 p/ 6=mn/2;25<r<10

Fisicamente este caso, interpretado através da Transferéncia de Calor,
representa o problema de um tubo infinitamente longo sujeito as temperaturas U; e Uy,

respectivamente sobre sua parede interna (R; = 2.5 u.c.) e externa (R, = 10 u.c.), onde
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objetiva-se encontrar a distribuicdo de temperatura presente, variando ao longo da espessura

da tubulagao.

Objetivo

Com esta analise, pretende-se comparar os resultados numéricos apresentados
pelos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno, utilizando-se, em ambos, de
elementos isoparamétricos quadraticos, para discretizagdes com diferentes graus de
refinamento, a fim de avaliar-se as taxas de convergéncias apresentadas por estes métodos

numéricos [11].

Solucao Analitica

A solugdo analitica deste caso ¢ dada em termos de um sistema de coordenadas
polares localizado no centro do dominio fisico real do problema, sendo expressa pela seguinte

equacao [2, 6, 9]:

U, -Uu T )
u(r) =U, + #ln(_j Eq. 111.6.5-1
()"
In
RZ
sendo Uy, Ry e U,, R, respectivamente as temperaturas e os raios da tubulagdo associados ao

didmetro interno e externo.

Discretizacoes Utilizadas

Segundo os procedimentos adotados para os casos onde sdo efetuadas
comparagdes entre os Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno, a seguir
encontram-se representadas na figura I11.6.5-2 as discretizagdes empregadas nas modelagens
via Método dos Elementos Finitos, onde destacam-se os pontos nodais no interior do dominio

fisico utilizados para a comparagao das respostas numéricas.
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Figura I11.6.5-2- Representagdo das discretizagdes utilizadas nas modelagens via Método dos
Elementos Finitos, onde destacam-se pontos no interior do dominio empregados para a comparagdo
dos resultados numéricos

Na tabela II1.6.5-1, encontram-se indicados os numeros de pontos nodais e o
numero de elementos resultantes do processo de discretizagdo do dominio fisico, utilizados
nas modelagens realizadas através dos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de

Contorno.

Tabela I11.6.5-1 - Indicagdo do numero de pontos nodais e elementos utilizados nas discretizagdes
referentes as modelagens realizadas via Método dos Elementos Finitos e Método
dos Elementos de Contorno

M¢étodo dos Elementos Finitos Método dos Elementos de Contorno
Numero de pontos Numero de Numero de pontos Numero de
nodais elementos nodais funcionais elementos
malha 1 215 96 48 22
malha?2 813 384 92 44

Resultados Numéricos

A seguir, apresentam-se, na figura I11.6.5-3, os graficos contendo a média do
erro percentual para as solugdes numéricas em termos do potencial e sua derivada, segundo as
posicdes relativas dos pontos nodais sobre o dominio fisico do problema, versus o niimero

total de pontos nodais utilizados nas modelagens.

De acordo com os resultados numéricos apresentados, pode-se tecer os

seguintes comentarios a respeito do comportamento das respostas numéricas:
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Comparando-se os graficos para a média do erro percentual para o potencial em
pontos nodais sobre o contorno e pontos no interior do dominio fisico do problema, figura
I11.6.5-3 (a) e (b), respectivamente, observa-se um pequena melhoria na qualidade dos
resultados apresentados pelo Método dos Elementos de Contorno, provavelmente devido ao
fato de que ja na discretizagdo mais grosseira, para os pontos nodais sobre o contorno, a
média do erro percentual ¢ extremamente baixa, em torno de 0.004 %; assim, ao aplicar-se
novamente a sentenga integral do método para o calculo do potencial no interior do dominio

fisico o ganho de precisdo, neste caso, ¢ irrelevante; e,

Os resultados apresentados pelo Método dos Elementos de Contorno mostraram-se
bastante superiores ao Método dos Elementos Finitos, principalmente, como ja era esperado,
no célculo dos valores da derivada do potencial, que no Método dos Elementos Finitos

apresentam uma qualidade inferior aos valores obtidos para o potencial.
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(c)Derivada do Potencial (direcdo radial), pontos nodais no interior do dominio.
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IIL.6-6 - 6 ANALISE

Nesta analise o dominio fisico apresenta uma geometria circular, sendo que,
embora este problema possua simetria em relagdo a um dos eixos coordenados, para sua
modelagem tal caracteristica ndo ¢ utilizada. Assim, na figura II1.6.6-1 encontram-se

representadas a geometria e as condigdes de contorno impostas para esta analise.

Figura II1.6.6-1 - Representagcdo do dominio fisico e condigdes de contorno

A seguir apresentam-se expressdoes matematicas representando as condi¢des de
contorno utilizadas nesta analise, indicadas de acordo com a figura I11.6.6-1. Destaca-se que
o sistema de coordenadas polares, utilizado nas expressdes matematicas das condicdes de
contorno ¢ quando da deducdo da solucao analitica deste caso, possui a mesma origem que o
sistema de coordenadas cartesiano.

u=U, =+10 p/ r=10; 0<0<n
Eq. I11.6.6-1

u=0 p/ r=10; t<06<2n

Um problema fisico apresentando tais geometria e condi¢des de contorno pode
ser interpretado fisicamente, através da Transferéncia de Calor, como sendo o caso onde um
cilindro infinitamente longo encontra-se submetido a uma distribuicado de temperatura ao

longo de sua superficie externa, como sendo dada, de acordo com a figura I11.6.6-1.

Ressalta-se que de acordo com os valores prescritos para as condi¢des de
contorno essenciais, ao longo da superficie externa do cilindro, tem-se uma descontinuidade

no potencial prescrito. Esta caracteristica ndo possui um significado fisico no modelo
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matematico adotado, pois, neste caso, ter-se-ia um mesmo ponto material com diferentes

valores de temperatura, por exemplo.

Objetivo

Neste caso, objetiva-se a comparacao entre as respostas numeéricas, em termos
do potencial e sua derivada normal, obtidas numericamente através dos Métodos dos
Elementos Finitos ¢ Elementos de Contorno para determinados pontos no interior € sobre o
contorno do dominio fisico do problema. Sdo apresentadas tais comparagdes para duas

discretiza¢des com diferentes graus de refinamento.

Nas modelagens realizadas com os Meétodos dos Elementos Finitos e
Elementos de Contorno sdo utilizados elementos isoparamétricos possuindo fungdes de
interpolacdo quadraticas, a fim de tentar proporcionar uma comparag¢do mais igualitaria, mas,
embora os elementos apresentem fungdes de interpolacdo de mesma ordem, ndo se pode
afirmar de forma alguma que exista uma equivaléncia entre eles, pois tais métodos possuem

formulagdes bastante distintas.

Solucao Analitica

A solugdo analitica deste caso € obtida equacionando-se o problema em termos
de um sistema de coordenadas polares, posicionado no centro do dominio fisico. Desta
forma, a solugdo analitica para o potencial pode ser expressa através de uma Série de Fourier,

de acordo com a seguinte equacao [2]:

,0 - !
M = l + 22:L (L) sen nO n=135,.... Eq. 111.6.6-2
U, 2 “nmn \R

sendo U, a temperatura ndo nula prescrita ¢ R o raio externo do cilindro.

Discretizagoes Utilizadas:

Segundo os procedimentos adotados para os casos onde sdo efetuadas
comparagdes entre os Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno, a seguir
encontram-se representadas na figura I11.6.6-2 as discretizagdes empregadas nas modelagens
via Método dos Elementos Finitos. Observe que o ponto de descontinuidade do potencial

encontra-se sobre os extremos de dois elementos adjacentes.
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Figura I11.6.6-2 - Representagdo das discretizagdes utilizadas nas modelagens via Método dos
Elementos Finitos

Desta forma, para as discretizagdes a serem utilizadas pelo Método dos
Elementos de Contorno, aproveitam-se os pontos nodais situados sobre o contorno do
dominio fisico das discretizagdes feitas para o Método dos Elementos Finitos, a fim de
definir-se a posicdo dos elementos de contorno. Assim, as discretizacdes para os diferentes
métodos numéricos possuem o mesmo grau de refinamento ao longo do contorno da

geometria a ser modelada.

Na tabela II1.6.6-1, encontram-se indicados os numeros de pontos nodais € o
numero de elementos resultantes do processo de discretizacdo do dominio fisico para ambos

os métodos numéricos empregados.

Tabela I11.6.6-1 - Indicagdo do numero de pontos nodais e elementos utilizados nas discretizagdes
referentes as modelagens realizadas via Método dos Elementos Finitos e Métodos
dos Elementos de Contorno

M¢étodo dos Elementos Finitos Método dos Elementos de Contorno
Numero de pontos Numero de Numero de pontos Numero de
nodais elementos nodais funcionais elementos
malha 1 121 50 40 20
malha?2 441 200 80 40
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Em ambos os métodos numéricos empregados nesta andlise, para a prescrigao
da condi¢@o de contorno para os pontos de descontinuidade do potencial, prescreve-se o valor
médio dos potenciais prescritos ao longo da superficie externa do cilindro. Assim sendo,

nestes pontos, prescreve-se o valor do potencial com sendo igual 5.

Destaca-se que nas modelagens realizadas através do Método dos Elementos
de Contorno poder-se-ia adotar o recurso dos denominados elementos de contorno com ponto
de colocagdo nao nodal como uma alternativa para a prescricdo desta descontinuidade da
condi¢do de contorno. Contudo, optou-se por modelar tais pontos de forma semelhante em
ambos os métodos numéricos, para nao se introduzirem diferengas na forma da prescrigdo das

condigdes de contorno.

Resultados Numéricos

Apresentam-se a seguir nas tabelas I11.6.6-2 e I11.6.6-3 respectivamente para as
duas discretizagdes empregadas, os resultados numéricos obtidos para o potencial, através da
utilizagdo dos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno, assim como seu
valor analitico e o erro percentual calculado para um conjunto de pontos no interior do

dominio fisico do problema, posicionados nas proximidades do eixo Y.

Segundo os resultados apresentados, observa-se, de maneira geral, uma
superioridade na precisdao dos valores obtidos através do Método dos Elementos de Contorno.
Desta forma, pode-se concluir que este método apresentou um melhor desempenho também
nesta analise, ainda mais levando-se em conta a grande diferenga existente entre 0os nimeros
de pontos nodais empregados pelos diferentes métodos numéricos para as discretizagdes
apresentando um mesmo grau de refinamento ao longo do contorno do dominio fisico, (vide

tabela I11.6.6-1).
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Tabela I11.6.6-2 - Resultado apresentado para o potencial, obtidos nas modelagens realizadas através
dos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno, referentes as

modelagens realizadas junto a primeira discretizagdo - Malha 1.

Posic¢do sobre o eixo: Solugao Meétodo dos Elementos Meétodo dos Elementos de
Analitica Finitos Contorno
X Y Potencial Potencial erro (%) Potencial erro (%)
1.43E-05 -8.055 0.6831729 0.67808 0.74547789 0.6832815 0.01589345
2.85E-05 -6.11 1.50834109 1.5139 0.36854486 1.508532 0.01265558
1.65E-04 -4.0171 2.56824205 2.5682 0.00163736 2.56848 0.00926418
3.01E-04 -1.9241 3.78986892 3.7912 0.03512201 3.790037 0.00443474
1.11E-15 2.22E-16 5 5 0 5 0
-3.01E-04 1.9241 6.21013108 6.2088 0.02143398 6.209963 0.00270659
-1.65E-04 4.0171 7.43175795 7.4318 0.00056583 7.43152 0.00320188
-2.85E-05 6.11 8.49165891 8.4861 0.06546322 8.491468 0.0022483
-1.43E-05 8.055 9.3168271 9.3219 0.05444883 9.316718 0.00117098

Tabela I11.6.6-3 - Resultado apresentado para o potencial, obtidos nas modelagens realizadas através
dos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno, referentes as

modelagens realizadas junto a primeira discretizacdo - Malha 2.

Posigdo sobre o eixo: Solugdo Meétodo dos Elementos Método dos Elementos de
Analitica Finitos Contorno

X Y Potencial Potencial erro (%) Potencial erro (%)
0.021884 -9.2093 0.26189161 0.26137 0.19917116 0.2618625 0.0111175
0.043767 -8.4186 0.54522211 0.54498 0.04440563 0.5451218 0.01840127
0.040337 -7.3345 0.97128073 0.9707 0.05979004 0.9710697 0.02173162
0.036908 -6.2505 1.44358939 1.4428 0.05468253 1.443257 0.02303063
0.043666 -5.1513 1.97169937 1.9706 0.05575758 1.971238 0.02340518
0.050425 -4.0522 2.54897655 2.5477 0.05008081 2.548386 0.02317341
0.031594 -3.0143 3.13616363 3.1346 0.04985799 3.135461 0.02240908
0.012763 -1.9763 3.75785311 3.7561 0.04665199 3.757056 0.02121643
0.025855 -0.99003 4.37177039 4.3699 0.04278346 4.370904 0.01982186
0.038946 -0.0037127 | 4.99763639 4.9957 0.03874604 4.996732 0.01809955
0.021507 0.98406 5.62446437 5.6226 0.03314745 5.623559 0.01609953
0.0040674 1.9718 6.23938784 6.2375 0.03025685 6.238518 0.01394309
0.021849 3.0106 6.86166845 6.86 0.02431547 6.860865 0.01171058
0.039632 4.0493 7.44941898 7.4478 0.02173295 7.44871 0.00951814
0.033585 5.149 8.02712741 8.0259 0.01529071 8.026541 0.00730583
0.027538 6.2488 8.55561991 8.5546 0.01192094 8.555164 0.00532907
0.040551 7.3354 9.02909214 9.0285 0.00655815 9.028765 0.00362333
0.053563 8.4221 9.45609915 9.4557 0.00422104 9.455898 0.0021272
0.026781 9.2111 9.73873247 9.7389 0.00172027 9.738621 0.00114459
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IIL6-7 - 7* ANALISE

A interpretacdo fisica deste caso ¢ feita, através da Mecanica dos Fluidos,
como sendo um problema englobado pela Teoria do Escoamento Potencial, onde, através da
utilizacdo de uma func¢do potencial escalar, simula-se o comportamento de um fluido ideal,
tendo uma velocidade uniforme no infinito € que, no seu interior, encontra-se imerso um
cilindro infinitamente longo girando em torno de seu proprio eixo, conforme pode ser

observado na figura I11.6.7-1.

—

—]

Figura I11.6.7-1 - Representacao fisica do problema.

A Teoria do Escoamento Potencial considera que os elementos do fluido em
movimento no campo do escoamento nao sofre rotagdes, isto €, o escoamento ¢ dito
irrotacional.  Para garantir-se que tal condicdo seja valida, o fluido deve apresentar

viscosidade nula, e assim é denominado de fluido ideal.

Um ponto importante a ser destacado consiste no fato de que, a priori, a
rotagdo do cilindro ndo deveria influenciar o escoamento em torno do cilindro, visto que o
fluido ¢ considerado como sendo ideal, isto ¢é, possui viscosidade nula. Desta forma, o
cilindro ndo conseguiria afetar o perfil de velocidades do escoamento ao seu redor. Mas
ressalta-se que a Teoria de Escoamentos Potenciais ¢ apenas um recurso matematico para a

representacdo fisica aproximada de casos reais.

Para a formulagdo matematica dos problemas envolvendo a Teoria do
Escoamento Potencial, governados pela Equagdo de Laplace (equagdo 1.2-9), definem-se duas
funcdes potenciais escalares: fungdo potencial de velocidade @ e fun¢do linha de corrente .
Sendo que as derivadas direcionais de tais fungdes possuem um significado fisico de

velocidades [12, 13].
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A funcdo linha de corrente ¢ o instrumento matematico utilizado para
descrever qualquer conformacao tipica do escoamento, dando no¢des das formas das linhas de
corrente, que sdo, em determinado instante, tangentes ao sentido do fluxo em todos os pontos

de um campo de escoamento [14].
Sdo definidas as velocidades do fluido, em termos das derivadas direcionais da

funcdo linha de corrente, através das seguintes expressoes:

V. = v v = ¥ Eq. IIL6.7-1
oy Y ox

Destaca-se que qualquer linha de corrente fechada pode ser substituida por um
corpo so6lido, contendo a mesma configuragdo geométrica desta linha, imerso no fluido em

movimento sem ocasionar nenhuma alteragao no escoamento.

Objetivo

Os objetivos pretendidos com esta andlise sdo a comparagdo dos resultados
numéricos, obtidos através da aplicagdo dos Métodos dos Elementos Finitos ¢ Elementos de
Contorno, frente a solu¢do analitica, assim como a visualizagdo do perfil de velocidade em

determinados pontos selecionados no interior do dominio fisico do problema [11, 15].

Solucao Analitica

Devido ao fato das equagdes serem lineares, a solugdo analitica de problemas
envolvendo a Teoria do Escoamento Potencial ¢ feita através da superposi¢do de escoamentos
planos elementares, a fim de compor, desta forma, a solucdo analitica do problema em

questao.

Deste modo, a solugdo analitica para o escoamento potencial existente em
torno de um cilindro possuindo uma rotacdo sobre seu eixo, tendo o fluido uma velocidade
constante no infinito, ¢ dada pela superposi¢ao dos seguintes casos elementares: Dipdlo,
Vortex (sentido anti-horario) ¢ um escoamento uniforme, e utilizando-se a fun¢do linha de

corrente y, ¢ expressa de acordo com a equagdo, dada a seguir em coordenadas polares:[14]

2
k
u(r;0) = y(r;0) = U. \{1 - Erl—sten 0+ o In(r) Eq. 111.6.7-2
T

sendo a o raio do cilindro, k a poténcia do vortex e U a velocidade do escoamento uniforme.
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Tanto nas analises numéricas realizadas, para a prescri¢ao das condi¢des de
contorno, como para a obtenc¢ao da solugdo analitica, adotaram-se os seguintes valores para os
parametros anteriormente citados, que definem, tanto a geometria, quanto o escoamento em

torno do cilindro:
Velocidade do fluido no infinito na diregdo X: U=10u.c./s;
Raio do cilindro: a=10u.c;

Poténcia do Vortex: k= 682.2.

Discretizagdo Utilizada

Para a modelagem deste caso ndo ¢ possivel aproveitar uma das caracteristicas
importantes do Método dos Elementos de Contorno, que consiste da analise de problemas
possuindo um dominio fisico infinito, discretizando-se apenas os contornos internos, pois
necessita-se de um contorno externo ao cilindro para a prescri¢do das condigdes de contorno.
Neste caso, prescreve-se condigdes de contorno essenciais, onde seus valores definidos de

acordo com equacao I1.6.7-3, tendo sidos, anteriormente, definidos os parametros U, a ¢ k.

Desta forma, na figura II1.6.7-2 encontra-se representada a discretizagdo
empregada para a modelagem via Método dos Elementos Finitos, onde destacam-se
determinados pontos no interior do dominio que sdo utilizados para a comparacdo dos
resultados numéricos obtidos. Sendo que o cilindro, de raio 10 u.c., encontra-se centrado em
um quadrado de lado 100 u.c., estando o sistema de coordenadas posicionado de acordo com a

figura.

Para a modelagem via Método dos Elementos de Contorno adota-se a mesma
forma de confeccdo das discretizagdes das andlises anteriores, onde comparavam-se 0s
desempenhos dos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno. Utilizam-se os

pontos nodais sobre o contorno para a definicdo dos elementos de contorno.

Assim, na tabela I11.6.7-1 apresentam-se os numeros de pontos nodais e o
nimero de elementos utilizados nas modelagens via Método dos Elementos Finitos e Método

dos Elementos de Contorno.
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Figura II1.6.7-2 - Representacdo da discretizagdo utilizada na modelagem realizada via
Meétodo dos Elementos Finitos, onde destacam-se os pontos no interior do dominio empregados para a

comparagdo dos resultados numéricos

Tabela 111.6.7-1 - Indicacdo do numero de pontos nodais e elementos utilizados nas discretizagdes

referentes as modelagens realizadas via Método dos Elementos Finitos ¢ Método

dos Elementos de Contorno

Método dos Elementos Finitos

Método dos Elementos de Contorno

Numero de pontos Numero de Numero de pontos Numero de
nodais elementos nodais funcionais elementos
malha 1 496 224 100 48

A prescri¢ao das condi¢des de contorno nos pontos nodais sobre o contorno,

em ambos os métodos numéricos empregados, sdo realizadas de acordo com os valores

obtidos através da aplicagdo da solucdo analitica para estes determinados pontos nodais.

Desta forma, sdo prescritas condigdes de contorno essenciais ao longo de todo o contorno do

dominio fisico utilizado para as modelagens.

Resultados Numéricos

A seguir, nas tabelas 111.6.7-2, 111.6.7-3, 111.6.7-4 e 111.6.7-5 apresentam-se os

resultados numéricos para o potencial e suas derivadas direcionais no conjunto de pontos

situados no interior do dominio fisico, destacados na figura I11.6.7-2, referentes as andlises

realizadas através dos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno.
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Destaca-se que nestas tabelas os resultados apresentados para o Método dos
Elementos Finitos, obtidos através da utilizacdo do software comercial ANSYS, versao 5.4,
para os pontos nodais situados no meio das arestas dos elementos, ndo sdo apresentados os
valores das derivadas direcionais, visto que tal programa ndo possui uma op¢ao para a saida

destas incognitas em uma lista de dados nestes pontos.



Tabela II1.6.7-2 - Resultados apresentados para o potencial e suas derivadas direcionais, obtidos nas modelagens realizadas através dos Métodos dos

Elementos Finitos e Elementos de Contorno referentes aos pontos internos posicionados no sentido negativo do eixo X.

Posigcao Método dos Elementos Finitos Método dos Elementos de Contorno Solugao Analitica
X y  |Potencial (y)|Derivada v (Derivada ov |Potencial (y)|Derivada 2 |Derivada v |Potencial (y)|Derivada v (Derivada v
ox oy O0x oy O0x oy
-45 0 413.29 - - 413.3045 -2.4124 9.5061 413.3031 2.4127 9.5062
-40 0 400.51 2.7095 -9.3731 400.5185 -2.7139 9.3751 400.5150 2.7143 9.3750
-35 0 385.99 - - 386.0230 -3.1016 9.1839 386.0170 3.1021 9.1837
-30 0 369.24 3.6115 -8.874 369.2891 -3.6185 8.8893 369.2803 3.6191 8.8889
-25 0 349.41 - - 349.4970 -4.3422 8.4006 349.4850 4.3429 8.4000
-20 0 325.15 5.381 -7.4152 325.2734 -5.4278 7.5011 325.2575 5.4287 7.5000
-15 0 293.83 - - 294.0439 -7.2369 5.5578 294.0228 7.2382 5.5556

Tabela 111.6.7-3 - Resultados apresentados para o potencial e suas derivadas direcionais, obtidos nas modelagens realizadas através dos Métodos dos

Elementos Finitos ¢ Elementos de Contorno referentes aos pontos internos posicionados no sentido positivo do eixo X.

Posicao Método dos Elementos Finitos Método dos Elementos de Contorno Solucao Analitica

X y Potencial (y)|Derivada 2V [Derivada 9v |Potencial (y)|Derivada 9¥ |Derivada v |Potencial (y)|Derivada v |Derivada v
0x Oy ox Oy ox oy

45 0 413.29 - - 413.3045 24124 9.5061 413.3031 -2.4127 9.5062

40 0 400.5 -2.7101 -9.3734 400.5185 2.7139 9.3751 400.5150 -2.7143 9.3750

35 0 385.99 - - 386.0230 3.1016 9.1839 386.0170 -3.1021 9.1837

30 0 369.24 -3.6123 -8.8747 369.2891 3.6185 8.8893 369.2803 -3.6191 8.8889

25 0 349.41 - - 349.4970 4.3422 8.4006 349.4850 -4.3429 8.4000

20 0 325.14 -5.384 -7.4265 325.2734 5.4278 7.5011 325.2575 -5.4287 7.5000

15 0 293.81 - - 294.0439 7.2369 5.5578 294.0228 -7.2382 5.5556




Tabela I11.6.7-4 - Resultados apresentados para o potencial e suas derivadas direcionais, obtidos nas modelagens realizadas através dos Métodos dos

Elementos Finitos e Elementos de Contorno referentes aos pontos internos posicionados no sentido negativo do eixo Y.

Posigao Método dos Elementos Finitos Método dos Elementos de Contorno Solugao Analitica

X y  |Potencial (y)|Derivada v (Derivada ov |Potencial (y)|Derivada 2 |Derivada v |Potencial (y)|Derivada v (Derivada v
ox oy O0x oy O0x oy

0 -15 210.95 - - 210.6773 0.0000 7.2044 210.6895 0.0000 7.2062

0 -20 175.32 0.0017383 -7.0035 175.2516 0.0000 7.0704 175.2575 0.0000 7.0713

0 -25 139.57 - - 139.4826 0.0000 7.2565 139.4850 0.0000 7.2571

0 -30 102.68 -4.832E-05 -7.4921 102.6135 0.0000 7.4916 102.6136 0.0000 7.4920

0 -35 64.64 - - 64.5901 0.0000 7.7139 64.5884 0.0000 7.7142

0 -40 25.55 0.00001693 -7.9156 25.5181 0.0000 7.9104 25.5150 0.0000 7.9107

0 -45 -14.459 - - -14.4704 0.0000 8.0809 -14.4746 0.0000 8.0811

Tabela I11.6.7-5 - Resultados apresentados para o potencial e suas derivadas direcionais, obtidos nas modelagens realizadas através dos Métodos dos

Elementos Finitos ¢ Elementos de Contorno referentes aos pontos internos posicionados no sentido positivo do eixo Y.

Posicao Método dos Elementos Finitos Método dos Elementos de Contorno Solucao Analitica

X y Potencial (y)|Derivada 2V [Derivada 9v |Potencial (y)|Derivada 9¥ |Derivada v |Potencial (y)|Derivada v |Derivada v
0x Oy ox Oy ox oy

0 15 376.7 0 0 377.4105 0.0000 21.6783 377.3561 0.0000 21.6827

0 20 474.97 0.013081 -17.768 475.2951 0.0000 17.9261 475.2575 0.0000 17.9287

0 25 559.25 0 0 559.5114 0.0000 15.9410 559.4850 0.0000 15.9429

0 30 635.81 0.00059664 -14.716 635.9646 0.0000 14.7287 635.9470 0.0000 14.7302

0 35 707.34 0 0 707.4559 0.0000 13.9171 707.4456 0.0000 13.9184

0 40 775.46 0.00031128 -13.335 775.5190 0.0000 13.3381 775.5150 0.0000 13.3393

0 45 841.05 0 0 841.0794 0.0000 12.9057 841.0809 0.0000 12.9066
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De acordo com os resultados apresentados, observa-se uma excelente
concordancia entre as solu¢des numéricas e a solugdo analitica, tanto para o potencial quanto
para suas derivadas direcionais, sendo que os valores obtidos através do Método dos
Elementos de Contorno apresentam uma melhor acuracia e pode-se considera-los como tendo
um melhor desempenho, ainda mais levando-se em conta a grande diferenga existente ente os
numeros de pontos nodais empregados para as modelagens realizadas através dos métodos

numéricos utilizados neste caso.

A seguir, com o intuito de proporcionar uma melhor visualizacdo do perfil de
velocidades existentes em determinados pontos préximos ao cilindro em movimento,
apresenta-se na figura II1.6.7-3 a representacdo vetorial do campo de velocidade para
determinados pontos situados sobre os eixos coordenados. Esta figura ¢ confeccionada
através dos resultados numéricos obtidos com a utilizacdo do Método dos Elementos de

Contorno, considerando-se tais pontos, destacados na figura 1I1.6.7-2, como sendo pontos

internos.

e

7 [l

escala de velocidade 5 u.c./s
[S—

1

Figura I11.6.7-3 - Representacdo vetorial do campo de velocidades do escoamento para pontos
situados sobre os eixos coordenados.

Através da figura I11.6.7-3, pode-se perceber claramente o efeito da rotagdao do
cilindro sobre o escoamento uniforme em que se encontra imerso. Rigorosamente, de acordo
com a solucdo analitica, no lugar do cilindro deve-se considerar uma fonte rotativa (um
vortex), mas como as linhas de corrente formadas encontram-se fechadas, esta fonte ¢
substituida pelo cilindro girando, isto é, por um corpo s6lido imerso no fluido, para entdo ter-

se a representagao fisica deste caso.
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Capitulo IV

DUPLA RECIPROCIDADE

IV.1 - Introducao

Existem iniimeras classes de problemas, tanto na Teoria de Campo Escalar
como na Elasticidade, em que, na formulagdo do Método dos Elementos de Contorno, quando
aplicada a equacao integral de governo do problema, nao ¢ possivel transformar, somente
utilizando-se dos procedimentos tradicionais, todas as integrais inicialmente de dominio em

integrais envolvendo variaveis somente no contorno [1].

Os termos na equagdo diferencial de governo que resultam nestas integrais de
dominio, na Teoria de Campo Escalar, estdo associadas as denominadas “a¢des de dominio”,
tal como quaisquer tipos de forcas de corpo, efeitos de inércia ou outros que tipifiquem os

casos dinamicos e transientes.

Assim, com o desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno
surgiram diferentes propostas para resolver as dificuldades na formulagdo do método

associadas as tais integrais de dominio [1], sendo as mais importantes descritas a seguir:

Integragdo Analitica das Integrais

Este procedimento, embora produza resultados bastante precisos, ¢ aplicado
somente a um numero restrito de casos para os quais tais integragdes analiticas tornam-se

possiveis de serem calculadas.
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Expansao por Série de Fourier

A Expansdo por Série de Fourier ndo ¢ uma técnica muito conveniente para ser
aplicada na maioria dos casos, pois, embora o procedimento seja genérico, o calculo dos
coeficientes da expansdo em série pode ser computacionalmente muito oneroso. Esta técnica

foi aplicada com sucesso para alguns casos relativamente simples.

Técnica do Vetor de Galerkin

Esta aproximagao usa uma solugdo fundamental de alta ordem e a Identidade
de Green (Teorema da Divergéncia) para transformar certos tipos de integrais de dominio em
integrais de contorno equivalentes. Também, neste caso, a principal dificuldade resulta na

aplicacdo deste procedimento aos casos que ndo sejam comparativamente simples.

Método da Multipla Reciprocidade

Trata-se de uma extensdo da Técnica do Vetor de Galerkin a qual utiliza varias
solucdes fundamentais de alta ordem, ao invés de apenas uma solugdo fundamental. Este
procedimento foi usado com sucesso para solucdo de problemas dependentes do tempo,
sendo que a principal desvantagem deste método reside na complexidade para sua aplicagao

em problemas ndo lineares.

Dupla Reciprocidade

A mais importante técnica para resolver os problemas de agdo de dominio
consiste na denominada “Dupla Reciprocidade” (Dual Reciprocity Technique) criada por
Nardini e Brebbia [2], em 1982, com a finalidade de resolver problemas dindmicos como
alternativa a formulacdo com solucdes fundamentais dependentes do tempo apresentada por

Mansur (1983) [3], e em diversos outros artigos anteriores a esta data.

De maneira sucinta a técnica consiste na substitui¢ao da a¢ao de dominio por
uma combinag¢do linear de um produto de novas fungdes, capazes de serem operacionalizadas
e, de transformar suas integrais em integrais de contorno, também através da aplicagao do
Teorema da Divergéncia. Da semelhanga entre esse procedimento e o modo tradicional de

obtenc¢do da forma integral inversa, resulta a denominag¢ao Dupla Reciprocidade.

Em 1988, Loeffler e Mansur estenderam o uso da Dupla Reciprocidade para
solucao de acdes de dominio gerais, substituindo com eficiéncia a integragdo por células e

mesmo o Tensor de Galerkin [4].
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Exigindo menor complexidade da solucao fundamental, a Dupla Reciprocidade
pode ser considerada, assim como outros recursos, como componente de um grupo de
formulacdes menos ortodoxas que vem permitindo ao Método dos Elementos de Contorno

ampliar seu campo de atuagao.

IV.2 - Formulacao Matematica

O desenvolvimento matematico da Dupla Reciprocidade, aplicado as equagdes
de Poisson, Helmoltz e aos casos transientes - respectivamente as equagdes 1.2-6, 1.2-7, 1.2-5
e 1.2-4 - inicia-se apds o estabelecimento da forma integral forte associada as equacdes

diferenciais de governo.

Analisando-se as expressoes integrais, observa-se que, em todos os casos aqui
abordados, pode-se separar no lado esquerdo de cada uma das equagdes integrais um termo

que refere-se a Equacdo de Laplace. Assim, tais sentengas integrais podem ser escritas como

sendo:
. * 1 *
Eq. De Poisson J. uu dQ= —j pu dQ Eq. IV.2-1
Q K Q
* 7\‘ *
Eq. De Helmoltz _[ u;u dQ= —_[ uu dQ Eq.1V.2-2
Q K Q
- e 2 [ Eq. IV.2-3
Eq. De Difusdo J. uudQ= Ej uu dQ a4
Q Q

. A . Eq.1V.2-4
Eq. Da Onda _[ uu dQ= —_[ tu dQ a
Q K Q

De maneira geral, as expressoes integrais das equagdes 1V.2-1,1V.2-2,IV.2-3 ¢

IV.2-4 possuem a mesma forma geral, dada a seguir:

I uudQ= %I du’dQ Eq.IV.2-5
Q

Q

onde a funcdo @ varia conforme o caso analisado.



144

O lado esquerdo da equacgdo I1V.2-5, que refere-se a Equacao de Laplace, ¢
operacionalizado de maneira idéntica ao apresentado no Capitulo III. Resta apenas, para a
transformagdao da expressdo V.2-5 em uma equagdo integral envolvendo varidveis no
contorno, desenvolver-se o lado direito da referida equagdo. Isso pode ser feito aproximando-

se a fungdo @ por uma combinag¢do linear de fungdes, da seguinte forma:
(X, t) = al(t)FI(X) Eq. IV.2-6

Este procedimento assemelha-se a uma separagao de varidveis. Os coeficientes
o' sdo inicialmente desconhecidos e as fun¢des F sdo denominadas de fungdes de

aproximacao.

Substituindo-se a equagdo IV.2-6 na sentenga integral do lado direito da
equagio IV.2-5, os coeficientes o' podem ser retirados da integral, pois trata-se de uma
integracdo envolvendo variaveis espaciais; deste modo, neste ponto, a integral de dominio
pode ser escrita como sendo:

j du'dQ = aij Fiu'dO Eq.IV.2-7
Q Q

Admite-se a existéncia de fun¢des y'(X) que sejam primitivas das fun¢des

FI(X), de tal forma que:
Vo= F Eq.IV.2-8
Até o momento, nenhuma outra restricdo ¢ imposta as fun¢des de aproximagao
FJ, a ndo ser que satisfacam a equacdo IV.2-8. Na realidade, existem diferentes tipos de
fungdes que obedecem tal relacdo. A questdao de qual tipo de funcao de aproximacao deva ser

adotada sera considerada na segdo IV .4.

Introduzindo-se esta ultima expressdao, equacao 1V.2-8, na equacgdo 1V.2-7,
obtém-se:
j du'dQ = ocjj \ufﬁu*dQ Eq.1V.2-9
Q Q
Observa-se que o integrando do lado direito da equacao IV.2-9 assemelha-se a
Equacdo de Laplace escrita em sua forma integral forte, assim o mesmo tratamento

matematico apresentado no Capitulo IV pode ser aplicado a esta parcela da expressao.
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Desta operacao advém a denominagao Técnica de Dupla Reciprocidade (Dual
Reciprocity Technique), pois aplica-se a Segunda Identidade de Green ou Principio da
Reciprocidade em ambos os lados da equagao IV.2.5. A primeira aplicacdo refere-se ao

termos da Equacdo de Laplace e a segunda a transformacao da integral de dominio.

Apos a aplicagdo deste procedimento € possivel escrever a integral de dominio,
dada pelo lado esquerdo da equagdo IV.2-9, unicamente em termos de integrais envolvendo

variaveis no contorno. Desta forma obtém-se:

Jouda= —Oﬁj{c(i)w &)+ [wq'dr-| nju*dl“} Eq. IV.2-10
Q r T
onde:
n = %’/J = y'n, Eq. IV.2-11

Agrupando-se as expressoes desenvolvidas para ambos os lados da equagdo
IV.2-5, sendo o lado esquerdo referente a Equagdao de Laplace e o lado direito referente a
integral de dominio, obtém-se a expressdo integral do Método dos Elementos de Contorno

aplicado as Equacdes de Poisson, Helmoltz e aos casos transientes, dada a seguir:
* * 7\4 1 1 1 * 1 E3
C(?’;)u(&) + _[uq dr - J- qu dl’ = Eoc’ C(&)\VJ + _[ ylq dl'— I n'u dl’ Eq.IV.2-12
r r r r

O passo seguinte consiste na discretizagdao de tal sentenca integral, utilizando-

se dos elementos de contorno, a fim de obter um sistema linear de equagdes algébricas.
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IV.3 - Discretizac¢iao da Equacao Integral

E interessante destacar, neste momento, que, embora y' e 1’ sejam fungdes
conhecidas, uma vez que a fun¢io de aproximagio F ¢ definida, nio ¢ necessario a
aproximacao de tais fungdes através do uso das fungdes de interpolagdo para cada elemento
de contorno, utilizando-se dos pontos nodais funcionais, mas se esta aproximac¢do for
utilizada nas integrais do lado direito da equacao IV.2-12, implica na obten¢do das mesmas

matrizes H e G definidas no Capitulo III.
A aproximagcdo das fungdes ' e n’, através das funcdes de interpolagio, nio
introduzem um erro apreciavel nos resultados, possuindo a grande vantagem de poder

aproveitar-se as integracdes realizadas para o calculo das matrizes H e G, aumentando-se

assim enormenente a eficiéncia deste método [1, 5].

Apo6s a introducdo das funcdes de interpolacdo e da integragdo sobre cada

elemento de contorno, a equagao I'V.2-12 pode ser escrita como sendo:

N N N N N
C(&)UI(EJ) + z H, U, - ZGika = ZOCJ (C(EJ)\VU + z Hywy, - zGiknijj Eq. IV.3-1
k=1 k=1 j=1 k=1 k=1

IV.4 - Funcoes Auxiliares

A formulacdo com Dupla Reciprocidade emprega um conjunto de fungdes
auxiliares F', ¢ e 1’ apenas como sendo um recurso para transformar-se as integrais de
dominio em integrais de contorno. Mas, tdo logo se apliquem os procedimentos matematicos

necessarios, as equagdes integrais sao reescritas em termos das variaveis originais.

Para a escolha da solug¢do auxiliar F', e por conseqiiéncia a defini¢do das

fungdes ¢’ e 1, existem, basicamente, duas restrigdes:

i) A funcio auxiliar F' deve satisfazer a equacgdo IV.22-8; e,
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ii) A matriz F formada pelos coeficientes da func¢do auxiliar F/, em uma das etapas da
formulagdo, necessita ser invertida, logo a fungdo auxiliar F' deve formar uma matriz nio-

singular.

Na escolha das fungdes auxiliares ', devem ser evitadas fungdes matematicas
com elevado grau de complexidade, que possuam singularidades e altos gradientes. Deve ser

dada preferéncia a fungdes simples e flexiveis.

Diversos autores propuseram inumeros tipos de fungdes auxiliares[1, 6, 7],
que, de maneira geral, podem ser agrupados como pertencentes a uma das seguintes categoria

de fungdes:
1 - Combinag¢des de fungdes pertencentes aos elementos do tridngulo de Pascal;
2 - Combinagdes de fungdes trigonométricas, e;

3 - Combinagdes de uma série de fungdes envolvendo a fungdo distancia euclidiana r

(utilizada na solugao fundamental).

Neste trabalho, adota-se uma fungio auxiliar F' pertencente a terceira categoria

r

de fungdes acima expostas. A seguir, tal classe de fung¢des auxiliares ¢ apresentada de

maneira mais detalhada.

A série completa das fungdes auxiliares F' envolvendo a fun¢do distincia

euclidiana r, pode ser representada pela seguinte expressao:
F=1+I‘+I‘2+---+rm Eq.1V.4-1

Desta forma, as fungdes ' e 1’ sdo expressas por:

j_r_+r_+_+...+r—

VT 6 T2y Ba- Va2
j_( a_X+ a_Yj(l+£+i+ +Lj Eq. IV.4-3
"= on ™ am\2737 4 (m+2) a- V4

A principio, qualquer conjunto de fung¢des pode ser retirado da série de fungdes
auxiliares envolvendo a distancia euclidiana r, equagdo IV.4-1, para formar a func¢do auxiliar
F' [6]. Esta escolha influencia, embora de modo discreto, o resultado obtido para tal
aproximacdo. Em Loeffler & Bulcao (1997) [8] encontra-se uma comparagdo de resultados

envolvendo este parametro na solugdo de um problema governado pela Equagao de Poisson.
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A maioria dos pesquisadores adotam, devido a simplicidade e a acurdcia dos
resultados alcangados, a fungdo auxiliar F' como sendo simplesmente igual a fungio distancia
euclidiana r. A seguir sdo tecidos alguns comentarios a respeito deste caso e da fungdo
auxiliar F adotada neste trabalho. Maiores detalhes a respeito de outros tipos de fungdes

auxiliares podem ser obtidos em [1, 2, 6, 7, 9, 10]
Funcdo Auxiliar FJ(X) = r(X; Xj)

Esta revela-se uma opgao bastante adequada. Tal funcdo auxiliar foi utilizada

em inameros trabalhos, obtendo-se excelentes resultados, vide, por exemplo, Loeffler (1988)
[4].

Neste caso a matriz F formada pela funcdo auxiliar F' contém coeficientes
nulos ao longo de sua diagonal principal, sendo ndo-singular somente se ndo se utiliza o
recurso do n6 duplo ou elementos de contorno com pontos de colocagcdo ndo nodal (vide

Capitulo II), assim como no caso da aplicagdo de elementos de contorno constante para a

discretizacdo da geometria.

No presente trabalho, optou-se pela utilizagdo dos elementos de contorno com
pontos de colocagdo ndo nodal, para o tratamento de problemas envolvendo a descontinuidade

da derivada do potencial em relacdo ao contorno, vide Secdo IL.5, desta forma, a fungdo

auxiliar F! = r necessita ser ligeiramente modificada, para:
Fun¢do Auxiliar Fj(X) = r(X;Xj)(l +3 )

Este ¢ o artificio matematico utilizado para evitar-se a singularidade na matriz
F, adotando-se elementos de contorno com ponto de coloca¢io ndo nodal. Quando o ponto X

coincide com o n6 geométrico X, tem-se:

oy =10 Eq. IV.4-4

J
em quaisquer outras situagdes:

oy =00 Eq. IV.4-5

IV.5 - Os Coeficientes ¢’
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Neste item considera-se a obtengdo dos coeficientes o’ presentes na equagao
IV.2-12. Tais coeficientes sdo provenientes da aproximagao imposta para a grandeza presente

no integrando da integral de dominio, representada por:
(X, t) = al(t)F(X) Eq. IV.5-1

Tal equagdo pode ser posta em uma forma matricial, mais adequada ao

tratamento matematico a ser efetuado. Deste modo tem-se:
{®} = {a}[F] Eq.1V.5-2

onde o vetor @ representa os valores nos pontos nodais funcionais da grandeza referente a

cada um dos tipos de equagdes de governo analisadas.

No caso da Equagdo de Poisson:

(o} ={p} - {a}=[F]"{p} Eq.1V.5-3

onde p representa o valor da “acdo de dominio” atuando nos pontos nodais funcionais.

Para os demais casos, tem-se:
{®}={u} - {a}=[F]"{u}  (Eq.DeHelmoltz)  Ea-IV.54
{o}={u} ~ {a}=[F]"{a}  (Eq.DeDifusio) Eq.1V.5-5

(@} ={a} .. {a}=[F]"{u} (Eq. Da Onda) Eq. IV.5-6
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IV.6 - Tratamento dos Casos Transientes

Nos casos transientes, equagdes IV.5-5 e IV.5-6, as derivadas temporais
presentes nas expressoes matriciais do Método dos Elementos de Contorno sdo aproximadas
através de um esquema do tipo Diferencas Finitas, onde, entdo, utiliza-se um esquema de
avancgo no tempo para a obtencdo da solucdo. Maiores detalhes sobre a formulagcdo destes
casos podem ser encontrados nas seguintes referéncias: Loeffler (1988), Partridge et. all

(1992) e Niku et. all (1996); [4, 1, 10].

IV.7 - Tratamento dos Casos Nao-Lineares

Em um dos exemplos abordados neste trabalho, vide Capitulo V, o termo @ da
equacdo IV.2-5 apresenta uma nao-linearidade fisica. Neste caso, o termo o também ¢é obtido

diretamente da equagao I'V.5-3.

Para a resolugdo dos casos ndo-lineares utiliza-se um esquema do tipo step-by-

step [1], onde o termo a pode ser atualizado da seguinte forma:

1) principia-se definindo-se um campo inicial {uy}, a partir deste encontra-se {u;} como
sendo a solucdo do sistema linear de equagdes algébricas resultantes, apos a aplicagdo das

condicoes de contorno.
i1) Para a nova itera¢do calcula-se novamente o valor de {u,} a partir de {u,.}, e assim
sucessivamente.

111) O critério de parada consiste em ‘un - unfl‘ < g, sendo € a acuricia requerida.

Destaca-se que outros esquemas para a atualizacdo do termo nao-linear podem
ser empregados, como por exemplo um esquema impondo uma espécie de relaxacao do tipo:

u, =u,_ , +Pu, ,onde P ¢ o fator de relaxagao.



[1]

2]

[3]

[4]
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Capitulo V

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO
A EQUACAO DE POISSON

V.1 - Introducio

Nesta secdo do trabalho sdo apresentadas diversas aplicagdes numéricas
governadas pela Equacdo de Poisson, equacdo 1.2-8. Os casos aqui analisados possuem
relativa simplicidade, pois além de outros fatores, objetiva-se a comparacdo das solugdes
numéricas obtidas via Método dos Elementos de Contorno com as respectivas respostas

analiticas, ou entdo, com a aplica¢do de outros métodos numéricos.

Destaca-se que, apesar da aparente simplicidade apresentada pela Equacao de
Poisson, compreendida pela denominada Teoria de Campo Escalar (vide Capitulo I), devido
as geometrias e condigdes de contorno a que os problemas encontram-se submetidos, na
grande maioria dos casos, torna-se impossivel a obtencdo de solugdes analiticas, a ndo ser

para um limitado conjunto de casos particulares.

Existem, além dos casos afetos & Transferéncia de Calor em que a acdo de
dominio representa um fluxo de calor prescrito ao longo do dominio, duas outras
interpretacdes fisicas de relativa importancia e que sdo utilizadas com freqiiéncia no decorrer
desta se¢do do trabalho. Sao elas ligadas a Mecanica dos Soélidos, onde, no primeiro caso,
tém-se os problemas relacionados a tor¢ao de barras com sec¢des transversais constantes, onde
utiliza-se o conceito da denominada fun¢do de tensdo [1]; no segundo caso, os problemas
encontram-se relacionados a deformacao de membranas, em que a acdo de dominio representa

uma pressdo prescrita na extensdo do dominio fisico.
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Entre estas duas ultimas formas de interpretagdo fisica dos problemas
governados pela Equagdo de Poisson, existe um importante elo de ligagdo, muito utilizado
como uma forma de determinar as regides onde ocorrem as tensdes maximas devido a tor¢ao:

trata-se da denominada analogia da membrana.

Através da analogia da membrana sabe-se que, em uma membrana, as regioes
que apresentam as maximas inclinacdes sdo as mesmas regides que, em um problema de
torcdo, apresentam as maximas tensdes cisalhantes. Isto, pois a tensdo, neste caso, ¢ definida

como sendo a derivada da func¢do de tensdo, ou seja, a sua curvatura da membrana.

Além de proporcionar uma melhor interpretagdo fisica dos problemas ligados a
tor¢do de barras com secdes transversais constantes, esta analogia possui uma aplicagdo
pratica, pois através da construcdo de moldes geometricamente semelhantes a secdo
transversal da barra em questdo e utilizando-se de uma pelicula de sabdo, isto ¢, de uma
membrana, impdem-se uma determinada pressdo para avaliar-se as regides de tensoes
maximas em tal se¢do, onde os seguintes pontos podem ser demonstrados [1, 2]:

e A tensdo de cisalhamento em qualquer ponto ¢ proporcional & inclinagdo da membrana
distendida no mesmo ponto;

e A direcdo de uma tensdo de cisalhamento particular em um ponto ¢ perpendicular a
inclinacdo da membrana no mesmo ponto; e,

e O dobro do volume envolvido pela membrana ¢ proporcional ao torque suportado pela

secdo transversal da barra.

Nas secoes a seguir sdo apresentados diversos graficos e tabelas contendo os
resultados numéricos obtidos através da aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno.
Desta forma, proporcionam-se 0s recursos necessarios para avaliar seu desempenho perante
esta classe de problemas. Com o propdsito de comparar-se o desempenho do Método dos
Elementos de Contorno frente a outros métodos numéricos, em algumas das andlises
apresentadas, sdo realizadas modelagens através do Método dos Elementos Finitos e do

Método dos Volumes Finitos.

Assim, como nos casos governados pela Equacao de Laplace, vide se¢do V.6,
as analises aplicando-se o Método dos Elementos Finitos sdo realizadas utilizando-se o
software comercial ANSYS, em sua versdo 5.4. Sendo que o dominio fisico ¢ discretizado
por elementos isoparamétricos quadraticos, possuindo tais elementos uma geometria

triangular ou retangular, conforme o caso que apresente uma melhor compatibilidade com o
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dominio fisico do problema. Tais elementos sdo denominados, pelo programa ANSYS, como

sendo respectivamente PLANE35 e PLANE77.

Assim, com o proposito de tornar a comparagdo entre os métodos mais
igualitaria, nas modelagens realizadas através do Método dos Elementos de Contorno, para
efeito de comparagao entre o Método dos Elementos Finitos e 0 Método dos Volumes Finitos,
sdo utilizados elementos de contorno que possuem fungdes de interpolacdo da mesma ordem
que as utilizadas por estes métodos. Logo, para tais casos, sao aplicados elementos de

contorno quadraticos.

Ressalta-se, novamente, que a comparacao entre diferentes métodos numéricos
¢ sempre muito polémica, pois ndo se consegue estabelecer uma equivaléncia entre os
diferentes tipos de entidades a que o dominio fisico ¢ discretizado, neste caso, elementos de
contorno, elementos finitos € volumes finitos. Além do niimero de entidades em que o
dominio ¢ discretizado, existem outros parametros importantes que devem ser levados em
conta, como por exemplo, a precisdo alcancada nas respostas numéricas, a ordem do sistema
linear de equagdes algébricas resultante e o tempo de processamento gasto para a obtengao

dos resultados.

Este fato torna-se ainda mais relevante no caso das comparagdes realizadas
entre 0 Método dos Elementos de Contorno e o Método dos Volumes Finitos, visto que
tratam-se de métodos que ndo apresentam praticamente nenhuma similaridade, pois a
formulacdo do M¢étodo dos Volumes Finitos [3, 4] ¢ uma formulagdo diferencial, onde
aprimora-se a estrutura do Método das Diferencas Finitas, impondo-se a compatibilidade dos
fluxos nas interfaces dos volumes elementares ¢ a condigdo de continuidade da variavel

dependente, sendo, além disso, um método iterativo.

Visto que utiliza-se de um software comercial para as modelagens realizadas
através do Método dos Elementos Finitos e de um software académico para as modelagens
empregando o Método dos Elementos de Contorno, ndo sdo realizadas comparacdes
envolvendo tempo de processamento para a obtencdo das solugdes numéricas. Destaca-se
que, apesar do software utilizado para as modelagens via Método dos Volumes Finitos
também tratar-se de um software académico, ainda assim, ndo sdo realizadas comparagdes
neste sentido, pois este ¢ um método numérico iterativo, o que resulta em uma séria

desvantagem neste tipo de abordagem.
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Nos casos onde comparam-se o0 Método dos Elementos Finitos e Elementos de
Contorno, adota-se 0 mesmo procedimento anterior para a confec¢ao das discretizagdes para
as modelagens via Método dos Elementos de Contorno, isto €, elas sao feitas a partir das
discretizacdes geradas através do programa ANSYS para as modelagens via Método dos
Elementos Finitos, onde aproveitam-se os pontos nodais sobre o contorno da geometria para a

definicdo dos elementos de contorno quadraticos.

No caso de problemas governados pela Equagao de Poisson para o Método dos
Elementos de Contorno formulado através da Dupla Reciprocidade ¢ necessaria, para uma
boa representacao da agdo de dominio, a adocao de pontos internos interpolantes, sendo a
posicdo e o numero destes pontos tomados sendo idénticos aos demais pontos nodais que

formam as discretizagdes no Método dos Elementos Finitos.

Para a comparagdo das respostas numéricas entre os Métodos dos Elementos
Finitos e Elementos de Contorno, sao utilizados os valores obtidos para as incégnitas em
alguns pontos no interior do dominio fisico do problema que encontram-se destacados nas
figuras que ilustram as discretizagcdes via Método dos Elementos Finitos. Tais pontos sdao
considerados como sendo o conjunto de pontos internos empregados pelo Método dos

Elementos de Contorno.

Nos casos onde comparam-se o Método dos Elementos de Contorno e o
M¢étodo dos Volumes Finitos, adota-se um procedimento semelhante ao realizado nas
comparagdes entre os Métodos dos Elementos Finitos ¢ Elementos de Contorno. Neste caso,
definem-se as posicoes dos elementos de contorno em funcao das discretizagdes empregadas

pelo Método dos Volumes Finitos.

O critério adotado para as confec¢ao das discretizagdes € o seguinte: emprega-
se a dimensdo lateral de um volume finito utilizado nas modelagens como sendo o
comprimento dos elementos de contorno empregados nas discretizagdes. Desta forma,

geram-se, em ambos os métodos numéricos, discretizagdes uniformes.

A posicdo dos pontos internos interpolantes, utilizados pelo Método dos
Elementos de Contorno para uma melhor representacdo das a¢des de dominio, ¢ definida de

duas formas:

e na primeira, tais pontos encontram-se centrados em relacdo aos volumes de controle, pois,

deste modo, definem-se pontos onde sdo obtidos os resultados numéricos, através do
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M¢étodo dos Elementos de Contorno nas mesmas posi¢des coordenadas, onde sdao obtidas

as respostas em termos do potencial no Método dos Volumes Finitos; e,

e na segunda, adota-se um conjunto de cinco pontos internos interpolantes, dispostos
simetricamente, associado a cada volume de controle. Desta forma, tem-se uma melhor

representacao das acdes de dominio.

Este procedimento para a confec¢do das discretizagdes, nos casos onde sdo
comparados os desempenhos do Método dos Volumes Finitos e do Método dos Elementos de
Contorno, serd melhor compreendido observando-se as diferentes discretizagdes assim

confeccionadas, quando estas forem apresentadas nos casos apresentados a seguir.

V.2 - Aplicacdes Numéricas

V.2.1-1* ANALISE

Este primeiro caso governado pela Equacdo de Poisson, equagdo I1.2-8, possui
um dominio fisico circular, onde sdo prescritas unicamente condi¢des de contorno essenciais,
sendo que a a¢cdo de dominio apresenta um valor constante ao longo de todo o dominio fisico
do problema igual a 10 unidades de a¢des de dominio (u.a.d.) e a propriedade fisica K ¢

considerada unitaria.

Na figura V.2.1-1 encontram-se representados o dominio fisico do problema,
as condicdes de contorno e a localizacdo do sistema de coordenadas adotado para esta andlise,
bem como a dimensdo geométrica empregada para o raio do circulo. A seguir, as condigdes
de contorno sdo representadas matematicamente através das seguintes expressoes, (dadas em

coordenadas polares):

u(r,0)=0 p/ r=10; 0<0<2rn Eq. V.2.1-1
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Figura V.2.1-1 - Representagao do dominio fisico e condi¢des de contorno

A interpretacdo fisica deste caso pode ser feita através da Mecanica dos
Soélidos, como sendo um problema de Tor¢do em um eixo de sec¢do transversal constante e
circular, ou, valendo-se da analogia da membrana, pode ser considerado como sendo o caso

de uma membrana circular uniformemente carregada ao longo de sua area.

Objetivo

O objetivo pretendido com esta analise ¢ a comparagdo do desempenho entre o
Meétodo dos Elementos Finitos e o0 Método dos Elementos de Contorno para esta classe de
problemas envolvendo ac¢des de dominio. Como este intuito, sdo utilizadas discretizagdes
com diferentes graus de refinamento, onde comparam-se os valores calculados para as
incognitas em pontos situados tanto no contorno quanto no interior do dominio fisico do

problema.

Solucdo Analitica

A solucdo analitica deste caso ¢ obtida considerando-se a equacdo diferencial
do problema, equacdo de Poisson, expressa através de um sistema de coordenadas polares,
convenientemente localizado, ¢ levando-se em conta a simetria circunferencial existente, a
fim de simplificar a referida equagao diferencial. Desta forma, a solugdo analitica, em termos
da grandeza potencial, ¢ dada de acordo com a seguinte expressao:

-P

u(r) = 1K

(Rz _rz) Eq. V.2.1-2
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sendo: K a propriedade fisica associada ao modelo matematico, P o valor relacionado a acgao
de dominio, prescrita como tendo um valor constante ao longo de todo o dominio fisico do

problema, R o raio externo da circunferéncia e r a coordenada radial.

Discretizacdo

A seguir, na figura V.2.1-2, apresentam-se as discretizacdes utilizadas para as
modelagens via Método dos Elementos Finitos, onde adota-se a mesma forma de confecgdo
das discretizacdes a serem empregadas nas modelagens via Método dos Elementos de
Contorno, isto €, utilizam-se os pontos nodais sobre o contorno para a definicdo dos
elementos de contorno quadraticos, sendo que os demais pontos nodais no interior do dominio

fisico do problema sao definidos como sendo pontos internos interpolantes.

Figura V.2.1-2 - Representacdo das discretizagdes utilizadas nas modelagens via Método dos
Elementos Finitos, onde destacam-se os pontos no interior do dominio empregados para a comparagao
dos resultados numéricos.

Na figura V.2.1-2 encontram-se destacados determinados pontos nodais no
interior do dominio fisico do problema. Tais pontos sdo empregados para a comparacao dos
resultados obtidos para as incognitas do problema entre os diferentes métodos numéricos,
através da apresentacdo de graficos contendo a média do erro percentual entre as solucdes

numéricas e analitica, versus o numero de pontos nodais utilizados nas modelagens.

Desta forma, na tabela V.2.1-1 encontram-se indicados os numeros de pontos
nodais € o numero de elementos resultantes do processo de discretizagdo do dominio fisico
para ambos os métodos numéricos empregados, assim como o numero de pontos internos

interpolantes utilizados pelo Método dos Elementos de Contorno.
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Tabela V.2.1-1 - Numero de pontos nodais, de elementos e de pontos internos interpolantes utilizados
nas discretizagdes, referentes as modelagens via Método dos Elementos Finitos e
Meétodo dos Elementos de Contorno.

Métodos dos Elementos Método dos Elementos de Contorno
Finitos
Numero de pontos | Numero de | Numero de pontos | Numero de N;Jme':r(t_) de
nodais elementos nodais funcionais clementos | POROS INLErNos
interpolantes
malha 1 81 32 32 16 49
malha 2 289 128 64 32 225

Resultados Numéricos

A seguir, apresentam-se, na figura V.2.1-3, os gréaficos contendo a média do
erro percentual entre as solugdes numéricas e a solucdo analitica, em termos do potencial e
suas derivadas direcionais, segundo as posi¢des relativas dos pontos nodais sobre o dominio

fisico do problema, versus o nimero total de pontos nodais utilizados nas modelagens.

De acordo com os resultados apresentados, podem-se tecer os seguintes
comentarios a respeito do comportamento das respostas apresentadas pelos diferentes

métodos numéricos empregados nesta andlise:

Os resultado apresentados, de modo geral, pelo Método dos Elementos de
Contorno, mostraram-se bastante superiores ao M¢étodo dos Elementos Finitos,
principalmente, como ja era esperado, no calculo dos valores da derivada do potencial, que no
Meétodo dos Elementos Finitos apresenta uma qualidade inferior aos valores obtidos para o

potencial;

Observa-se uma taxa de convergéncia, isto ¢, a inclinacdo da reta que une os
valores calculados para a média do erro percentual entre duas discretizacdes diferentes,
bastante semelhante para ambos os métodos, no caso dos valores obtidos para a grandeza

potencial em pontos pertencentes ao interior do dominio fisico do problema; e,

Considerando-se a grande diferenga existente entre os nimeros de pontos
nodais adotados nas discretizagdes, pode-se admitir uma superioridade do Método dos
Elementos de Contorno frente ao Método dos Elementos Finitos para esta analise realizada

em um problema fisico governado pela Equagao de Poisson.
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Figura V.2.1-3 - Média do erro percentual referente as modelagens realizadas via Método dos Elementos Finitos e Método dos Elementos de
Contorno, para: (a) Derivada do Potencial (dire¢do normal), nos pontos nodais sobre o contorno;
(b) Potencial, nos pontos nodais no interior do dominio;
(¢) Derivada do Potencial (dire¢do radial), nos pontos nodais no interior do dominio.
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Com o intuito de visualizar a distribui¢do do potencial ao longo do dominio
fisico do problema, isto ¢, o deslocamento, interpretando-se fisicamente este caso sob a dtica
de um problema relacionado a deformag¢ao de uma membrana, apresenta-se a seguir, na figura
V.2.1-4, a representagdo das linhas equipotenciais sobre o dominio fisico do problema,
confeccionadas utilizando-se os valores obtidos numericamente através do Método dos

Elementos de Contorno para a discretizacdo mais refinada.

10.00

8.004

6.00

4.00

2.00

0.00

-2.00-

-4.00+

-6.00

-8.00+

-10.00

"-10.00 6.00 2,00 2,00 6.00 10.00

Figura V.2.1-4 - Representacdo das linhas equipotenciais sobre o dominio fisico do problema,
valores obtidos numericamente através do Método dos Elementos de Contorno.

V.2-2 - 2 ANALISE

Nesta segunda andlise, envolvendo problemas governados pela Equagdo de Poisson,
apresenta-se o caso onde o dominio fisico, representado por um quadrado de lado 10 u.c., que
encontra-se submetido a uma a¢do de dominio uniforme ao longo de todo o dominio fisico, de
valor 10 u.a.d., sendo que ao longo de suas arestas sdo prescritas condigdes de contorno

essenciais nulas, representadas matematicamente pela seguinte expressoes:
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u=0 p/ x=0;0<y<10 e p/ x=10;0<y<10
Egs. V.2.2-1
u=0 p/ y=0;0<x<10 e p/ y=10; 0<x<10

[lustra-se na figura V.2.2-1 o dominio fisico, a localizagdo do sistema de

coordenadas adotado e as dimensdes geométricas utilizadas nesta analise.

u=0

u=0 u=0

Ay

Y

u=0

10 u.c.

Figura V.2.2-1- Representag¢do do dominio fisico e condigdes de contorno

Este caso pode ser interpretado fisicamente, através da Transferéncia de Calor,
como sendo um problema onde uma placa quadrada em que a temperatura de suas arestas sao
mantidas constantes a um valor nulo e sobre todo o dominio fisico encontra-se uma fonte de

geracao de calor, expressa pela acao de dominio.

Também pode-se interpreta-lo, através da Mecanica dos Sélidos, tratando-se do
problema de uma membrana quadrada uniformemente carregada, ou um problema de tor¢ao
em uma barra de sec¢do transversal quadrada, onde a acdo de dominio é proporcional ao

angulo de torgao.

Objetivos

Pretende-se com as modelagens deste caso, apresentadas a seguir, verificar a
influéncia de certos parametros nas respostas numéricas, obtidas através da aplicacdo da
Dupla Reciprocidade no Método dos Elementos de Contorno. Sao verificadas as influéncias
dos tipos de elementos de contorno, do nimero de pontos internos interpolantes ¢ do grau de

refinamento utilizados nas diversas discretizagdes aplicadas nesta andlise.

Posteriormente, com o proposito de comparar-se o desempenho do Método dos

Elementos de Contorno frente ao Método dos Elementos Finitos nesta classe de problemas
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governados pela Equacao de Poisson, sdo apresentadas comparagdes entre as solucdes

numéricas obtidas através da aplicacao destes métodos.

Solucdo Analitica

A solucdo analitica deste caso em termos do potencial ¢ representada através
de uma série matemadtica envolvendo fungdes trigonométricas e hiperbolicas, sendo que a
expressao geral para a superficie deformada da membrana, isto é, os valores para o potencial,

¢ dada de acordo com [1]:

16Pa & 1 (0| cosh(nmy/2a) (nnxj
= 2 | 1- Cos Eq. V.2.2-2

= —(-1
i m’ o135, n’ ( cosh(nnb / 2a) 2a

onde P representa o valor da agdo de dominio, constante ao longo de todo o dominio fisico,
sendo que o sistema de coordenadas adotado, bem como o significado geométrico de a e b

podem ser observados de acordo com a figura V.2.2-2.

a a
b
X
b
vy

Figura V.2.2-2 - Representacdo do dominio fisico, relagdes geométricas e sistema de
coordenadas empregados pela solugdo analitica.

Para o presente caso, onde o dominio fisico ¢ um quadrado, os pardmetros

geométricos a e b sdo idénticos, sendo iguais a metade do comprimento do lado quadrado.

Discretizagoes Utilizadas

Neste item apresenta-se um conjunto de discretizagdes utilizadas para
verificar-se a influéncia na resposta numérica, através do Método dos Elementos de Contorno,
dos diferentes tipos de elementos (lineares e quadraticos), do nimero de elementos e do

numero de pontos internos interpolantes.
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Tais discretizagdes, possuem um dominio fisico quadrado tendo comprimento
caracteristico igual a 10 u.c., s3o formadas de tal forma que os elementos de contorno, para
uma determinada discretizagdo, tenham todos o mesmo comprimento. Destaca-se que nos
vértices do quadrado, devido a descontinuidade do vetor normal, sdo utilizados os

denominados elementos de contorno com pontos de colocagdo nao nodal, vide secao II.6.

Ressalta-se que, como nas comparacdes entre os diferentes tipos de elementos
de contorno (lineares e quadraticos), mantém-se constante o numero de pontos nodais
funcionais, sendo que, portanto, o comprimento dos elementos de contorno quadraticos ¢ o
dobro do comprimento dos elementos de contorno lineares para uma determinada

discretizagao.

A fim de formar os bancos de entrada de dados utilizados nas diversas
modelagens, adota-se uma combinagdo entre o conjunto de discretizagdes do contorno do
dominio fisico, possuindo diferentes graus de refinamento, € o conjunto de pontos internos

interpolantes, onde varia-se o nimero e suas disposi¢des ao longo do dominio fisico.

Assim, na figura V.2.2-3 encontram-se representados os conjuntos de
discretizacdes e de pontos internos interpolantes, que formam, através de combinagdes entre

si, os diversos bancos de entrada de dados utilizados nas modelagens.

Na tabela V.2.2-1 indicam-se o numero de pontos nodais funcionais e o
numero de elementos de contorno existentes em cada uma das discretizagdes, dadas de acordo
com a figura V.2.2-3, considerando-se as modelagens realizadas utilizando elementos de

contornos lineares ou quadraticos.

Tabela V.2.2-1 - Indica¢do do ntimero de pontos nodais e de elementos de contorno utilizados nas
diversas modelagens com diferentes tipos de elementos de contorno

Discretizacao Numero de Pontos Numero de Elementos de Contorno
Nodais Funcionais Lineares Quadraticos
Malha 1 20 16 8
Malha 2 36 32 16
Malha 3 68 64 32
Malha 4 132 128 64
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Desta forma, na tabela V.2.2-2 indica-se o nimero de pontos internos presentes
em cada uma das disposi¢des empregadas nas diversas modelagens realizadas para este caso,
conforme ilustradas na figura V.2.2-3.

Tabela V.2.2-2 - Indicagdo do numero de pontos internos interpolantes presentes

em cada uma das diferentes disposi¢des utilizadas nas diversas
modelagens.

Disposicao de Pontos Internos Niimero de Pontos Internos

Interpolantes
Pontos Internos - PI1 5
Pontos Internos - P12 33

Pontos Internos - PI3 161




IDE

Pontos Internos - PI1 Pontos Internos - P12

Pontos Internos - PI3

+++++++++++++++

+
+ o+
+
+++
+
+ o+
+
+++
+
+ o+
+
+++
+
+ o+
+

+++++++++++++++

+
+ + +
+
++ +
+
+ + +
+
++ +
+
+ + +
+
++ +
+
+ + +
+

+++++++++++++++

+++++++++++++++

Figura V.2.2--3 - Representagdo dos conjuntos de discretizagdes e de pontos internos interpolantes, que formam os diversos bancos de entrada de
dados utilizados nas modelagens
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Resultados Numéricos

A seguir apresentam-se graficos comparando-se os resultados numéricos,
obtidos via Método dos Elementos de Contorno, utilizando-se elementos de contorno lineares
e quadraticos, para determinados pontos selecionados sobre o dominio fisico do problema.
As posigdes de tais pontos encontram-se destacadas de acordo com a figura V.2.2-4, sendo
que o sistema de coordenadas utilizado encontra-se posicionado de acordo com a figura

V.2.2-1, isto €, no vértice inferior esquerdo do quadrado.

Figura V.2.2-4 - Representacdo das posi¢des dos pontos selecionados para a comparagdo dos
resultados numéricos.

Observe que foram selecionados dois pontos no interior do dominio fisico e
dois pontos sobre o contorno, onde t€ém-se como respostas numéricas, respectivamente o
potencial e sua derivada normal ao contorno, onde, entdo, sdo realizadas comparagdes entre as
diversas modelagens realizadas via Método dos Elementos de Contorno com os valores

calculados analiticamente.

Nos graficos apresentados a seguir mantém-se fixa a disposicdo dos pontos
internos interpolantes e variam-se as discretizagdes para o contorno do dominio fisico do
problema. Desta forma, pode-se visualizar o comportamento da resposta numérica, através do
calculo do erro percentual para determinados pontos entre as solu¢des numérica e analitica,
variando-se o grau de refinamento utilizado nas discretizagdes, estando fixa uma determinada
disposi¢dao dos pontos internos interpolantes. Sendo que, tais casos sdo modelados

empregando-se diferentes tipos de elementos de contorno.

Analisando-se os resultados indicados nos graficos das figuras V.2.2-5 e V.2.2-
6, respectivamente para as modelagens realizadas com elementos de contorno lineares e

quadraticos, pode-se tecer os seguintes comentarios:

Observa-se que a obten¢do de uma resposta numérica com uma boa precisao
estd condicionada a um certo nivel de refinamento da discretizacdo, pois verifica-se que, com

o aumento do grau de refinamento, a resposta numérica tende a convergir para a solucao do
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problema. No entanto, os resultados também sdo afetados por outros parametros, como por
exemplo, o tipo de elemento de contorno e o numero de pontos internos interpolantes

utilizados nas modelagens;

Com o aumento do numero de pontos internos interpolantes, fixada uma
determinada discretizagdao, de maneira geral, ocorre uma melhoria na qualidade dos resultados
numéricos, pois, desta forma, melhora-se a representacdo das agdes de dominio. Embora,
conforme pode ser observado, exista uma forte influéncia do tipo de elemento de contorno
utilizado nas modelagens e da incdgnita a qual avalia-se a resposta numérica, pois o potencial

mostrou-se mais sensivel a este fator;

Destaca-se que existe um limite para a melhoria dos resultados com o aumento
do grau de refinamento das discretizagdes € o numero de pontos internos interpolantes
utilizados nas modelagens, pois, como todo método numérico, devido a representagdo
imprecisa dos nimeros reais, dentre outros tipos de erros numéricos, com o aumento do
nimero de operagdo matemadticas envolvidas acumulam-se erros numéricos, o que, de certa

forma, transforma-se em um limite para a acuracia dos métodos numeéricos;

De acordo com a figura V.2.2-5, para as modelagens realizadas com elementos
de contorno lineares, vé-se que a utilizacdo de pontos internos interpolantes numa propor¢ao
mais elevada com relagdo ao nimero de ponto nodais funcionais ocasiona uma perturbagao na
forma dos graficos, quando comparados com os graficos equivalentes obtidos com emprego

dos elementos de contorno quadraticos, figura V.2.2-6;

Os graficos confeccionados através da utilizacdo de elementos de contorno
quadraticos apresentam, para o caso do potencial, um comportamento que enquadrada-se
perfeitamente de acordo com as expectativas, pois, nestes casos, aumentando-se, tanto o grau
de refinamento das discretizagdes, quanto o nimero de pontos internos interpolantes a solug¢ao

numérica estabiliza-se e tende a convergir até¢ um determinado limite; e,

Ressalta-se que, mesmo nos graficos que apresentam uma certa divergéncia
para a solucao analitica do problema, aumentando-se o nimero de elementos de contorno ou o
nimero de pontos internos interpolantes, os valores alcangados para o erro percentual, mesmo
nestes casos, encontram-se proximos a 1 %, o que atende, de forma mais do que satisfatoria,

os objetivos pretendidos com uma andlise numérica aplicada a um problema de Engenharia.
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Figura V.2.2-5 - Gréaficos dos erros percentuais nos pontos selecionados para as diversas modelagens realizadas com a utilizacdo de elementos de
contorno lineares, referentes as varias combinagdes entre as discretizagdes e 0s pontos internos interpolantes.
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Figura V.2.2-6 - Graficos dos erros percentuais nos pontos selecionados para as diversas modelagens realizadas com a utilizacdo de elementos de
contorno quadraticos, referentes as varias combinagdes entre as discretizagdes e 0s pontos internos interpolantes.
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Com o intuito de comparar o desempenho do Método dos Elementos de
Contorno frente ao Método dos Elementos Finitos, sdo apresentados a seguir alguns gréaficos
onde avaliam-se a precisdo das solugcdes numéricas em termos do potencial e sua derivada
normal em determinados pontos sobre o contorno e no interior do dominio fisico do

problema.

Na figura V.2.2-7 apresentam-se as discretizagcdes utilizadas para as
modelagens realizadas via M¢étodo dos Elementos Finitos, sendo que os pontos que
encontram-se destacados em seu interior sdo empregados para a avaliacdo dos resultados
numéricos. Destaca-se que nesta figura cada um dos retangulos representa um elemento finito

isoparamétrico quadratico.

Figura V.2.2-7 - Representacdo das discretizagdes utilizadas nas modelagens realizadas via
Meétodo dos Elementos Finitos, onde destacam-se os pontos no interior do dominio fisico empregados
para a comparagao dos resultados numéricos.

Na confeccdo das discretizacdes para as modelagens realizadas via Método dos
Elementos de Contorno adota-se o procedimento definido anteriormente, vide item III.6.
Desta forma, empregam-se as discretizagdes para o Método dos Elementos Finitos utilizando-
se os pontos nodais sobre o contorno para a defini¢ao dos elementos de contorno quadraticos

e os demais pontos nodais como sendo pontos internos interpolantes.

Na tabela V.2.2-3 indicam-se os numeros de pontos nodais, de elementos e de
pontos internos interpolantes resultantes do processo de discretizagdo para as modelagens

realizadas através do Método dos Elementos Finitos e do Método dos Elementos de Contorno.
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Tabela V.2.2-1 - Indicacdo do ntmero de pontos nodais, de elementos e de pontos internos
interpolantes utilizados nas discretizagdes referentes as modelagens via Método dos
Elementos Finitos e Método dos Elementos de Contorno

Métodos dos Elementos Método dos Elementos de Contorno
Finitos
Numero de pontos | Numero de | Numero de pontos | Numero de N;lm?r(t) de
nodais elementos nodais funcionais elementos | POTOS INEINOS
interpolantes
malha 1 65 16 36 16 49
malha 2 225 64 68 32 193

Na figura V.2.2-8 apresentam-se os graficos, em escala logaritmica, contendo a
média do erro percentual para os pontos selecionados no interior do dominio fisico do
problema e sob o contorno da geometria, para as analises realizadas através dos Métodos dos

Elementos Finitos e Elementos de Contorno.

De acordo com os gréficos apresentados, vide figura V.2.2-8, podem-se tecer
0s seguintes comentarios a respeito da precisdo alcancada e do comportamento apresentado

pelos métodos numéricos:

Pode-se considerar que os resultados apresentados pelos Método dos Elementos de
Contorno como sendo superiores aos alcangados pelo Método dos Elementos Finitos, pois
além de, em alguns casos, apresentarem uma precisao mais elevada, deve também ser levado
em conta a diferenga existente entre o nimero de pontos nodais existentes nas modelagens
realizadas através destes métodos, o que reflete na ordem do sistema linear de equagdes

algébricas a ser resolvido para a obtenc¢ao dos resultados numéricos;

Nos graficos referentes a média do erro percentual para a derivada do
potencial, figura V.2.2-8 (a) e (c), observa-se uma desvantagem do Método dos Elementos
Finitos frente ao Método dos Elementos de Contorno, pois neste primeiro método numérico
tais resultados sdo calculados através da derivagdo do campo obtido para o potencial, sendo
que esta operagdo resulta em uma perda na qualidade dos resultados, conforme pode ser

comprovado;

Para os resultados apresentados pelo Método dos Elementos de Contorno
observa-se, confirmando as expectativas, que os valores obtidos para os pontos no interior do
dominio apresentam uma precisdo maior que os obtidos para os pontos nodais funcionais

sobre o contorno da geometria, pois em tais casos emprega-se novamente a sentenga integral
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do método, representando uma nova ponderagdo dos residuos, conforme pode ser observado

comparando-se os graficos (a) e (¢), da figura V.2.2-8; e,

De maneira geral, os resultados numéricos apresentados por ambos os métodos
numéricos mostraram-se amplamente satisfatorios, pois nestes casos, para todas as
modelagens realizadas, obtiveram-se, para a média do erro percentual, valores inferiores a 5
%, o que atende plenamente os objetivos pretendidos com uma andlise numérica a um

problema de Engenharia.
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Representagao do problema fisico
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Figura V.2.2-8 - Média do erro percentual referente as modelagens realizadas via Método dos Elementos Finitos e Método dos Elementos de
Contorno, para: (a) Derivada do Potencial (dire¢cdo normal), nos pontos nodais sobre o contorno;

(b) Potencial, nos pontos nodais no interior do dominio;

(c) Derivada do Potencial (mddulo), nos pontos nodais no interior do dominio.
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V.2.3 - 3* ANALISE

Nesta terceira analise governada pela Equagdo de Poisson, o dominio fisico,
expresso por um tridngulo equilatero, encontra-se submetido unicamente a condigdes de
contorno essenciais, sendo que a acdo de dominio apresenta um valor constante ao longo de
todo o dominio fisico do problema, tendo um valor igual a 10 unidades de acdes de dominio

(u.a.d.), e a propriedade fisica K ¢é considerada unitéria.

As condi¢des de contorno deste problema, de acordo com o sistema de
coordenadas indicado na figura V.2.3-1, podem ser expressas matematicamente através das

seguintes equagdes dadas a seguir, onde a representa a altura do tridngulo equilatero.
u(x,y):U:O p/ x=(—2/\/§)y+(2/3)a OSyS(+\/§/2)a
U(X’Y)ZUZO p/ X=(+2/\/§)Y+(2/3)a (—ﬁ/Z)aSySO Eq. V.2.3-1

u(x,y)=U=0 p/ x:(—1/3)a (—\/5/2)aﬁys(+\/§/2)a

Um problema formulado com tais caracteristicas pode ser interpretado
fisicamente, através da Mecanica dos Soélidos, como sendo o caso de tor¢do em um eixo
triangular com se¢do transversal constante, onde, entdo, o potencial representa a fungdo de

tensao e sua derivada possui o significado fisico de uma tensao cisalhante.

Objetivo Pretendido

Pretende-se com esta analise a comparagdo dos resultados numéricos obtidos
através dos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno, onde comparam-se 0s
valores, obtidos numericamente através de diferentes modelagens, para o potencial em um
conjunto de pontos no interior do dominio fisico e para a derivada do potencial na direcao
normal ao contorno no ponto médio da aresta do tridngulo equilétero, representando o ponto
onde tem-se a tensdo cisalhante maxima. tais resultados numéricos sdo comparados com a

solucdo analitica deste caso.
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Solucdo Analitica

A solugdo analitica deste caso, apresentado por Saint-Venant [1], para o estudo
do problema de tor¢cdo em barras possuindo se¢des transversais constantes, foi desenvolvido
através do artificio matematico da denominada fun¢do de tensdo, sendo esta uma fungdo
escalar, onde suas derivadas direcionais possuem um significado fisico de tensdes. Desta
forma, a solucdo analitica em termos do potencial para o caso de uma secdo transversal na
forma de um tridngulo equilatero, vide figura V.2.3-1, ¢ dada de acordo com a seguinte
expressao:

uzg[%(xz +y2)—2—1a(x3 —3xy2)—%a2} Eq.V.2.3-2
onde u ¢ a funcdo de tensdo, sendo que P representa a acdo de dominio, constante ao longo de
todo o dominio fisico do problema, e o sistema de coordenadas adotado, bem como o

significado geométrico do parametro a, sdo apresentados na figura V.2.3-1.

X

a/3 {

Figura V.2.3-1- Representacdo do dominio fisico e sistema de coordenadas empregadas pela
solu¢do analitica.

Neste caso, o0 maximo valor, em moédulo, da derivada do potencial, isto é, o
valor da tensdo maxima, no problema interpretado como sendo um caso de tor¢ao, ocorre nos

pontos médios dos lados do triangulo, e é expresso de acordo com a equacao dada a seguir:

T _=Pa Eq. V.2.3-3

Discretizagoes Utilizadas

De acordo com os procedimentos definidos anteriormente, para os casos onde
sdo efetuadas comparagdes entre 0 Método dos Elementos Finitos e 0 Método dos Elementos
de Contorno, a seguir, na figura V.2.3-2, encontram-se representadas as discretizacoes

utilizadas nas modelagens realizadas via Método dos Elementos Finitos. Observe que, neste



177

caso, o sistema de coordenadas encontra-se definido no vértice esquerdo do tridngulo

equilatero.

Figura V.2.3-2 - Representagdo das discretizagdes utilizadas nas modelagens via Método dos
Elementos Finitos, onde destacam-se os pontos no interior do dominio, empregados para a comparagao
dos resultados numéricos.

Para as modelagens realizadas através do Método dos Elementos de Contorno,
aproveitam-se os pontos nodais das discretizagdes referentes ao Método dos Elementos
Finitos para definirem-se os elementos de contorno quadrdticos e os pontos internos
interpolantes. Desta forma, na tabela V.2.3-1, encontram-se indicados os numeros de pontos
nodais, de elementos e de pontos internos interpolantes resultante do processo de

discretizacdo do dominio fisico do problema, para ambos os métodos numéricos empregados.

Tabela V.2.3-1 - Indicacdo do nimero de pontos nodais, de elementos e de pontos internos
interpolantes utilizados nas discretizagdes referentes as modelagens realizadas via
Meétodo dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno.

Métodos dos Elementos Método dos Elementos de Contorno
Finitos
Numero de pontos | Numero de | Numero de pontos | Numero de Numero de
. . . . Pontos Internos
nodais elementos nodais funcionais elementos
Interpolantes
malha 1 61 24 27 12 34
malha 2 205 90 51 24 154

Resultados Numéricos

Na figura V.2.3-3 apresentam-se graficos contendo o erro percentual entre as
solugdes numéricas e analitica para a derivada do potencial na dire¢ao normal ao contorno no

ponto médio da aresta do tridngulo equilétero, figura V.2.3-3 (a), representando a precisao
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alcancada para o valor maximo da tensdao cisalhante, ¢ a média do erro percentual das
solu¢cdes numéricas em relacdo a solugdo analitica em termos da grandeza potencial, figura
V.2.3-3 (b), nos conjuntos de pontos no interior do dominio fisico do problema, conforme

figura V.2.3-2.

Segundo os resultados apresentados para a derivada do potencial na direcao
normal ao contorno no ponto médio da aresta do triangulo equilatero, observa-se uma grande
superioridade na precisao da resposta obtida através do Método dos Elementos de Contorno,
pois, conforme mencionado anteriormente, o Método dos Elementos Finitos apresenta uma
menor acuracia no célculo das grandezas derivadas, embora tais resultados sejam plenamente

satisfatorios do ponto de vista da Engenharia.

Para a figura V.2.3-3 (b), referente a média do erro percentual para o potencial
nos pontos selecionados no interior do dominio fisico, destaca-se que a precisdo dos
resultados das modelagens realizadas através do Método dos Elementos Finitos mostraram-se
melhores quando comparados aos valores do erro percentual obtidos para a derivada do
potencial, figura V.2.3-3 (a), mas comparando-os com os resultados das modelagens via
Meétodo dos Elementos de Contorno, vé-se que este método também apresenta um excelente

desempenho nestes pontos.
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Figura V.2.3-3 - Erro percentual entre as solugdes numeéricas ¢ analitica para: (a) derivada do
potencial na direcdo normal ao contorno no ponto médio da aresta do tridngulo; (b) Média para o
conjunto de pontos no interior do dominio, em termos da grandeza potencial.
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V.2.4 - 4* ANALISE

Nesta aplicagdo tem-se o dominio fisico representando um perfil circular
aberto, indicado de acordo com a figura V.2.4-1, onde impdem-se condigdes de contorno
essenciais nulas ao longo de todo o contorno deste perfil, e prescreve-se uma a¢do de dominio
constante, de valor igual a 10 unidades de ag¢des de dominio (u.a.d.). O sistema de
coordenadas adotado, assim como as caracteristicas geométricas desta andlises também

podem ser observadas na referida figura.

Considerando-se um sistemas de coordenadas polares alocado na mesma
posi¢ao do sistema de coordenadas cartesianas, figura V.2.4-1, as condigdes de contorno
imposta a este problema podem ser matematicamente expressas através das seguintes

equagdes, segundo este dois sistemas de coordenadas:

u(x,y)=U=0 p/ x=0; 27<y<3.0
u(x,y)=U=0 p/ y=0; -3.0<y<-2.7
Eq. V.2.4-1
u(r,0)=U=0 p/ 1=27; -n<0<n/2
u(r,0)=U=0 p/ 1=3.0; -n<0<7w/2

Figura V.2.4-1 - Representacdo do dominio fisico e caracteristicas geométricas.

Este caso representa o problema de tor¢do em uma pega, tendo com secao
transversal o perfil circular aberto (indicado na figura V.2.4-1). Desta forma, tem-se a tor¢ao

em uma peca possuindo um perfil esbelto.
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Objetivos Pretendidos

Objetiva-se, além da comparagdo entre as respostas numéricas, calculadas
através da aplicagdo dos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno utilizando-
se de elementos usando fung¢des de interpolacdo quadraticas, em termos do valor méaximo
obtido para a derivada do potencial na direcdo normal ao contorno da geometria, a apreciagao
do comportamento do Método dos Elementos de Contorno frente a um problema possuindo
uma geometria esbelta, isto ¢, uma alta relacdo entre o contorno e o dominio fisico do

problema.

Solucao Analitica

Problemas desta natureza, de torcdo em pecas com geometrias esbeltas,
possuem solugdes analiticas aproximadas através do uso da analogia da membrana[l, 2].
Onde desprezam-se os efeitos da curvatura do perfil, transformando-o em um perfil

retangular, e os efeitos causados pelos menores lados deste retangulo assim formado.
Tem-se, entdo, que a tensdo de cisalhamento méxima ¢ aproximada como
sendo dada pela seguinte expressao:
T =GO Eq. V.2.4-2
onde: c representa o menor lado referente ao perfil retangular formado pela retificagdo do

perfil circular aberto, isto €, neste caso, indica a diferenga entre os raios externo e interno do

perfil circular aberto; e,

GO representa a metade do valor numérico da a¢do de dominio prescrita, logo, tem-se

que: GO =5.0 v.a.d.

Discretizacoes Utilizadas

Na figura V.2.4-2 encontram-se representadas as discretizacdes utilizadas nas
modelagens realizadas através do Método dos Elementos Finitos, sendo que nesta figura cada

um dos tridngulos representa um elemento finito isoparamétrico quadratico.
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Malha 1 Malha 2

Figura V.2.4-2 - Representagdo das discretizacdes utilizadas nas modelagens realizadas via
Método dos Elementos Finitos.

As discretizagdes para as modelagens via Método dos Elementos de Contorno
sdo confeccionadas empregando-se os pontos nodais das discretizacdes utilizadas pelo
Método dos Elementos Finitos para definirem-se os diversos elementos de contorno
quadraticos e pontos internos interpolantes. Desta forma, na tabela V.2.4-1, indicam-se os
numeros de pontos nodais, de elementos ¢ de pontos internos interpolantes resultantes do

processo de discretizacdo para estes métodos numéricos.

Tabela V.2.4-1 - Indicacdo do ntimero de pontos nodais, de elementos e de pontos internos
interpolantes utilizados nas discretizagdes referentes as modelagens via Método
dos Elementos Finitos ¢ Método dos Elementos de Contorno.

Métodos dos Elementos Método dos Elementos de Contorno
Finitos
Numero de pontos | Numero de | Numero de pontos | Numero de N;lm?r? de
nodais elementos nodais funcionais clementos | POTOS INMEINOS
interpolantes
malha 1 261 104 108 52 157
malha 2 501 200 204 100 301

Resultados Numéricos

Apresentam-se na tabela V.2.4-2 os resultados numéricos obtidos através dos

Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno para o valor da maxima tensao
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cisalhante, isto ¢, o valor maximo da derivada do potencial na dire¢do normal ao contorno,

referentes as discretizacdes empregadas nesta modelagem.

Tabela V.2.4-2 - Resultados para maxima tensdo cisalhante obtidos através dos Métodos dos
Elementos Finitos ¢ Elementos de Contorno.

Valor da Tensdo Cisalhante Maxima

Solugao Analitica Método dos Elementos | Método dos Elementos
Aproximada Finitos de Contorno
Malha 1 0.15 0.1655 0.15912
Malha 2 0.15 0.15342 0.17668

De acordo com os resultados apresentados na tabela V.2.4-2, podem-se tecer os
seguintes comentarios a respeito dos valores apresentados para a tensdo cisalhante maxima e
do comportamento das respostas numéricas, para os métodos numéricos empregados nesta

analise:

Comparando-se a solucdo analitica aproximada com os valores obtidos através do
Método dos Elementos Finitos, observa-se que as respostas numéricas, com o aumento do
grau de refinamento utilizado nas discretizagdes, tendem a se aproximar deste valor, sendo
que, talvez a convergéncia ndo seja ainda maior visto tratar-se de uma soluc¢do analitica

aproximada,;

Para o Método dos Elementos de Contorno devido, provavelmente, devido ao grande
numero de elementos e pontos internos interpolantes empregados na discretizagdo mais
refinada, e por tratar-se de um problema possuindo uma geometria bastante esbelta, o
resultado numérico apresentou uma divergéncia com relagdo a solugdo de referéncia. Isto se
confirma, pois na discretizacdo menos refinada o método apresenta um bom desempenho,
comparando-o com o resultado equivalente a modelagem realizada através do Método dos

Elementos Finitos e com a solugdo analitica aproximada; e,

Destaca-se que, normalmente, quando o dominio fisico do problema apresenta
uma configuracdo geométrica esbelta, ndo sdo esperados bons desempenhos do Método dos
Elementos de Contorno, ainda mais quando utilizam-se discretizacdes demasiadamente
refinadas, devido aos erros numéricos acumulados no processo de integracdo para a

montagem do sistema linear de equagdes algébricas.
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V.2.5 - 5“ ANALISE

Neste item, apresenta-se a analise de um problema fisico mais complexo,
portanto ndo possuindo solugdo analitica. Tal problema ¢ apresentado em Kelkar, (1990) [5],
onde, em tal referéncia, avalia-se a taxa de convergéncia do Método dos Volumes Finitos,
relativo as diversas iteragdes realizadas até a satisfacdo do critério de parada adotado, para

casos envolvendo grandes diferengas entre as propriedades fisicas dos materiais.

O problema fisico em si consiste de um dominio fisico quadrado, de lado
unitario, onde existem duas sub-regides distintas. Na figura V.2.5-1 ilustra-se o dominio

fisico, composto pelas sub-regides I e I, e o sistema de coordenadas adotado.

II

I X
>

Figura V.2.5-1 - Representacdo do dominio fisico, composto de duas sub-regides distintas, e
do sistema de coordenadas adotado.

A sub-regido I é composta por um quadrado, sendo o comprimento de seu lado
igual a 0.25 unidades de comprimento (u.c.), localizado no vértice inferior esquerdo do
dominio fisico do problema, e sobre esta sub-regido prescreve uma acao de dominio de valor -
8 u.a.d.. A sub-regido II é formada pelo dominio fisico do problema subtraindo-se a sub-

regido I, vide figura V.2.5-1.

As condigdes de contorno impostas para este caso sdo condi¢des de contorno
essenciais, ao longo da aresta superior do dominio fisico, e condi¢des de contorno naturais
nulas, representando a simetria existente no problema fisico real, ao longo das demais arestas
do dominio fisico, conforme pode ser observado de acordo com a figura V.2.5-2, onde
apresenta-se o dominio fisico sobre a geometria real do problema. Tais condi¢des de

contorno podem ser expressas matematicamente através das seguintes equagoes:
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u=U=0 p/ y=1.0; 0<x<1.0
ou
Eq. V.2.5-1
ou
ou
ngzo p/ x=1.0; 0<y<1.0

A interpretacdo fisica deste caso ¢ feita através da Transferéncia de Calor, onde
pode-se supor a existéncia de uma placa infinitamente longa contendo diversos circuitos
integrados, igualmente espagados e possuindo uma taxa de geragdo de calor idéntica para
cada um deles. Sendo que, as arestas desta placa sdo mantidas a uma temperatura fixa, de

valor nulo, vide figura V.2.5-2.

u=0

u=0

q=0

q=0

—
—

q=0

—
a—

u=0

u=0

Figura V.2.5-2 - Representagdo do dominio fisico e condigdes de contorno sobre a geometria
real do problema.

Outra interpretacao fisica interessante para este problema, dada através da
Mecéanica dos Sdlidos, € supor este caso como representando um problema relacionado a
deformacdo de uma membrana, sendo que, para tal membrana, na dire¢do horizontal tem-se
um comprimento infinitamente longo e na dire¢do vertical um comprimento lateral igual a 2

unidades de comprimento, vide figura V.2.5-2.

Em tal membrana encontram-se igualmente espacadas diversas sub-regides
onde impdem-se uma determinada distribui¢do de pressao de valor constante, igual a -8 u.a.d.,
expressa pela acdo de dominio. Nos casos em que variam-se as propriedades fisicas das sub-
regides em que ¢ composto o dominio fisico, segundo este enfoque, alteram-se as relagdes

entre a rigidez da membrana e a rigidez das sub-regides onde prescreve-se a pressao.
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No dominio fisico adotado para esta analise modela-se apenas 1/4 de um
circuito integrado, representado pela sub-regido I, onde a acdo de dominio, neste caso, a taxa
de geragao de calor de valor igual a -8 (u.a.d.)unidades de acdo de dominio, encontra-se

restrita apenas a esta sub-regido.

Destaca-se que, neste caso, modela-se apenas uma pequena por¢do da
geometria real do problema, aproveitando-se as simetrias existentes. Assim, pode-se realizar
uma analise numérica mais precisa utilizando-se um grau de refinamento muito menor do que
seria necessario para a obtencdo de resultados semelhantes adotando-se uma discretizagao

plena da geometria real do problema.

Objetivos Pretendidos

Como, neste caso, ndo existem solucdes analiticas disponiveis, as solucdes
numéricas obtidas sdo comparadas com uma determinada solugdo numérica de referéncia,
modelada para tal fim com um alto grau de refinamento. Assim sendo, objetiva-se a
comparac¢do das respostas numéricas calculadas através do Método dos Volumes Finitos ¢ do
Meétodo dos Elementos de Contorno, para discretizagdes com um menor grau de refinamento

em relacdo a solugdo numérica de referéncia.

Para a solu¢do numérica de referéncia foram utilizados os resultados
alcangados através do Método dos Volumes Finitos, obtidos aplicando-se uma discretizagao
possuindo 108 x 108 volumes finitos, divididos igualmente ao longo do dominio fisico do

problema.

Como critério de comparacdo do desempenho, entre os métodos numéricos
aqui empregados, adota-se o maximo valor alcangado para a grandeza potencial, isto €, a
temperatura em relagdo a solugdo numérica de referéncia, para as diversas modelagens
realizadas com diferentes niveis de refinamento, e com a relacdo entre as propriedades fisicas

das sub-regides variando.

Sdo também apresentados alguns graficos onde comparam-se as formas dos
perfis de temperatura, ao longo de todo o dominio fisico do problema, obtidos numericamente
através do Método dos Elementos de Contorno com as respectivas solugcdes numéricas de

referéncia para diferentes valores da relagdo entre as propriedades fisicas das sub-regioes.

Desta forma, fornece-se subsidios para uma avaliacdo do desempenho destes

métodos numéricos empregados neste problema fisico complexo, governado pela Equacgao de
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Poisson. Destaca-se que, avalia-se apenas a precisdao final dos resultados numéricos
alcangados, ndo sendo feita nenhuma andlise em relagdo ao tempo computacional de

processamento, pelos motivos apresentados anteriormente, vide item V.1.

Discretizagoes Utilizadas

Nas modelagens realizadas empregam-se, para cada um dos métodos
numéricos utilizados, duas discretizagdes com diferentes niveis de refinamento. Sendo que,
conforme a convengdo adotada para a confec¢do das discretizagdes via Método dos Elementos
de Contorno onde sdo feitas comparagdes com o Método dos Volumes Finitos (item V.1),
para cada uma destas discretizagdes empregam-se dois critérios para a adogdo dos pontos

internos interpolantes.

A seguir, na figura V.2.5-3, apresentam-se as discretizacdes utilizadas pelo
Método dos Volumes Finitos, onde tem-se, respectivamente, 16 e 64 volumes finitos.

Observe que a sub-regido I encontra-se inteiramente limitada pelos volumes finitos.

Malha 1 Malha 2

Figura V.2.5-3 - Representagdo das discretizagdes utilizadas nas modelagens via Método dos
Volumes Finitos.

Assim sendo, para o Método dos Elementos de Contorno, adota-se como
tamanho dos elementos de contorno quadraticos (referentes as duas discretiza¢des indicadas
na figura V.2.5-3) o comprimento lateral dos volumes finitos, o que, apds este processo,
representam discretizagdes contendo, respectivamente, 20 e 40 elementos de contorno

quadraticos.

Na figura V.2.5-4 apresentam-se as diferentes disposi¢des dos pontos internos
interpolantes e elementos de contorno para as discretizagdes empregadas nas modelagens
efetuadas pelo Método dos Elementos de Contorno, respectivamente, com 20 e 40 elementos

de contorno quadraticos.
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Figura V.2.5-4 - Representagdo das discretizagdes utilizadas nas modelagens via Método dos
Volumes Finitos.

A seguir, na tabela V.2.5-1 encontram-se indicados os niimeros de entidades,

volumes finitos ou elementos de contorno, em que o dominio fisico do problema ¢

discretizado, assim como o nimero de pontos internos interpolantes, para as modelagens

realizadas através do Método dos Volumes Finitos e Elementos de Contorno, referentes as

discretizacdes com diferentes graus de refinamento.

Tabela V.2.5-1 - Indicagdo do niimero de volumes finitos, de elementos de contorno ¢ de pontos
internos interpolantes utilizados nas discretizagdes referentes as modelagens
realizadas, respectivamente, via Método dos Volumes Finitos ¢ Método dos
Elementos de Contorno.

Método dos Método dos Elementos de Contorno
Volumes Finitos Numero de Pontos Internos Interpolantes (PI-int) Namero de
Namero de Volumes | 1 PI -int. para cada v.f. 5 PI -int. para cada v.f. Elementos de
Finitos (v.f)) Contorno
Malha 1 16 5 20
Malha 2 64 4 20 40
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Resultados Numéricos

Inicialmente, a fim de avaliar-se a acuracia dos resultados numéricos obtidos
através do Método dos Elementos de Contorno, apresentam-se graficos contendo linhas
equipotenciais ao longo de todo o dominio fisico do problema, variando-se a relagdo entre as
propriedades fisicas da sub-regido I sobre a sub-regido II, tendo os seguintes valores: 1; 10 e
100; e comparando-os com as respectivas solugdes numéricas de referéncia obtidas através do

M¢étodo dos Volumes Finitos, com uma discretizacdao contendo 108 x 108 volumes finitos.

Nestes graficos, para as modelagens realizadas via Método dos Elementos de
Contorno, aplicam-se as discretizagdes mais refinadas, possuindo ainda o maior niimero de
pontos internos interpolantes, isto ¢, utiliza-se a discretizagdo com as seguintes
caracteristicas: 40 elementos de contorno quadraticos e 20 pontos internos interpolantes sobre
a sub-regido I. Apenas com o proposito de obterem-se os valores para o potencial, para a
confeccdo de tais graficos, definiram-se 300 pontos internos ao longo da sub-regido II

seguindo o mesmo padrio apresentado na sub-regido I para esta discretizagao.

A seguir na figura V.2.5-5, apresentam-se, entdo, os graficos contendo o perfil
de temperatura ao longo da placa, para as diferentes relagdes entre a propriedade fisica do
circuito integrado (sub-regido I) sobre a propriedade fisica da placa (sub-regido II), referentes
a solugdo numérica de referéncia e aquela calculada através do Método dos Elementos de
Contorno com uma discretizacdo contendo 40 elementos e 20 pontos internos interpolantes

sobre a sub-regido I.
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Figura V.2.5-5 - Representagdo dos perfis de temperatura ao longo do dominio fisico, para as
modelagens com diferentes relagdes entre a propriedade fisica da sub-regido I (K;) sobre a propriedade
fisica da sub-regido II (Kj), referentes a solugdo numérica de referéncia (108 x 108 volumes finitos) e
a solugdo via Método dos Elementos de Contorno (40 elementos e 20 pontos internos interpolantes).
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De acordo com os resultados apresentados na figura V.2.5-5, observa-se uma
excelente concordancia entre os perfis de temperatura para a solugdo numérica de referéncia e
a solu¢do numérica via Método dos Elementos de Contorno, para as diversas relacdes entre as

propriedades fisicas das sub-regides.

Comparando-se os diversos graficos da figura V.2.5-5, variando-se a relagao
entre as propriedades fisicas da sub-regido I sobre a sub-regido II, observa-se que, a medida
que tal relagdo aumenta, o numero de isotermas presentes na sub-regido I diminui, pois tendo
esta sub-regido uma propriedade fisica maior em relacio a sub-regido II, o perfil de
temperatura tende a ser mais homogéneo, isto faz com a temperatura maxima, alcangada no

ponto de coordenadas (0.0,0.0), tende a diminuir.

A fim de melhor avaliar este efeito, apresentam-se na tabela V.2.5-2 os
resultados numéricos para o maximo valor do potencial, obtidos para as diversas modelagens
realizadas, variando-se a relagdo entre as propriedades fisicas das sub-regides, para os
diferentes graus de refinamento utilizados nas discretizagdes de ambos os métodos numéricos.

Sendo que, tais valores sao comparados com as solucdes numéricas de referéncia.

De acordo com os valores apresentados na tabela V.2.5-2, observa-se uma
excelente concordancia entre os resultados numéricos para as discretizacdes menos refinadas
utilizadas pelos Métodos dos Volumes Finitos ¢ Elementos de Contorno e a solu¢gdo numérica
de referéncia. Destaca-se que, nas modelagens realizadas via Método dos Elementos de
Contorno, quando aplicam-se mais pontos internos interpolantes, para uma mesma
discretizagao do contorno da geometria, melhora-se a representacao das a¢des de dominio,

desta forma, tem-se uma melhor precisdo em tais casos.

A seguir, apresentam-se, na figura V.2.5-6, os graficos contendo o erro
percentual para a temperatura maxima alcangada ao longo de todo o dominio fisico para as
diversas modelagens realizadas com os diferentes métodos numéricos, variando-se a relagdo

entre as propriedades fisicas das sub-regides.
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Tabela V.2.5-2 - Resultados numéricos apresentados para o valor maximo da temperatura ao longo do
dominio fisico, variando-se a relacdo entre as propriedades fisicas das sub-regides,
para as diferentes modelagens realizadas via Método dos Volumes Finitos e Método

dos Elementos de Contorno.

solucao de referéncia = 0.692808

K; /Ky =1.00
Método dos Elementos de Contorno
Método dos Volumes modelagens com modelagens com
Finitos 1 e 4 pontos internos 5 e 20 pontos internos
interpolantes interpolantes
temp. max. erro (%) temp. max. erro (%) temp. max. erro (%)
Malha 1| 0.668071 3.57054191 0.670311 3.24722001 0.6859291 0.99290135
Malha 2 0.68698 0.8412143 0.6831261 1.39748675 0.6913831 0.20567026
K; /Ky =10.00 solugao de referéncia = 0.542502
Método dos Elementos de Contorno
Método dos Volumes modelagens com modelagens com
Finitos 1 e 4 pontos internos 5 e 20 pontos internos
interpolantes interpolantes
temp. max. erro (%) temp. max. erro (%) temp. max. erro (%)
Malha 1| 0.553295 1.98948575 | 0.5251814 | 3.19272556 | 0.5374587 | 0.92963713
Malha 2| 0.546672 0.76866076 | 0.5351264 1.35955259 | 0.5416188 | 0.16280124
K;/ Ky =100.00 solucao de referéncia = 0.524585
Método dos Elementos de Contorno
Método dos Volumes modelagens com modelagens com
Finitos 1 e 4 pontos internos 5 e 20 pontos internos
interpolantes interpolantes
temp. max. erro (%) temp. max. erro (%) temp. max. erro (%)
Malha 1| 0.541731 3.26848842 | 0.5153381 1.76270766 | 0.5224386 | 0.40916153
Malha 2| 0.531245 1.269575 0.5224386 0.40916153 0.5287799 0.79966068
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Figura V.2.5-6 - Erro percentual para a temperatura maxima presente no dominio fisico para as diversas modelagens realizadas com os diferentes
-regides.

métodos numéricos, variando-se a relagdo entre as propriedades fisicas das sub
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Segundo os graficos apresentados, podem-se tecer os seguintes comentarios a
respeito das taxas de convergéncia referentes as diversas modelagens realizadas variando-se a

relagdo entre as propriedades fisicas das sub-regides:

Para o Método dos Volumes Finitos, aumentando-se a relagdo entre as
propriedades fisicas das sub-regides provoca-se um aumento do nimero de iteragdes
necessaria para atingir o critério de parada preestabelecido. Isto pois, em tais casos, a
distribuicao dos perfis de temperaturas e fluxos tornam-se mais intricados, requerendo assim

um maior numero de iteracoes;

Tal problema nao se apresenta nas modelagens realizadas através do Método
dos Elementos de Contorno, pois este método adota um esquema direto de solugdo do sistema
linear de equagdes algébricas, ndo sendo portanto um método iterativo. Assim, as
modelagens com diferentes relagcdes entre as propriedades fisicas das sub-regides processam-

se, praticamente, com 0 mesmo custo computacional para uma determinada discretizagao;

Comparando-se a precisdo alcangada para o valor da temperatura maxima, nas
modelagens realizadas via Método dos Volumes Finitos e via Método dos Elementos de
Contorno, empregando-se o critério da adocdo de 5 pontos internos interpolantes para cada
volume de controle, observa-se uma nitida vantagem do Método dos Elementos de Contorno;

c,

Finalmente, comparando-se as respostas numéricas apresentadas pelo Método
dos Elementos de Contorno, referentes as modelagens realizadas adotando-se os dois critérios
para a distribui¢ao dos pontos internos interpolantes sobre a sub-regido I, vé-se claramente
que, quando empregam-se mais pontos internos interpolantes, melhora-se a representagao das
acoes de dominio, refletindo em um aumento da precisdo das resultados numéricos. Embora
no caso em que a relagdo entre as propriedades fisicas das sub-regides ¢ igual a 100
(KyKp=100), referente a discretizagao utilizando 40 elementos de contorno quadraticos,

houve uma queda na precisdo desta resposta numérica.
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V.2.6 - 6“* ANALISE

A seguir apresenta-se a analise de um problema através da aplicagdo do
M¢étodo dos Elementos de Contorno, sendo tal problema governado pela Equagdo de Poisson,
onde o termo independente desta equagdo ¢ uma funcao escalar dependente do potencial, ou
seja, P= P(X, y,u(x, y)) [6]. Desta forma, o problema torna-se ndo-linear e ¢ resolvido

iterativamente, como exposto no Capitulo IV.

Na figura V.2.6-1 ilustra-se o dominio fisico e as condi¢des de contorno
impostas para este caso, bem como as caracteristicas geométricas e a localizacdo do sistema
de coordenadas adotado. Tais condigdes de contorno podem ser expressas matematicamente

através das seguintes equagdes:

u=U=0 p/ x=0;0<y<10
u=U=0 p/ x=10; 0<y<10
Egs. 111.6.1-1
u=U=0 p/ y=0;0<x<10
u=U=0 p/ y=10; 0<x<10
u=0
u=0 u=0
Ay
X
T u=0
’ 10 u.c. ’

Figura V.2.6-1 - Representacdo do dominio fisico, caracteristicas geométricas e condigdes de
contorno impostas.

A funcdo escalar empregada para representar a agdo de dominio, presente na

Equacao de Poisson, ¢ expressa de acordo com a seguinte senten¢a matematica:

u(xy)

ma x

Tl Eq. V.2.6-2
2

P(u(x;y)) = 10.00 sen[
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onde U __  indica o valor maximo do potencial presente ao longo de todo o dominio fisico do

X

problema.

Analisando-se tal equacdo, observa-se que os valores assumidos para o termo
independente da Equacdo de Poisson variam entre 10 e 20 unidades de agdes de dominio
(u.a.d.), respectivamente, quando o valor do potencial ¢ nulo, e quando se estd sobre o(s)

ponto(s) onde o potencial apresenta seu valor maximo.

Um problema fisico possuindo tais caracteristicas pode ser interpretado,
através da Mecanica dos Soélidos, como tratando-se do caso de uma membrana em que a

pressao imposta, representada pela acdo de dominio, obedece a equagao V.2.6-2.

Objetivo

Com esta andlise pretende-se avaliar o comportamento do Método dos
Elementos de Contorno frente a problemas nio-lineares, em que a ndo-linearidade encontra-se
no termo independente da Equagdo de Poisson. Verificando-se a estabilidade do esquema

proposto para tal tratamento, vide Capitulo IV.

Como neste caso ndo se tem uma solu¢do analitica disponivel para a
comparagdo dos resultados numéricos e tal problema ndo ¢ modelado através de nenhum
outro método numérico, ndo ha portanto uma solucdo de referéncia. Esse exemplo limita-se a
apresentacdo dos resultados numéricos obtidos e a ilustracio do perfil final do termo

independente sobre o dominio fisico do problema.

Apenas como uma forma de ter-se um valor em ordem de grandeza para o
deslocamento maximo da membrana, isto é, o valor maximo alcangado pelo potencial, ¢ da
forma de sua distribui¢do ao longo do dominio fisico do problema, apresentam-se os
resultados numéricos referentes a um problema, onde a agdo de dominio é adotada como
sendo igual a 20 unidades de acdes de dominio (u.a.d.) em toda a extensdo do dominio fisico

do problema.
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Discretizacoes Utilizadas

Nas modelagens realizadas para este problema utiliza-se o conjunto de
discretizacOes apresentadas na secdo V.2.2 deste Capitulo, visto tratar-se do mesmo dominio
fisico. Sendo que, neste caso, empregam-se somente as seguintes combinagdes entre as

discretizacdes e as disposi¢des dos pontos internos interpolantes:
e Malha 2 e Pontos Internos PI3;
e Malha 3 e Pontos Internos PI3;

e Malha 4 e Pontos Internos PI3.

Resultados Numéricos

Inicialmente, apresentam-se, na figura V.2.6-2, os graficos contendo a
distribuicdo das linhas equipotenciais sobre o dominio fisico do problema, para as
modelagens realizadas com a utilizagdo de elementos de contorno quadraticos, referentes ao
caso da a¢do de dominio ndo-linear, expressa pela equagdo V.2.6-1, e ao caso da agdo de

dominio constante igual a 20 unidades de a¢des de dominio (u.a.d.).

Tais resultados sdo obtidos, nestes dois problemas distintos, utilizando-se a
discretizacdo representada pela malha 4, junto com a disposi¢cdo de pontos internos

interpolantes PI3, conforme a figura V.2.2-3.
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Acdo de Dominio Nao-Linear P =20.00

P(u(x; y)) =10.00| sen Mg +1

ma x

Ac¢do de Dominio Constante:

10.00 . . . 10.00 . . .

7.504

F 7.504

5.004

- 5.001

2.504 F 2.504

0.00 T T T 0.00 T T T
0.00 2.50 5.00 7.50 10.00  0.00 2.50 5.00 7.50 10.00

Figura VI.2.6-2 - Representag@o das linhas equipotenciais sobre o dominio fisico, referentes ao
caso da agdo de dominio ndo-linear e ao caso da agdo de dominio constante.

Observando-se a figura V.2.6-2, percebe-se que a distribuicdo do potencial
apresenta-se de forma similar em ambos os casos e que, como esperado, o valor do
deslocamento maximo nestas modelagens ocorre no caso onde a agdo de dominio é constante,

pois nesta situagdo, tem-se uma maior for¢a resultante atuante sobre a membrana.

Como critério de convergéncia para atingir-se a solugdo numérica do problema
ndo-linear, adotou-se que a maxima diferenga entre os valores do potencial, para todos os

pontos internos interpolantes, referentes a duas iteragdes consecutivas, deva ser menor que 1 X

107,

Apds atingida a convergéncia, para o caso ndo-linear, tem-se representado na

figura V.2.6-3 o perfil final do valor da a¢do de dominio, expressa pela equacao V.2.6-2.



198

XXX
R
RN
R

1 =2 sy

13 7. 552 SRR

O s e SIS

7 DS e P OSSP ISP TSSOSO SNV AN A

o e e S N

X /LR li~¢~\0’0‘0"0‘$“)‘¢',"’\ SANFAIN
4 AR S SR AN

) ol g b 0SS N GRS

AT RIS WA
X TR S St LU
AN, Y 7 S VeV eve% p= 5 aANRN
..o;éﬁf{.lll‘l!llii%’ii“!v'i':i"!’l i RS e

AN
NN
Y AN

sfies RS
%Y L SRR Jpoigatignsise! Tl Do o
""li';zzlliiiili""ilii""{ill!""x‘x“x"‘“"‘\\‘-“"‘t‘“\\‘“"‘?\\““"\\‘“ ¥

// PR TR TIORGOS > 9! """ D
g g Ui ES
lll, L TRRRRESS ‘\\‘
SRR s
s l’llz‘z::::\“‘ G

Figura V1.2.6-3 - Representacdo do perfil para os valores da agdo de dominio, apds atingida a
convergéncia da solugdo numérica, para o caso ndo-linear expresso de acordo com a equagio V.2.6-2.

Destaca-se que, no caso da acdo de dominio ser constante igual a 20.0 unidades
de acdes de dominio (u.a.d.) ao longo de todo o dominio fisico, o valor analitico maximo do
potencial, isto €, o ponto de deslocamento maximo em uma membrana com tal geometria e

sujeita a esta agdo de dominio, ¢ de -147.3427.

A seguir na tabela V.2.6-1, referente ao caso ndo-linear, expressam-se o0s
resultados numéricos obtidos para o valor maximo do potencial e o nimero de iteragdes
necessarias para a satisfacdo do critério de convergéncia adotado, para as modelagens
realizadas empregando-se as discretizacdes anteriormente mencionadas, utilizando-se de

elementos de contorno lineares ou quadraticos.

Tabela VI1.2.6-1 - Resultados para o valor maximo do potencial ao longo do dominio fisico e o
numero de iteracdo, obtidos numericamente através do Método dos Elementos de
Contorno, utilizando-se de elementos lineares ou quadraticos, referentes as diversas
modelagens realizadas.

Malha 4 - PI3 Malha 3 - PI3 Malha 2 - PI3
Elementos de] Numero de Valor Numero de Valor Numero de Valor
Contorno Iteragdes Maximo Iteragoes Maximo Iteragoes Maximo
Potencial Potencial Potencial
lineares 10 -136.8785 10 -136.9836 10 -137.4341
quadraticos 10 -136.8461 10 -136.851 11 -136.8757

De acordo com a tabela V.2.6-1, observa-se que em ambas as modelagens
realizadas, utilizando-se de diferentes tipos de elementos de contorno, com o aumento do

nimero de pontos nodais funcionais o resultado para o valor maximo do potencial apresenta
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um comportamento monotonico. Sendo que, os valores referentes as analises empregando-se

elementos de contorno quadraticos apresentam uma maior estabilidade.

Segundo os resultados apresentados, pode-se considerar que, para os casos
onde a ndo-linearidade encontra-se expressa junto a a¢do de dominio, nos problemas
governados pela Equagdo de Poisson, o Método dos Elementos de Contorno apresentou um
excelente desempenho, necessitando, em média, de apenas 10 iteracdes para a satisfacdo do

critério de convergéncia adotado.
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Capitulo VI

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO
A EQUACAO DE DIFUSAO

VI.1 - Introducio

Nesta secdo do trabalho sdo apresentadas diversas aplicagdes numéricas
governadas pela equagdo de Difusdo, equagdo 1.2-5. Inicialmente apresentam-se alguns casos
relativamente simples, por possuirem solucdes analiticas, onde objetiva-se a verificagdo do
desempenho alcancado nas modelagens realizadas através do Método dos Elementos de
Contorno, utilizando-se elementos lineares e quadraticos. A seguir, analisa-se um caso de
maior complexidade, onde compara-se este método numérico frente ao Método dos Volumes

Finitos.

Nestas aplicagdes, as mesmas interpretacdes fisicas e analogias apresentadas
no Capitulo V, quando da andlise dos problemas governados pela Equagdo de Poisson,
também sao validas. Sendo que, em tais aplicagdes, deve-se levar em conta a variacao
temporal existente, até atingir-se um estagio em que o problema entra em regime permanente,
condicdo em que a solucdo apresentada tende para a resposta do mesmo problema fisico

analisado através do modelo matemadtico expresso pela Equagdo de Poisson.

Na andlise apresentada em que sdo realizadas comparagdes entre o0 Método dos
Elementos de Contorno e Método dos Volumes Finitos, adota-se 0 mesmo critério empregado
anteriormente para a confeccdo das discretizagdes a serem utilizadas por estes métodos
numéricos. Neste caso, as ressalvas feitas anteriormente com relagdo a comparagdo entre

diferentes métodos numéricos também sdo verdadeiras e devem ser levadas em conta.
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Um ponto importante que deve ser destacado ¢ que adota-se como critério de
compara¢do entre as solu¢des numéricas e analitica o erro percentual presente entre tais
valores. Mas, a medida que o valor tomado como referéncia, isto €, a solugdo analitica,
aproxima-se de um valor nulo o divisor da expressdo para o erro percentual aproxima-se de

zero, com isto esta medida deixa de refletir a concordancia entre tais valores.

A titulo de ilustragdo do comentario feito acima, no caso limite, imagina-se um
problema onde a solucdo analitica apresente um valor nulo, desta forma, para qualquer valor
apresentado para a solu¢do numérica, diferente de zero, tem-se um erro percentual infinito.
Este comportamento da funcdo erro percentual encontra-se claramente em algumas das
analises apresentadas a seguir, onde, devido a este fato, também expressam-se em tabelas os
valores absolutos das solugdes numérica e analitica, a fim de ter-se mais um parametro para a

avaliacdo da resposta numérica.

De maneira geral, objetiva-se com estas andlises a comparagdo entre as
solugdes numéricas, obtidas através do Método dos Elementos de Contorno, utilizando-se de
elementos de contorno lineares e quadraticos, € a solugdo analitica, para determinados pontos
selecionados sobre o dominio fisico do problema, de modo a poder acompanhar-se o
desenvolvimento das solugdes numéricas ao longo do tempo. Caso ndo exista solugdo
analitica disponivel, a solugdo numérica ¢ comparada com uma determinada solu¢do numérica

de referéncia, modelada para tal fim com um alto grau de refinamento.

Desta forma, apresentam-se os subsidios necessarios para uma avalia¢do do
desempenho do M¢étodo dos Elementos de Contorno frente a esta classe de problemas
governados pela Equacdo de Difusdo. Sendo que ainda, em determinados casos, sdo feitas
comparagoes entre diferentes métodos numéricos, em termos da precisdo alcancada para a

resposta numérica.

Como a maioria das andlises efetuadas para esta classe de problemas possuem
o mesmo dominio fisico, representado por um quadrado de lado unitario, a seguir, apresenta-
se a discretizacdo empregada em tais casos, de forma a tornar a exposicdo dos problemas

menos repetitiva para o leitor.

Discretizacdo Utilizada
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Desta forma, nas modelagens onde o dominio fisico ¢ representado por um
quadrado, adota-se o mesmo conjunto de discretizagdes para todos os casos, variando-se
apenas o tipo de elemento de contorno empregado ¢ mantendo-se fixo o mesmo numero de
pontos nodais e de pontos internos interpolantes. Tem-se, entdo, na figura VI.1-1, a
representacao dos pontos nodais geométricos sob o contorno do dominio fisico do problema,
composto por um quadrado de lado unitario, assim como a indicacdo da distribuicdo dos

pontos internos interpolantes sobre o dominio fisico do problema.

Na tabela VI.I-1 encontram-se indicados os numeros de pontos nodais
funcionais, de elementos de contorno e de pontos internos interpolantes resultantes do
processo de discretizagdo do dominio fisico para as andlises realizadas através do Método dos

Elementos de Contorno utilizando-se de elementos de contorno lineares e quadraticos.

Discretizag@o Pontos Internos Interpolantes
+ + + + + + 0+
I R O
+ + + O+ O+ o+
I O
+ + + O+ O+ o+
I O
+ + + O+ O+ o+
I O
+ + + + + + 0+
+++ 4
+ + + O+ O+ o+
I O
+ + + O+ O+ o+
I O
+ + + O+ O+ o+

Figura VII.1-1 - Representacdo da discretizagdo e do conjunto de pontos internos interpolantes
utilizados nas modelagens realizadas via Método dos Elementos de Contorno para as analises dos
casos transientes, onde o dominio fisico é composto por um quadrado de lado unitario.

Tabela VII.1-1 - Indicacdo do nimero de pontos nodais funcionais, de pontos internos
interpolantes e de elementos de contorno utilizados, variando-se o tipo de
elemento de contorno.

Numero de Pontos Numero de Pontos Numero de Elementos de Contorno
Nodais Funcionais | Internos Interpolantes Lineares Quadraticos

132 161 128 64
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Discretizagao Temporal

Nos casos transientes faz-se necessaria a adogdo de um esquema de avango da
solugdo numérica ao longo do tempo [1, 2, 3]. Desta forma, substitui-se o tempo continuo por
determinados instantes, proximos o suficiente para representarem as derivadas temporais
presentes na equacdo integral de governo através de um esquema do tipo diferengas finitas,

vide Capitulo IV.

Geralmente, nas analises envolvendo o Método dos Elementos de Contorno,
recomenda-se a adogdo de intervalos de tempo que permitam ao menor elemento de contorno
presente na discretizagdo captar a “passagem” do carregamento transiente. Assim, aconselha-

se a utilizagdo da seguinte relagdo [1, 2, 4]:

At <——— Eq. VL1-1

onde: A e K sdo as propriedades fisicas relacionadas ao dominio fisico do problema; e c

representa o comprimento do menor dos elementos de contorno presentes na discretizagao.

Sendo assim, nas analises efetuadas em que emprega-se a discretizagdo
indicada na figura VI.1-1, utiliza-se um intervalo de tempo igual a 0.01 unidades de tempo
(u.t.), pois, nestes casos, as propriedades fisicas sdo unitarias € o comprimento do menor
elemento de contorno, modelando-se o problema com elementos de contorno lineares, €
0.03125 unidades de comprimento (u.c.). Deste modo, verifica-se que o valor adotado para o

intervalo de tempo atende a recomendacao expressa pela equagao VI.1-1.
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V1.2 - Aplicactes Numéricas

VI.2.1-1* ANALISE

Nesta secdo ¢ apresentado o caso em que sobre o contorno do dominio fisico
do problema, formado por quadrado de lado unitario, impdem-se condi¢cdes de contorno

essenciais e naturais, dadas de acordo com as seguintes expressdes matematicas:

ﬁ(0; Y;t>=+1 ﬁ(l; y;t)=0 Eq. VI.2.1-1
— du(x;0; t) — du(x;l;t)
Q(X,O, t) - 81'1 - 0 Q(Xala t) - an - 0

Tais condi¢des encontram-se ilustradas na figura VI1.2.1-1, onde também pode-

se observar o sistema de coordenadas cartesianas adotado.

Q=0

cl
I
S

Q=0

Figura VIL.2.1-1 - Representa¢ao do dominio fisico e condi¢des de contorno.

No instante inicial prescreve-se, em todo o dominio fisico do problema, o
potencial possuindo um valor nulo, isto ¢, a condi¢do inicial ¢ tomada como sendo nula.

Matematicamente tal condigdo pode ser representada de acordo com a seguinte expressao:
u(x; y; t) =0 Eq. VI.2.1-2

Este caso pode ser interpretado fisicamente, através da Transferéncia de Calor,
como sendo um problema em que, no instante inicial, toda a placa encontra-se a uma
temperatura nula, sendo que, nos demais intervalos de tempo, impdem-se diferentes

temperaturas ao logo de suas arestas verticais, mantendo-se suas arestas horizontais isoladas
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termicamente. Desta forma, o perfil de temperaturas, ao longo do dominio fisico, altera-se até

atingir-se a condicao de estacionaridade.

Solucdo Analitica

De acordo com a geometria do problema, condi¢des de contorno e condigdo
inicial impostas, este caso torna-se unidimensional, significando que somente existe variagao

das incognitas do problema ao longo da dire¢do coordenada X.

A solucdo analitica deste caso, apresentada em Taigbenu (1984) [5], ¢

representada pela seguinte expressao:

cvet) — 1 Ew(_l)n 22 _ i
u(x;y;t) =1 X+n; " exp( n'n t)sen[(l x)nn] Eq. V1.2.1-3

Sendo que os valores apresentados para a solucdo analitica neste trabalho sao

calculados utilizando-se dos primeiros 500 termos desta série.

Resultados Numéricos

Inicialmente apresentam-se, na figura VI1.2.1-2, graficos contendo a distribuicdo
da grandeza potencial, ao longo de todo o dominio fisico do problema, para diferentes
intervalos de tempo, referente a modelagem realizada com elementos de contorno
quadraticos. Tais graficos sdo apresentados com o proposito de proporcionar uma melhor
compreensdo do problema fisico, pois, deste modo, pode-se visualizar o avanco da solugdo

numérica com o decorrer do tempo de analise.

Para cada um dos determinados intervalos de tempo analisados, ilustra-se a
distribuicao do potencial, obtida numericamente pelo Método dos Elementos de Contorno,
através da representacao das linhas equipotenciais, isto €, as isotermas, sobre o dominio fisico
do problema. Assim, pode-se observar o comportamento da solu¢do numérica em todo o

dominio, verificando-se, por exemplo, a uniformidade da resposta ao longo da direcdo Y.
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Figura VI.2.1-2 - Distribui¢@o das linhas equipotenciais para diferentes intervalos de tempo,
modelagem realizada com elementos de contorno quadraticos.

Na figura VI.2.1-3 encontram-se representados os pontos selecionados no

interior do dominio fisico do problema (pontos A, B e C), onde sdo comparados os valores

obtidos numericamente para o potencial ao longo de diversos intervalos de tempo.

As

coordenadas de tais pontos sobre o eixo X sdo, respectivamente, X=0.25; X=0.50 e X=0.75.

o>

o0

L@

Figura VI.2.1-3 - Representacdo dos pontos selecionados no interior do dominio fisico para a
comparacao dos resultados numéricos
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A seguir, apresenta-se na figura V1.2.1-4 os gréficos representando a variagao
do potencial em tais pontos, isto é, a temperatura, ao longo do tempo, obtidos analiticamente e
numericamente através do Método dos Elementos de Contorno utilizando-se de elementos de
contorno quadraticos. Nesta figura pode-se observar a 6tima coincidéncia entre a solug¢ao

numérica, representada em apenas alguns intervalos de tempo e os valores calculados

analiticamente.
0.75 —
050 —
O
(@)
c |
o
e
(@)
o
0.25 —
000 T ‘ T ‘ [ ‘ I ‘ I ‘ T ‘ I ‘ I ‘ I ‘ T ‘
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Tempo (s)
Solugao Analitica

= Método dos Elementos de Contorno

Figura VI.2.1-4 - Representacdo da variagdo do potencial ao longo do tempo nos pontos

selecionados sobre o dominio fisico.

Nas tabelas VI.2.1-1 e VI.2.1-2 apresentam-se as comparagoes entre a solugao
analitica e as solugdes numéricas, obtidas, respectivamente, através da aplicagdo de elementos
de contorno lineares e quadraticos, para os pontos selecionados em determinados instantes de
tempo. Destaca-se que, inicialmente, tem-se um elevado erro percentual devido ao fato dos

valores para o potencial encontrarem-se situados muito préximos de zero.

Os resultados apresentados nas tabelas VI.2.1-1 e V1.2.1-2 podem ser melhor
visualizados em uma forma grafica, conforme expresso na figura VI.2.1-5, plotando-se para
cada um dos pontos selecionados os erros percentuais, em escala logaritmica, para as

diferentes modelagens realizadas com elementos de contorno lineares e quadraticos.



Tabela VI.2.1-1 - Resultados obtidos para o potencial em determinados instantes de tempo para os pontos selecionados. Analise
realizada utilizando-se elementos de contorno lineares.
Solugdo Analitica Elementos de Contorno Lineares Erro Percentual (%)
Tempo | Ponto A Ponto B Ponto C Ponto A Ponto B Ponto C Ponto A Ponto B Ponto C
X=0.25 X=0.50 X=0.75 X=0.25 X=0.50 X=0.75 X=0.25 X=0.50 X=0.75

0.02 0.21129955 | 0.01241933 | 0.00017683 0.1917143 0.02462007 | 0.00278721 | 9.26894903 | 98.2399108 | 1476.17171
0.04 0.37675912 | 0.07709976 | 0.00800005 0.3518083 0.08099483 | 0.01427562 | 6.62248531 | 5.05198989 78.444233
0.06 0.47048598 | 0.14889977 | 0.03007478 0.451378 0.1449699 0.03479279 | 4.06132917 | 2.63927259 | 15.6876065
0.08 0.53195893 | 0.21112271 | 0.05901467 0.5174235 0.2036259 0.06020169 | 2.73243525 | 3.55092688 2.0113931
0.1 0.5760595 0.26275627 | 0.08834391 0.5645462 0.2538561 0.08648527 1.99863 3.38723404 | 2.10386432
0.12 0.60948439 | 0.30523485 | 0.11506201 0.5999625 0.2959242 0.1112149 1.56228534 | 3.05032433 | 3.34350751
0.14 0.63568044 | 0.34012014 | 0.13821291 0.6275223 0.3308994 0.1332939 1.28337088 | 2.71102328 | 3.55900566
0.16 0.65662353 | 0.36875907 | 0.15777337 0.649462 0.3599069 0.1524225 1.09065937 | 2.40052985 | 3.39149088
0.18 0.67356114 | 0.39226833 | 0.17408321 0.6671859 0.3839458 0.1687044 0.94649711 2.1216432 3.08979388
0.2 0.6873495 0.41156643 | 0.18758654 0.6816385 0.4038617 0.1824174 0.83087214 | 1.87205019 | 2.75560236
0.3 0.72669155 | 0.46704011 | 0.22669613 0.7234716 0.462498 0.2234993 0.44309775 | 0.97253183 | 1.41018199
0.4 0.74131357 | 0.48771559 | 0.24131366 0.7396567 0.4853711 0.2396576 0.2235043 0.48070885 | 0.68626699
0.5 0.74676251 0.4954215 0.24676252 0.7459654 0.4942935 0.2459655 0.10674266 | 0.22768589 | 0.32298904
0.6 0.74879336 | 0.49829356 | 0.24879336 0.7484262 0.497774 0.2484262 0.04903408 | 0.10426765 | 0.14757789
0.7 0.74955028 0.499364 0.24955028 0.7493861 0.4991317 0.2493861 0.02190344 | 0.04651838 | 0.06578927
0.8 0.74983238 | 0.49976296 | 0.24983238 0.7497606 0.4996613 0.2497605 0.00957345 | 0.02034091 | 0.02877322
0.9 0.74993753 | 0.49991165 | 0.24993753 0.7499066 0.4998679 0.2499066 0.00412414 | 0.00875194 0.0123745

1 0.74997672 | 0.49996707 | 0.24997672 0.7499636 0.4999485 0.2499636 0.00174891 | 0.00371464 | 0.00524704
1.25 0.74999803 | 0.49999721 | 0.24999803 0.7499966 0.4999951 0.2499966 0.00019006 | 0.00042151 | 0.00057018
1.5 0.74999983 | 0.49999976 | 0.24999983 0.7499997 0.4999996 0.2499997 1.7673E-05 | 3.2637E-05 | 5.3019E-05
1.75 0.74999999 | 0.49999998 | 0.24999999 0.75 0.5 0.25 1.8934E-06 | 4.0166E-06 | 5.6803E-06

2 0.75 0.5 0.25 0.75 0.5 0.25 1.6057E-07 | 3.4063E-07 | 4.8172E-07




Tabela VI.2.1-2 - Resultados obtidos para o potencial em determinados instantes de tempo para os pontos selecionados. Analise
realizada utilizando-se elementos de contorno quadraticos.
Solugdo Analitica Elementos de Contorno Quadraticos Erro Percentual (%)
Tempo| Ponto A Ponto B Ponto C Ponto A Ponto B Ponto C Ponto A Ponto B Ponto C
X=0.25 X=0.50 X=0.75 X=0.25 X=0.50 X=0.75 X=0.25 X=0.50 X=0.75

0.02 0.21129955 | 0.01241933 | 0.00017683 0.1916254 0.02460596 | 0.00275794 9.311022 98.1262975 | 1459.61721
0.04 0.37675912 | 0.07709976 | 0.00800005 0.3517274 0.08096181 | 0.01424306 | 6.64395792 | 5.00916226 | 78.0372353
0.06 0.47048598 | 0.14889977 | 0.03007478 0.451314 0.1449263 0.03476151 | 4.07493212 | 2.66855404 | 15.5835991
0.08 0.53195893 | 0.21112271 | 0.05901467 0.5173703 0.2035786 0.06017025 | 2.74243602 | 3.57333091 | 1.95811822
0.1 0.5760595 0.26275627 | 0.08834391 0.5645003 0.2538088 0.08645348 | 2.00659793 | 3.40523551 | 2.13984869
0.12 0.60948439 | 0.30523485 | 0.11506201 0.5999221 0.2958788 0.1111835 1.56891389 | 3.06519813 | 3.37079714
0.14 0.63568044 | 0.34012014 | 0.13821291 0.6274865 0.3308567 0.1332636 1.28900264 | 2.72357767 | 3.58092836
0.16 0.65662353 | 0.36875907 | 0.15777337 0.6494301 0.3598674 0.1523939 1.09551756 | 2.41124146 | 3.40961815
0.18 0.67356114 | 0.39226833 | 0.17408321 0.6671574 0.3839096 0.1686779 0.95072835 | 2.13087158 | 3.10501649
0.2 0.6873495 0.41156643 | 0.18758654 0.6816131 0.4038289 0.1823932 0.83456749 | 1.88001974 | 2.76850308
0.3 0.72669155 | 0.46704011 | 0.22669613 0.723458 0.4624796 0.2234857 0.44496924 | 0.97647153 | 1.41618121
0.4 0.74131357 | 0.48771559 | 0.24131366 0.7396498 0.4853618 0.2396508 0.22443508 0.4826157 0.6890849
0.5 0.74676251 0.4954215 0.24676252 0.7459622 0.494289 0.2459622 0.10717118 | 0.22859421 | 0.32432636
0.6 0.74879336 | 0.49829356 | 0.24879336 0.7484247 0.4977719 0.2484247 0.04923441 | 0.10468909 0.1481808
0.7 0.74955028 0.499364 0.24955028 0.7493854 0.4991307 0.2493854 | 0.02199683 | 0.04671864 | 0.06606977
0.8 0.74983238 | 0.49976296 | 0.24983238 0.7497602 0.4996609 0.2497602 0.00962679 | 0.02042095 0.0288933
0.9 0.74993753 | 0.49991165 | 0.24993753 0.7499065 0.4998677 0.2499065 0.00413748 | 0.00879195 | 0.01241451

1 0.74997672 | 0.49996707 | 0.24997672 0.7499635 0.4999484 0.2499635 0.00176224 | 0.00373465 | 0.00528705
1.25 0.74999803 | 0.49999721 | 0.24999803 0.7499965 0.4999951 0.2499965 0.00020339 | 0.00042151 | 0.00061018
1.5 0.74999983 | 0.49999976 | 0.24999983 0.7499997 0.4999995 0.2499997 1.7673E-05 | 5.2637E-05 | 5.3019E-05
1.75 0.74999999 | 0.49999998 | 0.24999999 0.75 0.5 0.25 1.8934E-06 | 4.0166E-06 | 5.6803E-06

2 0.75 0.5 0.25 0.75 0.5 0.25 1.6057E-07 | 3.4063E-07 | 4.8172E-07
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Figura VI.2.1-5 - Variacdo do erro percentual ao longo de tempo, entre as solu¢cdes numéricas
e analitica, referentes aos pontos selecionados no interior do dominio fisico do problema.
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De acordo com as diversas tabelas e graficos apresentados, indicando a
comparac¢do entre as solu¢cdes numéricas e analitica nos pontos selecionados em determinados
intervalos de tempo, pode-se tecer os seguintes comentarios a respeito da influéncia dos

diferentes tipos de elementos de contorno utilizados nas modelagens:

e Com a aplicagdo dos diferentes tipos de elementos de contorno, praticamente, ndo houve
alteracdo no comportamento das solu¢des numéricas ao longo do tempo, talvez, devido ao
fato de que tais resultados sejam para pontos no interior do dominio fisico do problema,
onde o método sabidamente apresenta uma maior precisdo, € por utilizar-se uma
distribuicdo com um razoavel nivel de refinamento, o que, de certa forma, diminui a

influéncia do tipo de elemento de contorno utilizado nas modelagens; e,

e Destaca-se o excelente comportamento do Método dos Elementos de Contorno, que
representou mais do que satisfatoriamente a variacao da solugdo ao longo do tempo, até

atingir-se o estdgio em que o problema entra em regime permanente.

VI.2.2 - 2 ANALISE

Nesta andlise o contorno do dominio fisico do problema encontra-se submetido
unicamente a condi¢des de contorno naturais, conforme indicado na figura VI.2.2-1, sendo que

tais condicdes sdo representadas matematicamente de acordo com as expressdes dadas a

seguir:
u(0yst) _ oulyt) Egs. VI2.2-1
on on
ou(x;0;t) _0 ou(x;L;t) ~0 Egs. V1.2.2-2

on on



212

>

— —>

— —>

— v —>
g X :

=> 7= >
Figura VI.2.2-1 - Representacdo do dominio fisico e condi¢des de contorno.

No instante inicial o dominio fisico do problema encontra-se sobre uma
distribuicdo nula do potencial, isto ¢ expresso matematicamente através da condi¢do inicial,

representada de acordo com a seguinte expressao:
u(x; y’O) =0 Eq. V1.2.2-3

Deste modo, um problema fisico apresentando tais condi¢cdes de contorno e
condi¢do inicial pode ser interpretado fisicamente, através da Transferéncia de Calor, como
sendo o caso em que, no instante inicial, toda a placa encontra-se a uma temperatura nula, e, a
partir deste instante, mantém-se as arestas horizontais isoladas termicamente, enquanto que
nas arestas verticais impoem-se fluxos de calor. Desta forma, o perfil de temperaturas, ao

longo do dominio fisico, altera-se até atingir-se o regime permanente.

Solucdo Analitica

Este problema torna-se unidimensional devido as condi¢cdes de contorno
impostas ¢ a geometria do dominio fisico do problema. Desta forma, a solugdo analitica,
apresentada por Taigbenu (1985) [5], ¢ dada de acordo com a seguinte expressao:

2 2
—exp[— 2k-1)'=n t]cos 2k —1)nx| Eq. VI2.2-4
2 T i (2k— 1)2 ( ) [( ) ]
Sendo que os valores apresentados para a solugdo analitica deste caso foram

calculados utilizando-se os primeiros 300 termos desta série.

Resultados Numéricos

Na figura VI.2.2-2, apresentada a seguir, tém-se os graficos relativos a
distribui¢do do potencial ao longo de todo o dominio fisico do problema, para alguns
intervalos de tempo, referente a modelagem realizada com a utilizagdo de elementos de

contorno quadraticos. Assim, t€ém-se os subsidios necessarios para uma melhor interpretagao
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da fisica envolvida neste problema, através da visualizagdo do comportamento da solugdo

numérica em diferentes intervalos de tempo.
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Figura VI.2.2-2 - Distribui¢@o das linhas equipotenciais para diferentes intervalos de tempo,
modelagem realizada com elementos de contorno quadraticos.

A solugdo deste caso em termos do potencial é anti-simétrica em relagdo a um
eixo vertical passando pelo centro do dominio fisico do problema. Deste modo, com o
proposito de visualizar a variagdo da resposta ao longo de diversos intervalos de tempo, sdo
definidos um conjunto de pontos posicionados sobre o dominio fisico de acordo com a figura
VI1.2.2-3. As coordenadas de tais pontos sobre o eixo X sdo, respectivamente, X = 0.00; X =

0.125; X =0.250 e X = 0.375.
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Figura V1.2.2-3 - Representag@o dos pontos selecionados no interior do dominio fisico para a
comparagdo dos resultados numéricos

Tem-se, entdo, na figura V1.2.2-4, o grafico onde representa-se a variacdo do

potencial em tais pontos, com os valores obtidos analiticamente e numericamente através da

aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno, empregando-se elementos de contorno

quadraticos. Neste grafico observa-se a 6tima coincidéncia apresentada entre as solugdes, nos

diversos intervalos de tempo em que a solu¢do numérica ¢ plotada sobre a solugdo analitica.

Potencial

0.50 —
0.45 -
0.40 -
0.35 -
0.30 -
0.25 -

0.20 —

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Tempo (s)

Solugao Analitica

o= Método dos Elementos de Contorno

Figura VI.2.2-4 - Representagdo da variagdo do potencial ao longo do tempo nos pontos
selecionados sobre o dominio fisico.

Para verificar a influéncia da aplicacao de diferentes tipos de elementos de

contorno (elementos lineares e quadraticos), utilizados nas modelagens deste caso, os valores

numéricos obtidos sdo comparados com a solugdo analitica nos pontos selecionados sobre o
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dominio fisico do problema, vide figura VI.2.2-3, em intervalos de tempo distintos, conforme
expresso nas tabelas VI.2.2-1 e VI.2.2-2, respectivamente para os elementos lineares e

quadraticos.

Pode-se melhor interpretar os resultados apresentados para o erro percentual ao
longo do tempo nas modelagens realizadas com elementos de contorno lineares e quadraticos,
expressos nas tabelas VI.2.2-1 e VI.2.2-2, representando-os graficamente. Assim, tal
parametro € representado em um eixo possuindo uma escala logaritmica, conforme encontra-
se indicado nas figuras V1.2.2-5 e VI.2.2-6, referente aos pontos selecionados sobre o
dominio fisico para as comparagdes entre as solugdes numéricas e analitica, conforme

expresso na figura VI1.2.2-3.

Segundo os diversos graficos e tabelas apresentados para esta analise, para as
modelagens empregando diferentes tipos de elementos de contorno, podem-se tecer os

seguintes comentarios a respeito do comportamento do Método dos Elementos de Contorno:

A utilizagdo destes diferentes tipos de elementos de contorno ndo ocasionou
praticamente nenhuma alteracdo na precisdo € no comportamento da solucdo numérica.
Sendo que, de acordo com as figuras VI.2.2-5 e VI.2.2-6, observa-se que as solucdes
numéricas apresentadas possuem as mesmas caracteristicas para a funcdo erro percentual ao

longo dos intervalos de tempo analisados; e,

De maneira geral, a utilizagdo do Método dos Elementos de Contorno mostrou-se
muito eficiente para a representagdo da variagdo do potencial ao longo do tempo. Sendo que

tais resultados atendem satisfatoriamente bem os interesses relativos a aplicacdo de uma

analise numérica em um problema de Engenharia.



Tabela VI.2.2-1 - Resultados obtidos para o potencial em determinados instantes de tempo para os pontos selecionados. Analise realizada utilizando-se
elementos de contorno lineares.

tempo

Solucao Analitica

FElementos de Contorno Lineares

Erro Percentual (%)

Ponto A

Ponto B

Ponto C

Ponto D

Ponto A

Ponto B

Ponto C

Ponto D

Ponto A

Ponto B

Ponto C

Ponto D

x=0.00

x=0.125

x=0.250

x=0.375

x=0.00

x=0.125

x=0.250

x=0.375

x=0.00

x=0.125

x=0.250

x=0.375

0.02

0.15957687

0.0647675

0.02022633

0.00461962

0.1487905

0.05975726

0.02174199

0.00685274

6.75935644

7.73572633

7.49347343

48.3399681

0.04

0.22561842

0.12220348

0.05780784

0.02168317

0.2176201

0.1161161

0.05540838

0.02147309

3.54506677

4.98134961

4.1507485

0.96884087

0.06

0.27560977

0.16780857

0.09164077

0.0394147

0.2681904

0.1613306

0.08741959

0.0375254

2.69198352

3.86033329

4.60622914

4.79338932

0.08

0.31594729

0.20497745

0.11990731

0.05461433

0.3085626

0.1982472

0.1149682

0.05206074

2.3373172

3.28341218

4.1191042

4.67567374

0.1

0.34894095

0.23544302

0.14319396

0.06720037

0.3415978

0.228668

0.1380595

0.06445338

2.10441138

2.87756268

3.58566901

4.0877611

0.12

0.37600443

0.2604436

0.16232338

0.07755033

0.3688481

0.2538197

0.1572589

0.07481569

1.90325586

2.54331443

3.1199969

3.5262777

0.14

0.3982166

0.2809645

0.17802852

0.08604941

0.3913869

0.2746388

0.1731807

0.08342519

1.71507204

2.25142263

2.72305909

3.04967047

0.16

0.41644931

0.29780924

0.19092078

0.09302657

0.4100458

0.2918784

0.1863732

0.09056332

1.53764426

1.99149056

2.38192119

2.64790394

0.18

0.43141587

0.31163653

0.2015037

0.098754

0.4254973

0.3061558

0.1973013

0.09647743

1.37189461

1.758693

2.08552226

2.30529084

0.2

0.44370144

0.32298691

0.21019091

0.10345547

0.4382942

0.3179806

0.2063527

0.1013763

1.21866574

1.55000423

1.82605705

2.00972832

0.3

0.47901708

0.35561431

0.23516284

0.11697019

0.4759505

0.352777

0.2329886

0.1157927

0.64018275

0.79786272

0.92456714

1.00665478

0.4

0.4921795

0.3677748

0.24447007

0.12200723

0.4906268

0.3663387

0.2433699

0.1214115

0.31547494

0.39048431

0.45002381

0.48827056

0.5

0.49708524

0.37230711

0.24793895

0.12388457

0.4963468

0.3716243

0.2474159

0.1236014

0.14855389

0.18340031

0.21096042

0.22857522

0.6

0.49891365

0.37399634

0.24923183

0.12458427

0.4985762

0.3736843

0.2489929

0.1244549

0.06763613

0.08343389

0.09586723

0.10384159

0.7

0.49959511

0.37462593

0.2497137

0.12484505

0.4994451

0.3744872

0.2496075

0.1247875

0.03002578

0.03703105

0.04252776

0.04610057

0.8

0.49984909

0.37486058

0.24989329

0.12494225

0.4997837

0.3748001

0.249847

0.1249172

0.01308261

0.01613411

0.01852505

0.02004967

0.9

0.49994376

0.37494804

0.24996023

0.12497848

0.4999157

0.3749221

0.2499404

0.1249677

0.00561181

0.00691755

0.00793303

0.00862254

0.49997904

0.37498063

0.24998518

0.12499198

0.4999671

0.3749696

0.2499767

0.1249874

0.00238758

0.0029423

0.00339108

0.0036626

1.25

0.49999822

0.37499836

0.24999874

0.12499932

0.4999969

0.3749971

0.2499978

0.1249988

0.00026445

0.00033536

0.00037718

0.00041575

1.5

0.49999985

0.37499986

0.24999989

0.12499994

0.4999997

0.3749997

0.2499998

0.1249999

2.9848E-05

4.2857E-05

3.7358E-05

3.3845E-05

1.75

0.49999999

0.37499999

0.24999999

0.125

0.5

0.375

0.25

0.125

2.5571E-06

3.1499E-06

3.6162E-06

3.9142E-06

0.5

0.375

0.25

0.125

0.5

0.375

0.25

0.125

2.1685E-07

2.6713E-07

3.0667E-07

3.3194E-07




Tabela VI1.2.2-2 - Resultados obtidos para o potencial em determinados instantes de tempo para os pontos selecionados. Analise realizada utilizando-se
elementos de contorno quadraticos.

tempo

Solucao Analitica

Elementos de Contorno Lineares

Erro Percentual (%)

Ponto A

Ponto B

Ponto C

Ponto D

Ponto A

Ponto B

Ponto C

Ponto D

Ponto A

Ponto B

Ponto C

Ponto D

x=0.00

x=0.125

x=0.250

x=0.375

x=0.00

x=0.125

x=0.250

x=0.375

x=0.00

x=0.125

x=0.250

x=0.375

0.02

0.15957687

0.0647675

0.02022633

0.00461962

0.1488023

0.05979175

0.02175714

0.00685797

6.75196188

7.68247431

7.56837577

48.4532025

0.04

0.22561842

0.12220348

0.05780784

0.02168317

0.2176431

0.1161506

0.05542881

0.02148214

3.53487256

4.95311801

4.11540728

0.92710342

0.06

0.27560977

0.16780857

0.09164077

0.0394147

0.268214

0.1613628

0.08744024

0.0375353

2.68342068

3.84114476

4.58369551

4.76827179

0.08

0.31594729

0.20497745

0.11990731

0.05461433

0.3085845

0.1982758

0.1149872

0.05207007

2.33038567

3.26945943

4.10325862

4.65859031

0.1

0.34894095

0.23544302

0.14319396

0.06720037

0.3416172

0.2286928

0.1380761

0.06446165

2.0988517

2.86702935

3.57407634

4.07545462

0.12

0.37600443

0.2604436

0.16232338

0.07755033

0.3688648

0.2538409

0.1572732

0.07482284

1.89881442

2.53517447

3.11118733

3.51705788

0.14

0.3982166

0.2809645

0.17802852

0.08604941

0.3914013

0.2746568

0.1731929

0.0834313

1.71145591

2.24501613

2.71620626

3.0425699

0.16

0.41644931

0.29780924

0.19092078

0.09302657

0.410058

0.2918936

0.1863836

0.09056852

1.53471473

1.98638662

2.37647391

2.64231413

0.18

0.43141587

0.31163653

0.2015037

0.098754

0.4255077

0.3061687

0.19731

0.09648182

1.36948395

1.75455356

2.08120472

2.30084545

0.2

0.44370144

0.32298691

0.21019091

0.10345547

0.438303

0.3179915

0.2063601

0.10138

1.21668242

1.54662948

1.82253644

2.00615191

0.3

0.47901708

0.35561431

0.23516284

0.11697019

0.4759543

0.3527815

0.2329917

0.1157943

0.63938946

0.79659731

0.9232489

1.00528691

0.4

0.4921795

0.3677748

0.24447007

0.12200723

0.4906284

0.3663406

0.2433712

0.1214122

0.31514986

0.38996768

0.44949205

0.48769682

0.5

0.49708524

0.37230711

0.24793895

0.12388457

0.4963475

0.3716251

0.2474165

0.1236017

0.14841307

0.18318543

0.21071843

0.22833306

0.6

0.49891365

0.37399634

0.24923183

0.12458427

0.4985765

0.3736846

0.2489931

0.124455

0.067576

0.08335367

0.09578698

0.10376132

0.7

0.49959511

0.37462593

0.2497137

0.12484505

0.4994452

0.3744874

0.2496076

0.1247876

0.03000576

0.03697767

0.04248771

0.04602047

0.8

0.49984909

0.37486058

0.24989329

0.12494225

0.4997838

0.3748002

0.249847

0.1249172

0.01306261

0.01610743

0.01852505

0.02004967

0.9

0.49994376

0.37494804

0.24996023

0.12497848

0.4999157

0.3749221

0.2499404

0.1249677

0.00561181

0.00691755

0.00793303

0.00862254

0.49997904

0.37498063

0.24998518

0.12499198

0.4999671

0.3749696

0.2499768

0.1249874

0.00238758

0.0029423

0.00335108

0.0036626

1.25

0.49999822

0.37499836

0.24999874

0.12499932

0.4999969

0.3749971

0.2499978

0.1249988

0.00026445

0.00033536

0.00037718

0.00041575

1.5

0.49999985

0.37499986

0.24999989

0.12499994

0.4999997

0.3749997

0.2499998

0.1249999

2.9848E-05

4.2857E-05

3.7358E-05

3.3845E-05

1.75

0.49999999

0.37499999

0.24999999

0.125

0.5

0.375

0.25

0.125

2.5571E-06

3.1499E-06

3.6162E-06

3.9142E-06

0.5

0.375

0.25

0.125

0.5

0.375

0.25

0.125

2.1685E-07

2.6713E-07

3.0667E-07

3.3194E-07




218

ponto A - x=0.00

1.0E+1 3 1.0E+1 3
1.0E+0 — 1.0E+0 o
1.0E-1 o 1.0E-1 o
—_ E —_ E
X 3 X B
= ] = ]
© 1.0E-2 =5 © 1.0E-2 =5
> 3 =} 3
-— — -— |
o i @ i
3 1.0E-3 = ¥ 1.0E-3 =
— 3 — 3
g 1 g 1
o 1.0E-4 E o 1.0E-4 E
= 7 = 3
L 7 L 7
1.0E-5 = 1.0E-5 =
1.0E-6 = 1.0E-6 =

1.0E-7 ‘ ‘ ‘ ‘ 1.0E-7 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00 0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00
Tempo Tempo

ponto B - x=0.125
1.0E+1 = 1.0E+1 =
1.0E+0 - 1.0E+0 -
1.0E-1 - 1.0E-1 -
9 E < E
= ] = ]
© 1.0E-2 - © 1.0E-2 -
=) 3 >S5 3
2 E 3 E
o i @ i
3 1.0E-3 = 3 1.0E-3 =
—_ | — |
g ] g ]
o 1.0E-4 E o 1.0E-4 E
= 3 = 3
L 7 L 7
1.0E-5 5 1.0E-5
1.0E-6 5 1.0E-6

1.08-7 \ \ \ \ \ 1.08-7 \ \ \ \ \

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00 0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00
Tempo Tempo

Elemento de Contorno Linear

Elemento de Contorno Quadratico

Figura VI.2.2-5 - Variagdo do erro percentual ao longo de tempo, entre as solu¢cdes numéricas
e analitica, referentes aos pontos selecionados no interior do dominio fisico do problema.
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Figura VI.2.2-6 - Variacdo do erro percentual ao longo de tempo, entre as solu¢cdes numéricas
e analitica, referentes aos pontos selecionados no interior do dominio fisico do problema.
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VI.2.3 - 3* ANALISE

O dominio fisico empregado nesta modelagem encontra-se submetido a
condigdes de contorno essenciais, de valor nulo, ao longo de todas suas arestas; representadas
matematicamente através das equagdes apresentadas a seguir (equagdo VI.2.3-1). Sendo que,
no instante inicial o dominio fisico, encontra-se com uma distribui¢do para o potencial dada

de acordo com a equagdo VI.2.3-2.

ﬁ(O; y; t) =0 ﬁ(l; y;t) =0
Eq. V1.2.3-1

U(x;0;t) =0 U(x1;t)=0
u(x;y;t) = 100sen(nx ) sen(my) Eq. V1.2.3-2

Segundo tais condicdes, este problema pode ser interpretado fisicamente,
através da Transferéncia de Calor, como sendo um caso onde inicialmente a placa encontra-se
sobre uma determinada distribui¢do de temperatura, dada pela equagdo VI.2.3-2, e com o
passar do tempo resfria-se, mantendo a uma temperatura nula ao longo de suas arestas, até
apresentar uma temperatura nula em todo o dominio fisico, isto €, até atingir a reposta em

regime permanente de um problema sujeito as condigdes de contorno impostas neste caso.

Solucdo Analitica

A solugdo analitica ¢ expressa de acordo com a equagdo dada a seguir [6],
sendo que o sistema de coordenadas encontra-se posicionado no vértice inferior esquerdo do

quadrado, conforme representado anteriormente, de acordo com a figura VI.2.2-1.

u(x;y;t) = 100sen(nx)sen(my) exp[—znzt] Eq. VI.2.3-3

Resultados Numéricos

Apresentam-se a seguir, na figura VI.2.3-1, os graficos relativos a distribuigao
do potencial, presente em todo o dominio fisico do problema, para diferentes intervalos de
tempo, referentes a modelagem realizada utilizando-se de elementos de contorno quadraticos.
Desta forma, proporciona-se uma melhor compreensao do problema, pois pode-se visualizar o

comportamento da solu¢do numérica em diferentes intervalos de tempo.
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Tais graficos apresentam a distribui¢do do potencial ao longo do dominio fisico
através de linhas equipotenciais, isto €, as isotermas presentes sobre a placa quadrada.
Destaca-se que, em alguns graficos (principalmente na regido central), devido ao nimero de
pontos no interior do dominio onde tém-se calculados os valores do potencial e, ainda, ao

procedimento utilizado na confeccao destes graficos, os resultados sdo interpolados.

Tempo=0.05 Tempo=0.10

Figura VI.2.3-1 - Distribuicao das linhas equipotenciais para diferentes intervalos de tempo,
modelagem realizada com elementos de contorno quadraticos.

Observa-se que a solucdo deste problema ¢ simétrica em relagdo a um sistema
de eixos coordenados posicionados no centro do dominio fisico. Portanto, selecionam-se trés
pontos sobre o dominio fisico do problema, localizados de acordo com a figura V1.2.3-2, para
a comparacao dos valores obtidos numericamente através do Método dos Elementos de

Contorno com a solucdo analitica para diversos intervalos de tempo.
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Figura VI1.2.3-2 - Representacao dos pontos selecionados no interior do dominio fisico para a
comparacao dos resultados numéricos

A seguir apresenta-se na figura VI.2.3-3 os graficos representando a variagao
do potencial ao longo do tempo para estes determinados pontos, obtidos analiticamente e
numericamente através do Método dos Elementos de Contorno utilizando-se de elementos de
contorno quadraticos. Nestes graficos pode-se observar a quase coincidéncia entre estas

solugdes, indicando um bom desempenho do método.



Potencial

Potencial

0.0 0.1 0.2 0.3

Tempo (s)
Ponto A - (0.25;0.25)

o=

Potencial

0.2 0.3 0.4 0.5
Tempo (s)

Ponto C (0.50;0.50)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1
Tempo (s)

Ponto B - (0.25;0.50)

Solugao Analitica

Método dos Elementos de Contorno

Figura V1.2.3-3 - Representacgdo da variagdo do potencial ao longo do tempo nos pontos selecionados sobre o dominio fisico.
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A fim de verificar a influéncia do uso de diferentes tipos de elementos de
contorno, elementos lineares e quadraticos, aplicados a modelagem deste caso, apresentam-se
nas tabelas VI.2.3-1 e VI.2.3-2 as comparagdes entre a solucdo analitica e as solugdes
numéricas, correspondentes aos pontos indicados na figura VI.2.3-2, para determinados

intervalos de tempo.

Observa-se em tais tabelas que, a medida que o tempo de analise aumenta, os
valores absolutos para a distribuicdo do potencial tendem para zero. Com isso, devido a
caracteristica da funcdo erro potencial, os valores calculados para o erro potencial deixam de
ser representativos. Sendo que pode-se observar a concordancia entre as solugdes numéricas

e a analitica através dos apresentados para o potencial.

Os valores apresentados para o erro percentual referentes as modelagens
realizadas utilizando-se de elementos de contorno lineares e quadraticos, vide tabelas VI.2.3-1
e VI.2.3-2, podem ser melhor visualizados em uma forma grafica, de acordo com a figura
VI1.2.3-4, onde plotam-se para cada um dos pontos selecionados sobre o dominio fisico, os

erros percentuais, em escala logaritmica, variando ao longo do tempo.

Pode-se chegar a diversas conclusdes a respeito dos resultados alcangados com
as modelagens realizadas, através do Método dos Elementos de Contorno, empregando
elementos de contorno com diferentes tipos de fungdes de interpolacdo, analisando-se os

diversos graficos e tabelas anteriormente apresentados. Dentre elas tém-se:

Devido ao fato das discretizagdes utilizadas nesta andlise apresentarem um elevado
grau de refinamento, ndo € possivel verificar, de maneira clara, a influéncia na solugdo
numérica decorrente da aplicacdo dos diferentes tipos de elementos de contorno. Este fato
ainda agrava-se pelo motivo das comparagdes serem realizadas para pontos no interior do

dominio fisico, onde a solu¢do numérica possui uma qualidade ainda maior; e,

Pode-se destacar o excelente desempenho apresentado pelo Método dos Elementos de
Contorno nas modelagens realizadas, onde em todos os intervalos de tempo analisados,
representou-se de maneira mais do que satisfatoria, para uma aplicagdo em Engenharia, o

comportamento da solugdo analitica em todo o dominio fisico.



Tabela VI.2.3-1 - Resultados obtidos para o potencial em determinados instantes de tempo para os pontos selecionados.
utilizando-se elementos de contorno lineares.

Analise realizada

Solu¢ao Analitica

Elementos de Contorno Lineares

Erro Percentual (%)

Tempo Ponto A Ponto B Ponto C Ponto A Ponto B Ponto C Ponto A Ponto B Ponto C
0.01 41.0434359 | 58.0441837 | 82.0868717 41.74602 59.03847 83.49564 1.71180632 1.71298187 1.71619192
0.02 33.6912726 | 47.6466546 | 67.3825451 34.85382 49.29212 69.71425 3.45058928 | 3.45347522 | 3.46039894
0.03 27.6561117 | 39.1116482 | 55.3122234 29.09951 41.15466 58.20689 5.21909341 5.22353787 | 5.23332173
0.04 22.7020369 32.1055285 45.4040739 24.29533 34.36061 48.59857 7.0182824 7.0239662 7.03570375
0.05 18.6353919 26.354424 37.2707839 20.28438 28.68818 40.57607 8.84868997 | 8.85527216 | 8.86830319
0.06 15.2972103 | 21.6335222 | 30.5944206 16.93565 23.95219 33.87778 10.7107093 10.7179392 10.7318896
0.07 12.5570014 17.7582817 | 25.1140028 14.13979 19.99804 28.28517 12.6048295 12.6124722 12.627088
0.08 10.3076496 14.5772179 | 20.6152992 11.8055 16.69667 23.61577 14.5314444 14.5394829 14.5545826
0.09 8.46122712 11.9659822 16.9224542 9.856582 13.9403 19.71719 16.4911644 16.4994216 16.5149553

0.1 6.94555666 | 9.82250042 13.8911133 8.229405 11.63897 16.46219 18.4844557 18.4929448 18.5087878
0.11 5.70139018 | 8.06298332 11.4027804 6.870852 9.717555 13.74454 20.5118713 | 20.5205891 20.5367424
0.12 4.68009285 6.61865078 9.3601857 5.736578 8.113334 11.47553 22.5740212 22.582899 22.5993839
0.13 3.84174181 5.43304338 | 7.68348363 4.789556 6.773946 9.581095 24.6714702 | 24.6805065 | 24.6972788
0.14 3.15356568 | 4.45981535 | 6.30713135 3.998873 5.655671 7.999403 26.8048112 | 26.8140171 26.831083
0.15 2.58866341 3.6609229 5.17732682 3.338719 4.722006 6.678824 28.9746278 | 28.9840328 | 29.0013984
0.16 2.12495281 3.00513709 | 4.24990563 2.787548 3.942475 5.576252 31.1816423 31.1911864 31.2088429
0.17 1.74430729 | 2.46682303 | 3.48861458 2.327366 3.291632 4.655698 33.4263757 | 33.4360821 33.4540658
0.18 1.43184729 | 2.02493786 | 2.86369458 1.943153 2.748234 3.887113 35.7095142 | 35.7194243 | 35.7376946
0.19 1.17535865 1.66220814 2.3507173 1.622368 2.294542 3.24541 38.0317406 | 38.0417978 | 38.0604127
0.2 0.96481515 1.36445466 1.92963029 1.35454 1.915748 2.709642 40.3937331 40.4039321 40.4228578
0.3 0.13402357 | 0.18953794 | 0.26804713 0.2229542 0.3153278 0.446001 66.3544764 135.277878 | 66.3890225
0.5 0.00258616 | 0.00365738 | 0.00517232 | 0.00604037 | 0.00854299 | 0.01208324 133.565194 | 230.335141 133.613605




Tabela VI1.2.3-2 - Resultados obtidos para o potencial em determinados instantes de tempo para os pontos selecionados. Analise realizada
utilizando-se elementos de contorno quadraticos.

Solugdo Analitica

Elementos de Contorno Quadraticos

Erro Percentual (%)

Tempo Ponto A Ponto B Ponto C Ponto A Ponto B Ponto C Ponto A Ponto B Ponto C
0.01 41.0434359 | 58.0441837 82.0868717 41.7448 59.03749 83.49538 1.70883386 1.71129351 1.71587518
0.02 33.6912726 47.6466546 67.3825451 34.85138 49.29007 69.71344 3.44334705 3.44917272 3.45919685
0.03 27.6561117 | 39.1116482 | 55.3122234 29.0963 41.15181 58.20539 5.20748658 5.21625104 | 5.23060986
0.04 22.7020369 | 32.1055285 | 45.4040739 24.29176 34.35727 48.59639 7.00255694 7.013563 7.03090242
0.05 18.6353919 26.354424 37.2707839 20.28071 28.68458 40.57334 8.82899626 | 8.84161222 8.86097841
0.06 15.2972103 21.6335222 30.5944206 16.93205 23.94851 33.87466 10.6871756 10.7009285 10.7216916
0.07 12.5570014 17.7582817 | 25.1140028 14.13636 19.99441 28.28184 12.5775141 12.592031 12.6138285
0.08 10.3076496 14.5772179 | 20.6152992 11.80229 16.69317 23.61235 14.5003025 14.5154729 14.537993
0.09 8.46122712 11.9659822 16.9224542 9.853615 13.93699 19.7138 16.4560986 16.4717599 16.4949227
0.1 6.94555666 9.82250042 13.8911133 8.226692 11.63588 16.45891 18.4453947 18.4614864 18.4851756
0.11 5.70139018 8.06298332 11.4027804 6.868393 9.714696 13.74141 20.4687414 | 20.4851307 | 20.5092929
0.12 4.68009285 6.61865078 9.3601857 5.734362 8.11072 11.4726 22.5266717 | 22.5434045 | 22.5680811
0.13 3.84174181 5.43304338 | 7.68348363 4.78757 6.771573 9.57838 24.6197749 | 24.6368293 24.6619433
0.14 3.15356568 4.45981535 6.30713135 3.997102 5.653531 7.996912 26.7486525 26.7660331 26.791588
0.15 2.58866341 3.6609229 5.17732682 3.337148 4.720086 6.676556 28.9139401 28.931587 28.957592
0.16 2.12495281 3.00513709 | 4.24990563 2.786157 3.940761 5.574202 31.116182 31.1341507 | 31.1606065
0.17 1.74430729 | 2.46682303 3.48861458 2.326139 3.290109 4.653856 33.3560326 | 33.3743427 | 33.4012655
0.18 1.43184729 2.02493786 2.86369458 1.942074 2.746885 3.885466 35.634157 35.652805 35.6801815
0.19 1.17535865 1.66220814 2.3507173 1.621422 2.293351 3.243943 37.9512546 | 37.9701461 37.9980063
0.2 0.96481515 1.36445466 1.92963029 1.353712 1.9147 2.708342 40.3079135 40.3271249 | 40.3554874
0.3 0.13402357 | 0.18953794 | 0.26804713 0.2227553 0.3150667 0.4456616 66.2060696 135.083061 66.262403
0.5 0.00258616 0.00365738 0.00517232 0.00603159 0.00853112 0.01206726 133.225578 229.876004 133.304653




Erro Percentual (%) Erro Percentual (%)

Erro Percentual (%)
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Figura VI1.2.3-4 - Variacdo do erro percentual ao longo de tempo, entre as solugdes numéricas
e analitica, referentes aos pontos selecionados no interior do dominio fisico do problema.
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VI.2.4 - 4 ANALISE

Neste item modela-se a andlise transiente referente ao problema fisico
interpretado como sendo uma placa infinitamente longa contendo diversos circuitos
integrados igualmente espacados (vide figura V.2.5-2). A andlise em regime permanente deste

problema encontra-se exposta na se¢ao V.2.5.

Assim, os comentdrios iniciais para a apresentacdo do problema, onde
ilustram-se o dominio fisico, as condi¢cdes de contorno prescritas e as diversas interpretacdes
fisicas (estando, neste caso, o modelo matematico aplicado a Transferéncia de Calor ou a
Mecanica dos Soélidos), sdo exatamente os mesmos realizados anteriormente na se¢ao V.2.5,

referentes a 5* Analise, sendo, portanto, aqui omitidos.

Para que um problema transiente, neste caso governado pela Equacao de
Difusdo, equagdo 1.2-5, encontre-se bem posto, além da defini¢do de sua geometria e da
prescri¢ao das condi¢des de contorno, faz-se necessario a imposi¢ao da denominada condicao
inicial, isto ¢, sdo necessarias informagdes adicionais a respeito da distribuicdo do potencial

ao longo de todo o dominio fisico do problema no instante inicial de anélise.

Sendo assim, nas diversas modelagens realizadas para este caso considera-se
que, no instante inicial, tem-se uma distribui¢cdo nula para o potencial. Matematicamente esta

condicdo ¢ expressa de acordo com a seguinte equagao:
u(x,y,O) =0 Eq. V1.2.4-1

Desta maneira, pode-se considerar a distribui¢do do potencial variando com o
tempo ao longo do dominio fisico, neste caso, como representando a variagdo da temperatura
sobre o dominio fisico do problema, desde o instante inicial, onde o dominio apresenta uma
distribui¢cdo nula de temperatura, até um determinado instante em que atinge-se a condi¢ao de

regime permanente.

Considerando-se este problema interpretado fisicamente através da Mecanica
dos Solidos, representando a deformacdo de uma membrana, por analogia tem-se que, no
instante inicial, a membrana encontra-se indeformada e, ap6s a aplicagdo do carregamento
(sobre a sub-regido I), as solucdes, nos varios intervalos de tempo, indicam as diversas
configuracdes quase-estaticas apresentadas pela membrana, até atingir-se a condigdo de

equilibrio permanente.
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Objetivos Pretendidos

Inicialmente, pretende-se verificar o comportamento apresentado pela solugdo
numeérica deste problema, obtida através da aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno,
utilizando-se de elementos de contorno quadraticos. Sendo que, para tal fim, aplica-se uma
discretizacdo pouco refinada, justamente com o proposito de averiguar a robustez do método

no calculo desta intrincada distribui¢do do potencial ao longo de tempo.

Em uma segunda etapa, realiza-se uma comparacdao entre o Método dos
Volumes Finitos ¢ o Método dos Elementos de Contorno, onde tragam-se graficos indicando a
distribuicdo do potencial ao longo do tempo, para determinados pontos no interior do dominio
fisico do problema, plotados sobre uma solu¢do numérica de referéncia, obtida utilizando-se

uma discretizacdo com um alto grau de refinamento.

Sao realizadas diversas modelagens considerando-se a relagdo existente entre a
propriedade fisica da sub-regido I e a propriedade fisica da sub-regido II, conforme
apresentado anteriormente no caso da andlise deste problema em regime permanente,

governado pela Equagdo de Poisson (vide se¢do VI1.2.5, referente a 5% analise).

Discretizacoes Utilizadas

Como nesta andlise s3o utilizados basicamente dois conjuntos de
discretizagdes, variando, de acordo com os objetivos pretendidos, com as modelagens, as
discretizacdes empregadas serdo apresentadas junto a exposicdo de cada uma destas

modelagens, a fim de tornar a apresentagao mais clara e didatica.

Resultados Numéricos

Inicialmente apresentam-se os resultados numéricos em termos do potencial,
obtidos através do Método dos Elementos de Contorno, utilizando-se de elementos de
contorno quadraticos, para alguns intervalos de tempo, referente a cada uma das anélises em

que varia-se a relagdo entre as propriedades fisicas das sub-regides.

Tais resultados sdo apresentados em uma forma gréfica, de maneira a permitir
a visualizacao de forma clara, da distribui¢do do potencial ao longo de todo o dominio fisico
do problema, em cada um dos intervalos de tempo analisados. Para tanto, sdo plotadas as

linhas equipotenciais sobre o dominio fisico.
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A discretizagdao utilizada nestas modelagens encontra-se ilustrada na figura
VI.2.4-1, onde pode-se observar a distribui¢do dos diversos elementos de contorno
quadraticos ao longo do contorno da geometria das sub-regides I e II, as quais formam o
dominio fisico do problema, assim como a localizagdo dos pontos internos interpolantes em

cada uma das sub-regioes.

T S S S Sub-regido 11
77.. L] L] ... .. .. L] )./.77

|
"o o
L]

|
"o o
L] L]

o ofle o

Sub-regido I |

o o

Figura V1.2.4-1 - Representacdo da discretiza¢ao e do conjunto de pontos internos interpolantes
utilizados nas modelagens realizadas via Método dos Elementos de Contorno para as analises
transientes.

Ressalta-se que esta discretizacdo ¢ idéntica a utilizada anteriormente, quando
da anélise deste problema em regime permanente em que foram apresentadas comparagdes
entre os Métodos dos Volumes Finitos e Elementos de Contorno, sendo que, na presente
analise, os pontos no interior do dominio da sub-regido II também sdo pontos internos
interpolantes. Embora, neste momento, ndo sejam realizadas comparagdes entre estes

diferentes métodos numéricos, optou-se pela reutilizacao de tal discretizagao.

Na tabela VI.2.4-1 encontram-se indicados os numeros de elementos de
contorno quadraticos, de pontos nodais funcionais e de pontos internos interpolantes presentes

na discretizagdo utilizada nestas modelagens.

Tabela VI.2.4-1 - Indicagdo do nuimero de pontos nodais funcionais, de pontos internos
interpolantes e de elementos de contorno utilizados nas modelagens.

Numero de Elementos de | Numero de Pontos Nodais | Numero de Pontos Internos
Contorno Quadraticos Funcionais Interpolantes

40 90 320

Discretizagao Temporal
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Contrariando a recomendacao a respeito da escolha do intervalo de tempo a ser
utilizado nas modelagens realizadas através do Método dos Elementos de Contorno, expressa
pela equacdo VI.1-1, nas andlises apresentadas a seguir, utiliza-se um Unico intervalo de
tempo, como sendo igual a 0.02 (também empregado na andlises via Método dos Volumes

Finitos).

Destaca-se que este intervalo atende a tal recomendag@o apenas para o caso da

propriedade da sub-regido I ser unitéria, pois nesta situagao tem-se:

At =002 <003125= L Eq. VI.2.4-2
2 AK

onde: A e K sdo as propriedades fisicas relacionadas ao dominio fisico do problema; e c

representa o comprimento do menor dos elementos de contorno presentes na discretizagao.

Para os demais valores empregados para a propriedade fisica da sub-regido I
nas modelagens realizas, o Método dos Elementos de Contorno apresentou um
comportamento estavel. Desta forma, pode-se concluir, pelo resultados apresentados a seguir,
que este método aplicado a Equagdo de Difusdo ¢ muito menos sensivel a escolha do intervalo
de tempo do que quando aplicado a Equagao da Onda (equacao 1.2-4) [1], pois adotando-se a
equacdo VI.1-1, para o caso em que a propriedade fisica ¢ igual a 100, ter-se-ia que utilizar
um intervalo de tempo 100 vezes menor do que o empregado nas modelagens apresentadas a

seguir.

A seguir apresentam-se os graficos contendo a distribuicdo das linhas
equipotenciais sobre o dominio fisico do problema, inicialmente para o caso em que a relagao
entre as propriedades fisicas das sub-regides I e II ¢ unitaria, isto ¢, KyKy = 1.0, e

posteriormente para os seguintes valores: Ky/Ky = 10.0 e Ky/Ky; =100.0.

Tais graficos sdo ilustrados em 6 instantes de tempo distintos, respectivamente
t=0.04;t=0.12;t=10.30; t =0.60; t = 1.00 e t = 10.00. De tal modo que pode-se observar de
que forma se comporta a distribui¢do do potencial, desde o instante inicial até atingir-se a
condi¢do de regime permanente. Isto para as modelagens realizadas com os diferentes valores

de KI/ KH.

Desta forma, na figura V1.2.4-2, apresentam-se os graficos referentes ao caso

em que Ky/Kj; = 1.00. Em tal situagdo, sob o ponto de vista da Transferéncia de Calor, pode-
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se considerar que a placa e o circuito integrado sdo formados por um mesmo material, sendo

que tem-se, ao longo do circuito integrado (sub-regido I), uma taxa de geragdo de calor.

A seguir, nas figuras VI.2.4-3 e VI.2.4-4 ilustram-se os graficos referentes a
situacdo em que Ky/Ky = 10.00 e Ky/Ky; = 100.00, respectivamente. Observe que em tais
situagdes, interpretando fisicamente o problema através da Transferéncia de Calor, a
condutividade térmica (propriedade fisica K) da sub-regido I ¢ maior do que a condutividade
térmica da sub-regido II, desta forma, a temperatura se mantém mais uniforme sobre o

circuito integrado, estando as isotermas quase que restritas a sub-regiao II.
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Figura VI1.2.4-2 - Distribuicao das linhas equipotenciais para diferentes intervalos de tempo, modelagem realizada com elementos de contorno

quadraticos. Para a seguinte relacdo entre as propriedades fisicas das sub-regioes: KI/KII=1.00
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Figura VI1.2.4-3 - Distribuicao das linhas equipotenciais para diferentes intervalos de tempo, modelagem realizada com elementos de contorno

quadraticos. Para a seguinte relacdo entre as propriedades fisicas das sub-regides: KI/KII=10.00
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Figura VI1.2.4-4 - Distribuicao das linhas equipotenciais para diferentes intervalos de tempo, modelagem realizada com elementos de contorno
quadraticos. Para a seguinte relacdo entre as propriedades fisicas das sub-regides: KI/KI1I=100.00
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Além dos comentarios feitos anteriormente sobre o comportamento da
distribui¢do de temperatura na analise deste problema transiente, considerando-se as diversas
modelagens apresentadas com diferentes valores para a relagdo entre as propriedades fisicas
das sub-regides, analisando-se os graficos das figuras VIIL.2.4-2, VII.2.4-3 e VII.2.4-4,

podem-se tecer os seguintes comentarios:

Em alguns dos graficos apresentados, tém-se, nas proximidades da fronteira da
sub-regido I, uma pequena distor¢ao nas linha equipotenciais. Este fato ocorre principalmente
devido ao “software” grafico utilizado, que adota uma interpolacdo entre os pontos onde sdao
obtidos os resultados numéricos para o potencial, e a distribuicdo adotada para tais pontos

sobre o dominio fisico do problema;

A partir da forma dos perfis, para a distribuicdo do potencial, obtidos
numericamente para as distintas modelagens, nos diversos intervalos de tempo, e através da
analise da fisica envolvida neste problema, pode-se considerar que os resultados apresentados
mostram-se bastante coerentes, em tais caso, com o comportamento esperado para a variagao

do potencial ao longo do tempo; e,

Conforme poderd ser observado posteriormente, nos graficos referentes ao
tempo de andlise t = 10.00, o problema j& encontra-se em regime permanente. Desta forma,
tais graficos podem ser comparados com os graficos apresentados anteriormente na se¢ao
V1.2, considerando-se este problema fisico modelado matematicamente, utilizando a Equagao
de Poisson. Efetuando-se tais comparagdes, pode-se observar uma excelente concordancia
entre os perfis para a distribui¢do do potencial ao longo do dominio fisico do problema, para
todos os diferentes valores adotados para a relagdo entre as propriedades fisicas das sub-

regides I e II.

A seguir sdo apresentadas as comparacdes realizadas, entre o Método dos
Volumes Finitos e o Método dos Elementos de Contorno, relativas a este problema. Para
tanto sdo empregadas discretizacdes semelhantes as utilizadas na se¢do V. Sendo que, no
presente caso, sao introduzidos pontos internos interpolantes sob a sub-regido Il de forma a
representar a ag¢do de dominio existente. Na figura VI.2.4-5 sdo apresentadas tais

discretizagdes.
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Método dos Volumes Finitos Método dos Elementos de Contorno

Figura VI.2.4-5 - Discretiza¢des empregadas pelos Métodos dos Volumes Finitos e Elementos
de Contorno, nos casos onde sdo realizadas comparagdes entre tais métodos numéricos.

Observa-se que, propositadamente, somente sao empregadas as discretizagdes
contendo um baixo grau de refinamento visando averiguar a robustez dos métodos numéricos
no calculo das varidaveis. Na tabela VI.2.4-2 encontram-se indicados os numeros de
entidades, volumes finitos e elementos de contorno, em que o dominio fisico do problema ¢
discretizado, assim como, o numero de pontos internos interpolantes utilizados nas

modelagens realizadas através do Método dos Elementos de Contorno.

Tabela VI.2.4-2 - Indicagdo do niimero de volumes finitos, de elementos de contorno e de
pontos internos interpolantes, utilizados nas discretizagdes referentes as
modelagens realizadas, respectivamente, via Método dos Volumes Finitos
e Método dos Elementos de Contorno.

Meétodo dos Volumes Finitos Método dos Elementos de Contorno
Nutmero de Volumes Finitos Numero de Pontos Internos Numero de Elementos de
Interpolantes (PI-int) Contorno
16 80 20

A fim de efetuar as comparagdes entre os diferentes métodos numéricos, sao
selecionados determinados pontos no interior do dominio fisico do problema, de tal forma a
acompanhar o valor do potencial em tais pontos, ao longo de alguns instantes de tempo
definidos. Sendo que, tais valores sdo plotados em graficos contendo as curvas representando

a variacao do potencial ao longo do tempo para a solu¢do numérica adotada como referéncia.

A solugdo numérica de referéncia adotada para esta andlise ¢ obtida através da
aplicacdo do Método dos Volumes Finitos, onde utiliza-se uma discretizagcdo altamente
refinada, contendo 108 x 108 volumes finitos, e empregando-se um intervalo de tempo de

0.02.
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Na figura VI.2.4-6 encontram-se representados, sobre o dominio fisico do
problema, os pontos selecionados ao longo da diagonal do quadrado, que sdo utilizados para a
comparagao entre as solugdes numéricas. Destaca-se que estes pontos estao centralizados em

relagdo aos volumes finitos presentes na discretizagdo de tal método numérico.
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Figura V1.2.4-6 - Representag@o dos pontos selecionados no interior do dominio fisico para a
comparagdo dos resultados numéricos.

A seguir, na figura VI.2.4-7, apresentam-se os graficos referentes as
modelagens realizadas através da aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno e do
M¢étodo dos Volumes Finitos, para os diferentes valores adotados nas modelagens realizadas

para a relacdo entre as propriedades fisicas das sub-regides I e II.
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Figura VI.2.4-7 - Representagdo da variagdo do potencial ao longo do tempo nos pontos
selecionados sobre o dominio fisico, para as diferentes modelagens realizadas. (-) Solugdo Numérica
de Referéncia; (+) Método dos Elementos de Contorno; (¢) Método dos Volumes Finitos
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De acordo com os diversos graficos apresentados, na figura VI1.2.4-7, podem-se

tecer os seguintes comentarios a respeito dos diferentes métodos numéricos:

e De maneira geral, levando-se em conta o baixo grau de refinamento adotado nas
discretizagcdes de ambos os métodos numéricos, pode-se considerar que obtiveram-se
Otimas aproximagdes, ao longo de todo o tempo de andlise, para o valor do potencial nos

pontos selecionados, isto em relagdo a solugdo numérica de referéncia;

e Observa-se que, no Método dos Volumes Finitos, a medida que aumenta-se a relagdo entre
as propriedades fisicas das sub-regides I e II (Ky/Ky;), para o ponto situado no interior da
sub-regido I, que encontra-se nas proximidades do vértice inferior do dominio fisico (onde
sao prescritas condi¢cdes de contorno naturais), tem-se um pior desempenho deste método

em relacdo a solucdo de referéncia;

e Tal fato pode ser explicado considerando-se que em tais casos a distribui¢do do potencial
torna-se mais intrincada e que, devido a aproximagdo empregada por tal método para o
tratamento de cantos no contorno do dominio fisico do problema, comete-se um maior erro
no valor estimado para este valor do potencial. Isto, provavelmente, ainda agrava-se

devido ao tipo de condi¢do de contorno imposta; e,

e Destaca-se que o Método dos Elementos de Contorno apresentou um comportamento mais
estavel para o calculo do potencial em todos os pontos selecionados no interior do dominio
fisico do problema, para as varias modelagens realizadas com os diferentes valores da

relacdo entre as propriedades fisicas das sub-regioes.



[1]

2]

[3]

[4]
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CONCLUSOES

A formulagdo do Método dos Elementos de Contorno com Dupla
Reciprocidade mostrou-se eficaz para a obtencdo das solugdes numéricas para os tipos de
equagdes aqui analisadas - Equagdo de Laplace, de Poisson e de Difusdo -, englobadas pela

Teoria de Campo Escalar, apresentando as seguintes vantagens e desvantagens:

Nos casos governados pela Equacdo de Poisson, onde a agdo de dominio possui um
valor constante, existem outras formulagdes eficientes, que apresentam uma qualidade ainda

maior, mas que perdem quanto a generalidade apresentada pela formulacao adotada; e,

Nos casos transientes, existem as formulagdes com solugdes fundamentais
dependentes do tempo que, embora sejam muito precisas, sdo computacionalmente muito
custosas e possuem uma formulacdo mais complexa, perdendo, também, em termos da

generalidade.

Esta formulagdo do Método dos Elementos de Contorno permite (a0 método)
sua aplicacdo em quase todos os tipos de problemas englobados pela Teoria de Campo
Escalar, ampliando assim, de forma significativa, sua area de atuacdo, sendo que os 6timos
resultados aqui apresentados, justificam plenamente o esforco e investimento computacional

para tal fim.

Embora ndo tenham sido abordados de maneira explicita neste trabalho, a
formulagdo do Método dos Elementos de Contorno com Dupla Reciprocidade possui
subsidios que permitem, nos casos governados pelas Equagdes de Poisson e de Difusdo, a
aplicacdo de acdes de dominio com os mais variados tipos e formas de carregamento, sem

nenhuma dificuldade extra associada. Também faculta a prescri¢do de acdes de dominio
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restritas a determinada regido do dominio com ou sem o emprego das denominadas sub-

regides, isto €, sem a necessidade da criagdo de novos sub-dominios [1, 2].

A formulagdo apresentada ja mostrou sua exceléncia em outros trabalhos, tais
como em Loeffler (1988) [1] e Partrige et. ali. (1992) [2], como sendo uma excelente opgao
no tratamento de outros tipos de Equagdes Diferenciais, como por exemplo a Equagao de
Helmoltz e a Equacdo da Onda, onde a formulacao tradicional do método ¢ insuficiente para a
transformagao do problema em termos de equagdes integrais envolvendo apenas variaveis no
contorno do dominio fisico. A maioria destes trabalhos foi feita aplicando-se elementos de
contorno constantes. Desta forma, de acordo com os resultados aqui apresentados, espera-se

resultados ainda melhores quando da utiliza¢do dos elementos de ordem superior.

Assim, uma sugestdo para posteriores trabalhos consiste justamente na
utilizagdo destes elementos ditos de ordem superior junto a Dupla Reciprocidade, frente aos
modelos matematicos expressos pela Equagao de Helmoltz e pela Equacdo da Onda, onde

existem problemas numéricos relevantes associados a obtengdo das respostas numéricas.

Conforme podde-se observar nos diversos problemas analisados o uso de
elementos de contorno de ordem superior, elementos lineares e quadraticos, de maneira geral,
apresentaram um excelente desempenho quanto a precisdo alcangada pela resposta numérica.
Embora destaque-se que, nos casos governados pela Equagdo de Laplace, onde comparam-se
a aplicacdo de elementos de contorno constantes (com tais elementos), as modelagens
realizadas com os elementos de contorno constantes, ja mostraram-se suficientemente
precisas, dependendo obviamente do grau de refinamento utilizado, para os propdsitos de

Engenharia.

Ressalta-se que apesar de nao ter sido apresentado nenhum caso onde a
geometria do dominio fisico do problema seja consideravelmente intrincada, espera-se que,
nestes casos, a aplicacao dos elementos de contorno quadraticos conduzam a um resultado
com uma maior acuracia, do que se, em tal modelagem, fossem utilizados elementos de
contorno constantes ou lineares, pois estes elementos aproximam a geometria usando fungdes
de interpolagdo lineares. Deste modo, tem-se um maior erro na representacdo de dominios
fisicos nao retilineos, que reflete diretamente no calculo dos coeficientes do sistema linear de

equacdes algébricas resultante.

Destaca-se ainda que, nas modelagens realizadas utilizando-se de elementos de

contorno constantes, os resultados apresentados no ponto nodal funcional deste elemento
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possui uma Otima aproximacao para o valor da incégnita do problema, mas que, devido ao
tipo de fun¢do de interpolacdo empregada, ao longo do comprimento de tais elementos, os
resultados ndo possuem esta caracteristica, a ndo ser no caso onde a resposta do problema

assemelha-se a ordem da fun¢o de interpolacao utilizada.

Os diferentes tipos de elementos de contorno, diferenciando-se através da
ordem das fungdes de interpolagdo empregada em sua formulacdo, possuem certas
caracteristicas que se tornam extremamente vantajosas em algumas situacdes especificas,

como por exemplo:

O elemento de contorno constante que, normalmente, devido a natureza do tipo de
aproximagao de suas incdgnitas ao longo de seu comprimento, na jungdo entre dois elementos
consecutivos apresentam um perfil descontinuo para as incdgnitas do problema. Tal
caracteristica ¢ desejavel quando da prescricdo de condi¢cdes de contorno descontinuas ou
quando ¢ esperado um resultado singular em determinado ponto, definindo-se a juncao de tais

elementos neste ponto de descontinuidade; e,

Os elementos de contorno linear e quadratico mostram um melhor desempenho, em
relacdo ao elemento constante, principalmente quando da utilizagdo de discretizagdes com um
menor grau de refinamento, apresentando uma melhor aproximacgdo para os valores das
incognitas ao longo de todos o comprimento do elemento, ainda mais no caso dos elementos
de contorno quadraticos, levando-se em conta o comentario feito anteriormente a respeito de
problemas com geometrias intrincadas, onde espera-se um melhor desempenho deste

elemento.

Uma proposta interessante referente a programagdo computacional seria
justamente a implementagao em um Unico software onde se empregariam, simultaneamente,
todos estes tipos de elementos de contorno. Deste modo, seriam aproveitadas as
caracteristicas vantajosas de cada um deles em uma tUnica discretizagcdo, empregando-os

quando estes se mostrarem mais convenientes.

De acordo com os diversos graficos e tabelas apresentados contendo o erro
percentual entre as solugdes numéricas e analiticas, para o caso da utilizacdo de elementos de
contorno lineares e quadraticos, observou-se que as respostas numéricas obtidas através do
emprego dos elementos de contorno quadriticos mostraram-se mais estdveis quando do

aumento do grau de refinamento das discretizagdes, isto ¢, mostraram-se menos susceptiveis
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ao acumulo dos erros numéricos que deterioram a qualidade dos resultados numéricos

calculados.

Nas comparagdes realizadas entre o Métodos dos Elementos Finitos e o
Método dos Volumes Finitos frente ao Método dos Elementos de Contorno, com a
formulacao de Dupla Reciprocidade aqui empregada, na grande maioria dos casos analisados,
este ltimo mostrou-se superior em varios aspectos, principalmente na precisdo alcangada
com os resultados numéricos para um determinado numero de entidades empregadas,

elementos finitos ou volumes finitos, e elementos de contorno.

Aqui cabe destacar que a comparagdo entre quaisquer métodos numéricos
diferentes ¢ sempre muito polémica, ainda mais tratando-se de métodos com formulagdes tao
distintas, como no caso do Método dos Volumes Finitos, pois ndo se consegue estabelecer
uma equivaléncia perfeita entre as entidades elementares em que o dominio fisico ¢

discretizado, neste caso, entre um volume finito e um elemento de contorno.

Uma das deficiéncias do Método dos Elementos de Contorno ¢ apresentada na
analise realizada em um dos problemas governados pela Equacao de Poisson. Trata-se do seu
emprego junto a problemas contendo dominios fisicos esbeltos, onde devido ao alto grau de
refinamento utilizado na discretizagao, e, de certo modo, agravado pela forma geométrica do
problema, ocasionou uma queda na qualidade dos resultados apds um novo refinamento desta

discretizagao inicial.

Este fato pode ser explicado através do tipo de solugdo fundamental empregada
na formulagdo do método aqui adotada, que por possuir um decaimento logaritmico, da
origem a um sistema linear de equagdes algébricas contendo matrizes cheias. Desta forma,
com o refinamento as matrizes crescem de tamanho, sendo que os coeficientes de influéncia
calculados para um determinado ponto em relagdo a um elemento de contorno distante,
embora pequenos em relacdo aos demais, possuem erros numéricos, devido principalmente,
ao calculo das integrais envolvidas, dando assim origem a um sistema que ndo representa

corretamente o modelo matematico.

Uma alternativa proposta para minimizar a0 maximo tal problema, embora
sejam necessarios testes para sua validagdo, ¢ a utiliza¢dao do recurso das sub-regides. Desta
forma, geram-se sub-dominios, onde embora exista a compatibilidade (acoplamento) entre
eles, diminuir-se-ia sensivelmente a influéncia do comportamento de um ponto em relacao a

um elemento distante, pertencente a uma outra sub-regido, que deste modo ndo teria uma
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relagdo direta com tal ponto. Neste caso, as matrizes apresentar-se-iam em blocos apds a
formagao do sistema linear de equagdes algébricas global, isto ¢, considerando-se todas as

sub-regioes.
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Apéndice 1 - Calculo das derivadas direcionais das funcoes u* e q*

. . * y . ~
Inicialmente, para o caso de u , que ¢ dado de acordo com a seguinte equagao:

. 1 Eq. AP.1-1
u (&;X) = —gln[r(i;X)]
Tem-se que:
ou’ 11 ér Eq. AP.1-2
X, 2mroX,
De acordo com a expressdo para a distancia radial r, pode-se obter:
o [Xi(X) _ Xi(i)] Eq. AP.1-3
oX, - r
Desta forma, substituido a expressdo anterior encontra-se:
ou” 1 Eq. AP.1-4

[X,(X)-X,(8)]

X, T om?
Para o caso do célculo da derivada direcional de q°, dada de acordo com a

seguinte equagao:

1 a(EX) Eq. AP.1-5
47 2nr(§;X) on

Esta equagdo pode ser expressa em notacdo indicial, como sendo:

. 1
q :_Z_Mr’jnj Eq. AP.1-6

Desta forma, a derivada direcional ¢ expressa por:

a9 . L[l } Eq. AP.1-7

ox, T Tam|r

Desenvolvendo esta equagao obtém-se:

; 1 1 1 1 rirn; ]
=512 (1r,J.nj)1r,i + r(r,jnj)’i = 50" 2 Tl +r,jnj,i] Eq. AP.1-8
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0 0X; 0 09X, 0
HToX, on onoX,

Mas sabe-se que: n; =0 pois, n

Também, introduzindo-se as seguintes expressoes:

T. r. T.
rji = (_J] r, = (__‘j rj — [_JJ Eq. AP.1-9
’ r ; ’ T ’ T

1| oo 10T L) oony If 5 5
27 r r\r/. 271 r r\ r° - r

q;=-
. 1 rrn, 1 1 1 rrn; rrn; ]
q,i__g + 1'4 +r—31‘j?nj—r—28jinj :—E + 1‘4 + 1'4 —r—zni q. AP.1-11
. 1 rrn;  r’
4i=5 —2r—4+r—4ni Eq. AP.1-12
Finalmente:
.1,
q;= py— {r n, —2rirjnj} Eq. AP.1-13
Expandindo-se a equagdo anterior obtém-se:
oq’(5x) 1 [, ox,(X) oX.(X)
= R o[ X (X)) - X, ()X (X)) - X, j )
aXi(é) 2t {r an(X) [ 1( ) 1(&-')][ J( ) J(&)] 8n(X) Eq. AP.1-14
Assim:
oq 1 , OX _ ox Ox |
—=——q1r —=2|X(X)-X X(X)-X(&)|—+|Y(X)-Y(&)|— -
ox  2mrt {r on [ ( ) (&)]_[ ( ) (é) 8n+|: ( ) (i) an_} Eq. AP.1-15
Ll N U ec (e x(x) = x(e)| &% (e ]
oy 2m {r n 2[¥(x) Y(F,)]_[X(X) X(g)] an+[Y(X) Y(¢)] an_} Eq. AP.1-16
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Apéndice 2 - Rearranjo Matricial para o Caso da Existéncia de Sub-
regido em um Problema Governado Pela Equacio de

Laplace

A seguir apresenta-se um exemplo do rearranjo matricial, para um problema
governado pela Equacdo de Laplace, tendo um dominio fisico Q2 composto por duas sub-
regides Q' e Q7 isto &, Q=0Q'+Q?, as sub-regides possuem propriedades fisicas diferentes,

K'eK? respectivamente a Qe O

Na figura AP.2-1 representa-se o dominio fisico Q discretizado através de
elementos de contorno, onde encontram-se apresentados esquematicamente os pontos nodais

funcionais utilizados.

QZ

Figura AP.2-1 - Representacdo do dominio fisico Q , o contorno I e sua derivada normal n

A seguir, aplicando-se o Método dos Elementos de contorno, tem-se o sistema
matricial completo, agrupando as contribuicdes de cada uma das duas sub-regides em

separado:



Q
Q,
Q,
Q,
Q;

Qs

Q,

Q;

Q,
QIO

G6410

G649

G, G G G
G,, G,3 G,y Gy
G;, Gy Gy Gy
G,, Gy Gy Gys
Gs, Gs3 Gsy G

Gll
G21
G341
Gy,
GSl

G6.7 G6.8

G6.6

G7A7 G7A8 G7A9 G7A10

Gy

G8.7 G8.8 G8.9 G9.IO

G&G

G947 G9.8 G9.9 G9.10
G1049

G9.6
G10.6

GlO.lO

10.8

&)

10.7

&)

U,

Uy

U,

UlO

H6.10

H649

H6.8

H6.7

Ne)

H7A8 H7A9 H 7.10

H7‘7

o

H8.8 H8.9 H 9.10

H8.7

o

H9.8 H9.9 H 9.10
HlO.lO

H947

. H& HT Hoo. H9.

H, H,, Hj;
H,; H,, H,;
H;; H,, Hi;
H,, H,, Hy
Hg; H,, Hi;

H12
H22
H342
H42
H52

R

10.9

an

10.8

T

10.7

s

10.6

T

Eq. AP.2-1

Utilizando-se as condigdes de continuidade e equilibrio na interface, vide equagdes III.5-11 e III.5-12 respectivamente,

representadas através das seguintes expressoes:

Eq. AP.2-2

U, =¢cQ,

Q, =¢cQy

sendo:

Desta forma, o sistema matricial pode ser expresso por:



254

Eq. AP.2-3

Q
Q,
Qs
Q,
Q;
Qs
Q,
Qs

G68
Gy
G8.8
G98
GIOS

10.7

Gy,
G,
Gy,
G,,
G

10.6

G
G
Gy,
Gy
G

33

G;
G,;
Gus
Gs;
Gy,
cG,
cGy,
cGy,
¢G g

O

32

G,
G,,
G,
Gs,
¢Gy 1
¢G
Gy o
¢Gy
G0

&)

35

GIS
G2.5
G4.5
GSS

&)

G4
G,y
G,
G,y
Gs,4

3.1

G

G,,
G,,
Gs,

&)

10.7

Hg,
H,,
Hyg,
H,,
H

10.6

Hg
H;,
Hyg
Hy,
H

33
10.9

H,
H,,
H,,
Hg,
Hg,
H,
Hg,
Hg,
H

T

32
1
1
1
10.10

Hy,
H,,
H,,
Hy
Hg
H,
Hy,
H,
H

s

H6 8
H 7.8
H 8.8
H 9.8
H 10.8
Sendo que, apds uma nova reordenag@o no sistema matricial obtém-se:

Hi;
H,;
Hij
H,;
Hg;

H,
H,,
H;,
H,,
Hg,

LI

Eq. AP.2-4

Qs

Q,

[
Q,
Qs
Q,
Q;

G6A8

Ges

G6A6

Gi;
G,;
G,
G,;
Gs,

G,
G,,
G;,
G,,
G;,

G, Gy
G,, G,
G, Gys
G,s Gys
G;, Gss

G

G,,
G,
Gy,
Gs,

cGyy

cGg o

G7.7 G7.8

G7.6

cGy,

CC}7410

G8.7 G&S

G8.6

cGy,

¢Gyg o

G9.7 G9.8

G9.6

cGyy

cGy g

GIOASJ Q8

G10A7

G10A6

cG g0

¢G g0

Uy

Hy,
H,,
H;;
H,;
Hg,

H12
H22
H32
H4.2
H54
H6A
H7.1
HS.I
H9.

Hi;
H,;
H;;
H,;
Hg,

H,
H,,
H;,
H,,
H,

oo

H7.7 H7.8

H7.6

H8.7 H8.8

H8.6

H9.7 H9.8

H9.6

HIOAS_

10.7

T

H10A6

Passando-se os valores incognitos da interface para o lado esquerdo da expressao matricial encontra-se finalmente:
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Q
Q,
Qs

Qs
Q,

Qs

Eq. AP.2-5

% =) ]

. G6. G./. G& G9

~ ~ ~ ~

. G6. G.L G& G9

o o o o

. G6. G.L Goo. G9

CHRCNCRoRS

CHCNCRoRS

CECECRCES

&)

10.8

10.7

&)

10.6

O

o e e e Ml

_G13
_G2.3
_G3.3
_G4 3
_G53

_Glz
_Gz.z
_G3.2
_G42
_Gsz

[3e} o o o [3e}

Hl. Hl H3. H4. HS. H6. H./. H& H9.

o (] (o} (] o

TSR

T LT

T T T T T

R

Para a formagdo do sistema matricial na forma da equagao I11.3-1, o proximo passo a ser dado consiste na aplicagdo das condi¢des

de contorno associadas a cada ponto nodal funcional pertencente ao contorno.
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Apéndice 3 - Interpretacio Geométrica das Funcio Auxiliar F' na Dupla

Reciprocidade

Um dos aspectos importantes da Dupla Reciprocidade consiste na aproximagao

da acdo de dominio, expressa pela seguinte equacao:
(X, t) = o/(t)FI(X) Eq. AP.3-1

onde F' ¢ uma fungio auxiliar, relacionando os pontos X do dominio ¢ os pontos de
interpolagao Al X (vide Capitulo IV). Tal equacao representa um combinagdo linear de

fungoes.

Nesta secdo sdao apresentados diversos graficos e tabelas para proporcionar
uma melhor interpretagdo geométrica das fungdes auxiliares F’ e da aproximagio representada
pela equacdo acima, aplicando-se tal aproximagdo para representar determinadas acdes de

dominio.

As fungdes auxiliares F' aqui analisadas pertencem a categoria das
denominadas fungdes radiais, expressas por uma combinacdo de fungdes envolvendo a

distancia euclidiana r. Tais fungdes podem ser representadas pela seguinte expressao:
F=l+r+1>+-+r" Eq. AP.3-2

A seguir, com o proposito de ilustrar a aproximagdo de uma agdo de dominio
através do uso da expressdo AP.3-1 apresenta-se o caso de uma acdo de dominio, de valor 10
unidades de a¢des de dominio (u.a.d.), constante ao longo de um dominio fisico quadrado de

lado L igual a 2 unidades de comprimento (u.c.).

Na figura AP.3-1 representa-se o dominio fisico onde aplica-se a aproximagao
da agdo de dominio. Nesta figura, representam-se os pontos interpolantes, onde sdo prescritos

os valores da acdo de dominio, neste caso constante igual a 10 unidades de agdes de dominio

(wa.d.).
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Figura AP.3-1 -Disposi¢@o dos pontos interpolantes da acdo de dominio sob o dominio fisico

De acordo com as dimensdes geometricas € o valor constante da agdo de
dominio pode-se determinar o volume formado por esta ao longo do dominio fisico do

problema, como sendo:
Volume da acdo de dominio =2 u.c. x 2 u.c. x 10 v.a.d.
Volume da acdo de dominio = 40 u.c.” u.a.d.
Os resultados obtidos para o volume da acdo de dominio, através das

aproximacoes realizadas, podem ser visualizados de acordo com a tabela AP.3-1.

Tabela AP.3-1 - Resultado para o volume da acdo de dominio

variando-se as fun¢des auxiliares

Fungao Volume
F=r 39.6045
F=r3 40.0677
F=r° 39.9441
F=r+r’ 39.1632
F=r+1>+1° 39.5583
F=r+r’+r’ 40.7394

A seguir apresentam-se graficos contendo uma perspectiva, uma vista lateral e
uma vista superior (contendo linha equipotenciais) de como a a¢do de dominio ¢ aproximada
ao longo do dominio fisico do problema, para as diversas combinagdes analisadas para a

funcdo auxiliar F.
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Segundo os gréaficos apresentados, observa-se que o uso da aproximacgao da
acdo de dominio, fornece os mesmos valores prescritos nos pontos onde prescreveu-se a “a¢ao
de dominio” e para os demais pontos pertencentes ao dominio fisico apresentam seus valores

interpolados de acordo com a funcao auxiliar utilizada.

Pode-se concluir que, segundo os resultados aqui apresentados, a escolha da
funcdo auxiliar como sendo simplesmente F = r ¢ bastante adequada pois apresenta o mais
baixo custo computacional, além do fato de que, de acordo com a tabela AP.3-1, todas as
fungdes auxiliares adotadas apresentaram um erro insignificante no célculo do volume da

acdo de dominio sobre o dominio fisico do problema.

De forma a melhor demostrar o aspecto interpolante das fungdes auxiliares F,
apresenta-se a seguir dois casos onde intencionalmente, em determinado ponto do dominio
fisico do problema, prescreve-se erroneamente o valor da a¢do de dominio como sendo um

valor nulo.

O dominio fisico destas analises ¢ composto por um quadrado de lado igual a 2
unidades de comprimento (u.c.), sendo que, na figura AP.3-8, apresenta-se sua discretizagao
contendo os pontos interpolantes, onde sdo prescritas as agdes de dominio. Tal discretizagao

¢ utilizada nos dois casos analisados a seguir.

Figura AP.3-8 -Disposi¢@o dos pontos interpolantes da agdo de dominio sob o dominio fisico

No primeiro caso, a agdo de dominio ¢ constante de valor 10 (u.a.d.) ao longo
do dominio fisico. Ressalta-se que, em seu ponto central, prescreve-se erroneamente o valor
da a¢do de dominio como sendo nulo. A figura AP.3-9 contem os graficos ilustrativos desta

analise.
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No segundo caso apresentado, a acdo de dominio possui uma variagdo linear,
sendo seu valor numérico igual a coordenada X do ponto em questdo, sendo que no ponto
central do dominio fisico prescreve-se erroneamente o valor da acdo de dominio como sendo

nulo. Na figura AP.3-10 apresentam-se os graficos ilustrativos desta analise.

De acordo com os graficos, apresentados nas figuras AP.3-9 e AP.3-10,
observa-se que, ao redor do ponto central, onde prescreveu-se erroneamente o valor da acdo
de dominio, tem-se uma distor¢do do comportamento da agdo de dominio, mas esta distor¢ao
encontra-se limitada a uma pequena parcela do dominio. Além do mais, para os pontos
interpolantes que encontram-se ao redor do ponto central, a aproximacao utilizada para a agao
de dominio faz com que, nestes pontos, a fungdo passe obrigatoriamente pelos valores

prescritos.

De fato, observa-se que a prescricao errdnea de um valor da a¢do de dominio
para um unico ponto interpolante ndo afeta de forma significativa o comportamento da funcgao
de aproximacdo, desde que se utilize um namero adequado de pontos interpolantes.
Consequentemente, ndo ha alteracao significativa da resposta numérica de um problema com

estas caracteristicas, conforme pode ser observado em Loeffler (1988).
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