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RESUMO

A medida que os sistemas mecanicos tornam-se mais
flexiveis novos fenbmenos da dindmica de sistemas, antes
menos importantes por causa da baixa probabilidade de sua
ocorréncia, ganham relevancia. Entre estes estdo os sistemas
com vibro-impactos. E que os sistemas mais flexiveis
terminam por amplificar os fendmenos que ocorrem nos
impactos e ha participacdo destes fendmenos na dinamica

global dos sistema.

O trabalho apresenta um estudo sobre sistemas com vibro-
impacto, tomando como objeto de estudo particular um
sistema massa-mola-amortecedor com excitagdo pela base
cujo movimento é limitado lateralmente por obstaculos contra
0S qQquais a massa em movimento colide. O sistema é
analisado na sua forma adimensional onde nossa pesquisa se
concentra na busca de condigdes de existéncia e estabilidade
de certos tipos de movimento. A busca exaustiva da
existéncia e estabilidade de muitos padrboes de movimento
nao é o objetivo do trabalho. Por ora estamos buscando
apenas a descri¢cao detalhada da técnica e a estruturagao de
ferramentas computacionais que facilitem este trabalho.
Vencida esta etapa, apresentam-se algumas analises para os
padroes de movimento mais comuns com resultados
satisfatorios que podem nos trazer interessantes
questionamentos para expansao deste, o que na verdade

aparece como sugestéo para trabalhos futuros.

Palavras-Chave: Oscilagoes, vibragdes, vibro-Impacto,

balango harmonico



ABSTRACT

As mechanical systems become more flexible new
phenomena of dynamic systems, before less important
because of the low probability of its occurrence, gain

importance. Among these are systems with vibro-impacts.

Is that the Systems more flexible end up amplifying the
phenomena that occur during the impacts and there is
contribution these phenomena in the dynamics of the global

system.

This paper presents a study on systems with vibro-impact,
taking as an object of particular study a mass-spring-damper
excited by the base, whose movement is laterally limited by

obstacles against which the moving mass collides.

The system is analyzed in its dimensionless form where our
research focuses on studying the conditions of existence and

stability of certain types of movement.

The exhaustive search of the existence and of the stability of
many standard of movement is not the objective this your
work. We will only describe in detail the technical and
computational tools that can facilitate work like is. After this
step, we present some analysis to the movement patterns

most common, with interesting conclusions.

Keyworks: Oscillations, vibration, vibro-Impact, harmonic

balance
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Lista de Simbolos
Capitulo 1

A =Folga dada em unidade de comprimento, distancia entre o bloco e o batente

. . ~ A
& = Representa a folga adimensional, relacdo —
Yo

m = Massa do corpo
k = Constante elastica ou rigidez da mola
¢ = Constante viscosa que em algumas bibliografias aparece como “b”.

z =z(t), que é uma fungao temporal que governa o movimento da massa em relagao

a base que se movimenta com uma fung&o horéria cossenoidal = Yo €08 P!

p =Frequéncia perturbadora ou excitatéria

Yo = Amplitude maxima

t = Tempo em segundos

Capitulo 2

v =5 = velocidade de deslocamento da base em relagdo a um referencial fixo

Fatiito = Forca de atrito

P= Posic¢ao do corpo num instante t qualquer

x', = s = Deslocamento da base em relag&o a um referencial fixo.

x' =s' =s,= Amplitude referente ao deslocamento cossenoidal da base
@, = Frequéncia fundamental

¢ = Fator de amortecimento

7 = Tempo adimensional

x = Deslocamento adimensionalizado



@ = Razao entre as frequéncias

f = f(r) =uma fungao genérica

Capitulo 3
A, = Acosg
A, = Aseng

A = coeficiente a determinar

7 = Instante final da colisdo

7, = Instante em que o estado do sistema € conhecido, onde i € o numero de
colisbes

J = Matriz que rege a transferéncia de momento linear entre os estados anterior e
posterior a colisao

" e ¢~ indicam os instantes infinitesimalmente antes e apds o instante da colis&o.
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1 INTRODUGAO

1.1 DESCRIGCAO DO PROBLEMA

Uma importante parte dos sistemas dinamicos é representada por aqueles sistemas
cujo movimento se da durante interagbes impactantes entre massas do mesmo
sistema, ou seja, no intervalo infimo duragdo do impacto - instante. Estes sistemas
sao conhecidos como vibro-impactantes e a maioria sado considerados como
sistemas nao-lineares. (RAGULSKIENE,1974 p. 320).

Muitos destes sdo regidos por equagdes proprias de movimentos peridédicos e que
podem gerar uma funcional — que alguns afirmam ser uma funcdo dentro de outra

funcado — mantendo uma periodicidade que pode vir a ser manipulada.

O citado acima pode ser visto em varias correntes de estudos que envolvem
vibragbes. No nosso caso estaremos analisando um corpo movimentando-se sobre

uma base movel.

Embora haja muitas aplicagdes importantes de vibragdes livres, a classe mais
importante de problemas de vibragdo €& aquela na qual o movimento &
continuamente excitado por uma for¢ca de perturbacdo (MERIAM 1999), o que
sugeriria a utilizagcdo do método da perturbagcédo para resolugdo de problemas que
envolvem estes sistemas. Contundo os métodos numéricos de aproximagao como o
Balanco Harménico (ou equilibrio harmbnico) sdo simples e sistematicos, o que
viabiliza a sua implementacdo e melhora o desempenho computacional em relagao
aos métodos analiticos como o método da perturbagcdo (LEWANDOWSKI,1992).

Em relagdo ao nosso problema, consideremos o sistema apresentado na figura 1.1,
que consiste de uma base oscilante na qual se movimenta um bloco, este conectado
a base por um suporte visco-elastico. O movimento corpo € limitado pelos batentes
da base oscilante, contra os quais o sistema massa-mola-amortecedor impacta

repetidamente.

15
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Figura 1.1: Sistema cujos movimentos sdo objeto de estudo, em que
“z=z(t)” que é uma fungdo temporal que governa o movimento da massa
em relagdo a base que se movimenta com uma fungdo horaria
cossenoidal y = y,cosat.

O sistema apresentado pode ser analisado sob diferentes prismas como, por

exemplo:

a) Resposta dinamica global do sistema massa-mola-amortecedor e suas
particularidades como dependéncia do conjunto de parametros que o
caracterizam, isto €, como dependéncia da frequéncia natural do sistema linear
associado, do amortecimento, da folga e de sua assimetria, da excitagcdo e das

condig¢des iniciais do movimento;

b) Dindmica global do sistema massa-mola-amortecedor + base oscilante e suas
particularidades como dependéncia do conjunto de parametros que caracterizam

o sistema;

c) Efeitos de desgaste dos impactos e sua dependéncia com os parametros que

caracterizam o sistema;

d) Caracteristicas das ondas sonoras geradas pelos impactos e sua dependéncia

com os padrées de movimento do sistema;

e) Distribuicdo espectral de energia como dependéncia dos padrdes de movimento

do sistema;

Cada item anterior pode ser ainda, desdobrado, em diversos subitens. No caso da

resposta dindmica global (item a), pode-se destacar, por exemplo:

a.1) Condi¢des de ressonancia nao linear, isto €, de energia maxima na resposta

com energia minima na excitagao;
a.2) Analise de movimento para diversos modelos de contato na regido de impacto;
a.3) Condic¢des de existéncia e estabilidade de movimentos periodicos;

a.4) Condig¢des para ocorréncia de caos;
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a.5) Relagdo entre a dissipagcdo de energia no movimento macro, viscosa, e a

dissipagao de energia no impacto;

O presente trabalho esta focado no estudo de condi¢cdes de existéncia e estabilidade
de movimentos periédicos, fixando-se, obviamente, algumas caracteristicas do

sistema, a saber:

a) O elemento que conecta a massa a base oscilante é visco-elastico e responde

linearmente, isto €, a mola e o amortecedor viscoso sdo lineares;

b) O impacto entre a massa o batente sera considerado frontal, de forma que o

movimento oscilatdrio da massa sera sempre unidirecional,

c) O movimento y(r) da base oscilante € prescrito e ndo sofre perturbacdo do

movimento da massa m, nem mesmo das colisoes.

Pode-se questionar a suposi¢cao de que o movimento da base oscilante nao sofre
interferéncia do movimento do corpo a ela conectado, nem mesmo nos instantes do
impacto. Nao deve ser enxergada nenhuma estranheza nesta hipotese, sobretudo
para quem considera razoavel a aplicagdo de uma forga harménica de amplitude
preestabelecida, por exemplo, em sistemas, lineares ou nao, amplamente
explorados na literatura, Hartog (1985), Nayfeh (1973), Mook (1976), Strogatz
(2000). Na verdade, a hipdtese implica apenas em uma fonte de energia mecanica o
bastante robusta para, compensando todas as perturbagdes externas a ela, inclusive
as do movimento do corpo de massa m e suas colisdbes contra a base oscilante,

manter sob controle o movimento prescrito.

E o problema, j& abordado por Mook (1976), dos sistemas ditos ideais, em
contraposicao aos sistemas reais ndo ideais. A dindmica da fonte de energia,
quando nao garantida seu comportamento ideal deve ser levado em conta no
equacionamento do problema. Neste, estaremos considerando a fonte de energia
que garante o movimento da base oscilante como ideal, ou garante a energia

necessaria para a garantia do movimento descrito.

Esta é exatamente a mesma suposi¢ao que fica por traz do modelo de uma forga de

amplitude preestabelecida: A fonte que produz esta forga é suficientemente robusta
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para manté-la. Utilizam-se muitas vezes, alias, sistemas retroalimentados para a

garantia de que a forga excitadora obedeca as caracteristicas desejadas.

O objetivo geral € a modelagem e analise dos possiveis movimentos do sistema
constante da figura 1.1, o qual depende das muitas possiveis combinag¢des de
parametros. Sabe-se, todavia, que, na pratica a resposta em frequéncia assume
importancia fundamental porque se mostra importante tanto como parametro de

projeto quanto como estratégia de controle. Como objetivos especificos, tém-se:
a) Analise da existéncia de determinados padrées de movimento;

b) Analise da estabilidade destes padrdes de movimento;

1.2  REVISAO BIBLIOGRAFICA

Estudos sobre sistemas com vibro-impacto ganharam muita importancia na ultima

década, e comporta hoje varias linhas internas de pesquisa, entre as quais:
- Projeto e otimizagdo de amortecedores de vibragdo por impacto

- Préteses de joelhos humanas

- Comportamento de fluidos betuminosos

- Analise de padrdes de movimentos e estudo de sua estabilidade;

Luo et al. (2008) estudaram a ressonéncia 1:4 num sistema de dois graus de
liberdade com vibro-impacto, analisando bifurcacbes em torno desta ressonancia
através de mapas de Poincaré e derivagdo no sistema lineariazado. Uma resso-

nancia 1:4 € uma ressonancia que ocorre em um quarto da frequéncia de excitagao.

TIPLER (1999 p.226) afirma que em uma colisdo, dois objetos interagem fortemente
em tempo muito curto. Neste instante as forcas externas sdo muito menores que as

forcas de interacdo entre os corpos.

Antes e depois da colisdo a interagdo entre os dois objetos é pequena comparada
com a interagdo durante a colisdo. Para os menos atentos vamos lembrar que

quando a energia cinética calculada apés a colisdo € igual ao que havia
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anteriormente — tudo isso em modulo (valor numérico) — dizemos que a colisdo é
perfeitamente elastica (TIPLER 1999 p. 231).

Este processo de colisdo acaba por promover uma area de interesse voltada para o
comportamento do corpo durante sucessivas colisdes e em que ponto e/ou instante
todo um sistema, que esta sob a agdo de uma forgca excitatoria e externa, alcancgara

a estabilidade.

BRINDEU (2000 p. 2494) alega que para o estudo da estabilidade,

[...] devemos considerar também o movimento perturbado do sistema, o que
o difere de um movimento puramente peridédico para um certo nimero de
colisbes, os parametros de movimento tém outros valores além dos
periodos no movimento. Devido a estas perturbagdes, também no intervalo
de tempo entre as duas sucessivas colisdes, as leis do movimento séo
perturbadas ou sofrem variagoes.

E é muito feliz ao postular que

[...] a ocorréncia de movimentos perturbados que diferem de movimentos
periédicos € resultado de pequenas perturbagdes iniciais nos parametros
dos movimentos periddicos. Suponhamos que as perturbagbes séao
pequenas e decrescentes — em determinado momento — onde neste
intervalo elas tendam assintoticamente a zero. Neste caso o movimento
periédico é considerado assintoticamente estavel (BRINDEU 2000 p. 2494).

E comum ao estudar este tipo de fendmeno verificar que as ferramentas
matematicas mais eficientes para analise de resultados de sistemas complexos que
envolvem uma série de repeticbes sejam as Séries de Taylor e Séries de Fourier.
Esta segunda possui uma particularidade que para o nosso estudo o torna mais
agradavel do ponto de vista econémico, por que nos reduz o tempo computacional
ao fazermos analise de frequéncia ao passo que acabaremos utilizando também a

transformada de Fouirier.

Na mesma linha, Pinto (2006) afirma que o objetivo da analise de Fourier é
conseguir representar uma fung¢ao na variavel tempo usando outra base que nao os

eixos cartesianos. A nova base é constituida por funcbdes seno e cosseno.

O Manual de Simulagdo de Circuitos via Projeto Avancado de Sistemas' apresenta

! Agilent ADS Circuit Simulation Manual, Chap. 7, Harmonic Balance.

19



20

uma boa definicdo para o citado:

[...JEquilibrio harménico é uma técnica de analise de freqiéncia-dominio
para simulacbes de sistemas lineares e néo-lineares. Baseia-se na
suposigao que para uma dada excitagao sinusoidal

(S(t) = A, = k,.Cos(wt+¢)— eq. genérica) existe uma solugdo para o
estado-permanente (steady-state) com uma aproximagdo bastante

satisfatoria por meio de séries finitas de Fourier.
No mesmo contexto encontramos no trabalho de MACDONALD (1993 p. 6368) uma
afirmativa em que a rotina para aplicagdo do Método de Balango Harmdnico para
aproximacao de solugcbes periddica com equagdes diferenciais ordinarias nao

lineares, segue 0s seguintes passos:

1 - Selecionar uma parte da solucdo que estda em uma série de Fourier truncada, ou

condicionando apenas termos «a,cos(nwt), tendo n até N, ou com ambos os

termos seno e cosseno, conforme o caso. Inserir esta solucdo da equacéo, e
ignorar quaisquer harmdnicos superiores (termos com n > N) gerados pelas

condicdes nao-lineares.

2 - Reduzir a zero os coeficientes do harménico retido, obtendo assim um conjunto
de equagdes nao lineares acopladas para a freqiéncia @ e as amplitudes da

parte da solugdo escolhida e em seguida, resolve-las.

WOO et al. (2005) nos tras uma informacao preciosa quando afianga que, quando o
meétodo de equilibrio harmbnico é aplicado a um sistema nao-linear, normalmente,
apenas certo numero de condi¢cbes harmébnicas é retido, consequentemente a série
de Fourier truncada determina o erro. Isto vem do fato de que a solu¢do exata de um

sistema nao-linear arbitrario existe na forma de uma série de Fourier infinita.

SMITH (2008) durante suas Analises de Movimentos Periddicos faz uso deste
método descritivo de uma funcdo (também chamado de método do balancgo
harmonico), ja@ que o mesmo utiliza técnicas de dominio da frequéncia (séries de
Fourier) para investigar o comportamento ciclico em sistemas nao lineares, dado
que método envolve uma aproximagao, porém, toda via, frequentemente toma uma

predigdo (do que pode ocorrer) segura a respeito do limite do comportamento ciclico.
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O Manual de Simulacdo de Circuitos via Projeto Avangcado de Sistemas, ja
referenciado na pagina anterior, informa que o método de equilibrio harménico é
interativo. Esta baseado na suposi¢cao que para uma determinada excitagdo senoidal
existe uma solugcdo de estado permanente que pode ser aproximada a precisao

satisfatéria por meio de umas séries de Fourier finitas.

Dai, podemos citar OGATA (2003 p 401), que diz que o termo resposta em
frequéncia significa a resposta em regime permanente de um sistema a uma entrada
senoidal, o que estabelece que se a entrada x(t) for um sinal senoidal a saida em
regime permanente também sera um sinal senoidal com a mesma freqiéncia, mas

possivelmente o médulo e o angulo de fase seréo diferentes.

Neste trabalho analisam-se condigdes de existéncia e estabilidade de movimentos

regulares em sistemas com vibro-impacto e harmonicamente excitados.

1.3 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

A dissertagéo esta assim organizada:
- Este primeiro capitulo situa e contextualiza o problema estudado;

- O capitulo 2 apresenta modelagem do sistema estudado e os resultados de

algumas simulagdes;

- O capitulo 3 apresenta a analise de existéncia e estabilidade do movimento com

periodo de ordem 1 e dois impactos por periodo, uniformemente distribuidos;

- O capitulo 4 apresenta a analise do movimento com periodo de ordem 1 através do

método do balango harmédnico;

- O capitulo 5 apresenta a analise do trabalho e as conclusoes;
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2 MODELAGEM DO SISTEMA

2.1 MOVIMENTO RELATIVO

Inicialmente temos dois referenciais inerciais: S'- que pode ser representado por
(O',x,y',z't') - inerente ao movimento do objeto localizado no ponto P e um segundo
referencial S, dado por um observador externo centrado em O, o qual nés

representaremos por (O,x,y,z,t).

y
—
A A
S y’ S’ P
X'

— yf ————P— —>

”l x | -
x!

Figura 2.1. Movimento de S’ em relacdo a S com velocidade relativa v = —s',pSen(pt), onde
s'sé amplitude do movimento do ponto e p é a excitacdo devido a uma forca perturbadora F

Suponhamos que o movimento de P (observar que este P refere-se a localizacao de
um corpo no espago num instante r e este nada tem a ver com oscilagéo
perturbadora p) ocorra devido ao movimento de S ' e que o sistema seja inercial e

sem atrito estatico e sem atrito dindmico em relagéo a base (na horizontal, Fatito = 0).

Fazemos entio:

x'’»= deslocamento de O" em relagao a ponto P e

x'»= deslocamento da base em relacdo a O. Onde a base

corresponde ao sistema S".

Facamos o seguinte experimento mental: Moveremos a base para tras. Como nao
ha atrito, qualquer corpo situado em P continuara parado. Para que o movimento de
P esteja vinculado ao movimento da base colocaremos uma haste ligando a

extremidade em O’ até o corpo localizado em P. Desta forma se trazermos a base
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para esquerda iremos por meio de tragdo mover o corpo também para esquerda.

Vamos agora trocar a haste por uma corda ou corddo. Trazendo a base para
esquerda e cessando o movimento da base teremos uma colisdo entre o corpo e a
parede esquerda da base, pois de acordo com a primeira lei, todo corpo tende a
manter seu movimento inicial (retilineo e uniforme ou em repouso) desde que nao
haja for¢as externas agindo sobre o mesmo. Lembrando que n&o estamos admitindo

a forga de atrito.

Faremos agora uma nova alteracdo na nossa bancada de experimento mental.

Trocaremos o cordao por uma mola ideal.

Como se trata de uma mola ideal, devemos lembrar que F =—-kx=—ks € uma forca
restauradora. Bom, para ndo ficarmos enjoados, vamos puxar a base para direita,
teremos no primeiro instante que o movimento do corpo linkado obedecera ao
movimento da base. No momento que cessamos o0 movimento da base, o corpo
tende a manter seu movimento inicial. Porém neste momento surge um intruso que
tem o propésito de alterar o estado inicial do corpo. Aparece a forca restaurada
intrinseca da mola, que tende a fazer com que o corpo ligado a mola retorne a

posicdo de onde comegou 0 movimento.

Contudo se base retomar o movimento para tras (esquerda) instantaneamente

teremos um deslocamento relativo de P em relagdo a O da seguinte maneira:

X, =X—X
b p (1.1)

deslocamento do corpo amarrado a mola (x',) + deslocamento da base (x',) =

distancia entre O e P (ponto onde esta situado o corpo no instante t) = ¥
Mas qual é o deslocamento de S’ em relagcéo a S?

Fazendo uma relagédo entre as coordenadas e tomando v como velocidade da base

relativa a S, temos:
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xy—=x-vt ou x=x),+wvt (2.2a e 2.2b)

cujo movimento da base em nosso caso (particularidade do problema) é governado

por :

x',=x', Cos(pt) (2.3)

Porém a partir de agora chamaremos x',=s e x',=s',= s,

Essa exposigédo associada ao estudo do diagrama do corpo livre justifica a equacao

2.4 que vem a seguir.
2.2 EQUACOES DO MOVIMENTO

O sistema a ser modelado é o descrito na secéo 1.1, repetido na figura 2.1, com
apenas alteracdo na variavel “Y” que passaremos usar “S”. O equilibrio dindmico das
forcas atuante sobre o corpo rigido de massa m quando este se desloca entre os

dois batentes, resulta na seguinte equacao diferencial:

! A A |
1 L]

k " 7

c

—»S =8, COS pt
(@) ,
A —> V
%
] L] e —
c
—>S =S, COs pt

—> § = §, COS pf (b)

[
‘ >

.
>

Figura 2.2: Sistema cujos movimentos sdo objeto de estudo, onde v é a velocidade da base.
Em (a) representa¢do da folga A como elemento fixo com valor constante determinado
arbitrariamente. Em (b) colisdo do bloco com anteparo devido ao movimento da base durante

um determinado periodo.
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mi+c(z—§)+k(z—s5)=0 (2.4)
Onde ¢ é a constante viscosa e k& é a constante da mola e m é a massa do bloco.

Definindo y=z—-s, com s=s,cos pt e lembrando que p é a excitagdo devido a uma

forca perturbadora F, podemos escrever
my +cy+ky =—-ms (2.5)

de modo que, levando em consideragcédo a fungédo temporal preestabelecida para a

coordenada s, tem-se:
my +cy +ky = mp’s, cos pt (2.6)

A equacao 2.6 vale apenas enquanto o movimento ocorre no intervalo entre os dois
batentes. Quando o corpo atinge um dos batentes, inicia-se um processo de colisao
que deve ser adequadamente modelado. Neste trabalho vamos aplicar o modelo de

colisdo convencional (BRACH 1991, p.6) no qual:

a) O lapso temporal da colisao sera considerado nulo, que na verdade torna nosso
sistema ideal, j& que havera conversao de energia (entre cinética e potencial),

bem como dissipagédo, num intervalo de tempo zero.

b) Como consequéncia da suposi¢cao anterior, a perda de energia durante a colisdo
sera representada por um coeficiente de reconstituicdo, que é fungdo das

energias cinéticas no final e no inicio do processo de coliséo.

c) O impulso produzido pela forgca de colisdo € muito maior que os impulsos das

demais forgas durante a coliso.

Nao obstante as hipéteses acima parecerem muito restritivas em relacdo aos
sistemas reais, elas tém sido aplicadas por diversos autores na modelagem de
sistema com impactos (BRACH 1991 p.48).

Para expressar a dinamica do sistema numa forma adimensional definimos:
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w0=\/E fe regyr = 2P =P onde f=f(r) (2.7)
m

2\ km dr o 20)
Fazendo y'= 4 = d(y) , podemos entéo dizer que y'=iﬁ, conseqlentemente
dr  d(wy) @, dt
W 1 d’y dy d’y

= , desta forma w y'="2=7y e w’,)"= =% entdo my+cy+ky =—-ms
= ar WV= o TY Y= =Y y+cy+ky

. . 2 _
fica: mo,”y"+cw,y'+ky = —ms"

2
e fazendo uso das equagbes 2.7, com x':% e x'"= thf temos :

2
mao 2k kx .ox"
— x"+—§ Yt =—maw s" = X"+2k&'+x=—y s", pois — ="

o o

Yo Yo Yo Yo

Recordando que s = s, cos pt =5, cos w7 tem-se § = —w’s, cos(wz), de forma que

X428+ x = @ y,ys, COS OT (2.8)

Adotando

Yo L termo de adimensionalizagdo da equagéo 2.8 (2.9)
So

tem-se a equacao na forma adimensional:
¥ 428+ x = 0* cos ot (2.10)
A equacéo 2.10 é a forma adimensional da equacgéo 2.6.

Sabendo que o deslocamentoy, na equacdo 2.6, equivale a folga A, podemos

- . . ~ A
definir a folga adimensional conforme a relagdo s =—
Yo
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De forma que a equacado 2.10 é valida para—¢<x<+¢, devendo-se proceder a
atualizagdo do estado nos instantes de impacto, isto €, quandox=+¢, onde ¢ &

nossa forma adimensional da folga.

Com a hipotese de lapso temporal na colisdo, a solu¢gado da equacao (2.10) pode ser
expressa, no intervalo de validade, em funcdo do estado do sistema ao fim da
colisdo, isto €, em funcao da posicao e da velocidade ao fim do processo de coliséo.
Obviamente que, considerando-se estas condigdes como a condi¢gdes de inicio do

movimento, o tempo sera também contado a partir do instante final da colis&o.

Denominando-se este instante por 7, a respectiva velocidade por v, a respectiva

posicao por x e supondo que o sistema nao é criticamente amortecido (§ # 1) tem-se

x =ae" (=2) 4 a,e’ (=) 4 Acos Pcos w7z + Asen gsen @t
x=ateh (=) 4 a,l,e™ (%) _ 4wcos gsen w7t + Awsen ¢ cos ot (2.11)

X =ade" (=) 4 a,/3e” (%) _ 49” cos $coswr — Aw® sen psen wr
onde

=== Jjyl=¢ ==+ jyl-¢

o’ (1 - a)z) ®’ (25 a))

Acos¢ = Asen¢ =
(1-0*f +(2c0) (1-0?f + 2co)
(2.12)

o 2, (% — Acosgcos wt — Asen gsen wt)— (9 + Awcos gpsen wf — Awsen ¢cos or)
1 b=
4 _ — Ak —Acosgcos @i — Asen psen wt)+ (v + Awcos gsen wf — Awsen ¢ cos oF)
, =

=4

Assim, conclui-se que:
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2

A o
Ji-o?] + 2o
B 1-w*
cos¢ = \/(1_(02)2 +(2§a))2 (2.13)
sen g = (2¢0)
J (1 - a)z)z +(28w)

x(#)=a, +a, + Acosgcos wf + Asen psen ot = X

x'(f) =a, A +a,A, — Awcosgsen w7 + Awsen pcos wT =V

de modo que a resposta satisfaz as condi¢des iniciais do problema.

Por fim tem-se

X"2&+x = a;- (212 + 284, + 1)~ exp[/?1 (r — f)]+ a, - (/ﬁ + 284, + l)- exp[/l2 (r — f)]+
Acosart- [(1 —®°)cosp+2Ewsen ¢]+ Asenwr - [(1 — " )seng—2Ewcos ¢]

Das equagdes (2.12) vem

A28 +1=25+2E0,+1=0

2
(2

(l—a)z)cos¢+2§a)sen¢ =7

(1-w*)seng—2Ewcos g =0

Logo se tem x"+2&'+x = @ coswr , como explicitado na equagdo do movimento.
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2.2 ALGORITMO DE SOLUGCAO DA RESPOSTA TEMPORAL

O sistema representado na figura 2.1 é dito linear por intervalos, mas sua dindmica
global é nao linear. A resposta temporal pode ser obtida a partir das solugdes das
respostas em cada lapso temporal de resposta linear, desde que o estado no inicio
do intervalo seja conhecido. A figura 2.3 apresenta o fluxograma do algoritmo de

solucgao.

O fluxograma apresenta trés blocos principais de comandos, a saber:

- O bloco 1 estabelece as condigdes iniciais do movimento antes da primeira colisao

e controla as condi¢des de finalizagdo da simulagéo;

- O bloco 2 procura um intervalo temporal no qual se possa grantir a ocorréncia de
uma colisdo. Nao se determina precisamente neste bloco o instante da colisdo, mas

apenas os limites dentro dos quais se garanta a ocorréncia dela;

- O bloco 3 utiliza as condigdes limites da saida do bloco 2 e, por um processo de
biseccéo, determina, com a melhor exatiddo que o processador do computador e o

sistema operacional permitirem, o instante da colisdo.

Uma vez determinado o instante da colisdo, as condi¢bes para o movimento até a
proxima colisdo sao detrminados, retornando ao bloco 1 pera verificagéo de término.
N&o satisfeita a condigdo de término, vai-se ao bloco 2 para procura de nova coliséo,

repetindo-se as rotinas.

Prefere-se aplicar a resposta exata em cada intervalo a aplicagdo de uma integracéo
numérica, como Runge-Kutta (ENCICLOPEDIA LIVRE, 2009), por exemplo, porque
a aproximagao da solugdo ocorrera apenas no instante da colisao, raz&o pela qual a
resposta sera menos perturbada. Isto €& particularmente importante quando se
deseja analisar fendmenos como bifurcagbes e transicdo para o caos (lbrahim-
2009).

Como todo o movimento entre dois impactos € regido por uma equacéo linear, é
possivel aplicar ferramentas de analise considerando apenas os instantes de
impactos para a descricdo, qualitativa e quantitativa, dos fenbmenos nao lineares.
Assim, a exatiddo para a determinacao de tais instantes de impacto €, se a analise

for numérica, crucial.
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No algoritmo aplicado neste trabalho, a exatiddo utilizada na determinagdo do
instante do impacto é a melhor possivel determinada pela precisdo da maquina
utilizada. Assim, se as condi¢des de software e hardware permitirem uma mantissa

com maior numero de casas decimais, automaticamente o algoritmo determinara o

instante com a exatidao correspondente.

O programa computacional que representa o algoritmo da figura 2.1 é apresentado

no Anexo |.
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2.3RESULTADOS DA SIMULACAO: ALGUNS PADROES DE RESPOSTA

As figuras apresentadas nesta seg¢do sdo resultam do programa computacional
desenvolvido, apresentado no Anexo I. O objetivo é discutir varios dos padrdes de
resposta apresentados pelo sistema, dependendo dos parametros, da frequéncia de

excitacéo e da folga.

Antes de comentar os padrées de resposta € preciso ter em mente que qualquer
resposta periddica tem periodo necessariamente igual ou multiplo do periodo

correspondente a fungao excitadora, isto é:

Ee N, N= conjunto dos numeros naturais (2.14)

27

A demonstracdo de que tal assertiva € verdade vem da superposicdo de fungoes
periodicas, usada na propria série de Fourier. Por definicdo, uma funcao temporal

f(¢) periddica satisfaz a equagéo

fe+T)=f(c) VieR

Por consequéncia:

fle+nT]= flt+(n-1)T]= flt+(n-2)T]=--- = flt+T]f(t) VteRneN (2.15)
Suponhamos agora a superposi¢ao de duas fungdes temporais periédicas

h(t)= /() + gle)

sendo T, e T, os periodos respectivos de cada fungdo. Ora, para que h(t) seja

periddica deve-se observar
We+T)=fe+T)+gle+T)=hlr) (2.16)

Ora, se T for simultaneamente multiplo de 7, e de T7,, a equagéo (2.15) garante a
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veracidade da equacéo 2.16. Mais que, isto: se T for multiplo de um dos periodos

(T, ou T,), a periodicidade da fung&o h(t) sO sera verdadeira se T for também

multiplo do outro.

Suponhamos que T n&o seja multiplo nem de 7, nem de 7,. Nesta situacéo, a

equacao (2.16) pode ser escrita na forma

h(t+T)=f(t+Tf +Atf)+ g(t+Tg +Atg):f(t+Tf)+ g(t+Tg)+ Af +Ag = h(r) (2.17)
Ora, como f(t+7,)=f(t) e glt+T,)=g(r) segue que

fle+1,)+ gle+T,)=h(r), de forma que a periodicidade da equagao (2.17) exigiria:

Af +Ag =0 (2.18)

Obedecer a igualdade 2.18 em um Unico instante ndo implica nenhuma
consequéncia maior. No entanto, obedecé-la para todos os instantes, exigira que as

diferengcas Af e Ag, tomadas em relacdo a fungdes periddicas, sejam sempre
simétricas, o que implicara a prépria periodicidade das diferengas Af e Ag. Mais do
que isto, os periodos de Af e Ag deverdo ter um multiplo comum, implicando que

T, e T, também deverao ter um multiplo comum.

Vé-se, portanto, a partir da equagbes 2.15 a 2.18, que a periodicidade de uma
funcdo que € a superposicdo de duas outras fungbes exige que os periodos das
fungdes superpostas tenham um periodo minimo igual ao minimo multiplo comum

dos periodos das fun¢des superpostas.

No caso da resposta do sistema sob estudo, vé-se, na equagéo 2.11, que a resposta
€ superposi¢cdo de uma funcao periddica excitatéria, de periodo T=2—” e de uma
w

resposta da equagdo homogénea, naturalmente ndo periddica, mas oscilante na
frequéncia natural do sistema, e que devera se tornar globalmente periédica por

causa dos impactos. A “freqiéncia” adimensional » ja representa a razdo entre a
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frequéncia da excitacdo e da frequéncia natural do sistema, razdo pela qual, em
qualquer caso, o periodo no “tempo” adimensional r sera sempre multiplo de T,
como estabelecido na equacgéo 2.14. Quando o periodo da resposta for o mesmo da
excitacao, dir-se-a que o periodo é de ordem 1, sera dito de ordem 2 se for o dobro,

de ordem 3 se for o triplo, e assim sucessivamente.

0.1
0.08f -~~~

0.06f— -~ -
0.04F------1--~-~-
0.02f- /-

-0.02|-

Deslocamento
?
|
|
|
|
|
e
|
|
|
|
|

004~~~ -
-0.06

0

Figura 2.4: Movimento com periodo de ordem 1 e 4 impactos por periodo, onde vimos nas
equagoes 2.7 que os pardmetros abaixo sdo adimensionais, assim como o tempo e o
deslocamento — os circulos indicam as regioes de impacto. O periodo recomega no ponto em
que se encontra o primeiro circulo vermelho. (@ =0.5 £¢=0.1 £=0.05 x, =0 v, = O‘

Deslocamento

Figura 2.5: Movimento com periodo de ordem 1 e 4 impactos por periodo — observe que os
impacto ocorrem em & =|0.2| ‘a) =056=02¢£=0.05 x=0v,=0

As figuras (2.4) e (2.5) mostram periodos de ordem 1, com resposta muito bem

comportada, apresentando periodo de primeira ordem, isto €, igual ao da excitagao,
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com trés impactos por periodo. Vé-se, no entanto, que mudancas no parametro
relativo a folga podem levar a respostas de topologia diferenciada, como mostram as
figuras (2.6) e (2.7). Repara-se que, em ¢ ~0.313, 0 movimento, embora permaneca

com periodo de ordem 1, passa a apresentar apenas 2 impactos por periodo.
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Figura 2.6: Movimento com periodo de ordem 1 e 4 impactos por periodo
®=0.5 £=0.3122905376553790 £=0.05 x5 =0 vy = 0‘
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Figura 2.7: Movimento com periodo de ordem 1 e 2 impactos por periodo
®w=0.5 £=0.3122905376553791 £=0.05 x5 =0 v, =0

A figura (2.8) apresenta um movimento com periodo de ordem 1 e dois impactos
periodo, que ocorre quando a folga esta muito proxima a amplitude do oscilador
harménico forcado que caracteriza o sistema quando ndo ha colisdes. Para o valor

de ¢ escolhido, o valor desta amplitude € 0.332595 .

35




36

0.4

0.3

0.2

0.1

0
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-0.2

-0.3

04y 0.5

Figura 2.8: Movimento com a folga proxima a amplitude do movimento linear
®=0.5 £=0.332 £=0.05 x; =0 v, =0,

Nas folgas menores ocorrem fendmenos mais interessantes. A figura (2.9), por
exemplo, apresenta um movimento quase-periddico com periodo aparente de ordem
3. Para esta folga, a cada trés periodos da fung¢ao excitadora ocorrem 19, 20 ou 21
impactos. Ja a figura (2.10) apresenta um movimento n&o peridédico na transicéo até
ao movimento peridodico com periodo de ordem 1, apresentado na figura (2.11). A

transicao ocorre para ¢ ~0.091390 .

o | R O 1 O o
! F A T Y
WU NN NN (U W T
BN NN AN YA T e It
OO YO 0 0 LY P 1
AT 1 A o o

Figura 2.9: Movimento quase-periodico na ordem 3. ~ 20 impactos por periodo aparente.
=05 £=0.09 £=0.05 x, =0 vy =0
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Figura 2.12: Movimento ndo periodico
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As figuras (2.12) a (2.16) apresentam mudancas dinamicas que ocorrem, para

®w=1.0 e £=0.05, em alguns intervalos de &. As figuras (2.12) a (2.15), para

£~0.216, mostram a existéncia de movimento ndo periédico que, dependendo do

intervalo de observacéao, pode ser confundido com movimento quase periédico.
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Figura

2.13: Transi¢do de quase periodico para ndo periodico.

®=1.0 £=021604 £=0.05 x)=0 vy =0|
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Figura

2.14: Aparente movimento quase-periddico que nao se confirma no futuro.

®=1.0 £=021604 £=0.05 x,=0 v, =0
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Figura 2.15: Aparente movimento com amplitudes moduladas que n&o se confirma no futuro.
w=1.0 £=0.21604 £=0.05 xy=0 v, =0

A figura (2.13) condensa o que ocorre para ¢=0.21604. Na figura podem ser

identificados trés lapsos temporais distintos, a saber:

a) No inicio da janela a resposta é quase-periddica. Esta parte da resposta temporal

€ ampliada na figura (2.14);

b) Na porcao central da janela temporal, ampliada na figura (2.11), repara-se uma

espécie de modulacdo dos maximos nao relacionamentos diretamente aos

impactos, mas que, como mostra a figura (2.13), ndo se confirma.

¢) Mais ao final da janela, vé-se uma resposta graficamente muito diferente das duas
anteriores. Como destacado na figura (2.13), trata-se de movimento n&o

periodico, que € a caracteristica da dindmica global no caso.
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Figura 2.16: Movimento no periédico, conforme mostrado na figura 2.11

w=1.0 £=021604 £=0.05 x,=0 v, =0

As figuras (2.16) e (2.17) mostram que, provavelmente, ocorre em &£~0.216 a

migracao de movimento n&o periédico para movimento com periodo de ordem 2

(figura 2.16) para ordem 1 (figura 2.17). Ja as figuras (2.18) e (2.19) mostram a

migracao de periodo de ordem 2 para periodo de ordem 1 quando & ~0.2305.
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Figura 2.17: Movimento com periodo de ordem 2 e 10 impactos por periodo.

®=1.0 £=022 £=0.05 xy=0 vy =0
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Figura 2.18: Movimento com periodo de ordem 2 e 10 impactos por periodo.

w=1.0 £=0.2305 £=0.05 xy=0 v, =0
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Figura 2.19: Movimento com periodo de ordem 1 e 5 impactos por periodo.

w=1.0 £=02383 £=0.05 x=0 v, =0

Nova transicdo ocorre em ¢ ~0.2385, como mostram as figuras (2.19) a (2.21), regiao

na qual o movimento muda de periodo de ordem 1 com cinco impactos por periodo

(figura 2.19), passa por uma janela de movimento nao periddico (figura 2.20) e

termina como movimento peridédico com dois impactos por periodo (figura 2.21).
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Figura

2.20:

Movimento n&o periddico.

©=1.0 £=02384 £=0.05 xy=0 v, =0|
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Figura 2.21: Movimento com periodo de ordem 1 e 2 impactos por periodo.

®=1.0 £=0.2386 £=0.05 xy=0 vy =0|

As figuras (2.22) a (2.30) apresentam padrbes de movimento diversos para

variagdes da folga quando w=1 e £=0.05, sem preocupagao em precisar as regides

de transi¢ao. Vale chamar a atenc¢ao para a possibilidade de movimentos periddicos

de frequéncia fundamental muito mais baixa que a da excitagdo, como, por exemplo,

o caso da figura (2.29), para ¢ =4, caso em que o periodo € de ordem seis, com oito

impactos por periodo. Vé-se que as mudangas de caracteristicas do movimento n&o

guardam nenhuma tendéncia com a folga, podendo mudar radicalmente a topologia.

Reparemos, por exemplo, as drasticas mudancas entre as respostas:

a)

Para ¢=1e ¢=1.5;
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4.0;

35ec¢

Para ¢=25e £=3.0;

Para ¢

b)
c)

43
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Figura 2.23: Movimento com periodo de ordem 1 e 2 impactos por periodo.
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Figura 2.24: Movimento com periodo de ordem 3 e 4 impactos por periodo.
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Figura 2.25: Movimento com periodo de ordem 3 e 4 impactos por periodo.
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Figura 2.26: Movimento com periodo de ordem 1 e 2 impactos por periodo.
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Figura 2.27: Movimento com periodo de ordem 2 e 2 impactos por periodo.
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Figura 2.28: Movimento com periodo de ordem 1 e 2 impactos por periodo.
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Figura 2.29: Movimento com periodo de ordem 6 e 8 impactos por periodo.
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Figura 2.30: Movimento com periodo de ordem 2 e 2 impactos por periodo.
®=1.0 £6=45 £=0.05 xy=0 vy =0

Por fim, a figura 2.30 apresenta mais um caso movimento periddico de periodo de
ordem seis, resultando um movimento de frequéncia fundamental bem mais baixa
que a excitacdo. Nao resta duvida, no entanto, de que a energia presente num sinal
com estas caracteristicas € maior na frequéncia de ordem seis, isto é, o coeficiente

da harmoénica de ordem seis tera magnitude preponderante em relagdo aos demais.

Deslocamento
i Tttt e e e e

Figura 2.30: Movimento com periodo de ordem 6 e 12 impactos por periodo.
®=10 =8 £=0.05 x)=0 v, =0

46



47

3 EXISTENCIA E ESTABILIDADE DE PADROES DE MOVIMENTO

3.1 ANALISE DA EQUACAO DE MOVIMENTO

O sistema analisado esta reproduzido na figura 3.1, com a equacdo de movimento
adimensional na equacao 3.1. Neste capitulo propde-se analisar a existéncia e

estabilidade de certos padrées de movimento.

A A

] —>Z
W}C/\/i m +H
C

—»S = S5, COS pt

Figura 3.1: Sistema cujos movimentos sdo objeto de estudo

X428 +x=0" cos ot (3.1)

onde

x= &= - T =yt x—@ w="L" o —\/E
s 2 km ¢ dr o, ° \m
Consideremos a resposta constante da equacéao 2.8, a saber:

Aa(z=2) | p oA (77)

x=ae +be + A.coswt + A senwrt

x=al,e" (=) 4 bi,e™ (r=2) _ A.osenwt + A,wcos ot

Supondo que o estado do sistema no instante 7, seja conhecido. Assim, enquanto o

anteparo néo for atingido, o estado futuro pode ser determinado pelas equagdes

Ao (z=7;)

x=ae™ +be (e=n) 4 A.coswt + A sen ot

(3.2)

x=ahe (r=r) 4 b Aye™ (r=r) _ A.wsen ot + A,wcos ot
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onde, de acordo com as equacdes (2.9):

Ay =—6=Jl=¢ Ay ==C+ jyl=¢

2o 2 2
A =Acosg= @ (1 @ ) A, =Aseng = o (26w)
(1 - a)z)2 + (25(0)2 (1 - a)z)2 + (25&))2
(3.3)
0= A [x[ — A.coswr, — A, sen a)ri]— [v,- +A.0 sen(a)z',-)— Ao cos(a)z',- )]
i ﬂ’b - ;i’a
b= A, (x[ —A.coswrt; — A, sen a)r,-)+ (v[ + A.wsen wt, — A,wcos a)r,-)
[ ﬂ’b - ;i’a
O estado futuro, representado pelo vetor x = [xir)} pode ser escrito na forma:
X(T
_ cos ot Cos T
x(7)=A(7,7)-x(7)+B(z,7)- +B- , onde (3.4)
sen o7 sen 7
/1b e/la(r—f)_ /10 e/lb(r—f) e/lb(r—f)_ e/la (c-7)
U (3.4-a)
Ay = A4 Ad _(eza (c-7)_ eﬂb(r—f)) PRI PRI,
AC AS
B-= (3.4-b)
wA, —wA,
B! Pl ]112} com (3.4-c)
;tb - ;ta b21 b22
b= Ac(/lb fol9_ 5 eﬁ.b(r—f))_ - (exlb(r—f)_ eﬁ.u(r—r”))
By = As(/lb ul=)_ 5 e/lb(r—f)) r o Ac(e/lb(r—f)_ e/la(r—f))
(3.4-c)

1;21 = A, (ei“ (r=f)_ % (r_f))— @A, (ﬂb % (r=7)_ A4 e (r_f))

522 =—A A, (eﬂa (z-2)_ o/ (f—f))_ oA, (/1b elb(r—f)_ A, oHa (f_f))

Repara-se, todavia, que
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. 1 y) Az r)_i 2 (7—%) A (r-2) _ A (r—%) — A4, — A,
A(r.2)-(-B)= T
Ay =2y ﬂalb~(e“ —e™ ) A, €0\ 3 e wA;, + oA,
b, b,
~—A(r,7)-B= !jl ﬂu} com
b21 b22

a

by = _Ac(ﬂ“b Halr=2)_ 5 eﬂ.,,(r—f))_ - (exl,,(r—f)_ o (r—f)):l;“
by = — As(/lb ful=D_ 5 e/lb(r—f)) r o Ac(elb(r—f)_ e/ia(r—f)): B

1521 = A, (el“ (=) o2 (r_f))— @A, (/11, nlr=f)_ A4 gla (74)): 1;21

by, = —A A (el“ (r=2)_ e (T_f))— A, (xlb e =) A€ (T_f)): by,

Assim, pode-se escrever B=A(r,7)-(-B), de forma a resposta do sistema pode ser

expressa na forma

coswT coswT
x(r)zA(r,f)~x(f)—A(r,f)-B~{ }+B-[ } (3.5)

sen w7 senwr

E facil mostrar que A(7,7)=1, de forma que a equacao trivial x(7) = x(7) faciimente se

observa na equacéo (3.5).

O modelo adotado para o processo de colisdo, ja explicado no capitulo 2, envolve
uma transferéncia de momento linear entre o corpo cujo movimento se analisa e a

base oscilante a qual é fixado, e pode ser equacionado da seguinte forma:
1 0 B B
x(77) = {O ]x(ri y=J-x(77) (3.6)
—e

onde J é a matriz que rege a transferéncia de momento linear entre os estados

anterior e posterior a colisdo e r" e 7~ indicam os instantes infinitesimalmente antes

e apos o instante da colisao.
A resposta num instante 7, apds i colisdes, pode ser obtida do seguinte modo:
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(a) Seja x(z,) = [x0 vO]T a condigao inicial do movimento e, até a primeira coliséo, ter-se-a:

CoS @7 coS wT
x(7)=A(7,75) X(7y) — A(7,74) - B~ +B-
sen @t sen Wt

(b) Seja r, o instante da primeira colisdo e, até a colisdo seguinte, ter-se-a

B COS OT, cos w7
x(7) = A(zr,7))-J-x(7;,) - A(z,7,)-B- +B-
sen @, sen w7

onde x(z;) indica que o estado referido € computado com a equacgéo do item

anterior (a), substituindo-se 7 por z,.

De fato, para r =7, tem-se

+ - COSO)’L'1 COSO)’L'1
x(z}) = A(z,,7,)-J-x(z7) - A(z,,7,) - B- +B.
SCHCOTI sena)rl

Levando em conta que A(z,7) =1, vem x(z;)=J-x(z, ), que & exatamente o que

Se espera.

(c) Seja r, o instante da segunda colisao e ter-se-a

B cos w7, COS T
x(7)=A(r,7,) - J-x(7,) - A(7,7,)-B- +B-
sen wr, sen Wt

d) Seja r; o instante da i-ésima colisdo e ter-se-a:

COS T, COS T
X(T)ZA(T’TZ')'J'X(TI')_A(T’Ti)'B'|: I}FB'{ }
Sen wr,; sen wr

Seguindo a sistematica apresentada, pode escrever que na (i+1)-ésima colisao,

que ocorrera no instante r,,,, observar-se-a:

i+l

x(r) = A(z,7,)-J-x(7) )~ A(z,7,) - B- [“’S ”T'} " B-[COW} (3.7)

sen or, sen ot
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Multiplicando a equacgéo (3.7) por J, podemos escrever

COS T, coswt
J-x(r;l):J-A(r,ri)-J-x(ri_)—J-A(r,ri)-B-{ ’}+J-B-[ } (3.8)
sen @r, sen @t

Seja x;=[x, v,] o estado do sistema imediatamente apés a i-ésima colisdo.

i

. X
Assim, pode-se escrever que J-x(z,) :{
\%

i

] de forma que a equacéo (3.8) fica:

Xi+1 = J 'A(ATi)'Xl. _J A(ATI)B .|:COS a)Ti:|+J B '{COS a)THl:| (38)

sen or, sen ort,,,

onde Ar; =7,,,—7, € as matrizes A(Ar) e B sdo as apresentadas nas equacoes

(3.4-a) e (3.4-b), respectivamente.

3.2 CONDICOES PARA MOVIMENTO PERIODICO COM DOIS IMPACTOS POR
PERIODO E IGUALMENTE DISTRIBUIDOS NO PERIODO.

Suponhamos que se queira analisar o padrdo de movimento periédico no qual
ocorram dois impactos por periodo, com igual lapso de tempo entre eles. Séo

condicdes necessarias e suficientes para a existéncia deste padrao de movimento:

Tisl :Tz’+5 Ty =0;+T

(3.9)
Xiva =X Vito =V
onde T é o periodo do movimento. Observemos que o padrdo de movimento

descrito pode ser obtido para duas condicdes no instante ., conforme ilustra

i+l

esquematicamente a figura 3.2, a saber: x,,, =—x;, ou x,, =+x;.
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v

<

\T \ \T
i+l = X X, =+X;

i+1 i
(a) (b)

v

Figura 3.2: Representacdo esquemdtica de movimentos com dois impactos por
periodo igualmente espagados no tempo.

Assim, ter-se-a:

T
T =70+t T =7+T
2 (3.10)

Xip2 =X Xip1 = 1X; Visa Vi

Como visto no capitulo 2, o periodo do movimento, que é, a cada intervalo, a
superposi¢cao de uma funcao oscilante na frequencia natural (unitaria para o sistema
adimensional) e na frequencia da excitagao (w), sera, no minimo, o MMC dos
periodos das duas funcdes superpostas. De toda forma, sera um multiplo do valor do

valor da frequéncia da excitagao, de forma que se pode escrever:
T=n?%, neN (3.11)
w

Assim, combinando as equacgdes (3.8), (3.10) e (3.11), podemos escrever

COS w7, COS w7,

= Ay 1A B |y 0 312
Sen wr, Sen wr,
COS w7, COS w7,

X,-+z=J'A(§)'X,-+1+J-A(§)'B'{ ’}+J'B'[ } (3.13)
Sen W, Sen wr,;

Apenas para simplificar a escrita, a partir de agora, nesta secado, utilizaremos a

notagcdo mais simplificada e escreveremos simplesmente A em vez de A(%) Assim,
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tem-se

X, :J-A-xi+]§-{coswri} e X,., :J-A-XHI—E-[COS@T’} (3.14-a)
sen wt,; Sen o,

onde

B=(J-A-B+J-B)=(J-A+J)-B=J-(A+1)-B (3.14-b)

A soma das equagdes (3.13, membro a membro), resulta

L X, TX = J'A'(Xi+1 +Xi)

Recordando que, para as condigdes de periodicidade estabelecidas (equagéo 3.10),
deve-se ter x,,, =x;, vem:
X, +X, :J-A-(x +xl.)

i+l

A igualdade anterior s6 é possivel quando

J-A=1 nao diz respeito ao problema fisico
~ P ~ X = —X.
~dou [I-J-A|=0 nao é solugao do problema real = :
. x X2 =X =X
ou X, +X, =0 solugdo procurada

Ora fica, portanto, descartada a hipotese de ocorréncia de movimento com a
topologia esquematizada na figura (3.2-b), ja que a periodicidade com dois impactos

por periodo igualmente espacados no tempo exige x;,, =—X;.

Voltando a equacéo (3.14), escrevemos

-~ | COST. - | COS@T;
—xi:J-A-xi+B-{ T’}:.'.xi:—(J-A+I)1-B-{ T’]e (3.15)
Sen wr, Sen o,

53



54

senwr, sen wr, (3.16)
i _ |coswr, '
= [I—(J A)z} (J-A-1) Lenm]

Obviamente a equagdes (3.15) e (3.16) exigem que
- AP @-A-1)=-@-A+1)"
0 que certamente ocorre, como se mostra abaixo

J AP A-D=-- A1) S I--AF] =-@-A+1)"-(3-A-1)" >
=@ AP =0 A-D)-@-A+D] S 1-@-AF] =o-ar-1]" >
3-AP =i-@-Ar2]" ...cqd

Isto mostra que as equagdes (3.14) ndo independentes e basta, agora, tomar uma

delas para determinar as condi¢cdes de existéncia do movimento em analise.

O que estaria mesmo impondo a equacgao (3.15)? Nada mais que as condigbes de

fase entre a resposta e a excitacdo para que exista o estado x; que permita o

padrdo de movimento desejado. Reparemos que n&o ha, na equagdo (3.15),
nenhuma restricdo com relacdo ao parametro folga, que determina a posi¢ao em
que os impactos ocorrem. Para saber se determinado movimento pode ocorrer, em
uma determinada frequéncia, para uma determinada folga, dados os demais

parametros do sistema, deve-se impor:

x,=—(J-A+1)" -E-{COSMJ:[‘Q} (3.17)

sen wr,

O que estabelece a equacao (3.17)? Nada mais que as condigdes de fase e a
velocidade necessaria ao final da colisdo para que a proxima colisdo ocorra na
posicao e instante tais que assegurem o padrao de movimento.

E se estas condi¢gdes ndo puderem ser satisfeitas? A conclusao é que o padrao de

54



55

movimento estipulado n&o pode ocorrer.

Como determinar as condicbes de fase e a velocidade? Para responder a esta

pergunta, retornemos a equacgao (3.17) e fagamos
P=—(J-A+I)"-B (3.18)

de forma que a equacao pode ser escrita como

cos wT; £ Dy COS@T; + p,senwr; =& (a)
x,=P- = = (3.19)

1
sen o7, v, D21 COS@T; + py,senwr; =v; (D)

A solucdo da equacéo 3.18-a leva a seguinte solugéo para a fase

cosa)ri=a-77i,8-w/1—772

, onde (3.20-a)
sen wr; =B-nFa-1-n°
2 P ﬁ — J40) (320-b)

\/P121 +P122

77: a:
\/P121+P122 \/P121+P122

Repare-se que a condigdo de existéncia do padrdo de movimento indicado passa

2 . .
pelo termo (1-7"), que deve ser maior ou igual a zero para que coswr; € senwr,,

necessariamente reais, existam. Também a condigéo necessaria sen’ wr; + cos’ oz, =1
¢é satisfeita independentemente de . Entédo, para que o movimento estudado exista,

a condig¢ao (necessaria, mas nao suficiente) deve ser satisfeita:
n* <1 (3.21)

De posse das condigbes de fase na equacgao (3.20-a), a equagéao (3.20-b) fornecera
a velocidade necessaria, completando as condigbes de existéncia do padrdo de

movimento, de forma que podemos escrever:

Vi =(0"P21 +ﬂ'Pzz)'77+(i,B‘P21 1a‘Pzz)‘ 1_772 (3.22)
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3.3 DEPENDENCIA DA RESPOSTA PERMANENTE AS CONDIGCOES INICIAIS DO
MOVIMENTO

As figuras (3.3) a (3.5) apresentam o movimento do sistema para as mesmas
frequéncia, folga e amortecimento, diferenciando apenas a velocidade inicial do
movimento. A escala de tempo esta devidamente transladada para evidenciar a
ordem do periodo do movimento peridédico (se houver). A resposta é tomada apos

um grande numero de colisdes (no caso, apds 5.000 colisdes).

Nota-se a dependéncia da resposta do estado permanente as condi¢des iniciais do
movimento. Assim, as condi¢cdes de periodicidade obtidas, por exemplo, na secéo

anterior, estdo sujeitas ainda a outro condicionamento, a saber: a regido do espago

o.2+ # ,,,,, L S ]
| | | | | | | | |
T2 LS R S 0 N N R A R R Ny 8
| | | | | | | | |
R R Bh ARE RNk (B EER | F| BELERE R R B IEE - {- R IRt o
2 oosd kot LI L T N s N
o . | | | | | | | |
E | | | | | | |
g o Tyt it st A i A Wi TTITT
2 0050 ----| o S MU R A (R | Y W 1 - AL
8 ’ | | | | | | | |
01 | | | | | | |
01—t r-———==m-13-— - -——r-r—fF-—=rtuw--——f\r-——- | - == - == -
orsll . AR s
Rl ‘ BRI :
0.2 ---- I Tl Sl e (ol St i 1y Bt ol Rl By - it et it Tttty
i i i i i i i i i
-0.25 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo

10 £=021604 £=0.05 x,=0 v,=0.05]

Figura 3.3: Movimento n&o perioddico ‘a) -

o | | | | | | | | |
0.2- dH- - Y __ B I/ __ N N R - — __ [ T I _ 4l
0

= | | | | | | | | |
S i e i et e At el s k¥ Al st i i ks o il s e st i o s B
P RV Ty Ty e A Y YL Y T Y|
=S 1 11 o

\} H“'\ ‘\ H]{H [ 1]
L2 J e B o et o e Sl o it Al ol o Sl B Sl f i Rl it l el B Sl el el B Sl ol el s B
0-2% ‘2 4‘1 23 é 1‘0 1‘2 1L1 1‘6 1‘8 20
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Figura 3.4: Movimento quase peri6dico @=10 £=021604 £=005 x)=0 v=0.075
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Figura 3.5: Movimento periédico com periodo de primeira ordem e 2 impactos por periodo.

®=1.0 £=021604 £=0.05 xy=0 v)=0.10]

de solucdo do problema onde o movimento comega. Pode acontecer, por exemplo,

dependendo das condi¢cdes iniciais, que o estado permanente de movimento

periddico seja estabelecido apds poucos impactos ou apdés um numero muito grande

de impactos, a depender das condigdes iniciais do movimento.

As figuras (3.6) a (3.7) apresentam a situacdo para duas condi¢des quando o

movimento ocorre na ressonancia e a folga esta fixada em 0.24. O lapso temporal

até ao estado permanente pode variar muito a depender das condigdes iniciais do

movimento. Isto € um problema quando as medi¢cdées analisadas se referem uma

janela temporal muito pequena, pois pode ser necessario muito tempo para que haja

0.25 \ : =
| apo6s 3700 colisdes ‘
o2Fr--- - —— - - - - - == 4 - _—— el - - - - - - —
| | | | |
05— - N SO | I S | R ]
| | | | |
T 1 T T A A -
9 | | | | |
5 005 [\ R A R A SRR R R R At 1
= | | | | |
§ O R RA R LR e SRy AL
o | | | | |
Q005 f----d---f-royo oo I S B i R o At iy e il A .
D | | | | |
01H------ B e e B -t == = — | T e i i e
| | | | |
045 ----------- R f-mmm - - qommmmm---- L R
| | | | |
-0.2 e V- ____ ) ____ W - _____ o
; | ; | ;
0-2% 0.5 1 15 2 25
Tempo
Figura 3.6: Movimento periédico apds 3700 colisdes: 12 ordem e 2 impactos por periodo.
w=10 =024 £=005 x,=0 v,=0
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a supressao de efeitos de certas perturbagdes, por exemplo. A figura (3.8) apresenta
a resposta, para as mesmas condigdes da figura (3.6), mas apds 370 colisbes, em

vez de 3700.

0.25

0.2
0.15

0.1

0.05

-0.05

Deslocamento

-0.1

-0.15
-0.2

-0.25

Figura 3.7: Movimento periédico apds 370 colisbes: 12 ordem e 2 impactos por periodo.

=10 £=024 £=005 x;=0 v,=0.10]
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Figura 3.6: Movimento apds 370 colisoes: ndo peridodico nesta janela temporal.

=10 £=024 £=005 x)=0 v,=0.0|

Uma vez obtido, das equacgdes (3.19) e (3.20), o estado que deve ser observado ao

fim de cada colisdo para que o movimento seja periodico nas condigoes

estabelecidas, € possivel determinar, pela equacao (3.5) qual deve ser a condigcéo

inicial para que, ja ao final da primeira colisdo, aquele estado seja alcangado. De

fato, observemos que, considerando o estado x; computado na equagao (3.20)

como aquele estabelecido logo apds a primeira colis&o, isto €, x; =x, e 7, =7, pode-
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se aplicar a equacédo (3.5) para obter as condigdes iniciais que permitam tal

condigado. Nesta situacao, tem-se

1
J7x, = A(1,,0) - X, — A(7,,0)- B { } +B. {Cosml} (3.23)
0 sen wr,
de forma que
|
x, = A(z,00-J" - x, + B { } ~A(7,,0)"-B- {COSM‘} (3.24)
0 sen wr,

Tomemos, por exemplo, o caso da figura (3.6), no qual o movimento periédico foi
estabelecido apos 3700 colisées. A equacéao (3.19) resulta que, para o movimento
periddico com periodo de ordem 1 e dois impactos por periodo, o estado apds as

colisbes deve ser, para £ =0.24:

X, = +2.400000000000000e-001 COSWT; | |+9.988044945680058e-001 C325)
i -7.832994343137028e-001 sen wr; -4.888334717212606e-002 )

Assim, a condicdo inicial que, logo apds o primeiro impacto, resulta a condicéo de

movimento periodico é:

(3.26)

[2.791032138e—001:|
< =

8.155860770e-001

Repare que o deslocamento inicial teria de ser maior que a prépria folga. O que isto
indica? Que n&o € possivel que o movimento seja periddico logo apds a primeira
colisdo com as condigcdes de fase (determinadas a priori) entre resposta e excitagao.

Isto pode ser resolvido por uma translacado da fungao excitadora que, em vez de ser
escrita como @’ coswt, poderia ser escrita como ®’ cos(a)t+go), de forma que o
parametro ¢ pudesse ser adequadamente ajustado para que a condig¢ao inicial

fosse fixada dentro dos limites da folga, ou até mesmo fixada numa posicéao

determinada (zero, por exemplo), ajustando-se, entédo, apenas a velocidade.
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Mais importante, todavia, que determinar uma condicdo exata, sempre de facil
manipulagdo num cédigo computacional, é verificar as condigdes de existéncia do
padrdao de movimento para uma determinada frequéncia e folga que sera feito na

proxima segao.

3.4 REGIAO DE EXISTENCIA DO MOVIMENTO COM PERIODO DE ORDEM 1 E
DOIS IMPACTOS POR PERIODO, UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDOS

Para o movimento peridédico estudado na segao 3.2, tem-se

de forma que, pelas equagdes (3.14-b) e (3.18) tem-se

A -1 1Pu P2
P==t { com (3.27)
A Py Pxn
® ®l4pd &l Pd 6 & x &l 4 P6 Y JoXo) 0
BT S TS B N S S S & S SN
D=¢lpe lge Hlp-lap GeéH e tlpe” T Pyt
& zlap0  @lpP60
¢ §wy Swa-
+elpl &-e +e o
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aelbpt} aelapt.') aep(laﬂb)@ aelbpt}
v SR § o
P11 =lpee A+ pA.e -lpee A.-A N p+ AN WA e
&l 4 pd &l ppd a&p(l,+1p0 &l 4 pd &l pPpd
9_+ 9_+ g_+ 9_+ g_+
e Wg e Wg e w [} e Wg e Vg
-el ,e A.-1 44, € +ee | ,A4, tewd e -ewd e
&Iap.o
g_—
—wAse
&l pPd el 4 Po a&p(l,t1p0o &l ppd
¢ —= ¢ —= ¢ —= ¢ —=
e Wg e Wg e w [} e Wg
p12=eAS|be +IbASe —ASIb—Ibee AS—IaASe
&l 4 Po &l 4 Pd &l pPd P2 YA oJ)
¢ — ¢ —= ¢ — ¢ —
e w e w e w e w
-edgl e g—ewAce g—wAce @ +twAd,e Q+As|u
epl,+1p0 &l p Po
w4 W o
e @ e
tel, e AgtewAd.e
ge &l Pd &l Pd &plqt 10 &l ,P6
¢ 5 I y e Vg e Y o 4 o€ y
p21:—g- lplgd.e +wAlpe +1lpe wdg -1 pwdge -wAgly
&l ,Pd &p(,+1p0o &l pPo @&l p6 2
g_+ 9—+ 9_+ g_—_
e Vg e w o e Vg e Wgo
+21 5l 44, -l,e wA +wAgl,+1 ,wA e -wAgl e g
ge ! pPd &l 4 Pd 2! pPd &l 4 Pd
¢ —= ¢ —= ¢ — ¢ —
¢ é Vg e Vg é Wg é
p22232|b|a1‘lse _2|b|aASe +wAC|be -IbwACe
a&p(l,t1p0 a&p(l,+1p0 &l pPd
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Sabendo que

Ay =6 = Jl=¢ Ay ==G+jyl=¢

o \l—w
g )y o)
A =Acosg= (1_w2)2+(2§w)2 A, —Asen¢—(1_w2)2+(2§a))z

(3.28)

é possivel construir um mapa que mostre as regides onde a condicdo n° <1 n&o é
satisfeita. A figura (3.7) mostra o mapa no plano (a)g) para os valores de £=0 e

e=1. A regido em que a folga ndo excede a amplitude do movimento do sistema

linear, situagao em que ha impactos no regime permanente, € indicada na figura.

12 :

-
o
I

©
I

Amplitude do movimento linear
T

N
I

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
9]

Figura 3.7: Amplitude do sistema linear e indica¢do da regido de impactos. | = 0.05

Ha, portanto, um valor critico de n correspondente ao limite entre as regides. Se o

valor critico ndo ultrapassar a unidade, o padrdo de movimento em estudo é

possivel, nesta frequéncia, para qualquer valor da folga. O valor critico de p

depende apenas de ¢ e de w. Levando em conta que a amplitude do sistema linear

é

A= o’ (3.29)
\/(1 - a)z)2 + (250))2

tem-se

62



®* 1

e Y-} + (20 N

de modo que, substituindo as equacgoes (3.28) e (3.29) na equacéo (3.27), vem:
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(3.30)

& 3xpd . 2 3xpod >
¢ w & = 2] 0 ¢ —= =2
2 1-x = w / 2 . 1-Xx =
hcr——4+8e2ee Qx 1-x smg p_- € Qex 1-x smg p:
e w [} e w
& 2xpd 5 & 2pxd & 2xpd
¢ w = o'ez 1 o} ¢ —= T F=2)
-X =+ w 2 w 24A/1-x
+2W ee gcosg p+ +16 € QeX —4eee gcosg
e w [} e W
& 2xpo 5 & 2xpo S & & 2px0
¢ —w * %2 1 o] ¢ —= =2 o] ¢C —+
-X = w 2 2A1-x + 2 w
-Zezee 92 cosg p_ +4ee 2 % cosg p+ -2e2W ee @
¢ ¢
e w o e w (4]
& 2px0 & xpo 5 & 2px0
¢ w =~ v & 0o ¢ —+
/ 2 . 1-Xx w
+4eW ee g+8 ee gx 1-x Slng p_ +4X -12ee 8
e w @
& 4pxd & 2pxd & 4px0 & xpb >
¢ 7 ¢ e ¢t ¢wE o, @ 6
2 w 2 1-x =
_4e2ee Q_Zezee Q+4eze QX -8ee QX cosg p+
e w 4]
& 2pxd & xpo . & xpd > 4
¢ w T ¢ W 2,/ o T+ *® o)
-X + w 2 . 1-x +
-2ee 0+Seee gcosg p+ € gx’\fl—x smg p+
w @ e w 4]
& 2px0 & 3xp0 5 @ 3xpd =
¢ —+ ¢ —+ = 2] 0 ¢ —* =2 0
2 w w 2 1-x + 1-x =
-2wW ee g-8ee gex cosg p_ +8e2ee Qcosg p+
e w o e w (4]
22 Xpo > & 2xpd > s
¢ W =2 0 ¢ —= =2 0
2 1-x + w 2 . c241-x =
-8ee® ? x 0058 p+—4e2ee Qx'\/l-x smg p+
e w o e w (4]
& 2xpd 5 & 3xpo S &
¢ ~w * aez 1 (O (¢}
- X =+ w 2 1-x =
-2ee gcosg p_-Sezee 2 x cosg p;
e w 4] w @
3xpd S s & 2xpo >
Q'T x 1 o C T x (o}
-X = w . 2 1-x =
+8e® ecosg p++4ee 2 xAl1-x smg p+
e w o e w 4]
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® 2xpd S & & 2xpo 3 5
¢ —+ & / 0 ¢ —+ & 0
2 W 2 1-X - 2 w 2 1-X -
+2€2W ee gcosg—p+-4w ee Qecosg p+
e w (4] e w (4]
2 2xpo 5 & & Xpo 3
_ e 5 ¢ —= ®

w 2 2'\/l—x + w 1-Xx =

+4ezee 2 X cosg —p+ +8 © @ cosg p_

e w (4] e w 7]

A figura (3.8) apresenta a variacdo de 7, quando & =0.05. Repara-se que o valor
de 7, € menor que a unidade para qualquer valor de @, raz&o pela qual ndo sera

possivel, para nenhum valor de ¢ que permita colisdo, que 7 ultrapasse e unidade.

Figura 3.8: Valor critico de n em fung¢do de w. & =0.05

A figura (3.9) apresenta uma ampliagdo da figura (3.8), coma escalas modificadas,
quando @ ¢ inferior a frequéncia de ressonancia. Notam-se as frequéncias para as

quais 7, se aproxima da unidade, mas sem excedé-la, observando-se que isto

ocorre nas divisoes inteiras da frequéncia natural amortecida, isto €, % % % etc. A

consequéncia das figuras (3.8) e (3.9) é que o movimento com periodo de ordem 1 e
dois impactos simetricamente localizados no periodo é sempre possivel no sistema.

Isto ndo significa que outros movimentos ndo sejam possiveis, como se vera.
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20— ---~- e B e e R i H s

Figura 3.9: Identificagdo das frequéncias em que n,, — 1 .|& =0.05

As figuras (3.10) a (3.14) apresentam o movimento para valores de folga ja utilizados
no capitulo 2, na frequéncia natural do sistema (w=1), mas para condi¢des iniciais
diferentes da utilizadas anteriormente. Como ja se mostrou na segédo 3.3, ndo ha
unicidade de respostas no estado permanente. A figura (3.15) mostra o movimento

da figura w=1 e ¢=3 , quando &£=0.05, mas para condigdes iniciais nulas. E a

mesma condigdo da figura 2.25, mas para um numero de colisdes muito maior
(30.000 colisdes). Vé-se que o movimento com periodo de ordem 2 se mantém
como estado permanente. A tabela 3.1 apresenta o estado apds cada colisdo,
confirmando que aquele movimento é perioddico. Portanto, ao menos duas topologias

de movimento s&o possiveis quando w=1, ¢=3 e £=0.05.

1.5 i i
I I I I I
l l l l l
I-=--—-=-==-= -~ - \--=-=-=-==== e P ——————— — l———————— =4 = B T —
I I I I I
l l l l l
[0 )] A A L O i _
o I I i I i
S I I I I I
2 | | | | |
g : : - : 1
r I I I I I
10} I I I I I
Q.05 /- e T T W .
I I I I I
I I I I I
I I I I I
TI=f-----==- R Ry I I T —
I I I I I
I I I I I
1 ‘ 1 ‘ 1
1% 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Tempo

Figura 3.10: Movimento com periodo de ordem 1 e 2 impactos por periodo.
w=10 =15 £=005 x,=¢ v,=-0.7771

Compare com a figura 2.22.
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ojusweoo|sa(

po

Terﬁ

Figura 3.11: Movimento com periodo de ordem I e 2 impactos por periodo.

0.05 x,=¢ vy,=-0.7711 Compare com a figura 2.23.

1.0 =20 &=

=

ojusweoo|sa(

Figura 3.12: Movimento com periodo de ordem 1 e 2 impactos por periodo.

0.05 x,=¢ v,=-0.7529. Compare com a figura 2.25.

=30 ¢

wo=10 ¢

ojusweoo|sa(

Compare com a figura 2.27.

Figura 3.13: Movimento com periodo de ordem 1 e 2 impactos por periodo.

=40 &=

1.0 ¢

(0
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Ter.npo

Y
ojusweoo|saq

Compare com a figura 2.28.

Figura 3.14: Movimento com periodo de ordem 1 e 2 impactos por periodo.

& v, =—0.7081

0.05 x,

1.0 =45 &

@

ojusweoo|se(

16

2

1

10

Tempo

Compare com a figura 3.12.

Figura 3.15: Periodo de ordem 2 e 2 impactos por periodo (resposta apds 30.000 colisées)

=0

0 v,

10 £=45 £=005 x,

[0
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Lapso temporal

Tempo . Posicao Velocidade
(em periodos)
1.88382266E+05 0.00000000000 3.00000000E+00 -1.22086355E+00
1.88392387E+05 1.61081665427 -3.00000000E+00 1.94245784E+00
1.88394833E+05 2.00000000000 3.00000000E+00 -1.22086355E+00
1.88404954E+05 3.61081665427 -3.00000000E+00 1.94245784E+00
1.88407399E+05 4.00000000000 3.00000000E+00 -1.22086355E+00
1.88417520E+05 5.61081665427 -3.00000000E+00 1.94245784E+00
1.88419965E+05 6.00000000000 3.00000000E+00 -1.22086355E+00
1.88430087E+05 7.61081665427 -3.00000000E+00 1.94245784E+00
1.88432532E+05 8.00000000000 3.00000000E+00 -1.22086355E+00
1.88442653E+05 9.61081665427 -3.00000000E+00 1.94245784E+00
1.88445098E+05 10.00000000000 3.00000000E+00 -1.22086355E+00
1.88455219E+05 11.61081665427 -3.00000000E+00 1.94245784E+00
1.88457665E+05 12.00000000000 3.00000000E+00 -1.22086355E+00
1.88467786E+05 13.61081665427 -3.00000000E+00 1.94245784E+00
1.88470231E+05 14.00000000000 3.00000000E+00 -1.22086355E+00
1.88480352E+05 15.61081665427 -3.00000000E+00 1.94245784E+00
1.88482797E+05 16.00000000000 3.00000000E+00 -1.22086355E+00

Figura 3.16: Estado do sistema apos colisoes (computo apos 30.000 colisoes)
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4 APLICACAO DO METODO DO BALANGCO HARMONICO

A solucao de equacgdes diferenciais por séries € uma técnica muito comum (Hartog
1985). Quando se esperam, como solugao, fungdes periddicas, as séries de Fourier
surgem como solu¢do natural (WEAVER 1974 p 521). Neste caso, solucionar a
equacao de movimento é encontrar os coeficientes da Série de Fourier que fazer a
série convergir para a solugdo do problema. Todavia, em sistemas com nao
linearidades fortes, como os sistemas com vibro-impactos, a convergéncia desta
série pode exigir critérios mais rigorosos que em outros problemas, ja que a
topologia da solugdo pode mudar a depender das condi¢des do movimento e estas
condig¢des, na solugao procurada, podem ser perturbadas pelos critérios de exatidao

estabelecidos.

Muitas vezes nédo é possivel determinar os coeficientes de forma direta, mas a
propria determinacdo dos coeficientes € feita por um processo incremental
adequado (LEGRAND 2006). Neste caso, ndo apenas o0 numero de termos da série
de Fourier determina a exatidao da solugdo, mas também a propria exatiddao com

que sao computados os coeficientes da série, ja que fruto de processo incremental.

Neste capitulo vamos analisar aplicar o método do balanco harmdnico ao movimento
com periodo de ordem 1 e dois impactos uniformemente distribuidos dentro do
periodo. Como mostrado no capitulo 3, este tipo de movimento é possivel para todo

o intervalo de folga onde é possivel haver impactos, para qualquer frequéncia.

O método descritivo de uma fungdo (também chamado de método do balango
harménico) utiliza técnicas de dominio de frequéncia (séries de Fourier) para
investigar o comportamento ciclico em sistemas nao lineares. O método envolve
uma aproximagao para a qual, todavia, frequentemente tomamos uma predicéo
(daquilo que pode ocorrer) segura a respeito do limite do comportamento ciclico
(SMITH 2008).

O método de equilibrio harmdnico é interativo. Esta baseado na suposi¢cao que para

uma determinada excitagao senoidal existe uma solucdo de estado permanente que
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pode ser aproximada a precisdo satisfatéria por meio de umas séries de Fourier
finitas (TECHNOLOGY, AGILENT 2005).

Quando o método de equilibrio harménico é aplicado a um sistema néao-linear, o
numero de harmdnicos que faz a solugao prevista convergir para a solugdo exata
tende ao infinito (WOO 2006). No entanto, s6 um certo numero de condi¢cdes
harmonicas é normalmente retido, de modo que a ordem na qual a série de Fourier é

truncada determina o erro.

Supondo que o movimento, representado pela funcao x(r) seja peridédico com

periodo T, entdo o movimento pode ser representado pela equagdo 4.1 (Hartog
1985):

x(r)= 4, + i A, cos(zk—iZ rj + B, sen(zk—ﬂ z‘j 4.1)
k=1 T T
onde
4= Ix(r)dr A, = J.x(r)cos(zk—” rjdr B, = J.x(r)sen(zk—7Z r]dr 4.2)
0 0 r 0 r

Adaptando as equacdes 4.1 e 4.2 para o caso especifico do sistema analisado e

com o movimento descrito, podemos escrever:

;+T

2k (
x(z‘)cos(T7Z Z'jd‘[ B, = _[

7; 7; 7;

x(z‘)sen(sz7Z r}dr 4.3)

Levando em conta que existem dois impactos por periodo, uniformemente

distribuidos no tempo, tem-se

4, = J'x(r)dz'+ J'x(r)dz' (4.4-a)
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T I

Ti+3 Tiv1 15
2k 2k
A = J x(r)cos[T rj dr+ ,J‘l X(T)cos[T rj dr (4.4-b)
Ty 2k Fits 2kx
Bk = ;" x(T)Sel’l[T Tj dr + rj‘l X(T)Sen(T Tj dr (44-0)

Ora, se o deslocamento é periddico, a velocidade também ¢é, de forma que também

se pode escrever

W(r)= 4, + i A, cos(zk—7Z rj +B, sen(zk—7Z rj , onde (4.5)
k=1 r T

Ay = Iv(r)dr+ j-v(z')dr (4.6-a)

N 7; +% 2k7z’ Tivl +% 2k7l'

A = ;f v(r)cos[T rj dr + TJ‘ v(r)cos(T rj dr (4.6-b)

B, = ;f v(r)sen(ZkTﬁ z‘j dr+ J v(z')sen(szﬂ r] dr (4.6-c)

Pode-se tratar diretamente o estado, e tem-se x(r+7)=x(r+7T), onde x= {XETH )
X(T

Relembrando, do capitulo 3, que, apds a i - ésima colisdo tem-se:

COS WT; Cos WT
x(r)=A(r,7;)-T-x(7; ) - A(7,7;)-B- +B- (4.7)

sen @, sen @t

entdo, poder-se-a escrever:
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x(r) =A,+ Z A, cos(sz7Z rj +B, sen(sz7Z rj , onde

k=1

+% l+l+§
Ix Ydr+ |x(r)dr
Ti Tivl

4.1 CALCULO DO COEFICIENTE a,

Considerando a equagao 3.17 devemos ter para o movimento em estudo,

COS WT; &
=—(T-A+I)"-B- =
sen wr; V;

de forma que x,,, =—x; (veja demonstragdo a pagina 48).

Assim, tem-se (rm =1, +%);

+l
sen wr; sen wt
42
—COoS WT; CoOSwt
I {— A(7,7,1) - X; —A(7,7,) - B- [_ sen 0)71} +B {sen a)r} } dz
T+

A equacéo anterior pode ser reagrupada na seguinte forma
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(4.8)

(4.8-a)

(4.8-b)

(4.8-c)

(4.9)

72



73

T +Z 7+
a,= IA(T )X, d7T— IA(T, 7)) X, dr+
i T+
4+ T +E
COS WT; COS WT;
I A(zr,7,,)-B- dr — I A(z,7;)-B- "ldt
sen wr; sen wr;
T+ 7;
T+E 7 +22
Cos T cos w7
J B < [ B
sen Wt sen Wt

i T+

Para mostrar que a,=[0 0] , devemos considerar que
CoSswT coSwtT CoS wT
| B-[ :|d2'+ | B-[ }drz | B-[ }dr:H
sen ot sen ot sen ot 0
7 7, +% 7;
de forma que a ultima linha da equacao resulta valor nulo.

Com relagao as outras integrais, deve-se reparar da equacéo 3.4 que o conteudo da
matriz A(z,7;) € fungdo apenas dos parametros do sistema (4,4,) e do lapso

temporal 7 — ;. Definindo

o=rtr—17; naintegral dointervalo[z,,7,,,]

, tem-se
o =1—1,,, naintegraldointervalo[z, ,7,,,]

A(z,7,)-dtr=A(0)-do = A(r,7,,,)-dr de modo que

1‘+” +2”
jA(r ) x.dr - J.A(r 7.1)-X, dr = J.A(O') xdo — jA(a) x.do = m e
T; T,+Z
1+2(;Z ’+::[)
COS WT; 3 | cosaT; _
J‘ A(T’T"“)'B'Lena}rjdr J‘ Alr.7)-B Lenan’l]dr
T+ T

2

_{A@)-B [cos a)z',] do

i

CoS WT; 10
Alo) B Len an’jdo_ B {0}

sen wr;

Q'—,g\.\q
O'—.S\N
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Assim, pode-se afirmar

4.2 CALCULO DOS COEFICIENTES a,

~ . 2
Para os termos a, , levando em conta a equagéo 4.9, ter-se-a (a)=— :

T+Z z',-+2[—;’
a, = IA(T,T[) ‘X, cos(ka)r)dr - J‘A(T,T[-H) ‘X cos(ka)r)dr +
7; 7, +%

o

i sen r; ,l
w

sen @,

it [cosor 5 [coswr
I B- cos(kwr)dr + I B- cos(kwr)dr

T; senwt T +E senwt
2

A primeira integral da equag&o 4.11 resulta (o =7 -17;):

;+Z
2]

I = J‘A(r,rl-) -x, cos(kewr)dr = J‘A(O') -x, cos|kalo +7;)|do =
7; 0

A A
@ @

J‘A(a)cos(ka)a)da -cos(ka)r,-)-x,-— IA(J)sen(kwa)da -sen(ka)r,-)-x[
0 0

Analogamente, para a segunda integral, tem-se (a = r—rm):
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(4.10)

e cos @7, it cos @7,
I A(r,7,,,)-B- cos(kwr)dr - j- A(zr,7;)-B- cos(kwr)dr (4.11)
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7+

I, = J‘A(r )X, cos ka)r J‘ (o) - x; cos[ke( 0+T,+1)]d0—
0

T+E
w

T T

J‘A(O') cos(kwo)do - cos(kwr; ) TA(O‘) sen(ka)a) do sen(ka)rl“ )-x,
0 0

Assim tem-se:

4 T
@

IL-1, = TA(O‘)COS(ka)O')dO' -cos(ka)z'l-)-xi - J‘A(O')sen(ka)o)da -sen(ka)rl-)-xi—
0 0

A(o)cos(kwo)do | -cos(kar,,, ) - x; + IA(J)sen(kwa)dJ -sen(kwr;,,)-x;
0

O =32 5

Ora, se 7;,, =7, +Z, tem-se
[

cos(ka)rm) = cos(ka)ri + k)= —cos(kawr;)
, de modo que
sen(kwr;,, ) = sen(kot, + kz) = —sen(kwr,

T T

I, -1, =< 2cos(kar;)- J.A(a) cos(kwo)do - 2sen(kar;)- IA(J)sen(ka)a)da - X; (4.11-a)
0 0

A terceira e quarta equagoes tém a mesma estrutura das duas primeiras exceto pela

presenca do termo constante B- {Cosm

} Estas integrais podem ser manipuladas da

4

mesma forma que as duas primeiras e o resultado é:

0 0 senwr;

P P cos o7,
L-1,=-2- {cos(ka)ri)- IA(G) cos(kwo)do —sen(kor;)- IA(G) sen(ka)a)da} ‘B [ ] (4.11-b)

Sendo assim, as duas ultimas integrais da equacao 4.11 resultam:
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277

{cosa)r}cos(sz_ )dr + J- B- {cosa)r}cos(sz_)dz_:

v/
2

s€n w sen wt

T+
w

T+
7;
J

B- J‘ {cosa)r}os (kwr)dz =
sen o7

g (4.11-c)

|:COS WO COSWT; —SEN WO SCN WT;

(coskwo coskwr; —senkwo sen kewr; ) dr =
SeN WO COS WT; + COS WO Sen WT;

N

cos wo coskwo cos wo sen kwo
G1 ) +G,(7;): do
sen wo senkkwo sen wo cos kwo

W
O 2

onde
coswr;coskwr; senwr;senkwr;
Gl(Ti): _
senwr; coskwr; —coswr;senkwr;
; (4.11-d)
G,(r)= —coswr;senkwr; —senwr;coskowr; | | 0 1 .¢(r)- 0 1
2V —senwr;senkwr;  coswr;coskor; | | -1 0 710
Assim, tem-se:
a, = 2cos(ka)r[)-J‘A(a)cos(ka)a)da —2sen(ka)r,-)-IA(G)sen(ka)a)da X, —
0 0
T 2 cos w;
2cos(kar; J‘A(a)cos (kwo)do —2sen(kwr;) IA(G)SCH (kwo)do 'B'[sena)rl}-F 4.12)

B

{Gl( ) {coswacoska)a} +G2(Tl_){cosa)asenka)a}}do_

sen wo sen kwo sen wo coskwo

O"—;S 5

Recordando que veja equagao 3.4-a

/1b e/laa_ﬂa e/lba e/lba_e/laa
Alo)= tem-se:
ﬂ’b - ﬂ’a A0 Ao Ao A0
A Ay g7 —e™ Ay e =4,e"
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A(o)cos(kwo)do = ¥ ! [c“ Clz} com (4.12-a)
b

C
£ — 2+ K 0?2+ Kot e

O'-—;E\N

c“=/1a/”tb{(/”ti+/1i)+(—l)k{exp(ﬂi“j.(/1§+k2 2) exp( ij (/12 kza)z)}}

c12:ia(/1§+k2a)2)—/1b(/1§+k2a)2) (- )[xlbexpE j) j (/12+k2 2) A, exp[

o1 =12

Cy =k2w2(}t§ —/”t]%)Jr( ) [}tb xp( i j (/12 kza)z)—/ﬁ exp(

”ia)(/li +k2w2)}

ﬁj}a)(/ﬁ +kza)2)}

De forma analoga escreve-se:

T

[

1 s s
S, =|A koo)do = 1 12} com 4.12-b
: { (@)senlkwc)do (ﬂb—ﬂa)(/iﬁ+k2a)2)(}t§+k2a)2)Lzl 22 ( )

S = —ka){}ta (22 + £20?) {1 — (=1 exp( ”i H 42 + 20?). {1 +(-1y exp( ”j}“ H}
Sy = —kw{(/ﬁ “ R+ (C1f [exp[ j}’ j(ﬂ? +K2a?)- exp( ”j;a ](zi + ke )}}

21 = A AS12

Sy = —ka){/ia(/lg + kza)z)— ib(/li + kza)z) (- ) [xlbe p( i )(/12 +iw 2) Aq exp(

o j@mzwz)}}

De posse da equacéao 4.12-b e seus termos, calculam-se:

= 2z

coswo coskwo coswo coskwo 0
GI(T")' Len o sen ka)o} 7= Gl .[Len o sen ka)olda B [0} (4' 1 2-0)

2z
@

coswo sen koo ¢l coswosen koo 0
J.Gz(l',»)- [sen WO COS kwa}do_ B Gz(T")' .([[sen @O COS ka)olda B [0} (4' 1 2-d)

0

Assim, pode-se escrever
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cosmr; || Y v _p.|COs@T;
a, = Zcos(ka,ri).{ck.Xl.—B.Lena)z_j} 2sen(ka)rl) {Sk x;,—B [sena)z’l}}

78

(4.13)

onde as matrizes C, e S, s&o dadas pelas equagbes 4.12-a e 4.12-b, respectiva-

mente, e a matriz B € dada pela equacéao 3.4-b.

4.3 CALCULO DOS COEFICIENTES b,

~ . 2
Para os termos b, , levando em conta a equagé&o 4.9, ter-se-a [a):%j:

T+L 7;+2%
b, = J‘A(T,Tl») -x; sen(kor)dr - J‘A(r,rm) -x; sen(kot)dr +
T; T+
7; +% T+
I A(7,7,,,) B- [:23 Z));’}sen(ka)r)dr - I A(7,7;)-B- [:gi Z;’} sen(kwr)dr
1 1
T+Z Ti
T+L r+2
_[ B- {COS wr}sen(ka)r)dr + _[ B- [COS a)r} sen(kwr)dr
sen ot sen ot
T; T, +Z

A primeira integral da equag&o 4.14 resulta (o =7 -1;):

T
L

I = _[(UA(T, 7,)-X, sen(ka)r)dr = .TA(O-) X, sen[ka)(o- +r, )] do =
7; 0

|

Analogamente, para a segunda integral, tem-se (o =7-7,,,):

z

[ A(o) sen(ka)O') do} . cos(ka)rl. ) X, + {f A(o) cos(ka)O') do} . sen(ka)z'l. ) ‘X,

0

Oty [N

(4.14)
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7;+2%
I, = J‘A(T,T[-) " X; sen(ka)r)d

7, +Z
w

A(o)-X; sen[ka)(a + TH_I)] do =

o'—.sh

4 z

[0} [0}

{JA(O‘) sen(ka)o)do} cos(kwr,,;)- X, {J-

A(o) cos(ka)a)do} sen(kwr;,; ) x;
0 0

Assim tem-se:

O 3 N

I -1, = {]ﬁ A(o)sen(koo) do} -cos(kar;)-x, +{
0

|

Ser,,,=1; +Z  tem-se
a

A(0)cos(kao) do} -sen(kot; ) x; —

O =3 N

A(o) sen(ka)a) do} . cos(ka)rm ) : { A(o) cos(ka)a) do} sen(ka)rm ) -X;

O 3 N

cos(kwr,,; )= cos(kwr; + kx )= —cos(kwr;)
, de modo que
sen(ker; ) =sen(kor; + kﬂ') = —sen(kaor,

I-1,= {2cos (k) J-A(O')sen (kwo)do +2sen(kwr;) J-A(O')COS (kwo) da} X; (4.14-a)
0 0

A terceira e quarta equagdes tém a mesma estrutura das duas primeiras exceto pela

CoOS w7,

presenca do termo constante B- [
SEN wT;

} Estas integrais podem ser manipuladas da

mesma forma que as duas primeiras e o resultado é:

T [ COS WT;
L-1,=-2- {cos (k) 2[A(O')sen (kwo)do +sen(kwr;) bfA(O')cos (kwo) do} B- [sena)r,} (4.14-b)

Manipulando as duas ultimas integrais da equagao 4.11 teremos:
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+l +277
J- {COS wr}sen(ka)r )dr + I B- {COS wr}sen(ka)r)dr =
sen @ sen @t
T; 7; +Z
B- J‘ [COS a)r} sen(kwr)dr =
sen wt
i (4.14-c)

|:COS WO COSWT; —SEN WO SCN WT;

(sen kwo cos kewr; + cos kwosenkwr, ) dr =
SeNn WO COS WT; + COS WO Sen WT;

N

H cos wo coskwo TH (r ) cos wo sen kwo Jo
! ’ sen wosenkwo 2V sen wo coskwo

O'—.

coswr;coskwr; senwr;senkwr;
Hy(7;)=

sen wrt; coskwr; —coswr;senkwr;

(4.14-d)

Hz(Ti):{—cosa)risenka)ri —senwricoskwri}:[o I}T‘CI(T[){O 1}

—senwr; senkwr;  COSWT; COSkMT; -1 0 -1 0

Assim, tem-se

b, = {2sen(kwr;)- | A(o)cos(kwo)do +2cos(kwr;)- | A(o)sen(kwo)do |- x; -

O 3 [N
O 2 N

2sen(kar; )- IA(O‘) cos(kwo)do +2cos(ker;)- j-A(O') sen(kwo)do |- B- [;:E Zz’} + (4.15)
0 0 !

@ cos wo coskwo cos wo sen kwo
B |<Hlz ) +H,(z; )
-([ { I(T’) Lenwasenkwo} 2(T’) Lenwacoskwa}}do_
As integrais ja foram calculadas na sec¢do 4.2 e se pode escrever

b, = 2sen(ka)rl-)-{Ck - X; —B-[COSCM’}}+2sen(ka)rl-)-{sk - X; —B-{COSCM’}} (4.16)

sen w; sen @,

onde as matrizes C,, S, e B tém as formas ja conhecidas.
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4.4 ALGORITMO PARA A IMPLEMENTAGCAO DA SOLUGAO POR BALANCO
HARMONICO

As equacbes 4.10, 4.13 e 4.16 fornecem o calculo dos coeficientes da série de
Fourier da funcdo que representa o movimento periddico do sistema em uma

determinada folga e frequéncia. Nota-se, porém, que as expressdes ainda tém,

explicitamente, a informacao de fase, presente nas fungdes COSWT; e SCNWT; .

Deve-se reparar, todavia, que, uma vez fixados os parametros do sistema e a folga,
as equacgdes 3.19 e 3.20 fornecem a velocidade e a fase necessarias para que o
movimento ocorra, de forma que, apds esta determinacéo, todas as informacgdes

necessarias para o calculo dos coeficientes da série de Fourier ficam disponiveis.

O algoritmo de computacédo dos coeficientes da série de Fourier pode ser assim

resumido:

a) Fixam-se os parametros do sistema e da excitagédo: no caso, w e &.
b) Computam-se as matrizes A, T, B e B.

c) Computa-se a matriz P=—(T-A+1)"-B

d) Determinam-se as informacdes de velocidade e fase pelas equagdes 3.20):

\Z

i

CoOsSwt; € senwr;

. X\T COSw7;
e) Determina-se x; = ,( ) , "], coskwr; e senkawr,
x(r)| |senwr;

f) Determinam-se os coeficientes a, e a, através das equacgbes 4.13) e 4.16);

Tomemos, por exemplo, o caso em que w=1, £=0.05, e £=0.24. Este € o exemplo

explorado na figura 3.6. De acordo com a equacao 3.25, tem-se para o0 caso:

X = +2.400000000000000e-001 e COSWT; | _|-9.999995831053260e-001
sen @,

171 -7.832994343137028e-001 +9.131205693597398e-004

A figura 4.1 apresenta a comparagao da solugédo simulada com a resposta exata em
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cada intervalo (com a solugao do balango harménico). Nesta comparagao a série foi

truncada com 20 harménicas s existem as de ordem impar).

Deslocamento

73 Iy A N1 A PO A — Simulagao a
: : : : 1 1 — Balango Harménico
.0.25 I I I I | I ] ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.1: Comparagdo entre balango harménico e simulagdo direta.
w=10 £=024 £=0.05 x,=¢ v,=-0.783299
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5 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

O trabalho apresenta a analise de um sistema com vibro-impacto e explora algumas
particularidades do sistema para auxiliar a interpretacdo da solugado da solugéao da

equacao de movimento.

Inicialmente mostra-se que o movimento pode apresentar topologias diversas, a
depender, principalmente, da frequéncia da excitacdo e da folga que limita o
movimento do corpo. Mostra-se a existéncia de movimentos com periodos de ordem
diversa da excitacdo, podendo inclusive existir periodos de ordem elevada. Neste
trabalho, mostrou-se a possibilidade de movimento com periodos de até, sexta
ordem, isto &, a frequéncia fundamental do movimento é 1/6 da freqliéncia de

excitagao.

Uma técnica de mapeamento entre os estados na coliséo foi aplicada para analisar a
possibilidade de existéncia de movimentos de determinado padréo. Por ser o padrao
comumente esperado em sistemas lineares, o movimento com periodo de ordem 1 e
simétrico foi o candidato para o estudo. A técnica de mapeamento empregada
permitiu descartar uma das caracteristicas que, em tese, o movimento poderia

também apresentar.

Salienta-se que o mapeamento empregado foi quase completamente desenvolvido
neste trabalho, e abre possibilidade de mapeamento rapido de padrbes de resposta
e das regides, no conjunto de parametros, onde o movimento é possivel. No caso do
padrao selecionado, mostrou-se que ele é possivel em toda a faixa de frequéncia e
folga onde impactos sdao podem ocorrer. Este também ¢é um resultado néo

comentado na literatura consultada.

Na esteira da analise do movimento periédico de ordem 1, comprovou-se a nao
unicidade da resposta permanente do sistema que, a despeito da existéncia do
amortecimento, passa a depender das condigdes iniciais do movimento. Mostrou-se,
todavia, que é sempre possivel estabelecer uma condi¢do inicial que leve ao

movimento com periodo de ordem 1.
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O mapeamento completo dos padrées de movimento associados a uma ampla faixa
de condigdes iniciais foi deixada para um trabalho futuro. O mesmo acontece com
padrdes interessantes de movimentos com periodo de ordem 2 e 3, comuns em

sistemas mecanicos nao lineares, mas nao mapeados neste trabalho.

A derivacdo do método do balanco harmdnico diretamente no espacgo estado traz
consequéncias interessantes, além de permitir a analise isolada da contribuicdo de
cada conjunto de termos, inclusive das condicdes de fase. Este também €& um ponto
a ser explorado em trabalhos futuros. Embora a forma do equacionamento permita o
calculo direto dos coeficientes tanto para o deslocamento quanto para a velocidade,
permitindo maior eficiéncia e exatidao, algo indica que as equacdes (4.13) e (4.16)
ainda podem ser exploradas para conclusbes mais profundas sobre o

comportamento do sistema antes mesmo da simulagao de sua resposta.

Ressalta-se que o algoritmo apresentado no capitulo 4 para o calculo dos
coeficientes da série de Fourier resulta, no fundo, na solugcdo da equacgao de
movimento em forma de série. Embora isto ndo tenha sido explorado, é claro que a
série, tal como computada, implica numa série que converge para a solugcao exata
da equacao de movimento quando o padrao é estabelecido. Deve-se reparar que
isto é diferente do balango harménico incremental, no qual a exatiddo dos
coeficientes € ajustada para a convergéncia da solugdo. Aqui o calculo dos
coeficientes € sempre exato e apenas o numero de termos da série € ajustado. Isto
€ muito mais eficiente. Esta via, até onde se pdde observar, foi pouco explorada na

literatura.

Ainda como indicagdo de trabalhos futuros, aponta-se a analise de um sistema com
dois graus de liberdade e impactos em uma das coordenadas. Outro problema

interessante € a analise do sistema quando a folga for assimétrica.
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ANEXO |
Algoritmo de Simulagdo da Resposta Temporal do Sistema

% Ak kkkkhkkhkkhkkkhkhkhkkxkkkkkk Defll’llgéo de parémetros dO Sistema khkhkhkhkhkkkkhkkhkhhkkhkkxkxkkk*xk
epsilon = 0.24;

e = 1;
xi = 0.05;
w = 1;

% KK A KRR A AR A R A A A AR A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AR A A A A A A A A A A KA A A A A I A AR A A A A A A AR A A AR A A Ak K

T = 2*pi/w;

lambda 1 = -xi - sqgrt(-1)*sqgrt(l - xi"2);
lambda 2 = -xi + sqgrt(-1)*sqgrt(l - xi"2);

s phi = 2*xi*w/sqrt ((1 - w™2)"2 + (2*xi*w)"2);
c phi = (1-w"2) /sgrt ((1 - wh2)"2 + (2*xi*w)"2);
H = wh2/sqgrt ((1 — w™2)"2 + (2*xi*w)"2);

A s = H*s phi;
A c = H*c_phi;

N = 10000;
i=1;
Matriz Impactos = zeros (N+1,3);

o)

G FxFxxAAAAAIxxxx Definicdo das condigdes iniciais do movimento X EFF A KKK A XA A A KK

,r
|

=

o

o
I
[eal

% Ak kA hkhhkhhhk kA A hkhkhhhhhhhkrhkhhhkhhkhhkhkhkdkhkhhhkhhkhkhkhkhkhhkhhkhkhkhkhkhkhkhhhkhkhdhkdhhhkhkrhkhkrhkhkkhhkhhrxkhx

while (i <= N+1),

Matriz Impactos(i,1l) = t 0;
Matriz Impactos(i,2) = x 0;
Matriz Impactos(i,3) = v_0;
s 0 = sin(w*t 0);
c 0 = cos(w*t_0);

dt = T/1000;
if ( abs(v_0) < 5e-2),
dt = dt/10;

end;
t =t 0+ dt/10;

a 1l = ( lambda 2*(x 0 - H*c phi*c 0 - H*s phi*s 0) - (v_0 + H*w*c phi*s 0 -
H*w*s phi*c 0) )/ (lambda 2 - lambda 1);
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= real ( a l*exp(lambda 1*(t-t 0)) + a 2*exp(lambda 2*(t-t 0)) );

phi*sin (w*t) ;

a 2 =
H*w*s phi*c 0) )/(lambda_2 - lambda 1);
x h
X p = H*c phi*cos(w*t) + H*s
x = x h + x p;

(abs (x) < epsilon) &&
t =t + dt;

(t-t_0) <= 10*T ),

x h = real( a l*exp(lambda 1*(t-t 0)) + a 2*exp(lambda 2* (t-t 0)) );
X p = H*c phi*cos(w*t) + H*s phi*sin(w*t);
b4 = x h+ x p;
end;
if ( (t-t_0) > 10*T ),
flag = 1;
else
flag = 0;
end;

t a=t - dt;

by
Vo)
I

x h + x p;

t b=t + dt;

X b =xh+ x p;

real( a l*exp(lambda 1*(t a-t 0)) + a 2*exp(lambda 2* (t a-t 0)) );
H*c phi*cos(w*t _a) + H*s phi*sin(w*t_a);

real( a l*exp(lambda 1*(t b-t 0)) + a 2*exp(lambda 2*(t b-t 0)) );
H*c phi*cos (w*t b) + H*s phi*sin(w*t b);

tm= (t a+ tb)/2;
h = real( a l*exp(lambda 1*(t m-t 0)) + a 2*exp(lambda 2*(t m-t 0)) );
X = H*c phi*cos(w*t m) + H*s phi*sin(w*t m);

m = x h + x p;

while ( (t. m ~= t a) && (t m~=t b) && (abs(x m) ~= epsilon) ),

if ( sign( abs(x m) - epsilon) == sign( abs(x a) - epsilon) ),
ta=tm

else
if ( sign( abs(x m) - epsilon) == sign( abs(x b) - epsilon) ),

tb=tm

end;

end;

tm= (t a+ t b)/2;

x h = real( a l*exp(lambda 1*(t a-t 0)) + a 2*exp(lambda 2*(t a-t 0))

H*c phi*cos (w*t_a)

x h + x p;

+ H*s _phi*sin(w*t_a);

)
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x h = real( a l*exp(lambda 1*(t b-t 0)) + a 2*exp(lambda 2*(t b-t 0)) );
X p = H*c phi*cos(w*t b) + H*s phi*sin(w*t b);
x b =xh+ x p;
x h = real( a l*exp(lambda 1*(t m-t 0)) + a 2*exp(lambda 2*(t m-t 0)) );
p = H*c phi*cos(w*t m) + H*s phi*sin(w*t m);
m =x h + x p;
end;
x 0 = round(x m/abs(x _m))*epsilon;
v_anterior = real( a l*lambda l*exp(lambda 1*(t m-t 0)) +
a 2*lambda 2*exp (lambda 2* (t m-t 0)) ) - H*w*c phi*sin(w*t m) +
H*w*s phi*cos(w*t m);
v_0 = -e*v_anterior;
t 0=tm
i=1i+ 1;
end;
NC = input('impactos: '); % Determina quantas colisdes serdo plotadas
k = N-NC+1;

dt = min([T/1024 (Matriz Impactos(N-1,1)-Matriz Impactos(N-2,1))/512]);

t = [Matriz Impactos(k,1):dt:Matriz Impactos(N,1)]"';
t = zeros(length(t)+NC+1,1);

x = zeros(length(t),1);

J =1

t(j) = Matriz Impactos(k,1);

while( t(j) <= Matriz Impactos(N,1) ),
t 0 = Matriz Impactos(k,1);
x 0 = Matriz Impactos(k,2);
v _0 = Matriz Impactos(k,3);

s 0 = sin(w*t 0);

c 0 = cos(w*t_0);

a 1l = ( lambda 2*(x 0 - H*c phi*c 0 - H*s phi*s 0) - (v_0 + H*w*c phi*s 0 -
H*w*s phi*c 0) )/(lambda 2 - lambda 1);

a 2 = ( -lambda 1*(x 0 - H*c phi*c 0 - H*s phi*s 0) + (v_0 + H*w*c phi*s 0 -

H*w*s phi*c 0) )/ (lambda 2 - lambda 1);

while ( t(j) < Matriz Impactos(N,1l) && t(j) < Matriz Impactos(k+1,1) ),
x h = real( a l*exp(lambda 1*(t(j)-t 0)) + a 2*exp(lambda 2*(t(j)-t 0)));
x p = H*c phi*cos(w*t(j)) + H*s phi*sin(w*t(j));
x(j) = x h + x p;
J =3+ 1; t(J) = t(3-1) + dt;
end;
k =k + 1;
end;
[pl p2] = min(t(2:1length(t)));

t = t(l:p2-1);

x = x(l:p2-1);

t=(t-t(l) )/T;

plot (t,x); xlabel('Tempo'); ylabel('Deslocamento'); grid
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