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Resumo

A ocorréncia de modelos advectivo-difusivo-reativos na descricao de fendmenos de engenha-
ria é recorrente em setores industriais diversos, tais como 6leo e gas, metalurgia, papel e
celulose, energia, dispersao de poluentes, entre outros. No contexto do desenvolvimento de
métodos numéricos capazes de lidar com tais modelos, o tratamento do termo de transporte
advectivo ganha destaque, por configurar um obstéculo relevante ao desempenho da maior
parte destas técnicas, que perdem significativamente sua precisao com o aumento da
magnitude relativa deste termo. Ha um formulacao classica do método de elementos de
contorno (MEC), que utiliza uma solu¢ao de Green associada ao operador diferencial
correlato, e capaz de representar de forma consistente apenas problemas com campo de
velocidade uniforme, embora com menos limitacoes relativas a intensidade dos efeitos
advectivos. A formulagao da dupla reciprocidade (MECDR), proposta posteriormente,
retira a restricdo do formato do campo de velocidade ao lidar com campos hidrodinamicos
variaveis, todavia com precisao satisfatoria apenas para baixas magnitudes relativas a
adveccao. Mais recentemente, surgiu um nova técnica, denominada de interpolagao direta
(MECID), que caracteriza-se, em principal pela aproximagao de todo o nicleo das integrais
de dominio remanescentes e por um processo de regularizagao que evita singularidades
geradas na coincidéncia entre pontos fonte e campo. O desempenho robusto da proposta
MECID em diversos problemas de campo escalar relevantes, tais como problemas de Pois-
son, Helmholtz e propagacao de ondas fundamentam o interesse em testes mais sistémicos
também em modelos advectivo-difusivos para determinar potencialidades e limitacoes.
Para tanto, nesta tese propoe-se duas formulagoes do MECID para abordar os modelos
advectivo-difusivo-reativos, uma classica, como continuidade do formato ja testado em
outros problemas de campo escalar e uma proposta alternativa, que utiliza uma abordagem
analoga a usada no MECDR para aproximar as derivadas do campo potencial. Ambas as
formulacoes proposta sao testadas e constratadas com a técnica da dupla reciprocidade
como referéncia relativa. Em linhas gerais, a formulacao classica do MECID mostra-se a
mais precisa e robusta em casos de velocidade uniforme. Em casos de velocidade varidvel
a formulacao alternativa do MECID apresenta-se mais precisa que o MECID classico e
que o MECDR, concomitantemente, o que atesta a qualidade da nova formulagao. Ambas
as formulacoes do MECID propostas nesta tese, classica e alternativa, exibiram precisao
satisfatéria, e configuram-se como ferramentas confidveis no trato numérico de modelos

advectivo-difusivo-reativos em cenarios com efeitos advectivos moderados.

Palavras-chaves: Método de Elementos de Contorno. Modelo Advectivo-Difusivo-Reativo.

Interpolacdo Direta. Dupla Reciprocidade. Efeitos Advectivos.



Abstract

The occurrence of advective-diffusive-reactive models in the description of engineering
phenomena is recurrent in different industrial areas, such as oil and gas, metallurgy, paper
and cellulose, energy, pollutant dispersion, among others. In the context of the development
of numerical methods capable of dealing with such models, the treatment of the advective
transport term stands out, as it constitutes a relevant obstacle to the performance of
most of these techniques, which significantly lose their precision with the increase in the
relative magnitude of this term. There is a classic formulation of the boundary element
method (BEM), which uses a Green’s solution associated with the correlated differential
operator, which consistently represents only problems with a uniform velocity field, although
with fewer limitations regarding the intensity of advective effects. The dual reciprocity
formulation (DRBEM), proposed later, removes the restriction on the mathematical shape
of the velocity field and is capable of dealing with variable hydrodynamic fields, however,
with satisfactory precision only when advective effects are weak. More recently, a new
technique has emerged, called direct interpolation (DIBEM), which is mainly characterized
by the approximation of the entire kernel of the remaining domain integrals and by a
regularization process that avoids singularities generated in the coincidence between source
and field points. The robust performance of the DIBEM proposal in several relevant scalar
field problems, such as Poisson, Helmholtz and wave propagation problems, underlies the
interest in more systemic tests also in advective-diffusive models to determine potentialities
and limitations. To this end, this thesis proposes two DIBEM formulations to approach
advective-diffusive-reactive models, a classic one, as a continuation of the format already
tested in other scalar field problems and an alternative proposal, which uses an approach
analogous to that used in DRBEM to approximate the derivatives of the potential field.
Both proposed formulations are tested and contrasted with the dual reciprocity technique
as a relative reference. In general terms, the classic DIBEM formulation appears to be the
most accurate and robust in cases of uniform velocity field. In cases of variable velocity
field, the alternative DIBEM formulation is more accurate than the classic DIBEM and the
DRBEM, concomitantly, which attests to the quality of the new formulation. Both DIBEM
formulations proposed in this thesis, classic and alternative, exhibited satisfactory accuracy,
and are considered reliable tools in the numerical treatment of advective-diffusive-reactive

models in scenarios with moderate advective effects.

Keywords: Boundary Element Method. Advective-Diffusive-Reactive Models. Direct
Interpolation. Dual Reciprocity. Advective Effects.
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1 Introducao

1.1 Introducao

H&4 uma demanda robusta e crescente por modelos matematicos mais assertivos e
consequente solucao dos mesmos associados a problemas industriais em diversas areas da
engenharia, dentre as quais destacam-se as de petréleo e gas, siderurgia, induistria quimica
e nuclear, papel e celulose, alimenticias dentre outras. Todavia, tais desafios tecnoldgicos
exibem complexidades que ultrapassam as capacidades analiticas conhecidas e desafiam
toda a gama de métodos numéricos existentes com caracteristicas como propriedades do
meio material, nao-linearidades geométricas e das equacoes, condigoes de contorno compli-
cadas, geometrias desafiadoras além do préprio modelo matematico de base, constituido
de uma ou mais equacoes diferenciais que podem apresentar niveis de complexidade e

acoplamento fisico e matematico variados.

Neste contexto hd um crescimento exponencial no uso de cédigos e ferramentas de
simulagao numérica comercial, com base nos principais métodos numéricos consolidados
tais como método das diferengas finitas (MDF'), elementos finitos (MEF), elementos de
contorno (MEC), volumes finitos (MVF), entre outros. Com isso, configura-se aqui uma
relagdo clara e fundamental entre a pesquisa cientifica e o desenvolvimento tecnolégico, no
qual as empresas responsaveis pela codificacdo e manutencao destes robustos codigos tem
como forca motriz de seu empreendimento o esforco continuo de pesquisadores da area de

métodos numeéricos.

O provavel precursor entre os principais métodos numéricos € a técnica das diferencas
finitas (MDF) que possui uma fisolofia simples e elegante de aproximar os operadores
derivada diretamente do modelos matematico baseado em truncamentos de séries de Taylor
(FORTUNA, 2000). Este método tem facil expansao para duas e trés dimensées do dominio
computacional, com sua maior limitacao no trato de geometrias irregulares, uma vez que
hé um desafio na interpolagao de nés de contorno e nés internos do dominio (OZISIK
et al., 2017). E interessante destacar como os conceitos de estabilidade e convergéncia
sao bem definidos para diversos problemas estacionarios e transientes em abordagens por
diferencas finitas, e portanto, dao base para pesquisas e novas propostas em outros métodos
numéricos (PLETCHER; TANNEHILL; ANDERSON, 2012). Vale salientar que apesar da
aparente simplicidade da proposta original de diferencas finitas, a escolha dos esquemas e
formulagoes adequadas para um problema em especifico é tarefa complexa e dependente de
inimeros fatores como a natureza da equacgao diferencial, sistema de coordenadas, regime

estacionario ou transiente, tipo de condi¢ao de contorno dentre outros.
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A proposta do método dos elementos finitos (MEF) (CLOUGH, 1960) tem como
caracteristica fundamental a divisao do dominio computacional em subdominios interconec-
tados denominados de elementos finitos e utilizar conceitos variacionais para construir uma
solucdo aproximada (BECKER; CAREY; ODEN, 1981). Tal tratatamento j& permite a
superacao de uma forte limitacdo do MDF até entao, podendo o MEF lidar com geometrias
complexas de forma muito mais flexivel e eficiente (REDDY, 1993). Apesar de originalmente
proposto para lidar com problemas de mecéanica estrutural, o MEF poder ser aplicado com
boa confiabilidade, teoricamente, em qualquer modelo matematico, o que demonstra a
versatilidade imposta ao campo de pesquisa quando de sua proposicao e desenvolvimento
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005). Além da vantagem estratégica em relacao ao
trato de geometrias nao-triviais pode-se também destacar outras importantes vantagens
do método como a capacidade de lidar com materiais nao-homogéneos, interpretacao fisica
da sentencas integrais atreladas ao conceito de residuo ponderado e também a geragao de
sistemas matriciais simétricos e esparsos, o que facilita de sobremaneira o armazenamento

e solugao dos sistemas lineares resultantes (BATHE, 1996).

O método dos elementos de contorno surge como uma eficiente alternativa ao MEF
e ao MDF em diversos problemas de engenharia (BREBBIA, 1978). A caracteristica mais
importante do MEC ¢ a demanda da discretizacao apenas do contorno em detrimento ao
interior do dominio computacional, o que promove uma redugao dimensional, e consequente
simplicidade de entrada de dados em programas (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994). Ade-
mais, o desempenho do MEC em problemas que apresentem singularidade fisica tal como
mecanica da fratura e concentracao de tensao ou problemas com dominios computacionais
infinitos ou semi-infinitos é notéria (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 2012). Como o0 MEC
é baseado na sentenga dos residuos ponderados (MRP) inversa, uma fung¢ao auxiliar se
faz necessaria, denominada, na formulagao original do método, de solugao fundamental
ou funcao de Green correlata (GREEN, 1828). A dedugao destas solugoes fundamentais
para diversos problemas tal como sua integragdo sao topicos desafiadores, que constituem
limitagoes da forma original do método. Além disso, as matrizes finais geradas do MEC,
diferentemente do MEF, sdo cheias, ou seja, ndo esparsas (KATSIKADELIS, 2016).

Uma alternativa ao MDF, de natureza diferencial, pode ser encontrada na proposta
do método de volumes finitos (MVF), presente em boa parte dos cddigos de dindmica dos
fluidos computacional (DFC) modernos (PATANKAR, 1980). Fundamentalmente, o MVF
baseia-se na ideia de dividir o dominio em nos e estabelecer um volume de controle ao
redor de cada um deles, chamado de célula (MAZUMDER, 2015). Desta forma a equacao
diferencial de cada no é integrada no volume, o que fisicamente pode ser interpretado
como a conservagao de uma variavel primal genérica transportada em cada volume de
controle (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007).
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Um desafio comum a todos os métodos numéricos anteriormente apresentados,
em suas propostas originais, reside no trato de modelos advectivo-difusivos-reativos,
principalmente no tocante a abordagem do termo de transporte advectivo. As técnicas
de diferengas finitas (MDF) (OZISIK et al., 2017), volumes finitos (MVF) (PLETCHER;
TANNEHILL; ANDERSON, 2012) e elementos finitos (MEF) (HUGHES; SCOVAZZI;
TEZDUYAR, 2010) apresentam perda de precisao a medida que efeitos de advecgao mais
intensos tentam ser numericamente representados. O método de elementos de contorno
(MEC) apresenta um diferencial, em sua formula¢ao original (BREBBIA; WALKER,
1980), pois, utiliza uma solu¢ao de Green associada ao operador diferencial do modelo
matematico advectivo-difusivo-reativo (AL-BAYATI, 2018) como uma funcdo auxiliar.
Este diferencial de proposta permite ao MEC abordar com robustez e precisao cenarios
fisicos com campo hidrodinamico uniforme e, virtualmente, sem restricbes ao nivel de
intensidade relativa da parcela advectiva (WROBEL; FIGUEIREDO, 1991). Todavia,
no contexto do desenvolvimento do MEC, o uso da soluc¢do fundamental do problema
advectivo-difusivo-reativo é limitada, pois o tratamento de campos de velocidade variaveis,
presentes fisicamente em diversas aplicacoes relevantes de engenharia, ja nao é possivel com
esta formulagao pioneira. As propostas de hipdtese e objetivos de pesquisa apresentados
por esta tese, na sequéncia, tem como foco apresentar possiveis saidas, em termos de novas
formulagoes, que abordem os modelos advectivo-difusivos-reativos em cenarios de campo
hidrodinamico varidavel com maior precisao e resiliéncia numérica em relacdo aos efeitos

advectivos, quando contrastadas com outras formulacoes ja existentes na literatura.

1.2 Motivacao da Pesquisa

A motivacao central da presente tese é propor novas formulagoes do MEC para
abordar problemas advectivo-difusivo-reativos estacionarios bidimensionais com campo de
velocidade constante e variavel, em cenarios de advecgao moderada. Para tanto, utiliza-se

como ferramenta central o método de elementos de contorno com interpolagao direta

(MECID) (LOEFFLER et al., 2015).

1.2.1 Hipdtese de Pesquisa

A hipétese ampla desta tese é de que as novas formulagoes do método de elementos
de contorno com interpolacao direta (MECID) sejam relativamente mais robustas do que
a formulacdo do método de elementos de contorno com dupla reciprocidade (MECDR)
em cenarios de advecgao até moderada. Todavia, é interessante particionar esta hipdtese
em duas vertentes: (I) quanto ao formato equagao de governo e campo hidrodindmico (IT)
quanto a intensidade dos efeitos advectivos. Em relacao a (I) sdo realizados testes em
modelos advectivo-difusivos, com ou sem a presenca de termo reativo, com velocidade

constante ou variavel, com termo fonte e também na auséncia do mesmo. No tocante a
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(II), a depender da intensidade dos efeitos advectivos no cendrio fisico simulado, o modelo
matematico em questao pode apresentar natureza parabodlica, no caso de processos domi-
nados pelo transporte difusivo com efeitos advectivos até moderados, ou ainda, natureza
hiperbdlica, que tange a processos dominados pelo transporte convectivo, para cenarios
com advecgao intensa. Nesta tese as formulagoes proposta do MECID e a MECDR sao

testados em cenarios fisicos com adveccao fraca até moderada, ou seja, com comportamento
parabdlico por parte do modelo matematico (BOKOTA; ISKIERKA, 1995).

1.3 Objetivos da Pesquisa

No intuito de responder a hipotese de pequisa, posta a priori, de forma consistente,
os principais objetivos que norteam a estrutura, desenvolvimento e exposicao de resultados

desta tese de doutorado sao:

1. Levantar o comportamento da formulacao classica do MECID para problemas
advectivo-difusivos de velocidade constante, em contraponto ao MECDR, em cenarios

de adveccao de intensidade baixa a moderada, em quatro casos-teste.

2. Aplicar a formulacao classica do MECID para problemas advectivo-difusivo-reativos
de velocidade variavel, em contraponto com a MECDR, em cenarios de adveccao
baixa a moderada. Aplicar a MECID a trés casos-teste no intuito de inferir a
influéncia do divergente do campo de velocidades e presenca de termos reativo sobre

a formulagao proposta.

3. Propor uma formulacao alternativa do MECID para problemas advectivo-difusivo-
reativos de velocidade variavel, em contraponto com a MECDR, em cenarios de
advecgao baixa a moderada. Aplicar a MECID alternativa a quatro casos-teste no
intuito de inferir a influéncia do divergente do campo de velocidades, presenca de

termos reativo e também da presenca de termo fonte sobre a formulagao proposta.

1.4 Producao Cientifica

1.4.1 Artigos em Periédicos Restritos

e Pinheiro, V.P.; Loeffler, C.F.; Mansur, W.J. Boundary Element Method Solution
of Stationary Advective-Diffusive Problems: A Comparison between the Direct
Interpolation and Dual Reciprocity Technique, Engineering Analysis with Boundary
Elements, Vol. 142, pp. 39-51, 2022.
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1.4.2 Artigos em Congressos Internacionais

o Pinheiro, V.P.; Loeffler, C.F.; Santos, G.A.R.; Balista, T.G. Efficacy of an Adaptative
Integration Scheme on the Numerical Performance of DIBEM applied to the Solution
of Compressible Diffusive-Advective Problems. XLIII Ibero-Latin-American Congress
on Computational Methods in Engineering - CILAMCE, Foz do Iguagu, 2022.

o Pinheiro, V.P.; Loefler, C.F.; Melo, L.D.V.; Santos, A.J. Application of the Direct
Interpolation Boundary Element Technique with Self-Adaptative Integration to
Bidimensional Diffusive-Advective Problems. XLII Ibero-Latin-American Congress
on Computational Methods in Engineering - CILAMCE, Rio de Janeiro, 2021.

o Pinheiro, V.P.; Loeffler, C.F.; Almeida, L.M. A Brief Performance Analysis of Direct
Interpolation Technique applied on Bidimensional Advective-Diffusive Problems
with Variable Velocity Fields. XLI Ibero-Latin-American Congress on Computational
Methods in Engineering - CILAMCE, Foz do Iguagu, 2020.

1.4.3 Artigos em Congressos Nacionais

o Pinheiro, V.P; Loeffler, C.F.; Lara, L.O.C. Uma Formulagdo Alternativa da Técnica
de Interpolacao Direta do Método de Elementos de Contorno aplicada a Problemas

Advectivo-Difusivos com Campo Variavel de Velocidade. Encontro Nacional de

Modelagem Computacional - ENMC, 2022.

o Pinheiro, V.P.; Loeffler, C.F.; Sian, N.S; Almeida,L..M. Técnica de Interpolacao Direta
de Elementos de Contorno aplicada a um Modelo Advectivo-Difusivo com Campo de

Velocidade Variavel Incompressivel. XL Congresso Nacional de Matemdtica Aplicada

e Computacional- CNMAC, Campo Grande, UFMS, 2021.

1.4.4 Artigos em Congressos e Encontros Regionais

o Pinheiro, V.P.; Loeffler, C.F.; Chacaltana, J.T.A. Modelagem Fisico-Matematica de
um Problema Térmico Difusivo-Advectivo-Reativo em Regime Estacionario. Encontro
Regional de Matemdtica Aplicada e Computacional, Sao Mateus, UFES, 2022.

o Santos, G.A.R.; Loeffler, C.F.; Pinheiro, V.P. Aplicacao da Técnica de Interpolacao
Direta do Método de Elementos de Contorno a um Problema Advectivo-Difusivo

Compressivel com Fonte Energética. Encontro Regional de Matemadtica Aplicada e
Computacional, Sao Mateus, UFES, 2022.
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1.5 Estrutura da Tese

O Capitulo 1 contempla uma breve introducao e a motivacao para a execucao desta
pesquisa, expoe os objetivos visados pelo trabalho e, por fim, contempla de forma sucinta

a estrutura sobre a qual estd organizada esta tese de doutorado.

O Capitulo 2 apresenta, de forma sintética, porém rigorosa, o desenvolvimento
da tematica da vigente pesquisa, partindo-se das primeiras formulagoes do método de
elemento de contorno disponiveis até a conducao ao estado da arte e principais limitagoes

do tema abordado.

O Capitulo 3 retine, de forma robusta, o conjunto de conhecimentos e embasamento

técnico necessarios a tornar esta tese auto-contida.

O Capitulo 4 apresenta, de forma concisa, as formula¢des do método de elemento
de contorno original ou classica, que utiliza a solugdo fundamental correlata, e também a

técnica de dupla (MECDR), ambas aplicadas a modelos difusivo-advectivos.

O Capitulo 5 apresenta, em detalhes, a metodologia geral adotada nesta tese, desde
dominio fisico e computacional até a sequéncia de testes realizados ao longo dos capitulos

de resultados.

O Capitulo 6 apresenta a proposta matematica e os testes numéricos correlatos a
uma formulagdo do método de elementos de contorno com interpolagao direta (MECID)

classico aplicado a problemas com campo de velocidade uniforme.

O Capitulo 7 apresenta a formulagao matematica e testes numéricos da proposta

classica do MECID aplicada a problemas com campo de velocidade variavel.

O Capitulo 8 contém a apresentagao de uma proposta alternatica do MECID,

aplicada também a problemas fisicos com campo hidrodinamico variavel.

O Capitulo 9 apresenta uma consolidagao das principais conclusoes globais desta
tese de doutorado tal como sugestoes de pesquisas futuras no tocante a continuidade da

linha de pesquisa.



21

2 Revisao da Literatura

A solucao numérica de modelos advectivo-difusivos é de grande relevancia para a
engenharia e ciéncias em geral, dada a presenca dos fenomenos de transporte em diversas
aplicagoes relacionadas a mecanica dos fluidos, convecgao térmica e transferéncia de massa.
Tanto a natureza matemaéatica do termo de transporte convectivo quanto a estrutura
acoplada das equagoes de governo impoe uma série de desafios ao desempenho dos métodos
numeéricos, dentre eles, o Método de Elementos de Contorno (MEC). Apesar do grande
volume de trabalhos cientificos ja publicados, formulagoes do MEC para abordar modelos
advectivo-difusivos ainda demandam estudos com foco em robustez e versatilidade numérica
(PETTRES; LACERDA, 2017; CUNHA et al., 2016). Ademais, recentemente, novos artigos
tem emergido neste interessante campo de pesquisa, com abordagens em temas desafiadores
como escoamento em meios porosos (PETTRES; CIRILO, 2020), meios nao-homogéneos
(AL-BAYATI; WROBEL, 2019; CARRER et al., 2021) e campo de velocidade variavel
(AL-BAYATI; WROBEL, 2018a), entre outros relevantes.

O Método de Elementos de Contorno (MEC) é uma técnica nimerica vantajosa,
que permite a solucao de problemas fisicos apenas com integracoes de contorno, e com isso,
uma menor demanda de variaveis nodais. Um grande volume de simulagoes confirmam a
superioridade numérica desta técnica em diversas classes de problemas, nos quais ocorre
uma reducao substantcial no esforco de discretizacao. Por exemplo, problemas de contato,
mecanica da fratura, fronteiras moéveis, regioes infinitas e semi-infinitas e problemas
axissimétricos podem ser mencionados (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 2012). Desta
maneira, o MEC é capaz de gerar um modelo numérico conciso, e que simplifica de

sobremaneira os procedimentos de entrada de dados.

Ha uma formulagao consistente e elegante do MEC direcionada a solucionar proble-
mas advectivo-difusivos em duas dimensoes, que emprega a solucao fundamental correlata
ao problema, ou seja, uma fonte concentrada aplicada em um ponto, num dominio infinito
(HONMA; TANAKA; KAJI, 1985; TANAKA et al., 1988; WROBEL; FIGUEIREDO, 1991).
Esta formulacao pode solucionar de forma precisa problemas com nimero de Péclet de
arbitrario (QIU; WROBEL; POWER, 1998) e campo de velocidade uniforme. Entretanto,
esta abordagem se torna inadequada se o campo de velocidade depende das coordenadas
espaciais, devido a complexidade de deduzir uma solugao fundamental correlata e pela
mesma ser restrita para cada campo hidrodinamico em questao, o que tornaria o processo
inviavel. Um outro ponto a destacar em relacao a esta formulagao estd ligado a relativa
complexidade da solu¢ao fundamental e também no que tange ao custo computacional em
problemas transientes (RAMACHANDRAN;, 1994), o que tende por desestimular o uso do

MEC como uma ferramenta para resolver problemas industriais baseados neste modelo.
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Por fim, destaca-se que na literatura nao ha um consenso na classificacdo quantitativa dos
efeitos advectivos, no que tange ao numero de Péclet ou a prépria magnitude dos mesmos
em baixos, médios e altos. Devido a lacuna apontada considera-se nesta tese que o niimero
de Peclét ou modulo do campo de velocidade com magnitude de até 5 sejam considerados
baixos ou fracos, de 5 a 20 sejam considerados moderados ou médios e acima de 20 sejam

considerados intensos ou altos.

A proposta da formulacao de dupla reciprocidade (MECDR) (NARDINI; BREB-
BIA, 1983) expandiu consistentemente a aplicabilidade do MEC, para muitas classes
de problemas (BREBBIA; WROBEL, 1988a; WROBEL; BREBBIA, 1988b; WROBEL;
BREBBIA, 1987), entre eles problemas de potencial lineares (NOWAK; BREBBIA, 1992),
elasticidade, andlise transiente e dinamica (KONTONI; BESKOS, 1993; LOEFFLER;
MANSUR, 1987) e também problemas dependentes do tempo em meios infinitos (LOEF-
FLER; MANSUR, 1988; LOEFFLER; MANSUR, 1989), onde os esquemas cléssicos de
avanco no tempo baseados em diferencas finitas podem ser utilizados. No que se refere
a fendmenos de transporte, com o MECDR, o uso de uma solucao fundamental simples
ja permite transformar o termo advectivo em um termo fonte, que é resolvido via inter-
polagdo, usando fungoes de bases radiais (PARTRIDGE; BREBBIA, 1990). Ademais, o
MECDR é capaz de lidar com problemas de campo de velocidade varidvel (AL-BAYATT,;
WROBEL, 2018a; AL-BAYATI; WROBEL, 2018b), apesar de exibir certa instabilidade e
falta de precisdao em cenérios dominados pelos efeitos advectivos. Todavia, alguns autores
afirmam que o uso do MECDR ¢ adequado para problemas advectivo-difusivos com altos
numeros de Péclet contanto que o dominio seja particionado em sub-regioes, com diferentes
velocidades médias (TAIGBENU, 1999; SKERGET; HRIBERSEK; KUHN, 1999; POPOV;
POWER, 1999) . E interessante salientar uma certa escassez na literatura de estudos
que utilizem exclusivamente o MECDR, especialmente em casos com Péclet moderado.
Em geral, problemas de precisao correlatos a técnica MECDR, podem ser atribuidos a
dois fatores: primeiramente, ao reuso do procedimento de interpolacao para escrever as
derivadas direcionais como funcao do potencial (PARTRIDGE; BREBBIA, 1990); e tam-
bém a ocorréncia de oscilagoes numéricas se valores pequenos e grandes no dominio sao
aproximados simultaneamente por aproximagoes de bases radiais (LOEFFLER; MANSUR,
2003). Este ultimo aspecto reflete a incapacidade do procedimento global de interpolagao
em lidar com altos gradientes. Esta tese também acaba por demonstrar que modelos
advectivo-difusivo-reativos podem ser solucionados com 6tima precisao, apenas com o
MECDR, utilizando elementos lineares, em detrimento a maioria dos artigos publicados,

que fazem uso de elementos constantes.

Ademais a literatura aponta outros procedimentos que permitem alargar o intervalo
de nimero de Péclet com os quais se obtem boa precisao, por exemplo com o acoplamento
do MECDR com a formulagao classica do MEC (RAMACHANDRAN, 1994; WROBEL;
DEFIGUEIREDO, 1991). Assim, problemas com velocidade varidavel podem ser bem
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solucionados, desde que se adote uma decomposicao da velocidade em cada ponto por um
valor médio adicionado de um desvio ou flutuacao. O desvio da velocidade é abordado como
uma fonte, e interpolado pelo MECDR, enquanto o valor médio é tratado com a solucao
fundamental do problema correlato. Na verdade, essa abordagem nao se limita a problemas
de transporte, e também pode ser aplicada para resolver problemas suavemente nao-
homogéneos, problemas de campos potenciais nao uniformes relacionados com a solugao
das equacgoes de Biot, que descrevem a saturagdo em meios poroelasticos (CAVALCANTI,
TELLES, 2003). Por fim também é possivel aplicar esta estratégia para calculo de potenciais
em meios heterogéneos tridimensionais com condigoes de contorno nao-lineares (LUIZ;
TELLES, 2008).

Apesar de multiplos esforcos de pesquisa as formulagdes do MEC disponiveis até
entao s6 sao altamente eficientes e precisas para cenarios dominados pelo transporte
difusivo. Mesmo assim, recentes trabalhos vem sendo propostos para aplicagbes com baixo
para moderado nimero de Péclet (AL-BAYATI; WROBEL, 2018a), o que cria novas
perspectivas no que tange a selacio do MEC como técnica mais apropriada, especialmente
em problemas com fronteiras méveis. Este é o caso de problemas nao-homogéneos de
transferéncia de calor (PASQUETTI; CARUSO, 1990) e problemas metalirgicos com
comportamento advectivo-difusivo (SPITZER et al., 1992), uma vez que o processo
transiente de solidificagdo pode ser modelado predominantemente como um escoamento

unidimensional com numero de Péclet baixo.

A importancia da engenharia ambiental também é crescente e muitas situagoes
relacionadas a engenharia hidraulica, como infiltracao de dgua em solos irregulares e trans-
porte de fluido em dutos e canais ganharam relevancia central. Estudos recentes mostram
também que a dispersao de poluentes na atmosfera, assunto sensivel para controle de danos
ambientais, pode ser apropriadamente representada por modelos advectivos-difusivos,
apesar da compressibilidade do ar (HUGHES; SCOVAZZI; TEZDUYAR, 2010). Quando
solucionado por métodos numéricos tradicionais de dominio, o fendmeno advectivo-difusivo
normalmente demanda uma discretizacao fina, em especial para problemas que apresentem
efeitos advectivos intensos, o que acarreta em significante custo computacional (ROACHE,
1998). Tkeuchi, Onishi e Sakakihara mostraram em seus trabalhos (IKEUCHI; ONISHI,
1983; IKEUCHI; SAKAKIHARA, 1985) que o método dos elementos de contorno (MEC)
pode ser utilizado como alternativa para reduzir o tamanho do problema computacional,
sem perda de qualidade da solugao. Por fim, no tocante a problemas de velocidade cons-
tante, os efeitos de upwind, na média do campo de velocidades, para uma grande parte das
formulagoes propostas, ja encontram-se contabilizados na solugao fundamental correlata,
o que permite uso de malhas menos refinadas, o que gera uma solu¢gdo numérica mais
eficiente e estédvel mesmo para altos niimeros de Péclet (QIU; WROBEL; POWER, 1998).

Recentemente, uma nova abordagem para transformacao de integrais de dominio em
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integrais de contorno foi proposta, com objetivo de melhorar a precisdo e condicionamento
matricial final, e também utiliza fungoes de bases radiais. Esta abordagem, denominada de
interpolagao direta (MECID) (LOEFFLER; CRUZ; BULCAO, 2015) é fundamentada numa
aproximacao de todo o niicleo das integrais de dominio, em detrimento a dupla reciprocidade
(MECDR), cuja aproximacao abrange apenas parte do nicleo. A proposta da técnica ja foi
aplicada a problemas relevantes de campo escalar em duas e trés dimensoes como modelos
de Poisson (LOEFFLER; CRUZ; BULCAO, 2015), Helmholtz (LOEFFLER et al., 2015),
modelos dindmicos (BARBOSA; LOEFFLER; LARA, 2019; BARBOSA; LOEFFLER,
2020), entre outros, e consistentemente com resultados mais precisos relativamente ao
MECDR. Ademais, comparativamente a MECDR, o MECID elimina a necessidade de
duas matrizes auxiliares (PARTRIDGE; BREBBIA, 1990) e sua similaridade estrutural
com um procedimento classico de interpolagao implica numa maior robustez numérica. Em

contraponto, a nova proposta tem maior sensibilidade ao quantitativo de poélos internos
interpolantes (BARBOSA; LOEFFLER; LARA, 2019),(BARBOSA; LOEFFLER, 2020).

Uma ampla consolidagao da técnica da interpolacao direta demanda testes de
desempenho em modelos advectivo-difusivo-reativos bidimensionais, dado que desempenhos
consistentes ja foram alcancados em diversos outros problemas de campo escalar. A
formulacao classica ou original do MECID nao requer aproximacgao das derivadas espaciais
do potencial. Uma nuance matematica atrativa da interpolacao direta reside no processo
de regularizagao (LOEFFLER; MANSUR, 2017), que tem por foco principal o tratamento
da singularidade presente na solucao fundamental, que neste modelo apresenta uma ordem

mais elevada.

A técnica do MECID ¢ testada nesta tese em modelos advectivo-difusivos estacio-
narios com velocidade constante, compondo a primeira contribuicao técnica a literatura,
com comparagao cruzada com a MECDR para cenarios de Péclet baixo para moderado
(PINHEIRO; LOEFFLER; MANSUR, 2022). A MECDR foi pouco testada em modelos
advectivo-difusivos estacionarios de uma forma exclusiva, ou seja, sem utilizar a combinagao
com outras formulagoes, tanto para casos de velocidade constante como velocidade variavel.
Para casos de velocidade variavel, especificamente, hé disponiveis periédicos que utilizam
uma engenhosa decomposi¢ao dos campos fisicos de interesse em um valor médio adicionada
de uma flutuacao, tratando o primeiro com a formulacao classica que utiliza a solucao
fundamental e a flutuagao aproximada via MECDR (WROBEL; DEFIGUEIREDO, 1991;
AL-BAYATT; WROBEL, 2018a). Em detrimento a isto, nesta tese utilizam-se formulagoes
do MEC puramente ancoradas em propostas de aproximacgao por bases radiais, a saber,
MECID e MECDR, de forma a inferir acerca do desempenho relativo entre as técnicas. E
relevante salientar que apenas os testes com MECDR, de forma isolada, para cenérios de

Péclet baixo para moderado ja sao, por si s6, uma contribui¢ao ao campo de pesquisa.

Um sequéncia natural da pesquisa neste tipo de problema é a proposta de novas
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formulagdoes MECID que contemplem situagoes fisicas com campo variavel de velocidade.
Realiza-se nesta tese, um comparativo entre duas formulagoes distintas do MECID, a saber,
classica e alternativa, com o MECDR em modelos matematicos convectivo-difusivo-reativos,
de forma a avaliar, de forma isolada, os efeitos fisicos desafiadores para as formulagoes
baseadas em funcgoes de base radiais: efeitos de convec¢ao dominante, impacto do divergente

de velocidade, e também da presenca de termos reativo e fonte, na formulagao.
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3 Fundamentos de Elementos de Contorno

3.1 Teoria de Campo

O advento da Teoria de Campo caracterizou uma nova fase da pesquisa em enge-
nharia, pois permitiu a unificagdo de uma abordagem matematica comum para distintos
fendmenos fisicos de interesse. A ideia conceitual de campo pode ser descrita, simplifica-
damente, como um mapeamento espacial das propriedades e variaveis de interesses do
fendmeno fisico, ao longo de um meio continuo, através de fung¢ées matematicas, que
atribuem, a cada ponto no espaco, valores associados as variaveis de interesse. A ideia do
campo se correlaciona com outros conceitos como o de potencial motriz, equipotenciais
e linhas de fluxo, entidades estas que permitem interpretacoes mais amplas acerca de
distintos fendmenos da engenahria, em comparacao com a amplitude de representacao
mais simplificada de modelos mecanicistas classicos (MOON; SPENCER, 2012).

A representacao fisico-matematica de forma mais generalizada fornecida pela Teoria
de Campo permitiu o estabelecimento de analogias em forma de similaridade, uma vez que
uma enorme gama de fendmenos fisicos obedecem um mesmo conjunto de leis fisicas de
carater conservativo, tal como balancos de massa, momentum e energia. Essa similaridade
permitiu avancos para uma compreensao mais profunda dos fenémenos e um trabalho
computacional mais eficiente onde uma estrutura de modelo pode governar um grupo de
fendmenos (LOEFFLER, 1988).

A associacao de cada ponto espacial do meio continuo a um tinico valor ou magnitude
caracteriza o que pode-se chamar de campo escalar enquanto a associacao de entidades
que necessitam de mais informacoes em cada ponto do espago também podem caracterizar
um campo vetorial ou mesmo campos de maior ordem tensorial. Nesta tese, o enfoque
serd dado na solucao computacional de problemas da chamada Teoria de Campo Escalar,
e portanto, é conveniente a proposta de um modelo matematico mais robusto que possa
representar, a depender de simplificagoes, uma série de fendmenos de engenharia de forma
simultanea, e a este modelo intrinsicamente matematico da-se o nome de Equacao de
Campo Escalar Generalizada (LOEFFLER, 1992; BULCaO, 1999).

3.1.1 Equacao de Campo Escalar Generalizada

A Equagao de Campo Escalar Generalizada consiste na proposta de um modelo
matematico versatil, e que permita, com pequenos ajustes, a representacao de diversos
fenomenos de interesse de engenharia. A Eq. (3.1), mostrada a seguir representa este

modelo estritamente mateméatico em notagao indicial (LOEFFLER, 1992).
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[Kiugli = AWD"(w)=p  1,j=1,2 n=0,1,2 (3.1)

As varidveis presentes na Eq. (3.1) podem ser bem definidas de acordo com a

sequéncia e a equacao ¢é valida para representar problemas bidimensionais.

e U representa o campo potencial.
« Kj; ¢ um diddico de propriedades fisicas do meio continuo.

e )\, é um coeficiente escalar associado a derivada de ordem n

_ 9"
- otn

e D" é um operador de derivada temporal de ordem n, no formato D"(u)

e p funcdo escalar de agdo de dominio.

Sao diversos os problemas que podem ser representados pela Eq. (3.1) tais como
difusao de calor, escoamento potencial, fluxo em meio poroso, difusdo de massa, tor¢ao em
barras prismaticas, deflexdo de membranas, propagacao de ondas actsticas, problemas
de autovalor e autovetor, dentre muitos outros cujos exemplos podem ser visualizados
na Figura 2, a seguir. Na sec¢ao a seguir sao aplicadas algumas hipdteses e premissas que

demonstram como a equacao de carater geral degenera-se em casos particulares.

(Escoamento de fluidos em meios porososj (Escoamento Potencial) (Membranas Planas )
Campo de pressdo Campo de velocidade Campo de deslocamento
s ) Wq
. \
‘ 5
4 -

Difusio de Calor
Campo de temperatura
Placas Delgadas

Campo de deslocamento

Tor¢ao Uniforme de
Barras Prismaticas

T Campo da

~

T (x)

Figura 1 — C3 - Fenomenos Fisicos
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3.1.2 Modelos Matematicos Particulares

Nesta secao pretende-se particularizar a Eq. (3.1) para alguns casos cldssicos
presentes na engenharia e ciéncias em geral. Entretanto, a priori é interessente analisar com
um pouco mais de cautela a estrutura do modelo matematico em seu formato mais geral.
Para melhorar um pouco a visualizacao expande-se a derivada do produto do primeiro

termo da Eq. (3.1), desdobrando-o em dois termos, tal como a seguir na Eq. (3.2).

[Kij,iu,j + ijuyji] — )\HD”(u) =D I,J = 1, 2 n= 07 1, 2 (32)

3.1.2.1 Equacdo de Geral de Transporte

Ne sequéncia, na Eq. (3.2), assume-se como premissa que a derivada do diadico Kj;
seja igual ao campo de velocidade vj, no primeiro termo. Para além disto, o somatoério no
terceiro termo de equacao, relacionado as derivadas temporais, pode ser expandido em
seus primeiro termos de ordem zero e um outro somatorio para as demais derivadas, que
continua em escrita fechada. Com isso, chega-se a Eq. (3.3), chamada de Equacao Geral

de Transporte.

Kiju;i +vju; — Aou—AD"(u) =p i,jn=1,2 (3.3)

A equacao geral de transporte é um tipo de escrita comum na literatura de métodos
numéricos, para representar matematicamente um modelo geral contendo, na ordem em que
aparecem na Eq. (3.3), transportes realizados por efeitos difusivos, advectivos e reativos,
além de contemplar a possibilidade e avanco no tempo e também uma carga de dominio
(MALALASEKERA, 2007; BECKER; CAREY; ODEN, 1981; OZISIK et al., 2017). Este
tipo de representacao matemadtica é 1til para expor a formulagdo mateméatica de todo e
qualquer método numérico, uma vez que, permite a abordagem matematica individualizada
de cada termo de transporte, metodologia esta, utilizada também nesta tese, em proposta
de novas formulagoes que solucionem modelos difusivo-advetivos com presenca de termos

reativos ou agoes de dominio.

Na Eq. (3.3), a presenga dos termos de derivadas temporais define se um modelo
transiente ou estaciondrio serd gerado. Além disso a natureza do diddico K;; pode gerar
problemas nao-lineares ou lineares, de acordo com a dependéncia funcional do diddico com
o campo potencial u. Por fim, modelos heterogéneos podem ser representados, desde que o
diadico tenha dependéncia funcional com as coordenadas espaciais ou casos homogéneos,
por sua vez, se o diddico for independente das variaveis espaciais. Por fim, fisicamente, o
diddico caracterizar um meio continuo anisotrépico, ortotrépico ou isotrépico (REDDY,
1993). Considere por simplicidade de exposi¢ao a ado¢ao das premissas simplificadoras

tais diddico Kj; com natureza linear, e meio continuo homogéneo e isotrépico, e com isso,
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pode-se escrever o diddico na equagdo de governo como simplesmente K. A Eq. (3.3)
pode ser facilmente simplificada e degenera-se em alguns dos modelos matematicos mais
classicos quando trata-se de fisica-matematica para engenharia. A seguir sdo feitas algumas

exposicoes de alguns destes modelos.

3.1.2.2 Equacdo da Onda Acdstica

A equacgao diferencial de governo que apresenta derivada temporal de segunda

ordem, Eq. (3.4) tem capacidade de representar modelos dindmicos. Este modelos por sua
vez, tem natureza hiperbdlica (KREYSZIG, 1967; TIKHONOV; SAMARSKII, 2013).

0*u
Ku i — Ayg—— = 3.4
Este tipo de modelo matematico governa processos rapidos de transporte de energia,
como por exemplo a propagacao de ondas actsticas, motivo pela qual, de forma mais

simples, da-se o nome de Equacao da Onda Actstica.

3.1.2.3 Equacdo da Difusao

O modelo diferencial que apresenta dependéncia no tempo em derivada de primeira
ordem, tal como na Eq. (3.5), representa problemas transientes e aperiddicos, cuja classifi-
cagao da equagao diferencial é parabdlica (LOEFFLER, 1992; TIKHONOV; SAMARSKII,
2013).

ou

Kuj— M- =
i = A = P

(3.5)

Este tipo de equacao descreve fisicamente processos lentos de transformacao tais
como transferéncia de calor por condugao, fluxos através de meios porosos ou mesmo

difusao viscosa.

3.1.2.4 Equacdo de Adveccdo-Difusao

Considere a auséncia de transporte reativo na Eq. (3.3), tal como um regime
estacionario. Entao, pode-se escrever um modelo que s6 contabiliza transporte por difusao
e adveccao. Este tipo de modelo, da Eq. (3.6) é um desafiador para todos os métodos
numéricos mais classicos como diferengas finitas (PLETCHER; TANNEHILL; ANDERSON,
2012), elementos finitos (BATHE, 1996) elementos de contorno (BREBBIA; TELLES;
WROBEL, 2012) e também volumes finitos (MALALASEKERA, 2007), por conta da
perda de precisao e estabilidade frente a efeitos advectivos mais intensos. A natureza

matematica deste modelo pode ser parabdlica ou hiperbdlica, a depender do nimero de
Péclet (BOKOTA; ISKIERKA, 1995).
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Kugi+vju;=p i,j=1,2 (3.6)

Os exemplos fisicos representados por este modelo sdo diversos, entre eles pode-se
citar escoamentos com transferéncia de calor convectiva, escoamento isotérmico de fluidos
viscosos dominados pela equacdo de Navier-Stokes e também transporte convectivo de
massa como no caso de dispersao de poluentes. Este modelo tem relagao estreita com
o cerne desta tese, que pretende propor novas formulagoes do método de elementos de
contorno que se comportem de forma precisa e estavel frente efeitos de adveccao com

intensidade de fraca a moderada.

3.1.2.5 Equacdo de Helmholtz

Os modelos descritos por equacaoes diferenciais de governo com derivada temporal
de ordem zero, ou seja, transporte reativo, normalmente representam fisicamente problemas
de configuracées de equilibrio independente do tempo, ou problemas estacionarios. A
natureza matematica da Eq. (3.7) é eliptica (TIKHONOV; SAMARSKII, 2013).

Kuy—Adu=p i=1,2 (3.7)

A versao homogénea da Eq. (3.7) é denominada Equagao de Helmholtz. Este
classico modelo pode ser interpretado como um problema de autovalores escalares, A, e
autovetores associados que representam configuragoes possiveis de um sistema, expressadas
pelo campo potencial u, de modo a tornar a configuracao do sistema auto-equilibrada, sem

influéncia de acao de dominio.

3.1.2.6 Equacao de Poisson

Na auséncia de termos advectivos e reativos, tem-se um problema estacionario com
a presenca de fonte, fluxos ou forcas de corpo no interior do dominio, representados pelo

termo p, e o modelo é denominado de Equacao de Poisson, que é um modelo matematico
eliptico (OZISIK et al., 2017; BREBBIA; TELLES; WROBEL, 2012; LOEFFLER, 1992).

Kuyii =p i= 1, 2 (38)

A forma homogénea da Eq. (3.8) é chamada de Equagao de Laplace, onde as agoes
externas atuam estreitamente via condigoes de contorno impostas junto ao contorno do

dominio.
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3.1.3 Condicbes Impostas

A completude dos modelos matematicos governantes de interesse a engenahria
normalmente tem seus fechamento com o estabelecimento de condigoes matematicas
adequadas, de acordo com a quantidade e tipo das equacoes diferenciais que compoe o
modelo. Estas condigoes, por sua vez, podem ser de dois tipos: condigoes de contorno e
condigoes iniciais. As primeiras dizem respeito a um fechamento matematico espacial do
problema enquanto as seguintes sao inerentes as condig¢oes do marco temporal zero do

sistema para em seguida executar a marcha no tempo.

3.1.3.1 Condicdes de Contorno

No tocante a condig¢oes de contorno, hd uma inifinidade de propostas na literatura,
entretanto, de forma inequivoca, as mais classicas podem ser sintetizadas em trés: condigao
de Dirichlet, condi¢ao de Neumann e condigao de Robin (OZISIK et al., 2017). Uma breve

explanagao sobre cada uma das trés é dada na sequéncia.

3.1.3.2 Condicdo de Contorno de Dirichlet

A condicao de Dirichlet, também conhecida como condicao essencial, ou de potencial
prescrito se caracteriza por prescrever um valor u da variavel de campo primal ao longo do

contorno do dominio fisico do problema. Algebricamente, escreve-se tal como na Eq. (3.9):

u(X) = (X) (3.9)

3.1.3.3 Condicdo de Contorno de Neumann

A condigado de Neumann, também denominada de condi¢ao natural ou de fluxo
prescrito, pode ser conceituada como a imposi¢do de um valor de fluxo conhedido q a
uma parte do contorno do dominio fisico. Neste modelo matematico, o fluxo imposto é
sempre normal ao contorno, onde n é a direcao do vetor externo normal ao contorno.
Matematicamente, este tipo de condigao de contorno representa-se tal como na Eq. (3.10),

na sequeéncia.

a(X) = 4 (3.10)

3.1.3.4 Condicdo de Contorno de Robin

A condi¢ao de Robin, também chamada de condi¢ao mista é caracterizada quando
prescreve-se a ao contorno de uma porcao do dominio fisico uma combinagao linear entre
um fluxo e potencial. Na seara da engenharia, este tipo de condi¢ao pode ser encontrada,

por exemplo, em modelos de transferéncia de calor convectiva. Esta condigao hibrida pode
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ser algebricamente escrita tal como na Eq. (3.11) a seguir.

ou(X)
@ on

+ fu(X) = ¢ (3.11)

3.1.3.5 Condicdes Iniciais

Os modelos matemaéticos que envolvem fendmenos com marcha ou avanco no tempo,
necessitam de condigoes que reunam o minimo de informacao sobre o estado inicial do
sistema para serem bem postos matematicamente. Os modelos mais frequentes na fisica
matematica envolvem derivadas temporais de primeira e segunda ordem, que demandam,
respectivamente, condi¢oes no instante zero, do campo potencial e de sua derivada primeira,

como mostrado na Eq. (3.12).

u(X, 0) = uo(X)

3.12
(X, 0) = 1(X) (312)

Tais fendmenos fisicos com modelos correlatos de avanco no tempo podem ser
encontrados em problemas ligados a difusao de calor, propagacao de ondas, vibragoes
mecénicas dentre diversos outros (BUTKOV, 1988).

3.2 Filosofia do Método de Elementos de Contorno

O método dos elementos de contorno (MEC), em sua concepgao mais classica, tem
como base de sua logica a geracao de uma sentenca integral apenas no contorno do dominio
fisico, podendo representar um problema bidimensional com apenas uma dimensao, ou
mesmo simplificar a solugao de um problema tridimensional para uma discretizacao de
uma superficie (WROBEL, 2002).

A deducao da sentenca integral de contorno pode ser alcancada por diversas
formas alternativas e equivalentes como pelo método dos residuos ponderados, teorema de
reciprocidade de Betti, terceira identidade de Green ou mesmo pelo principio dos trabalho
virtuais (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994).

3.2.1 Sentenca Integral

Para iniciar a exposicao conceitual do MEC toma-se a equacao de Laplace, dada

pela Eq. (3.13), modelo de governo simples e de importéncia singular na engenharia.

u; =0 (3.13)

Multiplica-se a Eq. (3.13) por uma fungao especial u*, cuja defini¢do detalhada é
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dada mais a frente, e integra-se ao longo do dominio, gerando a Eq. (3.14), que é chamada

de sentenca integral forte do problema de Laplace.

/ Wt dQ =0 (3.14)
Q

Aplica-se entao a integracao por partes duas vezes sobre o niicleo da integral

anterior, e a seguinte sentenga integral dada pela Eq. (3.15) pode ser escrita.

40 / i*‘dQ—/ ) dQ =0 3.15
/Quu711 + Q(117u ) ; Q<uu71>’i (3.15)

Uma observagao atenta sobre a estrutura matematica de Eq. (3.15) revela que as
operagoes de derivada segunda, originalmente sobre o campo potencial u, na equacao de
governo, ja foram transferidas para a funcao especial u*, no primeiro termo integral. O
segundo e o terceiro termos integrais podem ser abordados pela Teorema da Divergéncia
(KREYSZIG, 1967), de acordo com as igualdades da Eq. (3.16) e com isso devidamente

conduzidos a uma escrita de contorno.

/(u,iu*)idQ:/u*u,inidF
Q ’ r

/Q(uu’*i)yi dQ2 = /Fuuj“inidf

Neste ponto, por maior facilidade na representagao, define-se os fluxos ligados ao

(3.16)

campo primal como sendo o produto do vetor normal ao contorno pela gradiente do campo

potencial primal ou mesmo da fungao auxiliar especial, de acordo com a Eq. (3.17).

q = u;h;j

(3.17)
q"= U—:kini

Ao utilizar a as escritas de fluxo da Eq. (3.17), inserindo-as nas Eq. (3.16) e Eq.

(3.15), tem-se a seguinte sentenga matematica.

/ uu’, dQ — / uq” dI" + / qu-dl'=0 (3.18)
o r r

Na Eq. (3.18), é possivel constatar que apenas o primeiro termo integral ainda
encontra-se escrito em termos de uma integral de dominio. Para o tratamento adequado
deste termo e sua adequada conducao a uma representagao de contorno, faz-se necessaria
antes a defini¢do mais detalhada da funcao especial u*, denominada de solu¢do fundamental

do problema de Poisson.

A filosofia classica do método de elementos de contorno, utiliza como func¢ao auxiliar

ou func¢ao especial u*, que ¢é a resposta em termos de potencial, da aplicagdo de uma carga
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de dominio pontual ou pulso, matematicamente representada pela funcao delta de Dirac,
a um dominio infinito, situagdo esta denominada de problema fundamental (BUTKOV,
1988; BREBBIA; WALKER, 1980) e ilustrada pela Figura 2.

Figura 2 — C3 - Carga/Pulso atuando em Meio Infinito

Algebricamente, o problema fundamental de Poisson, pode ser representado pela
Eq. (3.19), na sequéncia. A solucao deste problema, dé-se o nome de solugao fundamental

u*.

w5 (6 X) = —A(&X) (3.19)

A Eq. (3.19) caracteriza-se, estritamente, como um modelo de Poisson, uma vez
que tem-se o termo difusivo representado pela laplaciano da solucao fundamental do lado
esquerdo e o delta de Dirac, representando uma carga de dominio do lado direito. E
interessante observar que todo problema fundamental tem como caracteristica a presenca
da carga de dominio em forma pulso, independente do modelo correlato. As solucoes
fundamentais para os principais modelos de interesse na seara de elementos de contorno
podem ser encontrados na literatura (BREBBIA; WALKER, 1980). No caso do problema
de Poisson, a solucao fundamental, u*, e o fluxo correlacionado a ela, q*, sao dados
abaixo pelas Eq. (3.20) e Eq. (3.21), respectivamente. A solugao detalhada do problema
fundamental de Poisson pode ser encontrada na literatura (LOEFFLER, 1988).

u*(6X) =~ (& X) (3.20)
@ = _27Tr(1§' X) ar(SIZX) (3:21)

Retornando ao tratamento do termo de integral de dominio, na Eq. (3.18), substitui-
se a funcao Delta de Dirac com sinal negativo no lugar do laplaciano da solucao fundamental,
de acordo com a sentenca do problema fundamental da Eq. (3.19). Na sequéncia, faz-se
valer de uma propriedade do Delta de Dirac (ZILL; CULLEN, 2009), para chegar a
igualdade a seguir, da Eq. (3.22).
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[ 0w (€:X) 42 = - [ a(X)AEX)d2 = —u(¢) (3.22)

A propriedade supracitada estabelece que a integral ao longo do dominio do produto
de uma funcgao genérica pelo delta de dirac, retorna a imagem desta funcdo no ponto de
aplicacao do pulso, e por isso o resultado simplifica-se ao valor do potencial v no ponto &,
que, no contexto do método de elementos de contorno, se caracteriza como ponto fonte,

que por sua vez, interage com todos os outros nés, chamados de pontos campo X.

Para generalizar o resultado obtido na Eq. (3.22), é preciso considerar o posiciona-
mento do ponto fonte &, ou seja, do pulso, em relagdo ao contorno e ao dominio interno do
problema fisico. Desta forma, insere-se uma constante de ajuste ¢(§), conforme a Eq. (3.23),
para conferir generalidade aos resultados da reescrita da primeira integral da sentenca da
Eq. (3.18).

— [ u)AEX)d2 = —c(§)u(e) (3.23)

A determinacao do valor da constante de posionamento do ponto fonte & segue as

premissas da Eq. (3.24), e demais detalhes podem ser encontrados na literatura classica do
MEC (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 2012; BREBBIA; WALKER, 1980; BREBBIA;
DOMINGUEZ, 1994).

0 se(§ ¢ (Q41))
c(§) =41 se((€€)e(€¢D)) (3.24)
a/2n se(€ el)

Por fim, a substitui¢ao da igualdade da Eq. (3.23), de volta na Eq. (3.18) permite

escrever a formulagdo integral inversa do problema de Laplace, dada a seguir.

c(€)u(€) + /F ug* dT — /F qut dT' = 0 (3.25)

A sentenga integral da Eq. (3.25) é continua e exata, e portanto, representa e
governa o problema de Laplace tal como a forma da equacao diferencial original, no
formato da Eq. (3.13). Os préximos passos mostrados na sequéncia, dentro do contexo do
Método de Elementos de Contorno, consistem em conduzir a Eq. (3.25) para o dominio

discreto e permitir que o problema seja solucionado de forma aproximada.

3.2.2 Tipos de Elementos de Contorno e o Jacobiano

O processo de discretizagao consiste em subdividir um dominio continuo em um

numero finito de partes ou mais comumente denominados de elementos. No tocante a
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compreender melhor como fazer a transposicao de uma sentenca integral continua para o
dominio discreto e consequentemente até o sistema linear final, alguns topicos fundamentais

sao abordados na sequéncia.

3.2.2.1 Sistema de Coordenadas Naturais

No intuito de facilitar todas as operacoes feitas a nivel de elemento, utiliza-se
uma transformacao de coordenadas do sistema global X para um sistema de coordenadas
naturais ou normais 7. Tal sistema independe da forma do elemento de contorno, tendo a
origem centrada no comprimento do elemento, 7 = 0, e as extremidades n = —1 e n = +1,
como as extremidades esquerda e direita do elemento, respectivamente. Tal transformagao
tem duas vantagens principais: facilitar a padronizacdo das fungoes de interpolacao e
facilitar a aplicacao de métodos de integracao numeérica, que normalmente, trabalham com
invervalos de integracao normalizados entre —1 a +1 (BECKER; CAREY; ODEN, 1981).

Figura 3 — C3 - Transformacao de Sistemas de Coordenadas

A Figura 3 representa a transformagao de coordenadas dos sistema global X para
o sistema natural 7 feita através do conceito do jacobiano da transformagao (REDDY,
2010). Perceba que ao transformar as coordenadas para o sistema natural é efetuada uma
normalizacao. Matematicamente, pode-se representar da seguinte maneira a normalizacao

feita pelo jacobiano |J|, pela Eq. (3.26) que segue.

dr = |J|dn (3.26)

3.2.2.2 Elemento Constante

O conceito de elemento de contorno constante é caracterizado pelos valores constan-
tes das variaveis fisicas de potencial e fluxo ao longo do comprimento o elemento, conforme
pode ser visualizado na Figura 4 e algebricamente na Eq. (3.27). Este tipo de elemento
é definido como hipoparamétrico (BATHE, 1996), uma vez que a geometria pode variar
de forma linear e utilizar fungoes de forma lineares, enquanto as variaveis do problema

utilizam funcao de interpolagao constante, dada na Eq. (3.27).
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Figura 4 — C3 - Elemento Constante

No(n) =1 (3.27)

Por ser este o primeiro tipo de elemento de contorno a ser apresentado faz sentido
delinear propriamente os conceitos de nés gemométricos e nos funcionais. Nos geométricos,
tal como posto na Figura 4, s@o os nos que definem as extremidades da geometria do
elemento de contorno no sistema de coordenadas globais X. Por sua vez, os nds funcionais
sao aqueles pontos nodais onde sao realizados os calculos de valores incégnitos de fluxo e
potencial do problema, ou seja estao diretamente ligados ao sistema matricial resultante

do MEC.

3.2.2.3 Elemento Linear

Este tipo de elemento de contorno, mais elaborado que o anterior, é classificado
como sendo isoparamétrico, ou seja, as variaveis do problema sao aproximadas usando
fungdes de interpolagao da mesma ordem das fungoes de forma ligadas a representagao
aproximada da geometria. Com isso hd uma coincidéncia entre nds funcionais e noés

geométricos mostrada na Figura 5.

Figura 5 — C3 - Elemento Linear
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Ainda na Figura 5, nota-se que ha duas fung¢oes de interpolagdo Ny(n) e Na(n),

sobre o elemento, que sdo propriamente definidas algebricamente na Eq. (3.28) abaixo.

Nu) = 51— No() = 5(1+) (3.28)

As aproximagoes dos campo potencial u e sua derivada ¢ no interior das integrais
de contorno sdao dadas pela Eq. (3.29). Perceba que no caso de elementos lineares as
funcoes de interpolacao sao explicitadas e deverao ser também integradas, ao contrario
da simplicidade do elemente constante, no qual as incégnitas simplesmente deixam as

integrais por nao terem dependéncia com a variavel natural 7.

u(n) = Nyuy + Naug = [N1No] { Zl } = N'u"
2

(3.29)

q n
q(n) = N1q1 + Naga = [N1Ny] { ql } =N'q
2

3.2.2.4 Determinacado do Jacobiano

Para determinacao do Jacobiano da transformacéao, considere o tridngulo pitagérico
na Figura 3. Aproxima-se aqui, com os principios da geometria diferencial (KREYSZIG,

2013) a curvatura do contorno por sua secante ¢ pode-se estebelecer a Eq. (3.30).

(dI)? = (dI'x)* + (dI'y)? (3.30)

Com algebra simples pode-se constatar que a equagao anterior pode ser reescrita

incluindo os diferenciais em relagdo a coordenada normal 7, de acordo com a Eq. (3.31) a

drx\>  [dTy)\?
o= { () (22 51

Comparando-se o conceito algebricamente exposto na Eq. (3.26) com a Eq. (3.31)

seguir.

apresentada anterioremente, pode-se concluir que o Jacobiano para o caso bidimensional é

dado, de forma geral pela Eq. (3.32).

IJP=$<2;>2+<13>2 (3.32)

Levando em consideracgao que as mesmas fungoes de interpolagdo lineares sao

utilizadas para aproximar a geometria quanto as variaveis basicas, pode-se estabelecer os

valores das derivadas que compoe o Jacobiano, de acordo com a Eq. (3.33).
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oy oONg ONs oy ON; ONsy
X9 an = o y1+ a1 Yo (3.33)

Tanto no caso de elementos lineares quanto no caso de elementos constantes, a
aproximacao da geometria é feita por polindomios de Lagrange de primeira ordem, em
outras palavras, as func¢oes de forma sao lineares. Ao executar as derivadas das fungoes de
forma lineares que aparecem na Eq. (3.33) e substitui-la na Eq. (3.32), de formato geral, é

possivel chegar a seguinte expressao para o Jacobiano de elementos constante e lineares.

(3.34)

o | 5

1= 500 =2 + (1 — ) =

Observe na Eq. (3.34), que o Jacobiano numericamente também equivale a metade
do tamanho do elemento, e, portanto, tem um valor constante ao longo do elemento, nao

tendo dependéncia com a coordenada natural 7.

3.2.3 Discretizacao da Equacao Integral

O processo de discretizagdo do método de elementos de contorno exige a selegao do
tipo de elemento de contorno. No caso da vigente tese, apresenta-se sinteticamente o fluxo
com elementos lineares, uma vez que, sao estes os utilizados nos testes computacionais a
posteriori. Reescreve-se a Eq. (3.25) agora com notagao um pouco distinta para melhor

apresentar o processo de discretizacdo. A Eq. (3.35) ainda é continua e exata.

c(€)u(€) + /F ug"dl = /F qu*dl (3.35)

Com a discretizacao o contorno do dominio fisico é dividido em N elementos de
contorno lineares, e por isso as integrais de contorno presentes na sentenca ja passam a
ser escritas em formato discreto na Eq. (3.36), que segue. A partir deste ponto o indice 4
representa o né onde é colocado o ponto fonte &, enquanto j representa os pontos campo

X que interagem com os anteriores.

N N
ciu; + Z/ ug*dl’ = Z/ u*qdl’ (3.36)
j=1"Ti =171

Por conveniéncia relembra-se aqui, na Eq. (3.37) a interpolacao dos campos de
potencial e fluxo usando as fungoes de interpolacao lineares Ny e Ny, cujos formatos ja

foram expostos em secao anterior.
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Uz

u(n) = Nyuy + Nauy = [N1Ny] { . } = Ntw"
(3.37)

q(n) = Nig1 + Nagz = [N;Ny] { (q]l } = NTg"
2

A priori vamos inserir a aproximacao do campo potencial v na primeira integral de
contorno da Eq. (3.36).

/F ugdl’ = /F (NN q*dF{ “ } A { “ } (3.38)

J

Define-se hfj como coeficiente de influéncia definindo a interagao do né i, onde
aloca-se o ponto fonte £, com um né particular k£ (né 1 ou 2), em um elemento genérico j.
A definicao matematica dos dois coeficientes de influéncia para cada elemento é dada a

seguir pela Eq. (3.39).

hL = /F Nigtdl B = /F Nyg"dl (3.39)

O tratamento dado a segunda integral de contorno na Eq. (3.40) é andlogo, inserindo
a aproximacao da derivada do campo potencial, g. As defini¢oes dos coeficientes de influéncia

gfj, seguem estruturas anédlogas, tal como mostra a Eq. (3.41).

/ qu*dl = / AT S P A R e (3.40)
Ly Ly q2 q2

gl = / NwtdD gt = / Now*dT (3.41)
I, r;

Se cada elemento de contorno tem dois coeficientes de influéncia, e dois elementos
adjacentes compartilham sempre um né, este reflexo deve aparecer na montagem das
matrizes locais e posteriormente na formacao de um sistema matricial global. Aqui o
procedimento executado para a montagem das matrizes globais através do acoplamento
dos coeficientes de influéncia de cada elemento é analoga a procedimentos conhecidos do
método de elementos finitos (BECKER; CAREY; ODEN, 1981; BATHE, 1996). O sistema
global de uma linha de ponto fonte &, colocado em i é dada pela Eq. (3.42).

Uy q1

U2

Cu; + | zQ-E[ZN] : =1 Gy Gip -+ Gy } : (3.42)

Un qn
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Os coeficientes globais H;; e G;; sao obtidos somando as influéncias dos dois

elementos adjacentes que contabilizam cada né, de acordo com a algebra da Eq. (3.43).

A

Também ¢ interessante colocar que a diferenciacao dos coeficiente como H;;, deve-se a
auséncia da contabilizacao do coeficiente ¢(§) até o momento.
H;; = h?j—l + h}j Gij = g7;2j—1 + 91'1]' (3.43)

Com as influéncia de cada elemento é possivel concatenar, através da Eq. (3.43),

um sistema global com a estrutura da Eq. (3.44).
N N
=1 j=1

Para gerar uma escrita mais compacta pode-se a partir dos valores determinados

de ¢;, acoplar estes termos a diagonal dos coeficientes H;;, transformando-os em H;;,

chegando-se ao formato discreto do sistema da Eq. (3.45).

N N
> Hiju;j =) Gijg (3.45)
=1 =1

A Eq. (3.45) em formato matricial é exposta abaixo na Eq. (3.46). Este sistema
matricial com incognitas em u e ¢ é caracteristico do método de elementos de contorno,

que trabalha com determinacdo de potenciais e fluxos de forma unificada.
[H] [u] = [G] [4] (3.46)

3.3 Técnicas de Transformacao de Integrais de Dominio

Um dos principais desafios do método de elementos de contorno é lidar com
integrais de dominio que fagam parte da sentenca integral e que nao possam ser facilmente
conduzidas a uma escrita de contorno. As principais técnicas de transformacao de integrais

de dominio estao listadas abaixo.

1. Integragdo Analitica

2. Expansao em Séries de Fourier

3. Tensor de Galerkin

4. Método da Multipla Reciprocidade

5. Técnica da Dupla Reciprocidade
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6. Técnica da Integracao Radial

7. Técnica da Interpolagdao Direta

As primeiras duas opg¢oes, com enfoque analitico, ficam muito restritas ao nivel
de complexidade do modelo matematico, e portanto, nao podem ser consideradas como
técnicas de natureza generalista, pois sao restritas a casos mais simples. As opgoes
seguintes fazem parte do desenvolvimento do método de elementos de contorno e por isso

sao conceitualmente descritas na sequéncia.

3.3.1 Tensor de Galerkin

A estratégia do tensor de Galerkin consiste em uma das técnica pioneiras na
literatura de elementos de contorno a transformar uma integral ligada a a¢oes de dominio
em uma integral de contorno. A estratégia é elegante, e se utiliza de uma fun¢ao biharmonica,
w*, para executar a transformacgdo (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 2012) conforme

mostrado sinteticamente a seguir.

A priori considera-se aqui que a acao de dominio b, do modelo de Poisson a ser
solucionado pela Eq. (3.47), seja harménica, ou seja, que odebega a sentenga de Laplace
dada pela Eq. (3.48).

/ waut dQ = / bu* do) (3.47)
Q Q

Vi =0 (3.48)

Na sequéncia apresenta-se uma nova fungdo w*, que guarda uma correlagao algébrica
de primitiva com a solugao fundamental do problema de Poisson, u*, mostrada pela Eq.
(3.49).

Viw* = u* (3.49)

Parte-se entao da segunda identidade de Green, também chamada de principio
da reciprocidade, posto pela Eq. (3.50), que baseia-se em uma conversao de integrais de

dominio para integrais de contorno.

/Q (392" — w*Vb) d2 = /F (baw - w*ab> dl (3.50)

Ao considerar a caracteristica harmoénica da acao de dominio b, dada pela Eq.

(3.48), é possivel simplificar a Eq. (3.50), tal como segue.
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/Qbu*dQ — Ab%i*dr—ﬁw*;idr (3.51)

A sentenga integral da Eq. (3.51) ja traz a integral de dominio correlata a ac¢ao da
fonte reescrita em termos de duas integrais de contorno. Todavia, o formato da funcao
especial w* ainda continua incégnito. Para descobrir w*, considere a escrita do Laplaciano

da solucao fundamental u*, tal como abaixo na Eq. (3.52).

VS = V2 (V') = Vo' = A, (3.52)

Substituindo a correlagao de primitiva existente entre w* e u* na segunda igualdade
da Eq. (3.52), deduz-se que a func¢do w* é, na verdade, a solugao fundamental da equacao bi-
harménica. Em duas dimensoes w* é bem conhecido (PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL,
1992) e dado por:

w* = : [m (1) + 1} (3.53)

™ T

Uma vez que a fungdo w* é conhecida, suas derivadas por consequéncia podem ser

determinadas e a sentenga integral da Eq. (3.51) torna-se completamente conhecida.

3.3.2 Multipla Reciprocidade

O método da multipla reciprocidade (MMR) pode ser considerado como uma
técnica de transformacao de integrais de dominio em integrais de contorno que generaliza
o que foi exposto anteriormente na técnica do tensor de galerkin, uma vez que, aplica um
conjunto de solucoes fundamentais de alta ordem para aplicar a identidade de Green para
cada termo que surge do processo iterativo. O MMR foi proposto inicialmente por Nowak
(NOWAK, 1989) e extendido pela pesquisas de Brebbia e Nowak (NOWAK; BREBBIA,

1989) a uma série de problema, incluindo modelos de Helmholtz e casos transientes.

Para demonstrar a proposta de Nowak, considere novamente um modelo de Poisson,
na Eq. (3.54), apenas com um subindice 0 na fonte b, para diferencias-la de outros termos

que surgem ao longo da aplicagao da técnica.

Viu=0by inQ (3.54)

Ao aplicar as integragoes por partes sobre o modelo da Eq. (3.54) pode-se chegar
a formulagao integral inversa, tal como segue na Eq. (3.55). Observe que a solugao
fundamental de Poisson, dada anteriormente pela Eq. (3.20), é aqui denominada de w,.
Esta diferenciacao é necessaria porque outras solugoes fundamentais com mais alta-ordem

serao utilizadas.
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ciui—l—/uqodF—I—/ boupdS) = /qu(’;dF (3.55)

Para tratar a integral de dominio que resta na Eq. (3.55), utiliza-se a mesma légica
do tensor de Galerkin, admitindo uma funcao auxiliar uj que tenha a seguinte relagdo com

a solugao fundamental g, dada abaixo pela Eq. (3.56).

= Vu} (3.56)

Substituindo a correlagdo da Eq. (3.56), na integral de dominio a ser tratada,
aplica-se agora a identidade de Green, levando em consideraragao que by possa nao ser
harmonica, ou seja com V?2b, distinto de zero. Com isso tem-se a seguinte igualdade dada
pela Eq. (3.57).

/ boutdS) = / boV2utdQ = / bogidl — / ur 20 dF+ / WEV2hdQ  (3.57)
Q Q

Como o termo fonte by é uma funcao conhecida, o valor de seu laplaciano V?2bj
também é sabido, entao, pode-se assumir uma nova fungao b; que guarde a seguinte relagao

com a anterior, como trazido pela Eq. (3.58).

by = Vb (3.58)

A nova correlagao da Eq. (3.58) pode ser substituida na ultima integral do lado
direito da Eq. (3.57), e a integral pode ser reescrita novamente aplicando-se a identidade

de Green.

/ brutdQ — / brgsdl — / dF+ / 2D, dS) (3.59)

Desta forma, observa-se que na Eq. (3.59) a integral de dominio remanescente que
envolve o laplaciano de b; também pode ser reescrita novamente, usando a mesma logica,

tal como segue na Eq. (3.60).

by = Vb (3.60)

Este processo iterativo pode ser realizado quantas vezes for necessario ou desejado.
No limite é possivel obter a formulagao exata apenas em termo de integrais de contorno.
Todavia, a desvantagem da técnica é lidar com soluc¢oes fundamentais de ordem muito
elevadas, o que adiciona uma certa complexidade matematica que pode tornar a técnica

mais enfadonha a depender do formato algébrico da fonte.
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A abordagem do MMR pode ser sintetizada, de forma geral, com os dois passos as

seguir, pela Eq. (3.61) e Eq. (3.62), numa légica de recorréncia.

b1 = V?b;
7 g (3.61)
VQU;H:U; for j=0,1,2...
Com isso a integral de dominio pode ser expressa com o seguinte formato:
b *dQ—Oo biq: ] dl’ 3.62
0 0Ug —;) - i9j+1 — Ui an (3.62)
qji1 = Oujyy/On (3.63)

Por fim, inserindo a Eq. (3.62) na sentenca da formulagdo integral inversa original,
pode-se gerar a seguinte expressao para a formulacao exata apenas em termos de integrais

de contorno a seguir, na Eq. (3.64).

0 b,
*dF—/ “dl — — / bt —ut, 20 g 3.64
Cill +/FUQO L qto JZ:% . ( 9541 — Wjg1 871) (3.64)

Uma ideia interessante do potencial da técnica de multipla reciprocidade pode ser
encontrada no recente artigo de Balista et. al. (2023), em que a técnica é comparada com
a dupla reciprocidade e também com a interpolacao direta na abordagem de problemas de
Helmholtz bidimensionais (BALISTA et al., 2023).

3.3.3 Dupla Reciprocidade

A técnica da dupla reciprocidade, desenvolvida por Nardini e Brebbia (NARDINI;
BREBBIA, 1983) conferiu grande generalidade a aplicagdo do MEC a problemas diversos
de campo escalar, agora sem a necessidade de recorrer ao uso de uma solugao correlata

complexa.

Para explicar sinteticamente a técnica considere a formulacao integral forte associada
a diversos dos modelos matematicos particulares mostrados no inicio do capitulo, tais
como equacao de Poisson, Helmholtz, Equacao da Difusao e Equacao da Onda Acustica

possuem uma mesma estrutura matematica, que pode ser posto de forma geral tal como
de acordo com o trabalho de Bulcao (1999) (BULCaO, 1999).

A
II*Q:*/q)*Q .
/Qu7ud KQud (3.65)

Na Eq. (3.65), pode-se particularizar ®, conforme o caso que se deseje analisar.
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No caso da equacao de Poisson, por exemplo, basta atribuir ® = p. A representacao dos

outros modelos matematicos de interesse segue a mesma logica.

O lado esquerdo da equagao integral da Eq. (3.65) ja teve seu tratamento detalhado
ao se descrever a parte de sentenca integral do MEC no inicio deste capitulo. Volta-se
agora o foco para o tratamento do lado direito da Eq. (3.65) segundo a proposta da
dupla reciprocidade. Primeiramente, faz-se uma aproximacao da funcao ® através de uma
combinacao de funcoes de aproximacio F e coeficientes a determinar of, conforme a Eq.

(3.66).

d(X,t) = ol (t)F(X) (3.66)

Substitui-se a proposta de aproximacao da Eq. (3.66), na sentenga integral da Eq.
(3.65), lembrando que como a integragiao ¢ espacial os coeficientes o/ podem deixar a

integral.

/ du* dQ 2 o / Fiu* dQ (3.67)
Q Q

Neste ponto, admite-se que a funcao de aproximacao FJ selecionada possua uma

fungao primitiva 1, de forma que a relagao entre as duas seja de acordo com a Eq. (3.68).

P =F (3.68)

Ji

Introduz-se no lugar da funcao de aproximacao FJ, o lacplaciano de sua primitiva

¥, na sentenga integral da Eq. (3.67).

/ du* dQ 2 of / Y dQ (3.69)
Q Q

Uma observagao cuidadosa sobre a Eq. (3.69), revela que seu lado direito possui
exatamente a mesma estrutura da sentenca integral forte da equacao de Laplace, e portanto,
matematicamente pode ser tratado da mesma forma. A observacao desta simetria que deu
origem ao nome da técnica, que foi batizada de dupla reciprocidade, pois pode-se aplicar
o principio da reciprocidade ou segunda identidade de Green em ambos os lados da Eq.

(3.65). A Eq. (3.69) , pode ser reescrita entao da seguinte forma:

/Q Bu* dQ = —a {c(g)w(g) + /F Wt dT — /F P dF} (3.70)

Para sintetizar a notacao matemdtica na Eq. (3.70), denomina-se 7' o seguinte

produto escalar mostrado na Eq. (3.71).
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o
M=y = Y (3.71)

Por fim, a aplicagao do principio da reciprocidade em ambos os lados da Eq. (3.65),

leva a seguinte formulagao integral final.

c(&u(€) + /Fuq* dI’ — /Fqu* dr' = I);aj <C(§)¢j —i—/rzqu* dr — /Fnju* dF) (3.72)

Apés o processo de discretizagdo o sistema matricial final oriundo da Eq. (3.72) é
dado abaixo pela Eq. (3.73). E possivel perceber a simetria da formulacéo na presenca das

matrizes H e G em ambos os lados do sistema matricial final.

[H] [u] = [G]lq] = {[H] [¥] = [G][n]} (3.73)

3.3.4 Integracdo Radial

Para expor a técnica integragao radial considere a equagao de Helmholtz, dada
pela Eq. (3.74), anteriormente apresentada no capitulo, oriunda da equagao da onda
acustica (BUTKOV, 1988). Neste modelo busca-se determinar a amplitude estacionéria u
produzida em um sistema por uma excitagao variavel, cuja frequéncia w seja conhecida.
Essencialmente o problema de Helmholtz é um problema de autovalores e autovetores,

correlacionados as frequéncias de excitagao e as amplitudes, respectivamente.

w?

Viu(X) = —ﬁu(X) (3.74)
Na Eq. (3.74), k representa a velocidade de propagagdo da onda actstica no
meio continuo. Multiplicando-se a Eq. (3.74) pela solucdo fundamental de Poisson, u*, e

integrando-se ao longo do dominio 2, tem-se:

w2

/ V2u(X)u' (¢ X)d2 =~ / w(X)u (€ X)d) (3.75)
Q Q

A Eq. (3.75) representa a formulagao integral forte do problema de Helmholtz. O
lado esquerdo tem o tratamento classico ja exposto no capitulo, através de integragoes por
partes ou principio da reciprocidade, e sua formulacao inversa ja ¢ amplamente conhecida
(BREBBIA; WALKER, 1980). O lado direito da Eq. (3.75), por sua vez, deve ser conduzido

ao contorno, objetivo que o Método da Integracao Radial (MIR) se propoe a alcangar.

O MIR baseia-se numa elegante mudanga de coordenadas para transformar a

integral de dominio alvo em uma integral de contorno (GAO, 2002). A integral de dominio
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y

Figura 6 — C3 - Esquema de Coordenadas Polares

a ser aproximada, do lado direito (LD) da Eq. (3.75) pode ser escrita em coordenadas

polares, conforme na Eq. (3.76) e de acordo com a Figura 6.

LD = /9 /0 R0V (€ R, 0)RARA0 (3.76)

Por conveniéncia, destaca-se a integral radial, nicleo da angular, como uma variavel

isolada, tal como a seguir, na Eq. (3.77).

RF

HE(0) = /0 u(R,0)u* (& R, 0)RdR (3.77)

A particula angular pode ser transferida para o contorno, utilizando um jacobiano,

baseado na logica na Figura 7.

S
~@

\
uox ')
Figura 7 — C3 - Transformacao de Coordenadas

A Figura 7 mostra a colocagao de um ponto x; de interpolacao, cuja distancia
radial até o contorno é denominada de R'. O vetor unitario na direcio de R' é chamado
de 7 e o vetor normal externo ao contorno de n. A transformacao da particula integradora
angular, e automaticamente, a transferéncia da integral para o contorno se déd através da

seguinte transformacao, da Eq. (3.78).

o = ——dI'(X) (3.78)
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O MIR gera integrais simples, porém que demandam um alto custo computacional,

o que torna sua utilizagao isolada restrita a casos mais simples.

3.3.5 Interpolacdo Direta

No intuito de demonstrar os fundamentos que embasam a recente técnica de
interpolagao direta (LOEFFLER; CRUZ; BULCaO, 2015) considere aqui um modelo
de Helmholtz, trazido pela Eq. (3.79), onde u(X) representa a resposta de amplitude

estacionaria do sistema e w a frequéncia de excitacao harmonica dos sistema.

Viu(X) = (X) (3.79)

2

Multiplicando a Eq. (3.79), pela solugao fundamental de Poisson u*, e integrando

ao longo do dominio fisico 2(X), tem-se:

2
/ V2u(X)u (€ X)d) = k—‘j / w(X)u (€ X)dS) (3.80)

Q Q
Na Eq. (3.80), a utilizacdo de uma solu¢ao fundamental mais simples como a de
Poisson, que nao dependente da frequéncia de excitagao ao invés da solugao correlata ao
problema de Helmholtz (BREBBIA; WALKER, 1980), que é dependente da frequéncia w,

permite a geragdo de uma matriz de inércia explicita (LOEFFLER; MANSUR, 2017).

O lado esquerdo da Eq. (3.80) recebe tratamento com integragdo por parte e
teorema de divergéncia, procedimentos largamente documentados na literatura (WROBEL;

ALIABADI, 2002), dando origem a seguinte sentencga integral:

w2

c(€)u(©) + [ u(X)q"(&X)dr — [ g(Xu' (¢ X)dl = =5

/Q WX (€ X)dQ (3.81)

Na Eq. (3.81) resta a integral de dominio do lado direito, referente ao termo
reativo a ser tratada. Para tanto a técnica da interpolacao direta (MECID), propoe
uma aproximagao do nuicleo completo da integral de dominio, ou seja, todo o ntucleo é
interpolado usando fungoes de base radial (BUHMANN, 2003), tal como colocado pela Eq.
(3.82) a seguir.

u(X)u* (& X) =2 Sy F! (Xi; X) (3.82)

Observe que as fungoes de base radial F! (X!; X) tem como argumento a distancia
Euclideana r' (X'; X) entre os pontos fonte X' e pontos genéricos do dominio X. Ademais
a integral do lado direito da Eq. (3.81) é imprépria e convergente, por conta da presenga

da solucao fundamental v*. Em técnicas como a dupla reciprocidade (MECDR), nao havia
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esta preocupacao, pois a solu¢ao fundamental nao era interpolada. Na MECID, por sua
vez, a coincidéncia entre o ponto fonte e os pontos campo gera tendéncia ao infinito na
funcao logaritmica, e portanto, uma preocupacao central da formulacdo do MECID é

evitar esta coincidéncia.

Apoés o exposto, substitui-se a proposta de aproximacao do MECID, dada pela Eq.
(3.82), na integral de dominio da Eq. (3.81), e pode-se reescrever a integral de dominio

com o uso de uma funcio primitiva de interpolagdo, ¥ (X'; X), tal como feito na MECDR.

[ fa'F (X3X)d = [ San, (X' X) d2 =
/ a; (X5 X) n j(X)dfzfai/Fnj (X3 X) dr

As integrais apresentadas na Eq. (3.83), j& em escrita de contorno podem ser

(3.83)

determinadas por integracao numérica. Com base na Eq. 3.83 destaca-se que o produto no
ntcleo das integrais ¢ condensado em 7/ = n;1; da pentiltima para a tltima integral da

igualdade.

Neste ponto do desenvolvimento da técnica é preciso tomar alguma acao para evitar
a coincidéndia entre pontos fonte e pontos campo, de acordo com ja colocado a priori.
A solucao proposta aqui é implementar um elegante esquema de regularizacdo, baseado
no conceito da regularizacao de Hadamard (HADAMARD, 2003), de forma a excluir a
singularidade na Eq. (3.82). Basicamente o procedimento consiste em somar e subtrair
uma integral andloga a integral de dominio, todavia com uma fungao de ponto u(§) no
lugar do campo potencial u(X). Com isso, agrupando-se a integral de sinal negativo, na
integral de dominio original, tem-se o seguinte formato de sentenca integral do problema,
dado pela Eq. (3.84).

&)+ [[uX)g"(€&X)dr — [ g(X)u’ (g X)dT =
1

(3.84)
pr /Q[uoc)—u(s)] (6 X0+ 1 [ u()u (6 X)do

A estrutura da Eq. (3.84) apresenta agora duas integrais de dominio. A primeira
delas, no lado direito, apresenta uma diferenca entre o ponto campo e o ponto fonte em
seu nucleo, e portanto é chamada de integral regularizada. Esta integral regularizada, por
sua vez, é capaz de eliminar a singularidade, pois anula-se na coincidéncia entre pontos

campo e fonte.

A primeira integral do lado direito da Eq. (3.84), integral regularizada, serd aproxi-
mada diretamente com a proposta da MECID, tal como mostrado abaixo na Eq. (3.85),
enquanto a segunda integral, ou integral excedente é tratada um pouco mais a frente

usando a abordagem do tensor de Galerkin, ja exposta neste capitulo.
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;QwQ/Q [u(X) — u(é)]u* (& X)dQY ~ ]:2(,02 {/ng/Fi (Xi; X) dQ} (3.85)

Inserindo a aproximacao fornecida pela técnica da interpolagao direta na sentenca
integral da Eq. (3.84), chega-se a Eq. (3.86), abaixo.

u(€) + [ u(X)q" (& X)dr — [ q(X)u*(& X)dr =
o fo ) o i

Por simplicidade de exposi¢do, no momento, desconsidera-se a integral de dominio

(3.86)

excedente. Com isso, apds o processo de discretizacao obtem-se o seguinte sistema matricial,
dado pela Eq. (3.87).

Hyy Hy, | |w Gn Gin | @
Hnl Hnm Up, Gnl Gnm qn
(3.87)
9 1a1 1Oém N1 9 A1
w . X w
2 3 TR
nO‘l nCVm Nm An

A varidvel N quantifica as integrais de n'. Os coeficientes do vetor A mostrado no

sistema linear da Eq. (3.87), podem ser calculados na seguinte forma:

Ae = (N1..Ny..Ny,) | (3.88)

Sy,

Perceba que a matriz [« de coeficientes ainda é desconhecida. Para entao determina-
la, retorna-se a proposta da aproximagao do MECID, da Eq. (3.82), e pré-multiplica-se a
equagao pela inversa da matriz de fungoes de bases radiais. Com isso é possivel explicitar

o vetor «, de acordo com a Eq. (3.89), que segue.

faf = [F17 [FA] [Fla = [F] 7! [$A] [u] (3.89)

Substituindo a nova escrita do vetor «, da Eq. (3.89) na Eq. (3.88), pode-se chegar

a seguinte expressao para o calculo dos coeficientes A¢, segundo a Eq. (3.90).
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-1

Floooo FrlO[EAy - 0 ur| o |u(é)
Ae= (NN, | 0 e ST AN (3.90)
F' ... Fn 0 oo SAG] | |ual |u(©)

n

Numa tentativa de sintetizar o algebrismo, cria-se neste ponto uma nova variavel S

cujo vetor linha é dado pelo seguinte produto:

F Y
E, Ey

Inserindo-se a nova varidavel da Eq. (3.91), na Eq. (3.90), é possivel chegar ao

formato a seguir.

Ac=(8...8,) |+ . = (3.92)
0 éAn Up, u(f)

Considerando que n, na Eq. (3.92), seja o nimero total de pontos da malha e £ o
ponto fonte, pode-se expandir a escrita da Eq. (3.92) para toda a malha discreta, conforme
segue na Eq. (3.93). Uma observacao cuidadosa sobre a Eq. (3.93) revela que a coincidéncia
entre pontos fonte e campo é anulada pela Delta de Kronecker presente nas diagonais,

elemento este que é proveviente da procedimento de regularizagdo mostrado alguns passos

atras.
. B}
A Z [—S“Al(l — (511>] SQlAQ . SNlAN
1 i=1 N Uy
= S1a\q ; [—SioNi(1 —di2)] - SnoAn
A, N,
SinMA SanAs ; [—SinAi(1 = din)] N

© (3.93)

Vamos agora retornar ao tratamento da integral remanescente, da Eq. (3.84). A
priori, coloca-se abaixo a defini¢do do tensor de Galerkin, na Eq. (3.94) que é a segunda

primitiva da solu¢ao fundamental.

G5(6:X) =u'(§X) (3.94)

A inser¢ao do tensor de Galerkin, da Eq. (3.94), na integral excedente, permite levar
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esta integral para uma escrita de contorno usando o teorema da Divergéncia, conforme a

Eq. (3.95).

[ w(©G(EX0a2 = u(©) [ ¢4(6Xm(X)dr (3.95)

Uma vez que o tensor de Galerkin tem formato conhecido quando trata-se da
solugao fundamental de Poisson, e ja mostrado anteriormente no capitulo, pode-se escrever

o gradiente do tensor de Galerkin com facilidade, conforme a Eq. (3.96).

G (& Xy (X) = PX = 417T{0.5 —In[r(&; X)] ey (3.96)

Com a utilizagao da Eq. (3.96), o formato discreto da Eq. (3.95) pode ser escrito
tal como a seguir na Eq. (3.97).

Z L Pudly 4 4 f) Podly] 0 g
7z, 0 o [Pl A [T PdD] ]| s
(3.97)

A utilizagao do vetor Z, da Eq. (3.97) e também o formato do vetor A, dado pela
Eq. (3.93), permite a escrita do sistema linear final do problema, dado pela Eq. (3.98) a
seguir. A matriz [M] gerada na parte direita da equagido é a chamada matriz de inércia
da interpolacgao direta e a qualidade de sua formacao, precisdo e condicionamento estao
diretamente correlacionados com o desempenho da técnica, tal como ocorre na formulagao

de dupla reciprocidade.

Hll Hln Uy Gll Gln q1 9 <A1+Zl> Mll Mln
. . . . . . w . . . .
(3.98)

3.4 Esquemas de Integracao Numérica

A precisdo de método numéricos baseados em formulagoes integrais tais como o
Método de Elementos de Contorno (MEC) passa necessariamente por uma determinacao
assertiva dos coeficientes matriciais que constituem o sistema linear discreto. Estes coefi-
cientes matriciais, tal como no Método dos Elementos Finitos (MEF), sdo integrais que
contém em seus nucleos fungoes de interpolacao especificas dos elementos, e, especifica-

mente no caso do MEC, sao integrais singulares ou quase-singulares, devido as solugoes



Capitulo 3. Fundamentos de Elementos de Contorno 54

fundamentais utilizadas no método (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994). Dentre as diversas
opcoes de técnicas de integracao numérica disponiveis para uso nos algoritmos de MEC, a
mais amplamente utilizado é a Quadradura de Gauss-Legendre, cujos detalhes podem ser
coletados na literatura (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1999). Embora este tipo de quadra-
tura apresente precisao e acuracia elevadas no tratamento de integrandos simples, como
ntucleos polinomiais, apresenta uma relevante desvantagem que reside nos posicionamentos
fixos dos chamados pontos de Gauss, ou seja, o posicionamento destes pontos em nada

depende da natureza do intengrando.

No intuito de melhor aproximar as integrais singulares e quase-singulares que surgem
nas formulagoes do método de elementos de contorno, o trabalho de (HAYAMI; BREBBIA,
1987) se destacou pelo pioneirismo, e propoe um método baseados em transformacao
de coordenadas, capaz de lidar com integrais singulares e quase-singulares, com boa
precisao em problema tridimensionais e aplicado a elementos de contorno curvos. Telles
(1987) propds uma engenhosa transformagao de coordenadas baseada em um polinémio
de terceiro grau (TELLES, 1987a), onde o posicionamento dos pontos de Gauss sao
variaveis de acordo com a posicao da singularidade, o que permite uma maior precisao
na determinagao das integrais de interesse. Telles e Oliveira (1994) em trabalho posterior
expandiram a linha de pesquisa do artigo anterior com o acoplamento de um mecanismo
adaptativo na proposta de integracao original, que torna-a mais mais robusta com a
consideracao da distancia entre o ponto fonte e ponto campo a serem integrados para
calibrar os mecanismos da quadratura (TELLES; OLIVEIRA, 1994a). H4 um grande
volume de propostas de esquemas de integragao na literatura baseadas em mudancas de
coordenadas (MONEGATO; SLOAN, 1997) e (JOHNSTON; ELLIOTT, 2001).

3.4.1 Quadratura de Gauss Classica

A integragao numérica é um topico de grande relevancia na classe de métodos
numéricos com formulagao integral, na qual se incluem o Método de Elementos Finitos
e o Método de Elementos de Contorno. Este fato é facilmante justifiavel, uma vez que,
os coeficientes de influéncia que formam o sistema linear discreto destes métodos, tal
como aqueles que formam as matrizes H e G expostas na Eq. (3.46), sdo na verdade
integrais a serem determinadas numericamente. No contexto do MEC, a importancia
da integracao numeérica se torna ainda mais critica, uma vez que as integrais presentes
nos coefientes matriciais sao singulares ou quase-singulares devido a presenca da solugao
fundamental e suas variantes em seus nucleos, como pode ser visto na literatura (BREBBIA;
DOMINGUEZ, 1994). Em casos mais simples, e dependendo da ordem da interpola¢ao nos
elementos, integrais improprias ainda possuem solucao analitica, todavia, para implementar
algoritmos mais robustos é necessario utilizar técnicas aproximativas para quatificar tais

integrais (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 2012).
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Uma das técnicas mais utilizadas para a aproximagao numérica destas integrais é a
quadratura de Gauss-Legendre, cujas deducoes mais formais podem ser encontradas em
(KREYSZIG, 1967). O conceito unidimensional mais bésico desta ferramenta ¢ baseado
numa aproximagao que ocorre num dominio de [—1, 1], onde a integral de uma fungao
genérica f(z), neste intervalo, pode ser aproximada como uma somatoério de produtos
entre as imagens da fungdo em pontos especificos do cartesiano, chamados de pontos de
Gauss x,, ponderadas por valores escalares w,,, chamados de pesos de Gauss, de acordo

com a &algebra trazida pela Eq. (3.99) abaixo.

GPN

- [ 11 f@de = S waf () (3.99)

n=1

A quadratura gaussiana classica acima exposta é largamente utilizada em algoritmos
e pacotes computacionais do método de elementos de contorno, devido a sua acuracia e
implementacgao relativamente simples, uma vez que os pontos e pesos de Gauss podem
ser determinados usando um algortimo simples ou mesmo coletados na literatura de
referéncia (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1999). Uma andlise um pouco mais atenciosa sobre
a proposta desta quadratura revela que as coordenadas dos pontos de Gauss e os valor de
seus pesos sao constantes, uma vez selecionado o nimero de ponto de Gauss utilizados
para executar a aproximacao, e, nao dependendo, portanto, do conteido do ntucleo a ser
integrado. Esta linha de raciocinio toma um relevancia especial ao se considerar fungoes
que possuam alguma singularidade no intervalo de integracao em voga, ou seja, que tendam
para o infinito nas proximidades de uma coordenada especifica, que, por conveniéncia,

denomina-se aqui de ponto 7.

3.4.2 Quadratura de Telles

No intuito de definir a quadratura adaptativa de Telles, que se coloca como uma
opgao viavel ao uso da quadratura gaussiana classica, considere a integracao de uma funcao

f(n) no intervalo de [—1, 1], tal como representado pela Eq. (3.100).

1= [ sonpn (3.100)

-1

A priori, em seu artigo, Telles propos uma transformagao de coordenadas, baseada
em um polinémio de terceiro grau para calcular integrais singulares, cuja variavel inde-
pendente é v, mostrado em sua forma genérica na Eq. (3.101), cuja singularidade esté
localizada no ponto de coordenada 77 (TELLES, 1987a).

n(y) =ay’ +by* +cy+d (3.101)



Capitulo 3. Fundamentos de Elementos de Contorno 56

Na Eq. (3.101), o argumento ~ corresponde aos ponto de Gauss alterados pos
transformacao de coordenadas e n representa os pesos associados aos pontos de integracao
~. Para determinar os coeficientes a, b, ¢, d do polinémio, que sdo ajustados de acordo com
a posicao da singularidade, Telles propos a imposicao das seguintes condicoes de contorno:
% = 0 zlliz = 0 (3.102)

7= =Y

As condigbes de contorno mostradas pelo conjunto da Eq. (3.102) indicam, nas
duas primeiras, que o intervalo da fungao transformada nao é alterado e continua entre
[—1, 1], que coincide com uso dos elementos isoparamétricos em coordenadas naturais
do MEC. A terceira condi¢ao implica que o Jacobiano da transformacao proposta, deve
preferivelmente reduzir a odem da singularidade no ponto 77 (BULCaO, 1999). A quarta
condi¢ao impoe um ponto de valor minimo do Jacobiano da transformacao J(v). Em
outras palavras, isso significa que o Jacobiano tem um ponto de minimo coincidente com
o ponto onde a funcdo ¢ singular, e portanto, aonde a mesma apresenta seus gradientes

mais severos. A expressdao do Jacobiano é mostrada a seguir pela Eq. (3.103).

2
1= [ o) s = P =0T st ee (3103

O uso puro e simples das condigoes de contorno da Eq. (3.102) para detemrinagao
dos coeficientes do polinomio de terceiro grau foi feita, e estd disponivel no trabalho
de Telles (1987), todavia, este coeficientes, calculados destas maneira, sdo restritos, se,
no contexto de elementos de contorno, a coincidéncia do ponto fonte e do ponto campo
estiver localizada sobre o intervalo do elemento, ou seja, se a singularidade ocorrer sobre o

elemento, caracaterizando uma integral singular (TELLES, 1987a).

Na Figura 8, um esquema representativo da proposta de quadratura adaptativa
de Telles é apresentada. Incialmente, na parte superior da figura, é possivel visualizar
um elemento de contorno quadratico e isoparamétrico em suas coordenadas naturais. Os
pontos de Gauss sao distribuidos ao longo do elemento em intervalos, e, por conceito, sao
simétricos em relagdo a n = 0, mas nao entre si. No esquema da Figura 8, a singularidade
pode ser encontrada no ponto fonte &£, numa posicao genérica, a uma distancia R,
em relacdo ao n6 n = 1 do elemento quadratico. Duas caracteristicas da quadratura
classica de Gauss-Legendre merecem ser observadas: a posicao dos pontos de Gauss nao
depende da natureza matematica do integrando, além disso, as posi¢oes do pontos de
Gauss também nao dependem da distancia entre a singularidade e o elemento, no caso de
se tratar de uma integral quase-singular. Em contraste com as caracteristicas colocadas, a
primeira contribuicao da quadratura de Telles foi promover um efeito de deslocamento ou

concentracao dos pontos de Gauss em direcao a singularidade. Para exemplificar, suponha
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que a posicao da singularidade seja coincidente a do n6 n = 1 do elemento (TELLES,
1987a). Para este caso, de integracao singular com R,,;, = 0, que é o caso mais critico para
a proposta de Telles, o deslocamento dos ponto de Gauss para préximo da singularidade
deve ser o maximo possivel (TELLES; OLIVEIRA, 1994b). Esse efeito de concentracao ou
deslocamento estd bem representado na Figura 8, onde a quadratura gaussiana classica e

a proposta de Telles sao colocadas lado a lado.

Ponto Fonte
o
Pontos de Gauss

Quadratura de r= f (Rmin)
Gauss 2 X 3

Quadratura de
Telles

Pontos de Gauss
Deslocados

Figura 8 — C3 - Quadratura Gaussiana Classica vs Quadratura Adaptativa de Telles

A segunda contribuicao relevante de Telles foi parametrizar todo o modelo matema-
tico da quadratura em fun¢ao da distancia R,,;,. Esta adaptacao é necessaria para o caso
de integrais quase-singulares de qualquer intensidade, dependendo da distancia entre o
ponto fonte e o ponto interpolante. A sequéncia da chamada quadratura adaptativa inicia
primeiramente pela determinacao da minima distancia entre o ponto fonte & e o elemento,
chamada R,,;, e sequencialmente com o calculo do parametro D, com o uso da equacao
3.104 (TELLES; OLIVEIRA, 1994b).

(3.104)

Na Eq. (3.104), o pardmetro L, é considerado como sendo a distancia entre os
nos extremos do elemento. Como um exemplo, no esquema da Figura 8, esta distancia é
tomada como aquela entre os n6s n = —1 e n = 1. De posse de D ¢é possivel determinar o
parametro adaptativo 7, de acordo com os intervalos apresentados na literatura (TELLES,
1987a), e aqui reproduzidos pela Eq. (3.105).

F=0 0.00 < D < 0.05
7 =0.85+0.241n (D) 0.05 < D < 1.30
7 = 0.893 + 0.08321n (D) 1.30 < D < 3.618

F=1 D >3.618 (3.105)



Capitulo 3. Fundamentos de Elementos de Contorno 58

Uma vez que o parametro adaptativo 7 é conhecido, é possivel entao calcular as

varidveis auxiliares p e ¢ representadas pela Eq. (3.106) e Eq. (3.107), respectivamente.

p= M [ (1=7)+3(1-7)] (3.106)
q:2(11+27") [("(3_2”_ 1%:727«) 1+12r_77] (3.107)

Os parametros p e ¢, tal como a posicao 77 da singularidade sao usados pela Eq.
(3.108), para determinar 7, que é a posi¢ao da singularidade em termos da variavel trans-
formada. Este parametro é muito relevante, uma vez que a transformacao de coordenadas
executada pelo Jacobiano depende da distancia entre cada ponto de Gauss em relacao a

posicao da singularidade, como ja mostrado pela Eq. (3.103).

72\3/{—q+\/m}+\?/{_q_m}+1f2r (3-108)

Finalmente, de posse do parametro de adaptacao 7, os coeficientes a, b, ¢, d, inicial-
mente deduzidos no trabalho de Telles (1987) apenas para integragoes singulares, podem
ser generalizados e reajustados para qualquer posi¢cao de ponto fonte £, no elemento ou
fora dele, pela Eq. (3.109).

(1-7) /-7 C:(F+372) _
5 b= o —0 d=—b (3.109)

a =
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4 Formulacoes Classicas do MEC aplicadas a

Modelos Advectivo-Difusivos

Este capitulo é dedicado a expor de forma concisa a formulacdo de problemas
advectivo-difusivos via método de elementos de contorno. Para fazé-lo de forma metddica
é necessario ressaltar a existéncia de duas formulagdes bem consolidadas, sendo a primeira
denominada formulagao classica (MECC) por utilizar a solu¢ao fundamental correlata ao
problema advectivo-difusivo, a segunda representada pela técnica da dupla reciprocidade
(MECDR), onde ja hé o uso de fun¢bes de bases radiais e solu¢ao fundamental mais simples.

Na sequéncia apresenta-se a estrutura matematica de cada uma destas duas formulagoes.

4.1 Formulacao Classica do MEC

E prudente seguir uma ordem cronoldgica na exposi¢ao das formulagoes disponiveis
para problemas advectivos-difusivos e, portanto, inicia-se pela formulacao classica do
método de elementos de contorno. Tal formulagao baseia-se no uso da solucao fundamen-

tal correlata ao problema, que pode ser apreciada em mais detalhes em na literatura
(RAMACHANDRAN, 1994).

No objetivo de sempre manter a exposi¢ao da formulacdo numérica o mais simples
e elegante possivel, usa-se aqui a notagao indicial, largamente presente na literatura do
método de elementos de contorno e da fisica-matematica de forma geral. A equacao de
governo do problema advectivo-difusivo em notacao indicial, com algumas simplificagoes é

dada a seguir pela Eq. (4.1).

Uy = Vily; (4-1)

E perceptivel na Eq. (4.1) que as propriedades termo-fisicas no caso da versao
dimensional na equacao de governo ou mesmo o nimero de Peclét, no caso da equacao
adimensional, sao aqui omitidos por simplicidade , por se tratarem de constantes e nao

variarem no dominio espacial €2.

Multiplica-se agora ambos os lados da Eq. (4.1) pela solu¢ao fundamental correlata

u*, e integra-se ao longo do dominio genérico 2.

[ (X0 (€ X0 = [ wi(X ) (X (€, X)d (4.2)

Para a sequéncia da formulagao é prudente denominar o lado esquerdo da Eq. (4.2)
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de lado difusivo (LD) e o lado direito da mesma de lado advectivo (LA).

LD = /Q s (X ) (€, X)dSY (4.3)

LA= / vi(X ut (€, X)dD (4.4)

Na sequéncia o tratamento do lado difusivo, constituido por um operador laplaciano
auto-adjunto, pode ser tratado com o uso das identidades de Green ou, analogamente,
via integracao por partes, seguido do uso do Teorema da Divergéncia para a conversao

de integrais de dominio para o contorno, conforme largamente reportado na literatura

correlata (BREBBIA, 1982), (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994),(KATSIKADELIS, 2016).

LD = / uF (€, X)dT — /F (X )q*(f,X)dFJr/Qu,;‘i(S,X)u(X)dQ (4.5)

Parcialmente tratado o lado difusivo, parte-se para o tratamento do lado advectivo
onde a integracao por partes é novamente utilizada para desmembrar o nucleo da integral

que compoe o lado advectivo da Eq. (4.4).

(vuu™),, = (vu) u* +vuw,; oo (vuu®),, = [viu+ vu, vt + vu,) (4.6)

Na aplicacao da integragdo por partes, conforme pode ser observado na Eq. (4.6),
surge a entidade do divergente do campo de velocidade, que anula-se como consequéncia
da hipdtese de incompressibilidade do escoamento, conforme a Eq. (4.7) (SCHLICHTING;
GERSTEN, 2003). Portanto, algebricamente tem-se:

an

Desta maneira é possivel anular um dos termos da decomposicao exposta pela Eq.

(4.6) e reescrever propriamente o nicleo da integral do lado advectivo tal como segue.
(viuu™) ,, = viuut +vuw,, o vuut = (vuu') , — vua,) (4.8)

A inserc¢ao da decomposigao da Eq. (4.8) na Eq. (4.4) gera a seguinte integral.

/Q Vs (X ), (X )u* (X, €)dQ = /Q [0:(X (X ) (X, )], d — /Q v(X (X ),k (X, €)dQ
(4.9)
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E possivel neste ponto aplicar o Teorema da Divergéncia (KREYSZIG, 1967; ZILL;
CULLEN, 2009; KAPLAN, 1952), para entao converter a primeira integral de dominio do
lado direito da Eq. (4.9) para uma escrita no contorno, tal como segue. Na Eq. (4.10), n;

representa o vetor normal ao contorno, oriundo da aplicacao do Teorema da Divergéncia.

Aw@%m@%ﬂXéMQ=AWMMMXWQWNXKMF—Aw@%&@wﬂXii%

Substituindo entdo as expressoes de tratamento da Eq. (4.5) e da Eq. (4.10), na

Eq. (4.2), chega-se a formulagao integral inversa do problema dada abaixo.

[ aC0u (X, &dr = [ u(X)g (X, dr + [ wi; (X.u(X)d2 = (4.11)

L@mmmmmmmm@w—éwmmmmﬂx@m

A sentenga integral inversa representada na Eq. (4.11), pode ser reorganizada de
maneira providencial como segue na Eq. (4.12), de forma a reconstruir uma expressao de
governo baseada na solugao fundamental, onde é possivel evidenciar a equagao de governo

que caracteriza o problema fundamental correlato, tal como segue.

[ 1 (X8 + 0i(X)u (X lu(X)d2 = (4.12)

[ uX)g (X.&)dr = [ g00u* (X, dr + [ ni(X)0i(X)u(X)u* (X, €)dr

O problema correlato ao advectivo-difusivo em um dominio infinito cuja excitacao
de campo é descrita por um pulso representado matematicamente pela funcao Delta
de Dirac, é também chamado de problema fundamental. Para melhor visualizacao este

problema ¢é algebricamente posto abaixo.

A solugao da Eq. (4.13) nao é trivial e pode ser melhor consultada na literatuta
(RAMACHANDRAN, 1994). E possivel observar que tanto o campo potencial v*, quanto
seu fluxo correlato ¢* ficam dependentes de fungoes de Bessel, cujo tratamento matematico
na determinacao das integrais nao é tarefa simples, como citado e debatido em detalhes
em (SINGH; TANAKA, 1998) e (MASSARO, 2001), devido a singularidades matematicas.
Nas Eq. 4.14 e 4.15, K, e K; representam fungoes de Bessel (ABRAMOWITZ; STEGUN,
1999; KREYSZIG, 1967) e k representa a condutividade térmica do dominio.
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_ v

1
W6 = e T () =

o (4.14)

or 'V,

1
¢ (X, &) = e | —pKa(ur) 5= = o Ko(ur) (4.15)

Utilizando-se entao da Eq. (4.13), e inserindo-a entdo na Eq. (4.12), e aplicando-se
convenientemente as propriedades inerentes ao Delta de Dirac, é possivel entao a seguinte

escrita.

e(©)u(€) + [ u(X)q"(X,)dr — [ q(X)u"(X,)dr + [ mi(X)ua(X)u(X)u* (X, E)dT = 0
(4.16)

A escrita da Eq. (4.16) ainda encontra-se no dominio continuo. O valor do coeficiente
c(€) depende da posicao relativa o ponto fonte £ em relagdo ao dominio fisico 2, conforme
ja mostrado no Capitulo 3. Ao realizar-se um processo de discretizacao, onde fixa-se o
ponto fonte £ em cada ponto da malha numérica e interpola-se com todos os demais pontos,
inclusive o proprio ponto fonte, é possivel gerar um sistema matricial com ordem igual ao
nimero de pontos nodais. Tal discretizacao permite a escrita matricial, onde as matrizes
[G], [H] e [S] sdo determinadas diretamente das integrais correspondentes na sentencga
da Eq. (4.16), formando o seguinte sistema matricial discreto dado pelas Eq.(4.17) e Eq.
(4.18).

[H]{u} = [G]{q} + [S]{u} =0 (4.17)
[H{u} =[Gl{q}  [H]=[H+S] (4.18)

4.2 Formulacao da Dupla Reciprocidade do MEC

A técnica da dupla reciprocidade (MECDR) proposta inicialmente por Nardini e
Brebbia (NARDINI; BREBBIA, 1983) representou um avango substancial no panorama
de consolidacao do método de elementos de contorno, uma vez que confere ao método uma
versatilidade ao aproximar termos mais complexos por meio de fungoes de base radial,
e flexibilizar o uso de uma solug¢ao fundamental mais simples em detrimento a solugao
fundamental correlata ao problema, que nem sempre é conhecida ou de dedugao trivial. Tal
flexibilidade permitiu a aplicacao da dupla reciprocidade a diversos problemas complexos e
relevantes no contexto da fisica matematica, como pode ser constatado em (PARTRIDGE;
BREBBIA; WROBEL, 1992; PARTRIDGE; BREBBIA, 1990; LOEFFLER; MANSUR,
1988; LOEFFLER; MANSUR, 1989).
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Segue-se aqui a mesma logica da exposi¢ao utilizada para expor a proposta original
do MEC, onde adota-se novamente como padrao a notacao indicial para tornar mais
dinamica e leve a exposi¢ao dos pormenores da formulagao da técnica de dupla reciprocidade.
Inicia-se com a equacao de governo do problema com a exclusao proposital dos coeficientes

ou adimensionais correlatos por simplicidade, tal como segue.

Uy = Vil (4.19)

91T

Multiplica-se a Eq. (4.19) pela solucao fundamental u* de ambos os lados da
sentenca e integra-se ao longo do dominio €2 da geometria, e gera-se entao a formulacao

integral forte relacionada ao problema.

[ X0 (X,€)d2 = [ 0(Xu, (Xu* (X, €)ae (4.20)

Ja é possivel aqui destacar, que a solu¢do fundamental utilizada como funcao
auxiliar na técnica da dupla reciprocidade é a solugdo fundamental de Poisson (BREBBIA;
WALKER, 1980), que tem natureza mateméatica muito mais simples do que a solugao funda-
mental correlata do problema advectivo-difusivo propriamente dito (RAMACHANDRAN,
1994).

Uma outra diferenca fundamental inerente a técnica da dupla reciprocidade
(MECDR) ¢ a forma inicial de trato do termo advectivo contabilizado no lado direito
da Eq. (4.20). O procedimento caracteristico, mostrado em detalhes em (PARTRIDGE;
BREBBIA; WROBEL, 1992), consiste em interpretar o termo de advec¢ao como uma agao
de dominio p(X). Desta maneira todo o lado direito da equagao de governo é substituido
pela acao de dominio, e com isso a formulagao integral forte, dada na Eq. (4.20), pode ser

reescrita como a seguir.

[ (X (X, 902 = [ p(xX)u* (X, €)d2 (4.21)

Analogamente ao que foi feito a priori, na formulacao antecedente, denomina-se o
parte esquerda da Eq. (4.21) como lado difusivo (LD) e a parte direita como lado advectivo

(LA), de acordo com o mostrado na sequéncia na Eq. (4.22) e na Eq. (4.23).

LD = /Q s (X (X, €)dS) (4.22)

LA= /Q p(X)u (X, €)dS) (4.23)

Sequencialmente é necessario focar no tratamento do lado advectivo dado pela Eq.

(4.23), uma vez que o lado difusivo tem simples trato, como ja visto na formulagao classica
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via integracdo por parte e teorema da divergéncia. A técnica da dupla reciprocidade
preconiza a aproximagao do termo de dominio p(X) como um somatério de fungoes de
bases radiais ponderadas por coeficientes a determinar ozg, tal como mostra a Eq. (4.24)
abaixo. Uma vez escolhida a fungdo de base radial a ser utilizada, sua primitiva ¢ também

é conhecida, coerentemente com a identidade conceitual mostrada abaixo.

Substituindo-se a aproximagao por bases radiais proposta pela Eq. (4.24) no lado
advectivo (LA), dado pela Eq. (4.23), tem-se:

/Q p(X)u (X, €)d) /Q LI (X; X (X, €)dS = /Q ot (X X9 )u™ (X, €)dQ (4.25)

A integracao por partes é aqui aplicada pela primeira vez, utilizada para descarregar
o operador derivada de sobre a fun¢ao primitiva ¢ parcialmente para a solucao fundamental

*

u-.

(¢71U*> = YU+ uyt R R T (¢>zu*) % V" (4-26)

A substitui¢do da decomposigao proposta pela Eq. (4.26) na Eq. (4.25) e posterior
aplicacao do Teorema da Divergéncia, levando possiveis integrais de dominio para o

contorno, resulta no formato abaixo.

/9042 [(1),u”) % T P,y = /Fagni@/mu*dl“ - /Qaél/),ium*dﬁ (4.27)

A estrutura da Eq. (4.27) revela uma das integrais ja correlata ao contorno e
uma integral de dominio remanescente. Para transferir esta segunda integral também ao
contorno, aplica-se por uma segunda vez o procedimento de integracao por partes tal como

segue.

(Yu,;") % = Yo, Yu,,” Y, = (Yu,) % Yu,;” (4.28)

Ainda por motivos de sintetizar a formulacdo, define-se neste ponto uma nova

variavel 7/ dependente dos cossenos diretores e do gradiente da funcdo primitiva 1.
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Substituindo entao a decomposicao da Eq. (4.28) e a definicao da Eq. (4.29), na
Eq. (4.27), e aplicando o Teorema da Divergéncia na integrais possiveis, é possivel chegar

ao seguinte formato.

Aagnju*dF—/glag [(Yu,;") ,; — Yu,,;"1dQ = /Fagnju*dl“—/ragwniu,i*dF+/§2agwu,ii*dQ
(4.30)

Uma anélise da Eq. (4.30) revela duas integrais ja enderegadas ao contorno e uma
integral de dominio que ainda demanda tratamento. Entretanto, é perceptivel o fato de
que o operador laplaciano foi completamente transferido de sobre a primitiva da funcao
radial ¢) para a solucdo fundamental u*. Desta forma pode-se tratar a integral de dominio
em questao com a conveniente escrita do problema fundamental de Poisson mostrada a

seguir.

wyt = —A(X, €) (4.31)

1

A solugao correlata ao problema de Poisson é amplamente conhecida na literatura
(BREBBIA, 1982), (WROBEL, 2002),(ZILL; TELLES; WROBEL, 2012), e dada abaixo,

onde também define-se por conveniéncia o fluxo relacionado a solucao fundamental, ¢*.

(X, €) = 21ln <1> (4.32)

™ r

e e 1o X)
q = nu, = @ X)  on (4.33)

A insercao do problema fundamental dado pela Eq. (4.31) e da defini¢do do fluxo
correlato a solugao fundamental dado pela Eq. (4.33), ambas na sentenga da Eq. (4.30), e
com uso apropriado da propriedades do Delta de Dirac, permitem a seguinte escrita do

lado advectivo.

LA = [ p(X)w(X,€)a2 = af {=e(€0(©) + [ (X; X7 (X, ~ [ (X X1)q" (X, €T }

(4.34)

A formulacao integral final pode ser escrita alinhando o tratamento do lado advectivo
recém escrito pela Eq. (4.34) com o tratamento classico do lado difusivo, que consiste na
manipulacao de um operador auto-adjunto, resultando na seguinte expressao integral final

no dominio continuo.
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c(€)ul€) + /F w(X)g* (X, €)dr — /F (X ) (X, €)dl = (4.35)
o {—e@u(©) + [ (XX ) (X, — [ w(X: X)) (X, T |

Pode-se neste ponto do algebrismo impor o processo de discretizagao sobre a Eq.

(4.35), gerando assim um sistema matricial resultante, dado pela Eq. (4.36)

[H] [u] — [G]lq] = {[H] [¥] = [G][n]} (4.36)

Na sequéncia do desenvolvimento da técnica se faz ainda necessario determinar os
coeficientes «. Para tanto vamos relembrar da definicao da forga artificial de campo p,

colocado abaixo no formato de suas componentes em z e .
P = viu, Pr = Vo Dy = vya—y (4.37)

p= O{ij o = F»_lp (438)

Percebe-se na Eq. (4.37) a presenca das derivadas parciais ou gradientes correlatos
ao campo potencial u. Estas derivadas ainda estao em formato continuo e também precisam
ser aproximadas a posteriori. Todavia antes disso, para uma visao mais geral da formulagao
discreta gerada até aqui, substituindo as defini¢bes da aproximagao por bases radiais da
agao de dominio reapresentada por comodidade na Eq. (4.38) acima, e as expressoes da
Eq. (4.37), na Eq. (4.36), tem-se:

(1) [u)—(G) o) = {1H) [9] = [G) )} " (s + ) = {[H) [] — G o]} (g +u g
(4.39)

Neste ponto, para facilitar a escrita vamos definir uma matriz [S], que tem compo-

nentes em duas dire¢oes de acordo com a estrutura algébrica a seguir.

[Sx]=A{[H W] =[G} F Vel o [Syl={[H][W] = [G] [} F [Vy] (4.40)

Substituindo entdo as defini¢oes recém fixadas pela Eq. (4.40), na Eq. (4.39),

podemos chegar a seguinte estrutura.

[H] [u] = [G]]a] = [Sx] 5~ + [Sv] 5~ (4.41)
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A Eq. (4.41) contem as derivadas em relagao as diregoes = e y, que carecem
aproximacao. A aproximacao aqui sera feita no proprio campo escalar u, utilizando-se uma

segunda aproximagao via bases radiais tal como mostrado na sequéncia.

u=BF f=Ftu (4.42)

Da aproximagao estabelecida na Eq. (4.42), pode-se diferenciar em relacao as duas

dire¢bes espaciais, de forma a estabelecer uma aproximacao para as derivadas parciais.

goppt, 0, F,F'u (4.43)

ou_or ou
dy Oy

dr Oz
Substituindo as aproximacoes das derivadas parciais dadas pela Eq. (4.43), na Eq.

(4.41), pode-se reescrever a equagao matricial da seguinte forma:

[H] [u] - [G][q] = [SxFoF ™' + Sy F,F | {u} (4.44)

Para uma representacao algébrica ainda mais compacta pode-se ainda sintetizar
através de uma matriz [R], a exposicao da expressao final, conforme visto nas definigdes

abaixo.

[R.] = SxF,F' [R,)=SyF,F! [R] = [R,] + [R,)] (4.45)

Com o uso da definigao da Eq. (4.45), na Eq. (4.44), o sistema matricial discreto final
do problema advectivo-difusivo via técnica na dupla reciprocidade pode ser compactado

conforme abaixo na Eq. (4.46).

[H — R][u] = [G] [q] (4.46)
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5 Metodologia Geral

Nesta secdo pretende-se fornecer uma visao detalhada de todos os pardmetros,
critérios, premissas e fluxo de passos utilizados para a geracao dos resultados e posterior
analise dos mesmo nesta tese. Para tanto, subdivide-se a exposi¢cdo da metodologia adotada

em alguns itens relevantes que seguem.

5.1 Dominio e Malha Computacional

O dominio computacional €2(X) consiste em uma geometria quadrada de aresta
unitaria, ilustrada pela Figura 9. Selecionou-se uma geometria simples, pois o foco principal
desta tese é a resposta das formulagoes de elementos de contorno (MEC) propostas em
relacao a parametros de malha e parametros fisicos. Desta forma, testes com geometrias
mais desafiadoras nao foram abordados, por nao serem o cerne da complexidade proposta

para esta tese.
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/)(j Ale\\
/ \
l X2
\ /
N Fo=rIn(r)/
ren oo

‘@ N6 Contorno
|

10 NO Interno

|

'© N6 Duplo

‘@ Primeira Fila

|
|
|
|
|
|
|

—

Figura 9 — C5 - Esquema Global de Malha Estruturada

De acordo com a Figura 9, a malha utilizada tem formato estruturado, e é feita por
um malhador autoral codificado em linguagem Octave. Este malhador, por sua vez, tem
a capacidade de gerar malhas com facilidade para qualquer problema de campo escalar
desejado. A malha estruturada distribui os elementos de contorno com tamanho tnico I,
possui uma quantitativo de polos internos com uma distancia [, entre si, com excecao da
primeira fileira de internos, que possui uma distancia vl em relacao ao contorno, onde
~v é um parametro ajustavel. A nao ser que seja destacado ao contrario, as simulagoes
numérica sao executadas de forma padrao, ou seja, com o pardmetro v unitario. Os noés
duplos mostrados em cor azul na Figura 9, sofrem um afastamento padrao de 2% do I,

em todos os casos.
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5.2 Modelo de Governo e Termos de Transporte

O modelo de governo abordado, em linhas gerais, é o da equacao geral de transporte,
dado pela Eq. (3.3). A equagdo é reescrita aqui por conveniéncia, em alinhamento com os

casos testados nesta tese, a saber, em sua versao estaciondria, pela Eq. (5.1).

Kijui +vjuy —Au=p 1,j=1,2 (5.1)

O modelo de transporte representado pela Eq. (5.1), em seu lado esquerdo apresenta,
a representacao dos termos de transporte por difusdo, advecgao e reacao. Ja em seus lado

direito contabiliza-se as agoes de dominio.

Nesta tese, ha a exposicdo das formulagdes integrais propostas a modelos difusivo-
advectivo com presenca de transporte reativo ou com presenca de agoes de dominio em
alguns casos. Tal exposicao a mais termos além da base do modelo difusivo-advectivo
pretendem comprovar a robustez e resiliéncia das formulagoes propostas em relacao a
presenca de multiplos termos de transporte com naturezas fisicas distintas. Cabe salientar,
por fim, que o cerne difusivo-advectivo das equagoes governantes testadas continua a
caracterizar o foco principal dos testes desta tese, uma vez que, os efeitos advectivos sao

sempre alvo de analise de sensibilidade como descrito na sequéncia deste capitulo.

5.3 Parametros de Discretizacao

Os elementos utilizados para discretizagao do contorno sao lineares e nés duplos
sao utilizados nas quinas com condicao de afastamento d = 0.02L. Quanto aos polos
internos interpolantes, estes sao distribuidos, conforme a Figura 9, de forma equidistante
pelo dominio. No tocante ao trabalho da técnica de interpolagao direta (MECID) com
elementos de diversas ordens de interpolagao destacam-se trabalho mais recentes sobre a
técnica (SANTOS, 2021). Em paralelo, o comportamento da técnica da dupla reciprocidade
(MECDR) com o uso de elementos constantes, lineares e quadraticos também ja é conhecido
em literatura para boa parte dos problema de campo escalar (BULCaO, 1999). Por fim,
cabe ressaltar que a selegao da interpolacao linear se da pelo balanco entre precisao
entregue e simplcidade de implementacao, quando comparada com seus pares, a saber,

elementos constantes e quadraticos.

5.4 Formulacoes do Método de Elementos de Contorno

Esta tese propoe um total de trés formulagoes distintas da técnica de interpolagao
direta (MECID), que sao utilizadas no testes numéricos dos capitulos subseguintes. Sao

elas:
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1. MECID Cléassica - Campo de Velocidade Constante
2. MECID Classica - Campo de Velocidade Variavel

3. MECID Alternativa - Campo de Velocidade Variavel

As supracitadas trés contribuigoes desta tese sdo comparadas com a técnica da
dupla reciprocidade (NARDINI; BREBBIA, 1983), dada sua importéancia na solugao de
diversos problema de campo escalar, no contexto de solugdes para aproximacao de integrais
de dominio. Desta forma, a MECDR ¢ utilizada como uma referéncia comparativa para as
formulagoes do MECID.

5.5 Parametros de Simulacao

Os algoritmos do MEC utilizados nesta tese foram todos implementado em lin-
guagem Fortran. Os principais parametros de simulagao presentes na configuracao destes

algoritmos estd listados a seguir:

Funcao de Base Radial da Interpolacao Principal

o Funcao de Base Radial da Interpolagao Secundaria

Esquema de Integragao Numérica

o Método de Solugao dos Sistemas Lineares

A interpolagao principal, a saber, aquela referente a aproximacao de parte ou todo
o nucleo da integral de dominio, a depender da técnica do MEC selecionada, utiliza-se a
fungao de base radial F; = r?Inr (BUHMANN, 2003). No tocante a técnica da interpolagao
direta, o comportamento da mesma com a utilizagdo de distintas fungdes de base radial é
suficientemente conhecido (LOEFFLER et al., 2017).

Em relagao a interpolacao secundaria, a saber, aquela feita sobre o campo potencial
para entao determinar a aproximacao dos gradientes, no caso do modelo de difusao-
advecgdo, utiliza-se a fungdo auxiliar F; = 7%, que j4 demonstrou ser efetiva em trabalhos
cientificos ja estabelecidos na literatura (PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL, 1992;
LOEFFLER et al., 2017).

As integracoes numéricas sao aproximadas com quadratura de Gauss classica com
20 pontos. Para alguns casos de formulacao de velocidade variavel é testada a Quadratura
Adaptativa de Telles, que por sua vez, depende de menos pontos de Gauss para atingir

bons patamares de precisao.
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Por fim, os sistemas lineares gerados pelo método de elementos de contorno sao
resolvidos pelo método direto de eliminacao de Gauss. Métodos iterativos de solucao mais
robustos também poderiam ser utilizados, entretanto, para o quantitativo de graus de

liberdade (GDL) desta tese, ndo foram cogitados.

5.6 Casos Fisicos Testados

Os casos fisicos testados ao longo dos Capitulos 6, 7 e 8 podem ser divididos em:

o (Casos com Campo de Velocidade Constante

o (Casos com Campo de Velocidade Variavel

A priori para o casos de velocidade constante, presentes nos testes numéricos do
Capitulo 6, os casos foram escolhidos variando a complexidade das condi¢oes de contorno,
com dois casos fisicamente unidimensionais, com distintas quantidade de condi¢oes de
contorno nao homogéneas, e dois casos apenas com condigdes essenciais, que apresentam

desafios em relagao aos efeitos de quinas.

No tocante a casos fisicos com velocidade variavel a selecao foi feita de uma
forma estratégica, devido a toda complexidade inserida pela variacao espacial do campo
de velocidades. O racional de selecao iniciou-se considerando os dois principais efeitos
conectados ao campo hidrodindmico: efeitos advectivos e efeitos de compressibilidade.
Os primeiros estao relacionados a magnitude dos componentes do campo de velocidade,
enquanto que, os subsequentes, tem relacao com o divergente do campo de velocidade. A
Figura 10 ilustra com clareza os possiveis casos fisicos, de acordo com o divergente de

velocidade.

Primeiramente, observa-se que é possivel haver divergente nulo nao apenas em
casos de velocidade constante, mas também em casos especiais de velocidade variavel,
tal como ilustrado na parte esquerda do fluxograma da Figura 10. Em contraponto,
em casos de divergente nao-nulo, tem-se o caso de divergente constante ou variavel no
espaco. Estas variedades de casos ensejam uma investigacao mais profunda, pois, muito
provavelmente o comportamento numérico das formulagoes propostas para cada tipo de
configuracao supracitada tende a ser distinto. As formulagoes do MEC propostas para
campo de velocidade variavel sao testadas entao para as trés possiveis configuragoes a

seguir: divergente nulo, divergente constante e divergente variavel.
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Figura 10 — C5 - Casos Testados

5.7 Intensidade dos Efeitos Advectivos

A intensidade dos efeitos advectivos é um dos focos de teste deste trabalho, todavia,
se faz necessdrio reforcar o entendimento da classificacdo quantitativa desses efeitos e os
termos utilizados para denomina-los ao longos dos Capitulos 6, 7 e 8 que apresentam os
resultados da tese. No Capitulo 6 os efeitos advectivos sao contabilizados no adimensional
de Peclét, matematicamente igual ao médulo da velocidade para os casos testados. Ja
nos Capitulos 7 e 8 os efeitos advectivos e reativos sao controlados pelos parametros
matematicos de referéncia que aparecem no préprio campo hidrodinamico, em cada caso
testado. Para todo efeito, também é interessante reforcar a classificacdo destes efeitos
advectivos como baixos, médios ou altos, ou ainda, analogamente, como fracos, moderados e
intensos. Considera-se como efeitos advectivos fracos ou baixos aqueles associados niimeros
de Peclét ou valores do parametro de referéncia até 5. Como efeitos advectivos moderados
ou médios entende-se aqueles representados por nimeros de Péclet ou valores do parametro
de referéncia entre 5 e 20. Por fim, entende-se como efeitos advectivos intensos ou altos,
aqueles ligados a um quantitativo de numéro de Péclet ou valores do parametro de referéncia

acima de 20.
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5.8 Sequéncia de Testes

Nesta se¢ao expoe-se sucintamente o fluxo de testes numéricos executados, conforme
a Figura 11, para cada caso presente na vigente tese. A priori, cabe destacar que, esta é a
sequéncia de testes padrao, ou, em outra palavras, estes sao os testes presentes em todas

as analises de resultados, sem prejuizo a outros resultados extras que sao apresentados por

conveniéncia.
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Figura 11 — C5 - Sequéncia de Testes Numéricos

A primeira bateria de testes efetuada diz respeito a inferir sobre a convergéncia das
formulagoes do MEC propostas em relagao aos principais parametros da malha computa-
cional, a saber, nimero de elementos de contorno (EC) e quantidade de polos internos
interpolantes (PI). Esta bateria de teste é feita com pardmetros advectivos e difusivos de
mesma ordem de magnitude, ou, fisicamente com nimero de Péclet unitario. A definicdo do
nimero de Péclet é dependente de uma velocidade e comprimento caracteristicos tal como
da difusividade térmica do meio continuo (PLETCHER; TANNEHILL; ANDERSON;
2012; INCROPERA et al., 2008; BURMEISTER, 1993). Como a aresta do dominio e a
difusividade térmica sdo unitarias, na presente tese, o numero de Péclet pode ser escrito
apenas em funcao de uma velocidade caracteristica, que é selecionada como o médulo do
campo de velocidade imposto. Relevante ressaltar que a depender do capitulo de testes
numéricos, a saber, Capitulos 6, 7 e 8, os efeitos advectivos sao controlados pelo nimero

de Péclet ou simplesmnete por parametros de referéncia ligados ao campo de velocidade.

Sequencialmente, a segunda bateria de testes é caracterizada por uma anélise
paramétrica dos efeitos do transporte advectivo, e, quando presentes, também dos efeitos

ligados a compressibilidade. Desta forma, através de um ou mais parametros do modelo
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de governo, intensifica-se a magnitude do transporte advectivo e observa-se a resposta das
formulagoes propostas em termos de precisao e manutencao da aderéncia com a fisica do
problema. Para tanto, elege-se uma malha de contorno suficientemente robusta e avalia-se
os resultados numéricos para um conjunto de trés nuvens distintas de pontos internos,

enquanto os parametros de referéncia que controlam a adveccao sao amplificados.

A terceira e tultima bateria de testes pode ser definida como uma analise de
desempenho limitrofe, onde uma malha refinada de contorno e dominio é utilizada para
tentar obter das formulagoes propostas algo proximo a sua melhor performance, frente ao

aumento dos efeitos convectivos e efeitos de compressibilidade.

Quanto a mensuracao do erro numérico cometido em termos de potencial ou

derivada do potencial utiliza-se o critério de erro da Eq. (5.2) que segue.

o — |unumérico - uexact| (52)
max |uexact|

Este critério de erro utiliza o maximo valor analitico para normalizar os valores
de desvios em relagao ao valor exato nodal e com isso erros artificiais nas quinas sao
devidamente atenuados, e proporcionando também um tratamento adequado para nés

cujo valor analitico seja nulo.
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6 Formulacao Classica da Interpolacao Direta

em Modelos de Velocidade Constante

A descricao da modelagem matemaética generalizada de um fenémeno convectivo
involve necessariamente, os principios fundamentais da mecénica do continuo (FUNG,
1977). O modelo escalar conhecido como advectivo-difusivo é derivado diretamente do
principio da conservacao de energia, que em forma conservativa e notagao indicial é dado

na sequéncia ja com algumas premissas simplificadoras.

E 0%u ou

2 J )
pcp 0T Oz

(6.1)

Na Eq. (6.1), u(x,y) é a varidvel primal ou potencial, p representa o campo de
massa especifica do fluido, ¢,, o calor especifico a pressao constante, k é a condutividade
térmica do meio, e o vetor v; é o campo de velocidade do escoamento, que assume-se ser
incompressivel. A validade da equacao acima é limitada a regime estacionario, com um meio
fluido newtoniano isotrépico com propriedades termo-fisicas constantes, dissipacao viscosa
desprezivel e desconsiderando efeito de forgas de corpo (SCHLICHTING; GERSTEN,
2003).

E possivel reescrever a Eq. (6.1) usando um formato ainda mais sintético de notacio
indicial, tal como mostrado na Eq. (6.2), onde A é a difusividade térmica do meio continuo.

Este formato além de elegante é conveniente para os algebrismos mostrados na sequéncia.

AU, = V;U

111 1 (62)

O termo do lado direito da Eq. (6.2) contabiliza o transporte advectivo, enquanto
o termo no lado esquerdo da mesma representa os efeitos difusivos. Desta forma, a Eq.
(6.2) representa um balango entre os efeitos de transporte pelo campo de velocidade do
escoamento e transporte difusivo no meio continuo. Uma interessante versao adimensional
da Eq.(6.1) é dada por:

U,.au’ 1 o*u/ Po— vl
]é&; ~ Pe (9x’j2 N

= RGICPT’lC (63)

A Eq. (6.3) contém aspectos fisicos interessantes a serem expostos. O conceito
associado ao adimensional de Péclet (Pe) impoe a escolha de uma velocidade caracteristica
v, € um comprimento caracteristico [., e também é dependente da difusividade térmica \

do meio. A razao entre os efeitos difusivo e advectivo é condensada no nimero de Péclet, e
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portanto, a dominancia de um efeito sobre o outro pode ser indentificada por uma andlise
paramétrica, e em casos extremos, assintética, deste grupamento. E possivel também
destacar o papel central do niimero de Péclet como um elo entre a a hidrodinamica e
a parte térmica, dentro de problemas convectivos, uma vez que, pode ser equacionado
em fungdo do nimero de Reynolds e Prandtl de acordo com a literatura pertinente
(BURMEISTER, 1993), em alinhamento com a Eq. (6.3).

A formulagdo de interpolagao direta (MECID) inicia-se com escrita da equagao de
governo, Eq. (6.2), em um formato integral, usando para isso a solu¢ao fundamental do
problema de Poisson como funcao auxiliar (KATSIKADELIS, 2016), como exposto na
Eq. (6.4). Durante o desenvolvimento matematico seguinte, a difusividade térmica \ é

considerada unitaria para evitar aglomeragoes algébricas desnecessarias.

[ (X0 (6 X)d2AX) = [ (X, (X (€, X)d(X) (6.4)

Ainda no intuito de evitar algebrismos extensos, é conveniente separar a Eq.
(6.4), em um lado difusivo (LD), na esquerda, e um lado avdectivo (LA), na direita. O
tratamento matemético dado ao lado difusivo, mostrado na Eq. (6.5), é amplamente
presente na literatura correlata ao MEC (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 2012).

LD = c(©u()+ [ u(X)q'(¢ X)dr = [ q(x)u’ (&, X)ar (6.5)

Sequencialmente, o termo advectivo é reescrito, usando a regra do produto sucessi-
vamente e considerando nulo o divergente do campo de velocidade, como consequéncia
algébrica do conceito de incompressibilidade (SCHLICHTING; GERSTEN, 2003). Assim,
a integral original de dominio, do lado direito da Eq. (6.4), quebra-se em duas partes
(PINHEIRO, 2018), na qual a primeira parte pode ser conduzida ao contorno via Teorema
da Divergéncia, e a segunda permanece em escrita de dominio, de acordo com a Eq. (6.6)

a seguir.
LA= /F (X ms(X (X )u* (€, X)dT — /Q v (X (X )u, (€, X)dQ (6.6)

6.1 Formulacao Classica MECID - Velocidade Constante

Apesar de alguma similaridade, a proposta da MECID difere significativamente
do MECDR, uma vez que a primeira interpola todo o nticleo da integral proveniente do
termo advectivo da equacao de governo, Eq. (6.1), inclusa a solugao fundamental. Os
mesmos tipos de fungoes de bases radiais usadas pelo MECDR, podem ser utilizadas
pelo MECID, no entanto, a funcao radial ctibica e a fungao radial de placa fina sao duas

que demonstraram, em testes preliminares, os melhores resultados (LOEFFLER et al.,
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2017). O melhor comportamento relativo do MECID no tocante ao uso de diversos outros

tipos de fungoes de bases radiais foi também constatado e mostrado em outros artigos
no dominio tridimensional (BARBOSA; LOEFFLER; LARA, 2019). Todavia o MECID

também possui outras caracteristicas particulares que sao discutidas na sequéncia.

6.1.1 Procedimento de Regularizacao

No intuito de evitar singularidades geradas pela coincidéncia entre as coordenadas
de pontos fonte e pontos campo, um procedimento de regularizacao similar ao proposto
por Hadamard é aplicado (HADAMARD, 2003). A ideia central aqui é somar e subtrair
um mesmo termo especifico a integral, de forma a manter a o valor mateméatico intacto

como mostrado na Eq. (6.7) (LOEFFLER; MANSUR, 2017).

LA= / v (X ) (X )u(X ) (€, X)dD — / v (X )€, X )u(X)dQ
r Q
+ [ w0 (€ X)u©)d2 — [ wi(X)ui(E X)u()e (6.7)
Comparativamente a outros problemas de potencial nos quais a regularizacao foi
aplicada, neste caso, a singularidade apresenta maior ordem. Entretanto, apesar disso, o

processo mostra-se eficiente, como pode-se observar no resultados obtidos. Assim, o termo

advectivo pode ser reescrito como:

1A= [ o(Xm(X)u(X)u (€ X)dr — [ (X (6 X) [u(X) — u(©)] do
r Q
- [ wOuiEXu©de  (65)
Equagao (6.8) ainda contém duas integrais de dominio, que sdo chamadas na
ordem que sao exibidas na equagao, respectivamente, de termo regularizado (TR) e termo

excedente (TE). Ambas podem ser transformadas em integrais de contorno, como mostrado

a seguir.

6.1.2 Tratamento do Termo Regularizado

O tratamento do termo regularizado (TR), de acordo com a técnica de interpolagao
direta (LOEFFLER; CRUZ; BULCAaO, 2015), consiste em aproximar todo o nicleo da
integral de dominio por fungbes de bases radiais (BUHMANN, 2003), tal como segue.

TR= [ 0(X)ui(6X) [u(X) — u(€)] d2 = [ a§F;(X;, X)d2 (6.9)
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A aproximagao do nicleo da integral na Eq. (6.9) é formado por produtos entre as
funcoes de bases radiais F; com coeficientes o constantes, ainda nao determinados, e que
podem sair das integrais. Assim, o nucleo das integrais, constituido por fungoes de bases
radiais conhecidas, pode ser matematicamente tratado com o uso fungées primitivas ).

Este tratamento é mostrado na sequéncia, passo a passo, e exposto pela Eq. (6.10) abaixo.

YR%AﬁFX@Xm_&/mﬁm_J/ mﬂﬂ_&/mﬁ (6.10)

Equagao (6.10) representa o termo regularizado, agora ja aproximado como uma
integral de contorno, e que pode ser facilmente calculado por métodos de integracao
numeérica apropriados, mostrados no Capitulo 3. O procedimento para a determinacao dos

coefiecientes desconhecidos o é mostrado em momento oportuno, na secao 6.2.1.

6.1.3 Tratamento do Termo Excedente

O procedimento de regularizagdo mostrado anteriormente insere um novo termo na
formulagdo chamada aqui de integral de dominio excedente (TE), como mostrado na Eq.
(6.11) abaixo.

TE:Afmm%ygxm@mQ (6.11)

A fungao de ponto u(&) nao depende das coordenadas espaciais, e pode deixar a
integral da Eq. (6.11). Com o uso da regra do produto, e considerando a nulidade do
divergente do campo de velocidade (PINHEIRO, 2018), rearranja-se a élgebra, de forma
que o teorema da divergéncia possa ser aplicado, transformando a integral do dominio

para o contorno. Assim, o termo excedente (TE) pode ser reescrito de acordo com a Eq.
(6.12).

JYJ:u@X/w@dexyﬁ@“XMF (6.12)

r

6.1.4 Sentenca Integral Final

O tratamento matematico do lado advectivo estd concluso. A equacao final de

governo em formato integral é dada por:

§+/uX¢( X)dr = [ g(X)u’ (€, X)dr =

[ o0 (X)u(X ) (€ X)d +af [ gl +u(©) [ o(Xmi(X)u (€ X)dr (6.13)

T
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A sentenga integral final mostrada na Eq. (6.13) é quase exata, exceto pela aproxi-
macao por bases radiais presente no termo regularizado pela MECID. Existe uma vasta
gama de funcoes de bases radiais que podem ser utilizadas tal como estudos consistentes

de avaliagao de desempenho das mesmas em problemas de campo escalar (LOEFFLER et
al., 2017).

6.2 Discretizacao e Aspectos Matriciais

O procedimento de discretizacao da equacao integral final inicia-se aqui pelo
termo difusivo, uma vez que este tratamento ja é largamente difundido na literatura
(KATSIKADELIS, 2016), veja Eq. (6.14). Cada linha que forma o sistema linear esta
correlacionada a um ponto fonte £ fixado em um nd, e executando a integragao nos

elementos de contorno:

N

1= e+ 3 { [ woore x-S [ g 61

j=1 Ty
A representacao algébrica mostrada aqui ja utiliza a notagdo das matrizes G e H,
classicas dos procedimentos em elementos de contorno, conforme detalhado no Capitulo 3

(BREBBIA; TELLES; WROBEL, 2012). Os vetores-linha e vetores-coluna do lado difusivo

sao exibidos a seguir pela equagao Eq. (6.15):

U q1

LD = c(ﬁ)u(f) + (Hgl...H§2...H€N) - (Gfl...Ggg...GgN) (615)

uUn gnN

O lado advectivo demanda um processo de discretizagao um pouco mais detalhado,
que divide-se aqui em setores, para melhor entendimento. O lado advectido é constituido
por trés partes, e pode ser revisado na Eq. (6.8). Uma visao geral dos trés termos a serem
discretizados é dada abaixo, denominados de T3, T5 and T3, por conveniéncia, na Eq.
(6.16).

T, :/ (ving)udu* (€, X)dl Ty :a§/n]~df
r r

Ty = u(€) [ v:(X)mi(X)u (€, X)dr (6.16)

O procedimento inicia-se pela forma discreta do termo 77, mostrado na Eq. (6.17),

ja numa escrita de integral de contorno. O produto escalar entre o vetor velocidade e o
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cosseno diretor, chamado aqui de 37, varia apenas ao longo do elemento, e ndo dependem

do contorno. Portanto, o termo pode ser escrito do lado de fora da integral.

N
T = EIOWWV/'WCWUW&X%WJ 3 = (o)’ (6.17)
j=1 L
Fixa-se um ponto fonte &, e com a varredura dos nés adjacentes, pode-se formar a

linha referente a este termo no sistema linear de equacaoes, com a seguinte estrutura da
Eq. (6.18).

T, = {(vmi)lulGﬂ + L+ (vm@-)NuNGéN} (6.18)

Sequencialmente, é possivel executar um tratamento parcial no termo regularizado
T,, que utiliza aproximagao do MECID usando fun¢oes de bases radiais. Neste estagio,
demais manipulagoes deste termo nao sao possiveis, uma vez que os coeficientes o ainda
sao desconhecidos. Desta maneira, a expansao de uma linha do sistema linear gerada por

este termo pode ser devidamente representada pela Eq. (6.19).

T, a5N; =aiN; + ...+ ayNy (6.19)

O termo excedente de dominio 73 pode também ser discretizado, bastando para
tanto remover o produto escalar 37 da integral, e observando que a funcao de ponto u(§)

gera uma estrutura de matriz diagonal.

T3 = u(¢) {% ((Ulnz)J /F u*(f,X)dQ)} (6.20)

7j=1 J

Expandindo o termo T3, da Eq. (6.20) para o formato de uma linha matricial,
exposta a seguir, revela-se a estrutura, que também baseia-se nas matrizes G, analogo ao

que ocorre no termo 71, vide Eq. (6.21).

Ty = u(€) {(vins)' Gex + ... + (viny) " Gew } (6.21)

Uma vez que os trés termos foram individualmente discretizados, é possivel organiza-
los em uma estrutura tinica que represente uma linha do lado advectivo, de uma forma mais

compacta, dado pela Eq. (6.22), e também em termos de vetores-linha e vetores-coluna,
dado pela Eq. (6.23).

AS = {(Uini)lulel ot (Ui”i)NUNGgN} + a§N1 + ...+ oﬁvNN
+ul€) {(vn)'Ger + .+ (o) Gen}  (6.22)
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Bluy Ny
AS = (Ggy...Gea...Gen) : + (c0q...eq...cn)
BN uy Ny
il
+ 4 (Ge1..Ge2...Gen) | u(§) (6.23)
BN

Finalmente, o formato de uma linha expandida do sistema no lado advectivo, Eq.
(6.23), é andlogo a sua equivalente no lado difusivo, dado pela Eq. (6.15). Uma vez com
ambos os lados da equacao de governo ja foram expostos no formato de linha expandida é
possivel prever a estrutura do sistema linear como um todo, apresentado na configuracao

a seguir.

[H] [u] = [G)[g] = [G] [u] = [a] [N] = [D] [u] (6.24)

A representagao matricial da Eq. (6.24), revela que o lado difusivo traz as conhecidas
matrizes H e G, caracteristicas do método dos elementos de contorno (KATSIKADELIS,
2016). No lado advectivo, tem-se uma matriz a contendo contendo coeficientes ainda
desconhecidos e duas novas matrizes conhecidas, mostradas na sequéncia na Eq. (6.25) e
(6.26). Essas novas matrizes sao G’, oriunda de uma primeira integral de contorno, e uma
matriz diagonal D originada do termo excedente de dominio, durante o procedimento de
regularizagao (PINHEIRO, 2018).

ﬁlGll BQGIQ 53G13
(G = | B'Gar B?Gay Gl (6.25)
63G31 ﬁ3G32 63G33

A estrutura da matriz G’ exibe diferengas quando comparada a matriz G original,

devido as projecoes do campo de velocidade do escoamento, representadas por 3.

(B'Gyy + -+ BYGry) - 0
[D] = : : (6.26)
0 oo (B'Gay o+ VG

Deve também ser ressaltado que os pontos fonte sofrem um pequeno deslocamento
nas quinas quando nés duplos sao necessarios ao método. Desta forma, todas as matrizes
de elementos de contorno, incluindo a Eq. (6.25) e Eq. (6.26) usadas neste modelo sao

construidas a partir de equacoes linearmente independentes, com excecao da matriz H.
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Esta ultima matriz é singular, isto devido a condi¢do que permite que as derivadas do
potencial do campo sejam nulas (KYTHE, 1995).

A matriz D apresenta uma estrutura diagonal devido a fung¢ao de ponto u(§),
correlacionada aos pontos fonte. D também é uma matriz que vai contribuir para alterar
a matriz H classica posteriormente. O formato do sistema matricial pode ser representado

algebricamente como segue pela Eq. (6.27).

Hy - Hiy| |w Gu - Giv| |a¢
' ' B I | = (6.27)
Hyy -+ Hyn| |un Gni -+ Gnwn] |an
B'Gy - NGy | [ w - qan | [N
51GN1 T 5NGNN un NGO o NQN | Ny
(B'Gi + o+ BNGy) 0 U
0 o (B'Gr o+ BVG )] un

6.2.1 Determinacdo da Matriz [«]

A matriz composta pelos coeficientes a determinar «, no segundo termo do lado
direito da Eq. (6.24) precisa ser agora reescrita em funcao da varidvel primal u(X). Para
simplificar a exposi¢ao algébrica, o produto entre o vetor velocidade e o gradiente da

solucdo fundamental é computado numa nova varidvel denominada A, ou seja:

5 F5(X, X) = vi(X)u (€, X) [u(X) — ()] (6.28)

E conveniente também escrever a Eq. (6.28) em um formato matricial. Para fazer
isto, um ponto fonte é alocado sobre cada n6 funcional e a varredura de interpolacao é

realizada, gerando o seguinte sistema:

Fll T F1N 3831 Ay oo 0 Uy u(§)
: : = A (6.29)
Fi; F]J\y 504]\] 0 éAN un u(f)

Dois aspectos merecem ser ressaltados: A caracteristica diagonal da matriz A,
oriunda das derivadas da solugao fundamental (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994) e o
tratamento da singularidade feito através do procedimento de regularizagio (LOEFFLER;
MANSUR, 2017).
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Uma analise da Eq. (6.29) revela que o vetor «, que compoe cada linha da matriz [a/,
pode ser determinado pré-multiplicando essa equagao pela inversa da matriz F', formada
pelas fungoes de bases radiais. De forma explicita o vetor «, pode ser escrito na formato
da Eq. (6.30).

!
3851 F Fl fAl s 0 (51 U(g)
= S A (6.30)
cQN FN F]jvv 0 §AN un U(f)

L=

[y

Um novo vetor A pode ser introduzido para sintetizar a representacdo, de acordo
com o formato algébrico a seguir (LOEFFLER et al., 2015):

-1

Fll e FlN 5/\1 st 0 Uy U(g)
Ae = (Ni..Ny)| ¢+ o P - (6.31)
Fz%/ FJJVV 0o - gAN UN U(f)

Para condensar a Eq. (6.31), a entidade matematica S é entao criada, que esté

correlacionada com varidveis ja expostas tal como mostrado a seguir na Eq. (6.32).

Floo FN

A substitui¢ao desta no varidvel S, dada pela Eq. (6.32), na Eq. (6.31), juntamente

com alguma manipulagdo matematica resulta em um vetor A no formato da Eq. (6.33),

abaixo.
. 3
A Z [—SzlAZ(l — 511)] SglAQ R SNlAN
1 i=1 N Uy
Sl = S1aMq 21 [—Sioi(1 —di2)] - SnolAn
A, - N
SinvMA SanAsg ; [—SinAi(1 —6;n)] UN

© (6.33)

Na Eq. (6.33), o tratamento da singularidade promovido pelo procedimento de
regularizacao fica representado algebricamente pela presenca do Delta de Kronecker, §;;,
que anula os termos da diagonal quando hé coincidéncia entre pontos fonte e pontos de

interpolacao.

E possivel representar de forma mais consisa a Eq. (6.33). Faz-se isso no formato

matricial da Eq. (6.34) na sequéncia. Ao observar a Eq. (6.34), nota-se que todo o esforgo



Capitulo 6. Formulagdo Cldssica da Interpolagdo Direta em Modelos de Velocidade Constante 84

algébrico foi na intengdo de escrever o termo regularizado como funcao da variavel primal,

tal como dito a priori no desenvolvimento.

[A] = [Z][u] (6.34)

Por fim, depois de todo este tratamento matematico é possivel escrever o sistema
matricial final do MECID para um modelo advectivo-difusivo estacionario com campo de

velocidade uniforme, dado pela Eq. (6.35) a seguir.
{[H] -G+ [Z]+ [D]} [u] = [G][d] (6.35)

6.3 Simulacoes Numéricas

6.3.1 Primeiro Exempo

O primeiro exemplo consiste em um escoamento unidimensional que incide sobre
um dominio quadrado, com fluxos nulos impostos nas arestas horizontais, um fluxo nao-
homogéneo na aresta direita e potencial nulo prescrito na aresta esquerda do dominio, de

acordo com a Figura 12.

, 21 euwan=0
* Ll fololsfofo fofdefafefifo /e
Ou
u=0 —=1
on
0
VO T T T TIT T~ X
ou/on =0

Figura 12 — C6E1 - Dominio e Condig¢oes de Contorno

Por simplicidade, apenas os valores de potencial calculados na aresta vertical direita
sao sujeitos a andlise, isto porque espera-se destes uma grande variagdo de magnitude, espe-
cialmente ao aumentar-se a velocidade do escoamento, fato devido a natureza exponencial

da solucao analitica, mostrada a seguir na Eq. (6.36).

gy = =1 (6.36)

Vel

A analise de convergéncia é executada considerando inicialmente dois parametros
de malha: o nimero de elementos de contorno e o niimero de polos internos. No grafico que
segue, um destes parametro é fixado enquanto o outro varia, no intuito de verificar se a
formulacao é convergente para ambos. Os resultados sdao exibidos na Figura 13, e revelam

um erro médio sistemicamente descrescente com o refinamento da malha de contorno
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utilizada na MECID. O mesmo comportamento é observado ao aumentar o niimero de

polos internos da malha.

1.00 Andlise de Convergéncia | Pe=1
T MECID - 16 EC
0.90 — ©—@—@ VECDR- 16 EC
. B—8—FE vecp-32eC
- A—A—A MECDR-32EC
0.80 I——M vecD-64EC
A—h—A MECDR-64EC

0.70

0.60
0.50
0.40
0.30
0.20
0.10

000 41T T T T 71 T T |
91625 36 49 64 81 100 121 144

Numero de Polos Internos

Erro Médio de Potencial no Contorno (%)

Figura 13 — C6E1 - Analise de Convergéncia

Problemas anteriormente resolvidos indicam que o desempenho do MECID esta
ligado a um equilibrio entre o niimero de pontos nodais de contorno e o nimero de polos
internos interpolantes, como mostram testes de convergéncia ja publicados (LOEFFLER;
CRUZ; BULCaO, 2015), (LOEFFLER et al., 2015). Este comportamento caracteristico
¢ também confirmado aqui, na solu¢ao de problemas advectivo-difusivos com velocidade
constante. E importante destacar que a técnica MECID, devido a interpolacao de todo
o nucleo da integral de dominio correlata aos efeitos advectivos, demanda um ntimero
razoavelmente maior de polos internos que modelos resolvidos pela técnica da Dupla Reci-
procidade (LOEFFLER; CRUZ; BULCAO, 2015). A monotonicidade das curvas exibidas
do MECID também demonstra que a inser¢cao de um grande ntimero de pélos internos
nao causa problemas de mau condicionamento matricial ou questoes de instabilidades, o

mesmo sendo valido para o MECDR neste caso.

Ainda na Figura 13, também pode ser observado que o resultado do MECDR
praticamente nao se altera com o aumento no niimero de pdlos internos interpolantes,
o que configura um aspecto positivo na otica de custo computacional. Desta forma, o
desempenho do MECDR s6 pode ser melhorado, com o refinamento da malha de contorno.
Entretanto, uma melhor aproximacao para os efeitos advectivos é necessaria se o nimero
de Péclet for sucessivamente elevado. Isto é mostrado na Figura 14, na qual uma malha
com 64 elementos de contorno é selecionada para as simulagdes numéricas. Agora, uma
maior sensibilidade ao nimero de poélos internos implica num melhor desempenho do
MECID comparativamente ao MECDR. Como ja observado previamente, o MECDR nao
requer muitos polos internos; os graficos que comparam MECID e MECDR na Figura

14(a) e 14(b) utilizam malhas rigorosamente iguais por questao de critério.
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Figura 14 — C6E1 - Andlise Paramétrica: (a) MECID (b) MECDR

Por fim para oferecer uma melhor nocao da robustez do MECID, o grau de
discretizacao é aumentado de forma sensivel, utilizando-se uma malha mais fina com 320
elementos de contorno e duas nuvens distintas de pélos internos (PI), 324 PI e 625 PL
Erros médios de pontenciais baixos podem ser mantidos até valores de Péclet indo até 25,
valores considerados altos, como mostrado nos resultados da Figura 15. Destaca-se também
que a testagem de um esquema de integracao adaptativo tem potencial de melhorar ainda

mais a qualidade das solugdes numéricas. (TELLES, 1987b).

1.00

Andlise de Desempenho MECID | 320 EC
00
1 [O—6—© 625P

0.75

0.50

Erro Médio de Potencial no Contorno (%)

0.00
12 5 8 1012 15 18 20 22 25

Ndmero de Péclet

Figura 15 — C6E1 - Analise de Desempenho do MECID
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6.3.2 Segundo Exemplo

O segundo exemplo testado consiste em um problema bidimensional com condic¢ao
de contorno essencial variavel aplicada a todas as arestas do dominio, como mostrado
na Figura 16. A condi¢ao de contorno é imposta por uma func¢ao de duas variaveis com
natureza exponencial, o que adiciona mais uma complexidade numérica ao presente exemplo.
E relavante notar que este mesmo problema foi resolvido por Partridge (PARTRIDGE;
BREBBIA, 1990) via MECDR, entretanto com Péclet apenas unitario.

V. /N

Uy [u(x,y)=e" +e™| U,

Q

Figura 16 — C6E2 - Dominio e Condigoes de Contorno

O problema apresenta uma simetria diagonal, devido ao formato da solugao analitica
e com isso apenas o fluxo na aresta vertical direita é calculado e analisado, pois apresenta
maior magnitude. Analogamente ao primeiro exemplo, faz-se uma andlise de convergéncia
preliminar para determinar a sensibilidade em relagao aos principais parametros de malha.
Os resultados sao mostrados graficamente na Figura 17 e a solugao analitica dos potenciais
e fluxos dada pela Eq. (6.37).

u(z,y) = e’ + e — = ye’” — = v, (6.37)

Anglise de Convergéncia | Pe=1
MECID -80 EC
@—@—@ VECDR-80EC
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49—€@—@ VECDR-320EC
A—A—A MECID-320EC

Erro Médio de Fluxo no Contorno (%)
>
o
o

0.00 71— T T T |
36 64 100 144 196 256 324

Numero de Polos Internos

Figura 17 — C6E2 - Analise de Convergéncia
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A maior dificuldade imposta ao método numérico por casos bidimensionais, compa-
rado a problemas unidimensionais é claramente notada por um aumento nos niveis de erros
médios ja neste exemplo, que sao agora de maior magnitude e por certas particularidades

numéricas, discutidas na sequéncia.

A andlise da Figura 17 permite constatar que no tocante ao MECID , a ineficiéncia
no refinamento da malha de contorno, sem que se introduza pontos internos é clara. Apesar
de um maior custo computacional involvido, a insercao crescente de polos internos reduz
os erros de forma consistente no MECID, diferentemente do comportamento da MECDR,

que nao apresenta sensibilidade significativa a este pardmetro nos intervalos testados. No
geral o desempenho do MECID é melhor que o do MECDR.

Entretanto, o aspecto mais curioso a respeito do MECDR ¢ relacionado aos valores
médios de erro de fluxo na malha mais refinada, com 320 EC, que apresenta erro superior
a malhas mais pobres com 80 e 160 EC, devido ao surgimento de erros de quina de grande

magnitude.

Na sequéncia dos testes, uma andlise paramétrica ¢é feita com aumento progressivo
da intensidade dos efeitos advectivos via nimero de Péclet. Uma malha com 160 EC é
fixada, e o nimero de podlos internos variado. Os erros percentuais médios de fluxo da
aresta vertical direita sdo mostrados na Figura 18 (a) e 18 (b) para o MECID e MECDR,

respectivamente.

10.00 — 10.00 —
—_ d 160 EC - Anélise Paramétrica - MECID —_ - | 160 EC - Andlise Paramétrica - MECDR
X 9.00 - [@—@—@%6n X 9.00 - [B—B—HR19r
B’ : 1 |0—0—0 256 B’ . 1|0—0—02r
g good|(@EA=e g goo|e—e—@u=n
s s ]
& 7.00- 5
O B (@]
o 6.00 n o
£ 5.00- g
3 i 3
[T [T
° 4.00 °
© T ©
o 3.00 K}
3 i 3
2 200 2
2 100 e
w i i
0.00 T T T T 1 1
1 2 5 8 10 12 15 1 2 5 8 10 12 15
Numero de Péclet Numero de Péclet
(a) (b)

Figura 18 — C6E2 - Anélise Paramétrica: (a) MECID (b) MECDR

Conforme ja esperado, o modelo MECDR nao se mostra sensivel a inser¢ao de polos
internos, em detrimento ao MECID, no qual os niveis de erros sao bastante reduzidos,
uma vez que os efeitos advectivos sdo melhor aproximados com uma maior nuvem de polos
internos. Todavia, um dos aspectos mais surpreendentes relativo ao MECDR se caracteriza
em um crescimento nado monotdénico com aumento de Péclet; os erros reduzem para um
valor minimo antes de crescerem intensamente, até indicarem uma perda completa de

precisao a partir de valor de Péclet acima de 12. De fato, o nivel de precisao da MECDR



Capitulo 6. Formulagdo Cldssica da Interpolagdo Direta em Modelos de Velocidade Constante 89

é melhor que o da MECID para o intervalo de Péclet entre 2 e 12, mas a auséncia de

monotonicidade na curva de comportamento é preocupante.

E notével a melhoria de desempenho do MECDR com o uso de elementos lineares
no vigente trabalho, comparativamente ao uso de elementos constantes, como podem
ser observados nos resultados trazidos pela Figura 19, relativos a este mesmo exemplo
resolvido em trabalhos anteriores (LOEFFLER; COSTALONGA, 2012). Assim como no
modelo da MECDR com elementos lineares, o efeitos dos poélos internos ¢é inefetivo e

apenas um quantitativo tinico de nove deles foi considerado.

6.00 SimulagSes de Costalonga & Loeffler (2012)
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W oorij40EC
500_ 9PI|80EC
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Figura 19 — C6E2 - Anédlise de Convecgao MECDR - Costalonga & Loeffler (2012)

o -

Parcialmente, esse pior comportamento do MECID pode ser creditado a melhor
aproximacao das derivadas direcionais dada pelo modelo MECDR, no qual uma nova
interpolagao é feita para reescrever a equagao em fungao dos potenciais (PARTRIDGE;

BREBBIA, 1990).

Em uma simulacao final neste exemplo, mostrada pela Figura 20, o intervalo
testado do nimero de Péclet é aumentado usando uma malha mais refinada com 320 EC e
considerando 324 e 625 polos internos. Resultados razoaveis sao alcangados até Pe=25.
Este valor é adequado para a maioria das aplicagoes de fluxo de fluido incompressivel em
duas dimensoes, como dispersao de contaminantes em lagos, bacias hidrograficas e foz
de rios. Deve-se destacar que os resultados do MECID podem ser melhorados utilizando
malhas de contorno mais finas e introduzindo um ntmero crescente de polos interpolantes,

o que nem sempre acontece com o MECDR.
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Figura 20 — C6E2 - Analise de Desempenho do MECID

6.3.3 Terceiro Exemplo

O terceiro exemplo também consiste em um problema bidimensional, sujeito
exclusivamente a condigoes de contorno essenciais impostas a todas as arestas, ao longo

das quais o campo de velocidade do escoamento é uniforme, tal como mostra a Figura 21.

— u(x,y):eV*x+V\’y u,

Figura 21 — C6E3 - Dominio e Condig¢oes de Contorno

Este problema, tal como o anterior, também apresenta simetria diagonal, e portanto,
os valores de fluxo das arestas superior e direita sao dominantes em ordem de grandeza.
De tal forma que apenas a precisao dos fluxos calculados nestas duas arestas é avaliado. A
diferencga entre este problema e o anterior é dada por uma maior dependéncia dos fluxos
em relacao ao campo de velocidade. A solucao analitica deste problema é dada pela Eq.

(6.38) tal como segue.

ou
u(x,y) = ev=otovy — =€ — =y, ety (6.38)
ox dy
Neste exemplo, assim como no anterior, considerando a Figura 22, as simulagoes
com MECDR indicam um maior nivel de erros médios de fluxo para a malha mais refinada

de 320 EC quando comparada a malhas mais pobres de 80 e 160 EC, o que deve-se aos
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Figura 22 — C6E3 - Analise de Convergéncia

altos valores de erros nas quinas. Ainda em relacdo ao MECDR, o refinamento da malha
de contorno ¢ efetivo apenas até a malha de 160 EC, e a insensibilidade a inser¢ao de
pélos internos esta bem caracterizada. A técnica MECID, por sua vez, apresenta curvas
monotonicas em relagdo aos trés niveis de malhas de contorno testadas, e exibe, como
esperado, uma consideravel sensibilidade em relagao ao refinamento no niimero de pélos

internos interpolantes.

Com o aumento do nimero de Péclet, as curvas de MECDR continuam a apresentar
uma inicial reducao de erros médios ja observada anteriormente, e depois, subitamente,
crescem abruptamente, perdendo a totalmente precisao como mostrado na Figura 23
(b). O comportamento do MECID mostra um crescimento de erros médios na medida
que os efeitos advectivos se tornam mais dominanantes, vide Figura 23 (a), mas sem
perder precisao ou aderéncia com a fisica do problema no intervalo testado. O desempenho
do MECID pode entao ser otimizado com um balanco adequado entre um refinamento

razoavel de contorno com a insercao de um valor suficiente de pélos internos.

Uma anélise da robustez da técnica MECID agora ¢é realizada, onde seleciona-se
uma malha mais refinada de contorno com 320 EC e nuvens distintas de pdlos internos
com refinamento crescente. Esta andlise é feita a medida que se aumenta gradualmente
o niumero de Péclet como mostrado na Figura 24. Nestes testes, o nivel de erros médios
cresce drasticamente para nimeros de Péclet maiores que 15, como efeito desestabilizador
da dominancia completa dos efeitos advectivos. De fato, o modelo numérico do MECID,
tal como qualquer outro fundamentado em aproximacgoes por func¢oes de bases radiais
associado ao uso da solugao fundamental de Poisson, possui severas limitagoes quanto a

cenarios com alto ntimero de Péclet.

E oportuno destacar a melhor preciséo do MEC na determinacéo dos potenciais

internos, ou seja no dominio. O célculo destes valores de variaveis internas, implica pela
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Figura 24 — C6E3 - Analise de Desempenho do MECID - Fluxos no Contorno

légica do MEC no reuso da sentenga de residuos ponderados (BREBBIA; DOMINGUEZ,
1994). Isto produz uma minimizagdo nos erros quando da determinagdao destas varidveis
internas, um fato que é largamente conhecido e demonstrado em pesquisas anteriores
(LOEFFLER; CRUZ; BULCaO, 2015), (LOEFFLER et al., 2015), (LOEFFLER et al.,
2017). Brevemente, esta superioridade de desempenho na aproximagao de potenciais
internos é mostrada neste exemplo, pela Figura 25. Ademais, o intervalo de resultados

satisfatérios alcanca faixa de Péclet de até 18.
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Figura 25 — C6E3 - Analise de Desempenho do MECID - Potenciais no Dominio

6.3.4 Quarto Exemplo

O quarto e ultimo exemplo deste capitulo consiste em um problema bidimensional
com velocidade uniforme, mas sujeito a condi¢des de contorno nao-homogéneas de Dirichlet
e Neumman, nas arestas verticais esquerda e direitas, respectivamente, como mostra a
Figura 26. Neste exemplo as andlises sao restritas aos valores de potencial calculados na

aresta vertical direita.

y

Figura 26 — C6E4 - Dominio e Condig¢oes de Contorno

A solucao analitica para este exemplo é de natureza mais complexa comparativa-

mente aos exemplos prévios. O campo de potencial analitico é dado a seguir.

vz _ ] oo v )\?a —1
u(x, y) = { [€:| + 1} + Z Gie2 % sen (qZ.CL') {i)\lae)\%y + e/\?y} (639)

z i=1 — €7

Em relagao a Eq. (6.39), G; and )\Z1 2 s30 varidveis que dependem do campo de
velocidade e dos autovalores ¢;. No tocante a geometria, a representa a dimensao da aresta

do dominio quadrado, que é considerado unitario nas simulagoes deste exemplo. Para mais
detalhes sobre esta solucgao fechada, vide (PINHEIRO, 2018).
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Neste exemplo ha fluxos anormalmente altos, que induzem descontinuidades nos
valores dos potenciais nas quinas, e consequentemente, niveis artificiais de erros nestas
regioes. Ademais, para uma determinacao realistica dos patamares de erro, os dois pontos
extremos da aresta direita sao retirados, evitando distor¢oes na medida de desempenho
da formulagdo do MECID proposta. Seguindo a mesma légica estabelecida dos exemplos
anteriores, um teste de convergéncia em relacao a dois relevantes parametros de malha é

mostrado a seguir, na Figura 27.
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Figura 27 — C6E4 - Analise de Convergéncia

Assim como nos exemplos anteriores, ha uma redugao nos niveis de erro notoria
relativa ao modelo MECID, cujas curvas de erro decaem monotonicamente, indicando um
comportamento de convergéncia satisfatorio por parte da formulacao. Surpreendentemente,
a introducao dos poélos internos foi efetiva para malha menos refinadas usando o MECDR,
mas tendo melhor desempenho da malha de 80 EC em relacao a testes com malha de 160
EC. Os resultados exibidos pelo MECID sao claramente superiores que o MECDR para a

condicao com Péclet unitario.

Na sequéncia, a analise paramétrica da Figura 28, baseada no adimensional de
Péclet, é apresentada, no intuito de determinar o comportamento da formulacao proposta
em problemas com maior magnitude dos efeitos advectivos, com a utilizagao de 160 EC.
Neste teste, o MECID também apresenta um declinio inicial nos niveis de erro com
o aumento do nimero de Péclet, antes de um crescimento continuo na medida que os
efeitos advectivos dominam, conforme Figura 28 (a). J4 na Figura 28 (b), no intervalo
compreendido a ntmero de Péclet entre 5 e 12, o MECDR apresenta niveis de erros
surpreendentemente baixos. Apés estes valores, a precisao do MECDR é completamente
perdida, enquanto no mesmo cenario, a precisao da técnica MECID permanece com

comportamento aceitavel até valores Péclet iguais a 25.

No tdltimo teste, no que diz respeito a técnica MECID, uma malha refinada com
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Figura 28 — C6E4 - Andlise Paramétrica: (a) MECID (b) MECDR

320 EC ¢é resolvida com dois arranjos densos de pdlos internos. Pode ser observado, na
Figura 29, que um nivel satisfatério de niveis de erro foi alcancado pela formulacao, para

numero de Péclet até igual a 25.
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Figura 29 — C6E4 - Analise de Desempenho do MECID

6.4 Conclusdes do Capitulo

A crescente relevancia dos modelos advectivo-difusivos em aplica¢des industriais e
académicas motivaram a comparacao entre a formulacgao classica da dupla reciprocidade
(MECDR) e a formulagao da interpolacao direta (MECID) para solucao deste tipo de
modelos, assumindo velocidade constante e com niimero de Péclet de baixo a moderado,
indo até valores altos em alguns testes. O primeiro objetivo da tese foi atingido, consolidando
a formulagao para velocidade constante do MECID frente a uma referéncia numérica bem
consolidada, a saber, a MECDR, e mostrando sélida superioridade. Ademais o desempenho

do MECDR também foi analisado rigorosamente e documentado, o que até agora era
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também uma regiao nao explorada na literatura correlata, tanto pela aplicacao isolada da
técnica, uso de elementos lineares e também quanto pelo intervalo de niimero de Péclet

moderado testado nesta tese.

Em relacao ao MECID, em todos os exemplos utilizados para inferir sobre a
robustez da formulagao, os erros relativos decairam quando o nimero de elemento de
contorno ou pélos internos foi aumentado. Ademais, a convergéncia monotonica para os
valores esperados de potenciais e derivadas normais foi observado, apesar das aproximagoes
de bases radiais. Estas fun¢oes podem perturbar suavemente a solugao numérica em
aplicagoes especificas, dependendo do arranjo dos pdlos no dominio. Os resultados sugerem
a consisténcia matematica da MECID e sugerem que esta técnica pode ser uma atrativa
alternativa para abordar modelos de advecgao-difusao. Entretanto, devido a semelhanca da
MECID a um procedimento de interpolagao classico, esta requer a insercao de mais polos
internos que o MECDR, o que implica em maior custo computacional, que é compensado
por resultados precisos em um maior intervalo de nimeros de Péclet. Naturalmente, apenas
o aumento no numero de pdélos internos interpolantes nao é suficiente para promover uma
melhoria de precisao do modelo discreto associado ao MECID. Esta abordagem ¢ efetiva

apenas se um numero apropriado de nés de contorno é utilizada na discretizacao.

No referente aos resultados apresentados pela técnica MECDR, alguns aspectos na
sequéncia devem ser ressaltados. Primeiramente, poucos artigos utilizam exclusivamente o
MECDR para a solu¢ao de problemas advectivo-difusivos, uma vez que, provavelmente,
os resultados nao eram satisfatérios para Péclet moderado, com elementos constantes.
De fato, foi observado que a técnica MECDR perde precisao para ntmeros de Péclet
menores, quando comparada a MECID em todos os exemplos testados. Além do mais,
os resultados também indicam dificuldades da MECDR em manter o comportamento
monotonico na presenga de efeitos advectivos mais intensos. Finalmente, em todos os
exemplos bidimensionais, o comportamento das curvas de erro do MECDR em funcao do
aumento do niamero de Péclet indica a existéncia de um valor 6timo, que precede uma
abrupta perda de precisao. A técnica MECID também apresenta este comportamento,
mas apenas no ultimo exemplo; entretanto, a perda de estabilidade e precisao é gradual. A
aproximagcao por bases radiais deve ser responsavel por quebrar esta monotonicidade uma
vez que um fendmeno similar ocorre na solucido de problemas de Helmholtz para calculo

de autovalores, usando MECID ou ainda em modelos de elementos finitos sem malha.

Para ambos os modelos, MECID e MECDR, se os efeitos advectivos se tornam mais
relevantes, a interpolagao global usando fungoes de bases radiais prioriza altos valores em
detrimento aos valores menores. Nestes casos, se os valores pequenos nao sao despreziveis,
o dominio deve ser dividido por técnicas como sub-regioes ou similares. As quinas também
produzem altos niveis de erros em ambas as técnicas, o que justifica o uso de nés duplos,

mas este tipo de comportamento é observado até em problemas de interpolagao classica.
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Entre os maiores desafios imposto as formulagoes do MEC pelos modelos advectivo-
difusivos podem ser destacados os efeitos de adveccao dominante, campo de velocidade
varidvel e trato de potenciais efeitos de compressibilidade. Os resultados apresentados pela
técnica MECID ao modelar efeitos advectivos moderados tem desempenho satisfatério
no tocante ao primeiro desafio técnico colocado e demandando testes mais sistémicos
para investigar e lidar com os outros dois. A literatura correlata ao MECDR apresenta
testes em situacoes fisicas com campo variavel de velocidade, que é uma dire¢cdo natural
para comparagoes com o MECID em outros testes. Um outro aspecto provavel é testar a
técnica MECID sob a influéncia de efeitos de compressibilidade, o que também pode ser
uma contribuicao ao MECDR. Finalmente, modelos reativos e nao-homogéneos também

constituem importantes segmentos de pequisa para abordagens do MECID.
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7 Formulacao Classica da Interpolacao Direta

em Modelos de Velocidade Variavel

7.1 Modelo Matematico Difusivo-Advectivo-Reativo

A equacao de governo de um problema difusivo-advectivo-reativo em meio isotrépico
sem presenca de fonte externa é dada pela Eq. (7.1), e tem como origem priméria a sentenga
de conservacao de energia da mecénica do continuo (REDDY, 1993). A Eq. (7.1) também
pode, de forma mais direta, ser interpertada como uma simplificagdo puramente matematica
do modelo de equacao de campo escalar generalizada, dada no Capitulo 3 e 14 denominada

de equagao geral de transporte.

oV*u —v-Vu—ku=0 (7.1)

Na Eq. (7.1), em seu lado esquerdo, o primeiro termo contabiliza o transporte
difusivo ligado ao laplaciano do campo potencial, seguido pelo termo do transporte
advectivo ligado ao gradiente do campo primal, e por um terceiro termo reativo, diretamente
proporcional ao campo u. Em termos de coeficientes, o representa a difusividade térmica
do meio continuo, v o campo vetorial de velocidade e k o coeficiente reativo de primeira

ordem.

7.2 Formulacao MECID Classica - Velocidade Variavel

Inicia-se aqui a exposicao da formulagao classica do MECID para problemas de
velocidade variavel com a equacao de governo do modelo difusivo-advectivo-reativo, Eq.

(7.1), escrita em notagdo indicial, tal como segue na Eq. (7.2).

ouj — Vil — kun=20 (72)

A formulacao integral forte associada ao problema pode ser gerada multiplicando-se
a Eq. (7.2), pela solugdo fundamental do problema de Poisson, u*, e integrando-se no

dominio §2.

[ o (ou (€ X)dR(X) = [ wXus(u' (6 X)a(X) — | ku(X)u' (& X)AX) =0
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O tratamento da sentenga integral da Eq. (7.3) é extenso e no intuito de organizar
a exposicao, a abordagem dos termos difusivo, advectivo e reativo ¢é feita separadamente

de agora em diante.

7.2.1 Tratamento do Termo Difusivo

Inicia-se o tratamento do termo difusivo com uma primeira aplicagdo da regra do
produto, no intuito de, gradualmente, transferir as derivadas do campo primal u para a
solucao fundamental v*. Para nao poluir o algebrismo, o termo «, que nao depende das

coordenadas espaciais, foi omitido.

[ (0w (6 X) d(X) = [ (g (X u" (6X)),,d2 () = [ (X) (& X) d2 ((;2)

Apoés a aplicacao da primeira regra do produto, a primeira integral do lado direito
da Eq. (7.4), pode ser conduzida ao contorno via Teorema da Divergéncia, e reescreve-se a

expressao como:

[ ualX0u (6 X)d2(X) = [ mang(Xu* (6 X)drx) = [ w6 X)d(x) (7.5

Agora, é preciso aplicar novamente a regra do produto na integral de dominio
restante no lado direito da Eq. (7.5).

[ a6 X)a00) = [ (a(X)u(g X)) dx) — [ u(X)uy (€ X)dAX) (76)

Na Eq. (7.6), a primeira integral de dominio do lado direito pode ser levada ao

contorno, novamente pelo Teorema da Divergéncia.

[ GO (& XA = [ ma (6 Xu(X0)A0(X) — [ a(X)uj(& X)dx)  (7.7)

Todavia, ainda resta uma integral de dominio na Eq. (7.7). Esta integral pode ser
tratada ao utilizar a estrutura do problema fundamental de Poisson (BREBBIA; WALKER,
1980), ja trabalhado, no Capitulo 3, juntamente com propriedades da funcao Delta de
Dirac (KREYSZIG, 2001), tal como segue na Eq. (7.8)

[ u(0u(& X)dAX) = —e(€)u(e) (7.8)
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Ao substituirmos a Eq. (7.7) e Eq. (7.8) na Eq. (7.5), pode-se obter a escrita

integral final do termo difusivo, de acordo com a Eq. (7.9) a seguir.

c(©u(E) — [ maug(X)u(& X)ar(X) + [ mu(& Xu(X)dr(x) =0 (79)

7.2.2 Tratamento do Termo Advectivo

O termo advectivo na formulagao integral forte na Eq. (7.3) é exposto isoladamente

por conveniéncia abaixo na Eq. (7.10), no intuito de expor as relagdes funcionais.

TA= / vi(X 0 (€ X)d(X) (7.10)

Estruturalmente ja se percebe que ha um termo a mais, dependente do espago, no
ntcleo da integral do termo advectivo, quando compara-se com o termo difusivo. Aplica-se
a primeira regra do produto na sequéncia, e devido a um nticleo mais robusto a integral ja

é tripartida.

TA = [ (X)W X} dX) = [ (X (X)u(X)de(x)

(7.11)
— [ (X0 (& X)deX)

Na Eq. (7.11), a primeira integral ji poder ser conduzida ao contorno I' pelo
Teorema da Divergéncia. As outras duas integrais de dominio seguintes vao ser submetidas
ao procedimento de regularizacao, ja explicado em detalhes no Capitulo 6. A reescrita dos

formatos ja regularizados sdo trazidos pelas Equagoes (7.12) e (7.13).

[ COuOR0AAX) = [ (X0 ) —u(€)AR(X)+ [ (X (X)u()de(X)
(7.12)

(7.13)

Ao utilizar as Equagoes (7.12) e (7.13) e levar a primeira integral na Eq. (7.11) ao

contorno, o termo advectivo é reescrito como:
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TA= /F v (X u( X)) (€ X)dT(X) — /Q vi(X)wi(X)[u(X) — u(&)]dX)
- /QVi,i(XN*(f;X)[u(X) —(O)]dUX) — [ v u(©)dUX)  (7.14)

— [ va(Ou* (€ X)u(§)d(x)

Neste ponto é importante analisar a estrutura da Eq. (7.14), que contém uma
primeira integral ja no contorno, duas integrais de dominio subsequentes regularizadas
que vao ser aproximadas pela técnica MECID, e na sequéncia duas integrais excedentes,
que sobram do procedimento de regularizacao. Neste ponto, escolhe-se a tltima integral
excedente, que esta em fungao do divergente do campo de velocidade, v ;, e aplica-se nela

uma nova regra do produto, tal como segue.

[ ¥ COu* (6 Xu(€de(x) = [ (WX (€ X)) u(€)a(X)- | vi<X>uj;<X>u<§>cé£72<1;<)>

A primeira integral do lado direito na Eq. (7.15) contém em seu nticleo uma derivada
e uma fungao de ponto u(¢). Uma vez que este fun¢ao de ponto pode deixar a integral
por nao depender das coordenadas espaciais X, a integral pode ser levada ao contorno via

Teorema da Divergéncia, o que gera a Eq. (7.16).

[ ¥ (€ X)u(€dRA(X) = u(©) [ nev(X)u(& X)dr(X) - [ vi<X>uz<X>u<s>d?7<i2>)

Na Eq. (7.16) a primeira integral do lado direito ja encontra-se no contorno. A
integral de dominio subsequente, curiosamente, é idéntica a integral excedente gerada pela
regularizacao da integral dependente da velocidade, e estrategicamente ird promover a
anulacdo da mesma. Desta maneira, inserindo a Eq. (7.16) na Eq. (7.14), tem-se uma

versao final do termo advectivo, dado pela Eq. (7.17) a seguir.

T4 = /F navi(X)u(X)u* (& X)dr(X) — u(é) /F navi( X )u (& X)dl(X)
- /Q Vi)W (X) [u(X) — u(€)]dQ(X) (7.17)

— | via(0u* (€ X) [u(X) = u()]d(x)

7.2.3 Tratamento do Termo Reativo

O ltimo termo a ser tratado no modelo integral do problema ¢ aquele referente a

reacao, cuja origem fisica ja foi citada na secao 7.1. Por conveniéncia o termo reativo é
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exposto de forma isolada abaixo, considerando o coeficiente reativo unitario, por questao
de simplicidade, na Eq. (7.18).

TR = / 0 (€; X)dQ(X) (7.18)

O tratamento deste termo ¢ mais simples, uma vez que ele envolve o préprio
potencial, e nao suas derivadas, como no caso do termo difusivo ou termo advectivo.
Inicia-se o tratamento do termo com o processo de regularizagdo ja conhecido de aplicagoes

anteriores. A versao regularizada pode ser escrita tal como segue.

TR= [ w(&X)(X) - (@d(x) + [ w(EXu@dox)  (7.19)

Na Eq. (7.19) a primeira integral do dominio do lado direito, ja regularizada pode
ser aproximada via técnica MECID, conforme ja feito na se¢do 6.1.2, enquanto a segunda
integral, excedente do processo de regularizacao, pode ser tratada com Tensor de Galerkin,

como mostra a Eq. (7.20).
u(€) /Q 0 (€ X)d(X / GdQAX) = u(€) /F ni Gl (X) (7.20)

7.3  Simulacdes Numéricas

A nova formulacao proposta neste capitulo é testada na solugdo numérica de trés
exemplos com distintos niveis de complexidade: dois de natureza advectivo-difusiva e um
com natureza advectivo-difusivo-reativa. O primeiro exemplo possui um divergente do
campo de velocidade nulo, o segundo exemplo um divergente nao-nulo e o terceiro com
campo de velocidade acoplado ao coeficiente reativo, retirado do trabalho de AL-Bayati e
Wrobel (AL-BAYATT; WROBEL, 2018a), também com divergente nao-nulo. Os resultados
paralelos deste primeiros dois exemplos visam explicitar as dificuldades numéricas e
performances das técnicas testadas frente a efeitos advectivo e também possiveis efeitos
de compressibilidade, ligados ao formato do divergente de velocidade. Ja o dltimo caso
pretende expor a formulacao da MECID proposta a uma equagao de governo que contenha
também o transporte por reagao, no intuito de testar sua consisténcia e capacidade de

representar fendmenos mais complexos.

7.3.1 Primeiro Exemplo

O primeiro exemplo consiste em um escoamento bidimensional que varia linearmente
ao longos das arestas de ataque com condi¢ao de contorno de potencial imposta em todas
as arestas de acordo com a representacao da Figura 30. O campo de velocidade neste caso

¢é especialmente selecionado de forma que seu divergente seja nulo.
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Simetria
.

Vyzmx

Figura 30 — C7E1 - Dominio e Condigoes de Contorno

A solugao analitica do campo potencial e suas derivadas direcionais para o caso é

dada pela Eq. (7.21), a seguir.

0 0
u(z,y) =™ % = mye™" (,;; = maze™™V (7.21)

Uma analise de convergéncia é apresentada na Figura 31 para ambas as técnicas,
MECID e MECDR, em trés niveis de refinamento de contorno (EC), parametrizado pelo

nimero de polos internos (NPI).

Analise de Convergéncia | Pe=1
MECID - 40 EC
@ —@—@ VECDR-40EC
B—E—FE vecip-s0EC
A—A—A MECDR-80EC
I—— veCD - 160 EC
A——A MECDR - 160 EC

Erro Médio de Fluxo no Contorno -Log (%)

T T T T T 1
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g
o1 -

— O —

Figura 31 — C7E1 - Analise de Convergéncia

Uma anélise da Figura 31 em relacdo ao refinamento de contorno (EC), revela que
para ambas as técnicas, MECID e MECDR, s6 ha uma melhora significativa nos niveis de
erro médio, até 80 BE. Ja em relacao a insercao de polos internos héa diversos aspectos
interessantes a serem destacados. Primeiramente, para a malha mais pobre com 40 EC
o comportamento das duas técnicas numéricas é rigorosamente o mesmo, a saber, uma

pequena melhoria nos erros médios para poucos polos internos e uma insensibilidade a



Capitulo 7. Formulagdo Cldssica da Interpolagdo Direta em Modelos de Velocidade Varidvel 104

insercao de mais deles na sequéncia, que é uma caracteristica esperada para a MECDR,
mas surpreendente para a MECID, que ao que tudo indica, precisa de um refinamento
minimo no contorno maior que este, para dar gatilho a sensibilidade aos polos internos
interpolantes. Na andlise para malha intermediaria, com 80 EC e a mais refinada com 160
EC nota-se o comportamento padrao esperado de cada técnica, a MECDR com pouca
resposta ao enriquecimento da malha de polos no dominio e a MECID com comportamento
monotonico de queda de erros a medida que os polos internos sao inseridos com um
contorno minimamente bem representado, apresentando erros menores que a MECDR se

a quantidade de polos suficientes for inserida.

Uma andlise paramétrica é realizada na sequéncia, na Figura 32 com uma malha
de 80EC e trés niveis de refinamento de pélos no dominio. Ao comparar os resultados da
MECID, Figura 32(a) com os gerados pela técnica MECDR da Figura 32(b), de forma geral,
ja percebe-se uma maior sensibilidade do MECID ao ntimero de pélos internos, visualizado
pelo maior descolamento das curvas frente a curvas totalmente colapsadas da dupla
reciprocidade. E interesssante ressaltar nos graficos, que para m = 5 a MECDR j4 perdeu
aderencia fisica, em detrimento ao MECID, que mantém a aderéncia com o problema fisico
no mesmo intervalo. No intervalo do parametro m, diretamente relacionando com Péclet,
de 1 a 4 percebe-se uma precisao parelha da dupla reciprocidade e da interpolagao direta.
Ademais, a formulacao MECID é mais resiliente, apresentando resultados fisicamente
compativeis até m = 6, em testes feitos em paralelo e nao mostrados aqui, intervalo este de
estabilidade que provavelmente poder ser aumentado, enriquecendo de antemao a malha
de contorno, uma vez que 80 EC é ainda uma malha intermediaria, vide (PINHEIRO et
al., 2021a).

18.00 18.00
- | 80 EC - Andlise Paramétrica - MECID

16.00 - |@—@—@ 1P
{|0—6—06 121p
14.00 < [ = o = o 3 REELS

12.00

10.00 —

80 EC - Anélise Paramétrica - MECDR
0 0:~
16.00 s
1|—6—%21m
= o = gy 3 RECRY
14.00 o

8.00 —

6.00 —

4.00

2.00

0.00 T : |
1 2 3 4 5

Erro Médio de Fluxo no Contorno (%)
Erro Médio de Fluxo no Contorno (%)

Parametro m Parametro m

(a) (b)
Figura 32 — C7EL - Anédlise Paramétrica: (a) MECID (b) MECDR

Uma interessante andlise diz respeito a sensibilidade das técnicas discretas testadas
quanto ao posicionamento dos polos internos do dominio, por meio do parametro v, ja

apresentado graficamente no esquema de malha do Capitulo 5. Para tanto, fixa-se m =1 e
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testam-se trés malhas com distintos pares de refinamento de contorno e dominio tal como

mostrado na Figura 33, onde o grafico (a) traz os resultados para o MECID e (b) para o

!\o\./o
| ==

—
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Figura 33 — C7E1 - Analise de Disposicao de Polos Internos: (a) MECID (b) MECDR

Os resultados da MECID na Figura 33 (a) demonstram uma alta sensibilidade

da técnica em relagdo ao posicionamento da primeira fileira (PINHEIRO et al., 2020),

mostrando que os erros médios podem ser significativamente reduzidos ao utilizar distintos

valores de . J& a MECDR, na Figura 33 (b), exibe uma clara insensibilidade quanto ao

parametro de posi¢ao da primeira fileira, o que indica que a técnica como um todo aponta

para uma menor sensibilidade em relacao a disposicao espacial da malha da regiao de

dominio.

Faz-se a seguir uma analise de performance da MECID com uma malha mais

refinada, com 320 EC e duas nuvens mais robustas de pontos internos, tal como pode ser

observado na Figura 34 na sequéncia.

2.50

Anélise de Desempenho MECID | 320 EC

1/0—0—@:2r
O—O0—O625P

2.00

Erro Médio de Fluxo no Contorno (%)

Parametro m

Figura 34 — CTE1 - Analise de Desempenho do MECID
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E possivel observar que a técnica MECID se mostra sensivel ao refinamento da
quantidade de polos internos, comportamento ja amplamente conhecido. Quanto aos niveis
de erro médio, pode-se dizer que a precisdo é satisfatéria, uma vez que os as derivadas
dos potenciais estdao sendo aproximadas com erros na ordem de 1% para a melhor malha

submetida a moderada convecg¢ao, com m = 6.

Quanto a integracao numérica, a aderéncia da técnica da dupla reciprocidade ao
esquema de integracdo de Telles é razoavelmente bem conhecido da literatura (TELLES,
1987b; TELLES; OLIVEIRA, 1994b). Ao utilizar a integragio especial associada a MECDR,
ha uma tendéncia de melhora substancial nos resultados contanto que se utilizem de
poucos pontos de Gauss. Ademais, o efeito de ganho de precisao da quadratura também
¢ reconhecidamente melhor quanto maior for a ordem de interpolagao dos elementos
de contorno utilizados (PINHEIRO et al., 2021b). Todavia, o comportamento conjunto
da quadratura de Telles com a técnica MECID ainda é preliminar, com uma grande
contribuigao inicial no trabalho de Santos (SANTOS, 2021), que apesar de amplo, no
que tange a testar diversos problemas de campo escalar, apresenta testes em modelos
advectivo-difusivos apenas com campo de velocidade uniforme. Com isso, faz-se necessario
aqui, testar o impacto da quadratura de forma mais padronizada. Para tanto seleciona-se

um quantitativo de 4 pontos de Gauss, 80 EC e duas nuvens distintas de polos internos.
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Figura 35 — C7E1 - Esquemas de Integragao - 80EC e 4NPG: (a) MECID (b) MECDR

O grafico da Figura 35 (a) representa os resultados para o MECID, enquanto
o gréafico da Figura 35 (b) traz os resultados de testes com a MECDR. Os testes sao
padronizados variando o parametro m. Os resultados exibidos mostram que a MECID se
mostrou insensivel a mudanca no esquema na quadratura, ao contrario da MECDR. que
teve seu desempenho melhorado de forma consistente, o que provavelmente, deve-se a uma
melhor determinagao das matrizes [H| e [G], que surgem, na técnica da dupla reciprocidade,
tanto no lado difusivo, quanto no lado advectivo, no sistema final (PINHEIRO et al.,
2022).
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7.3.2 Segundo Exemplo

O segundo exemplo consiste em um caso geometricamente bidimensional, mas
fisicamente unidimensional, vide Figura 36, governado por um modelo advectivo-difusivo,
com um campo de velocidade mais desafiador, cujo divergente nao é nulo (MASSARO,
2001). Este fato introduz efeitos de compressibilidade além da dificuldade numérica da

dominancia dos efeitos advectivos.
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Figura 36 — C7E2 - Dominio e Condi¢oes de Contorno

A solugao analitica do campo potencial para o caso é dada pela Eq. (7.22), a seguir
e pode ser encontrada em literatura pertinente (DAN; LOEFFLER; MANSUR, 2012).

u() = S+ W) [m (L * mX)] (7.22)

m L

Um melhor entendimento da variacao espacial dos campos hidrodinamicos ¢ dada
abaixo com os graficos da Figura 37. A esquerda, na Figura 37 (a) é representado o campo

de velocidade, enquanto seu divergente é representado ao lado na Figura 37 (b).
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Figura 37 — C7E2 - (a) Campos de Velocidade (b) Divergente de Velocidade

E possivel perceber que os dois campos fisicos tem um decaimento ao longo da

direcao x, tendo seus maiores valores na aresta esquerda do dominio e decaindo para
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os valores minimos na aresta direita. Tal desbalanceio de ordem de grandeza dentre os
valores das arestas verticais opostas pode dificultar de sobremaneira a performance das

aproximagcoes de bases radiais, uma vez que geram maior dificuldade de interpolacao.

Também ¢é relavante destacar que o aumento do parametro m impacta muito
mais fortemente o campo divergente do que o campo de velocidade propriamente dito, o
que direciona para uma maior importancia dos efeitos de compressibilidade neste caso.
Em contraste a estas peculiaridades fisicas a formulacao discreta do MECID apresenta
explicitamente uma integral dependente do divergente da velocidade, que serd mostrada
na sequéncia. Em contrapartida, este termo correlato ao divergente de velocidade nao

surge de forma explicita na proposta do MECDR.

Inicialmente uma analise de convergéncia ¢é trazida pela Figura 38 para ter uma
nocao de performance global das duas técnicas avaliadas. Uma particularidade aqui é a
apresentacao de uma anélise de convergéncia com malhas mais pobres, na Figura 38 (a) e

uma analise com malhas mais enriquecidas, na Figura 38 (b).
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Figura 38 — C7E2 - Anélise de Convergéncia com Malhas: (a) Pobres (b) Intermediérias

Uma observacao na Figura 38 (a), releva que para as malhas mais pobre analisadas,
com 16 EC e 32 EC os comportamentos da MECDR e MECID sao analogos, com um
pouco menos de suavidade por parte do MECID. A insensibilidade a insercao de polos
internos é um comportamento que se assemelha ao apresentado pelo primeiro exemplo,
para o qual o divergente de velocidade era nulo, e cuja presenca, pelo menos em relagao
a MECDR, ja era aguardado. Na ultima malha analisada com 64 EC, a MECDR ainda
mantém o mesmo formato de curva, enquanto o MECID, com uma curva mais perturbada
parece iniciar uma transicdo de comportamento, na qual a insercao dos polos internos

comega a influenciar na queda de erros, como serd confirmado na Figura 38 (b).

Em paralelo, na Figura 38 (b) sdo mostradas curvas bem mais monotdnicas por

parte de ambas as formulagoes. As formulacoes tem niveis de precisao parecidos, entretanto
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com suave vantagem para a técnica de dupla reciprocidade. Aqui vale ressaltar que,
no experimento numerico vigente a MECDR apresenta uma sensibilidade similar ao
MECID em relagao a insercao de polos internos, fato que nao se apresenta nas analise de
convergéncia do primeiro exemplo, e ausente também em resultados da dupla reciprocidade

em casos advectivo-difusivos com campo de velocidade uniforme.

A seguir, na Figura 39 apresenta-se uma andlise paramétrica em funcao do parame-
tro de referéncia m com malhas de contorno fixas de 160 EC para ambas as técnicas e trés
niveis de refinamento de dominio. Qualitativamente, ja observa-se, confirmando a analise
de convergéncia, uma sensibilidade muito clara tanto do MECID quanto do MECDR, com

o refinamento do nimero de polos internos.

5.00

] | 160 EC - Analise Paramétrica - MECID

|| O0—@—@ sop
4.50 O—O—©O 225P1

400 [B—B—B2n

1.00

160 EC - Andlise Paramétrica - MECDR
169 PI

O—O—9O 5P

= e = e 3 2]

0.75

3.50
3.00

2.50 H
2.00 -
1.50 -
1.00 -
0.50 -

0.00

Erro Médio de Potencial no Contorno (%)
Erro Médio de Potencial no Contorno (%)

Parédmetro m Parametro m

(@) (@)
Figura 39 — C7E2 - Andlise Paramétrica (a) MECID (b) MECDR

Nota-se que a dupla reciprocidade, na Figura 39 (b), é substancialmente mais
precisa quando comparada a interpolagao direta, na 39 (a), neste caso. Uma hipdtese
consistente para explicar a consideravel diferenca de precisao entre as técnicas reside no
fato da natureza explicita com a qual o divergente da velocidade se apresenta na formulacgao
da MECID, vide Eq. 7.17. De certa forma, este fato parece tornar a formulagao mais
sensivel aos efeitos compressivos intensos e portanto, exigindo da mesma uma malha mais

refinada em comparacao com a MECDR.

Por fim, para consolidar a formulacado MECID como alternativa viavel para a
solucao deste tipo de caso, apresenta-se na Figura 40 sua performance individual com

malhas mais refinadas, com 320 EC e dois niveis de refinamento de dominio.

Comparando-se o grafico da Figura 40 com o da Figura 39 (b), para uma curva de
3241P, constata-se que a técnica MECID demanda o dobro do refinamento de contorno
para alcancar resultados tao precisos quanto os da técnica MECDR. Isto posto, prova que
a técnica MECID ¢é viavel e consistente, entretanto, necessita de uma nivel de refinamento

maior que o MECDR, neste caso-teste.
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Anélise de Desempenho MECID | 320 EC
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Figura 40 — C7TE2 - Analise de Desempenho do MECID

Por fim, analisa-se na sequéncia o impacto do uso da quadratura de Telles, frente
a quadratura Gaussiana classica para um quantitativo de 4 pontos de Gauss, tal como
no exemplo anterior. E possivel notar, na Figura 41 (a), referente a MECID, que para a
nuvem de 169 polos internos os resultados sao quase idénticos, enquanto, para 324 polos
internos, hé até mesmo uma piora com o uso da integracao especial. Ja na Figura 41 (b),
inerente a MECDR, nota-se uma melhoria clara e sélida para os dois niveis de refinamento
de polos internos, o que consolida mais uma vez a boa aderéncia que a MECDR tem com

quadratura de Telles, principalmente para quantitativos baixo de pontos de Gauss (NPG).
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7.3.3 Terceiro Exemplo

O vigente exemplo visa testar as formulagoes do MEC em um modelo advectivo-
difusivo-reativo em um caso fisicamente unidimensional com campo de velocidade variando
linearmente na dire¢ao do escoamento e divergente de velocidade constante, de acordo com
a Figura 42. Desta forma, neste experimento numeérico, retirado do trabalho de AL-Bayati
e Wrobel (AL-BAYATI; WROBEL, 2018a), além dos efeitos de advecgao e efeitos de
compressibilidade também ha o termo reativo que esta algebricamente ligado ao campo de
velocidade. Os resultados do MECDR e MECID séao analisados na aresta inferior horizontal
do dominio.

A
YA Gulon=0
Lol fifefififefofefide

V. =kx+C,
u=300->>—>>—>|u=10

Q
(1111770777777 7 X
 oulen=0
~ L—

Figura 42 — C7TE3 - Dominio e Condigoes de Contorno

A solugao analitica do campo potencial para o caso é dada pela Eq. (7.23), a seguir
na literatura (AL-BAYATI; WROBEL, 2018a).

1
u(z) = 300¢(2) i cp=1In (O) — ]; (7.23)

De forma geral os teste de convergéncia da Figura 43 revelam um melhor desempenho
da técnica MECDR no intervalo de polos internos testados. Os pélos internos sé melhoram
o desempenho da dupla reciprocidade até um quantitativo reduzido de pontos internos,
enquanto de forma de geral o MECID continua com reduc¢ao mais consistente do erro
médio com a discretizacdo mais robusta do dominio. E interessante também perceber
que as curvas do MECID, em especial a de 80 EC, nao sao exatamente monotonicas e
apresentam picos de erros em nuvens especificas de pélos internos, o que pode sugerir
algum condicionamento matricial atipico. Este tipo de comportamento também é observado
em problemas de dindmica em simula¢oes do MECID (BARBOSA; LOEFFLER; LARA,
2019). As curvas do MECDR mostram uma transicao de formato com o refinamento
do contorno, e, ao que parece vao se tornando mais sensiveis ao adensamento dos polos
internos. Em relacao ao MECID, é interessante observar que desde a malha mais pobre,
de 40 EC, o comportamento é monotonico, nao havendo mais uma insensibilidade inicial,
como nos exemplos anteriores para entdao, haver uma mudanca de comportamento, devido

ao refinamento de contorno.
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Figura 43 — C7TE3 - Analise de Convergéncia

Na sequeéncia realiza-se uma analise paramétrica em relagao a k, cujo incremento
gradual nos gréaficos da Figura 44 intensifica trés fatores: efeitos de advecgao, efeitos de
compressibilidade e também importancia do termo reativo na equagao de governo do
problema. Os testes da andlise paramétrica sao realizados com 160 EC para discretizar o

contorno.
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Figura 44 — C7E3 - Andlise Paramétrica: (a) MECID (b) MECDR

Os resultados da técnica MECID, na Figura 44 (a) sugerem uma melhoria subs-
tancial nos niveis de erros dos potenciais calculados com o aumento do niimero de pdlos
internos. Para praticamente todas as malhas apresentadas, o MECID tem resultados infe-
riores ao MECDR, de forma global, entretanto, para efeitos mais moderados de adveccao,
ou seja, k mais alto, mostra-se mais resiliente, e com erros menores. Aqui também é
importante destacar um pico de erro existente para um coeficiente reativo k = 2, que

também pode indicar algum mal condicionamento matricial.

Em relagdo a MECDR, na figura 44 (b), observa-se um desempenho muito satisfa-
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tério mas que nao varia substacialmente com o refinamento do niimero de pélos internos. E
valido aqui ressaltar que este comportamento, praticamente invariante com o refinamento
de dominio, curiosamente, também se apresenta no primeiro exemplo, cujo divergente de
velocidade é nulo. O vigente exemplo e o primeiro exemplo tem em comum divergentes
de velocidade com magnitude constante, respecticamente, nulo e igual a magnitude do
coeficiente reativo. Para reforcar o argumento, observa-se no segundo exemplo, cujo diver-
gente de velocidade é uma fungao variavel da posicao, que a formulagio MECDR responde
significativamente ao aumento da discretizacao de dominio, o que alinha-se com a hipdtese

levantada.

Na Figura 45 expde-se uma comparacao sintética com resultados da literatura
(AL-BAYATI; WROBEL, 2018a), na qual os autores utilizam uma légica de decompor
o campo de velocidade instantdneo em uma média adicionada de uma flutuacao, onde,
respectivamente, a média é tratada via solucao fundamental do problema correlato e a
flutuagao abordada pela técnica da dupla reciprocidade. No artigo citado, utilizam-se
720 elementos constantes para a geracao dos resultados aqui apresentados e funcao de
base radial de plana fina, idéntica a utilizada no presente trabalho. A solucao analitica do
problema, ji posta anteriormente pela Eq. (7.23), é graficada como referéncia.

300 -
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Presente Trabalho - MECDR - 40EC | 225 PI
Presente Trabalho - MECID - 40 EC | 225 PI
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Figura 45 — C7E3 - MECID vs Trabalho de Bayati, A.L. and Wrobel, L.C. (2018)

Ainda observando a Figura 45, é interessante ressaltar que a solugao analitica e
os resultados do artigo (AL-BAYATI; WROBEL, 2018a) sao colocados em formato de
marcadores livres, enquanto que as simulagoes feitas no presente trabalho utilizando uma
malha com 40 BE e 225 IP, sao representadas por linhas solidas. H4 uma aderéncia evidente
entre a curva da técnica MECID e a solucao analitica, enquanto a curva da técnica MECDR,
mais descolada da solucao exata, tem maior proximidade com a simulagao de Wrobel e
AL Bayati (2018). E interessante destacar que o uso de elementos de contorno lineares no

vigente trabalho consegue igualar com facilidade as simulagoes com elementos constantes
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muito mais numerosos, o que mostra o impacto relevante na melhoria da interpolagao na
técnica MECDR.

A apresentacao das curvas do campo potencial fisico também mostra-se interessante
para demonstrar a capacidade da técnica MECID de aderir qualitativamente as previsoes
analiticas. Na Figura 46, simulagoes com coeficiente k variando de 1 a 20 sdo exibidos
nas curvas solidas enquanto os marcadores representam a solugao exata. Observa-se uma
aderéncia satisfatéria da técnica de interpolagao direta para todos os niveis do parametro
k testado.

Comparagao MECID vs Analitico

MECID | k=1
MECID | k=5
MECID | k=10
MECID | k=20

Campo Potencial

1.00 0.80 0.60 0.40 0.20 0.00
Posigédo Axial X

Figura 46 — C7E3 - Curvas Fisicas MECID - Paramétrica com k

A robustez da nova formulacao da MECID proposta neste capitulo é testada numa
malha de contorno mais refinada, de 320 EC, com dois niveis de refinamento de polos

internos, veja Figura 47.
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Figura 47 — CTE3 - Analise de Desempenho do MECID

Observa-se nos resultados da Figura 47 que a técnica MECID apresenta baixos niveis

de erro médio, e que o refinamento dos pélos internos continua a impactar consistentemente
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na queda dos erros, caracteristica que diferencia o MECID do MECDR em relagao a certos

problemas, como é o caso deste, com divergente de velocidade constante.

Por fim, analisa-se o impacto dos esquemas de integracao no desempenho das
técnicas numéricas, MECID e MECDR, para uma malha com 160 EC e usando 4 pontos de
Gauss (NPG) nas integragoes, mostrado pela Figura 48. Nota-se que a insensibilidade do
MECID ao esquema de quadratura utilizado, mantem-se tal como nos exemplos anteriores.
Ja em relagao ao MECDR, tem-se como novidade erros médios muito elevados com 4 NPG
usando a quadratura classica, quantidade esta suficiente, em exemplos anteriores, para
gerar resultados mais satisfatérios. Ademais, a quadratura de Telles continua mostrando
uma aderéncia muito solida com a técnica MECDR, com uma melhoria impressionante

em relacao aos resultados com quadratura classica.
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Figura 48 — C7E3 - Esquemas de Integracdo 160EC e 4 NPG: (a) MECID (b) MECDR

7.4 Conclusoes do Capitulo

O objetivo central deste capitulo foi atingido com éxito, a saber, testar a formulagao
classica do MECID em modelos advectivo-difusivo-reativos com campo de velocidade
variavel. De forma geral, os trés exemplos-testes foram consistentemente resolvidos pela
nova formulacao proposta do MECID, e devidamente comparados com uma técnica de
referéncia, a MECDR, cujos resultados com o uso de elementos lineares na literatura nao
sao tao difundidos. Ainda em termos mais globais ¢ interessante relembrar que os principais
desafios encontrados durante a proposta de novas formulagoes podem ser sintetizados em
lidar com o formato variavel do campo de velocidade, com a tendéncia de desestabilizagao
e perda de precisao por parte das técnicas com o aumento dos efeitos advectivos, e por
fim, o formato algébrico do divergente da velocidade, que mostrou-se um parametro-chave

nestes problemas.

No tocante a formulagao classica do MECID, proposta neste capitulo, pode-se
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destacar algumas caracteristicas relevantes. A primeira delas é a sensibilidade da formulagao
com a inser¢ao de polos internos, que ja era conhecida de testes em problemas advectivo-
difusivos com campo uniforme de velocidade, e que confirmou-se solidamente nos testes
numéricos vigentes com campos hidrodindmicos variaveis. Todavia, foi observado que,
para um refinamento insuficiente em termos de elementos de contorno, a formulacao
proposta nao apresenta sensibilidade agucada ao adensamento de dominio. Ao passo que,
ao enriquecer o contorno numa proporc¢ao adequada, a caracteristica de maior sensibilidade
e demanda por pontos internos torna-se presente. Um segundo ponto de destaque é a
sensibilidade da formulagao nao apenas com o nimero de polos internos, mas também sua
disposicao espacial, testados neste capitulo através do deslocamento da primeira fileira de
pontos internos adjacentes ao contorno para mais proximo do mesmo. Estas disposi¢oes
distintas de polos internos mostram-se capazes, por testes feitos no primeiro exemplo,
de variar a ordem de magnitudes dos erros médios, podendo até mesmo, definir se a
formulacao logra um desempenho melhor ou pior que seus pares, no caso a MECDR
neste trabalho, em testes cruzados. Em sequéncia, também vale destacar a influéncia
do formato algébrico do divergente da velocidade no desempenho global da formulacao
MECID. Os testes numéricos nos trés exemplos indicam um comportamento mais preciso
e consistente da formulagao MECID para casos nos quais o divergente da velocidade é
constante, podendo ser nulo ou nao-nulo. No caso de divergente da velocidade variavel, a
técnica parece demandar um maior nivel de discretizacao para alcancar os niveis de precisao
da MECDR, pelo menos para a configuracao de malha perfeitamente estruturada testada,
ou seja, com espacamento uniforme. A dificuldade da MECID em lidar com divergente
que varia no espago deve-se, provavelmente, a forma explicita com que este termo aparece
nas integrais de dominio da formulagao proposta, distintamente da MECDR, na qual o
divergente fica algebricamente implicito. Em relacao a intensidade dos efeitos advectivos,
pode-se dizer que a MECID é mais precisa , em linhas gerais para casos de velocidade
uniforme, e casos de divergente nulo, enquanto que para casos onde o divergente é nao-nulo,
ha uma paridade com a MECDR, que mostra-se superior em alguns dos testes realizados.
Ja em relacao a resiliéncia a efeitos adevectivos, ha uma tendéncia de melhor desempenho
por parte da MECID, todavia, mais testes sdo necessérios, principalmente para divergente
com formato matematico mais exigente, ou seja, com variagdbes mais abruptas com relagao
as coordenadas espaciais. Por fim, destaca-se que a formulagao do MECID nao se mostrou
sensivel ao esquema de integracao adaptativa de Telles, testado em todos os casos para

diferentes cenarios de intensidade de adveccao.

Paralelamente, em relacdo a MECDR, nao obstante ao nivel de consolidagao da
técnica, também houve varias constatacoes importantes. Em linha geral, vale destacar
uma melhora consistente da técnica com o uso de elementos lineares, uma vez que, a
maior parte da literatura mais classica da técnica e até mesmo trabalhos atuais, expoe seu

desempenho com o uso de elementos constante. Primeiramente, em relacao a discretizagao
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de dominio, os testes realizados neste capitulo partindo de um polo interno unitario
com gradual adensamento, mostram que a MECDR s6 é sensivel, via de regra, até uma
quantidade pequena de polos internos interpolantes, a partir da qual, ndo ha mais efeito
positivo no ganho de precisao. Todavia, este comportamento, mostrou-se relativo, uma
vez que para o segundo exemplo testado, a saber, com divergente de velocidade com
variagao espacial, a técnica surpreendentemente reage a insercao de polos internos de forma
continua, assemelhando-se ao comportamento nativo da MECID. Quanto ao esquema
de integracao, a MECDR mostra uma aderéncia ja esperada, apresentando melhoria de
precisao apreciavel em todos os casos testados, muito provavelmente devida ao formato
final do sistema discreto da formulagao, que promove um espelhamento das matrizes

classicas [H] e [G] no lado advectivo do sistema.

Em sintese, baseado nos testes até entao realizados, a filosofia MECID baseada em
aproximar todo o nucleo da integral de dominio, parece gerar uma maior resiliéncia em
relagao aos efeitos de advec¢do, mesmo utilizando uma uma solucao fundamental mais
simples, em cenarios de advecgao fraca para moderada. Todavia, ao voltar a atencao para
campos de velocidade cujo divergente nao é constante ou nulo, a MECDR parece responder
melhor, com uma formulacao que trabalha este termo de forma implicita. Além disso,
esquema de integragao adaptativos, dentre eles o proposto por Telles, se adaptam melhor
a estrutura da MECDR. Por fim, pode-se inferir que uma nova proposta de formulacao
alternativa do MECID, que utilize a robustez da aproximacao total do niicleo das integrais
de dominio associada a uma aproximacao das derivadas do potencial analoga a MECDR,
pode ser considerada promissora e mereca ser devidamente elaborada e testada como

sequéncia natural de desenvolvimento.
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8 Formulacao Alternativa da Interpolacao Di-

reta em Modelos de Velocidade Variavel

8.1 Formulacao MECID Alternativa - Velocidade Variavel

A equagao de governo de um modelo advectivo-difusivo em regime estacionario em
meio isotrépico é proveniente, fisicamente, da sentencga de conservagao de energia provinda
da mecénica do continuo (REDDY, 2010) e pode ser algebrizada em notacao indicial,

conveniente no formato da Eq. (8.1) a seguir.

ou;(X) = vi(X)u;(X) (8.1)

Na Eq. (8.1), o representa a difusividade térmica do meio continuo u, o campo de
escalar de interesse ou variavel primal e vi o campo de velocidade imposto ao dominio.
As estratégias do método de elemento de contorno que se baseiam em aproximacoes por
funcoes de bases radiais utilizam-se de uma solugao de Green mais simples, no caso, a
solu¢do fundamental do problema de Poisson (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994). Desta
forma, para simplificar o algebrismo, vamos considerar as propriedades do meio unitarias
(0 = 1) e pode-se entao escrever a formulagao integral forte do problema na seguinte

maneira.

/Q ws (X)u* (€, X)d(X) = /Q vi(X)w; (X)u* (€, X)dQ(X) (8.2)

A Eq. (8.2) pode ser analisada como composta de um lado difusivo (LD), a esquerda
da igualdade, cujo tratamento ja conhecido, e um lado direito, que contabiliza os efeitos de
adveccao (LA) de tratamento mais desafiador. As formulagoes baseadas em aproximagoes
via bases radiais s6 destoam acerca do tratamento do lado advectivo (LA). Desta forma o
lado difusivo tem sua formulacao integral inversa ja bastante conhecida na literatura de
elementos de contorno (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 2012), e dada pela Eq. (8.3).

LD = c(&)u(€) + [ u(X)a’(&,X)d0(X) = [a(Xu'(€X)dr(X)  (83)

Os resultados de testes preliminares da formulacao classica da MECID auferidas
(PINHEIRO; LOEFFLER; MANSUR, 2022) motivaram a proposi¢ao de uma formulagao
que potencialmente possa responder melhor em casos de divergente nao-nulo (PINHEIRO
et al., 2020). A natureza explicita do divergente na formulagao cléssica da MECID aparenta

gerar dificuldades numéricas e uma proposta onde haja contabilizagao implicita deste
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termo, tal como faz a dupla reciprocidade, talvez possa responder melhor a alguns tipos

de casos fisicos.

A demonstracao da nova proposta inicia-se por reescrever o lado advectivo que deve
ser tratado pela definicao de uma varidvel b = v;u ;, caracterizada pelo produto escalar

entre o vetor de velocidade e o gradiente do campo primal, tal como na Eq. (8.4).

LA= /m ws (X )ut (€ X)dQUX) = mem@xmmm (8.4)

Para o modelo advectivo-difusivo a definicao deste produto escalar, de certa forma,
ja remete ao algoritmo da dupla reciprocidade, que aproximaria este termo por fungoes de
bases radiais (PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL, 1992). Este fato da origem a algumas
semelhancas estruturais entre as formulagoes da MECDR classica e a MECID alternativa

aqui proposta.

Na proposta vigente procede-se por outro caminho, entretanto parcialmente conhe-
cido. Utiliza-se o procedimento de regularizagdo (LOEFFLER; MANSUR, 2017), tal como
na versao da MECID cléssica, mas desta vez, aplicado ao produto escalar b(X). Com isso

pode-se chegar a seguinte expressao.

[ B0u (€ X)d(X) = [ [b(X) = b (& X)dAX) + [ b(Ou’ (€ X)dAX) (8.5)

A Eq. (8.5) reescreve o lado advectivo em termos de uma integral regularizada de
dominio, seguida de uma integral excedente. A primeira serd alvo de aproximacao por
bases radiais pela MECID, ja a segunda serda conduzida ao contorno usando tensor de

Galerkin. Os passos do tratamento de cada integral sao expostos na sequéncia.

8.1.1 Tratamento da Integral Regularizada

Todo o nicleo da primeira integral de dominio do lado direito da Eq. (8.5), conforme
a técnica de interpolacao direta, é aproximado por fungoes de bases radiais, conforme a
Eq. (8.6).

[B(X) = b(OJu"(&; X) = SaF7 (X7; X) (8.6)

Inserindo a aproximagao da MECID, da Eq. (8.6) na primeira integral do lado
direito da Eq. (8.5), tem-se entao:

‘Mupmﬂ@mmm Aw%ﬁ@mm) (8.7)
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Agora, adotando-se uma primitiva ¢ da funcao de base radial selecionada, tal
que FJ = 1), e inserindo esta igualdade na aproximagcdo na Eq. (8.7) é possivel chegar a

seguinte simplificagdo, que gera a Eq. (8.8).

§ j _ £ _ 1
/QjaFde(X) = /Qjaiﬁ,jde(X) = /Q (jmﬁ,j)’j
= ga/rnj (Xj;X) dl'(X)
Desta, forma as integrais de 7/ podem ser facilmente calculadas com procedimentos

de integracao numérica, restando apenas como incégnitos os valores dos coeficientes «,

que serao determinados na secao 8.1.3.

8.1.2 Tratamento da Integral Excedente

A segunda integral do lado direito da Eq. (8.5) é conduzida ao contorno utilizando
o conceito do Tensor de Galerkin (G*), que é a segunda primitiva da solu¢ao de Green

(u*). Desta forma adotando-se G, (§; X) = u*(§; X), e substituindo na integral, tem-se:

b(E) | (6 X)AAX) = b(E) [ GdX) = b(©) [ (G) , dUX) o)
— b(€) /F npGdl(X) '

Na Eq. (8.9), a derivada direcional do tensor de Galerkin G*(§; X) é dada por
(LOEFFLER; MANSUR, 2017):
1
G(&; X)ng(X) = pX = E{O.E) — In[r(&; X)] brrny (8.10)

O processo de discretizacao aplicado a Eq. (8.9), levando em conta a derivada

direcional na Eq. (8.10), conduz a escrita do vetor (Z), no formato da Eq. (8.11)

7 Ull Pdly + -+ fll Pndf‘n} e 0 (5]
(8.11)

8.1.3 Determinacao da Matriz

A discretizacdo em elementos e expansao da aproximacao da Eq. (8.6) para um

-1

sistema discreto com n graus de liberdade, e pré-multiplicado por [F]~! resulta na Eq.

(8.12).
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o} = [FITHAI{V} (8.12)

A integral de dominio aproximada pela técnica MECID resulta no sistema discreto
formado pelo produto de dois vetores N e ¢{a} , que adota-se aqui chamar de A¢, conforme
pode ser apreciado no artigo de Loeffler e Mansur (LOEFFLER; MANSUR, 2017). Uma
vez que N é o vetor formado pelas integrais de 77 , da Eq. (8.8), é possivel com a sentenca
dos coeficientes «, Eq. (8.12), escrever a integral aproximada no dominio discreto da

seguinte forma:

el
Aﬁz(jvl Ny - Nn) :
£y
(8.13)
i . pln ! fA
:(Nl Ny - Nn) Do {v'}
Fnl o ... pmn EA

n

Pode-se agrupar todo o produto de termos, excluindo-se o vetor b’, no lado direito
na Eq. (8.13) em um vetor ¢{S} , da seguinte forma, da Eq. (8.14).

Firo... pln -1 §A

g{S}:(Sfl Seg - Sgn):(Nl Ny - Nn) : .o .
Frlo... pnn EA
(8.14)

A expansao do sistema discreto com a varredura dos pontos fonte &, leva a formagao

da seguinte matriz [S] que multiplica o vetor {b'}, descrita pela Eq. (8.15).

[S] = [N][F][A] (8.15)

Neste ponto ¢é interessante notar que, a integral aproximada pela interpolacao
direta, torna-se o produto da matriz [S], definida na Eq. (8.15) com o vetor {0'}, que sera
tratado matematicamente em momento oportuno. Pode-se escrever entdao que o vetor [A],

na Eq. (8.16) que segue.

4] = [S){v'} (8.16)
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8.1.4 Determinacao do Produto Escalar b

Retorna-se agora ao produto escalar b destacado no comec¢o da exposicao da

formulagao proposta. Por questao de facilidade visual evidencia-se o mesmo aqui na Eq.
(8.17).

b= ViU (817)

Para melhor tratar a Eq. (8.17), recorre-se a um processo idéntico ao usado na
técnica da dupla reciprocidade (MECDR) para aproximar as derivadas do campo primal
u(X) (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 2012). Para isso propde-se que o campo possa
ser aproximado, tal como na Eq. (8.18) pelo produto de um coeficiente § por uma fungao
de base radial F', escolhida a critério. Desta forma o coeficiente S pode ser determinado

pré-multiplicando por F~1.

u=pF . pB=F"'u (8.18)

Agora, de posse da aproximacao do campo, pode-se entdo diferenciar a Eq. (8.18)
em relacao as coordenadas espaciais, obtendo-se as derivadas direcionais u ;, e utilizando-se
da expressao do coeficiente 3, obter uma expressao final para as derivadas em funcao do

campo primal u(X) e da fun¢do de base radial escolhida tal como evidencia a Eq. (8.19).

u;=F,8 . u;=FFu (8.19)

A expansao da Eq. (8.19) ap6s a discretizagdo com n graus de liberdade resulta

em um vetor b, formado por componentes escalares, no seguinte formato da Eq. (8.20):

-1

b, v% Fﬁl - Flln Fi1o... pln
b B N A
1 (8.20)
v% F§1 e F12n F11o... pln Uy
+ L : : :
ol ng” - Fgm Frlo... pmn U,

Para facilitar a escrita matemadtica, vamos chamar de [M'] a matriz que pré-
multiplica o vetor dos valores incégnitos do campo, {u}, na Eq. (8.20). Desta forma, de
maneira mais simples, pode-se dizer que o vetor {b}, pode ser escrito tal como na Eq.
(8.21):
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{0} = [M'] {u} (8.21)

Com isso a formulagdo matricial final na nova formulacao do MECID pode ser

escrita como:

[H]{u} = [G]{q} = {A+ Z} = [M]ip {u} (8.22)

A matriz [M],;,, da Eq. (8.22), aqui chamada de matriz de transporte, pois esta
ligada ao lado advectivo da equacao do governo do fenémeno. A técnica da dupla recipro-
cidade chega a um sistema discreto final de mesmo formato, dado abaixo pela Eq. (8.23).
Um dos focos deste capitulo é determinar qual das matrizes de transporte tem melhor

constituicao, e, portanto, melhor representacao de dominio.
[H]{u} = [G]{q} = [HY — Gn]{b} = [M]pr {u} (8.23)

8.2 Simulacdoes Numéricas

8.2.1 Primeiro Exemplo

O primeiro caso selecionado para testar a formulacao alternativa do MECID é uma
situagao especial onde tem-se um problema de campo de velocidade variavel, entretanto
com divergente nulo do campo de velocidades, cuja geometria, campo hidrodinamico e
condicoes de contorno impostas sao mostrados abaixo na Figura 49. Os resultados de erros
médios sao avaliados com base nas arestas direita e inferior, levando em conta a simetria

matemaéatica do problema.

Vy:mx

Figura 49 — C8E1 - Dominio e Condigoes de Contorno

A solucao analitica do campo potencial e suas derivadas direcionais para o caso é

dada pela Eq. (8.24), a seguir.
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0 0
uwy) =™ D =myem T = e (8.24)

ox dy

O primeiro teste realizado ¢ uma andlise de convergéncia entre as trés formulacoes
testadas, com malhas de contorno de 40, 80 ¢ 160 elementos de contorno (EC) e distintos
conjuntos de pontos internos. No grafico da Figura 50 (a) é mostrado um paralelo entre
a MECID classica e a MECID alternativa enquanto na Figura 50 (b), a formulacao da
MECID alternativa é comparada com a MECDR. Na Figura 50 (a) observa-se que a
formulacao alternativa apresenta um decaimento dos erros a patamares mais reduzidos
com menos polos interpolantes, em geral, quando comparada com a formulacao classica
do MECID. Ademais, ainda neste grafico, observa-se que com o refinamento dos polos
internos e também das malhas de contorno o desempenho da formulagao alternativa tende

a ser superior.

-
o

-
o
o

Anélise de Convergéncia | m=1
A—A—A VECDR-40EC
A—4A—A VECID Alternativo- 40 EC
I——J VECDR -80EC
I—— VECID Alternativo- 80 EC
@ —@ @ VECDR- 160 EC
@ —@ @ VECID Alternativo - 160 EC

Anélise de Convergéncia | m=1
A—A—A VECID Classico - 40 EC
A—A—A VECID Alternativo - 40 EC
—— VECID Classico - 80 EC
Il VECID Alternativo - 80 EC
@—@—@ VECID Classico - 160 EC
@ —@ @ VECID Alternativo - 160 EC

-
o

N

Erro Médio do Fluxo no Contorno|Log (%)

Erro Médio de Fluxo no Contorno|Log (%)

o
N
o
N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) (NPI)2 (b) (NP1)'72

Figura 50 — C8E1 - Anélise de Convergéncia: (a) MECID Classico vs MECID Alternativo
(b) MECID Alternativo vs MECDR

Ja na Figura 50 (b) observa-se que a formulagdo alternativa tem comportamento
parelho com a dupla reciprocidade em malha mais pobre, de 40 EC, e que, ao adensar o
contorno, passa a ser mais precisa, apresentando niveis de erros menores. Ademais, ainda
sobre a Figura 50 (b) é interessante observar que os graficos tem formatos assemelhados,
ou seja, a efetividade de adensamentos de pontos internos, dada uma malha de contorno,
apresenta um claro ponto de saturacado, o que ja é uma caracteristica bem conhecida da

MECDR e que também se mostra presente da MECID alternativa nestes resultados.

Sequencialmente realiza-se uma analise paramétrica das trés formulagoes com a
intensificagao da magnitude do campo hidrodindmico, via aumento do parametro de
referéncia m. Para tanto seleciona-se uma malha de 160 EC com trés nuvens distintas
de pontos internos, enquanto a advecc¢ao é acrescida gradualmente. Na Figura 51 (a)
observa-se que para todas as malhas testadas e valores do pardmetro de advecgao (m) a

formulagao alternativa mostra-se razoavelmente mais precisa, e, de forma geral, resiliente
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em termos de precisio até graus moderados de adveccdo. E curioso observar que a MECID
alternativa nao mostra tanta sensibilidade ao adensamento de poélos internos com baixa
magnitude de advecgao, ao contrario da MECID classica, entretanto, ao aumentar-se a
intensidade da adveccao as curvas se tornam mais espacadas e a formulacao parece passar

a responder mais efetivamente ao refinamento de polos interpolantes.

3
|
N
o
|

Analise Paramétrica| 160EC
A—A—A VECDR - 169 Pl
I—— VECDR - 225 PI
@ —@—@ VECDR-324PI
A—A—A VECID Alternativo - 169 PI
I——J VECID Alternativo - 225 PI
@—@ @ VECID Alternativo - 324 PI

Analise Paramétrica | 160 EC
A—2A—A VECID Classico - 169 PI
I—— VECID Classico - 225 Pl
4 @ —@—@ VECID Classico - 324 PI
A—4A—A VECID Alternativo - 169 PI
l—— VECID Alternativo - 225 PI
@—@ @ VECID Alternativo - 324 PI

®
|

Erro Médio do Fluxo no Contorno (%)
Erro Médio do Fluxo no Contorno (%)

(a) Parametro m (b) Parametro m

Figura 51 — C8E1 - Andlise Paramétrica: (a) MECID Classico vs Alternativo (b) MECID
Alternativo vs MECDR

Na Figura 51 (b) a formulagdo MECID alternativa é contraposta com a MECDR.
Os resultados obtidos aqui, por sua vez, apontam para um desempenho consistentemente
superior da MECID, enquanto a dupla reciprocidade parece perder a precisao para
baixas intensidades de advecgao. Este comportamento de perda de precisao precoce da
MECDR, com consequente descolamento dos resultados numéricos dos comportamentos
fisicos esperados ja foi observado no capitulo de formulacdo do MECID para campos de

velocidade constante.

Por fim, o tltimo teste realizado é uma anélise com malhas mais robustas de 320
EC com a formulacao MECID alternativa com relagdo a formulacao da MECID cléssica.
O foco aqui é extrair o nivel de precisao que as formulagoes conseguem alcancar com uma

melhor qualidade do dominio discreto.

Como resultados, na Figura 52 tem-se que ambas as formulagoes da MECID
apresentam niveis de erros substancialmente baixos, mesmo para patamares moderados
do parametro m. Adicionalmente, observa-se que para todos os conjuntos de malhas e
situagoes fisicas ha uma superioridade evidente da formulagao alternativa, que consegue
manter-se com erros em patamares abaixo de 1,5% para todos os cendrios testados, o que

caracteriza um resultados razoavel quando trata-se de erros de fluxo.
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g
3}
|

Desempenho MECID - 320 EC

- [Il—— VECID Classico - 324 P
@ —@ @ VECID Classico - 625 P
2,0 l—— VECID Alternativo - 324 PI
| | @—@—@ MECID Alternativo- 625 P

Erro Médio do Fluxo no Contorno (%)

Parametro m

Figura 52 — C8E1 - Analise de Desempenho do MECID

8.2.2 Segundo Exemplo

O segundo exemplo apresentado a seguir é um modelo advectivo-difusivo com-
pressivel, com campo de velocidade variavel e divergente de velocidade nao-nulo. Para
que o problema compressivel possa ser adequadamente representado por uma equagao de
advecgao-difusao simples, tal como a Eq. (8.1), foi necessério um procedimento de transfor-
magao de coordenadas mostrado em detalhes no trabalho de Loeffler e Dan (LOEFFLER;
DAN;, 2004). As condigoes de contorno, e campo de velocidade imposto no dominio sao

mostrados abaixo pela Figura 53.

Y4 bu/on=0

e i e i e feifefofifs il /s
ok
F
-~ ou

u:O _ _—
o0 Q

—m <~

= ~
L+mx

7777777777 777777 X
ou/on =0
- L >

Figura 53 — C8E2 - Dominio e Condigoes de Contorno

A precisao dos testes numéricos realizados é mensurada com a solugao analitica do
campo potencial, dada abaixo pela Eq. (8.25) (DAN; LOEFFLER; MANSUR, 2012). O
parametro de referéncia m, presente no campo de velocidades da Figura 53 e na solucao
analitica da Eq. (8.25), na sequéncia, serve para controlar a intensidade relativa dos efeitos

advectivos.

u(r) = S [111 (L Ll mx)l (8.25)
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O primeiro teste numérico realizado consiste em uma analise de convergéncia onde
fixam-se malhas de contorno com 80, 120 e 160 elementos de contorno (EC) e gradualmente
inserem-se polos internos (PI) no intuito de enriquecer a aproximagao por fungoes de bases

radiais das formulagoes testadas.

-
o
-
o

Anélise de Convergéncia | m=1
A—A—A MECID Classico - 80 EC
I——Jl VECID Classico - 120 EC
@ —@—@ VECID Classico - 160 EC
A—A—A VMECID Alternativo - 80 EC
I—— VECID Alternativo - 120 EC
@ —@—@ VECID Altemativo - 160 EC

Andlise de Convergéncia | m=1
A—2A—A VECDR-80 EC
I VECDR- 120 EC
@ —@ @ VECDR- 160 EC
A—A—A VECID Alternativo - 80 EC
I VECID Alternativo - 120 EC
@ —©@ @ VECDD Alternativo

o
N
o
N

0Nl t——TT—T—71T T T T T T 1

1. 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) (NP2 (b) (NPI)¥2

Figura 54 — C8E2 - Anélise de Convergéncia: (a) MECID Classico vs Alternativo (b)
MECID Alternativo vs MECDR

00l t—T——7T—T1T 717 T T T T 1

Erro Médio de Potencial no Contorno|Log (%)
Erro Médio de Potencial no Contornol|Log (%)

No grafico da Figura 54 (a) compara-se os resultados gerados pela formulagao
classica versus alternativa do MECID. Observa-se um comportamento interessante da nova
formulagao proposta, onde os niveis erros decaem rapidamente a patamares baixos mesmo
com uma pequena quantidade de polos interpolantes. No gréfico na Figura 54 (b) compara-
se a nova formulagao do MECID com a MECDR. Os niveis de erros sao parecidos para um
dominio mais enriquecido de polos internos, entretanto ha uma vantagem relevante com
o uso de poucos polos internos para a nova formulacdao. O comportamento demonstrado
pela nova proposta assemelha-se muito ao do MECDR em problemas advectivo-difusivos
com campo de velocidade constante. Entretanto, no contexto de situa¢des com campo
variavel de velocidade a dupla reciprocidade aparentemente demanda mais polos internos
para uma melhor precisao. Nesta linha, esta formulacao demanda testes em mais situagoes
fisicas, mas, ao que parece, demonstra uma menor necessidade de polos internos para

atingir baixos patamares de erro.

Na sequéncia realiza-se uma analise paramétrica com o parametro m, que controla
a intensidade relativa dos efeitos advectivos no modelo de governo. Este tipo de anélise é de
grande importancia, pois um desafio central para as formulagoes que utilizam aproximacoes
via bases radiais é a de manter precisao frente a efeitos moderados e intensos do termo de
transporte advectivo. Neste caso, no grafico da Figura 55 (a) compara-se a formulagao
classica da MECID com sua formulagao alternativa. Ja na Figura 55 (b) compara-se esta

formulagao alternativa com a técnica da dupla reciprocidade (MECDR).

Primeiramente, numa visao geral da Figura 55 (a) e Figura 55 (b) a fim de comparar

a formulagao classica do MECID com o MECDR, a saber, curvas pretas, ja se percebe
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T 457 ~ 0.60
= - Andlise Paramétrica | 160 EC é T Andlise Paramétrica | 160 EC
O 4.0+ A—2A—A VECID Classico - 169 PI o 0.55 __ A—2A—A VECDR - 169 PI
g { | I—— veciD Classico - 225 I S 050 |I——J VECDR - 225 PI
£ 35| |@—@—@ VECI Cisssico- 324 P g 1 |@—@—@ vEcoRr 32471
8 | | A=A MECID Alternativo - 169 PI G 0457 A—A—A VECID Alternativo - 169 Pl
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(a) Parametro m (b) Parametro m

Figura 55 — C8E2 - Analise Paramétrica: (a) MECID Cléssico vs Alternativo (b) MECID
Alternativo vs MECDR

que nesse caso a MECDR leva ampla vantagem em relacao a MECID em sua versao
classica. Mesmo com a maior sensibilidade do MECID a quantidade e disposi¢ao de polos
internos, a dupla reciprocidade mostra superioridade no caso testado. Todavia, ao avaliar a
formulacao alternativa, esta mostra-se consistentemente superior a formulacao classica da
interpolagao direta como exposto na Figura 51 (a), e, também mais precisa que a MECDR

como demonstram as curvas na Figura 51 (b).

Por fim neste caso, testa-se a robustez das formulacgoes de interpolagao direta
(MECID) enriquecendo substancialmente a malha de contorno, com 320 EC, e a nuvem
interna interpolante afim de determinar o comportamento paralelo entre as formulagoes
propostas, segundo a Figura 56. Ambas as formulagoes do MECID geram niveis de erros
de fluxo bem reduzidos, todavia, a formulacao alternativa do MECID mostra-se a mais
precisa, para os dois quantatitivos de pontos internos testados, com erros médios nos fluxos

menores que 0.1% mesmo com advec¢ao moderada.

1,0 5

Desempenho MECID - 320 EC

1 |Ill——J MECID Classico - 324 PI
@ —@ @ VECID Cisssico - 625 PI
0,8 1 Il VECID Alternativo - 324 PI
| | @—@—@ VECID Alternativo - 625 PI

0,6

0,4 —

Erro Médio de Potencial no Contorno (%)

Parametro m

Figura 56 — C8E2 - Analise de Desempenho do MECID
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8.2.3 Terceiro Exemplo

O terceiro exemplo testado tem como equacdo de governo um modelo difusivo-
advectivo-reativo. O campo de velocidades apenas, na direcao x esta correlacionado com
o termo reativo da equacao de governo, uma vez que o campo hidrodiamico é linear e
seu coeficiente angular coincide com o coeficiente de reagao k. Este problema-modelo foi
retirado do trabalho de Al-Bayati e Wrobel (2018) (AL-BAYATIT; WROBEL, 2018a) e seu

dominio geométrico e condi¢oes de contorno sao mostrados na Figura 57.

Y ou/on=0
[LLLLLLLLLLLLLLL

V. =kx+C,
u=300|-—>—>>—|u=10

Q
YT T X
ou/on=0
L

Figura 57 — C8E3 - Dominio e Condig¢oes de Contorno

A solugao analitica do campo potencial para o caso é dada pela Eq. (8.26), a seguir
na literatura (AL-BAYATI; WROBEL, 2018a).

10\ k
u(z) = 300e2)* T o = 1n () T2 (8.26)

Inicia-se as exposicao dos resultados com uma andlise de convergéncia, entre
as formulacoes do MECID, a saber, classica e alterantiva na Figura 58 (a) e entre a
MECID alternativa e MECDR na Figura 58 (b). Esta anélise é feita com trés malhas
de contorno com 80, 120 e 160 elementos de contorno e para diversos adensamentos de
pontos internos (NPI), na abscissa. Na Figura 58 (a), de forma geral, observa-se que os
niveis de erros gerados pela formulagao alternativa tendem a ser substancialmente menores
que a formulacao classica do MECID. Todavia, é interessante de destacar que algumas
oscilagodes presentes nas curvas de convergéncia da MECID alternativa podem ser fruto de
algum mal condicionamento matricial especifico gerado pela combinac¢ao do niimero de
polos internos interpolantes e sua distribui¢ao, que nesta tese foi mantida uniforme, ou
seja, malhas perfeitamente estruturadas. Com isso, apesar da superioridade em termos de
precisao para a formulagao MECID alternativa, destaca-se que tanto a MECID cléssica

quanto a MECDR apresentam curvas de convergéncia mais suaves.
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-
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o

Andlise de Convergéncia | m=1
A—A—A VECID Classico - 80 EC
I VECID Cléssico - 120 EC
@ —@ —@ VECID Classico - 160 EC
A—A—A VECID Alternativo - 80 EC
B VECID Altemativo - 120 EC A&
@ —@ @ VECID Alternativo - 160 EC

Anélise de Convergéncia | m=1
A—A—A VECDR-80EC
I VECDR - 120 EC
@ —@ @ VECDR- 160 EC
A—2A—A VECID Alternativo - 80 EC
Il VECID Alternativo - 120 EC

.—.—. MECID Alternativo

-
o

N

o
N
o
o

{2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) (NP1)"2 (b) (NPI)”2

Figura 58 — C8E3 - Analise de Convergéncia: (a) MECID Cléssico vs Alternativo (b)
MECID Alternativo vs MECDR

Erro Médio de Potencial no Contorno|Log (%)
Erro Médio de Potencial no Contornol|Log (%)

No Figura 58 (b), pode-se observar um comportamento muito parelho entre a
MECID alternativa em relagao a tradicional formulacao de dupla reciprocidade em termos
de precisdo numérica. E interesssante também destacar aqui a sensibilidade da MECDR
ao quantitativo de polos internos interpolantes para problemas com campo de velocidade

variavel.

A seguir apresenta-se uma analise paramétrica das formulagoes de elementos de
contorno testadas em relagao ao parametro k, que neste terceiro caso, controla a intensidade
de advecgao e também dos efeitos de reagao. A Figura 59 (a) compara as formulagoes
da MECID alternativa e classica enquanto a Figura Figura 59 (b) contrapoe a MECID
alternativa frente a MECDR.

4.5 2.00
. B Andlise Paramétrica | 160 EC
4.0 Andlise Paramétrica | 160 EC A—2A—A VECDR - 169 PI
] A—A A VECID Classico - 169 PI 1757 | —— vecoR - 225 P
3.5 ——l VECID Cléssico - 225 Pl 1 |@—@—@ MECDR - 324 P
- @ —@—@ VECID Classico - 324 P 1.50 4 | A—A—A MECID Alternativo - 169 IP
3.0+ A—A—A VMECID Alternativo - 169 PI < |1l MECID Attemativo - 225 IP
i B—— VECID Alternativo - 225 PI 1.25 - | @@ @ VECD Atemativo - 324 1P
2.5 @ —@ @ VECID Alternativo - 324 Pl

Erro Médio de Potencial no Contorno (%)

Erro Médio de Potencial no Contorno (%)

0.00 T T T T T T 1

T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
(a) Parametro m (b) Parametro m

Figura 59 — C8E3 - Andlise Paramétrica: (a) MECID Classico vs Alternativo (b) MECID
Alternativo vs MECDR

Uma comparagao rapida entre os dois graficos (a) e (b) da Figura 59, revela que os
niveis de erros médios da MECID classica e da MECDR sao parelhos, com niveis de erro na
ordem de 2% para um valor de k = 8. Em contraponto a isto a MECID alternativa apresenta

niveis de precisao muito maiores do que as outras duas formula¢des com erros médios
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menores que 0.5% mesmo para os cenarios com adveccao-reacao moderadas. Na Figura
59 (a) observa-se que a formulacao MECID cléssica apresenta alguns arranjos de pontos
interpolantes que geram saltos das curvas, como por exemplo em k = 2, caracteristica
ja conhecida, explicada por uma maior sensibilidade a disposi¢ao da nuvem interna. Na
Figura 59 (b) a MECDR mostra-se praticamente nao sensivel ao adensamento de polos
internos enquanto a MECID alternativa demonstra melhoria de seus resultados através do
aumento deste parametro de malha, tal como toda formulagao baseada em interpolacao

direta.

Para finalizar os testes do caso, mostra-se uma analise de desempenho das for-
mulagoes do MECID, cléassica versus alternativa, com uma malha mais robusta de 320
EC e dois niveis de adensamento de polos internos. O foco aqui ¢é extrair o melhor das

formulagoes em termos de precisao.

o
[
|

Desempenho MECID - 320 EC

| |I—— VECID Classico - 324 PI
@ —@ @ VECID Cléssico - 625 PI
Il VECID Atternativo - 324 PI
0.6 @ —@ @ VECID Alternativo - 625 PI

0,4 —

0,2

Erro Médio de Potencial no Contorno (%)

Parametro m

Figura 60 — C8E3 - Analise de Desempenho do MECID

Os resultados trazidos pela Figura 60 para ambas as formulacdes do MECID
apresentam baixos niveis de erros médio, a saber menos que 0.5% para as malhas mais
refinadas. Todavia, ao compara-las, percebe-se que a nova proposta da MECID alternativa
apresenta maior precisao, menor sensibilidade relativa ao adensamentos de polos internos e,
por fim, um crescimento mais suave de erros com a intensificacao dos efeitos de adveccao-
reacao k, o que parece indicar maior resiliéncia e manutengao da aderéncia numérica a

fisica do problema frente a estes cenarios fisicos mais desafiadores.
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8.2.4 Quarto Exemplo

O 1ltimo caso a ser testado neste capitulo trata de um modelo difusivo-advectivo
com fonte, dado pela equagao 8.27. Este caso completa os testes da formulacao ME-
CID alternativa com a presenca, separamente, dos principais termos de transporte. A
fonte energética imposta ao problema é exposta pela equacao 8.28. A geometria, campo
hidrodinamico e condi¢bes de contorno exposta ao problema estao representados pela
Figura 61, e vale ressaltar a complexidade de efeitos de quinas que sao causados pela
descontinuidade nos valores das derivadas direcionais do campo potencial quando tem-se

condicoes adjacentes de Dirichlet.

Uz —Viu; = f (8.27)

)

(8.28)

V. =my

y

Figura 61 — C8E4 - Dominio e Condig¢oes de Contorno

A solucao analitica do campo potencial e suas derivadas direcionais para o caso é

dada pela Eq. (8.29), a seguir.

ou ou
2 2

w(x,y) =x" — — =2z — =2 8.29
(z,y) v, 9 y (8.29)
O primeiro teste a ser exposto diz respeito a convergéncia, e utiliza malhas com 120,
160 e 200 EC para distintos adensamentos de polos internos. Neste exemplo numérico houve
a necessidade do uso de uma malha inicial mais adensada no contorno, comparativamente
a casos anteriores, devido a presenca de efeitos de quina que comprometeram a precisao

em testes preliminares com malhas mais pobres.

A Figura 62 (a) traz o comparativo entre as formulagoes de MECID cléssica e

alternativa. E possivel perceber que o MECID cldssico mostra uma certa saturaciao ao
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quantitativo de polos interpolantes inseridos, no intervalo de pélos testado. Em contra-
ponto, a formulacado MECID alternativa traz curvas de convergéncia com tendéncia de
descrescimento de erros, ainda sem indicativos da saturagdo anteriormente citada. Os
niveis de erros alcancados pela formulacao do MECID sao satisfatorios, em especial, pela
formulacao alternativa que apresenta erros proximos de 0.5% para as melhores malhas.
Também é relevante notar que nao houve grande sensibilidade ao refinamento de contorno
na MECID alternativa, comparativamente a MECID cléssica ou mesmo a MECDR, com-
portamento este ja apresentado pela MECID classica dos casos anteriores, mas inédito

para a formulagao alternativa.

-
o
o
N
o

Andlise de Convergéncia | m=1
A—A—A VECID Classico - 120 EC
I VECID Clsssico - 160 EC
@ —@—@ VECID Clsssico - 200 EC
A—A—A VECID Alternativo - 120 EC
I—— VECID Alternativo - 160 EC
@ —@ @ VECID Alternativo - 200 EC

N
o

Andlise de Convergéncia | m=1
A——A MECDR - 120 EC
4 [I—— MECDR - 160 EC
@ —@—@ VECDR-200EC
4 | &—A—A MECID Altemativo - 120 EC
I—— VECID Alternativo - 160 EC
@ —@—@ VECID Alternativo - 200 EC

Ol T——T——7T 71 717 T 1T T T 1 T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) (NPI)"2 (b) (NPI)"2

Figura 62 — C8E4 - Andlise de Convergéncia: (a) MECID Classico vs Alternativo (b)
MECID Alternativo vs MECDR

N

Erro Médio de Fluxo no Contorno|Log (%)
Erro Médio de Fluxo no Contorno|Log (%)

e
o

Na Figura 62 (b) traz os resultados comparados na MECID alternativa contra a
MECDR. Nestes resultados a MECDR mostra maiores niveis de erros médios com pouca
ou quase nenhum sensibilidade ao adensamento de polos internos, comportamento este
ja conhecido da formulacao em alguns problemas testados. Por outro lado, a MECID
alternativa apresente niveis de erros mais baixos com uma convergéncia clara na medida da
melhoria da discretizacdo do dominio, entretanto, com pouca sensibilidade ao adensamento
da malha de contorno, o que poderia traduzir uma capacidade da formulacao de gerar

resultados satisfatorios com malhas relativamente pobres.

O segundo conjunto de resultados gerados diz respeito a uma malha de 160 EC
com trés distintas nuvens de polos internos interpolantes e com aumento gradativo do
parametro m, que neste problema, controla tanto a intensidade da advecg¢ado, quanto a

representatividade do termo de fonte.

A Figura 63 (a) mostra que tanto a formulagao MECID classica quanto a MECID
alternativa apresentam clara sensibilidade e melhoria de nivel de precisao em relagdo a um
maior quantitativo de polos internos. Todavia, pode-se constatar que os niveis de erros
médios nos fluxos alcangados pela formulagao alternativa sao substancialmente menores, o

que aponta para a qualidade da nova proposta.
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-
o
o

Anélise Paramétrica | 160 EC
A—A—A VECID Classico - 169 PI
Bl VECID Cléssico - 225 P
@—@—@ VECID Classico - 324 P
‘—A—‘ MECID Alternativo - 169 PI
I VECID Alternativo - 225 PI
@—@—@ VECID Aternativo - 324 21

Analise Paramétrica | 160 EC
- | A—&—2A MECDR - 169 PI
7 [I—— VECDR - 225 PI
: @ —@—@ VECDR-324PI
A—A—A VECID Altemativo - 169 PI
7 [I—— VECID Attemativo - 225 PI
@—@—@ VECID Alternativo - 324 PI

-
o

Erro Médio de Fluxo no Contorno|Log (%)
Erro Médio de Fluxo no Contorno|Log (%)
g
1

0.1 T T T T T T 1 0.10 T T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
(a) Parametro m (b) Parametro m

Figura 63 — C8E4 - Andlise Paramétrica: (a) MECID Cléssico vs Alternativo (b) MECID
Alternativo vs MECDR

Na Figura 63 (b) mostra a pouca sensibilidade da formulagio MECDR & insercao de
polos internos, tal como j& visto nos resultados de convergéncia, na Figura 62 (b). Quando
a MECID alternativa, esta apresenta niveis de precisdo maiores quando comparada com a

MECDR, se apresentando como uma opcao viavel para este tipo de problema.

Por fim, compara-se na Figura 64, a seguir, as duas formula¢ées do MECID, classica

e alternativa, com uma malha robusta de 320 EC e duas nuvens densas de polos internos.

5N
EN
]

Desempenho MECID - 320 EC

7| [I—I— MECID Ciassico - 324 PI

1,2 - |@—@—@ MECID Classico - 625 PI
—— VECID Alternativo - 324 PI
7 | @—@—@ MECID Alternativo - 625 P

Erro Médio de Fluxo no Contorno (%)

Parametro m

Figura 64 — C8E4 - Analise de Desempenho do MECID

A formulacao MECID alternativa mostra-se mais precisa do que a versao classica
da MECID, tal como nos trés exemplos anteriormente testados. Tal consisténcia é um
otimo indicativo para a nova proposta, que nao sé parece ser mais precisa, como também

mais resiliente aos efeitos de advecg¢ao moderada.
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8.3 Conclusdes do Capitulo

A priori é relevante salientar que a formulagao da MECID alternativa proposta
neste capitulo, tal como seus pares, MECID classica e MECDR, tem seus comportamentos
fortemente influenciados pelo modelo de governo solucionado e, em especial, pela natureza

constante ou variavel do divergente de velocidade.

De forma geral, em termos de precisdo, pode-se afirmar que a MECID alternativa
aqui proposta foi mais consistente frente a efeitos advectivos moderados e apresentou-se
mais precisa que seus pares, em comparacao cruzada, em todos os casos testados, o que

atesta sua consisténcia e robustez.

A estrutura matemaética da formulagao proposta apresenta um hibrido entre uma
aproximacao de integrais de dominio com a filosofia da interpolagao direta (MECID) e
uma aproximagao do campo primal analogo ao feito na dupla reciprocidade (MECDR),
com vistas em aproximar as derivadas do termo advectivo. Tal estrutura hibrida reflete de
forma clara nos resultados, quando a formulacao até certa magnitude de efeitos advectivos
se comporta analoga ao MECDR, e com a continuidade da intensificacdo de tais efeitos

passa a ressaltar caracteristicas da MECID.

A formulacao alternativa proposta neste capitulo foi testada em dois casos difusivo-
advectivos, um caso com adigao de termo reativo e um ultimo com presenga de termo fonte.
Tais modelos testados mostram que o MECID alternativo é capaz de gerar desempenho sa-
tisfatorio em virtualmente qualquer equacao de transporte estacionaria. Como contraponto,
também ¢é importante colocar que o termo reativo no terceiro exemplo estava acoplado ao
campo de velocidades, tal como o termo fonte do quarto exemplo. Este acoplamento, em

certo grau, alerta-nos a um maior cuidado no levantamento de conclusoes mais gerais.

Por fim, a maior resiliéncia da nova formulacao aqui proposta aos efeitos de advecgao
moderada é motivador e caracteriza um avanco em relacao aos métodos ja existentes de
dupla reciprocidade, e também em relacao a prépria formulacao do MECID cléssica. Tal
resiliéncia e precisao devem-se, provavelmente, a manter o divergente de velocidade implicito
na formulagdo matematica, uma vez que, explicita-lo e trata-lo em separado, tal como
feito na MECID cléssica e testado no capitulo anterior ndo se mostrou a estratégia mais

precisa, em especial para cenarios fisicos com divergente variavel do campo hidrodinamico.
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O Conclusoes Gerais

Neste capitulo final sdo expostas, de forma consolidada, as principais conclusoes e
inferéncias gerais acerca dos resultados gerados nesta tese. Cabe salientar que as conclusoes
parciais acerca de cada formulagao da MECID proposta, num total de duas, foram
previamente expostas ao final dos Capitulos 6 e 7, no tocante a MECID classica e no 8,

no referente & MECID alternativa.

Na sequéncia sao postas as conclusoes gerais geradas por esta tese:

o A formulagao MECID padrao, denominada classica, que abordou modelos difusivo-
advectivos com campo uniforme de velocidade, mostrada no Capitulo 6, apresenta-se
como ferramenta robusta e viavel em termos de precisao e resiliéncia a efeitos mode-
rados de advecgao, quando comparada a técnica da dupla reciprocidade (MECDR).
Nao obstante a superioridade apresentada pela formulacgao MECID sobre o MECDR
nestes casos, confirma-se, de forma recorrente, a necessidade de um maior quantita-
tivo de pdélos internos por parte da MECID, tal como em outros problemas de campo
escalar previamente testados. A contribuicao cientifica dos testes deste Capitulo 6,
para a tese, se deram no sentido de consolidar a formulagao MECID classica testada
como uma opg¢ao viavel para solucionar modelos advectivo-difusivos em cenarios de
adveccao moderada, em contraste a MECDR que, ao que indicam os resultados, tem

precisao restrita a cenarios com fraca advecgao.

o Na formulagdo MECID classica aplicada a problemas com campo de velocidade varia-
vel, proposta no Capitulo 7, destaca-se a grande influéncia exercida pelo formato do
divergente de velocidade no desempenho da formulacao. Os testes numéricos indicam
para um comportamento mais preciso da proposta nos casos em que o divergente da
velocidade é constante, seja nulo ou nao, quando comparada a MECDR. Por outro
lado, para o caso em que o divergente de velocidade é varidavel, o MECID classico tem
menor precisao e demanda um nivel substacialmente maior de refinamento para obter
precisao pareada com a da MECDR. Tal dificuldade em lidar com valores variaveis
do divergente se deve a forma explitica com que este termo aparece na formulagao
integral proposta da MECID, diferentemente da formulagao do MECDR, que trata o
termo de forma implicita. A principal contribuicdo associada a este Capitulo 7 foi a
de testar a formulacao MECID clédssica em cenarios de campo de velocidade variavel,
uma vez que, até entao os resultados ja documentados em literatura se restringiam a
cenérios com campo de velocidade uniforme (PINHEIRO; LOEFFLER; MANSUR,
2022).
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« Ha inferéncias interessantes acerca da sensibilidade a quantidade e ao posicionamento
dos pontos internos interpolantes, tanto em relagao a formulacao MECID classica
quanto a MECDR nas aplicagoes ao campo de velocidade varidvel, proposta no
Capitulo 7. No que tange a MECID, pode-se constatar uma dependécia nao s6 em
relagdo ao quantitativo, mas também ao posicionamento da distribui¢cao interna
dos polos no dominio computacional. O MECDR que tradicionalmente apresenta
pouca sensibilidade a insercao de polos internos, mostra nesta aplicacao claro ganho
de precisao com a introducgao destes, provavelmente devido a necessidade de boa

representacao das derivadas espaciais.

« No tocante ao esquema de integracdo numérica, os testes comparativos entre a
quadratura Gaussiana classica e o esquema adaptativo de Telles sao efetuados, para
todos os casos, no Capitulo 7. Os resultados gerados indicam que a MECDR ¢
sensivel ao uso da quadratura de Telles, uma vez que, seu sistema matricial final
apresenta as matrizes [H] e [G] tanto no lado difusivo quanto no advectivo. Como
os coeficientes destas matrizes englobam integracoes singulares e quase-singulares
a melhoria é robusta e consistente, com a utilizagao de menos pontos de Gauss,
inclusive. Em contrapartida, a formulacao MECID cléssica mostrou-se praticamente

insensivel a implementacao da quadratura adaptativa.

o A formulacao MECID alternativa proposta para melhor modelagem dos campos de
velocidade variavel, proposta no Capitulo 8, mostrou-se mais precisa e resiliente a
efeitos advectivos e de compressibilidade em todos os casos testados, inclusive com
presenca de termo reativo e fonte. O bom desempenho da formulacao provavelmente
pode ser atribuido a aproximagao mais consistente de todo do niicleo da integral
de dominio, caracteristico do MECID, com uma aproximagao analoga a feita pela
MECDR no campo primal para determinacao das derivadas do campo, o que torna a
abordagem do divergente do campo de velocidade implicita, tal como a da MECDR.
Este Capitulo 8 tem como principal contribuigdo para esta tese a proposta e validagao
de uma formulacao alternativa do MECID que mostra-se mais robusta e precisa
que a MECDR e que a prépria formulacao MECID classica em cenérios fisicos de

advecgao moderada.

o A estrutura matemaética da formulagcao MECID alternativa apresenta um modelo
hibrido entre uma aproximagao completa do nicleo das integrais de dominio com
uma aproximacao do campo das derivadas do termo advectivo, de modo analogo ao
feito na MECDR. Tal estrutura hibrida tem reflexo direto nos resultados gerados
pela proposta, uma vez que, a formulacao, até certa magnitude de efeitos advectivos,
se comporta andloga ao MECDR, a saber, sem muita sensibilidade ao adensamento
de polos internos, e, a partir dai, muda de comportamento, adquirindo ganho de

precisao em resposta ao adensamento de pélos internos.



Capitulo 9. Conclusées Gerais 138

o Em sintese, em problemas de difusao-adveccao, utilizando-se a MECID foi possivel
transformar com maior precisao a integral de dominio composta pelo termo de
transporte, seja nos casos com divergente nulo ou nao. Nestes ultimos, tipicos de
problemas compressiveis, uma vez que o nucleo da integral de transporte se compoe
de duas parcelas, o emprego da MECID na forma classica nao foi tdo bem sucedido.
Assim, unindo os dois termos numa unica parcela e aproximando-a através da
sequencia tipica de funcgoes radiais seguindo a filosofia da MECID, e operando
posteriormente os termos relacionados as derivadas espaciais, segundo a metodologia

usada na MECDR, resultados de melhor precisao puderam ser alcangados.

e O contetudo aqui apresentado reforca, entdao, conclusoes anteriormente inferidas
de outros trabalhos que resolveram problemas de campo escalar, relativamente ao
melhor desempenho da MECID em face de outras técnicas do MEC que transformam
integrais de dominio em integrais de contorno. Além dos problemas de Poisson e
Helmholtz, os desafiadores problemas de difusao-adveccao puderam ser resolvidos
satisfatoriamente para cenarios cuja magnitude dos efeitos de transporte advectivo e

dos efeitos de compressibilidade se mantenha moderada.

9.1 Continuidade de Linha de Pesquisa

A continuidade desta linha de pesquisa no tocante a modelos difusivo-advectivos

pode ser feita de inimeras maneiras, dentre as quais destacam-se as seguintes proposigoes:

o Avancar os testes numéricos em dire¢ao a problemas com dominios tridimensionais,
meios nao-homogéneeos, problemas nao-lineares e problemas com marcha no tempo,
no intuito de determinar as limitacoes e potencialidades das formula¢coes MECID,

classica e alternativa, propostas nesta tese.

» Estender os testes com a formulacao MECID alternativa para cenarios com advecgao
intensa. Esta potencial linha de investigacao se fundamenta na magnitude de erro
médio apresentada por esta formulagao em cenédrios de moderada adveccao. Espera-se
que a precisao da MECID alternativa seja satisfatoria até intensidade moderada para
intensa dos efeitos advectivos, e que, a partir deste ponto, a técnica perca precisao
e coeréncia com a fisica do problema-teste, tal como todas as outras formulagoes
qua empregam aproximacao via bases radiais, e que, normalmente, nao envolvem a

solucao fundamental correlata ao modelo de advegao-difusao.

« Adaptar a decomposi¢ao do campo de velocidade em uma média, u(X), adicionada
de uma flutuagao, u(X), tal como proposto no trabalho de Wrobel (WROBEL;
FIGUEIREDO, 1991), a formulacdo MECID alternativa do Capitulo 8, no intuito de

gerar uma proposta potencialmente capaz de lidar com efeitos advectivos intensos.
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Espera-se que esta proposta tenha éxito, pois ja foi testada em literatura para
a MECDR, com capacidade de representar cenarios com intensa advecgao. Ao
considerar os resultados apresentados nesta tese, a aproximacao das integrais de
dominio pela MECID mostra-se robusta e superior aquela proposta pela MECDR,

no que diz respeito a modelos de advecc¢ao-difusao.
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