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RESUMO

Neste trabalho serdo apresentados resultados importantes descobertos por D.
Mayhew, M. Newman e G. Whittle nas areas de Teoria de Matroides e Logica
Matematica, mais especificamente em Teoria de Modelos Finitos e Indefinibili-
dade. Mostraremos que certos tipos de linguagens monadicas de segunda ordem
nao sio capazes de expressar as representabilidades linear e algébrica de matroi-
des, sendo esta ultima uma extensdo da primeira e uma contribui¢ao do trabalho
desenvolvido. Apresentaremos também uma classe de matroides estudada por T.
Zaslavsky chamadas matroides de ganho e uma construgao de matroides chamada
de amalgama propria.
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ABSTRACT

In this work we shall present important results on matroid theory and mathe-
matical logic, more specifically in finite model theory and undefinability disco-
vered by D. Mayhew, M. Newman, and G. Whittle. We shall prove that some
monadic second-order languages cannot define linear and algebraic matroid re-
presentability, the latter being an extension of the former and a contribution of
the development of this thesis. We shall also present a class of matroids studied
by T. Zaslavsky called gain matroids and a matroid construction called proper
amalgam.
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I INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo o estudo das indefinibilidades das represen-
tabilidades linear e algébrica de matroides em uma certa linguagem. Isto quer
dizer que nés vamos mostrar que uma linguagem formal® especifica ndo é capaz de
expressar estas propriedades. Apresentaremos nos demais capitulos desta disser-
tacdo os conceitos basicos da Teoria de Matroides e de Linguagens Formais neces-
sarios para este fim. O publico-alvo do texto sdo as pessoas de pés-graduacao em
Matematica ou Ciéncia da Computacao e finalistas das graduag¢des destas areas
que tenham interesse em Logicas, Combinatéria e Matematica Discreta. Ndo as-
sumiremos que tal publico-alvo tenha familiaridade com Teoria de Matroides ou
com Légicas, e portanto, os Capitulos I e [Tl suprirdo os requisitos necessarios
para que estas pessoas possam entender os resultados desta disserta¢do. Pessoas
que ja estdo familiarizadas com os temas abordados nédo serdo prejudicadas por
isso e podem, caso queiram, seguir diretamente para a Secdo I1L5 do Capitulo
1. Usaremos a expressdo “sse” para abreviar “se, e somente se” ao longo do
texto. Os simbolos mais usados na dissertacdo podem ser consultados na Lista de
Simbolos.

A Teoria de Matroides® foi iniciada e fundamentada em 1935 pelos matema-
ticos T. Nakasawa e H. Whitney de maneira independente para formalizar uma
no¢ao de independéncia advinda de espacos vetoriais [U]. A axiomatizac¢do ini-
cial apresentada por Nakasawa formaliza este conceito segundo um calculo abs-
trato de ciclos [I4], enquanto a axiomatizac¢do inicial apresentada por Whitney
o formaliza segundo conjuntos independentes abstratos [U]. Estes dois sistemas
axiomaticos capturam surpreendentemente o mesmo conceito de independéncia,
apesar de sua patente distin¢ao. Este fendmeno (chamado “criptomorfismo” [1])
nao é exclusivo” da Teoria de Matroides, embora seja nesta teoria que tal feno-
meno se mostre mais evidente: matroides podem ser descritas por certas cole¢des
de conjuntos ou por certas funcdes, que satisfazem certos postulados descritos
em alguma linguagem. Todas estas maneiras distintas de descrever uma matroide
formalizam um mesmo conceito de independéncia que ocorre em Algebra Linear,
Teoria de Corpos, Geometria Projetiva, Teoria de Grafos, Teoria de Modelos e
Computagao. Estas ocorréncias de matroides em contextos matematicos tao dis-
tintos evidenciam a importancia e a relevancia deste topico da Matematica Dis-
creta.

Teorias matematicas podem ser axiomatizadas em linguagens formais capazes
de expressar seus axiomas. Diferentemente das linguagens naturais, linguagens
formais sdo descritas por meio de regras gramaticais formais e esta artificialidade
linguistica introduz limitacGes sobre quais tipos de conceitos uma dada lingua-
gem formal é capaz de expressar. Um exemplo classico de tal fenomeno é a inca-
pacidade de linguagens de primeira ordem de expressar finitude em virtude do

20 termo “formal” indica que a linguagem ndo é uma linguagem natural, i.e. ndo é uma lingua-
gem como Portugués, Inglés, Alemao, dentre outras, que foram desenvolvidas por humanos levando
em conta as particularidades geograficas, culturais, sociais e ambientais das regides que habitam no
presente ou que habitaram no passado. Em geral, uma linguagem formal é um conjunto de expressoes
construidas por meio de regras bem-definidas que transformam os simbolos basicos do alfabeto da
linguagem. Este conceito vago de linguagem formal ficara claro no Capitulo ITI.

bNesta dissertacdo o termo “matroide” sera sinénimo do termo “matroide finita”.

°E.g. 0 axioma A U cl(A) U cl(cl(B)) = cl(AUB) — cl(@D) em Topologia (Vide W. Pervin [I8]).
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Teorema da Compacidade: em outras palavras, a finitude ndo é uma propriedade
de primeira ordem [20]. Este exemplo evidencia que a Teoria de Matroides exige
uma linguagem de ordem superior para ser expressa. Apresentaremos um tipo
especifico de linguagem monadica de segunda ordem, como feito por D. Mayhew,
M. Newman e G. Whittle [IZ], que é capaz de expressar os axiomas da Teoria
de Matroides. O termo “segunda ordem” diz respeito a quantificacido de segunda
ordem sobre predicados, enquanto o adjetivo “monadica” diz respeito a restri¢ao
destes predicados aos predicados monadicos (entendemos “predicado monadico”
como sinoénimo de “conjunto de individuos”). Linguagens formais sdo acompa-
nhadas de uma classe de estruturas matematicas capazes de interpretar os seus
simbolos constantes para que seja desenvolvida uma semdntica formal®. Com a
axiomatizacdo da Teoria de Matroides na linguagem formal apresentada e uma
semantica plena para linguagens monadicas de segunda ordem sera possivel es-
tudar matroides do ponto de vista da Teoria de Modelos Finitos. Neste contexto,
poderemos estudar a feoria objeto® segundo esta perspectiva. Nosso objetivo prin-
cipal € estudar a indefinibilidade de certas classes de matroides nesta linguagem.

O Capitulo II apresentard os conceitos de Teoria de Matroides necessarios
para alcancar os objetivos principais deste trabalho. Nosso objetivo nesse capi-
tulo é descrever e obter os resultados necessarios sobre matroides para provar os
resultados de indefinibilidade no Capitulo ITI. Na Se¢do IT1, apresentaremos as
nogdes basicas de Teoria de Grafos que serdo usadas para o estudo dos conceitos
de Teoria de Matroides presentes neste trabalho. Na Secao IJ, apresentaremos
a axiomatizacdo da Teoria de Matroides em termos de conjuntos independentes,
além dos conceitos classicos de bases, circuitos, fun¢do posto e operador de fe-
cho e como eles também caracterizam uma matroide. Finalizaremos a se¢do com
a apresentacio de matroides duais, que sio importante para descrever menores'
de uma matroide. Na Se¢ao I3, apresentaremos a nog¢ao de representabilidade
linear de matroides e menores. Na Secdo IT4 sera apresentada a construcdo de
amalgama prépria de matroides e suas condicdes de existéncia. Esta se¢do sera
uma das mais importantes do capitulo, pois contém o Teorema IT4T3 que ca-
racteriza os conjuntos independentes de um tipo especial de amalgama propria
que é importante para obter os resultados sobre um método efetivo de decisdo no
Capitulo [II. Finalizaremos o Capitulo Il com a apresentacao da Sec¢ao [L5, na
qual serdo discutidos resultados basicos sobre matroides de ganho e a construcao
de duas classes especiais deste tipo de matroide. Nesta secdo, apresentaremos as
classes de grafos de viés e de ganho que serdo utilizadas para construir matroides
de ganho. Apresentaremos também o Teorema IT53 e seu corolario, uma vez que
eles serao bem uteis para esse fim. Os resultados mais importantes dessa ltima
secdo sdo o Teorema ILATY, que evidencia sob quais condi¢cdes uma matroide de
ganho é linearmente representavel e os Teoremas I"h-T4 e [hT5H, que evidenciam
sob quais condi¢Ges certas amalgamas préprias de matroides de ganho especificas

dUma vez estabelecida uma semantica formal, poderemos expressar de maneira clara o que quer
dizer uma sentenca da linguagem ser verdadeira (em uma estrutura). A nogio de verdade estudada é
formal no sentido de ser uma propriedade monadica de sentengas da linguagem e nao de existir uma
correspondéncia com os fatos materiais concretos no mundo em que vivemos.

°Em légica é comum distinguir niveis de linguagem. Em um deles ha a linguagem objeto, que é
a linguagem estudada de maneira sistematica. Tal estudo sistematico também exige uma linguagem
para ser feito, que é a metalinguagem: a linguagem sobre a linguagem. Neste sentido, a teoria objeto é
a Teoria de Matroides expressa na linguagem formal que sera apresentada.

fEm uma teoria matematica é comum descrever subestruturas de estruturas da teoria. O conceito
de subestrutura em Teoria de Matroides é o de menor e ele sera descrito na Sec¢do 2.
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sao linearmente representaveis.

O Capitulo ITI apresentara os conceitos de Logica Mondadica de Segunda Or
dem necessarios para alcancar os objetivos principais deste trabalho. Nosso obje-
tivo nesse capitulo é obter os resultados sobre as indefinibilidades das representa-
bilidades linear e algébrica. Comecaremos o capitulo pela descricdo da sintaxe e
da semantica da linguagem monadica de segunda ordem eleita como linguagem
paradigmatica para axiomatizar a Teoria de Matroides em Logica Monadica de
Segunda Ordem. Na Secdo ITI1, apresentaremos as regras sintaticas de formacao
de féormulas, de deducdo logica e de reescrita de formulas. As regras de deducao
permitirdo obter um sistema de deducdo formal e uma nocao de teorema. As re-
gras de reescrita serdo importantes para exibir o processo de construcdo de formas
normais prenex? para féormulas da linguagem objeto. Um resultado importante dessa
secdo é o Teorema ITTT_TT e seus corolarios que demonstram a corretude sintatica
de tal reescrita. Na Se¢do ITI7, apresentaremos a semdntica da linguagem objeto
baseada no que é feito por D. van Dalen [20] e por J. Shoenfield [1T7] pelo emprego
de nomes”. O Teorema ITI2-3 demonstra a corretude do sistema de dedugao apre-
sentado na Secdo ITL1 e o restante da se¢do apresenta propriedades semanticas
importantes da Teoria de Matroides em Légica Monadica de Segunda Ordem'.
Apo6s apresentar estes conceitos basicos, dedicaremo-nos a demonstragao dos re-
sultados l6gicos principais deste trabalho que dizem respeito a indefinibilidade.
Na Secao ITH, vamos mostrar que a linguagem objeto estudada ndo é capaz de
expressar a representabilidade linear de matroides. O Teorema ITL38 sera de ex-
trema importancia para alcangar esses resultados. Na Secdo I1T4, vamos mostrar
que a linguagem introduzida na Secdo IIT1 ndo é capaz de expressar a represen-
tabilidade algébrica de matroides. A motivacdo desta extensdo dos resultados de
linear para algébrico é bem natural: se uma matroide é linearmente representavel,
entdo ela é algebricamente representavel. Seria particularmente estranho que uma
linguagem pudesse definir a classe das matroides algebricamente representaveis,
mas nao a classe das matroides linearmente representaveis. Na Secao ITL5, vamos
mostrar que existe um método de decisdo para determinar quais conjuntos sio
independentes em uma certa classe de amalgamas préprias de matroides. Finali-
zaremos o capitulo com a Secdo ITLH, na qual mostraremos que é possivel obter
outras linguagens que compartilham das limita¢des da linguagem introduzida na
Secao Il

$Formas normais sao formas que certas férmulas da linguagem tém e que apresentam caracteristicas
que facilitam as analises e os estudos sistematicos de certas propriedades da linguagem. A existéncia
de uma férmula em forma normal prenex para cada formula da linguagem objeto sera muito 1til para
o desenvolvimento do estudo no que diz respeito a compatibilidade de um ntimero de objetos que
vamos definir ao longo do Capitulo ITI.

hNomes serio tteis para estudar as interpretac¢oes das sentencas da linguagem objeto nas estrutu-
ras. Isso permite iniciar a seméntica sem o emprego de fungdes que mapeiam variaveis em conjuntos
de individuos das estruturas.

!Durante o processo de investigagdo sistematica da Teoria de Matroides em Logica Monadica de
Segunda Ordem, vamos obter resultados que dizem respeito a uma teoria matematica por meio da
aplicacao de ferramentas matematicas sobre essa parte da propria matematica. Estamos diante de uma
dualidade bem interessante, pois podemos ver o estudo matematico da prépria matematica como um
fenémeno tanto abstrato quanto aplicado.
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II TEORIA DE MATROIDES

II.1 CONCEITOS BASICOS DE GRAFOS

Apresentaremos nesta secao conceitos basicos de Teoria de Grafos necessarios
para descrever grafos de ganho e grafos de viés, além dos conceitos de Teoria de
Matroides do presente trabalho. Essas duas classes de grafos serdo usadas para
construir classes de matroides de ganho na Se¢ao L5 e essa construcdo dependera
dos resultados do Teorema IL5.3 e seu corolario. As referéncias principais desta
secdo sao R. Diestel [(] e ]J. Oxley [IA].

Um grafo é uma lista G = (V(G], E(G),AG), na qual V(G) e E(G) sdao con-
juntos finitos e disjuntos de vértices e arestas de G, respectivamente, e Ag é uma
fun¢ao chamada fun¢do de incidéncia de G que associa cada aresta de G a um tinico
par nao-ordenado de vértices de G; dizemos, neste caso, que a aresta incide aos
vértices deste Ginico par ndo-ordenado. Duas arestas sdao paralelas quando incidem
aos mesmos dois vértices. Um loop € uma aresta que incide a um tnico vértice e
um grafo é simples quando nao possui arestas paralelas e nao possui loops. Uma
representacdo geométrica de um grafo é uma funcao que associa seus vértices a pon-
tos no plano e suas arestas a arcos no plano de modo a explicitar a sua funcio
de incidéncia do seguinte modo: um arco é desenhado ligando dois pontos no
plano sse a aresta correspondente ao arco incide aos vértices correspondentes aos
pontos no grafo. A Figura I 11 ilustra uma tal representacio. E comum identi-
ficar uma representacdo geométrica de um grafo com o proéprio grafo em alguns
contextos, pois isto permite descrevé-lo mais facilmente. Um isomorfismo de grafos
¢ uma mudanca de rotulagdo de vértices e arestas que preserva incidéncias. Mais
formalmente, dizemos que dois grafos G e H sao isomorfos e escrevemos G=H
quando existe uma bijecdo de V(G) UE(G) em V(H) UE(H) que mapeia vértices
em vértices e arestas em arestas de modo a preservar incidéncias. A Figura IT1TT
apresenta grafos isomorfos.

o (1)

¢ (2)

Figura I1.1.1: Na figura sdo apresentados dois grafos cujos vértices e arestas estao rotulados
pelos simbolos que acompanham pontos e arcos da representacao geométrica. A funcao
de incidéncia dos grafos da figura é informada pela configuragao de pontos e arcos apre-
sentada. Os dois grafos da figura sdao isomorfos e a correspondéncia x — @(x) determina
um isomorfismo.

Dados dois grafos G e H, dizemos que H é um subgrafo de G e escrevemos

HLT G quando V(H) € V(G) e E(H) € E(G) e Ag € Ag. Observemos que em
qualquer familia de grafos a relagdo C é uma relacdo de ordem.
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EXEMPLO I1.1.1 (Grafos).

(1) O grafo caminho Pl de m vértices é um grafo simples que captura a nog¢ao intuitiva
de caminho. O caminho nulo P( é o grafo sem vértices e arestas. O caminho trivial P; é
o grafo com um tunico vértice e nenhuma aresta. Para m € N com 1 < m, definimos P,
da seguinte maneira: os vértices de P, sdo 1, ..., m, as arestas de P, sao {1,2}, ...,
{m—-1,m} e a funcdo de incidéncia de P,, é a inclusdo. Vale |E(P,;)| = m — 1 e grafos
caminho sao grafos simples. Um vértice no qual incide uma tnica aresta é chamado de
extremidade do caminho. A Figura IT'T7 apresenta o grafo Ps.

Figura II1.1.2: Os grafos caminho P5 do lado esquerdo e ciclo C5 do lado direito.

(2) Suponhamos que m € N seja positivo. O grafo ciclo C,l de m vértices é um grafo que
captura a nogao intuitiva de ciclo e ele é obtido de um grafo caminho P,, pela adigao
de uma nova aresta que incide as extremidades do caminho. Vale |E(C,,)| = m. A Figura
[ 17 apresenta o grafo Cj. Grafos ciclos sao simples para 3 < m. Se HC G tem m vértices
e H = C;;, entdo dizemos que H é um ciclo de G e que E(H) é um circuito de G.

Figura II1.1.3: O grafo completo Kj.

(3) O grafo completo Ki,] de m vértices é o grafo simples cujo nimero de arestas é o maior
possivel para este niumero de vértices. Vale |E(K,;)| = m(m —1)/2. Observemos que se G é
um grafo simples de m vértices, entdo G é isomorfo a um subgrafo de K;;,. A Figura LT3
apresenta o grafo Kj.

3 O C
. .. A

Figura II.1.4: Na parte superior, temos as formas gerais dos grafos theta do lado esquerdo
e algema do lado direito. Na parte inferior, temos exemplos concretos de tais grafos.

18



(4) Um grafo theta é formado por trés grafos caminho que compartilham exatamente as
suas extremidades de acordo com o que mostra a Figura ITT4. Um grafo algema frouxa é
formado por dois grafos ciclo que ndo compartilham vértices e um grafo caminho que os
conecta de acordo com o que mostra a Figura ITT4. Um grafo algema apertada é formado
por dois grafos ciclo que compartilham um unico vértice. I

Suponhamos que G seja um grafo. Dado U € V(G), dizemos que G[U] é o
subgrafo de G induzido por U quando V(G[U]) = U e E(G[U]) € o conjunto de
todas as arestas de G que incidem somente aos vértices em U. Dado F C E(G),
dizemos que (G F é o subgrafo de G restrito a F quando V(G | F) € o conjunto de
todos os vértices de G que incidem as arestas de F e E(G | F) = F. Dados m € N
positivo e u, v € V(G), um (u, v)-passeio de tamanho m em G ¢é uma lista finita,
nio-vazia e alternada de vértices e arestas da forma

W(u,v) =vi,e1,vo, ..., Vin, €ms Vinsl

tal que vi = u e vye1 = v e Ag(e;) = {vi,vis1} paracadai € {1,...,m}. Os
vértices u e v sdo a origem e o destino do passeio, respectivamente. Dizemos que
um (u, v)-passeio € fechado quando u = v. Um (u, v)-caminho de um grafo G é um
(u,v)-passeio de G cujos vértices sdo todos distintos. O grafo G é conexo quando
existe um (u, v)-caminho de G para quaisquer #,v € V(G). Cada subgrafo conexo

C-maximal de um grafo é chamado de componente conexa do grafo. Uma floresta
¢ um grafo simples sem ciclos e uma drvore é uma floresta conexa. Dizemos que
H C G é uma floresta geradora de um grafo G quando H é uma floresta C-maximal e

G[V(H)] = G. A Figura [ TH ilustra duas arvores geradoras do grafo de Petersen.

@ ./\
Figura II.1.5: Duas arvores geradoras do grafo de Petersen em destaque na figura.

II1.2 MATROIDES

Apresentaremos nesta se¢do resultados basicos da Teoria de Matroides que
serdo relevantes para a descricdo de amalgamas préprias, matroides de ganho
e representabilidade linear de matroides. A referéncia principal desta secdo é J.
Oxley [IL5].

Dado um conjunto finito E, dizemos que J C 2Y ¢ uma colegdo hereditdria
quando I € J sempre que I C J e J € J. Dizemos também que J tem a propriedade
de aumento quando |I| < |J| é suficiente para que exista a € J—Ital que IUa € J7,
quaisquer que sejam I, J € J. Uma matroide” é um par M = (E(MJ, J(M}), no qual
E(M) é um conjunto finito e J(M) é uma cole¢do nao-vazia de subconjuntos de
E(M) que é hereditaria e possui a propriedade de aumento”. Os elementos de J(M)

#Vamos escrever X U a e X — a no lugar de XU {a } e X - { a }, respectivamente.

bVale a pena lembrar que o termo “matroide” é sinénimo do termo “matroide finita” neste texto.

“Quando nio existir ambiguidade quanto a matroide M no contexto, vamos escrever E e J no lugar
de E(M) e J(M), respectivamente. Vamos usar também o termo “matroide sobre E” em algumas partes
do texto para enfatizar o conjunto subjacente sobre o qual esta definida a matroide.
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sdo chamados de conjuntos independentes de M. Dizemos que duas matroides L e M
sdo isomorfas e escrevemos L= M quando existe uma bije¢do ¢ : E(L) — E(M)
que satisfaz @[I] € I(M) sse I € I(L).

EXEMPLO II.2.1 (Matroide Linear). [I5, Proposi¢ao 1.1.1] O objetivo deste exemplo é
mostrar como conjuntos independentes se manifestam em algebra linear. Isso fornece uma
espécie de guia moral que motiva ou ajuda no entendimento de certos resultados que serao
obtidos sobre a independéncia abstrata. Suponhamos que A seja uma matriz de tamanho
m X n com entradas em um corpo F e tomemos o conjunto E dos rétulos das colunas de
A. Podemos identificar as colunas de A com vetores em [V(7z, F]°. Definamos a colegio
J dos subconjuntos X de E para os quais o multiconjunto® das colunas de A rotuladas
pelos elementos de X é linearmente independente. A cole¢iao J é nao-vazia e hereditaria.
Suponhamos que I, J € J sejam tais |I| < |J|. Denotando por W o subespaco gerado pelas
colunas rotuladas por IUJ em V(m,F), vemos que |J| < dim W. Se as colunas rotuladas
por I U a sdo linearmente dependentes para todo a € J — I, entaio W esta contido no
subespago gerado pelas colunas rotuladas por I. Isso permite escrever |J| < dimW < [, o
que contradiz |I| < [J|. Isto mostra que J tem a propriedade de aumento, e portanto, (E, J)
¢ uma matroide. Denotamos tal matroide por M(A] e dizemos que ela é uma matroide
linear. I

Dada uma matroide M, existem conjuntos independentes C-maximais em J(M)
chamados de bases de M. A cole¢ao das bases de uma matroide M é denotada
por B(M). Observemos que I € J(M) sse existe B € B(M) tal que I € B. A
Proposicao 277, que mostra que bases de matroides sao equicardinais, é uma
consequéncia imediata da definicdo de base e da propriedade de aumento dos
conjuntos independentes de uma matroide.

PROPOSICAO I1.2.2. [15, Lema 1.2.1] Se A, B € B(M), entdo |A| = |B|.

Bases de matroides possuem uma propriedade de troca semelhante a proprie-
dade de troca de bases de espacos vetoriais'. Este resultado segue imediatamente
da propriedade de aumento dos conjuntos independentes de uma matroide e da
equicardinalidade de suas bases, como mostra a Proposi¢ao IT2_3.

PROPOSICAO 11.2.3. [TH, Lema 1.2.2] Se A, B € B(M) e a € A — B, entio
existe b € B — A tal que (A —a) U b € B(M).

Dada uma matroide M, dizemos que um subconjunto de E(M) que ndo é
independente é dependente. Um circuito de M € um conjunto dependente C-minimal,
i.e. C € E(M) é um circuito sse C é dependente e C —a ¢ independente para todo
a € C. Circuitos unitarios sdo chamados de loops e circuitos com apenas dois
elementos sdo chamados de pares paralelos®. Denotamos por C(M] a cole¢io dos
circuitos de M. Observemos que C(M) é uma anticadeia” e que I ¢ E(M) ndo
contém circuitos sse I € J(M). Isto se deve & minimalidade dos circuitos e a

dVamos usar a nota¢io adotada por J. Oxley [[H] e denotar por V(m,F) o espaco vetorial de
dimensao m sobre o corpo F.

¢Precisamos usar multiconjuntos para dar conta do caso das matrizes que possuem colunas iguais
com rétulos distintos.

A Proposicao ITZT7 presente no final desta secdo apresentara uma propriedade de troca ainda
mais forte que bases de matroides também possuem.

§Usando o Exemplo IT21 como guia, vemos que em um espago vetorial o vetor nulo é um loop e
um par de vetores linearmente dependentes é um par paralelo.

"Em um conjunto parcialmente ordenado (P, <), dizemos que dois elementos p, ¢ € P sdo compa-
raveis quando vale p < g ou g < p. Uma anticadeia em (P, <) é um subconjunto A C P de elementos
dois a dois nado-comparaveis quando distintos.

20



hereditariedade dos conjuntos independentes. Uma classe paralela é um conjunto
X ¢ E(M) C-maximal tal que todo par de elementos distintos de X é um par
paralelo e nenhum elemento de X é um loop'. Uma classe paralela é ¢rivial sse
¢ unitaria. Dizemos que uma matroide é simples sse ndo possui loops ou classes
paralelas nao-triviais. Circuitos possuem uma propriedade de eliminacdo que é
apresentada na Proposicao T4,

PROPOSICAO II1.2.4. [TH, Lema 1.1.3] Se C’, C”" € C(M) sao tais que C’ # C”
ea € C' NC”, entdo existe C € (M) tal que CC (C'UC”) —a.

Demonstragio. Suponhamos que (C' U C”) —a € J(M). Como C(M) é uma anti-
cadeia, segue que existe b € C” — C’. Sabemos que C” — b € J(M). Tomemos
I € J(M) C-maximal dentre os conjuntos J € J(M) tais que C" —-b CcJCc C' UC”.
Existe c € C' = 1. Como b € C”" —=C" e C” — b C I, vemos que ¢ # b. Temos
I-{bUc}c(C'UC”)-{bUc}, e assim,

I <|(CuC”)-{buc}
=|C’uC’|-2
<|(C’uc”) -al.

Segue da propriedade de aumento que existe d € (C'UC"")—a tal que Iud € J(M).
De C”"-b cludc C' UC”, obtemos uma contradi¢cdo com a escolha de I. 4

A propriedade de elimina¢do dos circuitos é importante por caracterizar quais
anticadeias sdo colecdes de circuitos de matroides, como mostra o Teorema IT26.
O seguinte lema sera 1til ao longo do texto e decorre da propriedade de elimina-
¢ao.

LEMA I1.2.5. [IH, Proposi¢ao 1.1.6] Se I € J(M) e a € E(M) sdo tais que IUa ¢
J(M), entao existe um tnico C € C(M) talqueae CeCcIUa.

Demonstragdo. Suponhamos que existam circuitos C’ e C” distintos e contidos em
IUa. Como I é independente em M, segue que a € C' N C”. Da Proposicao IT24,
existe um circuito C tal que C € (C’UC"”)—a C I, o que contradiz a independéncia
de I em M. 4

Dada uma base B de uma matroide M e a € E(M) tal que a ¢ B, dizemos que
o unico circuito de M cuja existéncia é garantida pelo lema anterior é o circuito
Jfundamental de a com respeito @ base B e o denotamos por C(a, B).

TEOREMA I1.2.6 (Circuitos). [T, Teorema 1.1.4] Suponhamos que E seja um
conjunto finito e que € seja uma anticadeia de subconjuntos de E que satisfaz a
propriedade de elimina¢do da Proprosicao IC24. A colecdo C é a colegdo dos
circuitos de uma matroide sobre E cujos conjuntos independentes sdo aqueles que
nio contém elementos de C.

Demonstragao.

(1) A colegdo J é nao-vazia e hereditaria. A parte restante da prova segue por
reducdo ao absurdo. Suponhamos que existam I, J € J com [I| < |J| para os quais
a propriedade de aumento falha. Sabemos que I # @. O conjunto {X C TU]J :

'Usando o Exemplo IT21 como guia, vemos que uma classe paralela em um espago vetorial é um
conjunto finito de vetores nao-nulos e colineares.
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II| < |X|} é ndo-vazio, uma vez que J pertence a este conjunto. Do Principio da
Boa Ordenacdo, segue que podemos tomar I’ € Jtal que I' CTU]J e [I| < |I'|
minimizando |I — I’|. Observemos que vale 0 < |I —I’| pela escolhade I,J € Je
I’ cTU]J. Isto mostra que existe a € I -T".

(1.1) Vamos mostrar que dado b € I’ — I, existe C, € Ctal que a € Cp e b ¢ Cp.
De fato, tomemos I} = (I'-b)Ua. Observemos que I;, C IUJ e [I-I}| < [I-T'|. Da
escolha de I € J, vemos que I} ¢ J. Existe C, € Ctal que C, CI). Del' - b €7,
obtemos a € Cp,.

(1.2) Vamos mostrar que 2 < |[I’ —I|. De |I| < |I’|, sabemos que existe x € I’ — L.
Consideremos C, o circuito obtido do procedimento descrito no item 1.1 tomando
b = x. Observemos que C, N (I' 1) # @. De fato, se CyN(I' 1) = O, entdo C, C
(I'nI)Ua C 1, o que é uma contradi¢do. Isto mostra que existe y € C, N (I’ = I).

Segue dos dois itens anteriores que existem circuitos C’, C” € C tais que a €
C'NC”"eC #C”’" comC'UC” CI'"Ua. Da propriedade de eliminagao, vemos
que existe C € C tal que C € (C'UC”) —a CT’, o que é uma contradi¢io. Isto
mostra que M = (E,J) é uma matroide.

(2) Se C’ C E é um circuito de M, entdo dado a € C’, temos C’—a € J. Disto segue
que existe um tinico C € € tal que a € C e C € C'. Por outro lado, sabemos que
C ¢ J. Disto segue que existe um circuito C” de M tal que C” € C. Como circuitos
formam anticadeias, segue que C"” = C = C’. Isto mostra que C = C(M). 4

COROLARIO I1.2.7. Suponhamos que L e M sejam matroides tais que E(L) =
E(M). Se todo circuito de L contém um circuito de M e todo circuito de M contém
um circuito de L, entao L = M.

EXEMPLO II.2.8 (Matroides Graficas). [IH, Proposi¢ao 1.1.7] O objetivo deste exemplo
€ mostrar como a dependéncia minimal se manifesta em grafos. Isso fornece uma espécie de
guia moral e ajuda no entendimento de certos resultados que foram obtidos sobre circuitos
de matroides. Suponhamos que G seja um grafo e que C(G) seja colecao dos circuitos de
G. A cole¢ao C(G) é uma anticadeia e satisfaz a propriedade de eliminagao da Proposicao
[1"24. De fato, suponhamos que Cj, Cy € C(G) sejam distintos e que exista uma aresta
e € C1NCao.

Figura I1.2.1: Tlustracdo da propriedade de eliminac¢do dos circuitos no caso concreto de
matroides graficas do Exemplo I"Z8.
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Podemos supor que e incide a vértices # e v, como na Figura IT”21. Denotemos por
P1 o (u,v)-caminho cujas arestas sio C; — e e por Py o (#,v)-caminho cujas arestas sao
Cy — e. Partindo de u percorremos o caminho P até o primeiro vértice w a partir do qual
a préxima aresta de P; também nao pertence ao caminho Py. Continuamos percorrendo
Py partindo de w até o vértice x (diferente de w) tal que x também pertenca ao caminho
Py. Isso mostra que existe um ciclo de G que passa pelos vértices w e x e que evita e. O
circuito obtido deste ciclo esta contido em (C;UCg)—e. Do Teorema IT2H, é possivel obter
uma matroide M(G) = (E(G),J(G)), na qual J(G) € a colecao dos conjuntos de arestas de
florestas de G. Tal matroide é chamada de matroide grifica. Al

Dados uma matroide M e um conjunto X € E(M), podemos construir a ma-
troide restriggo M X pondo E(M | X) = X e definindo J(M | X) como sendo a
cole¢do dos conjuntos independentes de M contidos em X. Em virtude da Pro-
posicio 127, podemos definir uma funcio ry : 2™ — N que associa cada
conjunto X € E(M) ao tamanho das bases da restricado M | X. Tal funcéo é co-
nhecida como fun¢do posto de M. Em particular, o posto de M é (M) = ry(E(M)).

PROPOSICAO I1.2.9. [15, Lema 1.3.1] Se M é uma matroide, entio:
(1) Se X € E(M), entdo 0 < ry(X) < [X].

(2) Se X, YCE(M)eXCY,entio ry(X) < ru(Y).

(3) Se X, Y C E(M), entdo rm(XUY) +ru(XUY) < ru(X) + rv(Y).

Demonstracdo. Vamos provar o terceiro item, uma vez que os itens anteriores tém
demonstragdes rotineiras. Suponhamos que A seja uma base de M | XN'Y. Como
A é independente em M | X UY, segue que existe uma base Bde M | X U Y tal
que A C B. Os conjuntos BN X e BNY sdo independentes em M | X e M | Y,
respectivamente. Temos:

(X UY) +rm(XNY) = |B| +|A]
<IBNXUY)|+BN(XNY)]
=(BNnX)UuBnNnY)|+|(BNX)Nn(BNY)]
=BnX|+|BNnY]|
< rm(X) + rm(Y). |

A Proposicdo 29 mostra que a fungdo posto de uma matroide M é monétona
e submodular em 2E™) Observemos que os elementos de J(M) sd3o exatamente os
elementos I € E(M) tais que \(I) = |I|. Disto, vemos também que se C € C(M),
entdo ry(C) = |C| - 1. Dados X € E(M) e a € E(M), temos ry(X) < rm(XUa) <
FM(X) +1.

EXEMPLO I1.2.10 (Matroide Uniforme). [I[H, Exemplo 1.2.7] Vamos construir uma ma-
troide especial chamada de matroide uniforme de posto r sobre um conjunto de m elemen-
tos, que denotaremos por U, . Tal matroide é definida tomando um conjunto E de m
elementos e impondo que I C E seja independente sse |I| < r. Denotemos por J a colecao
de tais conjuntos independentes. Dados I, J € J, suponhamos que |I| < |J|. Disto segue que
existe a € J—I. Temos [IUa| = |I| +1 < [J| < r, e portanto, IUa € J. O par U, ,, = (E,J) é
de fato uma matroide. I

LEMA II1.2.11. [05, Lema 1.3.3] Suponhamos que E seja um conjunto finito e
que ¢ : 2¥ — N seja uma fungdo que possui as propriedades apresentadas na
Proposi¢ao IT2Y. Dados X, Y C E, se (XU a) = ¢(X) paratodoa € Y - X,
entdo p(XUY) = ¢(X).
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Demonstragio. Dado Z C Y — X, se |Z| = 1, entdo temos @(X U Z) = @(X) por
hipétese. Suponhamos que o resultado seja valido para todo S € Y-X com |S| < m
e tomemos Z C Y — X com |Z| = m. Escrevamos Z = RUS, onde [R|=m—-1e
|S| = 1. Temos:

P(X)+9(X) = (XUR) +9p(XUYS)
> ((XUR)UXUS)) +o((XUR)N (X US))
= (XU Z)+e(X),

e assim, (X U Z) = ¢(X). O resultado segue do Principio de Indugcio. 4

O Teorema IMT217 apresenta condi¢bes para que uma funcdo seja a funcgao
posto de uma matroide. Este resultado sera util para obter alguns resultados sobre
amalgamas proprias.

TEOREMA 1I1.2.12 (Posto). [TH, Teorema 1.3.2] Suponhamos que E seja um
conjunto finito e que @ : 2% — N seja uma fungdo que possui as propriedades
apresentadas na Proposi¢ao IT"2Y. A fun¢ao ¢ é a func¢do posto de uma matroide
sobre E cuja cole¢ao de conjuntos independentes é J = {I C E: ¢(I) = |I| }.

Demonstragao.

(1) Definamos a cole¢io I ={I C E: ¢(I) = |I| }. A colegdo é ndo-vazia, uma vez
que O € J. Mostremos primeiro que J é hereditaria. Dados I, J] € E, suponhamos
queJ €JelIC]. Temos:

Ul =o()
=e(Iu(J-D)+ednJ-D)
<oD+e(J-0
<|I+J-1
=[InJ+[J-1
=[JI.

Assim, @(I) = |I|, e portanto, I € J. Mostremos agora que J possui a propriedade
de aumento. Suponhamos que existam I, ] € J com |I| < |J| de modo que para
todo a € J —I tenhamos U a ¢ J. Disto vemos que

o(IUa) <|TUq|
=I+1
=D +1,

e portanto, ¢(IUa) < @(I). Disto e de @(I) < ¢(IUa), obtemos ¢(IUa) = ¢(I). Do
Lema 211, obtemos ¢ (IU]) = ¢(I). Por outro lado, sabemos que @(J) < ¢ (IV]).
Del, ] € J, segue que |J| < |I], o que é uma contradi¢io. Isto mostra que M = (E, J)
é uma matroide.

(2) Para todo I € J vale @(I) = ry(I). Dado X ¢ J, tomemos B uma base de
M | X. Temos ry(X) = |B|. Dado a € X — B, temos B U a ¢ J. Segue entdo que
IB| = ¢(B) < 9(BUa) < |[BUa4|, e assim, (B U a) = ¢@(B). Do Lema IT2T1,
temos @(X UB) = ¢(B). Como B C X, segue que ¢(X) = ry(X). Isso mostra que
¢ ¢ a funcdo posto da matroide M. 4
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Podemos construir uma fungao chy : 28™ — 2EM) que associa cada con-
junto X € E(M) a unido disjunta

cum(X) = XU am(X),

onde O(X) ={a e EMM) -X:3C € C(M) a € Ce C c XUa}. Tal funcao é
conhecida como operador de fecho de M. Observemos que se a € E(M) e I € J(M)
sdo tais que IUa ¢ J(M), entdo a € cly(I). O segundo item da Proposi¢do 2 T3
mostra que o operador de fecho é idempotente. Ja o primeiro item da mesma
proposicao mostra que o fecho de um conjunto é o maior conjunto de mesmo
posto que o contém.

PROPOSICAO I1.2.13. Se M é uma matroide, entio:

(1) Dados a € E(M) e X C E(M), temos a € cly(X) sse r;i(XUa) = rpy(X). Mais
ainda, vale ry(X) = ry(cpy(X)).

(2) [05, Item CL3 do Lema 1.4.2] Dado X C E(M), temos cly(cly (X)) = cly(X).
Demonstragao.

(1) Dados a € E(M) e X € E(M), suponhamos que ry(X U a) = ry(X). Dada
uma base B de M | X U @, vemos que B é uma base de M | X. Existe um tnico
CeCM)talquea € Ce C C BUa. Como B C X, obtemos a € cly(X). Por outro
lado, dados a € E(M) e X € E(M), suponhamos que a € cly(X). Podemos supor
que a € Ov(X). Nesse caso, vemos que XUa ¢ J(M), e assim, ry(XUa) = rp(X).
Mais ainda, do Lema IL2.11, temos ry(X) = rv(cly(X)).

(2) Dado a € cly(clm(X)), segue do primeiro item que ry(clv(X) U a) = ry(clm
(X)). Para todo b € 0m(X), segue também do primeiro item que ry(X U b) =
rm(X). Do Lema 211, temos ry(X) = rv(cly(X)). Disto tudo, obtemos 7y (X)
= rm(clm(X) U a), e portanto,

rm(X) = rm(clm(X) U a)
> rm(XUa)
> rM(X)
Concluimos que a € cly(X). 4

Os conjuntos F € E(M) que satisfazem cly(F) = F sdo chamados de flass de
M. Em virtude da Proposi¢ao 213, vemos que cly(X) é um flat de M, qual-
quer que seja X C E(M). As seguintes propriedades do operador de fecho sao
fundamentais:

PROPOSIQAO 11.2.14. [1T5, Lema 1.4.2] Se M é uma matroide, entao:
(1) Dados X, Y € E(M), vale X C cly(Y) sse cly(X) C clm(Y).

(2) Dados X € E(M) e a, b € E(M), se a € cly(X U b) — cly(X), entdo b €
clm(XUa). Esta propriedade é conhecida como propriedade de troca de Steinitz-Mac
Lane.

iPodemos interpretar este conjunto no caso concreto de uma matroide grafica (vide Exemplo IT28)
de maneira bem natural. Suponhamos que G seja um grafo, que M = M(G) seja a matroide grafica
obtida deste grafo e que X C E(M). O conjunto dy(X) é formado pelas arestas de G | E(M) — X que
induzem circuitos em G | X ao serem adicionadas a este grafo.
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Demonstragao.

(1) Dados X, Y € E(M), suponhamos que X C cly(Y). Se a € du(X), entdao
existe C € C(M) tal que a € C e C € X U a. Disto segue que C C cly(Y) Ua. Do
segundo item da Proposi¢ao 213, temos a € clv(clm(Y)) = clm(Y), e portanto,
cly(X) C clpm(Y). A outra condicional é direta.

(2) Podemos supor que a # b e que a € cly(X U b) — cly(X). Vamos mostrar
que b € cly(X U a). Existe C € (M) tal que a € C e C € X U (b U a). Devemos
ter b € C. De fato, se b ¢ C, entao C=C - b C X Uaq, e assim, a € cly(X), o
que é uma contradi¢ao. Por reducdo ao absurdo, segue que a, b € C, e portanto,
b € cly(X U a). 4

O primeiro item da Proposi¢do 214 justifica o nome “fecho” para o ope-
rador. A propriedade de troca de Steinitz-Mac Lane caracteriza operadores de
fecho que sao fechos matroidais, como mostra o Teorema IT.TH. Este resultado
sera util para obter alguns resultados sobre amalgamas proprias.

TEOREMA 11.2.15 (Fecho). [TH, Teorema 1.4.4] Suponhamos que E seja um
conjunto finito e que ¢ : 28 — 2% seja um operador de fecho que satisfaz a
propriedade de troca de Steinitz-Mac Lane da Proposi¢ao I"2T4. A funcdo ¢ é o
operador de fecho de uma matroide sobre E cuja cole¢dao dos conjuntos indepen-
dentes ¢ J={I1e€2F:-Faeclaecpl-a)}.

Antes de iniciarmos a demonstracdo do Teorema IT2TH, facamos uma pe-
quena discussdo sobre o significado deste resultado em um caso concreto. No
contexto de Algebra Linear, interpretamos o fecho de um conjunto X de vetores
como subespaco gerado pelos vetores de X. Todo elemento deste subespaco é
uma combinacao linear dos elementos de X. Um conjunto X é linearmente inde-
pendente quando a tinica combinacéo linear possivel dos vetores de X que resulta
no vetor nulo é aquela em que todos os coeficientes sdo nulos. Isso quer dizer que
um vetor x de um conjunto linearmente independente X nao pode pertencer ao
fecho do conjunto X — x. Essa discussdo motiva e torna mais natural o resultado
do teorema que devemos provar. Antes de seguir para a demostracao do teorema,
provemos a seguinte afirmagao:

Afirmagdo 1. [T4, Lema 1.4.5] Suponhamos que @ : 2F — 2 seja um operador
de fecho que satisfaz a propriedade de troca de Steinitz-Mac Lane da Proposicao
N214. SeleJeaeE-1saotaisquelUa ¢, entdo a € ¢(I).

Demonstragdo. Como IUa ¢ J, segue que existe b € IUa tal que b € p((IUa) - b).
Podemos supor que b # a e escrever (IUa)—b=(1-b)Ua.Debelelel,
obtemos b ¢ ¢ (I-b). Disto, vemos que b € ¢((I-b)Ua)—¢@(I-b). Da propriedade
de troca de Steinitz-Mac Lane, obtemos a € ¢((I-b) U b) = ¢(D). |

Passemos agora para a demonstracdo do Teorema ILZ.TH:
Demonstragao.

(1) A colecdo J é ndo-vazia e hereditaria. Suponhamos que existam I, J € J tais
que para todo a € J — I, tenhamos I U a ¢ J. Podemos supor que I e J sdo tais que
[INJ| é maximal. Tomemos a € J —1. Vale I £ @(J — a). De fato, se I € ¢(J — a),
entdo ¢(I) € @(J — a). Como J € J, vemos que a ¢ @(J — a), e assim, a ¢ ¢(I).
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Disto e da Afirmacao [, segue que IUa € J, o que é uma contradi¢do. Isto mostra
que existe b € I - ¢(J — a), e portanto, b € I —J. Tomemos ]’ = (J —a) U b. Como
a€]J-lebel-], vemos que [IN]J| < |IN]J'|. Existe c € ]’ —Ital que IUc € J. Por
outro lado, ¢ € J’ — I implica em ¢ € ] — a e ¢ ¢ I. Disto, vemos que ¢ € ] —I com
c#aétalquelUc €7, o que éuma contradi¢io. Isto mostra que M = (E,J) é
uma matroide.

(2) Tomemos X C E qualquer. Para cada a € du(X), segue da Proposicao 213
que ry(XUa) = rpy(X). Suponhamos que B seja uma base de M | X. Temos BUa ¢
J. Da Afirmagao [, segue a € @(B) C @(X). Disto, vemos que cly(X) € @(X). Por
outro lado, tomemos a € @(X) — X. Suponhamos que B seja uma base de M | X.
Temos X C ¢(B), e portanto, ¢(X) € @(B). Disto, segue que BU a ¢ J para cada
a € X—B, e assim, B é uma base de M | X U a. Temos ry(X U a) = |B| = rm(X)
e da Proposicao 213, segue a € chy(X). Disto, segue que @(X) C cly(X). Isto
mostra que ¢ é o operador de fecho da matroide M. 4

A seguinte Proposicdo IT2TH é consequéncia direta da Proposicao IT2T4.
Basta lembrar que se M é uma matroide e X € E(M), entdo cly(X) é o maior
subconjunto de E(M) que contém X e que satisfaz ry(cly (X)) = rm(X). O resul-
tado sera utilizado em um passo da demonstra¢do do Lema [MIh2.

PROPOSICAO 11.2.16. [TH, Exercicio 1(iii) sec. 1.4] Dados X, Y € E(M), se
XCYermu(X)=rm(Y), entdo cly(X) = cly(Y).

Os teoremas desta se¢do mostram que podemos especificar uma mesma ma-
troide por seus conjuntos independentes, seus circuitos, sua fun¢do posto ou seu
operador de fecho. Podemos formar pares (E, C), (E,r) e (E,cl). Se (E,J) é uma
matroide e C, r e cl sdo a colecdo dos circuitos, a fun¢do posto e o operador de
fecho de (E, J), respectivamente, entdo dizemos que (E, C), (E,r) e (E, cl) sdo crip-
tomorfas a matroide (E,J). Esta nogao de criptomorfismo sera util para entender
os resultados da Sec¢do ITLA. A Teoria de Matroides admite um principio de dua-
lidade e a no¢do de matroide dual sera importante para descrever o conceito de
menores de uma matroide [I5]. Antes de explicitar a matroide dual, precisamos
estabelecer certos resultados preliminares sobre candidatos a bases da matroide
dual.

PROPOSICAO I1.2.17. Se A, B € B(M) e a € A—B, entio existe x € B— A tal
que (A-—a)Ux e B(M) e (B-x)Ua e B(M).

Demonstragdo. Suponhamos que existam bases A e Bde M e a € A-B falseando a
afirmacdo do enunciado. Podemos supor que A e B sao tais que |A AB| € minimal.
Em virtude da Proposi¢ao I3, existe x € B— A tal que A; = (A—a) Ux é uma
base de M. Da suposicdo inicial, segue que B; = (B —x) U a ndo é uma base de
M. Mais ainda, vemos que B; é um conjunto dependente de M. Por outro lado,
da existéncia de x € B — A e da Proposi¢ao I"23, segue que existe b € A — B tal
que By = (B —x) Ub é uma base de M. Observemos que |A A Bg| < |A A BJ, e
portanto, segue da escolha de A e B que existe y € By — A tal que Ag = (A—a)Uy
e B3 = (By—y) Ua sdo bases de M. Como Ag = (A—a)Uy é uma base de M e o
enunciado ndo vale para A e B, vemos que By = (B —y) Ua é dependente em M.
Com isso, obtemos os conjuntos dependentes B; e By. Existem tnicos circuitos
distintos C; e C4 tais que a € C; N Cy4 e que satisfazem C; € By e C4 C By,
Disto, segue que existe um circuito C tal que C € (C; UCy) —a. Podemos escrever
B3 =[B-(xUy)] U (aUb), e portanto, C C B3, o que é uma contradigio. |
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Denotemos por B*(M) a cole¢do dos complementares das bases de uma ma-
troide M. Os elementos de B*(M) sdo chamados de cobases da matroide M. Segue
da Proposicao IT2T7 que se A*, B* € B*(M) e a € A*—B", entdo existe x € B* - A"
tal que (A" —a) Ux € B*(M). O seguinte lema segue da equicardinalidade das
bases de uma matroide.

LEMA I1.2.18. Dados A*, B* € B*(M), vale |A*| = [B*|.

A matroide dual M7 de uma matroide M é a matroide cuja colecdo de bases é a
colecdo das cobases de M. Em virtude do principio da dualidade, vemos que teore-
mas sobre matroides duais sdo teoremas sobre matroides. Observemos que a du-
alizacdo é uma involucao, i.e. M** = M. Os conjuntos independentes da matroide
dual M* sdo chamados de conjuntos coindependentes da matroide M. Dizemos que
S € E(M) é um conjunto gerador de M quando cly(S) = E(M). Observemos que
as bases de M sdo conjuntos geradores minimais de M. Segue desta observacao
que complementares de conjuntos coindependentes de M sao conjuntos geradores
de M*.

PROPOSICAO I1.2.19. [15, Lema 2.1.10] Suponhamos que I € J(M) e I* €
J(M*) sejam disjuntos. Existem B € B(M) e B* € B(M*) disjuntas tais que I € B
eI € B".

Demonstragdo. O conjunto I é independente em M | E(M)—I". Tomemos B € E(M)
uma base de M | E(M) —I*. Neste caso, vemos que ry(B) = ry(E(M) -I*) = r(M),
e portanto, B € B(M). Tomando B* = E(M) — B, obtemos I C B e I* C B*. 4

Um problema importante é caracterizar a funcdo posto de M* partindo da
funcdo posto de M. Isto é feito na Proposicdo I220, que sera importante para
obter certos resultados sobre certos tipos de matroides especiais.

PROPOSICAO 11.2.20. [I5, Proposic¢ao 2.1.9] A fungdo posto de M* é ry+(X) =
X[+ rm(E(M) — X) —r(M).

Demonstra¢do. Dado X C E(M), tomemos uma base B* de M* | X e uma base B de
M | E(M) — X. Da Proposi¢ao IT2TY, existem A € B(M) e A* € B(M"*) disjuntas
tais que B C A e B* C A*. Temos A* = E(M) — A, e assim, X = (XNA) U (XNA¥)
¢ uma unido disjunta. Observemos que AN (E(M) —X) = B e A*NnX = B*. Temos
A=[An(EM) -X)] U (ANX), e portanto:

r(M) = |A]
= |B|+|ANX]|
=B+ |X]| - XN A7
= [B| +|X| - [B

=rm(E(M) = X) +[X] = ry- (X).

Disto, concluimos que v+ (X) = [X]| + rm(E(M) — X) — r(M). 4

KEsta sentenca parece confusa, mas nio é quando a analisamos mais de perto. Suponhamos que
I* seja um conjunto coindependente de M = (E, J). Neste caso, vemos que existe uma cobase B* de
M tal que I* C B*. Existe uma base B de M tal que B* = E — B, e assim, B C E — I*. Como bases de
M sao conjuntos geradores (minimais) de M, vemos que E = cly(B) C cly(E - I*). Isto mostra que
rm(E-T) =r(M).
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I1.3 MATROIDES LINEARMENTE REPRESENTAVEIS

Apresentaremos nesta secdo o conceito de representabilidade linear de ma-
troides e menores de uma matroide. A referéncia principal desta se¢do é J. Oxley
[I5]. Suponhamos que p seja um numero inteiro primo positivo, que m seja um
numero natural positivo e tomemos g = p". Denotemos por GF(g) o corpo com
q elementos’. Caso F = GF(g), escreveremos V(r, ¢) no lugar de V(r, GF(q)).

Dizemos que uma matroide simples M é linearmente F-representdvel quando
existe uma uma funcdo ¢ : E(M) — V(r(M),F) tal que para todo X C E(M)
vale X € J(M) sse |@[X]| = |X]| e ¢[X] é linearmente independente em V(r(M), F).
Fazendo m = |E(M)|, podemos enumerar os elementos de E(M) na forma ey, ...,
e, € construir uma matriz A = [ ¢(e1) -+ @(ey) ]. Isso mostra que M = M(A),
onde M(A) é a matroide obtida analisando a independéncia linear das m colunas
de A seguindo o que foi feito no Exemplo IT21. Nesse caso dizemos que A é
uma matriz representante de M. A matroide M é linearmente representdvel quando
existe um corpo F tal que M é linearmente F-representavel. A matroide M(A) nao
determina a matriz A unicamente, uma vez que operacdes elementares sobre as
linhas de A preservam a independéncia de suas colunas. Isto quer dizer que M(A)
nao é alterada quando aplicamos operagdes elementares sobre as linhas de A [TA].

LEMA I1.3.1. [05, Teorema 2.2.8] Suponhamos que M seja uma matroide com
n elementos e posto r tal que 0 < r < n. Se M = M(A), onde A = [I, D], entdo
M* = M(A*), onde A*=[-DT I,_,].

Demonstragio. Escrevamos E = E(M). Tomemos B € B(M). Ao rearranjarmos
as colunas e linhas de A, rearranjamos as linhas e colunas de A*. Uma vez que
operagdes elementares sobre linhas nao alteram a independéncia das colunas,
podemos supor que B = {b,_41,...,b,,bp41,...,b9—; } para algum ¢ € [0,r].
Podemos particionar A em blocos da forma:

I, 0 D; Dy
0 I, D3 Dy ’

O bloco formado por 0, D1, I; e D3 corresponde a base B, e o posto de tal sub-
matriz é r. Isso mostra que D; e —D] tém posto r — . A parti¢do em blocos feita
em A induz a seguinte particio em blocos em A*:

DI -D] I 0
-Dg -Dy 0 L@ |

A submatriz correspondente a E—B em A* é formada pelos blocos —DJ, 0, =D, e
I,—(9r—1). O posto desta submatriz é (r —t) + (n— (2r —t)) = n—r. Isto mostra que
E - B € B(M*). Dado B* € B(M*), podemos usar o mesmo tipo de argumento
para mostrar que E — B* € B(M). Concluimos que M* = M(A"). 4

TEOREMA I1.3.2 (Representabilidade da Matroide Dual). [IH, Corolario 2.2.9]
Se M é uma matroide linearmente F-representavel, entio M* é uma matroide
linearmente F-representavel.

1 Assim como foi feito na secdo anterior para espagos vetoriais, vamos usar a notacao adotada por
J. Oxley [IH] para corpos finitos.
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Demonstragio. Escrevamos n = |[E(M)|. Se M e M* tém posto positivo menor que
n, entdo o resultado segue do Lema IT31. Se o posto de M ¢é zero, entdo M =
U(0,n), e assim, M* = U(n, n) (Vide Exemplo IT2_10). Se o posto de M é n, entdo
M = U(n,n), e assim, M* = U(0,n) (Vide Exemplo IT2_10). Em todo caso vale o
resultado. 4

Um coloop de uma matroide M é um elemento que pertence a interse¢ao de to-
das as bases de M, ou equivalentemente, é um loop da matroide dual M*. Podemos
construir novas matroides partindo de uma matroide simples M por remogdes de
seus elementos. Suponhamos que M seja uma matroide simples e que a € E(M).
A delecio de a em M é a matroide M\ a = M | E(M) — a. A contra¢do de a em
M é a matroide M / a = (M* \ a)*. Segue do Teorema I-3¥ que se M é line-
armente F-representavel, entdo M \ a e M / a sdo linearmente F-representaveis.
Dado X € E(M), definamos a delecio M\ X = M | E(M) — X e a contragdo
M /X = (M*\ X)*. Observemos que E(M \ X) = E(M / X). A Proposi¢ao [L33 a
seguir apresenta caracteriza¢es das fungdes posto de contracoes e delecoes com
respeito a func¢do posto da matroide original.

PROPOSICAO I1.3.3. Suponhamos que M seja uma matroide e que X C E(M).
Temos:

(1) [05, Resultado 3.1.5] Para todo Y € E(M \ X) vale rynx(Y) = rm(Y).

(2) [05, Proposi¢ao 3.1.6] Para todo Y € E(M / X) vale ryx(Y) = rm(XUY) -
rm(X).

Demonstragao.

(1) Dado Y € E(M)—X sabemos que rv(Y) € o cardinal de uma base da restri¢ao
M | Y, e portanto, rnx(Y) = rm(Y).

(2) Para todo Y € E(M) — X vale ry/x(Y) = row\xy+(Y). Sabemos que E(M) —
XnY)=(EM)-X)U(EM)-Y) e EIM) - (XUY) = (E(M) -X)n(E(M) -Y).
DeY € E(M) - X, obtemos XNY =, e portanto,

[EM)|+[EM) - (XUY)| = [E(M) - X| +[E(M) - Y|.

Disto, segue que Y|+ |E(M) - (XUY)| - |E(M) — X| = 0. Da Proposi¢ao 220 e
do item anterior, segue que:

r/x(Y) = [Y[ + ryx (E(M) = (X UY)) = rv\x (E(M) — X)
= Y|+ rv (E(M) = (XUY)) = ry (E(M) — X)
=Y+ [E(M) - (XU Y)|+rm(XUY) —rm(E(M)) +
rv(E(M)) — [E(M) - X| - rm(X)
=Y+ [E(M) - (XU Y)| - [EM) - X[ +rm(XUY) = rm(X)
=rm(XUY) - ru(X). |

Da Proposi¢ao 33, segue que se a € E(M) é um loop ou coloop, entdo
M /a =M\ a. A Proposi¢ao [34 a seguir serd util para definir menores de uma
matroide. Os resultados da proposicdo permitirdo escrever sequéncias finitas de
contragdes e delecoes de certa maneira especial.
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PROPOSICAO I1.3.4. [I5, Proposi¢io 3.1.26] Suponhamos que M seja uma
matroide e que X, Y € E(M) sejam disjuntos. Valem:

1) M\X)\Y=M\ (XUY).
(2) M/X)/Y=M/(XUY).
@) M\X)/Y=M/Y)\X
Demonstragdo.

(1) Observemos que (M\X)\Y =M | E(M\X)-Y. Disto e de E(M\X) = E(M)-X,
obtemos M\ X)\Y=M)\ (XUY).

(2) Da definicao de contragdo e do item anterior, obtemos:

M/X)/Y=(M/X)"\Y)"
= (M \X)"\Y)"
= (M"\X)\Y)*
=(M"\ (XUY))
=M/ (XUY).

(3) Dado Z C E(M) — (X UY), segue da Proposi¢do IT33 que

ronx)Y(Z) = rmx (Y U Z) - rpx(Y)
= I’M(Y U Z) — rM(Y)

rmyy(Z)

royynx(Z).

Isso mostra que J(M\X)/Y) =J((M/Y)\X), e assim, (M\X)/Y = (M/Y)\X. H

Suponhamos que M seja uma matroide e que X, Y € E(M) sejam conjuntos
disjuntos. A matroide M\ X'/'Y| é chamada de menor da matroide M. Quando
XUY # O, dizemos que o menor M\ X /Y € proprio. Dadas trés matroides L,
M e N, dizemos que L ¢ um M-menor de N quando L é um menor de N isomorfo
a M. Quando existe um M-menor de N, escrevemos M_<"N. Do Teorema 37,
obtemos o seguinte resultado:

TEOREMA I1.3.5 (Menores Representaveis). [TH, Proposi¢ao 3.2.4] Suponha-
mos que M e N sejam matroides. Se M ¢é linearmente F-representavel e N é um
menor de M, entdo N é linearmente F-representavel.

Concluiremos esta secdo com alguns resultados importantes para a caracteri-
zacdo dos conjuntos independentes de menores. Tais resultados serdo uteis para
descrever certas noc¢des semanticas da linguagem formal do préximo capitulo.

PROPOSICAO I1.3.6. [T5, Proposicio 3.1.8] Suponhamos que M seja uma ma-
troide e que X € E(M). Se B € uma base de M | X, entdo IM / X) = {I €
EM)-X:TuBeIJ(M)}.
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Demonstragdo. Suponhamos que I € E(M) — X seja tal que IU B € J(M). Temos
rM(IUB) = ry(IU X). Da Proposicao IT3.3, obtemos:

rvyx (D) = rm(TU X) = rp(X)
= rM(IUB) —rM(B)
= [IUBJ| - |B|
-

Por outro lado, se ryyx(I) = [I], entdo [I| + |B| = rp(I U B). Disto, vemos que
rm(IUB) = |IU B|. Concluimos assim que JM /X) = {ICEM)-X:1IUB ¢
JM) }. 4

E natural que o resultado seguinte a caracterizacio dos conjuntos indepen-
dentes de uma contra¢do de uma matroide seja a caracteriza¢do das bases desta
contragao. Tal caracterizagao é apresentada na Proposi¢ao 37, que é uma con-
sequéncia direta da propriedade de aumento dos conjuntos independentes e da
Proposicao IL36.

PROPOSIQAO I1.3.7. [I5, Corolario 3.1.9] Suponhamos que M seja uma ma-
troide e que X € E(M). Se B é uma base de M | X, entdo B(M / X) = {A C
EM)-X:AUBe BM)}™.

Usando a Proposi¢ao I3, podemos demonstrar o seguinte resultado que
sera utilizado na prova do Lema IT3Y:

LEMA II1.3.8. Suponhamos que M seja uma matroide. Dados X, Y € E(M) se
X é uma base de M | Y, entdo todo elemento de Y — X é um loop de M / X.

Demonstragdo. Suponhamos que exista a € Y — X que nao seja um loop de M / X.
Nesse caso existe A € B(M / X) tal que a € A. Da Proposi¢ao 377, vemos que
B=AuUX éumabasede M. ComoaeY-XeXUa CB, vemos que XUa CY
é independente, o que contradiz a C-maximalidade de X em J(M | Y). 4

O Lema [T39 permitird escrever um menor de uma matroide de maneira
especial e isto facilitara a caracteriza¢do dos conjuntos dependentes de um menor
na Proposic¢ao IM3TI.

LEMA I1.3.9. [I5, Lema 3.3.5] Suponhamos que M seja uma matroide e que
X, Y € E(M) sejam disjuntos. Se Y; é uma base de M | Y e X; é uma base de
M* | X, entdo para toda particao (Xg, Yo) de (X-X;)U(Y-Y;) vale M\X /Y =
M\ (X1 UY2) / (Y1 UXy).

Demonstracdo. Do Lema IL3H, vemos que todo elemento de Y — Y; é um loop
de M/ Y;. Se (W1, Wg) é uma particdo de Y — Y3, entdo podemos escrever Y =
(Y1UW1)UW5 com (Y1UW1)NWy = @. Disto, obtemos M/Y = M/ (Y1 UW71)\Wo.
Do Lema IT3H, vemos que todo elemento de X — X; é um loop de M* / X;. Se
(Z1,Zy) é uma particao de X — Xy, entdo podemos escrever X = (X3 UZ;) UZy
com (X; UZj;) NZy = O. Disto, obtemos M* / X = M* / (X1 UZ;) \ Zy. Segue
entdo que M\ X =M\ (X1 UZ1) / Zy. Da Proposi¢ao I"34, obtemos M\ X /Y =
M\ (X3 UZ1 UWy) /(Y1 UW7 UZy). Como (Z; UWy, W1 UZy) é uma particao
de (X —X;) U (Y —Y;), obtemos o resultado desejado. |

"Em outras palavras, as bases de M / X sdo obtidas das diferengas das bases de M pelas bases de
M| X
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O Teorema IT37T0 permitira escrever todo menor de uma matroide M na forma
M\I* /I, onde I* € I(M*) e I € J(M) sdo disjuntos.

TEOREMA I1.3.10 (Menores). [IH, Proposi¢dao 3.3.6] Suponhamos que M seja
uma matroide e que X, Y € E(M) sejam disjuntos. Se Y; é uma base de M | Y e
X1 é uma base de M* | X, entao

MAX/Y =M\ [X;U(Y-Y)]/[Y1U(X=-Xy)]
com X; U(Y-Y1) €I(M*) e YU (X-X;7) € I(M).

Demonstragao. O primeiro resultado segue do Lema IT39. Do Lema IT38, sabe-
mos que se a € Y — Yy, entdo a € um loop de M / Y;. Disto, vemos que a é um
coloop de M* \ Yy, e portanto, Y — Y; € independente em M*. Sabemos que X; é
uma base de M* | X, e portanto, X; € independente em M"*. Existe B* € B(M")
tal que X3 U (Y —Y;) € B*, e assim, X3 U (Y — Y1) € J(M"). Raciocinio analogo
para Y1 U (X — X1) € I(M). 4

Uma caracterizacao dos conjuntos dependentes de menores é apresentada pela
seguinte Proposicao IT3TI. Este resultado sera util para provar a Proposicao
=29 da Secao ITC2.

PROPOSICAO I1.3.11. Suponhamos que M seja uma matroide, que I* € J(M*)
e I € J(M) sejam disjuntos, que N seja uma matroide e que ¢ seja um isomorfismo
de N em M\I"/I. Um conjunto X C E(N) é dependente em N sse existe Y € E(M)
dependente em M tal que Y — ¢[X] C L.

Demonstragdo. Se X ¢ J(N), entdo basta tomar Y = ¢@[X]. Provemos a outra con-
dicional. Suponhamos que X € J(N) e que exista Y C E(M) dependente em M
tal que Y — @[X] € I. De N = M\ I" /I, vemos que @[X] € E(M /I) —I* é
tal que @[X] € J(M /I). Da Proposi¢ao IL36, segue @[X] UI € J(M). Temos
Y-o¢[X] cIe[X]NY C ¢[X]. Disto, vemos que Y € ¢[X] UI, o que contradiz
Y ser dependente em M. 4

I1.4 AMALGAMAS PROPRIAS

Até o momento, vimos que matroides podem ser caracterizadas de muitas
maneiras diferentes e que a teoria admite um principio de dualidade. Apresen-
taremos nesta secdo uma construcdo de matroides que serd muito util para os
nossos propositos. O Teorema IT4T3 é um resultado fundamental para o traba-
lho, uma vez que ele caracteriza os conjuntos independentes dessa construgao de
matroide. Esta caracterizacdo sera importante para provar resultados do préximo
capitulo. As referéncias principais desta se¢do sao J. Oxley [T5] e D. Mayhew, M.
Newman e G. Whittle [IZ].

Ao longo desta se¢do, vamos supor que M; = (Eq,J7), My = (Eg,Jg) e L =
(T,J(L)) sdo matroides simples taisque M; | T =My | T =Le T = E{NEg e vamos
denotar E = E; U Ey. Também ao longo da se¢do, denotaremos por r;, cl;, C;, B;
e J; a funcdo posto, o operador de fecho, a cole¢do dos circuitos, a colecdo das
bases e a colegdo de flats da matroide M;, respectivamente, para cada i € {1,2}.
Nao vamos nos preocupar em fornecer exemplos para as construg¢des de matroides
desta secdo, pois veremos construcdes sistematicas de varios exemplos especiais
na Secao IT5.
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Dizemos que uma matroide U = (E, J(U)) é uma amdlgama de M; e Mg quando
U| E; =M; e U| Ey = M;. Vide a Figura T4 interpretando as setas como
restricbes de matroides. Ao longo da se¢do, vamos reservar o simbolo U para
simbolizar uma amalgama de M; e Myg. Uma amdlgama livre de M; e My é uma
amalgama U de M; e My tal que todo conjunto independente de uma amalgama
de M; e My é independente em U. Em outras palavras, se V é uma amalgama de
M; e Mg e U é a amalgama livre de M; e My, entdo J(V) C J(U). Observemos
que se XNE; ¢ J; para algumi € {1,2}, entdo X C E ndo pode ser independente
em uma amalgama de M; e My.

L————M;

My —>TU

Figura I1.4.1: O diagrama da figura ilustra a propriedade de amalgama. Cada seta indica
que a matroide origem € uma restri¢ao da matroide destino.

Vamos definir a seguir duas funcdes n e { cujos propositos ficardo claros
quando estabelecermos a Proposi¢do 47 mais adiante, pois nosso intuito é co-
nectar tais fungdes com a func¢do posto de um tipo especial de amalgama livre.
Definamos a fungao n : 2¥ — N pondo

N(X) =r(XNEp) +r(XNEg) —r (XN T)

para cada X C E. Se U é uma amalgama de M; e My, entdo segue da submodula-
ridade da fungio posto de U que ry(X) < n(X). Definamos a fungao ¢ : 28 — N
pondo

((X)=min{n(Y): XCYCE} (IL.1)

para cada X C E. O seguinte lema mostra que a fun¢ao { tem as primeiras duas
propriedades de uma func¢ido posto de uma matroide.

LEMA I1.4.1. A funcao { satisfaz o seguinte:
(1) Se X C E, entao {(X) < |X].

(2) Se X C Y CE, entdo {(X) < {(Y).
Demonstragao.

(1) Basta mostrar que n(X) < |X|. Suponhamos que B seja uma base de L | XNT.
Para cada i € {1,2}, o conjunto B é independente em M; | X N E;, e assim,
podemos estendé-lo em M; | X N E; para uma de suas bases B; de modo que
B; N By = B. Disto, obtemos

N(X) =r1(XNEp) +rey(XNEg) —r (XN T)
= |By| +[Bg| — [B|
= |B1 U By|
<IXI.

Da Equagio I, obtemos {(X) < |X].
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(2) Da Equacao [T, segue que existe Z C E com Y C Z tal que {(Y) = n(Z). Da
hipétese X C Y, obtemos X C Z, e portanto, {(X) < n(Z) = {(Y). 4

A Proposicdo 47 a seguir mostra que se { for submodular, entdo ela é na
verdade a fungdo posto da amalgama livre de M; e My.

PROPOSICAO I1.4.2. [TH, Proposi¢ao 12.4.2] Se { é submodular, entdo { é
a funcdo posto da amalgama livre de M; e My. Neste caso, dizemos que esta
matroide é a amdlgama propria de My e Mg e a denotamos por M; &1 M.

Demonstragdo. Suponhamos que { seja submodular. Do Teorema IT2TY, segue
que { ¢é a funcdo posto de uma matroide V sobre E. Se U é uma amalgama de
M; e My e I € J(U), entdao segue da Equagdo ITT que existe Y C E tal que
IcYel(d=n(Y). Temos [I| = ry(I) < ry(Y) < n(Y) = {(I). Isto mostra que
IeJ(V). 4

Denotemos por [L{M;j, Ms] a cole¢do dos subconjuntos X C E tais que X N
E; € J; para cada i € {1,2}. Observemos que, como J; e Fy sdo fechados
para interse¢do, entdo £(M;j, My) também ¢é fechado para intersegdo. Segue da
defini¢do de fecho que se M é uma matroide e X C Y C E(M), entdo clyy(X) =
clp (X). Disto, vemos que cl;(XNE;) € cly(X)NE;. Denotemos por F(U]J a colecao
dos flats de U.

LEMA I1.4.3. F(U) C £(Mi, My).

Demonstragao. Dado F € F(U), temos F = cly(F). Dado i € {1,2}, obtemos
cl;(FNE;) C cly(F)NE; = FNE,;, e portanto, FNE; € J;. Assim, F € £L(M;,My). 4

Definamos a funcio @ : 2 — £(Mj, My) pondo
O(X) =cli(XNE}) Uclh(XNEy)

para cada X C E. Dado X € £(M;,My), temos XNE; = chi(XNEj) e XNEy =
clhy(X N Eg), e assim, ®(X) = X. Observemos que para todos X, Y € £(M;, Mg)
sempre vale XN®(XUY) = X. Dado X C E, definamos X como a intersecio de to-
dos os elementos de £(M;j, Mg) que contém X. Observemos que, como £(M;, My)
é fechado para a intersecdo, entdo X pertence a colecio £(Mj, My). O Lema I1.4.4
detalha o Lema 12.4.6 feito por J. Oxley [I5], que mostra que o valor da funcao
€ avaliada em X C E pode ser obtido avaliando a fun¢do n nos elementos de
£(Mj,Mg) que contém X.

LEMA 11.4.4. [T4, Lema 12.4.6] Dado X C E, vale {(X) = min{n(Y): X C Y €
£(M1,My) }.

Demonstragdo. Definamos as fungdes ¢1, ¢g : 2F — 2F dadas por

$1(X) = clhi(XNEp) U (XN Ey)
d)Q(X) = (X N El) U C12(X N Eg).

Segue de X = (X NE1) U(XNEg) que X C $1(X) e X C $p2(X). Observemos
também que ¢1(X) U $p2(X) = ®(X). Disto, segue que um subconjunto de E é
ponto fixo de ¢1 e ¢y sse é ponto fixo de ©.

Afirmagido 1. Tomemos {i,j} ={1,2}. Dado X C E, valem:
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1) ¢:(X)NE; = (¢:(X) N T) U(XNE)).
(2) XNTC(p:i(X)NT)Nn(XNE;)).

Q) ri($i(X) NE;) = ri(XNE)).

(4) n($i(X)) < n(X).

Demonstra¢do. Dado X C E valem:

1) $:(X)NE; = ((XNE) NE;) U(XNE))
= ((XNE)NT)U(XNE;)
= (h(XNE)NT)UXNT)U(XNE;)
= [(;(XNE)U(XNE;}))NT]U(XNE,)
= (i(X)NT)U(XNE)).

2) XNnT)N(@:(X)NEj) =(XNT) N [($:(X)NT) U(XNE})]
=[(¢iX)NX)NT]U(XNT)
=XNT.

3) ri(p:i(X) NE;) =ri((chi(XNE;) NE;)U(XNT))
ri(c;(XNE;))NE;)
ri(cl;(XNE;))

ri(XNE;).

(4) Podemos supor que i =1 e j = 2. Do primeiro e segundo itens, obtemos:

ro($1(X) NEg) +ro(XNT) =ro((¢1(X) N'T) U(XNEg)) +rey(XNT)
<re((P1(X) N T) U (XN Ey)) +
ro(($1(X) N'T) N (X N Eyg))
< ro(91(X) N'T) +ro(X N Eyg).

Disto e do terceiro item, obtemos:

N($1(X)) = r1(d1(X) NEq1) + ro(d1(X) NEg) —r.(91(X) N'T)
<r(XNE) +ra(d1(X) NT) +re(XNEg) -
r(XNT)-rL(p1(X) nT)
= rl(X N El) + FQ(X N EQ) — }’L(X N T)
=n(X).

-

Definamos ¢ : 2F — 2F pondo $(X) = (g o ¢1)(X). Da Afirmacao [I, temos
X € ¢1(X) € $p(X). Segue por indugao que $p™(X) € ¢p™+(X) para todo m € N.
A colecdo { $"(X) € E : m € N} é finita e isto mostra que existe my € N tal
que ¢"*H(X) = ¢ (X). Tomemos Y = ¢ (X). Temos $(Y) = Y. Disto, segue

®(Y) =Y. Obtemos Y € £L(M;,Mz) e X C Y, e portanto, X C Y.

Afirmagio 2. Y =X.
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Demonstragio. Basta mostrar que Y C X. De X € £(M1,My), segue o(X) = X.
De X ser um ponto fixo de @, vemos que ¢ (X) = X e $po(X) = X. Mais ainda,
segue que $(X) = X. Sabemos que X € ¢1(X) € X e X C ¢o(X) € X. Assim,
Y = ™ (X) € $p"™(X) = X. 4

Estamos prontos para finalizar a demonstra¢do do lema. Suponhamos que
X € Z C E sejam tais que {(X) = 1n(Z). De maneira analoga ao que foi feito
anteriormente, existe ng € N tal que ¢"°(Z) = $p"*1(Z). Tomemos W = ¢ (Z).
Em virtude da Afirmacio 2, vemos que W = Z e W € £(M;j, My). Aplicando
um namero finito de vezes o resultado do ultimo item da Afirmacéo I, obtemos
Nn(W) < n(Z). De Z € W e do segundo item do Lema IT471, obtemos n(Z) <
n(W). Isto mostra que {(X) = n(W), o que conclui a demonstracdo do lema. 4

COROLARIO I1.4.5. Dados X, Y € £(M1, My), definamos X VY = ®(X UY).
Vale 1(XVY) < n(XUY).

Demonstragdo. Suponhamos que X, Y € £(Mj, My) e tomemos Z = XUY. Sabemos
que Z é o ponto fixo de ¢ que contém Z. Da Afirmagio [l do Lema I1.4.4, temos
S € ¢1(S) € ¢(S) para cada S C E. Assim, Z C ¢1(Z) € $p(Z) = Z, e portanto,
Z =_¢1(Z_). Disto, obtemos (bg(_i) = (bg((l)_l(Z)) ={(Z) = Z. Temos $1(Z) = Z e
$2(Z) =Z, e portanto, P(Z) =Z.De Z C Z e D(Z) = $1(Z)Uda(Z), segue D(Z) C
Z. Por outro lado, sabemos que Z é o menor elemento de £(M;, M) que contém
Z. Como ®(Z) € L(M1,My) e Z C ®(Z), vemos que Z € ®(Z). Disto, segue que
®(Z) = Z, e do ultimo item da Afirmacio I, segue N(XVY) < n(XUY). 4

Dada uma matroide M, definamos uma funcio Ay : 2FM) x 2EM) 1y
pondo
A(X,Y) =rm(X) + rp(Y) —rp(XUY) —rpu(XNnY).

Quando Ay (X,Y) = 0, dizemos que (X,Y) é um par modular de M. Uma matroide
M é modular quando todo par de flats de M é modular. O Exemplo I[L4.6 a seguir
mostra que toda matroide simples de posto dois é modular.

EXEMPLO I1.4.6 (Flats e Modularidade). Suponhamos que M seja uma matroide sim-
ples de posto dois. Se |X| = 2, entdo X € B(M). De fato, suponhamos que X ¢ B(M).
Disto, segue que X ¢ J(M) e ry(X) = 1. Existe Y € (M) tal que Y € X e [Y| = 1. Disto e
de |X| = 2, obtemos X-Y € C(M), o que contradiz a simplicidade de M. Se F1, Fy € F(M),
entdo F; C Fy ou Fg9 C Fy ou ry(F1) = ryp(Fg) = 1. Isto mostra que M é modular. Al

Uma funcdo ¢ : £L(M;, My) — N é submodular em £(M;, My) quando satis-
faz
PXVY)+o(XNY) < o(X)+¢(Y)

para todos X, Y € £(Mj, My). A Proposi¢ao IT'477 a seguir fornecera condi¢des
suficientes para que a restricdo 1 | £(M;j, My) seja submodular.

PROPOSIQAO I1.4.7. |05, Proposi¢ao 12.4.9] Dados X, Y € £(Mj, My), se
ALXNT, YNT) <max{A1(XNE;,YNE]),A(XNEg,YNEy)},

entdo a restricao n | £L(Mj, Mg) é submodular.
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Demonstragio. Dados X, Y € £L(M;, My), sabemos que n(XVY) < n(XUY) em
virtude do Corolario IC4°5. Disto, segue que n(X)+n(Y) -n(XVY)-n(XNY) >
N(X) +n(Y) —n(XUY)-n(XNY). Usando a hipétese, temos:

NX) +n(Y) —n(XUY) -n(XNY) =r(XNE) +ro(XNEg) —r.(XNT)
+r1(YNE)D) +ro(YNEg) —r.(YNT)
—r((XUY)NE)) —re((XUY)NEy)
+r,(XUY)NT)-r((XNY)NE)
—r((XNY)NEy) +r,((XNY)NT)

=ri(XNE)+ri(YNE))
-r((XUY)NE) —-rn((XNnY)NEp)
+V2(Xﬂ EQ) +}’2(Y ﬂEg)
- FQ((X UY) N EQ) - }’2((X ﬂY) N EQ)
-r.(XNT)=r(YNT)
+r(XUY)NT)+r.((XNY)NT)

=AM (XNE,YNE) -ALXNT, YNT)
+Ag(XNEy, YNEy)

>0

Isto mostra que a restricao n | £(M;p, Mg) é submodular. 4

PROPOSICAO I1.4.8. [T5, Proposi¢do 12.4.7] Se a restricio n | £(Mj, My) é
submodular, entdo { é submodular.

Demonstragdo. Dados X, Y C E, segue do Lema IT44 que existem A € £(M;, My)
comX CAeBe L(M;,My) comY C B tais que {(X) = n(A) e {(Y) = n(B).
Como X CAeY C B, vemos que XNY C ANBeXUY C AVB. Do Lema T4,
sabemos que {(XNY) < {(ANB) e {(XUY) < {(AVB). Assim:

CXUY)+L(XNY) <C{(AVB)+{(ANB)
<n(AVvB)+n(AnB)
< n(A)+n(B)
= LX) +4(Y). 4

Observemos que se I' € J;, entdo FNT € F(L). Os resultados provados até aqui
sao suficientes para provar o Teorema T4 Y e ele fornecera condicoes suficientes
para a existéncia de amalgamas préprias.

TEOREMA I1.4.9 (Existéncia da Amalgama Prépria). [TH, Teorema 12.4.10] Se
L é modular, entdo existe a amalgama prépria My &, My.

Demonstragio. Tomemos i € {1,2}. Se L é modular, entdo A (F;,Fg) = 0 para
todos Fq, Fo € F(L). Dados X, Y € £(M;, My), sabemos que XNE;, YNE; € F;
paracadai € {1,2}, e portanto, XN'T, YNT € F(L). Disto, segue AL(XNT,YN
T) = 0. Da Proposicao "4, vemos que a restricao n | £(Mj, My) é submodular.
Da Proposicao IT48, segue que a fun¢ao { é submodular. Da Proposi¢ao T4,
vemos que { é a funcdo posto de My @1, My. |

38



COROLARIO 11.4.10. [T5, Exercicio 5(i) sec. 12.4] Suponhamos que L seja
modular e que U = M; @1, My seja a amalgama propria de M; e My. Temos
FM; & M) = L(M1,My) e

cly(X) = ©(X)
=chi(XNE}) Uclh(XNEy).

Demonstragdo. Primeiro, vamos mostrar que ® possui as propriedades apresenta-
das na Proposi¢ao 214,

Afirmacgido 1. A funcio O satisfaz:

(1) Dados X, Y C E, temos X C ®(Y) sse D(X) C O(Y).

(2) Dados X CEea,beE, seaec ®XUb)—-D(X), entdo b € D(XUa).
Demonstragao.

(1) Dados X, Y CE, se X C ®(Y), entio ®(X) C ®(P(Y)) = ®(Y). Disto, temos
X C ®(Y) sse ©(X) C ®(Y).

(2) Dados X C E e a, b € E, suponhamos que a € ®(X U b) — &(X). Temos
O(XUDb) =[chi(XUb)NE;) Ucly((XUb)NEg)] - [cli(XNE;) Ucleg(XNEg)].
Disto, vemos que a € cl;((X U b) N E;) para algum i € {1,2}, e assim, a €
cl; (XUb)NE;)—cl;(XNE;). Disto e da Proposi¢ao I"214, vemos que b € cl;(XUa),
e portanto, b € ®(X U a). 4

Do Teorema IT215, segue que existe uma matroide V sobre E cujo operador
de fecho é ®. Sabemos que ®(X) C cly(X). Suponhamos que exista I € J(U) tal
que I ¢ J(V). De I € J(U), segue que para todo a € I vale a ¢ cly(I — a). De
I ¢ J(V), segue que existe b € I tal que b € ®(I - b). De ®(I-b) C cly(I-b),
obtemos b € cly(I - b), o que é uma contradigio. Isso estabelece a validade de
J(U) € J(V). Como U é a amalgama livre de M; e Mg, vemos que U = V. 4

COROLARIO I1.4.11. [I5, Exercicio 5(ii) sec. 12.4] Suponhamos que L seja
modular e que U = M; @1, My seja a amalgama prépria de M; e Mg. A funcdo
posto desta matroide é

rU(X) = rl(X N El) +r2(X N EQ) — VL(CIU(X) N T)

Demonstragdo. Do Lema IT44, segue que ry(X) = n(X). Da Afirmacio 0 do Lema
144, temos Y C ¢1(Y) € ¢(Y) paracada Y C E. Assim, X C $1(X) € ¢p(X) =X,
e portanto, ¢ (X) = X. Disto, obtemos $2(X) = da(p1(X)) = $p(X) = X. Sabemos
que ®(Y) = ¢1(Y) U dpo(Y) para cada Y C E. Temos ¢1(X) = X e ¢o(X) = X,
e portanto, ®(X) = X. De X € X e ®(Y) = ¢p1(Y) U ¢po(Y) para cada Y C E,
segue ®(X) C ®(X) = X. Por definicdo, X é a intersecdo de todos os elementos
de L£(M;j,Mg) que contém X. Disto, obtemos X € ®(X). Do Corolario [T410,
temos cly(X) = ®(X) = X. Isto mostra que ry(X) = n(cly(X)).

Afirmagido 1. Valem r1(cly(X)NE;) = r1(XNE7) e ro(cly(X) NEg) = ro(XNEy).
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Demonstragdo. Tomemos Y = cly(X). Vamos mostrar que se B; € uma base de
M | X NEq, entdo By é uma base de M | Y N E;. Suponhamos que exista a €
(YNE;)—(XNE1) = (Y-X)NEq tal que r1(B1Ua) = |B1|+1. De a € Y-X, segue que
existe C € C(U) tal que a € Ce C € By Ua. Temos a € E; e B; C Ej, e portanto,
C C E;. Neste caso, vemos que C € €1, o que mostra que r1(B; Ua) = |By].
Disto tudo, obtemos 0 = 1, o que é uma contradi¢do. Concluimos que para todo
a € (Y—-X)NE; vale r1 (B Ua) = |By|. Isto mostra que toda base de M | XNE; é
uma base de M | YNE;. Um raciocinio analogo mostra que toda base de M | XNEy
é uma base de M | Y N Eq. 4

De ry(X) = n(cly(X)) = r1(cly(X) N Eq) + ro(cly(X) N Eg) —rp(clL(X) N'T) e
da Afirmacao [, obtemos ry(X) = ri(XNE1) +re(XNEg) — rr(cly(X) NT), como
queriamos. 4

Da caracterizagdo da func¢io posto da amalgama prépria dada pelo Corola-
rio IT4TT, podemos provar o seguinte resultado. Ele generaliza uma parte dos
resultados sobre amalgamas préprias provados por D. Mayhew, M. Newman e G.
Whittle [IZ], uma vez que ndo assumimos hipéteses adicionais sobre a matroide
L além de sua modularidade.

COROLARIO 1I1.4.12. Suponhamos que L seja modular e que U = Mj @1, My
seja a amalgama propria de Mj e Mg. Se X C E é tal que XNE; € J; e XNEg € Jg,
entdo X ¢ J(U) caso valha alguma das afirmacoes a seguir:

1) TCch(XNEj) erg(X—E1)UT) <ro(X—-Eqp)+r(L).
(2) TCch(XNEg) er1((X—Eg)UT) <ri(X—Eg)+r(L).
(3) Existe a € T tal que a € cl;(X — Eg) Ncla(X - Eq).
Demonstragao.

(1) Se T C cl1(XNEy), entdao r1(XNE;)UT) =ri(XNE;). Temos (XNEy)UT =
(X—-E7) UT. Sabemos que ry(cly(X U T) Nn'T) = r(L). Disto, vemos que:

ry(X) < rg(XuUT)
=r((XUT)NE) +r((XUT)NEy) —r(cly(XUT)NT)
=r(XNE)UT)+r((XNEg) UT) —r(L)
<r((XNE)UT)+ro(X-E;)+r(L)-r(L)
=r1(XnNE)+rn(X-Ep)
= XN E| +[X - Eq]
= [X].

Isto mostra que X ¢ J(U).
(2) Analogo ao item anterior.

(3) Tomemos {i,j} ={1,2}. DeacTeaech(X-Eg) Ncly(X-Ep), vemos
que a ¢ X, pois caso contrario, terfamos a € XNT € X NE; e isto contradiria
XNE; € J;. De a € cl;(X - E;), vemos que existe C; € C; tal que a € C; e
C; € (X-Ej) Ua. Disto, obtemos C;, C; € C(U) coma € C;NC; e C; # C; tais
que C; UC; € XU a. Da propriedade de eliminac¢do, vemos que existe C € €(U)
tal que C € (C; U C;) —a C X. Isto mostra que X ¢ J(U). 4
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O Teorema IT4T3 a seguir caracteriza os conjuntos independentes da amal-
gama propria U = Mj @1, My, onde L = Uy 5 (Vide Exemplo IL210). Tal teorema
desempenhara um papel fundamental nas demonstracoes dos Teoremas IT'574 e
IT5TH e do Teorema ITT_A3.

TEOREMA 1I1.4.13 (Conjuntos Dependentes da Amalgama Prépria). [T, Pro-
posicao 4.1] Suponhamos L = Uy 5, que U = M; @1 My seja a amalgama prépria
de M; e My e que X C E. Valem os seguintes resultados:

(1) Se XNE; ¢J; ou XNEg ¢ Jy, entdao X ¢ IJ(U).
(2) Se XNE; €J; e XNEy € Jy, entdo X ¢ IJ(U) sse vale alguma das afirmacoes:

21) TCch(XNE)) ers((X—Ej)UT) <ryg(X—Eq) +2.
(22) TCcy(XNEg) eri((X—Eg)UT) <ri(X—Eg)+2.
(2.3) Existe a € T tal que a € cl; (X - Eg) N clay(X - Eyp).

Demonstra¢do. Em virtude do Corolario IL4-TY, basta que provemos o outro sen-
tido da condicional para estabelecer o segundo resultado. Dado X C E, suponha-
mos que X ¢ J(U) seja tal que XNE; € I(M) e XNEg € J(N). Temos X € E; e
X ¢ Ey. Existe Yo € E minimal pela incluséo tal que X € Yy e n(Yy) < |X]. Escre-
vamos Yo = XUA com XNA =@. De XNE; € J; e XNEy € Jg, segue que A # O.
Da C-minimalidade de Yy, vemos que A C cly(X), e portanto, cly(Yy) = cly(X).
Disto, obtemos ry(Yo) = ry(X). A Afirmacao [ a seguir mostra que A C T.

Afirmacido 1. Valem Yo C XUE; e Yy € XUE,.

Demonstragdo. De fato, suponhamos que para algumi € {1,2} existaa € Yo— (XU
E;). Observemos que Yo — (XUE;) € Yo—(XUT). Temos entdo ri,((Yo—a)NT) =
r.(Yo N T). Da submodularidade do posto, vemos que

N(Yo—a)=ri((Yo—a)NE1) +ry((Yo—a) NEg) —rp((Yo—a)nT)
<r(YoNnEp) +ra(YoNEg) —rn(YonT)
=1(Yo),

e portanto, Yo —a C E é tal que X € Yo —a e n(Yo —a) < |X], o que contradiz a
C-minimalidade de Y. |

A Afirmacao 7 a seguir permite que escrevamos A N cl, (X NT) = @. De fato,
se existe a € ANcl,(XNT), entdo a € cl,(XNT) C clp.((Yo—a)NT), o que

é uma contradigio. Disto, vemos que YoNT € J(L) e que Yo NE; ¢ I(M) e
Yo NEg ¢ I(N).

Afirmagio 2. Paratodoa € YN T, temos a ¢ cl,((Yo—a)NT) ea € cli((Yo—
a) NEp) Nncla((Yo —a) NEog).

Demonstracao. Se a € cl;,((Yo—a)NT), entdao r,(YoNT) = r.((Yo—a)NT)Ua) =
rL((Yo —a) N'T). Disto e de n(Yo) < n(Yo — a), segue que

r1(Yo NE1) +ro(Yo N Eg) < r1((Yo —a) NE1) +re((Yo —a) NEy)
< r1(Yo NEq) +r9(Yo NEy),
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o que é uma contradi¢do. Agora, se a ¢ cl; ((Yo—a)NEq) ea € cla((Yo—a) NEy),
entao rl(Yo NEp) = r1(((Yo - a) N El) U a) = rl((Yo - a) N El) +1le FQ(Y() NEy) =
N(((Yg —a) NEg) Ua) = rn((Yo — a) N Eg). Disto, temos

n(Yo) =r1(Yo NE1) +r9(Yo NEg) —r(YoN'T)
=r1((Yo—a) NE1) +1+ry((Yo—a) NEg) —rL(Yo—a)NnT) -1
=r1((Yo—a) NE1) +ra((Yo —a) NEg) —rL((Yo —a) NT)
=n(Yo —a),

o que contradiz n(Yo) < 1n(Yp — a). Argumento analogo para o caso em que
aech((Yo—a)nE)) ea¢clh((Yo—a)NEy). 4

Podemos escrever

YoNE; = (X-Ey) U (YoNT)
YoNEy=(X-E;)U(YyNnT),

de modo que tais unides sejam disjuntas. De Yo NE; ¢ J1 e Yo N Ey ¢ Jg, vemos
que:

r1(Yo NEp) < [(X=Eg9) U (YoNT)|
= V1(X - EQ) + VL(YO N T)
re(Yo NEg) < [(X=E1) U (YoNT)]
=ry(X—Eq1)+r.(YoNT).

Vamos analisar dois casos:

(1) Suponhamos que r1,(Yo N'T) = 2. Sabemos que Yy C cly(X), e assim, T C
cly(X). Se existe b € T tal que b ¢ cly (XNEy), entdo r1 ((XNE)Ub) = r1(XNE;)+1.
Nesse caso, vemos que b € clp(X N Eg), e assim, ry(X) = ry(X U b) = ry(X) +1,
o que é uma contradi¢do. Isto mostra que T C cl; (X N Ej) N cln(X N Eg). Neste

caso valem os itens (2.1) e (2.2) do enunciado.

(2) Suponhamos que (Yo N'T) = 1. Existe a € T tal que YoN'T = {a}. Nesse
caso, temos Yo NE; = (X-Eg)UaeYyNEy=(X-E;)Ua. Como YoNE; ¢ J;
e Yo NEg ¢ Jg, segue que a € clj (X - Eg) Ncly(X - Eyp). 4

I1.5 MATROIDES DE GANHO E DE VIES

Apresentaremos nesta se¢ao a no¢ao de matroide de ganho. O Teorema IT-5-T7
garante que estas matroides sdo linearmente representaveis e os Teoremas I[L5.14
e [CATH apresentam condicoes suficientes para que amalgamas préprias de certas
classes de matroides de ganho sejam linearmente representaveis. As referéncias
principais desta se¢ao sdo D. Mayhew, M. Newman e G. Whittle [TZ] e T. Zaslavsky
[24].

Suponhamos que G seja um grafo. Uma orientacdo de uma aresta e € E(G)
que incide aos vértices u, v € V(G) é um elemento do conjunto { (u,v), (v,u) }.
Um grafo orientado é um par (G,Ad), no qual Ag : E(G) — V(G)? é uma funcio
que mapeia cada aresta de G a uma de suas orientac¢oes. A fun¢do Ag é chamada
de orienta¢do de G. Dada uma orienta¢do Ag de um grafo G, denotamos por AZ
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a orienta¢do oposta de Ag, que é obtida pela reversdo de todas as orientacoes das
arestas diferentes de loops. Podemos identificar a fun¢do Ag com o conjunto das
triplas (e, u,v), nos quais e € E(G) e Ag(e) = (u,v). Fazendo o mesmo para
Ag, vemos que (e,u,v) € Aj sse (e,v,u) € Ag. Suponhamos que (G,Ag) seja
um grafo orientado e que (I',-,1) seja um grupo multiplicativo. Se ¢ : Ag — T
é uma funcdo, entio podemos estendéla para uma fungao ® : Ac UA; — T
chamada funcao de ganho de G, que é definida pondo:

i o(e,u,v), se (e,u,v) € Ag e
D(e,u,v)" = 1
o(e,v,u)™, se (e,u,v) e Ag = Ag.

Um grafo de ganho é um par (G, @) no qual (G, Ag) é um grafo orientado e ® é
uma funcdo de ganho de G. Se e é uma aresta que incide aos vértices u e v, entdo
dizemos que ®(e,u,v) € I' € o ganho da aresta e no grafo de ganho. O ganho
de uma aresta é dito unitario quando € igual a 1 € I'. Dado um (v1, v,,)-passeio
W =v1,e1,v9, ..., Vim, €m, Vm+1 de G, podemos definir o ganho de W pondo

D(W) = D(e1,vi,ve) - - Plem, Vi, Vins1)-

Um percurso de um ciclo C do grafo G é um passeio fechado de C que néo repete
arestas de C. Uma permutagao ciclica W5 de um percurso W = vy, e1,va, ..., Vi, €m,
v1 de C é um percurso

Wd =V5(1), €6(1)> Vo (2)s - - - s Vo(m)s €c(m)s Vo (1)

onde ¢ € D, é um elemento do grupo diedral D,,, que é isomorfo ao grupo das
simetrias de poligonos regulares de m lados. Dado um percurso W de C, dizemos
que ®(W) é o ganho de C segundo W e dizemos que tal ganho é unitario quando
@ (W) = 1. A seguinte proposicao, cuja prova € elementar, relaciona permutagdes
ciclicas de percursos com conjugacdo de ganhos.

PROPOSICAO I1.5.1. Suponhamos que C seja um ciclo de G de m arestas.
Dado um percurso W de C se 6 € D, é um m-ciclo, entdo existe g € I" tal que
O(Wo) =g - @(W) g

Suponhamos que C seja um ciclo de G de m arestas. O percurso oposto de um per-
curso W =v1,e1,Vg,...,Vm, €y, v1 de C é o percurso W =vi, e vim, ..., v, €1,
v1. A constru¢ao do percurso oposto permite concluir que ®(W) - ®(W1) =1, e
disto, obtemos o Lema ITh% a seguir:

LEMA I1.5.2. Dados dois percursos W e W’ de um ciclo C de um grafo G, o
ganho ®(W’) é conjugado ao ganho ®(W) ou ao ganho ®(W1).

O Lema ITAhY estd de acordo com a ideia intuitiva de que em um ciclo
com pelo menos trés vértices existem essencialmente apenas dois sentidos para
percorré-lo. O que foi desenvolvido até aqui permite obter o seguinte teorema
diretamente:

TEOREMA I1.5.3 (Ganho Unitario). Suponhamos que G seja um grafo com
pelo menos um ciclo. Dado um ciclo C de G, existe um percurso W de C tal que
D(W) =1 sse ®(W’) =1 para todo percurso W’ de C.

"Se a aresta € um loop, entdo analisamos apenas a primeira clausula da defini¢ao de ®.

43



Relembremos do Exemplo ILT1 que o conjunto de arestas de um ciclo de um
grafo é chamado de circuito deste grafo. Denotemos por €(G) a colegio de todos
os circuitos de um grafo G. Uma cole¢do linear de circuitos de G € uma colecao
L({G] € C(G) que satisfaz o seguinte: se X, Y € £(G) sdo tais que G | XUY é um
grafo theta, entio X&'Y € £(G)". Dizemos que um circuito é equilibrado quando
pertence a £(G) e que é desequilibrado caso contrario. Um grafo de viés é uma lista
(G, £(G)), na qual G é um grafo e £(G) é uma colecao linear de circuitos de G.

EXEMPLO I1.5.4 (Grafos de viés). Suponhamos que G seja um grafo e que F C E(G) seja
um conjunto nio-vazio de arestas de G. Consideremos £(G) a cole¢do dos circuitos de G
que tem interse¢dao de tamanho par com F. Dados X, Y € £(G), suponhamos que G | XUY
seja um grafo theta. Independentemente da paridade do niumero de arestas de F em XN,
vemos que X A'Y tem um nimero par de arestas de F, e portanto, X A Y € £(G). Al

Dados um grafo de ganho (G, ®) e um de seus ciclos C, se ®(W) =1 para todo
percurso W de C, entdo dizemos que E(C) é um circuito de G de ganho unitdrio.
Denotemos por £(®) a colecdo de tais circuitos de G. O Corolario IT/A"H mostra
que podemos formar um grafo de viés utilizando a cole¢dao £(®) de um grafo de
ganho.

Figura I1.5.1: Tlustragado da ideia da demonstracdo do Corolario ITh5. Se G | X UY é um
grafo theta, entdo podemos percorrer os ciclos A e B tais que E(A) =X e E(B) =Y, como
mostram os grafos do lado esquerdo. Como os circuitos X e Y sao equilibrados, indicamos
um novo percurso para B sem perda de equilibrio do circuito Y. Com o novo percurso,
obtemos um percurso para C com E(C) = X AY, como mostra o grafo do lado direito. Por
fim, basta observar que X A Y também é equilibrado.

COROLARIO IL5.5. [23, Proposi¢ao 5.1] A colegio £(®) ¢é linear. Disto segue
que todo grafo de ganho (G, ®) da origem a um grafo de viés (G, £(D)).

Demonstragdo. Dados um ciclo C, um caminho P C C e um percurso W de C,
denotemos por ®p(W) o ganho de P induzido por W. Tomemos X,Y € L(®D)
quaisquer, suponhamos que G | XUY seja um gafo theta e que A, B e C sejam os
ciclos de G tais que E(A) =X, E(B) =Y e E(C) =X A Y. Observemos que XNY
¢é nio-vazio. Denotemos por P, Q e R os caminhos de G tais que E(P) =XNY,

°XAY=(X-Y)U(Y-X).

44



E(Q) = X-Y e E(R) = Y — X. Tomemos os percursos W e W' de A e B,
respectivamente, de modo que ®p(W) = ®p(W’)~1. Dado um percurso W’ de
C tal que ®g (W) = g (W) e Dr(W"’) = Or(W’), segue que ®(W"”) = 1. Do
Teorema 573, vemos que X A Y € £(D). 4

Uma pseudo-drvore é um grafo e conexo com no maximo um ciclo e uma pseudo-
floresta é um grafo cujas componentes conexas sao todas pseudo-arvores. A Figura
[C57 jlustra uma pseudo-arvore. Suponhamos que (G, £(G)) seja um grafo de
viés. Uma pseudofloresta desequilibrada de (G, £(G)) é um pseudofloresta de G que
nao possui circuitos equilibrados. Definamos a cole¢ido I (G) dos subconjuntos
X € E(G) tais que G | X sdo pseudoflorestas desequilibradas de (G, £(G)).

Figura I1.5.2: Tlustragdo de uma pseudo-arvore.

Se H é um subgrafo de G que ndo é uma pseudofloresta desequilibrada, entao
H contém um ciclo equilibrado ou uma componente conexa com mais de um ciclo.
Um grafo algema é desequilibrado quando seus dois circuitos sao desequilibrados.
Um grafo theta é desequilibrado quando seus trés circuitos sao desequilibrados.
Denotemos por €. (G) a colecdo dos subconjuntos X € E(G) tais X € £(G) ou
G | X é um grafo theta ou algema desequilibrados. Observemos que €. (G) é uma
anticadeia.

LEMA 11.5.6. [24, Teorema 2.1(e)] Se X, Y € C,(G) sao distintos e existe a €
XNY, entdo existe Z € C.(G) talque Z S (XUY) —a.

O lema anterior (cuja demonstracdo é enfadonha) foi provado por Zaslavsky
[24] e sera til para obter o resultado do Teorema ITA 7. Da defini¢do da colegao
J2(G), do Lema I’h6 e do Teorema IT2H, segue:

TEOREMA 1I1.5.7 (Matroide de Viés). [Z24, Teorema 2.1(c)] A colegao I (G)
¢ a colecdao dos conjuntos independentes de uma matroide M. (G) sobre E(G)
chamada de matroide de viés.

COROLARIO I1.5.8. [T5, Exercicio 13(ii) sec. 12.2] Se £(G) = C(G), entdo
M (G) = M(G).

Demonstragdo. Neste caso, vemos que I € I (G) sse I € E(G) ndo contém circuitos
de G. O resultado segue entdo do Exemplo IT2H. 4

Dizemos que (H, L(H)) é um subgrafo de viés de (G, L(G)) quando HC G e
L(H) = £(G) N 2EE)

COROLARIO I1.5.9. Se (H, £L(H)) é um subgrafo de viés de (G, £(G)), entdo
M (G) | EQM¢ (H)) = Mg (H).
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Demonstragdo. Por definicio, temos HC G e L(H) = £(G) N 2FM) Dado I €
J¢ (H), sabemos que H | I é uma pseudofloresta desequilibrada. Disto, segue que
G | I é uma pseudofloresta desequilibrada. Isto mostra que I € I (G). 4

Do Corolario I[C55, sabemos que todo grafo de ganho (G, ®) da origem a
um grafo de viés (G, £L(®P)), no qual £L(®D) é a colecdao dos circuitos de G de
ganho unitario. Do Teorema [T.57, obtemos entdo uma matroide de viés partindo
do grafo de ganho (G, ®). Tal matroide sera chamada de matroide de ganho e a
denotaremos por M(®) = (E(G), J(®)).

X 1
m
a b 04 | o

Figura IL.5.3: Grafo do Exemplo ILAT(. Do lado esquerdo, apresentamos os rétulos das
arestas e do lado direito, os seus ganhos.

EXEMPLO I1.5.10 (Matroide de Ganho). Suponhamos que G seja o grafo da Figura
[[53. Dado s € N com 3 < s, tomemos F um corpo e « € F* com s < prd(aj, onde
ord(a) denota a ordem de « no grupo F*. Consideremos o grafo de ganho (G, ®) obtido
de G apresentado na mesma Figura [h-3. Podemos formar a matroide M(®). Tomemos
X € E(G). Se |[X] < 2, entao G | X é uma pseudofloresta desequilibrada. Se 3 < |X]|,
entdo G | X possui um grafo theta desequilibrado ou um grafo algema desequilibrado. Isso
mostra que I € J(®) sse |I| < 2. Do Exemplo I, vemos que M(®) = Uy 5. Al

Suponhamos que F seja um corpo, que G seja um grafo, que Ag seja uma
orientacdo das arestas de G e que (G, ®) seja um grafo de ganho obtido de G e
de uma funcao de ganho @ : Ag UA; — F4. Vamos supor ao longo do restante
da se¢do que os contradominios das fun¢es de ganho sdao grupos multiplicativos
de corpos. A matriz de incidéncia de (G, ®) é a V(G) X E(G)-matriz Dg dada por:

1, seendoéumloope Ag(e) = (u,-),
—®(e,Ag(e)), seendo éum loop e Ag(e) = (-, u),

Do (u,e)? = .
1-®(e,Ag(e)), se e éum loop desequilibrado em u,

0, demais casos.

Vamos mostrar que se (G,®) é um grafo de ganho e o contradominio de
@ é o grupo multiplicativo de um corpo F, entdo a matroide de ganho M(®) é
F-linearmente representavel. Mais ainda, vamos mostrar que uma matriz repre-
sentante de M(®) é Dg. Precisamos provar alguns resultados intermediarios para
alcancar tal objetivo.

LEMA I1.5.11. [P4, Teorema 2.1(a)] Suponhamos que (G, ®) seja um grafo de
ganho e que o contradominio de @ seja o grupo multiplicativo de um corpo F.
Tomemos X C E(G). Valem os seguintes resultados:

PNa primeira e na segunda clausulas, os simbolos Ag(e) = (u, —) e Ag(e) = (-, u) denotam que
u é a origem e o destino da aresta e segundo a orientacdo Ag, respectivamente.
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(1) Se G | X é um ciclo, entdao X € £(®) sse as colunas correspondentes as arestas
de X em D¢ sdo linearmente dependentes.

(2) Se G| X é um grafo theta ou um grafo algema, entdo as colunas correspon-
dentes as arestas de X em Dg sdo linearmente dependentes.

(3) Se G | X é uma floresta, entdo as colunas correspondentes as arestas de X em
Do sdo linearmente independentes.

(4) Se G | X é uma pseudofloresta que contém um ciclo, entdo as colunas cor-
respondentes as arestas de X em D¢ sdo linearmente independentes sse o tinico
ciclo de G | X é desequilibrado.

Demonstragao.

(1) Podemos supor que C = G | X é um ciclo com pelo menos trés vértices.
Enumeremos os elementos de X na forma ey, ..., e, e denotemos por @, ...,
®,, seus ganhos respectivos de modo que ®(C) = ®; - -- ®,,. Obtemos entdo a

submatriz
1 -d,,
-®; 1
-0y 1

1
-®,,1 1

da matriz Dg de modo que as colunas de D correspondam as arestas de C e as
linhas correspondam aos vértices na ordem do percurso que segue por e, .. ., €y,
nesta ordem. Os elementos omitidos em D sao todos nulos. Os demais elementos
das colunas que correspondem as arestas de C em D¢ que ndo sdo elementos de
D sdo todos nulos. Observemos que det(D) = 1 - ®(C). Do Teorema IT"573, segue
o resultado.

(2) Em virtude do primeiro item, podemos supor que todos os ciclosde H =G | X
sdo desequilibrados. Suponhamos que m = |X| e n = [V(H)|. Temos n < m. Do
Teorema do Nucleo e da Imagem, vemos que as colunas de D¢ correspondentes
as arestas de H sdo linearmente dependentes.

(3) Cada folha corresponde a uma unica entrada nao-nula na respectiva linha da
submatriz induzida pelas arestas da arvore. O resultado segue por inducéo desse
argumento.

(4) Do primeiro item, sabemos que se o ciclo é equilibrado, entdo as colunas cor-
respondentes as arestas de X em Dg sdo linearmente dependentes. Suponhamos
que o tnico ciclo de H = G | X seja desequilibrado e que seu ganho seja ®(C). Sa-
bemos que |V(H)| = |[E(H)|. Consideremos D a submatriz obtida de Dy tomando
apenas as colunas correspondentes as arestas de H. Cada coluna possui apenas
duas entradas nao-nulas. Podemos supor que a orienta¢do de G foi escolhida de
modo que o bloco correspondente ao ciclo C na matriz D seja da forma da matriz
apresentada no primeiro item. Ao escalonarmos a matriz D, vamos obter uma
diagonal principal que tem uma entrada da forma 1 — ®(C) e todas as demais
iguais a 1. Como C € desequilibrado, vemos que 1 — ®(C) # 0. Disto, segue que
as colunas de D sdo linearmente independentes. 4
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TEOREMA 1I1.5.12 (Representabilidade da Matroide de Ganho). Se (G, ®) é
um grafo de ganho, entio M(®) = M(Dg).

Demonstragdo. Segue do Lema ITATI que I € J(P) sse as colunas corresponden-
tes aos elementos de I em D¢ sdo linearmente independentes sse os rotulos das
colunas sdo independentes em M(Dg). e

Suponhamos que F seja um corpo, que s € N seja tal que 3 < s e que o € F*
seja tal que s < ord(a). Consideremos o grafo de ganho I'(F, s, a) da Figura IT"54
[Z]. Denotamos por Mr(s, ) a matroide de ganho obtida deste grafo.

as

= IOQ 1
1

ay

o . OR(JQN* %‘b

Figura I1.5.4: A figura apresenta o grafo de ganho I'(F, s, a) usado na constru¢io da ma-
troide de ganho Mr (s, a). Do lado esquerdo, apresentamos os rotulos das arestas e do lado
direito, os seus ganhos. Os ganhos dos loops sdo o e foram omitidos na figura para facilitar
a leitura. Os rétulos dos vértices sao uq, ..., ugy1. As arestas x;, y; incidem aos vértices u;
eu;y1 paracadai € {1,...,s}. O grafo I'(F, s, ®) tem s + 1 vértices e 3s + 4 arestas.

ag_q1 *s-1

das

Do mesmo modo, suponhamos que ¢ € N seja tal que 3 < ¢ e que p € F*
seja tal que 2¢(r — 1) < ord(p). Consideremos o grafo de ganho A(F,t, p) da
Figura IThA [I7]. Denotamos por Ma(7,P) a matroide de ganho obtida deste
grafo. A partir deste ponto, vamos denotar por L = Uy 5 a matroide do Exemplo
510, Escrevamos T = E(L). Do Corolario A4, vemos que Mr(s,a) | T=Le
Ma(s,B) | T = L. Suponhamos que F seja um corpo, que 3 < s seja um niimero
inteiro e que a € F* seja tal que 2s(s —1) < ord(a). Do Teorema IT4°Y, segue que
existe a amalgama prépria Mr(s, a) ®r, Ma(s, a). Os seguintes resultados dizem
respeito a representabilidade linear de amalgamas deste tipo.

LEMA I1.5.13. Suponhamos que F seja um corpo, que s € N seja tal que 3 < s,
que o € F* seja tal que 25(s — 1) < ord(a) e que (G, @) seja o grafo de ganho da
Figura IC56. A matroide M(®) é uma amalgama de Mr(s, a) e Ma(s, o).

Demonstragio. Os grafos de ganho I'(F, s, a) e A(F, s, o) sdo subgrafos de ganho

de (G, ®). Do Corolario IChY, segue que M(®P) é uma amalgama de Mr(s, o) e
MA(S, (X). 4

O Teorema 574 a seguir mostra sob quais condi¢des amalgamas préprias
das matroides obtidas dos grafos de ganho das Figuras .54 e IL5.5 sdo linear-
mente representaveis.
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bor1

Figura I1.5.5: A figura apresenta o grafo de ganho A(F,¢, ) usado na constru¢io da ma-
troide de ganho M (7, B). Acima, apresentamos os rétulos das arestas e abaixo, os seus
ganhos. Os ganhos dos loops sao f e foram omitidos na figura para facilitar a leitura. Os
., 9. As arestas e; e f; incidem aos vértices v; e v;4] para

ré6tulos dos vértices sao vy, ..

fr

€t

Qbm

bt+1
€r+1

Jt+1

bt+2

Bt

cada i € [2¢t —1]. O grafo A(F, ¢, p) tem 2¢ vértices e 6¢ + 2 arestas.
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TEOREMA I1.5.14 (Amalgama Propria Representavel). [IZ, Lema 5.2] Supo-
nhamos que F seja um corpo, que 3 < s seja um numero inteiro e que o € F*
seja tal que 2s(s — 1) < ord(a). A matroide Mr(s, @) &1, Ma(s, «) € linearmente

F-representavel.

Demonstragdo. Suponhamos que (G, ®) seja o grafo de ganho da Figura IT56. Do
Lema IL5H.T3 e da definicdo de amalgama livre, segue que todo conjunto inde-
pendente em M(®) é independente em Mr(s, a) &1, Ma(s, ). Basta mostrar que
todo conjunto dependente em M(®) é dependente em Mr(s, a) &1, Ma(s, a). Es-
crevamos My = Mr(s, a) e My = Ma(s, a). Suponhamos que C € C(M(®)). Disto,
vemos que C € £(®) ou G | C é um grafo theta ou algema desequilibrados. Pode-
mos assumir que C ¢ E; e C ¢ Eg. Para fixar uma notag¢io, denotemos por w o

vértice com loop a e por w’ o vértice com loop b. Consideremos também uy, ..
., Vos—1 08 Vvértices com loops by, ..

us os vértices com loops ag, ..., a5 e vy, ..
bos_1. Escrevamos E =E; UEy e T = E(L).

az

as X9 X1 a fl

ay

as-2

bs
fs
€s
bs+1
€s+1
f§+1
bs+2

*y

*y

Figura IL.5.6: Grafo de ganho (G, ®) do Lema IThT3 e do Teorema IT5T4. Acima, apre-
sentamos os rétulos das arestas e abaixo, os seus ganhos. Do Corolario I[T5-9, sabemos que
Mr (s, o) e Ma(s, a) sao restricoes de M(®). O grafo (G, @) tem 3s — 1 vértices e 95 +1

arestas.

(1) No primeiro caso, vamos supor que C € (D).
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Afirmacdo 1. Nio existe e € C que incide a w e w'.

Demonstragdo. Suponhamos que C possua uma aresta que incide a w e w’. Neste
caso, segue de C € E; e C ¢ Eg que tal aresta é g e que G | C contém um
caminho cuja sequéncia de vértices é w, uo, ..., us, w’'. As arestas deste caminho
sdo elementos de E — Eg, e portanto, o produto dos ganhos das arestas deste
caminho é &/ com j < s. Como G | C é um ciclo e seu ganho ¢ unitario, vemos
que o/ = o*“~D. Da hipotese de que 3 < s e 2s(s — 1) < ord(a), segue que
s < s(s —1). Disto, obtemos 0 < s(s —1) — j < ord(a) com «*®~ D=/ =1, o que é
uma contradi¢ado. 4

Da Afirmacao [I, vemos que G | C é um ciclo Hamiltoniano, i.e. um ciclo
tal que V(G | C) = V(G). Suponhamos que o’ seja o produto dos ganhos das
arestas de um caminho em G | C cuja sequéncia de vértices é w, ug, ..., us, w'.
Sabemos que 0 < j < 5. Suponhamos que a”$~D*95 seja o produto dos ganhos
das arestas de um caminho em G | C cuja sequéncia de vértices é w, vy, ..., Vas_1,
w’. Sabemos que 0 < p <se0<g<s—-1,eassim 0< p(s—1)+gs < 2s(s—1).
Disto, vemos que o/ = aP(5-D+as Da hipétese de que 3 < s e 2s(s — 1) < ord(a)
e da suposi¢ao ®(C) =1, obtemos j = p(s — 1) + gs. Das restricoes de j, p e g,
vemos que j € {0,s—1,s}.

(1.1) Se j =0, entdo as arestas do caminho em G | C cuja sequéncia de vértices é
W, Ug, ..., Us, W sa0 x1, ..., Xg. Para p(s—1)+¢gs = 0 devemos ter p = g = 0. Disto,
segue que as arestas do caminho em G | C cuja sequéncia de vértices é w, vy, ...,
Vos—1, W’ sdo eq, ..., eg9s_1. Neste caso, obtemos x € cl;(C—Eg) Ncly(C —E;) com
xeT.

(1.2) Se j = s — 1, entdo podemos supor (sem perda de generalidade) que as
arestas do caminho em G | C cuja sequéncia de vértices é w, ug, ..., us, w’ sao
X1, Y2 ..., V5. Para p(s —1) + gs = s — 1 devemos ter p = 1 e ¢ = 0. Podemos
supor entdo (sem perda de generalidade) que as arestas do caminho em G | C
cuja sequéncia de vértices é w, vy, ..., vos_1, W’ sdo fi, eg ..., ez,_1. Neste caso,
obtemos y € cl;(C — Eg) Nclg(C - E;) com y € T.

(1.3) Se j = s, entdo as arestas do caminho em G | C cuja sequéncia de vértices
éw, ug, ..., g, w sao yi, ..., ys. Para p(s —1) + gs = s devemos ter p = 0 e
g = 1. Podemos supor (sem perda de generalidade) que as arestas do caminho em
G | C cuja sequéncia de vértices € w, v, ..., Vog_1, W’ 530 €1, ..., s, fs+1, €542,
..., €95_1. Neste caso, obtemos z € cl;(C —Eg) Ncly(C—E1) com z € T.

Em todos os casos anteriores, vemos que existe um elemento de T que pertence
ao conjunto cl; (C—Eg)Ncleg(C—E;). Segue do Teorema IC4T13 que C é dependente
em M; &1, My.

(2) Suponhamos que G | C seja um grafo theta ou algema desequilibrados. Segue
de C € E; e C € Eg que existe em C uma aresta de E; — Eg e uma aresta de
E9 — E1. Vamos analisar dois casos:

(2.1) Tomemos {i,j} = {1,2}. Suponhamos que G | C — E; seja um caminho
que conecta w a w’. Todo vértice de G | C — E; tem grau no maximo dois em
G | C - E,;. Disto, vemos que quando G | C é um grafo algema desequilibrado
os dois ciclos desequilibrados de G | C estao em G | CN E;. Vemos também que
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quando G | C é um grafo theta desequilibrado, temos um ciclo desequilibrado de
G| Cem G| CNE;. Nio existe um caminho em G | CNE; que conecta os ciclos
desequilibrados caso estes ciclos sejam distintos, ja que circuitos sio minimais e
valem C € E; e C ¢ Eg. Isso mostra que G | C N E; contém um caminho que
conecta um ciclo desequilibrado ao vértice w e contém um caminho que conecta
um ciclo desequilibrado ao vértice w’ e estes caminhos ndo compartilham arestas.
Uma ilustracdo do que foi discutido é apresentada na Figura [L57.

w w

[

’

w 7

w

Figura I1.5.7: A figura apresenta o caso 2.1 da demonstragao do Teorema IT5T4, no qual
vemos que existem circuitos desequilibrados ligados aos vértices w e w’ por caminhos em
G | CNnE; —T. A linha tracejada corresponde ao caminho G | C - E;.

Segue, portanto, que a, b € cl;(CNE;), e assim, T C cl;(C N E;). Mais ainda,
G | (C-E;)U(aub) é um grafo algema desequilibrado, e portanto, (C—E;)U(aUb)
¢ um circuito de M; que gera T. Neste caso, obtemos r; ((C-E;)UT) =r;(C-E;) <
r;i(C —E;) + 2. Do Teorema IT4T3, segue que C é dependente em M; &1, My.

(2.2) Suponhamos que G | C-E; e G | C—Eg néo sejam caminhos que conectam w
aw’.Se G | C—E; é uma floresta, entdo segue de G | C ndo ter vértices de grau um
que G | C—E; é um caminho que conecta w a w’, o que é uma contradicao. Disto,
segue que G | C—E; e G | C—-Egy possuem ciclos desequilibrados. Da conexidade
de G | C, segue que w ou w’ é vértice de um caminho que conecta o ciclo de
G | C - E; ao ciclo de G | C — Eg. Suponhamos que w satisfaca essa condicao.
Neste caso, vemos que G | (C — Eg) U a é um grafo algema desequilibrado, e
portanto, a € cl; (C—Eg). Vemos também que G | (C—E;) Ua é um grafo algema
desequilibrado, e portanto, a € cla(C — Eq). Disto, vemos que a € T é tal que
a € cli(C—Eg) Ncla(C —E;). Do Teorema IL4.T3, segue que C é dependente em
M; @1, My.

Da Proposi¢ao 277, concluimos que M(®) = Mr(s, ) &1, Ma(s, o) e do Te-
orema [hT7, segue que Mr (s, o) @, Ma(s, ) é linearmente F-representavel. 4

O Teorema IL5.TH a seguir mostra sob quais condi¢des amalgamas préprias
das matroides obtidas dos grafos de ganho das Figuras A4 e IT574 nao sao
linearmente representaveis.

TEOREMA I1.5.15 (Amalgama Prépria Nao-Representavel). [[Z, Lema 5.3] Su-
ponhamos que I seja um corpo, que 3 < s, sejam ntimeros inteiros distintos e que
a € F* seja tal que max{s, 2¢(r — 1) } < ord(a). A matroide Mr (s, a) &, M (7, o)
nao é linearmente representavel.

Demonstragio. O conjunto dos loops desequilibrados de I'(F, s, ) é Br = { ag, . ..,
as,a,b} e o conjunto dos loops desequilibrados de A(F,t,a) é Bp = {bo,...,
bg;-1,a,b }. Definamos B = Br U By. O grafo I'(F, s, ®) da origem a matroide
M; = Mr(s,a) e o grafo A(F,¢,a) di origem a matroide My = Mu(¢, a). Do
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Teorema IT4Y, segue que existe a matroide U = M1 @1 My. As seguintes afirmagdes
serdo uteis para mostrar que B é uma base de U. Escrevamos E = E; UEg e
T=E; NEsg.

Afirmagdo 1. Valem ri((B-Eo)UT) = ri(B-Eg)+2erg(B-E;)UT) =
FQ(B - El) + 2.

Demonstragdo. Sabemos que B — E9 C Br, e assim, r1(B — Eg) = |Br| — 2. Por
outro lado, r1(Br) = |Br|. Sabemos que B — Ey = Br — T, e portanto, r1((B -
Eg) UT) = r1(Br). Disto, obtemos r1(B — Eg) = r1((B — Eg) UT) — 2, e portanto,
r1((B—Eg) UT) =r1(B - Eg) + 2. Raciocinio analogo para a outra igualdade. 4

a b
as 2 4 A 2
by
ft
et
bt+l
€r+l
Jra1
bt+2

Pr

D

ﬁt+1

dJ

Por-1
Figura I1.5.8: A figura apresenta o grafo de ganho hipotético (G, ®) da Afirmacao 4 obtido
pela analise dos circuitos fundamentais da matroide Mr (s, «) &1, M (#, ®) relativos a base

B formada por todos os loops. Acima, apresentamos os rotulos das arestas e abaixo, os
seus ganhos.

Afirmagio 2. Para todo e € T, temos e ¢ cl; (B — E9) Ncly (B — Ey).

Demonstracdo. Basta observar que nenhuma aresta de T d4 origem a um circuito
quando unida a B — E;. A mesma observagdo vale para B — Es. 4
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Suponhamos que U seja linearmente K-representavel e que D seja uma matriz
que a representa sobre o corpo K. Das Afirmagdes Il e £ e do Teorema IT4.13,
segue que B € J(U). Dado e € E — B, existe tinico C € €; ou tnico C € Cq tal
que e € C e C C BUe. Estes circuitos tem trés elementos cada. Isto mostra que B
¢ um conjunto C-maximal em J(U), e assim, B é uma base de U. Como os loops
dos grafos que dao origem as matroides M; e My néo sao equilibrados, podemos
assumir que o bloco correspondente aos elementos de B em D é da forma Al,,
onde r = |B| e A € K*. Podemos escrever

D=[ A, A |,
onde cada coluna de A tem a primeira entrada nao-nula igual a 1 € K.
Afirmagdo 3. A matriz D é a matriz de incidéncia de um grafo de ganho.
Demonstracdo. Basta observar que:

(1) Se e € B, entdo a coluna de D correspondente & aresta e possui uma tnica
entrada nao-nula.

(2) Suponhamos que c¢ seja uma coluna de A. Existe ¢ € E correspondente a
coluna c¢. Como todo circuito fundamental de U relativo a base B tem tamanho
trés, segue que existem e’, e’ € B tais que {e,e’,e’’} € um circuito (fundamen-
tal) de U. Se ¢’ e ¢’ sdo as colunas de Al correspondentes as arestas e’ e e”,
respectivamente, entdo existem escalares r, s, t € K nem todos nulos tais que
rc+sc’ +tc¢” = 0. Disto vemos que ¢ tem exatamente duas entradas nao-nulas. 4

Da Afirmagao B, vemos que a matriz D é uma matriz de incidéncia de um
grafo de ganho (G, ®), onde o ganho toma valores em K*. Vemos também que
U = M(®D).

Afirmacdo 4. O grafo de ganho (G, ®) é como aquele da Figura IT5h8.

Demonstra¢do. Este resultado é obtido analisando os circuitos fundamentais rela-
tivos a base B e a matriz D:

(1) Para cada elemento de B, obtemos um vértice. Podemos definir w como sendo
o vértice com loop a e w’ como sendo o vértice com loop b. Os demais vértices
sao uy, ..., Us para os loops ag, ..., as e vy, ..., vo;_1 para os loops by, ..., by _1.

(2) As arestas x, y, z e g formam circuitos fundamentais com os loops a e b, e
portanto, x, y, z e g incidem aos vértices w e w’.

(3) As arestas x1 e y1 formam circuitos fundamentais com os loops a e ag, e
portanto, x1 e y; incidem aos vértices w e ug. As arestas x5 e y, formam circuitos
fundamentais com os loops as e b, e portanto, x; e ys incidem aos vértices u; e
WI

(4) As arestas e; e fi formam circuitos fundamentais com os loops a e by, e
portanto, e; e fi incidem aos vértices w e vg. As arestas eg;_1 e fy;—1 formam
circuitos fundamentais com os loops bg,;_1 e b, e portanto, eg;—1 € fo;—1 incidem
aos vértices vo;_1 e w’.

(5) Para as demais arestas as incidéncias coincidem com as incidéncias dos grafos
que ddo origem as matroides Mj e My. 4
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Nos dirigimos para o fim da demonstragao do teorema. Vamos, a partir deste
ponto, analisar os ganhos das arestas do grafo obtido na Afirmacéao 4 utilizando
a sua matriz de incidéncia D obtida na Afirmacao B. Escalonando as linhas de D
(se necessario) podemos supor que:

q)(-xl, w, MQ) = (D(xS9uS9 W’) = (D(€1, w, VQ) = 1

Definamos:
D(y1, w, ug) =0 D(yg, s, W) = 0 D(f1,w,v9) = P1
D(for-1,var-1,w') = Por—1 Dx,w,w') =7y O(y,w,w’) =98
D(z,w,w') =€ @(g,w,w') =C.

Vamos usar o fato de que U = M(®) para decidir propriedades das arestas de
(G, ®) partindo do que ja sabemos sobre estas arestas em I'(F, s, a) e A(F, ¢, o).

(1) Sabemos que {xi,...,Xx5,x} é um circuito equilibrado em I'(F, s, a) e que
{e1,...,e9-1,x} é um circuito equilibrado em A(F,7, ®), e portanto, sabemos
que {x1,...,Xs,x } é um circuito de My e {e1,...,e91,x } é um circuito de My.
Do Teorema IC4.13 e da elimina¢do de x, segue que o conjunto { x1,...,xg, €1, ...,
e9:-1 } € um circuito equilibrado em (G, ®). Podemos assumir que @ (x;, u;, uiy1) =
1paracada2 <i <2s—1e que ®(e;,v;,vi+1) =1 para cada 2 < i < 2t — 2. Disto,
temos ®(e9;—1,vo-1, W) = 1.

(2) Sabemos que {x1,...,x5,x} é um circuito equilibrado de I'(F, s, a), e por-
tanto, tal conjunto € um circuito de Mj. Disto, segue que {x1,...,xs,x } também é
um circuito equilibrado em (G, @), e assim, y = 1. Escrevamos ®(y;, u;, uj1) = o;
paracada2 <i<s-1.

(2.1) Paracadal <i < s, vemos que ({ y1,...,¥s} —¥i) U {x;,y} é um circuito
equilibrado de I'(F, s, a), e portanto, de (G,®). O produto dos ganhos dessas
arestas em (G, ®) é oy - - - asoci’16’1 =1, e portanto, &; = 0t - - - a;871. Isto mostra
que oy = -+ = 0y. Fazendo ap = 07 - - - o871, obtemos o; = g paracadal <i<s

e também & = 0(8'_1.

(2.2) O conjunto {y1,...,¥s,z2} é um circuito equilibrado de I'(F, s, «), e por-
tanto, de (G, ®). O produto dos ganhos dessas arestas em (G, ®) é (xge_l =1, e
portanto, € = o).

(3) Escrevamos ®(f;,vi,vis1) = Pi paracada 2 <i < s—1 Paracadal <i <1,
vemos que ({e1,...,ey-1}—e;)U{ fi,y} € um circuito equilibrado de A(F, ¢, a), e
portanto, de (G, ®). O produto dos ganhos dessas arestas em (G, ®) é §;5671 =1,
e assim, p; = 0(5‘1 paracada 1l <i <t Paracadar+1 <i < 2f—1, vemos que
({e1,...,e9-1}—€;)U{ fi,z} é um circuito equilibrado de A(F, ¢, a), e portanto,
de (G, ®). O produto dos ganhos dessas arestas em (G, ®) é ;e = 1, e portanto,
Pi = oy paracadar+1<i<2r—-1

(4) Resta agora determinar o valor de {. Os conjuntos

{fl,-~'3ﬁaet+ls"'9621—19g}
{en,....en frarso s for-1,8}
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sdo circuitos equilibrados de A(F,?, a), e portanto, de (G, ®). O produto dos
ganhos do primeiro conjunto é oc(()sfl)tg_1 =

s(1—-1) o —
(S)(I )C 1

1. O produto dos ganhos do segundo

s — ol

conjunto € ¢ 0 0

= 1. Vemos, portanto, que o

Tomemos m = ord(op) em K*. Como s # f, vemos que m < max{s,?}. Se
m < s, entdo {y1,...,Ym>Xm+1,...,Xs, X } € um circuito equilibrado de (G, ®) e
ndo é um circuito de U. Desta contradi¢do, obtemos m < t. Neste caso, vemos
que { fi,..., fm>€m+1,- - -, €2-1,Xx } € um circuito equilibrado de (G, ®), ja que o
produto dos ganhos desse conjunto é a/*~1) = 1. Por outro lado, tal conjunto nao
¢ um circuito de U. Desta contradi¢ao, vemos que M; @1, My nao é linearmente
representavel. 4

Os Teoremas [L5.T4 e ICATA que acabamos de provar sdo tteis para construir
exemplos de amalgamas préprias com L = Uy 5. Um corolario importante destes
teoremas é o seguinte:

COROLARIO I1.5.16. A classe das matroides de ganho nio é fechada pela

constru¢do de amalgamas.

Além do resultado do corolario anterior, observemos que o resultado do Teo-
rema IT5A T4 mostra que o conceito de independéncia abstrata estudado em Teoria
de Matroides ndo coincide com a independéncia linear advinda de espacos veto-
riais. Em outras palavras, a classe das matroides contém propriamente a classe
das matroides linearmente representaveis.
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IIT LINGUAGEM MS,

III.1 SINTAXE E PROVA

Nesta secdo serdo apresentados resultados basicos sobre uma linguagem mo-
nadica de segunda ordem para Teoria de Matroides: a descrigao sintatica basica
da linguagem lidara com regras de formacao de palavras da linguagem e regras de
deducao de teoremas na linguagem. Vamos apresentar uma linguagem baseada
no que é feito por D. Mayhew, M. Newman e G. Whittle [TZ] com uma modifica¢ao
para a adog¢do de uma notacdo prefixa como é feito por R. Shoenfield [I7] para
linguagens de primeira ordem.

Vimos no Capitulo I que a Teoria de Matroides estuda o conceito de in-
dependéncia abstrata que surge em diversas areas da Matematica. Para que uma
linguagem formal seja capaz de expressar sentencas significativas sobre matroides
é necessario que possamos expressar que um conjunto é independente. Os itens
a seguir descreverdo o alfabeto A] da linguagem monédica de segunda ordem [Lj
para Teoria de Matroides:

(1) Uma quantidade infinita e enumeravel de varidveis

V0> Vis e oo s Virts o - -

Tais simbolos serao usados para que possamos expressar sentencas que dizem res-
peito a conjuntos individuos. Utilizaremos os simbolos x, y e z como metavariaveis
de simbolos de variaveis.

(2) Simbolos constantes:

(2.1) Uma quantidade finita de constantes de conjuntos de Lj. Utilizaremos os
simbolos ¢ e k como metavariaveis de constantes. O papel desempenhado por
constantes é o de dar nomes aos subconjuntos de elementos dos dominios das
interpretacoes da linguagem e isto ficara claro na proxima secao.

(2.2) Uma quantidade finita de simbolos de predicados de L;. Utilizaremos I1"
como metavariavel de um simbolo de predicado m-adico qualquer. O simbolos de
predicado usados na linguagem L sdo:

¢ Ind, que serd usado para indicar se um conjunto é independente.

* Sng, que serd usado para indicar se um conjunto é unitario.

e 0, que sera usado para indicar se um conjunto é subconjunto de outro.
(2.3) Simbolos de conectivos l6gicos de:

¢ Falsidade .
* Conjungao .
* Disjungao ™.
* Implicagdo =
Utilizaremos o como metavariavel dos conectivos A e V e utilizaremos O como

metavariavel dos conectivos A, V e —.

(2.4) Os seguintes simbolos de quantificadores:
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¢ Quantificador existencial 5.
* Quantificador universal ¥.

Utilizaremos QQ como metavariavel de um quantificador arbitrario e utilizaremos
Q7 para o quantificador diferente de Q uma vez que Q for escolhido.

(3) Simbolos de parénteses esquerdo e direito, que sao chamados de simbolos de
pontuacdo. Os parénteses serdo lteis para abreviac¢oes.

(4) Os simbolos de variaveis, conectivos, quantificadores, Sng e C sdo chamados
de simbolos logicos de L, enquanto os simbolos de constantes e Ind sdo chamados
de simbolos nao-logicos de L.

(5) Diferentemente de outros textos, adotaremos uma notac¢io prefixa para for-
macdo de formulas. Isto quer dizer que escreveremos A@y no lugar da expressao
mais comum (@ A ), por exemplo.

Uma expressdo sobre o alfabeto Ar é qualquer sequéncia finita de elementos
de A; e o fecho de Kleene A}| deste alfabeto é o conjunto de todas as expressoes
sobre este alfabeto. Um termo de L é um simbolo de constante de conjunto ou de
variavel. Vamos utilizar a meta-expressao r(f1, ..., ;) para indicar que os termos
t1, ..., t, ocorrem na expressdo r quando for necessario. Vamos agora apresentar
as regras de formacao recursiva de férmulas da linguagem Ly:

(1) Uma férmula atomica de Ly é uma expressao da forma IT"#; - - - 1,,, na qual IT"”
é um simbolo de predicado m-adico e 1, ..., f, sao termos. Uma formula inicial
de Lj é ou uma formula atomica ou L.

(2) Uma formula da linguagem Ly é definida recursivamente da seguinte maneira:

(2.1) Toda formula inicial de L; € uma férmula de L.

(2.2) Se ¢ e y sdo formulas de Ly, entdo

Apy Vow —oy

» o«

sao formulas de L;. Lemos estas férmulas como “@ e y”, “@p ou y” e “se ¢, entdo
y”, respectivamente.

(2.3) Se ¢ é uma férmula de L; na qual ocorre a variavel x e ndo ocorrem as
expressdes Jx ou Vx, entdo

Ixe Vx@

sdo formulas de Lj. Lemos estas formulas como “existe x tal que ¢” e “para todo
x, @7, respectivamente. A formula ¢ é chamada de escopo dos quantificadores.

(2.4) Apenas sdao formulas da linguagem Ly as expressdes sobre Ay obtidas por
um ntmero finito de aplicacdes das regras de formacdo apresentadas nos itens
21,22e23.

Enquanto as expressoes sobre o alfabeto Aj sdo sequéncias finitas quaisquer de
simbolos deste alfabeto, as formulas de Ly sdo expressoes especiais que permitirdo
representar sentencas relacionadas a Teoria de Matroides. Observemos que defi-
nimos os termos e as formulas de Lj seguindo uma notacido prefixa, e portanto,
os termos e as formulas sdo escritos na forma suj - - - u,,, onde s € um simbolo de
A1 eus, ..., Uy sao formulas ou termos de Ly em quantidade m chamada de indice
de 5. Os indices dos simbolos do alfabeto da linguagem sdo os seguintes:
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(1) Os indices variaveis, constantes e de L sdo 0.
(2) O indice de um predicado m-adico é m.

(3) Os indices dos conectivos A, V e — e dos quantificadores 3 e V sdo 2.

A

Ind

Ind

X

Figura IT1.1.1: Arvore sintatica da férmula analisada no Exemplo ITI_I_1. A arvore é orde-
nada da esquerda para a direita e de cima para baixo. Segundo esta ordenacao, segue que
nesta arvore o primeiro sucessor do vértice com roétulo V é um vértice com rétulo x e o
segundo sucessor do vértice com rétulo V é o vértice com rétulo —.

EXEMPLO III.1.1 (Formulas). A seguinte expressao” sobre Ay € uma férmula de Ly:
AInd yVx — Alndx C yx C xy.

A Tigura T apresenta uma arvore sintatica que ajudara na visualizacado da analise
do exemplo. A arvore é ordenada da esquerda para a direita e de cima para baixo. O
primeiro simbolo A é um conectivo com indice dois, e portanto, ele deve ser seguido de

duas formulas. As duas férmulas sdo as formulas
Indy e Vx— AlndxC yxCxy,

nesta ordem. A férmula Ind a inicia com o simbolo de predicado monadico Ind e este é
seguido pela variavel y. A férmula Vx — AIndx E yx C xy inicia com o quantificador
universal V, que tem indice dois. O quantificador V deve ser seguido de uma variavel e de
uma férmula na qual ocorre esta variavel, nesta ordem. Neste caso concreto, a variavel é x
e a féormula é — A Indx C yx C xy. Tal féormula inicia com o conectivo —, que tem indice
dois, e portanto, ele deve ser seguido de duas férmulas. As duas féormulas sao

AlndxCyx e LCuxy,

nesta ordem. A férmula atémica C xy inicia com o simbolo de predicado diddico C e este
é seguido dos termos x e y, nesta ordem. A férmula AIndx C yx inicia com o conectivo A
de indice dois, e portanto, ele é seguido das férmulas

Indx e LCyx,

nesta ordem. Analisamos estas duas férmulas de maneiras analogas aquelas feitas anteri-
ormente nas quais ocorrem os mesmos simbolos. Al

#Desejamos expressar com a férmula deste exemplo, segundo as nog¢des semanticas que serdo
apresentadas na proxima se¢do, que y é um conjunto independente C-maximal.
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Seguindo o que é feito por J. Shoenfield [T7], vamos usar a expressido designa-
dores para designar termos e formulas da linguagem. Duas expressdes r e s sobre
Ar sdo compativeis sse uma pode ser obtida da outra pela concatenacdo de uma
expressdo a direita. Por exemplo, as expressdes Ars e Ar sdo compativeis, pois
Ars é obtida de Ar pela concatenacdo de s a direita de Ar. Observemos que se rs
e tu sao compativeis, entdo r e t sdo compativeis. Observemos também que se rs
e rt sdo compativeis, entdo s e f sdo compativeis. Designadores sdo as expressdes
sobre o alfabeto Aj sintaticamente corretas segundo as regras de formacio (de
termos e férmulas) e a moral do Lema ITI"T"7 a seguir € a seguinte: se obtivermos
duas expressoes r1-- -7y € §1--- S, compativeis ao concatenarmos designadores
de maneira correta segundo as regras de formacao apresentadas, entdo os desig-
nadores sa0 0s mesmos e ocorrem na mesma ordem.

LEMA II1.1.2 (Propriedade de Legibilidade Unica). [17, Lema 1] Se 1, ..., Fm
e s1, ..., S,m sdo designadores tais que r1---r, e s1-- -5, sdo compativeis, entdo
ri=s;paracadai e {1,...,m}.

Demonstragdo. A prova é feita por indu¢do no comprimento da expressao rq - - - .
Podemos escrever r; = uri -+-r;, onde u & um simbolo de indice i. Da compati-
bilidade de r1---ry € s1---5,, segue que r1 e s1 sdo compativeis, e portanto,
s1 = usy - s; (ja que duas expressdes que comecam com simbolos distintos nao
podem ser compativeis). Do passo de inducdo, segue que | = s7, ..., 1} = s},
e assim, r; = s1. Disto e da compatibilidade de r1---r,, e s1--- 5, Segue que
ro:--Tm € S-Sy sdo compativeis. Do passo de inducdo, segue que rg = 59, .. .,

Fm = Sm. O resultado segue entdo do Principio de Inducao. q

O seguinte teorema é consequéncia do Lema [T e pode ser provado por
indu¢do no comprimento das expressoes. Tal resultado de unicidade de escrita é
importante para garantir a unicidade das interpretacdes de formulas da linguagem
objeto que segue da legibilidade tinica dos designadores.

TEOREMA III.1.3. [I7, Teorema da Formacao] Designadores sao escritos uni-
camente da forma su; - - - u,,, onde s é um simbolo de Ay e uy, ..., U, sdo desig-
nadores em quantidade m compativel com o indice de s.

O seguinte lema mostra que podemos determinar o inicio de um termo ou
de uma férmula observando nestas expressoes as ocorréncias dos simbolos do
alfabeto Aj. Por exemplo, na férmula do Exemplo M1, podemos identificar o
inicio da formula — A Indx E yx E xy observando a ocorréncia do simbolo — de
indice dois. E podemos identificar em — A Indx E yx C xy o inicio da férmula
AlIndx E yx observando a ocorréncia do simbolo A de indice dois. O resultado
também é provado por indu¢do no comprimento dos designadores.

LEMA II1.1.4. [T/, Lema 2] Toda ocorréncia de um simbolo de A; em um de-
signador r inicia a ocorréncia de um designador em r.

O seguinte teorema formaliza a nogio de ocorréncia de um designador em
outro designador, e assim, poderemos dizer que uma férmula ocorre em outra for-
mula sem problemas. Por exemplo, a férmula Ind x ocorre na férmula do Exemplo
170, O resultado também é provado por indu¢do no comprimento dos desig-
nadores.
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TEOREMA IIL.1.5. [I4, Teorema da Ocorréncia] Suponhamos que s seja um
simbolo de Aj de indice m e que rq, .. ., 1, sejam designadores. Se um designador
r OCOITe €m S - -7y, entdo ou r = sry-- -1y, ou existe i € {1,...,m} tal que r
ocorre em ;.

As formulas livres de quantificadores de Ly sdo as formulas de Lj nas quais nao
ocorrem simbolos de quantificadores. Uma ocorréncia de uma variavel x é ligada
em uma férmula @ se ela se da em uma férmula Ixy(x) que ocorre em ¢. Caso
contrario, dizemos que a ocorréncia é [ivre. Dizemos que uma variavel € livre (resp.
ligada) em uma férmula se alguma de suas ocorréncias nesta formula € livre (resp.
ligada). Por exemplo, a variavel x é livre na férmula Indx e € ligada na férmula
Vx Ind x. Observemos que x é tanto livre quanto ligada na férmula Vv Ind xVx Ind x.
Abreviaremos C rs na forma (r C s) e abreviaremos Oy ¢ na forma (y O ¢). Por
simplicidade, vamos usar o termo “formula” tanto para férmulas, quanto para suas
abreviagdes. Omitiremos a expressdo “de L;” em frases cujo contexto linguistico
formal é transparente.

EXEMPLO III.1.6 (Simbolos Definidos). No alfabeto de L1 ndo incluimos simbolos para
negacdo =, verdade T ou equivaléncia material . Definimos T, = e < por meio das
abreviacdes T, (=) e (¢ < ¢) das formulas (L — L), (¢ = L) e ((¢ = d) A (d — ),
respectivamente. Omitiremos os parénteses inicial e final de uma abreviagao caso nao haja
ambiguidade. Para evitar ainda mais o uso desnecessario de parénteses, vamos adotar
também a seguinte convengdo: — tem precedéncia sobre A e V e estes tém precedéncia
sobre — e <. Adotaremos também a associacao a direita de um mesmo conectivo. Um
exemplo concreto dessas convencoes é a abreviagao

Indy AVx(Indx Ay C x — x C y)°
da férmula do Exemplo I, "

Uma férmula na qual ndo ocorrem variaveis livres é chamada de sentenca.
Estamos aptos para discutir substituicdo de variaveis em férmulas e termos. Dados
dois termos s e ¢ e uma variavel x, denotamos a substitui¢do de x port em s por )’—(s
e a definimos recursivamente da seguinte maneira:

(1) Se x nao ocorre em s, entao %s =3s.

(2) Se x ocorre em s, entdo segue do Teorema I TH que s = x. Neste caso,
definimos +s =1.

Dados um termo ¢, uma variavel x e uma formula ¢, denotamos a substituicdo
dex port em @ por L@ e a definimos recursivamente da seguinte maneira:

(1) Se @ é uma formula inicial, entdo:

* Se@=1,entdo Lo = 1.

e Se @ =I1"t; - - - t,y, entdo )t_c(P :Hméll"')t_ctm
(2) Se ¢ nio é inicial, entdo:

* Se ¢ = 0af, entdo Lo =OLalp.

PEm geral as pessoas acham essa forma mais facil de ler quando comparada aquela do Exemplo
.
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* Se ¢ = Qxa(x), entdo Lo = .
* Se ¢ =Qya(y) ey #x, entdo 19 = QyLaly).

O processo pode ser generalizado para substituicdes simultaneas de varias

variaveis por termos em termos e formulas, que denotaremos por B==rtg e

== @ respectivamente. Vamos seguir D. van Dalen [20] e J. Shoenfield [17]
e exigir que as substituicoes sigam certos critérios bem-definidos. Substitui¢des
de variaveis por variaveis podem dar origem a ocorréncias ligadas no escopo de
um quantificador (vide Exemplo ITI177), modificando assim o significado de uma
féormula. Suponhamos que f seja um termo, que x seja uma variavel e que ¢ seja
uma férmula. O termo 7 ¢ livre para x em @ sse as variaveis de  em L ndo sio
ligadas por quantificadores nesta férmula. Observemos que uma variavel que nao
ocorre em uma formula sempre € livre para qualquer variavel que ocorra nesta
mesma féormula. Vamos assumir ao longo do texto que toda substituicdo cumpre

com os critérios apresentados, a menos que seja dito explicitamente o contrario.
EXEMPLO IIL.1.7 (Substitui¢ao). A variavel x ndo é livre para a variavel y na formula
Indy AVx(Indx AyCx —>xLCy)

do Exemplo "Il De fato, nesta férmula ocorre a formula Vx(Indx Ay Cx - x C y) na
qual ocorre livre a variavel y. Ao substituirmos a variavel y por x, mudaremos totalmente
o sentido da férmula. Por outro lado, se z ndo ocorre na formula, entdo a substituicdo da
variavel y pela variavel z nao é problematica. Al

Até agora, lidamos com regras de formacdo para construir as sentencas da
linguagem L. Outro conceito importante em logica é aquele da dedugao. Vamos
apresentar um sistema de deducdo baseado em J. von Plato e S. Negri [[3]. Um
sequente € uma expressdo da forma [T="A, onde I' e A sdo multiconjuntos finitos
de férmulas denominados contextos do sequente [I3, I8]. Os contextos I' e A sdo
chamados de antecedente e sucedente do sequente, respectivamente. Uma variavel
ocorre livre em um sequente se ela ocorre livre em alguma férmula de algum
contexto. Uma inferéncia é uma das expressdes das formas

I'n=»~xn IMm=A TIy=A

I'=A I'=A

nas quais I'1 = A; e 'y = Ay sdo chamados de sequentes superiores da inferéncia
e I' = A é chamado de sequente inferior da inferéncia. Intuitivamente, sequentes
superiores sdo as premissas de uma inferéncia e o sequente inferior é a conclusio
da inferéncia. Suponhamos que I'y, .. ., I';; sejam multiconjuntos finitos de f6rmu-
las. Abreviaremos a unido I'; U - -- U T}, dos multiconjuntos por I'1,...,I},. Se ¢
é uma formula, omitiremos as chaves { ¢ } na notagio de sequente. Por exemplo,
abreviamos I'1 UTy U { @ } = A na forma I'1,I'y, ¢ = A. Apresentando uma in-
tuicdo de légica classica, um sequente da forma ay, ..., o, = P1,..., P, significa
“se 01 A+ Ay, entdo B1 V...V p,” [I8]. Em outras palavras, se todas as férmulas
a1, ..., Oy sdo verdadeiras, entdo alguma das férmulas f1,..., B, é verdadeira.
Nesta interpretacao intuitiva de sequentes, temos o seguinte:

* Se m é positivo e n = 0, entdo ay,...,®, = significa que 0 A --- A oy €
uma contradicdo.
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* Sem =0 e n é positivo, entdo = i, ..., B, significa que f1V---V p, é uma
tautologia.

e Sem=0en=0, entdo = significa uma contradigao.

Desejamos apresentar uma noc¢do de prova em um sistema formal classico
baseado em um célculo de sequentes. Um sequente inicial é um sequente da forma
¢, I’ = A, ¢, onde ¢ é uma férmula inicial e I' e A sdo contextos quaisquer.
Segundo a nogdo intuitiva de sequente, um sequente inicial da forma ¢ = ¢
significa “se ¢, entdao @”. A introdugao deste tipo de sequentes em provas formais
sera representada da seguinte forma:

A
e, I'=> A0

O roétulo A indicara em uma prova que o sequente @,I" = A, @ é um sequente
inicial. A regra nao tem premissas: é sempre licito concluir ¢ em um contexto da
suposicao de ¢ neste contexto. Além de introduzir sequentes iniciais em provas,
desejamos também transforma-los por meio de regras de inferéncia que governem
as constantes logicas da linguagem. As regras logicas de deducdo de sequentes sdao
regras que lidam com constantes l6gicas da linguagem a direita e a esquerda do
simbolo = [I3, I8]. Vamos usar os indices E e D nos rétulos que indicam as
regras para explicitar de qual lado do simbolo = a regra atua. As regras indica-
das com E e D correspondem a eliminagdo e introdu¢ido de constantes léogicas,
respectivamente, em um sentido que ficara claro quando as apresentarmos.

(L) A regra que rege o simbolo L é a regra Lg apresentada na forma:

1E
1, I'=A
Segundo a nogdo intuitiva de sequente, um sequente da forma L = f significa

“se 1, entdo P”. A regra nao tem premissas: partindo um resultado falso em um
contexto, concluimos qualquer resultado neste contexto.

(A) As regras que regem o simbolo A sdo as regras A e Ap apresentadas nas
formas:

vy, p, I = A

F'=Ay T'=A09
AE A

F=AyAd

D

yApT=A

* Analisemos a regra Ag. Nela, temos os sequentes superior y,$p, I’ = A
e inferior y A ¢,I' = A. Ela corresponde a eliminacdo do simbolo A no
seguinte sentido: se algo em A segue de y A ¢ em um contexto I', entdo
este algo ja seguia de y e ¢ neste mesmo contexto.

* Analisemos agora a regra Ap. Nela, temos os sequentes superiores ' = A, y
e’ = A, ¢ e o sequente inferior I' = A, yA . Ela corresponde a introducao
do simbolo A no seguinte sentido: se em um mesmo contexto obtemos tanto
Wy quanto ¢, entdo obtemos y A ¢ neste mesmo contexto. Lendo a regra de
baixo para cima, vemos como a deriva¢do de y A ¢ se reduz as derivacoes
de y e ¢, isto é, que y A ¢ é derivavel sempre que tanto y quanto ¢ o
forem.
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(V) As regras que regem o simbolo V sdo as regras Vg e Vp apresentadas nas
formas:

y.I'=A ¢IT'=A '=>Avy,0
VE — VD
yVveo,I=A C=AyVo

* Analisemos a regra Vg. Nela, temos os sequentes superiores y,I" = A e
¢, I = A e o sequente inferior y vV ¢,I" = A. Ela corresponde a eliminagao
do simbolo V no seguinte sentido: se algo em A segue de y V ¢ em um
contexto I', entdo este algo ja seguia de y ou ja seguia de ¢ neste mesmo
contexto.

* Analisemos agora a regra Vp. Nela, temos os sequentes superior I' =
A, y,d e inferior I' = A,y V ¢. Ela corresponde a introdugdo do sim-
bolo V no seguinte sentido: se em um mesmo contexto obtemos y ou ¢,
entdo obtemos y V ¢ neste mesmo contexto. Lendo a regra de baixo para
cima, vemos como a derivaciao de y V ¢ se reduz as derivactes de y ou de
¢, isto é, que y V ¢ é derivavel sempre que o for algum dentre y ou ¢.

(—) As regras que regem o simbolo — sdo as regras —g e —p apresentadas na
forma:

r=Ay ¢I'=A vy, = A ¢
—E —D

vy o, I=A Fr'=s>Ay—-0d

¢ Analisemos a regra —g. Nela, temos os sequentes superiores ' = A,y e
¢, I = A e o sequente inferior y — ¢,I" = A. Ela corresponde a eliminagao
do simbolo — no seguinte sentido: se algo em A segue de y — ¢ em um
contexto I', entdo este algo ja seguia de ¢ neste contexto ou Wy ja seguia
deste contexto.

* Analisemos agora a regra —p. Nela, temos os sequentes superior y,I" =
A, ¢ e inferior I' = A, y — ¢. Ela corresponde a introducio do simbolo —
no seguinte sentido: se em um contexto obtemos ¢ da suposicao hipotética
de y, entdo obtemos y — ¢ neste mesmo contexto. Lendo a regra de baixo
para cima, vemos como a derivacdo de y — ¢ se reduz as derivagoes de y
ou de ¢, isto é, que ¢ é derivavel sempre que y o for.

(3) As regras que regem o simbolo 3 s@o as regras 3}, e Ip apresentadas na forma:

Zox), T = A = A3xg(x), Lo(x)
—_— 3 Jp
Ixep(x), Il = A I'=> A, 3x@(x)

Na regra 3}, exigimos que a varidvel y ndo ocorra livre em 3x¢(x),I" = A. Esta
condicao é chamada de condi¢do de autovaridvel da inferéncia.

* Analisemos a regra 3}. Nela, temos os sequentes superior )y—((p(x), I'=>Ae
inferior Ax@(x),I" = A. Ela corresponde a eliminacdo do simbolo 3 no se-
guinte sentido: se algo em A segue de Ix@(x) em um contexto I', entdo este
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algo ja seguia de 2 ¢ (x) neste contexto, dada alguma restri¢ao a testemunha
arbitraria y. A restricdo sobre a variavel y ficard clara quando discutirmos
semantica.

* Analisemos agora a regra Jp. Nela, temos os sequentes superior I' =
A, 3x@(x), Lo(x)@(x) e inferior I' = A, 3x¢(x). Ela corresponde a introdu-
¢do do simbolo 3 no seguinte sentido: se em um contexto obtemos i(p(x)
para algum termo ¢, entdo obtemos Jx¢(x) neste mesmo contexto. Lendo
a regra de baixo para cima, vemos como a deriva¢ao de 3x¢(x) se reduz as
derivacdes de L@ (x), isto €, que Ix(x) € derivavel sempre que obtivermos
uma testemunha ¢ que certifique £¢(x).

(V) Asregras que regem o simbolo Y sdo as regras Vg e ¥}, apresentadas na forma:

Lo(x),Vxp(x),I = A = A Ze(x)
Ve _— v
Vxp(x), ' = A I'= A, Vxp(x)

Na regra V7, exigimos que a variavel y ndo ocorra livre em I' = A, Vx@(x). Esta
condicao é chamada de condi¢do de autovaridvel da inferéncia.

* Analisemos a regra Vg. Nela, temos os sequentes superior %(p(x), Vxo(x), T’
= A e inferior Yx@(x),I" = A. Ela corresponde & elimina¢do do simbolo V
no seguinte sentido: se algo em A segue de Vx@(x) em um contexto I', entdo

t

este algo ja seguia de +¢(x) neste contexto, para algum termo arbitrario ¢.

* Analisemos agora a regra Y},. Nela, temos os sequentes superior ' =
A, %(p(x) e inferior I' = A,Vx@(x). Ela corresponde a introduc¢io do sim-
bolo V no seguinte sentido: se em um contexto obtemos 2¢(x) para uma
variavel arbitraria y, entdo obtemos Yx@(x) neste mesmo contexto, dada
alguma restricdo sobre y. A restricdo sobre o termo ¢ ficara clara quando
discutirmos semantica. Lendo a regra de baixo para cima, vemos como a
derivacao de Yx@(x) se reduz a derivacao %(p(x), isto &, que Vx@(x) € deri-
vavel sempre derivarmos 2 ¢(x) com algum grau correto de generalidade.

Além das regras que regem simbolos 16gicos, temos também regras estruturais
que lidam com os contextos. As regras dizem respeito ao enfraquecimento, a
contracdo e ao corte. Nao ha regras para permutac¢io, uma vez que os contextos
sdo multiconjuntos.

(1) As regras estruturais de enfraquecimento sao

I'r=A I'=A
WE — WD
o, I'=A '=A09

As regras de enfraquecimento permitem que ampliemos nosso estoque de férmu-
las em um contexto.

(2) As regras estruturais de contragao sao

e, ¢, = A I'=A0,0
Kg ———  Kp
o, I'=A '=A0
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As regras de contra¢io permitem que descartemos férmulas redundantes do nosso
estoque de formulas em um contexto.

(3) A regra estrutural de corte é

I'=sAe oI"=A

cut

L= AN

quaisquer que sejam os contextos I/ e A’. A regra de corte é bem natural no
seguinte sentido: provamos lemas e utilizamos tais lemas em provas de propo-
si¢Oes, teoremas, etc. Intuitivamente, isto captura a pratica de fazer desvios por
subresultados antes de provar o resultado final.

Uma prova de um sequente I' = A é uma arvore rotulada, finita e enraizada
tal que cada vértice € rotulado por um sequente (em particular, a raiz é rotulada
por I' = A), toda folha é rotulada por um sequente inicial ou por uma aplicac¢io
da regra Ly e os vértices que ndo sdo folhas sdo rotulados por sequentes que
sdo conclusdes de aplicacdes corretas de regras de dedugdo [I3, I8]. O seguinte
resultado pode ser provado por indu¢do no comprimento das férmulas utilizando
as regras do sistema formal:

PROPOSICAO II1.1.8. Para cada féormula ¢, existe uma prova do sequente
¢,I' = A, ¢, quaisquer que sejam os contextos I' e A.

Demonstragdo. O resultado é valido para férmulas iniciais, pois neste caso a prova
é simplesmente um sequente inicial. Suponhamos que o resultado seja valido para
toda formula com comprimento menor que o de ¢@. Vamos supor que ¢ = Ixy(x)
e vamos provar este caso para ilustrar o argumento por indu¢io. Suponhamos
que y seja uma variavel que nao ocorre em @. A férmula 2y (x) tem comprimento
menor que o de ¢. Da hipétese de indugdo, sabemos que existe uma prova © do
sequente )y—cly(x) = Axy(x), %lp(x). Obtemos entio:

T

2y (x) = Axy(x), 2y (x)

E)
2y (x) = Axy(x)

I

Ixy(x) = Iy (x)
Observemos que a variavel y satisfaz a condicdo de autovariavel da inferéncia
35 Aplicando regras estruturais, podemos obter contextos arbitrarios I" e A, e
portanto, obtemos uma prova do sequente Ixy(x),I' = A, Ixy(x). Os demais
casos sao analisados de maneira analoga e o resultado segue do Principio de
Inducio. 4

Poderiamos ter indicado também regras para os simbolos definidos - e <,
como seguem. Observemos que as regras de dedu¢ao que regem os simbolos defi-
nidos — e <> podem ser derivadas das regras de deducio que regem as constantes
logicas L, A, Ve —.
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(—) As regras que regem o simbolo de negacdo — sdo as regras —g e —p apresen-
tadas na forma:
'=A09 o, I'=A

-g — p

—|(p,F=>A F=>A,—|(p

Suponhamos que existam provas m; e mg dos sequentes I' = A, ¢ e ¢,I' = A,
respectivamente. As regras —g e -p podem ser derivadas das seguintes maneiras:

)
T
1g o, I'=A
'=A¢ L I'=A — Wp
—E (p,F:>A,J_
-p,I'= A —— >p
I'=A-¢

(<) A regra que rege o simbolo de equivaléncia material <> é a regra <p apre-
sentada na forma:

wI=A0 G.T=Ay

<D

'=Ayeod

Suponhamos que existam provas m; e Ty dos sequentes y,I' = A, pe dp,I' = A, y,
respectivamente. A regra <p pode ser derivada da seguinte maneira:

T FL%)
y,I'=>A ¢ O, I'=> Ay
—D —D
I'=sAy—9¢ F'=A0->vy
AD
'=Ayeod

Dizemos que uma férmula ¢ é um teorema e escrevemos F ¢ quando existe uma
prova do sequente = ¢. O Exemplo ITLTY a seguir mostra que certos principios
classicos sao teoremas do sistema de deducdo aqui apresentado.

EXEMPLO III.1.9 (Teoremas). Este exemplo servira para mostrar que o sistema formal
apresentado é classico, no sentido de derivar teoremas de l6gica classica como a eliminag¢ao
da dupla negacao.

(1) O principio da nio contradi¢do é um teorema, isto €, - =(—@ A @). Dada uma férmula
¢, sabemos da Proposi¢ao I H que existe uma prova © de ¢ = ¢. Obtemos:
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P=¢
“E
P, p =
AE
PpAP =
D
= (- A Q)
(2) O principio do terceiro excluido é um teorema, isto é, - ~¢ V @. Dada uma férmula
¢, sabemos da Proposicao ITLTH que existe uma prova © de ¢ = ¢. Obtemos:
I
=09
D
= 0,70
VD
=¢V-o
(3) A eliminacao da dupla negacao é um teorema, isto é, - ¢ <> ==¢@. Dada uma férmula
¢, sabemos da Proposicao IITH que existe uma prova © de ¢ = ¢. Obtemos:
T T
=09 =9
“E — D
P, = =0,
D — "E
¢ =9 =9
©D

=>(p(—)—|—|(p

(4) A regra modus ponens dos sistemas de Hilbert-Ackermann (como aquele apresentado
por L. Halbeisen e R. Krapf [H]) é essencialmente o contetido do sequente y — ¢, y = ¢,
que sempre pode ser provado no atual sistema. Da Proposi¢ao I8, sabemos que existem
provas mp e g de y = ¢, y e ¢, y = ¢, respectivamente. Obtemos:

1 T2

v=>0,v dy=>¢

vy = ¢
(5) Vale a interdefinibilidade dos quantificadores, isto é, F Vx¢(x) <> =3x—¢(x). Da Propo-
sicao I TH, sabemos que existem provas n1 e mg de %(p(x),\v’x(p(x) = %(p(x) elox) =
Ix-@(x), £¢(x), respectivamente, de modo que as variaveis y e z ndao ocorrem em Vx@(x)
ou em Jx@(x). Obtemos:
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T T

2p(x), Vxo(x) = o(x) 2o(x) = I (x), o(x)
Vg D
Vxe(x) = 2(x) = -@(x), £-¢(x), £(x)
-5 Jp
170 (x), Yxo(x) = = Zo(x), - (x)
Eh “E
- (x), Vxp(x) = —I-e(x) = 2(x)
-b Ve,
Vx@(x) = =3Ix—-@(x) —Ix—p(x) = Vxp(x)
<D

= Vx@(x) & =Ix-¢(x)

(6) Vale sempre +- (y — ¢) < (—y V). Da Proposicao ITI T8, sabemos que existem provas
1 eng de y = ¢,y e d, y = ¢, respectivamente. Obtemos:
m 1% T
L)
v=06v by=¢ v=0b,y
—)E ————— Tk .
voby =0 Wy = ¢ by =¢
-D VE
V=0 =y, “yVo,y=d
VD —D
Yoo =y v WVe=y—od
D
= (W= oy Vo)
Estes resultados mostram que o sistema de dedugao é classico. Al

Dizemos que duas féormulas y e ¢ sdo sintaticamente equivalentes quando
Y < ¢. Por exemplo, o tltimo item do Exemplo IMITY mostra que as férmulas
Yy — ¢ e =y V ¢ sdo sintaticamente equivalentes. O exemplo a seguir apresenta
mais casos de férmulas sintaticamente equivalentes que serdo bem tuteis para o
entendimento das propriedades sintaticas do sistema formal.

EXEMPLO II1.1.10 (Equivaléncia Sintatica). Apresentaremos neste exemplo casos im-
portantes de equivaléncia sintatica. Este exemplo mostra como podemos obter féormulas
sintaticamente equivalentes partindo de férmulas sintaticamente equivalentes. Isto é feito
por meio das regras de deducao, que descrevem o significado dos simbolos 16gicos segundo
o papel que eles desempenham em uma deducao. Os resultados deste exemplo servirdo de
motivacdo bem natural para o Teorema ITLTTI. Suponhamos que o e p sejam féormulas.
Primeiro, observemos que se o < f§, entdo existem provas de a,I' = A, f e f,I = A, a,
onde I" e A sao contextos quaisquer. De fato, suponhamos que + a <> . Existe uma prova nt
do sequente I' = A, a <> f. Da Proposi¢ao ITT_T_H, sabemos que existem provas n1 e my dos
sequentes o, f = a,I' = A, f,a e B, a, f — a,I' = A, B, respectivamente. Disto, obtemos
a seguinte prova do sequente o, I" = A, f:
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T T

op—-oal'=>Apa po,p—ool =AF

a—B,p—oa,al =APp

AE
I'=Aa0aep ae P, I =>Ap

cut

o, = A, B
Raciocinio analogo para o sequente f,I" = A, a. Isso que acabamos de mostrar permite
provar os seguintes resultados com mais facilidade:

(1) Set+ ae P, entdot+ ¢V o< ¢V . Suponhamos que + o & B. Existem provas m1 e mg
dos sequentes o« = ¢, p e p = ¢, a, respectivamente. Da Proposi¢ao ITITH, sabemos que
existem provas n3 e my dos sequentes ¢ = ¢, e ¢ = ¢, a, respectivamente. Obtemos a
seguinte provade = ¢ Va & ¢ V fB:

Lt 3 T Ty

a=o.p  b=0¢.p p=d. 0 o= ¢,

VE VE

d¢Vva=¢,p d¢Vp=0¢,a

Vp — VD

dbva=¢Vvp dVp=>0¢Va

D
=>¢VaedpVvp

(2) Set a B, entdotr aV $ < BV d. Obtemos isto por meio de um raciocinio analogo

ao do item anterior.

(3) Set ae P, entdo+ ¢ A< ¢ AP. Suponhamos que + a < B. Existem provas m1 e my
dos sequentes ¢, = P e ¢, p = a, respectivamente. Da Proposigao ITIIH, sabemos que
existem provas ng e my dos sequentes ¢, = ¢ e ¢, a = ¢, respectivamente. Obtemos a
seguinte prova de = G Aa & ¢ A fB:

Ty T 3 9

ba=>d ba=p d.p=¢ ¢Pp=>a

AD AD

b,a=PAP d.pP=0Aa

AE — AE

dbra= AP GABP=dAa

>dAaeoPAP

(4) Set+ a <> B, entdo + a A ¢ <> B A ¢. Obtemos isto por meio de um raciocinio analogo
ao do item anterior.
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(5) Ser a< B, entdo + (¢ — a) < (¢ — P). Suponhamos que + o < p. Existem provas m;
e my dos sequentes o, = P e f, d = «, respectivamente. Da Proposi¢ao MY, sabemos
que existem provas m3 e 1y dos sequentes ¢ = P, d e ¢ = a, ¢, respectivamente. Obtemos
a seguinte provade = ¢ - o < ¢ — f:

3 i Ty 9

b=p¢ od=p bp=a0d pfo=a

—E >E
d.p—oa=p d.d—p=a
—D —D
b—ma=>¢p—-p db—op=2¢—«
©D
= (- a0)o(@—p)

(6) Se + a < B, entdo + (« = ¢) < (p — ¢). Obtemos isto por meio de um raciocinio
analogo ao do item anterior. Al

O Teorema ITCTTT a seguir é uma adaptagio para a presente linguagem do
Teorema da Equivaléncia provado por J. Shoenfield [I7Z]. O teorema mostra que
quando substituimos férmulas sintaticamente equivalentes em uma férmula, ob-
temos uma férmula sintaticamente equivalente a formula original.

TEOREMA II1.1.11 (Equivaléncia). Suponhamos que a férmula  seja obtida
da formula ¢ pela substituicdo de algumas ocorréncias das férmulas ay, ..., o,
pelas formulas f1, .. ., B, respectivamente. Se + o; <> f; paratodoi € {1,...,m},
entao + @ < Y.

Demonstragdo. Suponhamos que para algum j € {1,...,m} exista apenas uma
ocorréncia de o; em ¢ e que ela seja a propria ¢. Neste caso, vemos que ¢ = o;
e y = B;. Da hipétese - o; <> p; para todo i € {1,...,m}, obtemos F ¢ < y.
Vamos provar o resultado por indu¢do no comprimento de ¢. Se ¢ € inicial, entdo
segue do Teorema [T A que toda ocorréncia de uma férmula em ¢ € toda ¢. Se
para algum j € {1,...,m} existe uma ocorréncia de a; em @, entdo segue do
que provamos no inicio da demonstra¢io que F ¢ <> y. Se nenhuma oy, ..., 0,
ocorre em @, entdo @ = , e portanto, - ¢ <> y. Vamos agora seguir para os
casos em que @ ndo € inicial. Suponhamos que o resultado seja valido para toda
féormula y cujo comprimento é menor que o de @.

(1) No primeiro caso, vamos supor que @ é Aaf. Do Teorema IMTI-T°5, sabemos
que toda ocorréncia de uma férmula em ¢ ou é toda ¢ ou é parte de a ou p.
Sabemos que os comprimentos de o e de B sdo menores que o de ¢. Supondo
que a ocorréncia nao seja toda a ¢, usamos a hipétese de indugdo para o ou f e
obtemos F @ <& .

(2) Os demais casos sio demonstrados de maneira analoga ao caso anterior.
Do Principio de Inducdo, obtemos o resultado. 4

Em uma férmula da forma Oy, dizemos que as férmulas y e ¢ sdo o escopo
do conectivo logico binario O. Dizemos que uma férmula ¢ esta na forma normal
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prenex quando nenhum simbolo de quantificador em ¢ ocorre no escopo de um
conectivo l6gico binario. Em outras palavras, a férmula ¢ é da forma

OQuxm -+ Q119 (X1, . .+ s Xm),

onde Qy, ..., Q, sdo quantificadores e Yy (x1,...,x;) € um formula livre de quan-
tificadores na qual todas as variaveis sdo distintas [I0, I3, 07, I8]. Observemos
que as variaveis x1, ..., X, indicadas ndo sdo necessariamente as tinicas variaveis
que ocorrem em ¢. Por outro lado, elas sdo necessariamente as tinicas variaveis
ligadas que ocorrem em ¢, uma vez que ela estd na forma normal prenex. Até
agora, lidamos com regras de formaciao e dedugdo, mas é possivel também es-
tabelecer certas regras de reescrita de formulas. Vamos mostrar como reescrever
uma férmula para obter uma nova férmula em forma normal prenex que é sin-
taticamente equivalente a férmula original. Vamos adotar as seguintes regras de
reescrita chamadas de operagoes prenex:

(1) Substituir ocorréncias da férmula Qxo(x) na féormula ¢ por Q ya(y), desde
que y ndo ocorra em .

(2) Substituir ocorréncias das féormulas AQxa(x)p e VQxa(x)p na féormula ¢ por
Qx Aa(x)peQxVa(x)p, respectivamente, desde que x nao ocorra em f.”

(3) Substituir ocorréncias da formula —Q xa(x)p na formula ¢ por Q *x— a(x)p,
desde que x ndo ocorra em f.

A intuicdo da primeira opera¢ido prenex é a seguinte: podemos mudar os
nomes de variaveis ligadas utilizando novos nomes de variaveis. Verifiquemos que
esta operacdo preserva o sentido das formulas. Suponhamos que a(x) seja uma
formula e que y e z sejam variaveis distintas que ndo ocorrem em o(x). Podemos
formar a(y) = ~a(x). Da Proposi¢ao IILTH, sabemos que existem provas m; e Ty
dos sequentes <a(x) = Iya(y), ﬁ(x(y) e %(x(y),Elx(x(x) = Jxa(x), £a(x). Vale
+ xa(x) < Jya(y). De fato:

T T
La(x) = Fya(y), %(x(y) foc(y) = Fra(x), La(x)
Ip E)
La(x) = Fya(y) foc(y) = dxa(x)
] 3;
Axa(x) = Jya(y) Fya(y) = Ixa(x)

= dxa(x) & Jya(y)

Utilizando um raciocinio analogo, € possivel mostrar que  Vxa(x) < Vya(y). O
seguinte exemplo mostra resultados de equivaléncia sintatica que servirao para de-
monstrar a corretude das operagdes prenex como aplicagdo do Teorema ITLTTT.

“Usando abreviagoes: substituir Q xa(x) A p e Qxa(x) VP por Qx(a(x) Ap) e Qx(a(x)Vp),
respectivamente, desde que x nao ocorra em f.
dyUsando abreviagdes: substituir Q xa(x) —  por Q *x(a(x) — p), desde que x ndo ocorra em f.
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EXEMPLO II1.1.12 (Operagoes Prenex). Apresentaremos neste exemplo casos impor-
tantes de equivaléncia sintatica que motivam a proposi¢ao das operagdes prenex. Tome-
mos as formulas a(x) e p de modo que x nio ocorra em f. Vamos utilizar novas variaveis
auxiliares para demonstrar a corretude do processo descrito pelas operagdes prenex. Su-
ponhamos que y e z sejam variaveis que nao ocorrem em o(x) ou .

(1) Da Proposigao ITTH, sabemos que existem provas m; e ng dos sequentes %a(x) =
Ax(a(x) Vv P), %(x(x), Bep = Ax(a(x)VP), £a(x),p, respectivamente. Obtemos a seguinte
prova de Jxa(x) V p = Ix(a(x) Vv P):

T

b1y
Ya(x) = Fr(ax) v ), La(x), p ;
VD
Za(x) = Ix(a(x) v P), 2 (a(x) vV B) p = Ix(a(x) Vv P), La(x), p
Ip VD
Ta(x) = x(alx) v ) p = Fx(a(x) Vv p), T (alx) Vv P)
EM dp
Axa(x) = Ix(a(x) vV P) ’ f = Ix(a(x) VvV P)
VE
xa(x) v P = Ix(a(x) v P)
(2) Da Proposicao I LHE, sabemos que existem provas m; e my dos sequentes %a(x) =

Axa(x), f—ca(x), B ep = Ixa(x), Za(x), B, respectivamente. Obtemos a seguinte prova de
Ax(a(x) vV P) = Ixa(x) Vv P:

T 9
Za(x) = Ixa(x), 2a(x), p B = Ira(x), Za(x), p
dp Ip
%a(x) = dxa(x), p B = Ixa(x), P
Vp —  Vp
Za(x) = Ixa(x) v p B = Ixa(x) VP
VE
%(oc(x) VB) = xa(x) VP
=
Ax(a(x) V P) = Ixa(x) VP
(3) Da Proposigao I8, sabemos que existem provas m; e mg dos sequentes %(x(x), =

Ax(a(x) A B), %(x(x) e %(x(x),ﬁ = 3x(a(x) A ), B, respectivamente. Obtemos a seguinte
prova de Jx(a(x) A B) = Ixa(x) A B:
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st L)

Fa(x), p= Ir(a(x) AP), alx)  Fax),p = Ix(ax) Ap),p

AD
Fo(x), p = Fx(a(x) A B), 3 (a(x) A B)

E)))
2a(x), p = Ax(ax) A P)

3
Axa(x), p = Ix(a(x) A P)

AE
Axa(x) A B = Ix(a(x) AP)
(4) Da Proposicgao ITITH, sabemos que existem provas nj e my dos sequentes %(x(x), =

Axa(x), f—c(x(x) e %oc(x),ﬁ = P, respectivamente. Obtemos a seguinte prova de Jx(a(x) A
f) = Ixa(x) A P:

1

L)
Ya(x), p = Ira(x), Lalx)
dp :
Za(x), p = Ixa(x) Za(x),p=p
AD
Za(x), p = Ixa(x) A p
AE
%((x(x) AB) = Txalx) AP
3
Ax(a(x) A B) = Txa(x) AP
(5) Da Proposicao ITTH, sabemos que existem provas m; e my dos sequentes %(x(x),

Vxa(x) = %O((x),ﬁ ep = %(x(x),ﬁ, respectivamente. Obtemos a seguinte prova de
Vxa(x) V p = Vx(a(x) Vv p):

Lt

1)
Ta(x), xa(x) = Fa(x), p

Vg :
Vxa(x) = Za(x), B p= Ta(x),p

VE
Vxa(x) v p = Za(x),p

VD
Vxa(x) v B = Z(alx) v p)

D

Vxa(x) vV B = Vx(a(x) vV B)
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(6) Da Proposi¢ao IITH, sabemos que existem provas m; e mg dos sequentes %(x(x),
Vx(a(x) v p) = %(x(x),ﬁ e B, Vx(a(x) vV p) = %(x(x), f, respectivamente. Obtemos a
seguinte prova de Vx(a(x) V f) = Vxa(x) v B:

T o

Fo(), Vx(a() v p) = fa(x),p B, Vx(a(x) Vp) = fax),p

VE
T (a(x) v ), Vx(a(x) v B) = Fa(x), p
VE
Vx(a(x) v B) = ta(x),p
YD
Vx(a(x) vV B) = Vxa(x), p
VD
Vx(a(x) V ) = Vxa(x) vV p
(7) Da Proposi¢ao I TH, sabemos que existem provas m; e mg dos sequentes %(x(x),

Vxa(x),p = %(x(x) e %(x(x),\fx(x(x),ﬁ = f, respectivamente. Obtemos a seguinte prova
de Vxa(x) A p = Vx(a(x) A B):

1 T2

Za(x), Vxa(x), p = Talx)  Ta(x),Vxa(x),p = p

AD

Za(x), Vxa(x), p = = (a(x) A P)

VE
Vxa(x), p = 1 (a(x) AB)

AE
Vxa(x) A p = )y—(((x(x) A B)

YD
Vxa(x) A B = Vx(a(x) A B)

(8) Da Proposigao ITITH, sabemos que existem provas m; e mg dos sequentes %(x(x), B,

Vx(a(x)AB) = )y—c(x(x) e Za(x), p, Vx(a(x) AB) = B, respectivamente. Obtemos a seguinte
prova de Vx(a(x) A f) = Vxa(x) A Bt
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T

T
%(x(x), B,Vx(a(x) AB) = %(x(x) '
AE .
%((x(x) AB),Vx(a(x) A B) = %oc(x) Za(x), B, Vx(a(x) AB) = B
VE AE
Vr(a(x) A B) = La() 2 (a(a) A B, Va(a(x) A B) = B
vy VE
Vx(a(x) A B) = Vxa(x) Vx(a(x) AB) = P
AD
Vx(a(x) A B) = Vxa(x) AP
I

COROLARIO III1.1.13. Dada uma férmula ¢, existe uma férmula y na forma
normal prenex tal que ¢ < y.

A possibilidade de reescrever toda formula de Ly em forma normal prenex fa-
cilitara a analise semantica das propriedades de Lj e o estudo de compatibilidade
de arvores na Secao IML5.

II1.2 CORRETUDE E MODELOS

Até este ponto, focamos apenas nos aspectos sintaticos da linguagem L;. Nosso
foco agora sera descrever os aspectos basicos de sua seméntica. Vamos apresentar
uma semantica baseada no que foi feito por D. van Dalen [20] e J. Shoenfield [T7].
Neste contexto, lidaremos com regras de interpretacdo da linguagem por estru-
turas de acordo com a semdantica de Tarski. O Teorema I3 apresenta a cor-
retude do sistema de deducdo apresentado nas sec¢des anteriores. Finalizaremos
esta secao com a apresentacido da Teoria de Matroides na linguagem monadica
de segunda ordem discutida, além de alguns resultados modelo-tedricos.

Uma estrutura para uma linguagem monadica de segunda ordem Lj é um par
M = (E(M),J(M)), no qual E(M) e J(M) sdo conjuntos finitos e ndo-vazios com
IJM) c 2F™M)_ Cada constante ¢ é interpretada como um subconjunto de E(M).
Para cada X € E(M), tomemos um novo simbolo constante cxy chamado de nome
de X de modo que nomes distintos correspondam a conjuntos distintos. Denote-
mos por L = [[7(M] a extensdo obtida de L pela adi¢ao dos nomes dos elementos
de 2EM™) 305 seus simbolos de constantes e por Snt(L]) e Cst(L]) os seus conjun-
tos de sentencas e de constantes, respectivamente. Uma avalia¢ido de sentencas
M[-] induzida por uma interpretagao® de constantes =¥ ¢ uma funcio definida

®Vale observar aqui que esta semantica é diferente da semantica de linguagens de primeira ordem.
Em uma linguagem de primeira ordem, interpretamos as constantes em uma estrutura como indi-
viduos (i.e. elementos do conjunto subjacente da estrutura). Ja na linguagem objeto estudada nesta
dissertagao, nosso interesse é sobre conjuntos de individuos (i.e. elementos do conjunto das partes do
conjunto subjacente da estrutura). Mais ainda, temos uma semantica plena para a linguagem objeto
desta dissertacdo, i.e. ndo nos restrigimos a um subconjunto préprio do conjunto das partes para in-
terpretar constantes ou descrever as interpretagdes dos quantificadores. Vide D. van Dalen [20] para
mais detalhes sobre estas distingoes.
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recursivamente da seguinte maneira:

M[-] : Snt(L) — {0,1} M. Cst(L) — 2FM)
¢ — M[o] c —cM
cx — X

(1) Primeiro, definimos as avaliacdes para sentencas iniciais da linguagem L:

(1.1) M[L] =0.

(1.2) M[Sngc] =1 sse [M]=1.
(1.3) M[Indc] =1 sse M € J(M).
(1.4) M[C ck] =1 sse M C kM.

(2) Uma vez definidas as avaliacdes para as sentencas iniciais da linguagem L,
definimos as avaliacdes das sentencas da linguagem L recursivamente:

(2.1) M[Aaf] = min{ M[a], M[B] }.

(2.2) M[Vap] = max{ M[a], M[p] }.

(2.3) M[—af] =max{1-M[a], M[B] }.

(2.4) M[Fx@(x)] = max{ M[ZLo(x)] : XS EM) }.
(2.5) M[Vx@(x)] = min{ M[Z¢(x)] : X S E(M) }.

Dizemos que uma sentenca ¢ de L é verdadeird® e escrevemos M E ¢ sse
M[¢] = 1. Neste caso, dizemos também que M é um modelo para ¢. Dizemos
que uma sentenca ¢ de Lj é vdlida e escrevemos = @ sse @ é verdadeira em to-
das as estruturas. A seguinte proposi¢ao segue diretamente das regras descritas
anteriormente:

PROPOSICAO II1.2.1. Dada uma estrutura M para Lj, tomemos L = Li(M).
Para todas sentencas a, f, Ix@(x) e YVx@(x) de L, temos:

1 MEaApsseMEaeM [E .
2 MEavpsseMEaouM E B.
3 MEFa—psse MJEaouM EB.

(4) M [ Jx@(x) sse para pelo menos um X C E(M) vale M | ¢(cx). Isto
permite reduzir a quantificacdo existencial no contexto de estruturas finitas a uma
disjuncdo finita, i.e. M | x@(x) sse

cx
ME \/ o).
XCE(M)
(5) M [ Vx@(x) sse para todo X € E(M) vale M | ¢(cx). Isto permite reduzir a
quantificacdo universal no contexto de estruturas finitas a uma conjuncéo finita,
ie. M E Vx@(x) sse
X
ME A\ Zow).
XCcE(M)

fA nocio de verdade definida aqui é formal: poderiamos ter definido “¢ é feliz em M”, “p € boa
em M” ou mesmo “@ é verde em M” no lugar de “¢ é verdadeira em M” e seguido com o estudo
sistematico dos resultados sem problemas.
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EXEMPLO III.2.2 (Expressividade). A linguagem Lj é capaz de expressar certos concei-
tos importantes. Tomemos uma estrutura M, definamos U = 2EM) e formemos a linguagem
L =L;(M). A linguagem L expressa uma relacdo R € U™ sse existe uma formula ¢ de Ly
cujas variaveis livres sdo exatamente 77, .. ., Z;; tal que para todo (Xy,...,X;,) € U™ vale
(X1,...,Xm) € Rsse M |p Spm

. 2z, ® Vamos apresentar a seguir certas formulas que
expressam certos conceitos.

(1) Podemos expressar em Lj a igualdade de conjuntos utilizando o simbolo C. Vamos
introduzir o simbolo = para indicar esta igualdade linguistica e para diferencia-la do
simbolo de igualdade = que usamos na metalinguagem. A férmula de Lj que expressa
igualdade de conjuntos é (x C y) A (y C x) e a abreviamos por x = y. Verifiquemos que
x = y realmente internaliza a noc¢ao de igualdade de conjuntos na linguagem Lj. Dados
uma estrutura M e conjuntos X, Y C E(M), sabemos que X =Y sse XCYeY C X. Isto é
equivalente a M | (cx C cy) A(cy E ¢x). Vemos entdo que X =Y em M sse M | cx = cy.

(2) Podemos expressar em L1 a no¢ao de conjunto independente C-maximal pela formula
(Indz) A Vx((Indx) A ((z E x) = (x C 2))) que abreviamos por BaseZ. Dado X € E(M),
temos X € J(M) maximal sse para todo Y C E(M) se Y €e JM) e X C Y, entdio Y C X.
Disto, vemos que X C E(M) é independente C-maximal sse M [ Indcx e para todo
YCEM)seM [EIndcy e M |E cx C cy, entdo M |= ¢y E cx. Isto é equivalente a
M E (Indcx) A Vx((Indx) A ((cx E x) = (x € ¢x))). Vemos entdo que X € J(M) €
C-maximal sse M |= Base cx.

(3) Podemos expressar em L1 a no¢dao de que um conjunto é a unido de um numero finito
fixado de conjuntos pela formula

Vx((Sngx) = ((x C zp41) © (x C21) V-V (x E z4)))),

que abreviamos por Uniy, 21 - - - ZnZn+1. Dado X € E(M), suponhamos que X = X; U- - -UX,,.
DadoY C E(M) com |[Y| =1, temos Y C X sse existei € {1,...,n} tal que Y C X;. Vemos
entdo que X = X7 U---UXpy sse M |= Uni, cx, -+ cx,cX-

(4) Dualizando o item anterior, podemos expressar em L1 a no¢ao de que um conjunto é
a interse¢ao de um numero finito de conjuntos pela formula

Vx((Sngx) = ((x C zp41) & (K Ez1) A=+ A (X C zn))))s
que abreviamos por Inf, 21 - -Z;Zn+1. A demonstracio deste fato é analoga a do item
anterior.
(5) Podemos expressar em Lj a no¢ao de que um conjunto é a diferenca de outros dois
conjuntos pela formula

Vx((Sngx) — ((x C 2) & ((x C z1) A (x C 29)))),

que abreviamos por Dif z1z93. Dado X € E(M), suponhamos que Z = X — Y. Dado A C
E(M) com |A| =1, temos A C Zsse A C Xe A ¢ Y. Vemos entdo que Z = X - Y sse
M E Dif cxcyey.

(6) Podemos expressar em Ly a noc¢ao de hereditariedade de conjuntos independentes pela
formula (Indy) A ((x E y) — (Indx)), que abreviamos por Herxy.

(7) Podemos expressar em Lj a propriedade de troca pela formula

((Base z1) A (Ind zg) A (= Basezg)) —
Ix3y((Sngx) A (x E z1) A (—x T z9) A (Unig z9xy) A (Indy)),

que abreviamos por [Excxy. Al
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Até agora, lidamos com interpretacdes de sentencas e desejamos, a partir deste
ponto, lidar com interpretacdes de sequentes. Um desafio que enfrentamos para
alcancar este objetivo é o de definir interpretacoes para formulas e faremos isso
como segue. Dados I" e A multiconjuntos finitos de fé6rmulas de Ly, denotemos por
Par(I', A) a unido dos conjuntos de variaveis livres de cada formula y de Ly em I
e A. Uma atribui¢do de T' e A em uma estrutura M é uma funcio 7 : Par(T',A) —
2FM) | Definimos I'* e AT multiconjuntos de sentencas de L = Ly(M) obtidas
da substituicdo das variaveis livres nas formulas de I" e A pelos nomes das suas
imagens segundo a atribui¢do t. Se I' e A consistem apenas de sentencas, entdo
I'" =T e A" = A. Lembremos da interpretagao intuitiva de sequentes apresentada
na Secdo IMCT: um sequente da forma oy, ..., o = Pi1,. .., B, significa “se ag A
<+« A Oy, entdo Py V --- V B,”. Seguindo esta motivagio, escrevemos AI'* para
denotar a conjuncdo de todas as sentencas de I'" e escrevemos VA® para denotar
a disjuncdo de todas as sentengas de A". Convencionamos AI'* = T se I' é vazio
e VAT = 1 se A é vazio. As sentencas AI'" e VA" sdo bem-definidas, uma vez que
os multiconjuntos sao finitos. Além disso, estao bem-definidas as avaliacoes

M[AT"] = min{M[¢*] : @ €T}
M[VA"] = max{M[@"] : ¢ € A}

quando existem férmulas em I" e A. Observemos que a escolha de minimos e maxi-
mos nessa defini¢do é compativel com a semantica apresentada para os conectivos
de conjuncdo e disjuncdo: basta que uma sentenca seja falsa em uma conjuncao
para que a conjungao seja falsa e basta que uma sentenca seja verdadeira em uma
disjuncao para que a disjuncao seja verdadeira. Dizemos que um sequente I' = A
é vdlido sse para toda estrutura M e toda atribuicdo 7t : Par(I',A) — 2EM) yale
M[AI'*] < M[VAT]. Caso contrario, dizemos que o sequente é invdlido. Obser-
vemos que isso é compativel com a interpretacio intuitiva de sequentes quando
analisamos a semantica apresentada para o conectivo de implicacdo: uma condi-
cional a — p é verdadeira sempre que seu antecedente a é falso ou seu sucedente
B é verdadeiro. O Teorema® I3 a seguir é uma adaptacdo para a presente
linguagem do Teorema 3.3.5 feito por J. von Plato e S. Negri [[3].

TEOREMA II1.2.3 (Corregao). Se existe uma provade ' = A, entdao I’ = A é
valido.

Demonstracdo. A demonstracao é feita por indu¢ao no nimero de regras utilizadas
na prova de I' = A. 4

O Teorema [M2-3 é importante, pois ele evidencia que o sistema de deducao
apresentado tem utilidade: se existe uma prova que certifica um resultado, en-
tao este resultado é valido. O seguinte corolario (bem natural) mostra que todo
teorema € valido:

COROLARIO II1.2.4. Dada uma sentenca ¢ de Ly, se F ¢, entio = ¢. Em
particular, a sentenca L niao é um teorema.

Demonstragdo. Se + @, entdo para todas M e t : Par(A) — 2EM) vale M[T] <
M[¢], e portanto, M[@] = 1. Em particular, vemos que L ndo é um teorema.

8Seguindo a distingdo entre linguagem objeto e metalinguagem, o resultado chamado de Teorema
273 é um metateorema, uma vez que ele é um teorema sobre teoremas.
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EXEMPLO III.2.5 (Motivagao das Restricoes em Regras). Algumas regras de deducdo
e reescrita apresentam restri¢des que sdo compativeis com a definicio de verdade para
sentencas. Vejamos alguns exemplos:

(1) Uma sentenca da forma 3x@(x) — Vx@(x) ndo é um teorema. De fato, tomemos M tal
que E(M) = {0} e J(M) = { @ }. Neste caso, vemos que M |= IxIndx e M = Vx Ind x. Isso
mostra a importancia da restricao feita na regra 3. Portanto, uma regra 3y que permita

a construcao de arvores da forma

L) = o)

=

Axp(x) = Z(x) nao é uma prova

YD
Axp(x) = Yxp(x)

—D

= Jxp(x) = Vxp(x)

nao é compativel com a nog¢ao semantica apresentada. Raciocinio analogo para a restrigao
da regra V7.

(2) Uma sentenca da forma Vx(y(x) V ¢(x)) = (Vxy(x) V Vxd(x)) ndo é um teorema. De
fato, tomemos M tal que E(M) = {0,1} e IM) = oE(M) _ {{0}}. Nesse caso vemos que
M E Vx(Indx vV Sngx) e M £ VxIndx V Vx Sngx. Isso mostra a importancia da restri¢ao
feita nas operacOes prenex. Al

Suponhamos que T seja um conjunto cujos elementos sdo todos sentencas de
L;. Dizemos que uma sentenca ¢ de L; é um teorema de T e escrevemos [I'F @
quando existem um multiconjunto finito I de sentencas de T e uma prova do
sequente I' = ¢. Dizemos que T é uma t¢oria quando, para toda sentenga ¢ de
L1, a condi¢do T + ¢ é suficiente para que @ pertenca ao conjunto T. Dizemos
que uma teoria T é finitamente axiomatizdvel quando existe um conjunto finito U
de sentencas de Ly tais que toda sentenca de T é um teorema de U. Neste caso,
dizemos também que as sentencas de U sdo axiomas da teoria T ou que T é o fecho
por consequéncias logicas de U. Dada uma estrutura M para a linguagem Lj e um
conjunto de sentencas T, escrevemos M [E 1| para indicar que M |= ¢ para toda
sentenca @ de T. Neste caso, dizemos também que M é um modelo de T. Dizemos
que T acarreta uma sentenca ¢ e escrevemos [I' = @ quando todo modelo de T é
um modelo de @.

COROLARIO III.2.6. Dados uma sentenga ¢ e um subconjunto T de sentencas
de L, se T+ @, entdo T = ¢.

Demonstragdo. Se T + @, entdo existem um multiconjunto finito I" de sentencas de
T e uma prova do sequente I' = ¢. Do Teorema [MT273, vemos que para toda
M vale M[AI'] < M[@]. Se M é tal que M = T, entdo M[AI'] = 1, e portanto,
M[¢] = 1. Concluimos assim que T = ¢. 4

Uma teoria T é inconsistente quando L € T. Uma teoria que nao ¢ inconsistente
é chamada de teoria consistente. Estamos interessados em teorias consistentes. Fe-
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lizmente o Teorema ITI2-3 fornece condigdes suficientes” para que uma teoria seja
consistente e este é o resultado do seguinte corolario.

COROLARIO II1.2.7. Dado um subconjunto T de sentencas de Ly, se T tem
um modelo, entdo T é consistente.

Demonstragdo. A prova € indireta e é feita por meio da contrapositiva. Se L € T,
entdo segue do Corolario 26 que T = L. Como M[L] = 0 para toda estrutura
M, vemos que T ndao tem modelo. |

A teoria de matroides na linguagem Lj é o fecho por consequéncias logicas
do conjunto [I7 cujos elementos sdo as sentencas

dx Ind x
VxVy Her xy
VxVy Excxy

obtidas das formulas apresentadas no Exemplo "2, Uma matroide é um mo-
delo de Ty e a classe destes modelos sera denotada por Mod('I7). Dizemos que
M, N € Mod(Ty) sdo elementarmente equivalentes e escrevemos M =N quando
para toda sentenca ¢ de Ly, vale M[@] = N[¢]. Observemos que se M = N, entdo
M = N. Escrevamos Ty + ¢ para indicar o conjunto de axiomas obtidos de Ty
pela adicdo da sentenca ¢ e denotemos por Mod(Tt + @) a classe dos modelos
M e Mod(Ty) tais que M = ¢. Como as estruturas estudadas sdo finitas, obtemos
o resultado da Proposi¢ao 28 de maneira bem natural como é feito por L.
Libkin no Lema 3.4 [I0] para outros tipos de estruturas finitas.

PROPOSICAO II1.2.8. Dada M € Mod(T}), existe uma sentenca 0Oy de L tal
que para toda N € Mod(Ty) vale M = N sse N € Mod (Tt + 0y).

A Proposicdo IMI28 mostra que a teoria de matroides isomorfas & uma ma-
troide fixa é axiomatizavel, o que evidencia que a no¢do de equivaléncia elemen-
tar ndo é interessante para resolver problemas de indefinibilidade neste contexto
monadico de segunda ordem. Por outro lado, a existéncia da sentenca Oy que
caracteriza a matroide M (a menos de isomorfismo) motiva a seguinte pergunta:
é possivel fornecer condi¢bes semanticas necessarias e suficientes para concluir
que uma matroide é isomorfa a um menor de outra? A resposta é positiva, como
mostra a Proposi¢ao 24, que é uma adaptacdo para a presente linguagem do
Lema 5.1 provado por P. Hlinény [H].

PROPOSIQAO II1.2.9. Dada N € Mod(T}), existe uma sentenca pyx de L tal
que para toda M € Mod(Ty) vale N < M sse M |= pn.

Demonstragdo. Suponhamos que N < M. Neste caso, existem X, Y € E(M) disjun-
tos tais que N = M\ X /Y. Se Y; € uma base de M | Y e X; € uma base de M* | X,
entdo segue do Teorema 3710 que

M\X/Y=M\[X3U(Y-Y)]/[Y1UX-Xy)]

hAs pessoas familiarizadas com légicas podem se perguntar: o sistema de dedugdo apresentado
é completo? A resposta é negativa, uma vez que o Teorema da Compacidade falha neste contexto:
lidamos apenas com estruturas finitas para interpretar a linguagem objeto (vide L. Libkin [I0]).
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com X3 U(Y-Y1) € I(M*) e Y7U(X—-X;) € I(M). Escrevendo I = X; U (Y -Y1)
el =Y; U (X-Xj), obtemos um isomorfismo ¢ : E(N) — E(M\I* /I) de N em
M\I*/I. Da Proposi¢ao 311, sabemos que um conjunto D; C E(N) é dependente
em M\ I" /I sse existe Dy € E(M) dependente em M tal que Dy — ¢(D;) C L
Como N é finita, podemos supor que |E(N)| = m. Tomemos k = 2" e enumeremos
os nomes dos elementos de 25 na forma ¢y, . .., ck. Para cada ¢,, definamos a
férmula:

Wi (cn,x) = 3x,Yyn (- Ind x, A Sngyn A(=Yn EXy Vyn EXVy, Ccp)).

Nas férmulas yi(c1,x), ..., Wk(ck,x) a variavel livre x desempenha o papel do
conjunto I € E(M) que é contraido em M. Dado ¢t € {0,1}, definamos N; o
conjunto dos n € N com 1 < n < k tais que N[Ind c¢,] = . Por fim, basta definir:

A Wi (Zn, 2k41) A

neNy

/\ Y (Zns Zk+1)) . -

neNy

pN = Jz1 -+ - FzxFzx4

II1.3 INDEFINIBILIDADE: PRIMEIRA PARTE

Apresentaremos nesta e nas demais se¢des seguintes os resultados l6gicos prin-
cipais deste trabalho. Serdo apresentados primeiro os resultados sobre indefinibili-
dade da representabilidade linear que decorrem do Teorema ITL37. As referéncias
principais desta se¢do sdo J. Oxley [[h] e D. Mayhew, M. Newman e G. Whittle
[,

Uma classe K € Mod(Tr) € definivel quando existe um conjunto finito U de
sentencas de Lj tal que M |= U sse M € K. Quando K € definivel e U € o conjunto
de sentengas que a define, escrevemos K = Mod (17 + U).

EXEMPLO II1.3.1 (Definibilidade).

(1) Uma matroide U € Mod(Ty) é uniforme sse todo conjunto dependente de U contém
uma base de U. Isto mostra que a classe das matroides uniformes é Mod(Ty + v), onde

v =VxJy(—Indx — Basey A y C x).

(2) Suponhamos que S seja um conjunto finito de matroides. Segue da Proposigao IMI29
que existe a conjun¢io ¢g € Snt(Ly) das sentencas —uy para cada N € S. Isto permite defi-
nir a classe Mod(T1+@g) das matroides que nao possuem menores isomorfos as matroides
do conjunto S. Isto mostra que se a Conjectura de Rota' for verdadeira, ento a classe das
matroides linearmente representaveis sobre um corpo finito fixo é definivel [ILZ]. Al

Um tipo interessante de problemas é o seguinte: dada uma propriedade P
pertinente as matroides é possivel obter um conjunto finito de sentencas de L
que define a classe das matroides que possuem a propriedade P? Em particular,
estudaremos o Problema IMT39. A Proposi¢ao 28 elimina toda esperanca de

{Uma matroide que é uma obstru¢io minimal para a representabilidade linear sobre um corpo é
chamada de menor excluido para tal representabilidade. A Conjectura de Rota ¢ a seguinte: o nimero
de menores excluidos da representabilidade linear sobre um corpo de g elementos é finito. Vide G.
Gordon e J. McNulty [8] para uma discussao mais detalhada sobre esta conjectura.
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utilizar a nogdo de equivaléncia elementar de modelos para resolver o problema
apresentado. Por outro lado, podemos procurar por alguma restricdo natural de
tal nocao de equivaléncia exigindo algum tipo de modifica¢do sobre as sentencas
e estruturas analisadas.

PROBLEMA II1.3.2. A classe das matroides linearmente representaveis é defi-
nivel?

Suponhamos que M e N sejam matroides tais que E(M) N E(N) = @. A soma
direta de M e N ¢é a matroide M@& N sobre E(M) U E(N) tal que I € (M @ N) sse
INEM) € J(M) e INE(N) € J(N). Observemos que

rveN(X) = ru(X N EM)) +rx (XN E(N))

para todo X € E(M) U E(N). Dadas M, N, U € Mod(T;), dizemos que U é
compativel com (M, N) quando E(U) N [E(M) U E(N)] = @. Suponhamos que m
seja um numero natural positivo. Um m-certificado para (M, N) é um par (U, ¢) €
Mod(Ty) % Snt(L;) no qual @ é uma sentenca de Lj com exatamente m variaveis
e U é uma matroide compativel com (M, N) tal que

UeMe]+UeN)[e] =1

Isso permite definir em Mod(Ty) uma rela¢do diadica pondo M #,,, N sse existe
um m-certificado para (M, N). A seguinte proposicao mostra que a relacdo #,, é
uma relagdo de apartness.

PROPOSICAO II1.3.3. A relagio #,, é uma relagao de apartness em Mod(Ty).

Demonstragdo. Vamos provar que a relacio #,, satisfaz o seguinte: se M#,,N, entao
M #,, L ou N #,, L. Suponhamos que M #,, N. Neste caso, existe um m-certificado
(U, @) para (M,N). Disto, vemos que (U ® M)[¢] + (U N)[¢] = 1. Dada L
em Mod(Ty), se ndo existe um m-certificado para (L,M), entdo (U & L)[¢] =
(UeM)[@], e assim, (U, @) é um m-certificado para (L, N). De maneira analoga,
se nio existe um m-certificado para (L,N), entdo (U @ L)[¢] = (U @ N)[¢],
e assim, (U, @) é um m-certificado para (L, M). Isto mostra que existe um m-
certificado para (L, M) ou existe um m-certificado para (L, N), e portanto, M#,, L
ou N #,, L. As demais propriedades de #,, sdo de verificacdo rotineira. 4

O complemento de uma relacdo de apartness é uma relagao de equivaléncia e a
verificacdo disto é relativamente simples (vide A. S. Troelstra e H. Schwichtenberg
[T9]). Dizemos que M e N sao m-equivalentes e escrevemos M =,, N quando nao
é o caso que M #,, N. Em outras palavras, M e N sdo m-equivalentes quando
U®M e U® N nio podem ser distinguidas por sentencas de L; com exatamente
m variaveis, qualquer que seja a matroide U compativel com (M, N). Neste caso,
se (U, @) € Mod(Ty) x Snt(L) é um par no qual ¢ é uma sentenca de Lj com
exatamente m variaveis e U é uma matroide compativel com (M, N), entdo

(UeM)[e] = (U N)[o].

A relacdo de m-equivaléncia utiliza a no¢ao de verdade de sentencas em sua
defini¢ao. Isto motiva a busca por alguma forma de relacionar a verdade de

JUma relacio diadica # é uma relacio de apartness sse satisfaz (i) ndo é o caso que a # a, (ii) se
a#b,entdo b #a e (iii) se a # b, entdo a # c ou b # c. Vide A. S. Troelstra e H. Schwichtenberg [I[Y]
para uma discussao mais detalhada deste tipo de relagao.
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uma sentenca de m variaveis com algum tipo de objeto que contenha as infor-
macoes locais relevantes e necessarias sobre a matroide analisada. Escrevamos
¥ = {0,1,2}. Para cada ntimero natural positivo m, um m-registro é uma fun-

cioR: {1,...,m+2}x{1,...,m} — X tal que a imagem direta de elemen-
tosde {1,...,m} x{1,....,m} é ou 0 oul e a imagem direta de elementos de
{m+2}x{1,...,m} é ou0oul ou2. Podemos representar um m-registro utili-

zando um quadro como mostra a Figura M3, no qual rotulamos as colunas e
linhas de acordo com o que mostra a mesma figura. O ntimero maximo possivel
de m-registros & 2"*1) . 3™ Suponhamos que @ seja uma formula de L livre de
quantificadores e cujas variaveis sejam x1, ..., X,;. Dados dois m-registros R e S,
definimos a relacdo R'= S (comp @) de @-compatibilidade de m-registros recursiva-
mente da seguinte forma:

(1) R#S (compl)

(2) R=S (compIndx,) sse R(m+1,n)-S(m+1,n) =1.

(3) R=S (compSngx,) sse Rim+2,n)+S(m+2,n) =1,ondene{1,...,m}.
(4) R=S (compx; C x;) sse R(i,j) - S(i,j) =1, onde i, j € {1,...,m}.

(5) R=S (compa Af)sse R=S (compa) e R=S (comp p).

(6) R=S (compaV f) sse R=S (compa) ouR=S (comp f).

(7) R=S (compa — P) sse R#S (compa) ouR=S (comp p).

A nocao de registro apresentada é muito geral e isso motiva a busca por
uma definicdo de algum tipo de registro que lide com alguma escolha particu-
lar de matroide e de conjuntos desta matroide. Uma matroide empilhada é uma
lista (M, Xq,...,X;,), na qual M € Mod(Ty) e Xy, ..., X;, € E(M). Podemos
construir m-registros associados a uma matroide empilhada (M, Xj, ..., X,,) que
codificam as informacdes basicas relevantes para a linguagem Lj sobre os con-
juntos Xj, ..., X,,. Para cada matroide empilhada (M, Xy, ...,X,,), definamos o
m-registro [M, X7, ..., X,,,]| recursivamente da seguinte maneira:

(1) Parai,j € {1,...,m}, definimos [M, Xy, ...,X,,]J(i,j) =1 sse X; C X;.

(2) Paran € {1,...,m}, definimos [M, Xy, ..., X, J(m+1,n) =1 sse X, € I(M).
(3) Paran e {1,...,m}, definimos:

(3.1) [M,Xy,....,Xu](m+2,n) =0sse X, =0.

(3.2) [M,X1,...,Xpn](m+2,n) =1sse |X,|=1.
(3.3) [M,Xq,...,Xp](m+2,n) =2ssel < |X,|

Utilizando a nog¢do de compatibilidade de m-registros e os m-registros cons-
truidos usando matroides empilhadas é possivel alcancar o objetivo de relacionar
satisfabilidade de instancias de férmulas com compatibilidade de registros, pelo
menos para férmulas livres de quantificadores neste primeiro momento. Este é o
contetido do lema a seguir:
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X1 X9 e Xm

o | Mo MY e [M-Jdm)
Xm M, =] (m,1) M, =] (m,2) e M, =] (m, m)

Ind | [M,-](m+1,1) [M,-]J(m+1,2) --- [M,-](m+1,m)
Sng | [M,-](m+2,1) [M,-](m+2,2) --- [M,=](m+2,m)

Figura II1.3.1: A figura ilustra um m-registro genérico associado a uma matroide empilhada.

LEMA II1.3.4. [I2, Afirmac¢do 3.1.1] Suponhamos que ¢ seja uma férmula de
Ly livre de quantificadores e cujas variaveis sejam xi, ..., X,;,. Tomemos M, N €
Mod(Ty) tais que E(M) NE(N) = @ e tomemos também Xj, ..., X,, C E(M) e Yy,

. Y, C E(N). Para cada i € {1,...,m }, denotemos por c¢; o nome de X; UY;
em Li(M @ N). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

) M X1, Xpn] = [N Y1, .., Y] (comp ).
(2) MON [ Sy,

Demonstragdo. Escrevamos R = [M,Xy,...,X;u] e S =[N, Y1,..., Y] Primeiro,
vamos mostrar que o resultado € valido para férmulas atémicas:

(1) Temos M®N | == ;’" Indx, sse M&N E Indc, sse X,UY, € I(M&N) sse

.....

X,J(M) e Y,I(N) sse R(m+1 n)=1eS(m+1,n) =1sse R(m+1,n)-S(m+1,n) =1
sse R =S (comp Indx,).

(2) Temos M@ N | L= Sngy, sse M@ N | Sngc, sse [X, UY,| =1 sse

.....

1 X+ X5 |—1sseR(m+1 n)+S(m+1 n) =1sse R =S (comp Sngx,).

(3) Temos M& N |— """ C’"xl Cx;sse MON ESngc; CcjsseX;UY; CX;UY;

,,,,,

sse X; S XjeY; CY sseR(z J)-S(@i,j)=1sse R=S (compux; C x;).

Dada uma férmula ¢ de Ly livre de quantificadores, suponhamos que o resul-
tado seja valido para toda férmula de L; com comprimento menor que o de ¢
e livre de quantificadores. A seguir, analisaremos os casos em que ¢ é da forma
adp e usar a hipétese de indugdo. Vamos omitir a expressao - —‘”‘

4) MeNEaAp sse MoNEFae

MoN Ep
sse R=S (compa)e
R =S (comp p)

sse R =S (compaAap).
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5) MeNEFavp sse M&NEoou

MoN E p
sse R =S (compa) ou
R=S (comp p)

sse R=S (compaV ).

6) MeNEFa—p sse ModNIEoou
MeoN E B
sse R #S (compa) ou
R =S (compp)
sse R =S (compa— p).

O resultado segue do Principio de Inducdo. 4

Agora, vamos seguir com o estudo sistematico para estender a no¢ao de com-
patibilidade para sentencas. Neste caso, vamos ter que dar conta de explicar como
funciona a compatibilidade quando ocorrem quantificadores em uma férmula.
Para isto, vamos apresentar uma nocao de arvore e o Corolario I T-T3 desempe-
nhara um papel muito importante em nossas analises. Uma 0-drvore € um registro
e para cada m € N, uma (m+1)-drvore é um conjunto nio-vazio de m-arvores. Sabe-
mos que o nimero de 0-arvores é no maximo 2"("*1).3™ Definamos 6, : N — N
pondo c,,(0) = gm(m+l) .3m o 5 (n+1) = 2°»()  Em virtude da Proposicao M35,
vemos que o numero de m-arvores € no maximo o nimero 6,,(m). O resultado
desta proposi¢do pode ser provado por indugéo.

PROPOSICAO II1.3.5. O nimero de m-arvores é no maximo o, (m)~.

Em virtude do Corolario III'TT3 e do Corolario 24, podemos definir a
compatibilidade de arvores para o caso em que as férmulas estio em forma normal
prenex. Dada uma férmula ¢ de Lj em forma normal prenex com m variaveis livres
X1, - .., X,y € n variaveis ligadas x,41, . . ., Xm+n € duas n-arvores T,, e T, definimos
a relacao T,, = T}, (comp @) de @-compatibilidade de n-drvores recursivamente da
seguinte forma:

(1) Suponhamos que n = 0. Neste caso, temos dois registros e a @-compatibilidade
de registros ja foi definida.

(2) Dado k € {0,...,n—1}, suponhamos que para toda formula y de L; em forma
normal prenex com ntimero de variaveis ligadas s < k a y-compatibilidade de s-
arvores esteja definida. Dada uma férmula ¢ de Ly em forma normal prenex com
m variaveis livres x1, . . ., x,,, € k+1 variaveis ligadas x,;41, . . ., Xm+k+1, Suponhamos
que

¢ = Qri1Xmiks1 - QXma1 W,

de modo que  seja livre de quantificadores. Definamos

o = Qtmek  Qutms1 V.

Tomemos (k +1)-arvores T4y e T}, quaisquer. Temos dois casos para analisar:

kA nocio de m-equivaléncia diz respeito a inexisténcia de certos tipos de testemunhas que sio
compostas por sentengas com m variaveis. Usando esta motivagao, podemos identificar este m na
expressdo “m-arvore” na proposi¢do com o numero de variaveis da sentenca candidata a sentenca de
uma testemunha.
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(1) O primeiro caso € Q41 = 3. Definimos Tyy1 = T},; (comp @) sse existem
Ty € Trs1 e T € T}, tais que Ty =T} (comp a).
(2) O segundo caso é Qg1 = V. Definimos Ty41 =T, ,; (comp @) sse para todas

Ty € Tis1 € T} € T}, temos Ty =T (comp a).

A nocdo de arvore apresentada é muito geral e isso motiva a busca por uma
definicao de algum tipo de arvore que lide com alguma escolha particular de ma-
troide e de conjuntos desta matroide. Consideremos M € Mod(Ty) e um ntiimero
natural positivo m. Pensando na relacdo de m-equivaléncia, o papel desempe-
nhado por este m é o do nimero de variaveis de uma senten¢a que faz parte de
um m-certificado. Tomemos Xy, ..., Xx € E(M) para algum k < m e formemos
a matroide empilhada (M, Xj,...,Xx). O papel desempenhado por este k é o
do nimero de variaveis livres de uma féormula. Escrevamos n = m — k. O papel
desempenhado por este n é o do numero de variaveis ligadas de uma férmula.
A n-arvore [M, Xj, ..., X[, associada & matroide empilhada (M, Xy,...,Xy) €
definida recursivamente da seguinte maneira [L]:

(1) Suponhamos que n = 0. Neste caso definimos

M, X1, X Jo = [ML X1, . ... X,

(2) Dadon € {0,...,m —1}, suponhamos que (M, Xy, ..., X) seja tal que k =
m—(n+1) e suponhamos também que [M, Yy,... ,Yj]n esteja definida sempre que
m—j < n.Dado X € E(M), tomemos a matroide empilhada (M, Xy, .. ., X, Xg+1).
O comprimento da lista Xy, ..., Xy, X1 é k+1. De n =m —k, vemos que n—1 =
m—(k+1), e assim, m — (k+1) < n. Do passo de indug@o, vemos que esta definida
a n-arvore [M, Xy, ..., X, Xk41]ln- Definamos entdo a (n + 1)-arvore

M, X1, .., Xin = { M. X1, ..., Xpe, X1 ]l : Xkw1 SE(M) }.

Facamos uma pequena reflexdao sobre as construgdes recursivas de n-arvores
associadas as escolhas de matroides empilhadas (M, Xj, ..., X). Partindo da mo-
tivacdo de m e k como os niimeros totais de variaveis e de variaveis livres de uma
formula em forma normal prenex, vemos que o processo de construcio reflete os
principios que usamos para definir a no¢do de compatibilidade de n-arvores para
n=m—k. Ao construir a n+1 arvore [M, Xy, ..., Xy]n+1, consideramos todas as
n-arvores [M, X, ..., Xk, Xk+1]n, onde tomamos Xz41 € E(M). Observemos que
o processo de aumentar a lista Xy, ..., X para Xj, ..., Xy, Xk41 corresponde ao
processo de remover o quantificador mais a esquerda no prefixo da férmula em
forma normal prenex. Assim, podemos analisar a compatibilidade de n-arvores de
maneira bem natural. O seguinte Lema ITT-3°6l mostra que a decisdo de compati-
bilidade de arvores é equivalente a satisfabilidade de férmulas por somas diretas.
Em virtude da existéncia da forma normal prenex na linguagem objeto que esta-
mos estudando, o seguinte lema é uma generaliza¢do natural do Lema [T1-34.,

LEMA II1.3.6. [[¥, Afirmacdo 3.1.1] Tomemos uma férmula ¢ de L; em forma
normal prenex na qual ocorrem m variaveis livres x1, . .., x,, e n variaveis ligadas
Xm+1s - - -» Xm+n, tomemos M, N € Mod(Ty) tais que E(M) N E(N) = @ e tomemos
também Xy, ..., X,, S EM) e Yy, ..., Y,, C E(N). Paracadai € {1,...,m},
denotemos por c¢; o nome de X; UY; em Li(M & N). As seguintes afirmacdes sdo
equivalentes:

87



) IM, X1, .., X]n = [N, Y1, ..., Y] (comp o).
(2) M@ N | Geulin gy,

.....

Demonstragdo. A prova é feita por inducdo no namero n de variaveis ligadas da
formula em forma normal prenex. O caso n = 0 € valido pelo Lema ITI"374. Supo-
nhamos que para toda formula em forma normal prenex y de L; de n variaveis
ligadas e m variaveis livres a afirmacdo seja verdadeira. Dada uma férmula em
forma normal prenex ¢ de Lj com m variaveis livres x1, ..., x,;, e n+ 1 variaveis
ligadas X;41, - . ., Xmen+1, Suponhamos que

¢ = Qn+1xm+n+1 ce lem+1 v,

de modo que y seja livre de quantificadores. Definamos

o= QpXpmn - QXps1 Y.

Dados X1, ..., X; € E(M) e Yy, ..., Y, € E(N), tomemos as (n + 1)-arvores
IM,X1,..., Xmu]ns1 € [N, Y1,..., Ymu]ne1. Temos dois casos para analisar:

(1) Suponhamos que Q41 = 3. Temos

IM, X1, ..., X[ =[N, Y1, ..., Yy ]nse1 (comp @)

sse existem arvores [M,Xy,..., X, Xpi1]n € [M, X1, ..., Xiullne1 € [N, Yq,.. .,
Yo, Yn+1]]n € [[Na Yi,... ,Ymﬂn+1 tais que

[[M7 Xla A 7XI’VL7 Xn+1ﬂn = [[N7 Y17 A ,Ym’ Yn+1ﬂn (Comp (x)’

(2) Suponhamos que Q41 = V. Temos

[Ma X17 e aXmﬂn+1 = HN’ Y19 e ,Ymﬂn+1 (Comp (p)

sse para todas [M,Xy,..., X Xns1]n € [M,X1,. ... XnJne1 € [N, Y1,..., Yy,
Yn+1]]n € [[N’ Yl, cees Ymﬂn+1 vale

[[M’ Xl, e ,Xm’Xn+lﬂn = [N’ Yla e ’Ym, Yn+1ﬂn (Comp (x)'

Cm>Cn+l

Da hipoétese de inducéo, isto é equivalente a M@, N = ﬁ «, onde ¢;41
¢ o nome do conjunto arbitrario X,,11 UY,+1 em Li(M@&N). Da Proposi¢ao M2,

isto é equivalente a M@, N |5 {2222 .

seesXm

O resultado segue do Principio de Inducao. 4

Vamos agora discutir uma nogéao de finitude de indice baseado no que ¢ feito
por D. Kozen [8] para linguagens formais reconhecidas por autématos finitos. Di-
zemos que uma relagio de equivaléncia R em um conjunto tem indice finito quando
R particiona o conjunto em um ntimero finito de classes de equivaléncia desta re-
lagdo. Se R e S sdo relagdes de equivaléncia em um conjunto, entdo dizemos que
R refina S quando R C S [H].
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LEMA III1.3.7. Suponhamos que R e S sejam rela¢des de equivaléncia em um
conjunto X. Se R refina S e R tem indice finito, entdo S tem indice finito.

Demonstragdo. Suponhamos que R tenha indice |X/R| finito e que R refine S. Con-
sideremos os conjuntos quocientes X/R e X/S. Dado a € X/R existe um tnico
b € X/S tal que a C b. De fato, isto segue de X/S ser uma particdo de X. Supo-
nhamos que |X/R| < |X/S|. Neste caso, vemos que X = [JX/R ¢ UX/S=X, 0
que é uma contradi¢do. Segue entdo que |X/S| < [X/R]. |

Denotemos por () a lista vazia. A construcao recursiva de arvores associadas
as matroides empilhadas permite obter a m-arvore [M[,] = [M, ()] para cada
matroide M € Mod(Ty). Dados m € N positivo e M, N € Mod(T}), definamos a
relacdo de equivaléncia M =,, N sse [M],, = [N],n. A relacdo é de fato de equiva-
léncia, ja que herda as propriedades de reflexividade, simetria, e transitividade da
igualdade de m-arvores. A classe Mod(Ty) é infinita. Podemos restringir a rela¢ao
~,, a um conjunto infinito X de matroides nao-isomorfas duas a duas. O nimero
de m-arvores é no maximo 6,,(m), como mostra a Proposi¢ao I35, Disto, segue
que a restricdo de ~,, ao conjunto X tem indice finito.

TEOREMA II1.3.8 (Indice Finito). [IZ, Lema 3.1] Para cada m € N positivo,
a relacdo =, refina a relacdo =,. Em particular, o indice de =,, restrita a um
conjunto infinito de matroides ndo-isomorfas duas a duas é no maximo o,,(m).

Demonstragdo. Suponhamos que M =, N. Dado (U, ) € Mod(Ty) x Snt(Ly) tal
que ¢ tem m variaveis e U seja compativel com (M, N), segue do Lema ITI"36 que
UoM E ¢ sse [U],n = [M]y, (comp @). De [M],, = [N],, vemos que [U],, =
[M],» (comp @) sse [U],, = [N];n (comp ¢). Novamente do Lema ITL36, temos
[U]m = [N]m (comp @) sse U N [ ¢. Disto, obtemos (UeM)[¢] = (UsN)[¢],
e portanto, M =, N. Do Lema I1"377, vemos que o indice de =, restrita a um
conjunto infinito de matroides nao-isomorfas duas a duas é no maximo 6,,(m). 4

O Teorema [-38 é importante, pois ele fornece uma técnica para demons-
trar indefinibilidades de propriedades pertinentes as matroides de maneira bem
natural. Ele conecta duas atividades, uma de Logica Monéadica de Segunda Or-
dem e uma de Teoria de Matroides, que precisam ser realizadas para mostrar as
indefinibilidades. Vamos explicitar tal técnica e tal conexdo na forma do seguinte
corolario:

COROLARIO III.3.9 (Técnica). Suponhamos que P seja uma propriedade per-
tinente as matroides e que M = {M; : i € N } seja um conjunto infinito e enume-
ravel de matroides nao-isomorfas duas a duas tal que M; ® M; tem a propriedade
P sse i = j'. Nao existe @ € Snt(Ly) tal que M € Mod(T; + ¢) sse M € Mod(Ty)
tem a propriedade P.

Demonstragdo. Suponhamos que exista ¢ € Snt(Ly) tal que M € Mod (Tt + ¢)
sse M € Mod(T) tem a propriedade P. Por hipotese, o conjunto M é infinito e
enumeravel. Do Teorema 138, sabemos que a rela¢do =,, restrita ao conjunto M
tem indice no maximo 6,,(m). Disto, segue que existem nimeros naturais i, j € N
comi # j tais que M; =, M;. Tomemos N = M; com E(N)N(E(M;)UE(M;)) = O.
Por hipotese, sabemos que N & M; tem a propriedade P e que N ® M; nio tem a

IEstamos abusando de notag¢io aqui. Quando i = j, tomamos c6pias isomorfas e disjuntas de uma
mesma matroide, ja que a defini¢do de soma direta exige que os conjuntos subjacentes sejam disjuntos.
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propriedade P. O par (N, @) ndo é um m-certificado, e assim, 1 = (N® M;)[¢] =
(NoM;)[@] =0, o que é uma contradi¢do. Descartamos a suposi¢ao e concluimos
sua negacao. 4

Isto mostra que os esfor¢os agora devem ser direcionados para a construgao de
conjuntos de matroides linearmente e algebricamente representaveis que atendam
as hipoteses do Corolario IMTI"39 para que provemos finalmente os resultados que
sdo os objetivos desta dissertacao. Isto evidencia a conexdo que citamos anterior-
mente: uma vez estabelecido o resultado l6gico do Corolario ITI"3™Y, precisamos
agora construir os resultados da Teoria de Matroides que dizem respeito as co-
lecdes de interesse. O que segue agora é a obtencdo sistematica de tais cole¢des
especiais de matroides. Para o caso da representabilidade linear, vamos explorar a
conexao entre matroides e diagramas de pontos e retas. Uma matroide simples M
sobre um conjunto E e de posto trés pode ser representada geometricamente por
pontos e retas em um plano. Primeiro, associamos biunivocamente os elementos
de E a pontos no plano. Depois, para cada flat F de M com 3 < |F| e r(F) = 2,
tracamos uma reta ligando os pontos do plano que correspondem aos elementos
de F. O seguinte lema apresenta condi¢bes suficientes para que um tal diagrama
represente geometricamente uma matroide simples de posto trés.

LEMA II1.3.10. [TH, Exercicio 3 sec. 1.5] Suponhamos que D seja um diagrama
envolvendo pontos e retas™ em um plano que satifaz:

(1) Os conjuntos de pontos e retas de D sdo disjuntos.
(2) Toda reta contém ao menos dois pontos.
(3) Existem ao menos trés pontos nao colineares.

(4) Todo par de retas distintas em D se intersecta no maximo em um ponto em
comum.

Existe uma matroide simples de posto trés sobre o conjunto de pontos de D
cujas bases sdo os cojuntos de trés pontos nao colineares de D.

Demonstra¢do. Suponhamos que E seja o conjunto dos pontos de D. Vamos definir
a colecdo J da seguinte maneira: X C E € tal que X € J sse vale algum dos itens
abaixo:

(1) O conjunto X tem no maximo dois pontos de D.
(2) O conjunto X tem trés pontos nao colineares de D.

A colecdao J é ndo-vazia e hereditaria. Basta mostrar que J possui a propriedade
de aumento. Suponhamos que existam X, Y € J com |X]| < [Y] tais que para todo
a € Y —Xvalha XU a ¢ J. Neste caso, vemos que |Y| = 3 e |X| = 2. Escrevamos
Y = {a1,a9,a3} e X = {b1,by}. Dado i € {1,2,3}, cada um dos conjuntos
P; = {b1,b9,a; } é formado por trés pontos colineares, e assim, existe uma reta
r; que incide aos pontos de P;. As retas ri, ro e r3 incidem aos pontos by e
by, e portanto, estas retas tém esses dois pontos em comum. Disto, segue que
r1 = rg = r3. Isto implica que a1, ag e ag sdo colineares, o que contradiz Y € J. O
par (E,J) é uma matroide simples. 4

™A nogao de reta usada aqui é abstrata e nao coincide necessariamente com a no¢ao Euclidiana
de reta (vide a Figura IL323).
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Vamos agora apresentar uma classe de matroides que sio linearmente repre-
sentaveis sob condicdes especificas. Utilizando estas matroides e o resultado sobre
o indice da relagdo de m-equivaléncia, podemos demonstrar que a linguagem L
nao é capaz de expressar representabilidade linear de matroides.

*1

N
N
N
A XZ
N
A
\
~
a0 N
[N
\ N
~
\ N
al ag — AN
a N TS
TS
ANEAY ~
AN N
A AN
\ N
\
\\————— N
@
by by by bp-1 X3

Figura IIL.3.2: Diagrama que da origem a matroide M, do Lema IIT37T1.

LEMA III.3.11. [I5, Exercicio 3(iii) sec. 6.8] Suponhamos que p seja um nimero
primo maior que dois e que M, seja a matroide cujo diagrama é apresentado na
Figura I3, A matroide M, é linearmente F-representavel sse I tem caracteris-
tica p.

Demonstragdo. O posto de M, é trés. Suponhamos que F seja um corpo de carac-
teristica prima g e que a matriz

X1 X9 X3 ag b ay by ag by ap-1 bp—l

1 1 0 1 0 1 0 r1,1 r1,2 s r,p-1 r9,p-1
Ap =10 0 0 1 1 1 1 $1,1 S1,2 0 S1,p-1 S2p-1

0 1 1 0 0 1 1 1,1 11,9 o Np-1 T2p-1

represente a matroide M, sobre F. A matriz A, tem 2p + 3 colunas. Do dia-
grama, sabemos que o conjunto { ap, x9, b1 } € independente, e portanto, os vetores
(1,1,0), (1,0,1) e (0,1,1) sdo linearmente independentes. Temos

1 10
det|1 0 1|=-2,
01 1

e assim, 2 < g. Do diagrama, obtemos o seguinte:

(1) O conjunto { ag, x3, a; } € dependente paracadai € {1,...,p—1}, e portanto,
o determinante da submatriz

1 0 r,i

1 0 S1,i

0 1 1,
é nulo. Usando a primeira para a expansao do determinante, obtemos s1; = 1 para
todoi € {1,...,p—1}. Usando a ultima linha para a expansdo do mesmo deter-
minante, obtemos r1; = s1,; paratodoi € {1,...,p—1}. O conjunto { by, x3,b; } é
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dependente para cadai € {1,...,p—1}, e portanto, o determinante da submatriz

0 0 ro.i
1 0 s9;
0 1 t9;
¢ nulo. Usando a primeira para a expansdo do determinante, obtemos ry; = 0

para todo i € {1,...,p —1}. O conjunto {x1,x9,b; } é independente para todo
i€{l,...,p—1}. Disto, obtemos

11 0
det {0 O S9.i| = —82,i,
0 1 ¢t
e portanto, s9; # 0 para cada i € {1,...,p —1}. Multiplicando as colunas com
rétulos b1, ..., b,_1 por escalares, se necessario, podemos supor que s9; = 1 para

cadaie{l,...,p—-1}.

(2) O conjunto {x1,a;,b; } é dependente para cada i € {1,...,p — 1}. Disto,
obtemos

1 1 0]
O0=det|0 1 1|= toi —N,i,
0 n,; fo,
e portanto, t1,; = f3; =1; para cadai € {1,...,p —1}. O conjunto {xg,b1,as} é
dependente, e assim,
1 0 1]
O=det{0 1 1|=1¢-2.
1 1 l‘Q_

Isto mostra que f9 = 2. Suponhamos que para cada i < p —1, valha t; =i. O
conjunto { xg, b;, a;41 } € dependente, e assim,

1 0 1
O=detf0 1 1 |=tjs1—-i-1.
1 i fiv1

Isto mostra que #;41 =i+ 1.

A matriz A, tem a seguinte forma:

X1 X3 x3 ag by ap by ag by ap-1 bp-1

11 0 1 o 1 O 1 O --- 1 0
Ab=l0 0 0 1 1.1 1 1 1 -- 1 1

6011 0 0 1 1 2 2 -+ p-1 p-1

Se valesse ¢ < p, entdo alguma coluna seria repetida, o que contradiria a simplici-
dade de M,,. Isto mostra que p < g. Por fim, vemos que o conjunto { ag, xg, b,_1 }
¢é dependente sse g = p, uma vez que vale:

11 0
det|1 O 1 |=-p. 4
01 p-1
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Para cada ntimero primo p maior que dois, tomemos a matroide M obtida
de M,, exigindo que o conjunto {ao,x2,b,_1} seja uma base. A matroide MI‘,
¢ linearmente F-representavel sse a caracteristica de F é zero ou maior que p.
Usando o resultado do lema anterior e do Teorema ITI38, obtemos o seguinte
resultado que demonstra que a linguagem L; ndo é capaz de definir as classes
de matroides linearmente representaveis. Ja sabemos como definir as matroides
M, e M, para cada nimero primo p maior que dois. O seguinte lema permite
estender estas classes com mais duas matroides que diao conta do caso em que
supomos que o corpo tem caracteristica dois.

*1

bo by X3

Figura II1.3.3: A figura apresenta o diagrama da matroide My. A matroide My é denotada
por F7 em alguns textos de matroide (vide J. Oxley [L5]) e é chamada de matroide de Fano.

LEMA II1.3.12. Suponhamos que My seja a matroide cujo diagrama é apresen-
tado na Figura IM33. A matroide My € linearmente F-representavel sse F tem
caracteristica dois.

Demonstragao. O posto de My é trés. Suponhamos que F seja um corpo de carac-
teristica ¢ e que a matriz

X} xg x3 ay by ap b

1 n 0 s 0 1 n
Ay=10 r9 0 s9 1 1 t2l

0 r3 1 3 0 1 13

represente a matroide My sobre F. A matriz Ay tem 7 colunas. Procedendo com
uma analise semelhante aquela feita na demonstracdo do Lema ITT3.T1, obtemos:

X1 xg x3 ag by ap b

1 1 0 1 0 1 O
Ag = [0 0 0 1 1 1 1]

0 1 1 0 0 1 1

Por fim, o conjunto { ag, x9, b1 } é dependente sse g = 2, uma vez que vale:

1 10
det|1 0 1|=-2. 4
01 1
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Tomemos a matroide M; obtida de My exigindo que o conjunto {ag,x9,b1}
seja uma base. A matroide M; ¢ linearmente F-representavel sse a caracteristica
de F é diferente de dois. Dos resultados dos Lemas IIL311 e II3TY, obtemos
conjuntos infinitos e enumeraveis de matroides que atendem as hipéteses do Coro-
lario 34, Os seguintes resultados seguem imediatamente da técnica apesentada
no referido corolario.

COROLARIO I11.3.13.

(1) [2, Teorema 1.1] Nao existe ¢ € Snt(Lj) tal que M € Mod(T; + @) sse
M € Mod(Ty) €é linearmente representavel.

(2) Dado um namero primo p, nio existe ¢ € Snt(L) tal que M € Mod(T} + @)
sse M € Mod(Ty) € linearmente representavel sobre um corpo de caracteristica
maior que p.

(3) Dado um numero natural n, ndo existe @, € Snt(Ly) tal que M € Mod(T1+@,)
sse M € Mod(Ty) € linearmente representavel sobre um corpo com mais de n
elementos.

II1.4 INDEFINIBILIDADE: SEGUNDA PARTE

Vamos apresentar nesta secdo a indefinibilidade da representabilidade algé-
brica na linguagem Lj. Esta é uma contribuicdo desta dissertacdo e ela estende
os resultados provados por D. Mayhew, M. Newman e G. Whittle [I2]. As referén-
cias principais desta secdo sdo D. J. Winter [27], J. Oxley [T5] e B. Lindstrém [IT].
Como um publico potencial desta dissertacao é formado por pessoas estudantes
de Ciéncia da Computacdo, vamos apresentar as nogdes basicas de extensdes de
corpos utilizadas na obtenc¢do de matroides neste contexto algébrico.

Um extens@o de um corpo k é um corpo F que contém k como subcorpo jun-
tamente com uma estrutura de espaco vetorial sobre k. Escrevemos k C F para
denotar que F é uma extensdo de k. O grau de uma extensdo k C F é a dimensio
(F:%k) = dimg F de F sobre k. Vamos escrever (F : k) < K{ para indicar que a
extensdo tem grau finito. Uma subextensdo de uma extensiao k C F de um corpo k
€ um corpo k’ que estende k e € estendido por F, i.e. tal que existem as extensoes
k € k" e k" € F. O seguinte resultado de demonstracdo rotineira mostra que os
graus de extensdes podem ser fatorados quando existem subextensoes.

PROPOSICAO IIL.4.1. [2, Proposicio 1.1.7] Se V é um espaco vetorial sobre
F e k C F é um extensdo de corpos, entdo (V: k) = (V:F)(F: k).

Se k C F é uma extensdo e S C F é um subconjunto de elementos de F, entdo
denotamos por k(S}, k[S] e k(S] as intersecdes de todos os subespacos vetoriais
de I sobre k que contém S, de todos os subaneis de F que contém k e S e de todos
os subcorpos de I que contém k e S, respectivamente. Quando existe um nu-
mero natural positivo m tal que S = {s1,..., 5}, entdo escrevemos k{s1, ..., 5mn),
kK1S1.--..8ml e k(s1.-..,5,) no lugar de k(S), k[S] e k(S), respectivamente.

LEMA III1.4.2. [27, Proposicao 1.1.9] Se k¥ € F é uma extensdo de corpos e
S C F, entdo tomemos Sg, a colecdo dos subconjuntos finitos de S. Vale k(S) =
Ures,, k(T). Analogamente para k(S) e k[S].
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Demonstragio. Dado T € Sgy,, sabemos que k(T) € a intersecao de todos os subcor-
pos de F que contém k e T. Em particular, k(S) é um subcorpo de F que contém
k e T, e assim, k(T) C k(S). Isto mostra que (Jreg,, k(T) S k(S). Por outro lado,
se T € Sgy, entdo k C k(T). Isto mostra que k C Ures,, k(T). Agora, para cada
s € S, sabemos que k(s) é a intersecdo de todos os subcorpos de F que contém k
e s. Assim, S C Ures,, k(T). Dados a, b € Ures,, k(T), existem A, B € Sg, tais
que a € k(A) e b € k(B), e portanto, a+b,a—b,a-b € k(AUB) C Ures, k(T)
ealek(A)C Ures,, k¥(T) quando a # 0. Disto, vemos que (Jreg, k(T) é um
subcorpo de F que contém k e S. Isto mostra que k(S) € Ures,, kK(S). 4

Suponhamos que k C F seja uma extensdo de um corpo k. Quando F = k(s),
dizemos que k C k(s) é uma extensdo simples e que o elemento s € F é um ele-
mento primitivo da extensdo. Suponhamos que k[X] seja o anel de polinémios
com coeficientes em k e indeterminada X. Existe o homomorfismo avaliacdo
evy : k[X] — k[s] que mapeia um polinémio p(X) = @, X" + -+ a1 X +a
de k[X] no elemento p(s) = a,,s™ +---+ays+ag de k[s]. O subanel k[s] de k(s)
¢ um dominio de integridade, e portanto, I = ker(ev,) é um ideal primo de k[X].
Se ev, € injetiva, entdo dizemos que s é transcendente sobre k. Se evg ndo € injetiva,
entdo existe p(X) € k[X] ndo-identicamente nulo tal que p(s) = 0. Neste caso,
dizemos que s é algébrico sobre k. No caso em que s é algébrico, segue de k[X]
ser um dominio principal que existe p,(X) € K[X] irredutivel de menor grau e
com coeficiente lider igual a um tal que I = p(X)k[X]. O polinémio ps(X) €
denominado polinémio minimo de a em k[X]. O seguinte resultado resume o que
foi discutido:

PROPOSIQAO II1.4.3. [22, Proposi¢do 1.1.13] Suponhamos que k¥ C F seja
uma extensdo de um corpo k e que s € F.

(1) Se s é transcendente sobre k, entdo k(s) é k-isomorfo ao corpo de fragdes do
dominio k[X].

(2) Se s é algébrica sobre k, entdo k(s) = k[s] = k(1,s,...,s™ 1) é k-isomorfo ao
corpo quociente k[X]/ps (X)k[X] de modo que (k(s) : k) = m, onde m é o grau
de seu polinémio minimo p,(X).

Segue da Proposicao IMI4-1 que uma extensao simples k C k(s) é algébrica sse
(k(s) : k) < Np. Uma extensdo de corpos k C F é algébrica quando as extensoes
simples k C k(s) sdo algébricas para cada s € F.

LEMA III.4.4. Suponhamos que k C F seja uma extensdo de um corpo k.

(1) [22, Proposi¢ao 1.2.2] Um elemento s € F é algebrico sobre k sse existem
extensdes k C k’ C F tais que (k’, k) <Npes ek’

(2) [22, Proposi¢ao 1.2.3] Suponhamos que S C F seja um subconjunto finito de
elementos de F. Todo elemento de S é algébrico sobre k sse (k(S) : k) < No.

Demonstragao.

(1) Se s é algébrico, basta tomar k' = k(s). Suponhamos que k C k’ seja tal
que (k’,k) < 8o e s € k’. Temos as extensdes k C k(s) C k’. Da Proposicio
470, temos (k' : k) = (k' : k(s))(k(s) : k). Como (k’,k) < Ny, vemos que
(k(s), k) < No. Como k C k(s) é simples e finita, vemos que s é algébrico sobre k.
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(2) Suponhamos que (k(S) : k) < Nyp. Temos as extensdes k C k(s) C k(S)
para cada s € S. Da Proposi¢ao L4, temos (k(S) : k) = (k(S) : k(s))(k(s) :
k). Como (k(S),k) < Ny, vemos que (k(s),k) < No. Do primeiro item, segue
que s é algébrico sobre k. Isto mostra a volta. Provemos a ida por indu¢do no
numero de elementos de S. Se |S| =1, entdo o resultado vale pelo primeiro item.
Suponhamos que o resultado seja valido para todo subconjunto de F com menos
de |S| elementos algébricos sobre k. Dado s € S, tomemos as extensdes k C k(s) C
k(s)(S—s). Da hipotese de inducdo sabemos que todo elemento de S—s é algébrico
sobre k sse (k(S—s) : k) < No. Por hipétese, todo elemento de S é algébrico sobre
k, e portanto, (k(s) : k) < Ng e (k(S—s) : k) < Ny. Da Proposi¢ao M4, obtemos
(k(s)(S—s5) : k) <Np.De k(s)(S—s) =k(S) e do Principio de Indugdo, obtemos
o resultado. 4

PROPOSICAO IIL.4.5. [2J, Proposi¢dao 1.2.7] Uma extensdo k C F ¢ algébrica
sse qualquer uma de suas subextensdes é algébrica.

Demonstrag¢do. Suponhamos que k C k' C F sejam extensdes de corpos. Primeiro,
provemos a volta. Se k C F é algébrica, entdo todo elemento de F é algébrico sobre
k, e portanto, todo elemento de k’ é algébrico sobre k. Dado s € F, sabemos que
k C k(s) é algébrica. Disto, existe o polindmio minimo p(X) € k[X] € k’[X] tal
que pg(s) =0, e assim, k” C k’(s) é algébrica. Disto, vemos que k’ C F é algébrica.
Provemos agora a ida. Suponhamos que as extensdes k C k' e kK’ C F sejam
algébricas. Dado s € F, devemos mostrar que a extensdo k C k(s) é algébrica. Por
hipétese, sabemos que k" C F é algébrica. Tomemos p,(X) € k’'[X] o polindmio
minimo de s em k’[X] e denotemos por S o conjunto dos coeficientes de p;(X). Por
hipotese, sabemos que k C k’ € algébrica, e assim, todo elemento de S é algébrico
sobre k. Do segundo item do Lema ITT4.4, vemos que (k(S) : k) < No. Isto permite
obter as extensdes k C k(S)(s) e k(S)(s) € F. Em virtude do primeiro item do
Lema IMT"4°4, devemos mostrar que (k(S)(s), k) < Ro. A extensdo k(S) C k(S)(s)
é algébrica, pois ps(X) € k(S)[X] € o polinémio minimo de s em k(S)[X]. Como
k(S) € k(S)(s) é simples e algébrica, vemos que (k(S)(s) : k(S)) < 8. Obtemos
as extensdes k C k(S) € k(S)(s). Sabemos que (k(S) : k) < Np e (k(S)(s) :
k(S)) < No. Da Proposi¢ao L4, obtemos (k(S)(s), k) < No. Do primeiro item
do Lema [MT"4°4, segue que s € algébrico sobre k. Como s € F ¢ arbitrario, vemos
que a extensdo k C I é algébrica. 4

Suponhamos que k C F seja uma extensdo de um corpo k, que a € F e que
S, T C F. Dizemos que a é k-algebricamente dependente sobre S em F e escrevemos
a <N quando a ¢ algébrico sobre k(S). Isto quer dizer que a subextensio simples
k(S) € k(S)(a) da extensdao k C F € algébrica, e portanto, existe p(X) € k(S)[X]
tal que p(a) = 0. Disto, vemos que (k(S)(a) : k(S)) < No. Dizemos que S ¢é k-
algebricamente dependente sobre T em F e escrevemos S <71l quando vale s < T
para todo s € S.

PROPOSICAO II1.4.6. [22, Teorema 1.6.2] Suponhamos que k C F seja uma
extensao de um corpo k, que a, b€ Feque S, T CF.

(1) Para todo s € S, vale s < S.
(2) Se a < S, entdo existe um subconjunto finito Sy C S tal que a < Sy.

(3) Sea<SeS=<T,entdoa <T.
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(4) Sea<Sea£S—b,entiob < (S-b)Ua.
Demonstragao.

(1) Dado s € S, temos s € k(S). Temos ps(X) = X — s 0 polindmio minimo de
s em k(S)[X], e portanto, a extensdo simples k(S) C k(S)(s) = k(S) é algébrica.
Disto, vemos que s < S.

(2) Suponhamos que a < S. Disto, vemos que a ¢ algébrico sobre k(S). Existe
Ha(X) € k(S)[X] o polinémio minimo de a em k(S)[X]. Tomemos A o conjunto
cujos elementos sao os coeficientes de p,(X). Do Lema IM4J, sabemos que k(S) =
Ures,, kK(T). Como A ¢ finito, existe So C S finito tal que A C k(S¢). Disto,
podemos construir p,(X) em k(Sp)[X]. Como p,(a) = 0, vemos que a € algébrico
sobre k(Sp). Isto mostra que a < Sy.

(3) Suponhamos que valham a < S e S < T. Do item anterior, sabemos que
existe Sop C S finito tal que a < Sp. De S < T, obtemos Sp < T, e assim, (k(T) :
k(T)(s)) < 8o para todo s € Sy. Isto mostra que todo elemento de Sy é algébrico
sobre k(T). Do Lema M”44, vemos que (k(T)(Sp) : k(T)) < Ny. Dea < Sy, temos
(k(So)(a) : k(Sp)) < No. Existe p,(X) € k(Sp)[X] o polinémio minimo de a em
k(So)[X]. Como k(So)[X] € k(T)(So)[X], temos (k(T)(So)(a) : k(T)(So)) < No.
Obtemos, por fim, as extensdes:

k(T) € k(T)(So) < k(T)(So)(a)
k(T) € k(T)(a) € k(T)(So)(a).

Por um lado, segue da Proposicao T4 que

(k(T)(So)(a) : k(T)) = (k(T)(So)(a) : k(T)(a))(k(T)(a) : k(T)).
Por outro lado, segue da Proposicao T4 que

(k(T)(So)(a) : k(T)) = (k(T)(So)(a) : k(T)(So)) (k(T)(So) : k(T)).

Provamos que (k(T)(So) : £(T)) < R e (k(T)(So)(a) : k(T)(Sp)) < Ny, e assim,
(k(T)(So)(a) : k(T)) < Ro. Isto mostra que (k(T)(a) : k(T)) < Ny. Concluimos
que a é algébrico sobre k(T), e portanto, a < T.

(4) Suponhamos que a < S e que a £ S — b. Neste caso, vemos que a é algébrico
sobre k(S) e ndo é algébrico sobre k(S — b). Devemos mostrar que b é algébrico
sobre k(S—b)(a). Existe p(X) = a,,(b)X™+---a1(b)X +ap(b) ndo identicamente
nulo em k(S — b)(b)[X] = k(S)[X] tal que p(a) = 0. Partindo de a,,(b)a™ +
---a1(b)a+ap(b) = 0, podemos obter b, (b)a™+- - -+b1(b)a+bg = 0 multiplicando
por um fator que torne todos os denominadores dos coeficientes iguais a um. Para
cada i € {0,1,...,m}, podemos escrever b;(b) = ¢;mb"™ +---+ci1b +¢;p com
Ci,05 - -+ Ci.m; € k(S —D) e ¢;m # 0. Disto obtemos:

m m m; n n; n
0=> bi(bya' =) > ci,b"a = > c;ab =) bi(a)h’
i=0 Jj=0

=0 r=1 j=0 s=1

para algum ntiimero natural n. Existe j € {0,1,...,n} tal que b;(a) # 0. De fato,
suponhamos que para todo j € {0,1,...,n} valha b;(a) = 0. Existe b;(X) €
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k(S — b)[X] que se anula em a. De a £ S — b, segue que b;(X) é identicamente
nulo para todo j € {0,1,...,m}. Disto, segue que p(X) é identicamente nulo,
o que é uma contradi¢do. Obtemos assim um polindmio nao identicamente nulo
q(X) =bp(a)X"+---+b1(a)X+bo(a) em k((S—b)Ua)[X] tal que g(b) = 0. Isto
mostra que b < (S—-b) Ua. 4

Suponhamos que k C I seja uma extensdo de um corpo k e que S C F.
Dizemos que S € k-algebricamente independente em F quando s £ S — s para todo
s € S. Um extensdo k C F é puramente transcendente quando existe um conjunto
k-algebricamente independente S C F tal que F = k(S). Neste caso, dizemos que
k(S) é um corpo de expressoes racionais sobre os elementos de S.

LEMA III.4.7. Suponhamos que k£ C F seja uma extensdo de um corpo k. Valem
os seguintes resultados:

(1) [22, Proposicao 1.6.8] Suponhamos que S € T C F sejam subconjuntos do
corpo F. Se T é k-algebricamente independente em F e T < S, entdo S =T.

(2) [22, Proposicao 1.6.9] Suponhamos que a € F e que S C F. Se o conjunto S
é k-algebricamente independente em F e a £ S, entdo S U a é k-algebricamente
independente em F.

(3) [22, Proposi¢ao 1.6.10] Suponhamos que 8 = {S; : i € I'} seja uma C-cadeia de
subconjuntos do corpo F. Se todo elemento de 8 é k-algebricamente independente
em F, entdo (J§ é k-algebricamente independente em F.

Demonstragao.

(1) Dado t € T, sabemos que t £ T —¢. Disto, vemos que t £ S—¢. De T < §,
segue que t < S. Set ¢ S, entdo S—¢ =S, e assim, t £ S—7 =S, o que é uma
contradi¢do. Temos ¢ € S, e portanto, T C S. Concluimos que S =T.

(2) Suponhamos que exista b € SUa tal que b < (SUa) — b. Se a = b, entdo
a < S, o que contradiz a hipétese a £ S. Disto, temos a # b, e assim, b € S. Temos
b<Seb=<(SUa)-b=(S—-b)Ua.De S ser k-algebricamente independente,
temos b £ S—b. Escrevamos T = (S—b)Ua. Temos b < Te b £ T —a. Do
quarto item da Proposi¢ao IT4.f, obtemos a < (T —a) Ub =S, o que contradiz
a hipétese a £ S. Desta contradicdo, concluimos que S U a é k-algebricamente
independente em F. 4

(3) Tomemos S = |J 8. Suponhamos que exista s € S tal que s < S—s. Do segundo
item da Proposicao ITT4H, existe Sy € S—s finito tal que s < Sp. Podemos escrever
So = {51,...,5, } para algum namero natural positivo m. Existem S, ..., S,
Sm+1 € Staisque a; €Sy, ..., am €Sy e s € Spp1. Como {Sq,...,S8m, S} €8
e & é uma cadeia, existe n € {1,...,m,m +1} tal que S; C S, para cada i €
{1,...,m,m +1}. Disto, obtemos s € S;, e Sg € S,,. Des <Sge Sy C S, —s,

segue que s < S, — s, 0 que é uma contradicdo com S, ser k-algebricamente
independente em F. Concluimos que S é k-algebricamente independente em F.

Uma base de transcendéncia de uma extensdo k C F é um subconjunto S € F
que é k-algebricamente independente em F e tal que k(S) C F é uma extensao
algébrica.

98



LEMA II1.4.8. [22, Teorema 1.6.11] Suponhamos que k C F seja uma extensdo
de um corpo k. Existe uma base de transcendéncia de k C F.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que se T C F, entdo existe S C T tal que S é k-
algebricamente independente em F e T < S. Dado T C F, tomemos P o conjunto
parcialmente ordenado por C dos subconjuntos k-algebricamente independentes
em F contidos em T. Tomemos § C P uma C-cadeia qualquer. Do terceiro item do
Lema MT°477, sabemos que | J & € um subconjunto k-algebricamente independente
em F contido em T, e portanto, |J& é uma cota superior de § em P. Do Lema
de Zorn", existe um elemento maximal S em P. Vamos mostrar que T < S. Se
T £ S, entdo existe + € T que nao é algébrico sobre k(S). Do segundo item do
Lema T4, obtemos SUf € P e S C SU¢, o que contradiz a maximalidade de
S em P. Fazendo T = F, obtemos uma base de transcendéncia de k C F. q

O Teorema 4.9 a seguir mostra que bases de transcendéncia de extensoes de
corpos sdo equicardinais. Ele sera util para definir matroides algébricas partindo
de extensoes de corpos com bases de transcendéncia finitas.

TEOREMA II1.4.9. [22, Teorema 1.6.12] Suponhamos que k& C F seja uma
extensao de um corpo k. Quaisquer duas bases de transcendéncia de k C F sdo
equicardinais.

Demonstracdo. Sabemos do Lema IMTT48 que existe uma base de transcendéncia
de k € F. Suponhamos que S e T sejam duas bases de transcendéncia de k C F.
Vamos dividir a demonstra¢do em dois casos:

(1) Suponhamos que S e T sejam duas bases infinitas. Da definicdo de base de
transcendéncia, sabemos que k(S) € F e k(T) C F sdo algébricas. Dado ¢ € T,
sabemos que ¢ € F. Disto, vemos que ¢ € algébrico sobre k(S). Do segundo item da
Proposicao 46, existe S; C S finito tal que # < S;. Isto mostra que T < | J; 1 S;.
Disto e de S < T, obtemos S < [J;c1S;. Do primeiro item do Lema [ITT47,
obtemos S = J;cT S;, e portanto, |T| < |S|. Um argumento analogo mostra que
T = Uses Ts, onde Ty C T é finito para cada s € S, e portanto |S| < |T|. Da
infinitude das duas bases, obtemos |S| = |T]|.

(2) Suponhamos que T seja finita. Vamos provar por indu¢do em n = [T — S|. Se
n =0, entdo T C S. Sabemos que S < T. Neste caso, segue do primeiro item do
Lema IT477 que S = T. Suponhamos que o resultado seja valido para n positivo.
Existe t € T — S. Se valesse S < T — ¢, entdo teriamos T < T — ¢, e portanto,
t < T -1t o que contradiria T ser k-algebricamente independente em F. Isto
mostra que existe s € S tal que s £ T —¢. Disto e de T — ¢ ser k-algebricamente
independente em F, segue do segundo item do Lema IT47 que (T —¢) Us é
k-algebricamente independente em F. Temos entdo s < T e s £ T —¢. Do quarto
item da Proposicao ITL4.6, obtemos ¢ < (T —¢) U s. Da arbitrariedade de r em T,
obtemos T < (T —¢) Us, e portanto, (T —¢) U s é uma base de transcendéncia
de k € F. Temos |[(T —t) Us] — S| = n — 1. Segue da hipétese de inducido que
(T—1)Us e S sdo equicardinais, e portanto, T e S sdo equicardinais. Do Principio
de Indugdo, obtemos |S| = |T]|. e

20 Lema de Zorn (ou de Kuratowski-Zorn) é uma das famosas encarna¢oes do Axioma da Escolha.
Uma possivel formulagdo é a seguinte: se toda cadeia em um conjunto parcialmente ordenado admite
uma cota superior neste conjunto parcialmente ordenado, entdo existe um elemento maximal neste
conjunto parcialmente ordenado. Vide L. Halbeisen [4] ou K. Hrbacek e T. Jech [] para discussoes
mais detalhadas deste principio maximal e de outras versdes do Axioma da Escolha.
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O grau de transcendéncia de uma extensdo k C F é a cardinalidade de uma base
de transcendéncia desta extensdo. Extensdes de corpos com grau de transcendén-
cia finita e positiva ddo origem a matroides finitas.

COROLARIO 1II1.4.10. Suponhamos que k C F seja uma extensdo de corpos
e que E C F seja um subconjunto finito de F tal que k¥ C k(E) tenha grau de
trancendéncia finita. Denotemos por B a colegao das bases de transcendéncia de
k C k(E).

(1) Se A, B € B e existe a € A—B, entdo existe b € B— A tal que (A—a)Ub € B.

(2) Dados Sq, Sg € E com S; C Sg, se existem B, By € B tais que S; C By e
By C Sy, entdo existe B € B tal que S; € B C Sy. Esta propriedade é conhecida
como propriedade da base intermedidria.

(3) Definamos J pondo I € J sse existe B € B tal que I € B. O par (E,J) € uma
matroide chamada de matroide algébrica.

Demonstragao.

(1) Suponhamos que exista a € A — B. Se valesse B < A — 4, entdo teriamos
A < A -a, e portanto, a < A — a, o que contradiria A ser k-algebricamente
independente em F. Isto mostra que existe b € B tal que b £ A — a. Disto e de
A — a ser k-algebricamente independente em F, segue do segundo item do Lema
477 que (A—a)Ub é k-algebricamente independente em F. Temos entdo b < A
e b £ A —a. Do quarto item da Proposi¢ao 146, obtemos a < (A —a) U b. De
|[(A—a)Ub|=]|A| vemos que (A—a)Ub € B.

(2) Tomemos B € B tal que S; C B e tal que B maximize [By N B|. Temos B C Sy.
De fato, suponhamos que exista a € Sy — B. De By C Sg, vemos que a € B — By.
Do primeiro item, segue que existe b € By — B tal que B’ = (B —a) U b € B. De
S1 € Sg, sabemos que a ¢ S1, e assim, S; C B’. Por outro lado, [BaNB| < |BaNB’|,
o que contradiz a escolha de B em B. Concluimos que S; € B C Sg.

(3) A colecdao J é ndo-vazia e hereditaria. Provemos que ela possui a propriedade
de aumento. Tomemos Ij, Iy € J quaisquer tais que |I;| < |Ig|. Existem By, By € B
tais que I; € By e Iy € By. Tomemos S = I; U By. Temos I; € By e By € S. Do
segundo item, segue que existe B € B tal que I; € B C S. Disto, obtemos B—1I; C
By. Sabemos que |B| = |Bg|. Temos [B—1I;|+|I1| = |B| = |[Bg| = |[By—Ig|+|I2]. Disto e
de |I1| < |Iz], segue |Ba—Is| < [B—I;|. Temos IsN(B-1;) # @. De fato, suponhamos
que Iy N (B —1;) = @. Disto, obtemos |Bg| > [Ia U (B —-11)| = [Is| + |B| — |I1| > |B|,
0 que é uma contradi¢do. Existe a e I, N (B—-1;). Temos IUa CBeaely - 1;
comIUa €7J. O par (E,J) é uma matroide. 4

Dizemos que uma matroide M de posto r € algebricamente k-representdvel quando
existe uma extensdo de corpos k C F de grau de transcendéncia » e uma funcao
g : E(M) — F tal que para todo X € E(M) vale X € J(M) sse [g[X]]| = |X] e
g[X] é k-algebricamente independente em F.

PROPOSICAO III.4.11. [15, Proposicdo 6.7.10 sec. 6.7] Se uma matroide sim-
ples é linearmente k-representavel, entdo ela é algebricamente k-representavel.
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Demonstragdo. Suponhamos que M seja uma matroide sobre E = E(M) de posto
r = r(M). Se M é linearmente k-representavel, entdo existe f : E — V(r, k)
tal que para todo X C E vale X € J(M) sse |f[X]| = |X] e f[X] é linearmente
independente. Dada uma base B = { b1, ..., b, }, definamos v = f(b1), ..., v, =
f(b;). Tomemos © = {01,...,0, } um conjunto k-algebricamente independente
de r elementos transcendentes sobre k e consideremos a extensdo puramente
transcendente F = k(61,...,6,). Definamos g : E — F pondo 6; = f(b1), ...,
0, = f(b,) de modo que para todo x € E — B, se f(x) = a1vi + -+ a,v,, entdo
g(x) = a161 + -+ + a,0,. Nas expressdes anteriores, aj, ..., a, sdo elementos
de k. Se B” = {b],...,b, } € uma base de M, entdo existe um k-isomorfismo
a:V(r,k) — V(r, k) tal que a[ f[B]] = f[B’], e portanto, a[g[B]] = g[B’]. Isto
mostra que g[B’] é um conjunto k-algebricamente independente de r elementos
transcendentes sobre k. Por outro lado, se C = {c1,...,¢cs} € um circuito de
M, entdo existem escalares aj, ..., a; € k nem todos nulos tais que a;f(c1) +
-~ +asf(cs) =0, e portanto, aig(c1) +--- + asg(cs) = 0. Isto mostra que g[C]
¢ k-algebricamente dependente em F. Concluimos que M é algebricamente k-
representavel. 4

A proposi¢ao T4 TT mostra que a classe das matroides linearmente repre-
sentaveis esta contida na classe das matroides algebricamente representaveis. Isto
motiva entdo o seguinte problema:

PROBLEMA II1.4.12. A classe das matroides algebricamente representaveis é
definivel?

Como observamos na introducdo da dissertacdo, seria muito estranho que tal
linguagem pudesse definir a classe maior, mas nao a classe menor. Para mostrar
que a linguagem L ndo é capaz de definir a classe das matroides algebricamente
representaveis, vamos exibir um conjunto de matroides que atende as hipéteses
do Corolario IT3Y. Vejamos um exemplo que serd util para o enunciado da
Proposigao [ML4.T14.

EXEMPLO 111.4.13. Dado um ntmero primo p, suponhamos que N, = M(B,), onde
B, é a GF(p)-matriz de tamanho (p +1) X (2p + 3) a seguir:

XX Xp o Xpsl Yo Y1 D2 Yo Ypil

1 0 0 0 1 0 1 1 1

0 1 0 0 1 1 0 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1
B, = .

0 0 1 0 1 1 1 0 1

0 0 0 1 1 1 1 1 0

Por exemplo, a Matroide de Fano da Figura ITT333 é a matroide Ny. A matroide N, é
algebricamente GF(p)-representavel. De fato, a matroide N;, tem posto p + 1. Procedemos
como na Proposigao IITATI. Suponhamos que x1, ..., Xp, Xp41 Sejam p + 1 transcenden-
tes GF(p)-algebricamente independentes e escrevamos k = GF(p) e F = k(x1,...,Xp41).
Tomemos yg = X1+ +Xp41 € y; = yo —X; paracadai € {1,...,p+1}. Isto define uma
funcio g : E(N,) — F tal que para cada X € E(M) vale X € J(M) sse |g[X]| = |X] e g[X]
¢ k-algebricamente independente em F. Al

O seguinte resultado provado por Lindstrom [IT] sera tutil para obter a indefi-
nibilidade da representabilidade algébrica de matroides pela linguagem monadica
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de segunda ordem estudada de maneira analoga aquela feita na secdo anterior.
Vamos assumi-lo sem apresentar sua demonstra¢do, que pode ser encontrada no
referido artigo. A prova apresentada por Lindstrom depende de uma exposi¢dao
sistematica de derivagdes™ em corpos e sob quais condicoes tais derivacdes podem
ser estendidas.

PROPOSICAO III.4.14. [11, Teorema] A matroide N, do Exemplo IML4.T3 é
algebricamente k-representavel sse a caracteristica de k é p.

Usando os resultados da Proposi¢do IM2T4 e da Proposi¢ao 411, vemos
que as matroides N, sao algebricamente k-representéveis sse k tem caracteristica
p. Os seguintes resultados também serao tteis para os nossos propo6sitos e vamos
assumi-los sem apresentar suas demonstragdes, que podem ser encontradas no
referido livro.

PROPOSICAO III4.15.

(1) [21, Teorema 3 sec. 11.3] A soma direta de matroides algebricamente k-repre-
sentaveis é algebricamente k-representavel.

(2) [23, Teorema 1 sec. 11.3] Se M é algebricamente k-representavel e N é um
menor de M, entdo N é algebricamente k-representavel.

De posse dos resultados das Proposi¢des IIT4T4 e I[TL4.TH, obtemos um con-
junto infinito e enumeravel de matroides que atende as hipéteses do Corolario
[39. Com isso, obtemos o seguinte corolario do Teorema ITT"38, que estende
os resultados provados por D. Mayhew, M. Newman e G. Whittle [I*/] do contexto
linear para o contexto algébrico:

COROLARIO 1II1.4.16. Nio existe ¢ € Snt(Ly) tal que M € Mod(Ty + @) sse
M e Mod(Ty) é algebricamente representavel.

II1.5 UM PROBLEMA DE DECISAO

Apresentaremos nesta se¢cdo um problema de decisao interessante que diz res-
peito a um tipo especial de amalgama propria de matroides. As referéncias prin-
cipais desta secdo sdo J. Oxley [I5] e D. Mayhew, M. Newman e G. Whittle [TZ].

Tomemos L = Uy 5. A classe das matroides que tem um menor isomorfo a L é
definivel pela Proposi¢ao IMT"2Y. Escrevemos Mody,('I7] para abreviar Mod(Ty +
pr). Do Teorema IT44, sabemos que a amalgama propria M &1, N estd bem-
definida para todas M, N € Mody,(Ty) tais que E(M) NE(N) = T. A linguagem L;
tem como predicado mais importante o predicado Ind que expressa independén-
cia de conjuntos. Um problema interessante é o seguinte problema de decisao:

PROBLEMA III.5.1. Dadas duas matroides M, N € Mody,(T) e dois conjuntos
X CcEM)eY c E(M), denotemos por ¢ o nome de XUY em Li(M @, N). Existe
um método efetivo para decidir se M @, N |= Ind ¢?

°Lindstrom parte de representa¢bes algébricas e obtém representagdes lineares sobre o espaco
vetorial das deriva¢bes para concluir resultados sobre as caracteristicas dos corpos utilizados. As
pessoas que se interessaram por derivagdes em corpos sao convidadas a conferir D. J. Winter [29] para
mais informacoes.
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Suponhamos que M € Mody,(T). Dado X € E(M), segue da submodularidade
do posto que ry(X U T) < ry(X = T) + 2. Definamos:

(X)) =rm(X-T)-ru(XUT)+2.

O namero natural (X)) é chamado de conectividade local de (X — T, T). Da
submodularidade do posto, temos 0 < n(X) < 2. A conectividade local sera
importante para definir a compatibilidade de registros (que definiremos apés a
demonstracao do seguinte lema).

LEMA IIL.5.2. Suponhamos que M € Mody,(Tr) seja uma matroide com L =
Uy 5 e que I € I(M). Valem:

(1) Se n(I) =0, entdao INT| < 2.

(2) Se n(I) =1, entdo os conjuntos a = cly(I-T)NT e p =INT sdo disjuntos e
no maximo unitarios.

(3) Se n(I) =2, entdao T C cly(I - T). Neste caso, dizemos que I - T gera T em
M.

Demonstragdo. Suponhamos que I € J(M). Provaremos os itens dois e trés.

(2) Observemos que se n(I) =1, entdo |[INT| < 1. De fato, se valesse 2 < [INT],
entao teriamos

I"M(I) VM(IUT)
rm(I=T) - +2
I-T|+1

<1,

o que contradiria I € J(M). Definamos o = cly(I-T)NT e p = INT. Vale
a N P = . De fato, se existisse a € a N P, entdo existiria C € C(M) tal que a € C
eCc (I-T)ua c1, o que contradiria I € J(M). Da submodularidade do posto,
vemos que:

rv(a) < rv(clp(XI=T)) +rm(T)
—rm(cly(I-T)uT)
=rmI-T)+2-ru(@I-T)UT)
=rmM(I-T)—rm(IUT)+2
=n(I)
=1.

Se valesse 2 < |a|, entdo teriamos o C T com ry(a) = 2, o que seria uma
contradi¢do com ry(a) < 1. Disto, segue que |af < 1.

(3) Se n(I) =2, entdo ry(I-T) =rm(IUT). Temos I-T € TUT. Da Proposicao
216, obtemos cly(I-T) = cly(IUT), e assim, T C cly(I - T). 4

Os resultados do Lema ITh Y serdo importantes para motivar as defini¢des a
seguir. Tomemos X = AU {0,1,2}, onde o conjunto

A={D,S}u{a:aCTA|a|<2}U
{(,p):a,pSTAaNP=OA|al,|pl| <1}
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¢ assim definido em virtude do resultado do Lema IIL52. Vamos aproveitar a
ideia de registros das secdes anteriores e definir uma nova classe de registros
que denominaremos também de registros. Como nio usaremos a partir daqui a
nogao antiga de registros, ndo havera confusido neste novo contexto. Para cada

numero natural positivo m, um (m,L)-registro é uma funcao R : {1,...,m +
2} x{1,...,m} — X tal que a imagem direta de elementos de {1,...,m} X
{1,...,m} é ou0 oul, aimagem direta de elementos de {m +1} x{1,...,m}
é um elemento de A e a imagem direta de elementos de {m +2} x {1,...,m}
¢ ou 0 ou 1 ou 2. Representamos um (m, L)-registro utilizando um quadro como
aquele da Figura 370, no qual rotulamos as colunas e linhas de acordo com

0 que mostra a mesma figura. O niimero maximo possivel de (m,L)-registros é

gm* . gm . 72m, Suponhamos que ¢ seja uma férmula de L livre de quantificadores
com m variaveis livres x1, ..., x;;. Dados dois (m,L)-registros R e S, definimos
a relagdo R =S (comp @) de @-compatibilidade de (m,L)-registros® recursivamente
da seguinte forma:

(1) R#S (comp L)

(2) R=S (compIndxy,) sse o fluxograma da Figura ITTA 1 retorna a saida “com-
pativel” para as entradas ® = R(m +1,n) e ® = S(m + 1, n).

(3) R=S (compSngx,) sse Rim+2,n)+S(m+2,n) =1,ondene{1,...,m}.
(4) R=S (compx; C x;) sse R(i,j)-S(i,j)=1,ondei, je{1,...,m}.

(5) R=S (compa A f)sse R=S (compa) e R=S (comp p).

(6) R=S (compaV f)sse R=S (compa) ouR =S (comp p).

(7) R=S (compoa — p) sse R # S (compa) ou R=S (comp ).

Uma matroide empilhada é o que ja conhecemos de se¢des anteriores: uma
lista (M, Xy, ...,X,,), na qual M € Modr(Ty) e Xy, ..., X;n € E(M). A diferenca
da nogao de matroide empilhada das se¢Ges anteriores para a se¢do atual € a classe
a qual pertence a matroide M. Podemos construir (m, L)-registros associados a
uma matroide empilhada (M, Xj,...,X,,) que codificam as informacoes basicas
relevantes para a linguagem Lj sobre os conjuntos Xj, ..., X,,. Para cada ma-
troide empilhada (M, Xy, ...,X,,), definamos o (m,L)-registro [M, X7, ..., X,,]
recursivamente da seguinte maneira:

(1) Parai,j e {1,...,m}, definimos [M, Xy, ..., X, ]J(i,j) =1 sse X; C X;.
(2) Paran e {1,...,n}, definimos:
(2.1) Se X, ¢ J(M), entdo [M,Xy,...,X,,]J(m+1,n) =D.

(2.2) Suponhamos que X, € J(M). Em virtude do Lema ITI'A7, temos trés casos
para analisar segundo a conectividade local de (X,, — T, T):

(2.2.1) Se n(X,) =0, entdo [M,Xy,...,X,](m+1,n) =X, NT.

PPode valer a pena comparar as duas nocoes de registros e compatibilidade apresentadas nesta
sec¢do e na Secdo IILJ a fim de evidenciar as diferengas dessas classes de objetos distintos.
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(2.2.2) Se n(X,) =1, entdo [M,Xy,...,X,,](m+1,n) = (a, B), onde

a=cyX,-T)NT
B=X,NT.

(2.2.3) Se n(X,,) =2, entdo [M,X1,...,X,]J(m+1,n) =S.
(3) Paran € {1,...,n}, definimos:

(3.1) [M,X1,....,Xu]J(m+2,n) =0sse X, =0.
(3.2) [M,X1,....Xu](m+2,n)=1sse |X,|=1.
(3.3) [MX1,....Xm](m+2,n) =2 sse 1< [X.

O Teorema IT5-3 mostra a corretude do fluxograma da Figura ITL57], e por-
tanto, existe um método efetivo que responde positivamente o Problema 5T
Este resultado é importante, pois permite determinar a independéncia de conjun-
tos de amalgamas proprias analisando o seu comportamento local em L = Ug 5.

TEOREMA II1.5.3. [1Y, Parte da Afirmagao 6.1.1] Tomemos M, N € Mody,(Tt)
tais que E(M) N E(N) = T e tomemos também Xj, ..., X;, € EM) e Yy, ...,
Y,, € E(N). Para cadai € {1,...,m}, denotemos por c; o nome de X; UY; em
Li(M @1, N). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1) M, Xq,...,Xm] =[N, Y1,...,Y,] (compIndz,).
(2) M@y, N | Qe [ 7,

C1
Z15e-25 Zm

Demonstra¢do. Escrevamos M; = M, My = N e U = M @, N, tomemos ®
IM,X1,....,Xpn](m +1,n) e ® = [N,Y1,...,Y](m + 1,n) e definamos Z;
X1UYy, ..., Zy = X, UY,,. Vamos mostrar que os (m, L)-registros sdo Ind z,-
compativeis sse Z, é independente em U. Seguiremos o fluxograma da Figura
[TL57 analisando cada bloco comeg¢ando pelo bloco I da mesma Figura:

(I.0) Caso ® = D ou ®" = D. Neste caso, temos X, ¢ J; ou Y,, ¢ Jg. Da Figura
571, vemos que (m, L)-registros nao sio Ind z,,-compativeis. Do Teorema T4 T3,
vemos também que Z,, = X, UY, é dependente em U.

(I1) Caso @ #D e o # D. Neste caso, temos X, € J; e Y,, € Jy e seguimos para
o ramo 1 do bloco L.

Analisamos agora o bloco II da Figura ITL5T:

(ILO) Caso ® = S ou ®" = S. Sem perda de generalidade, podemos supor que
® = S. Seguimos para o ramo 0 do bloco II. De o = S, vemos que X, — T gera T
em M;j.

Afirmagdo 1. Se X;, — T gera T em My, entdo X,, — T = X,,.
Demonstracdo. Suponhamos que X, € X, — T. Disto, segue que existe a € XN T.
Como X, — T gera T, sabemos que a € cl;(X,, — T). Disto, segue que existe um

unico Ce Cy talquea e Ce C C (X, —T)Ua C X,, o que contradiz X, € J;. 4

Da Afirmagio I, segue X, — T = X,,. Disto, obtemos T C cl;(X;).
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Figura IIL.5.1: A figura apresenta o fluxograma usado para determinar a compatibilidade
de (m, L)-registros para a férmula atomica que expressa independéncia.
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(i) Se o’ # O, entdao os (m,L)registros ndo sao Ind z,-compativeis. Se o’ C T,
entdo o’ =Y, N T. Disto, segue que existe a € Y, talquea € T C cl1(X, - T) =
cli (X,,). Existe um tnico circuito Cde Utalqueac CeCCc X, Ua C X, UY,.
Isto mostra que Z, é dependente em U. Se o’ ¢ T, entdo a conectividade local
de (Y, — T, T) é positiva. Disto, segue que ro(Y, UT) < ro(Y, — T) + 2. Temos
Y, UT=(Z,-E;))UuTeY,-T =7Z, - Eq, e portanto, ro((Z, —E1) UT) <
ro(Z, — E1) + 2. Do Teorema 413, vemos que Z,, é dependente em U.

(ii) Se o’ = @, entdo os (m, L)-registros sao Ind z,-compativeis. Neste caso, vemos
que a conectividade local de (Y,, —T, T) é nula. Temos entdo ro(Y, UT) = ro(Y, -
T)+2eZ,NT = O e da Afirmagio I, segue Y, — T = Y,. Disto, obtemos
I'Q(Yn) +2= I’Q(Yn U T).

Afirmagido 2. Ser1 (Y, -T)+2=r1(Y,UT), entao ch(Y,-T)NT =0.
Demonstracdo. Da submodularidade do posto, vemos que:
ri(ch (Y, = T)N'T) < ri(chh(Yn - T)) +r1(T)
—r1(chi(Y, =T)uT)
=rn(Y,-T)+2-r((Y,-T)UT)

rn(Y,-T)-ri(Y,UT)+2
0. |

Da Afirmagio 9, segue que cla(Y,)NT=0. Temos Y, UT =(Z,-E;)UTe
Y, - T =7Z, - Eq1. Do Teorema IT4T3, vemos que Z, ¢é independente em U.

(IL.1) Caso o # S e ®" # S. Neste caso, seguimos para o ramo 1 do bloco II da
Figura A1, Observemos que X,, — T ndo gera T em M e Y, — T ndo gera T em
N.

Analisamos agora o bloco III da Figura ITL57:

(IIT1) Caso ® € T e o C T. Vemos que ri(X, - T) —rn(X, uT)+2=0c¢e
ro(Y, =T) —re(Y,UT) +2 =0. Segue da Afirmacao ? que ch (X, - T)NT =0 e
(Y, -T)NnT=0.

(i) Suponhamos que 2 < [®@ U®’|. Observemos que ® U®’ é dependente em L. Da
Figura IITA7T, vemos que os (m, L)-registros ndo sdo Ind z,-compativeis. Temos
Z,NE1=X,UneZ,NEy =Y, U Disto, vemos que o U ®’ C Z,, e portanto,
Z, é dependente em U.

(ii) Suponhamos que |@Uw’| < 2. Da Figura [TCA1, vemos que os (m, L)-registros
sdo Ind z,-compativeis. Observemos que Z, NT = o U w’. De [0 U 0’| < 2, vemos
que ®U®’ é independente em L. Temos X,,UT = (Z,—-Eg)UT e X, - T =Z, - Eq.
Disto e de r1(X,UT) = r1(X,,—T)+2, obtemos r1((Z, —Eg) UT) = r1(Z, —Eg) +2.
Temos também Y, UT = (Z,-E;)UTeY,—-T=7Z,—-E;. Disto e de ro(Y,UT) =
ro(Y,, = T) + 2, obtemos ro((Z, — E1) UT) = ro(Z, — E1) + 2.

Afirmagdo 3. Se |Z, NT| <2 comrn(X,UT) =rX,-T)+2ery(Y,UT) =
ro(Y,—-T)+2,entdo Z, NE; € J; e Z, N Eg € Js.

Demonstragdo. Da hipotese |Z, N'T| < 2, vemos que o U’ =Z, N'T € J(L). Por
hipétese, sabemos que r1(X,, — T) = r1(X, U T) — 2. Disto, segue que podemos
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estender uma base de M | X, —T para uma base de M | X, UT pela adi¢ao de dois
elementos de T. Isto mostra que Z, NE; = (Z, —E2) U(Z,NT) é independente em
M | X, UT, e portanto, Z, N E; € J;. Usando um raciocinio analogo, concluimos
que Z, NEg € Js. |

Da Afirmacao B, sabemos que Z, NE; € J; e Z,NEy € Jg9. Do Teorema IT4T3,
vemos que Z, é independente em U.

(IIT.0) Caso ® € T ou o” € T. Seguimos para o ramo 1 do bloco III.
Analisamos agora o bloco IV da Figura ITTATk:

(IV.1) Caso @ € T e o € T. Neste caso, vemos que as conectividades locais de
(X, -=T,T) e (Y, - T, T) sdo ambas iguais a 1. Temos ® = (o, p) coma NP =0
elal <1e|p| £ 1. Temos também o = (o/,p) coma’' NP =D e|o'| <1e
[

(i) Suponhamos que o = o’ e « # . Neste caso, vemos que os (m, L)-registros
nao sdo Ind z,-compativeis. Existe um tnico a € a = o’. Disto, vemos que a €
ci (X, —T)Ncla(Y, —T). Do Teorema IT4T3, vemos que Z, é dependente em U.

(ii) Suponhamos que a # o’ ou & = o' = . Suponhamos que p U f’ # .
Neste caso, vemos que os (m, L)-registros ndo sao Ind z,-compativeis. Sabemos
que p=X,NTep' =Y,NT, eassim, Z, NE; = (X, -T)U(PUP)eZ,NEg =
(Y,=T)U(pUP’). Se b € o tinico elemento de p =X, N T, entao b e X, NT e
b ¢ cl1(X,,-T).Der1(X,UT) = r1(X,-T)+1, vemos que T C cl; (Z,NE;). Estamos
no caso em que n(Y,) =1, eassim, r9(Y,UT) = ro(Y,-T)+1. De Z,-E; =Y, T,
obtemos r9((Z, —E1) UT) < ro(Z,, — E1) + 2. Do Teorema IT"4T3, vemos que Z,
¢é dependente em U. Suponhamos entdo que p U ' = . Neste caso, vemos que
os (m,L)registros sao Ind z,-compativeis e que Z, N T = @. Disto, vemos que
Z,NE1=X,€01eZ,NEy =Y, €J9. Como X, —-TnaogeraTemM;eY,-T
nao gera T em My, segue que T ¢ cl;(Z, NEq) e T € cla(Z, N Ey). Suponhamos
que exista a € T tal que a € cly(Z, —Eg) Ncla(Z, —Eq) = chi (X, = T)Ncla(Y, - T).
Neste caso, a € ana’, o que contradiz a # a’ ou a = &’ = @. Do Teorema M43,
vemos que Z, é independente em U.

(IV.0) Caso em que apenas uma dentre ® € T ou o’ C T vale. Podemos supor
que ® = (a,f) comanP=Qela|<lelp|<len’ CT.

(i) Se existe a € ® Na, entio a € Y, NT e a € cl1(X,, — T) N T. Neste caso,
vemos que os (m, L)-registros ndo sdo Ind z,-compativeis. De a € 1 (X, - T)NT
ea € Y,NT, segue que existe C € Ci talquea e Ce C C (X, -T)Ua C
X, U(Y,NEq) =Z,NE;. Do Teorema IT4T3, vemos que Z, é dependente em U.

(if) Suponhamos que ' N a = @ e que ' U P tenha dois elementos distintos e
e f. Neste caso, vemos que os (m, L)-registros ndo sao Ind z,-compativeis. Como
o' Na =@, devemos ter e ¢ cl; (X, —T). De r1(X,, - T) = r1(X,,UT) —1, obtemos
rn((Xp-T)ue) =r1(X,UT), e portanto, f € cl; ((X,, - T) Ue). Disto, vemos que
existe Ce Citalque f e CeC C (X,—-THU(eUf) € (X,-T)U(0'UP) =Z,NE;.
Do Teorema IMT4T3, vemos que Z, é dependente em U. Suponhamos entdo que
|@" U B| < 1. Neste caso, vemos que os (m, L)-registros sdo Ind z,-compativeis. De
o’ Na =0, segue que (X, — T) U (0’ UP) =Z, NE; é independente em M; e
que (Y, -T)U (o’ UP) =Z, NEy é independente em My. Como supomos que
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o’ C T, segue entdao que ro(Y, —T) —ro(Y, UT) +2 = 0. Da Afirmacio 9, vemos
que cla(Y, = T) N'T = @. Sabemos que |0’ U B| <1, e assim, T ¢ cla(Z, N Ey).
Do Teorema IT°4T3, vemos que Z, é independente em U. 4

Tomemos M, N € Mody,(Ty) tais que E(M) N E(N) = T. Uma pergunta inte-
ressante é a seguinte: é possivel obter um resultado semelhante ao do teorema
anterior para férmulas atomicas da forma z; C z;? Infelizmente, um resultado
geral como aquele do teorema anterior ndo pode ser alcancado para este tipo de
féormula caso consideremos conjuntos arbitrarios. O Exemplo ITI5-4 mostra como
é possivel obter um contra-exemplo. Suponhamos que Xj, ..., X;;, C E(M) e Yy,
... Y, CE(N). A afirmacdo [M,Xy,...,X,,] = [N,Y1,...,Y,] (compz; C z;)
sempre implica em M@ N [= cx,uy; C CX,UY;, € assim, 0 problema esta localizado
na reciproca. Para que M@r, N [ cx,uy, C cx;uy, implique em M, X1,...,Xpn] =
IN,Y1,...,Y,,] (compz; £ z;) é preciso supor como hipotese adicional que
X;iNnY;cX;eX;NY; CY; eistoimpede uma formulagao geral.

EXEMPLO IIL.5.4. Suponhamos que I seja um corpo, que 3 < s seja um numero in-
teiro e que a € F* seja tal que 2s(s — 1) < ord(«). Vimos na Secdo IT5 que a ma-
troide U = Mr(s,a) @&, Ma(s, o) é isomorfa a matroide de ganho obtida do grafo de
ganho da Figura I[Ch#. Escrevamos M = Mr(s,a) e N = Ma(s, o). Tomemos os con-
juntos X1 = {ag,...,as,b} € E(M) e Y1 = {a,b1,...,boy—1} € E(N). Os conjuntos
X9 ={a,ag,...,as} S EM) e Yo = {b1,...,by;_1.b} € E(N) sdo tais que X3 UY; =
X9 U Xy, e portanto, U | cx,uy; T ¢X,uY,- Por outro lado, temos X; € X9 e Y1 € Yo,
e assim, [M,X1,X2](1,2) = 0 e [N,Y1,Y2](1,2) = 0. Disto, obtemos [M,X;,Xo] #
[N,Y1,Ys5] (compaj C ag). Al

II1.6 TRADUCOES E CRIPTOMORFISMOS

Vimos nas se¢des anteriores que a linguagem L ndo é capaz de expressar a
representabilidade de matroides, seja tal representabilidade linear ou algébrica.
Esta sec¢do lida com um tépico que ndo foi abordado por D. Mayhew, M. New-
man e G. Whittle [7], mas que se mostrou interessante durante os estudos para a
escrita desta dissertacdo, pois matroides podem ser axiomatizadas de varias ma-
neiras diferentes (Vide Sec¢do 7 para ver algumas delas). O seguinte problema
resume o0 que se mostrou interessante:

PROBLEMA II1.6.1. Tal incapacidade de expressar certa propriedade sobre
matroides € uma caracteristica exclusiva da linguagem L;?

Vamos mostrar nesta se¢ao que a resposta para o Problema ITT6.1 é negativa.
Para isto, vamos apresentar uma linguagem que permitird evidenciar como as
matroides impdem restri¢des nas linguagens formais que expressam seus axiomas.
A linguagem LLd é a linguagem cujo alfabeto Ad é obtido do alfabeto Ap pela
substitui¢do do simbolo de predicado monadico Ind pelo simbolo de predicado
monadico Crd. As regras de formacao para L¢ sdo as mesmas de Lj com excecdo
da regra que forma férmulas atémicas da forma Ind?, que é substituida por uma
regra que forma férmulas atomicas da forma Crct. Os conceitos sintaticos das
linguagens sdo todos preservados, desde que nao fagam referéncia ao simbolo Ind.
Parte dos conceitos semanticos também sao preservados, mas é necessario analisa-
los com mais cuidado. Como vimos na Se¢ao IM7, as estruturas da linguagem
L; sao pares N = (E(N),J(N)), nos quais as cole¢des J(N) interpretam o simbolo
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de predicado Ind segundo as regras apresentadas. As estruturas da linguagem L¢
sdo pares M = (E(M), C(M)), nos quais as cole¢des C(M) interpretam o simbolo
de predicado Crc segundo a seguinte regra:

M[Crcc] =1 sse M € C(M).

EXEMPLO IIL.6.2 (Expressividade). Podemos expressar certas propriedades na lingua-
gem L assim como foi feito para a linguagem L1 no Exemplo ITI"2¥. As férmulas que nao
dependem dos simbolos Ind e Crc sdo preservadas. Formulas interessantes sao as seguintes:

(1) Podemos expressar em Lc a nogdo de que o conjunto vazio ndo é um circuito pela
formula
Nony = Vx(Crcy — -y C x).

(2) Podemos expressar em Lc a nogao de que circuitos formam uma anticadeia pela for-
mula
Antx) =Crcx ACrcy AXCy — yLCx.

(3) Podemos expressar em L¢ a propriedade de eliminagao de circuitos pela formula
Elixy =Crcx ACrcy A-x =y A

x13x9(Sngxy A x1 E x9 A Intg xyxg9 —
AxgTxy x5 (Crex3 A Unig xyxy A Dif xg4x1x5 A x3 E x5)). Al

Vimos na Secéo M2 que a Teoria de Matroides na linguagem L; é o fecho por
consequéncias l6gicas do conjunto finito de axiomas T C Snt(Ly). A Teoria de
Matroides na linguagem L¢ é o fecho por consequéncias logicas do conjunto finito
de axiomas [I'd € Snt(Lc) cujos elementos sdo as sentengas Vx Nonx, VxVy Antxy
e VxVy Elixy obtidas das férmulas apresentadas no Exemplo ITL6.2. A Proposicao
63 segue do que foi discutido na Segao ITY.

PROPOSICAO III.6.3. Para toda M € Mod(Tj) existe uma tinica M® € Mod
(Tc) tal que C(MF) é a colecio dos circuitos de M. Para toda N € Mod(Tc) existe
uma tinica N! € Mod(Ty) tal que J(N') ¢ a colecio dos conjuntos independentes
de N.

Agora, estamos prontos para construir as traducdes entre as linguagens Lj
e Lc. A tradugdo de Ly para Lc é a fungdo =Y : Frm(L;y) — Frm(Lc) definida
recursivamente da seguinte forma:

(1) Primeiro, definimos a traducio de formulas iniciais:
(1.1) Se ¢ = L, entdo ¢° = L.

(1.2) Se ¢ = Sngt, entdo ¢ = Sngt.

(1.3) Se o =sCt, entio ¢ =sC 1.

1.4) Se ¢ = Ind¢, entdo @€ = Vx(x T ¢ — = Crcx).@
¢ ¢

(2) Uma vez definidas as traducgoes para férmulas iniciais, definimos as tradugdes
das féormulas mais complexas:

(2.1) Se ¢ = a A B, entdo @€ = aC A BC.
(2.2) Se ¢ = a V B, entio ¢ = aC v BC.

9Em outras palavras: um conjunto € independente quando ele ndo contém circuitos.
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(2.3) Se ¢ = a — P, entio @€ = a® — BC.
(2.4) Se @ = Axy(x), entdo ¢€ = Try (x)C.
(2.5) Se ¢ = Vxy(x), entio ¢ = Vay (x)C.
Esta tradugdo permite obter de maneira sistematica férmulas na linguagem
Lc partindo de formulas na linguagem L. E natural neste ponto pensar como tal

noc¢ao de tradugio se relaciona com os conceitos de verdade formal estudados. O
seguinte lema faz esta conexdo.

LEMA II1.6.4. Dada M € Mod(Ty), formemos as linguagens Li(M) e Lc(MO).
Para cada @ € Snt(L;(M)), existe ¢€ € Snt(Lc(M©)) tal que M | ¢ sse M€ E ¢C.

Demonstragdo. Se @ é atomica e sem ocorréncias do simbolo de predicado Ind,
entio vale M = ¢ sse MC E ¢l. Se ¢ = Indc, entio M £ ¢ sse M € I(M) sse
cM nio contém circuitos sse dado X € E(M) se X C cM, entio X ¢ C(M) sse
MC [ Vx(x E ¢ — = Crcx) sse MC | ¢°. O restante da demonstragao segue por
inducdo no comprimento das sentencas. 4

Quando estudamos a Teoria de Matroides na Secdo IZ, vimos que existem
traducdes de conceitos em ambas direcoes, e assim, podemos também apresentar
a traducdo oposta da traducdo de Ly para Lc. A tradugdo de Lc para L é a funcdo
=!: Frm(Lc) — Frm(L;) definida recursivamente da seguinte forma:

(1) Primeiro, definimos a traducdo de férmulas iniciais:

(1.1) Se ¢ = L, entdo @' = L.

(1.2) Se ¢ = Sngt, entdo @' = Sngt.

(1.3) Se g =sCt, entio @l =5 C 1.

(1.4) Se ¢ = Crct, entio @' = ~Indf AVx(~Indx Ax Tt — ¢ C x)."

(2) Uma vez definidas as traduc¢des para férmulas iniciais, definimos as tradugdes
das féormulas mais complexas:

(2.1) Se ¢ = a A B, entdo @' = ol A pL.
(2.2) Se ¢ = a V B, entdo @' = al v pl.
(2.3) Se ¢ = a — P, entdo ¢ = ol — pL.
(2.4) Se @ = Axy(x), entdo @ = Ay (x).
(2.5) Se ¢ = Vxy(x), entdo ¢! = Vxy (x)L.
Esta tradu¢ao permite obter de maneira sistematica férmulas na linguagem Ly
partindo de férmulas na linguagem Lc. E natural neste ponto pensar como tal

noc¢do de tradugdo se relaciona com os conceitos de verdade formal estudados. O
seguinte lema faz esta conexao.

LEMA IIL6.5. Dada M € Mod(Tc), formemos as linguagens Lc(M) e Ly(M?).
Para cada ¢ € Snt(Lc(M)), existe ¢! € Snt(Ly(M')) tal que M | ¢ sse M! | ¢l

"Em outras palavras: um conjunto é um circuito quando ele é um conjunto dependente minimal.
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Demonstracdo. Se @ é atdmica e sem ocorréncias do simbolo de predicado Crc,
entdo vale M | @ sse M' = ¢l. Se ¢ = Crcc, entio M | ¢ sse cM € C(M) sse cM
nio é independente e toda parte propria de c™ é independente sse cM ¢ J(M!) e
para todo X C E(M) se X ¢ J(M!) e X € M, entdo M C X sse M! | ~Indc A
Vx(=Indx A x C ¢ — ¢ C x) sse M! £ @l. O restante da demonstracio segue por
indu¢ao no comprimento das sentencas. 4

O Lema [ITH.5 mostra que as tradugdes de L¢ para Ly e de L para L¢ preser
vam satisfabilidade de sentengas. Como consequéncia disto, obtemos o Teorema
[T6.6 que mostra que as linguagens L¢ e L tem o mesmo poder de expressao de
conceitos relacionados a Teoria de Matroides.

TEOREMA II1.6.6 (Criptomorfismo). Suponhamos que P seja uma proprie-
dade pertinente as matroides. A classe de matroides que possuem a propriedade
P € definivel em L sse tal classe é definivel em Lc.

Demonstra¢do. Suponhamos que exista uma sentenca ¢ € Snt(Lc) tal que para
toda N € Mod(T¢), tenhamos N = @ sse N possui a propriedade P. Dada M €
Mod(Ty), suponhamos que M possua a propriedade P. Da Proposi¢do ITH 3,
existe uma tinica M® € Mod(Tc). Da construgio de M€, sabemos que M® possui
a propriedade P sse M possui a propriedade P. Disto, segue MC £ ¢ e do Lema
[IT65, obtemos M | ¢'. Vemos assim que @' € Snt(Lp) é tal que para toda
M € Mod(Ty) vale M [ ¢! sse M possui a propriedade P. A volta é analoga.

Segue do Teorema TR que a linguagem Lc também nido é capaz de expres-
sar as representabilidades linear e algébrica de matroides. Isto pode ser genera-
lizado naturalmente: qualquer linguagem formal capaz de expressar as represen-
tablidades linear ou algébrica de matroides ndo pode ser traduzida para Lj (ou
para L¢) com preservagio de satisfabilidade de sentencas.
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LISTA DE SIMBOLOS

SECAO IL1

Cn Grafo ciclo de m vértices. 18

E(G) Conjunto de arestas de G. [I'7

G[U] Subgrafo de G induzido por U. Y
G|F Subgrafo de G restrito a F. 9
G=zH G e H sao isomorfos. 17

HCG H é subgrafo de G. 17

K, Grafo completo de m vértices. I8
N Conjunto dos nimeros naturais. I8
P, Grafo caminho de m vértices. I8
V(G) Conjunto de vértices de G. 7
W(u,v) (u, v)-passeio. 19

Ag Funcdo de incidéncia de G. 177
SECAO 112

2k Conjunto das partes de E. 19
B(M) Colegao das bases de M. 20

C(M) Colegao dos circuitos de M. 20
E(M) Conjunto subjacente M. 19

(M) Colecdo dos conjuntos independentes de M. Y
L=M L e M sao isomorfas. 20

M(A) Matroide linear. 210

M(G) Matroide grafica. 23

M* Matroide dual de M. 8

M| X Restricao de M a X. 23

Urm Matroide uniforme. 23

V(m,F) Espaco vetorial de dimensao m sobre o corpo F. 20
clv Operador de fecho de M. 25

r(M) Posto de M. 23

™ Funcéo posto de M. U3

SECAO I3

GF(q) Corpo finito de g elementos. 29
M/X Contracio de X em M. B0

M\ X Delegao de X em M. B0

M\X/Y Menor de M. B1

M<N Existe um M-menor de N. 31
SECAO I12

F(U) Colegao dos flats de U. B5

L (M1, M) Colecdo dos X C E tais que XNE; € F(M;). B5
M; @1, My Amalgama propria de M; e My. 85
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SECAO I15

Do Matriz de incidéncia de (G, ®). 46

F* Grupo multiplicativo do corpo F. 46

L(G) Colegao linear de circuitos de G. 44

M(®D) Matroide de ganho. 46

Mr(s, o) Matroide de ganho do grafo de ganho I'(F, s, a). 48

Ma(z, B) Matroide de ganho do grafo de ganho A(F, 1, §). 48

w-t Percurso oposto de W. &3

W Permutacéo ciclica do percurso W. 43

ord(a) Ordem de a. 46

A Diferenca simétrica de conjuntos. 44

A Orientacao de G. 47

Ag Orientacdo oposta de Ag. 42

D(W) Ganho do percurso W. 43

SECAO 1111

A Conectivo logico de conjuncao. b7

\ Conectivo légico de disjuncao. b7

- Conectivo légico de negacao. bl

Ind Simbolo de predicado de independéncia. b7

Ly Linguagem monddica de segunda ordem para Teoria de Ma-
troides que lida com independéncia como no¢ao primitiva. b7

Sng Simbolo de predicado de unitariedade. b7

2;’; Substituicdo de x1,...,x, porty,...,t, em s. bZ

ﬁ(p Substituicdo de x1,...,x,, port1,...,t, em ¢. b2

- Conectivo logico de implicacdao (condicional material). b

<—> Conectivo l6gico de equivaléncia material. bl

v Quantificador l6gico universal. b8

3 Quantificador l6gico existencial. b

cE Simbolo de predicado de continéncia (ou inclusdo). b7

F o @ é um teorema. b7/

1 Conectivo légico de falsidade. b7

'sA Sequente. b2

A1 Alfabeto da linguagem Lj. b7

A¥ Fecho de Kleene de A;. b8

SECAO 112

-M Interpretacdo de constantes. [/6

Base z z € maximal em J(M). [/8

Cst(L) Conjunto das constantes de L. [76

Dif 71292 7 é a diferenca de z;7 e z9. [78

Excxy Formula que expressa a propriedade de aumento em Lyj. 78
Herxy Formula que expressa hereditariedade em Ly. 78

Int, z1- - Zp2041 Zn+1 € a intersecdo de z1,...,2,. 78

Li(M) Linguagem da estrutura M. [76

M=N Relacdo de equivaléncia elementar de matroides. BI
MET M satisfaz o conjunto de sentencas T. B0
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M([-]

MOd(TI)

ME ¢

Snt(L)

Tro

TEe

T

Uni, 21 -+ ZnZns1
(&°¢

o

Avaliacdo de sentencas. 76

Classe dos modelos de Ty. Bl

M satisfaz a sentenca ¢. [77

Conjunto das sentencas de L. [76

@ é um teorema de T. BO

T acarreta ¢. B0

Conjunto dos axiomas da Teoria de Matroides em L;. Kl
Zn+1 € a uniao de z1,...,2,. /8

Nome do conjunto X. [76

Internalizacdo da igualdade na linguagem Lj. [78

@ é valida. [77
SECAO 13
(M, Xq,...,X;s)  Matroide empilhada. B4
M],, m-arvore de M. BY
M=, N Relacdo de m-equivaléncia de matroides. B3
M#, N Relagdao de apartness de matroides. 83
IM,X1,...,Xk], n-arvore de (M, Xy,...,Xy). BZ
IM,X3,...,X;n]  mregistro de (M, Xq,...,X,,). B4
Mod(Ty + U) Classe das matroides que sdo modelos de U. B
M=, N M e N tém as mesmas m-arvores. 8Y
MeoN Soma direta de M e N. B3
R =S (comp¢) Relagdo de ¢-compatibilidade de m-registros. B4
O Lista vazia. BY
SECAO 112
(F: k) Grau da extensdo k C F. 94
S<T S é k-algebricamente dependente sobre T em F. U
ax<8 a é k-algebricamente dependente sobre S em F. 96
k(S) Menor subcorpo de F gerado por S que contém k. 94
k(1 ..+ 8m) Vide k(S) para S = {s1,...,5, }. 94
k[S] Menor subdominio de F gerado por S que contém k. 94
k[s1,...,5m] Vide k[S] para S = {s1,...,85p }. 94
k(S) Menor subespago de F gerado por S que contém k. 94
k{(S1,...,5m) Vide k(S) para S = {s1,...,5,, }. 94
No Cardinalidade do conjunto N. 94
SEGCAO 115
IM,X1,...,X;]  (m,L)registro de (M, Xy, ...,X,,). 104
Mody,(Ty) Classe das matroides que tem um L-menor. T02
n(X) Conectividade local de (X - T, T). 103
SECAO L6
-C Traducdo de L para L¢. I10
I Tradugao de L¢ para Lj. I
Antxy Formula que expressa em L¢ que circuitos formam uma anti-
cadeia. 10
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Crc
Elixy

Lc

Nony

Tc
Ac

Simbolo de predicado de dependéncia minimal. 10Y

Férmula que expressa a propriedade de eliminagao de circui-
tos em L¢. 10

Linguagem monadica de segunda ordem para Teoria de Ma-
troides que lida com dependéncia minimal como no¢ao primi-
tiva. [0Y

Férmula que expressa em Lc que o conjunto vazio ndo é um
circuito. 10

Conjunto dos axiomas da Teoria de Matroides em L¢. 10

Alfabeto da linguagem L¢. 109
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