UFES - Universidade Federal do Espirito Santo
Centro de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional —

PROFMAT

GEOMETRIA NOS VAGOES: CONEXOES ENTRE O ENSINO DE
GEOMETRIA ESPACIAL E OS TIPOS DE VAGOES

Autor: Adolpho Olimpio dos Santos Filho

Orientador: Professor Etereldes Gongalves Junior

Vitoria — ES
14 de agosto de 2015






ADOLPHO OLIMPIO DOS SANTOS FILHO

GEOMETRIA NOS VAGOES: CONEXOES ENTRE O ENSINO DE
GEOMETRIA ESPACIAL E OS TIPOS DE VAGOES

Material desenvolvido com a finalidade de auxiliar os professores de Matemética
dos cursos que envolvam Ferrovias a estimularem seus alunos, através de
exemplos e exercicios, em sala de aula, a fazerem as conexdes existentes entre

a geometria espacial e os vagoes.

Vitoria — ES

Dissertacdo apresentada ao
PROFMAT - Mestrado
Profissional em Matematica em
Rede Nacional do Centro de
Ciéncias Exatas da Universidade
Federal do Espirito Santo, como
requisito parcial para obtencao
do grau de Mestre em
Matematica, sob a orientacdo do
Professor Etereldes Goncalves
Junior.

14 de agosto de 2015



Dados Internacionais de Cataloga¢ao-na-publicacéo (CIP)

(Biblioteca Central da Universidade Federal do Espirito Santo, ES, Brasil)

S237¢

Santos Filho, Adolpho Olimpio dos, 1981-

Geometria nos vagdes : conexdes entre o ensino da
geometria espacial e os tipos de vagdes / Adolpho Olimpio dos
Santos Filho. — 2015.

105 f. 1l

Orientador: Etereldes Goncalves Junior.

Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional) — Universidade Federal do Espirito Santo, Centro de
Ciéncias Exatas.

1. Geometria — Histéria. 2. Geometria sélida. 3. Geometria -
Estudo e ensino. I. Gongalves Junior, Etereldes. Il. Universidade
Federal do Espirito Santo. Centro de Ciéncias Exatas. Ill. Titulo.

CDU: 51




UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
Centro de Ciéncias Exatas

Programa de Pés-Graduagdo em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT

TRIGESIMA SEXTA ATA DE DEFESA DE DISSERTACAO DE MESTRE EM
MATEMATICA

Ata da sessdo de defesa da trigésima sexta Dissertagdo de Mestrado Profissional em
Matematica do Programa de Po6s-Graduagio em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT do Centro de Ciéncias Exatas da Universidade Federal do Espirito Santo, do
aluno Adolpho Olimpio dos Santos Filho, candidato ao grau de Mestre em Matematica. As
10:00 horas do dia 14 de agosto de 2015, no ICI, sala 32, o presidente da Comissdo
Examinadora, Prof. Dr. Etereldes Gongalves Junior iniciou a sessdio apresentando a
Comissdo constituida por além dele proprio, que ¢ o Orientador, pelos Professores
Doutores: Marcelo Ferreira farias (Examinador Externo) — (UFRRJ) e Moacir Rosado
Filho (Examinador Interno) - DMAT/UFES. A seguir, o presidente passou a palavra ao
candidato que em 50 minutos apresentou a sua Dissertagdo intitulada: "Geometria nos
Vagdes: Conexdes entre o Ensino de Geometria Espacial e os Tipos de Vagdes". Finda a
apresentagdo, o presidente passou a palavra aos membros da Comissdo para procederem a
arguicdo. Finda a arguigdo, a Comisséo retornou e o presidente informou aos presentes que
a Dissertagdo foi Aprovada sem restrigdes. Logo apés, o presidente declarou encerrada a
sessdo. Eu, Floréncio Ferreira Guimardes Filho, lavrei a presente Ata, que é assinada pelos
membros da Comissdo Examinadora. Vitoria, 14 de agosto de 2015.

CONFERE COMO ONGIRAE

Prof. Dr. Moacir Rosado Filho

—

/
Prof. Rf. Maigelo Ferfeira Farias







AGRADECIMENTOS

A DEUS, por ter me dado saude, calma, paciéncia e sabedoria para lidar com as
angustias, as abdicacdes, pelos novos conhecimentos adquiridos durante essa
etapa e por conclui-la. E assim, me tornando um profissional mais capacitado.

Ao meu filho, Heitor, que ao nascer durante o periodo do curso, funcionou como
um combustivel a mais para minha vida.

A minha esposa, parceira e companheira, Karina, que com muita paciéncia e
sabedoria respeitou meu tempo, meu espaco e cuidou do meu filho, para que eu
estudasse e me dedicasse ao curso.

A minha m&e e amiga, lvone, que me passou 0s principios morais, me educou,
cuidou, me apoiou sempre e me mostrou 0 quanto Sdo importantes o
conhecimento e o estudo. Ao meu pai, Adolpho, que me deu a vida, e gue mesmo
de longe, sempre me indicava que o caminho era o conhecimento.

Aos meus avos, Roberto Moll e Aulda Moll, que sempre auxiliaram minha
educacdo e também, de forma fundamental, sempre me mostraram a
importancia dos estudos.

A minha irma e amiga, Liliane, que sempre cuidou de mim como um filho, me
dando apoio e for¢ca nas horas que necessito.

Aos professores do PROFMAT, que compartilharam seus conhecimentos
CONOSCO e nos apoiaram no que foi preciso, para que concluissemos essa etapa.

Ao Centro Educacional Leonardo da Vinci, em especial, a Sra. Maria Helena, a
Sra. Palmira e ao Professor Luciano Couto, que enxergaram em mim, apesar de
jovem, em 2005, um potencial para o oficio de professor e me deram a
possibilidade de fazer parte dessa grande equipe.

Aos colegas da coordenadoria de Ferrovias do IFES Cariacica, que sempre se
colocaram a disposicéo para auxiliar no que foi preciso para a conclusdo desse
trabalho.

Aos colegas de trabalho do Leonardo da Vinci, do Salesiano e do IFES, que
fizeram com que eu amadurecesse como profissional e me motivaram a eterna
busca do conhecimento.






PENSAMENTO

Professor, um oficio que exige uma pratica reflexiva.

“A autonomia e a responsabilidade de um profissional dependem de uma grande
capacidade de refletir em e sobre sua acdo. Essa capacidade esta no amago do
desenvolvimento permanente, em funcao da experiéncia de competéncias e dos
saberes profissionais.

Por isso, a figura do profissional reflexivo esta no cerne do exercicio de uma
profissdo, pelo menos quando a consideremos sob um angulo da especializacao
e da inteligéncia no trabalho.”

Philippe Perrenoud






Resumo

Este material surgiu da necessidade de apresentar o conteudo de geometria
espacial, dentro do contexto dos vagdes, que € um dos objetivos de estudo dos
alunos do curso em Manutencao Eletromecanica Ferroviario Integrado (MEFIN)
do Instituto Federal do Espirito Santo — Campus Cariacica.

Neste material sdo abordados uma breve histéria da geometria espacial e de
alguns personagens importantes que ao longo do tempo ajudaram a organiza-
la, ou simplesmente fizeram o seu uso, a necessidade do surgimento das
unidades de medidas, um resumo do contetdo de geometria espacial, imagens
de alguns vagbes e suas respectivas especificacdes, associagdes de alguns
modelos de vagdes com os sélidos e alguns exemplos de aplicacdo da geometria
nos estudos dos vagdes. Espera-se que, apos essa leitura, os alunos consigam
relacionar os conceitos, as formas e as propriedades dos solidos com os vagdes,
e assim criem as conexdes necessarias para a resolucéo de futuras situacoes-
problema que envolvam os conceitos da Geometria.

Palavras-chave: Geometria Espacial — histdria, conceitos, formas e conexdes.






Abstract

This material came from the need to present the content of spatial geometry,
regarding railroad cars, which is one of the study objectives of the students of
Integrated Electromechanical Rail Maintenance (INERM) at Instituto Federal do

Espirito Santo - Cariacica Campus.

In this material the following contents are covered: a brief history of space
geometry and some important characters that over time helped organize it, or
simply made use of it; the need for the emergence of units of measure, a
summary of spatial geometry contents, images of some railroad cars and their
specifications; associations of some models of cars with solids and some
application examples of geometry in studies of railroad cars. It is expected that
after this reading students can relate the concepts, forms and properties of solids
to the cars, and thus create the necessary connections to the resolution of future

problem situations involving the concepts of geometry.

Keywords: spatial geometry - history, concepts, shapes and connections.
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Introducao

Apés vérias reunies em algumas escolas nas quais trabalho, com pedagogos e
outros professores da area de Matematica, pode-se perceber entre os que ali

estavam que:

O primeiro contato com a geometria espacial se da de maneira empirica nas
séries iniciais, do 1° ao 5° ano, quando os professores colocam os alunos em
contato com varias caixas de papeldo nos formatos de prismas, e os fazem
reparar em alguns elementos desses solidos como: os vértices, as arestas e as
faces que os compoem. Em algumas escolas os professores tém a possibilidade
de trabalhar com o material dourado, o que auxilia 0 desenvolvimento da ideia
de volume. Em outro momento, as criancas sao estimuladas a planificar essas
caixas, 0 que desenvolve a visdo bidimensional e a tridimensional. Nessa fase,
um simples chapeuzinho de aniversario gera um momento de adquirir um
conhecimento novo, pois ele agora passa a ser chamado também de cone e sua
planificacdo sai imediatamente, quando esse aluno de forma instintiva resolve
abri-lo. O cone também é observado nas ruas nos chamados cones de transito,
na casquinha de sorvete, etc. As piramides, por causa das belas historias do
Egito, sdo reconhecidas bem cedo pelas criancas, e esse contato para por ai. A
grande maioria dos alunos chegam até o ensino médio acreditando que as
piramides s6 possuem base quadrada, afinal, foi dessa forma que ela Ihe foi
apresentada. No caso das esferas, as criancas fazem a associagédo com o globo
terrestre ou com uma bola de futebol e, geralmente, os professores sao
indagados por esses alunos com a seguinte pergunta: “Como podemos planificar
a esfera?”, o que demonstra que as crianc¢as ja estdo conseguindo estabelecer
algumas relacdes entre a forma bidimensional e a tridimensional dos objetos que

estdo a sua volta.

Do 6° ao 9° ano, os alunos passam a ter contato com a geometria plana, pois
esse conteudo consta nos livros didaticos, entretanto geralmente € deixada para
o final do ano letivo ou o professor ndo possuem intimidade com o conteudo,
gerando, assim, uma transmissao desse conhecimento de forma superficial. Por
isso, quando o aluno adentra o ensino médio, percebe-se uma enorme lacuna
nesse conteudo. Isso se da porque a base que Ihe foi dada é fraca ou nem

mesmo lhe foi apresentada.
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O contato com a geometria espacial que faz parte de nosso cotidiano, assim
como a plana, é abandonado nas escolas até o ensino médio, quando ela é
retomada, muitas vezes de forma inadequada, pois ao invés dela ser trabalhada
de forma mais madura, o professor gasta toda a sua energia tentando recuperar
o “tempo perdido”, ja que € necessario resgatar toda a geometria plana, para

depois entrar com o ensino da geometria espacial.

Com esse pouco tempo o professor do ensino médio consegue passar todo o
conteudo, porém deixa a desejar em relacdo as conexdes necessarias da
geometria com o mundo, pois da forma que ela é passada, faz parecer como ela
€ algo isolado. Essa aproximacdo com o mundo tenta-se fazer através de
guestdes contextualizadas, o que faz com que o aluno ache apenas um pretexto

ao invés de enxerga-la no seu dia-a-dia.

O Ministério da Educacao vem tentando mobilizar os professores, através do
ENEM — Exame Nacional do Ensino Médio, para que eles reflitam sobre suas
praticas de ensino e criem uma aproximac¢ao maior entre o conteudo e aplicacdo
dele na vida do aluno. Podemos perceber esse objetivo nas competéncias do
ENEM: “recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para elaboracdo
de propostas de intervencdo solidaria na realidade, respeitando os valores
humanos e considerando a diversidade sociocultural” (ENEM — Fundamentacéao

Tedrico — Metodoldgica — p.64).

“Enem faz dois servi¢os: permite ao aluno tomar conhecimento do real perfil de
seu aprendizado, saber do que é capaz; sinaliza a escola o0 que se espera dela,
qual o novo sentido do ensino médio, ndo necessariamente entrada, seja para a
faculdade, seja para o0 emprego. Esses servigos sao, hoje, essenciais” (ENEM —

Fundamentacédo Tedrico — Metodoldgica — p.64).

No caso da geometria percebemos isso na competéncia da area 2 da matriz do
ENEM.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento
geomeétrico para realizar a leitura e a representacao da
realidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizagdo e a movimentacdo de

pessoas/objetos no espaco tridimensional e sua
representacdo no espaco bidimensional.
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H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou
espaciais.

H8 - Resolver situacdo-problema que envolva
conhecimentos geométricos de espaco e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e
forma na sele¢cdo de argumentos propostos como solucao
de problemas do cotidiano. (NOVO ENEM, 2009, p.5)

Para ter acesso aos Institutos Federais, os alunos participam de um processo
seletivo, que consiste de uma prova de acesso para conseguir uma vaga. Isso
ainda ocorre, porém percebeu-se nas andlises feitas nas reunibes da
coordenadoria de Manutencao Eletromecéanico Ferroviario Integrado, do Instituto
Federal do Espirito Santo (MEFIN) — Campus Cariacica a mudanca do perfil dos
alunos, ap6s o aumento do nimero de vagas e consequentemente uma menor
concorréncia. Dessa forma, o curso que antes recebia alunos com um diferencial
em Matematica, e principalmente em geometria, visto que a prova de acesso
exige um nivel elevado de conhecimento desse conteldo, passou a receber

alunos com lacunas em geometria.

Diante desse novo perfil de alunos, ao ensinar geometria espacial para os alunos
dos 3° anos desse curso, percebeu-se que uma grande parte desses alunos,
mesmo depois de ver o conteudo de Geometria Espacial, e fazer questdes
contextualizadas a respeito da mesma, ndo conseguiam enxerga-la dentro do
curso técnico. Diante desse quadro, a coordenadoria de MEFIN desafiou os
professores para que todos tentassemos criar conexdes entre as matérias

técnicas e as matérias do ndcleo comum.

Incumbiram a mim o desafio de produzir um material complementar que ajudasse
os professores que lecionavam esse conteddo a mostrar para seus alunos
algumas aplicagcdes da geometria nos vagoes de trem. Esse material sempre
sera apresentado aos alunos desse curso, apos eles terem aprendido a matéria

de forma tradicional.

O ensino tradicional do conteddo sera mantido pois a Matematica ndo pode
deixar de cumprir o seu papel que é de desenvolver o raciocinio légico dedutivo

sistematico, e que a geometria ndo é feita apenas de formas e formulas.

E inegavel que submeter principiantes a aridas
demonstracdes sobre temas excessivamente abstratos,
utilizando ndo raro uma linguagem peculiar e pedante,
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como se fazia no passado, certamente produz efeito
traumaticos. Muitas pessoas detestam a Matematica,
julgam-se incapazes de aprendé-la e afastam-se dela
exatamente devido a isso. Mas parece-me também um
grave erro perder-se qualquer oportunidade que surja de
ensinar os jovens a deduzir por meio de raciocinio légico
algumas férmulas importantes e simples [...]. (GARBI
GILBERTO, CQD, p.10)

Esse material esta dividido em quatro capitulos. O capitulo 1 nos traz uma breve
historia da Geometria (surgimento, alguns nomes importantes que contribuiram
para a sua construcdo e algumas aplica¢gfes do dia-a-dia). O capitulo 2 aborda
o surgimento das unidades de medidas de comprimento e tabelas de
transformacdes de unidades de medida, de area e de volume. O capitulo 3
apresenta um resumo dos contetdos dos principais solidos relacionados ao
estudo desse material (formas, expressdes de perimetro, area e volume). No
capitulo 4 sdo apresentados alguns problemas envolvendo aplicacdo da

Geometria nos vagdes.
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Capitulo 1- Uma breve historia da Geometria

1.1. O surgimento da Geometria

Tradicionalmente considera-se que a geometria surgiu com os Egipcios, e que
ela nasceu da necessidade de se medir os limites de terrenos, sempre que
ocorriam as cheias do rio Nilo. Os arteséos, artistas, carpinteiros, pedreiros, etc,
sdo exemplos de profissionais que utilizavam a geometria em suas
especialidades ha tempo, muito antes de iniciar o primeiro milénio antes de
Cristo. Desta forma acredita-se que ja existia um certo conhecimento geomeétrico
que circulava entre os povos do Oriente, assim como um certo conhecimento

aritmético.

Nos ultimos séculos do terceiro milénio a.C. os egipcios,
no vale do Nilo, e os sumérios (povo altamente
desenvolvido, que floresceu na regido entre o Tigre e o
Eufrates, que por volta de 1800 a.C. foram conquistados
pelos babilénios) ja haviam criado o sistemas de
numeragdo, com 0s quais tratavam de suas questdes
aritméticas, e também detinham varios conhecimentos
empiricos de natureza geométrica. Um papiro de 1850
a.C. (o Papiro de Moscou) e outro de 1650 a.C. (o Papiro
de Ahmes) comprovam as habilidades dos antigos

egipcios na Aritmética e Geometria praticas.
(GARBI, CQD, p.22)

1.2. Os séabios da Grécia

No século VIl a.C., os gregos se aproximaram dos egipcios e se apropriaram do
conhecimento da Geometria e da Aritmética desenvolvido por estes. Diante disso
resolveram estabelecer um conceito a respeito da Matematica, o qual iria
revolucionar a Geometria, e comecaram a trata-la de maneira cientifica. Assim,
perceberam que todas as afirmacgfes feitas pela Matematica deveriam ser

provadas.

O criador desse conceito foi Tales (640 — 564 a.C.), que nasceu na cidade de
Mileto. Tales de Mileto, filosofo e matematico, também conhecido como o Pai da
Matematica Dedutiva, fundou uma Escola, que hoje é conhecida como a Escola
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de Mileto. Nela eram desenvolvidos estudos de: Aritmética, Geometria,
Astronomia e Filosofia. Uma das principais contribuicbes de Tales foi o Teorema
de Tales. Apesar de Tales comprovar varias dessas afirmacgdes, provavelmente,

elas ndo atenderiam os padrfes atuais de rigor matematico.

Perto da cidade de Mileto, nasceu na cidade de Samos, por volta de 586 a.C.,um
homem que apos uns anos seria considerado um dos simbolos da Matematica,
Pitagoras(586 a.C. — aproximadamente 500 a.C.). Alguns historiadores dizem
que ele foi aluno de Tales. Apesar de ndo haver essa certeza da relacéo de
mestre e aprendiz entre eles, € bem provavel que Pitagoras tenha feito contato
com membros da Escola de Mileto, sendo assim influenciado pelas ideias de
Tales. Pitdgoras viveu varios anos no Egito. Depois que voltou para sua terra
natal, chegou a fundar uma escola mas, como sua cidade estava sendo
governada por um tirano, resolveu fecha-la e se mudou para Crotona, regiao
Magna da Grécia, onde abriu uma nova escola, em 540 a.C., denominada Escola
Pitagorica. Essa era voltada para o estudo de Filosofia, das Ciéncias Naturais e
da Matematica e gerou, no antigo mundo grego, o interesse pelos estudos da
Matematica. Segundo historiadores, as palavras Filosofia e Filosofo surgiram

nessa escola.

Pitagoras, segundo historiadores, foi um dos primeiros a demonstrar de forma
razoavel e mais rigorosa, varias afirmacfes matematicas. Uma de suas

principais contribui¢cdes foi o Teorema de Pitdgoras.

ApOGs anos de inquietacdo e varias tentativas de apresentar a Matematica de
forma ordenada e dedutiva, os fildsofos da época perceberam que nem tudo na
Matematica pode ser demonstrado e, assim, algumas afirmacdes devem ser

simplesmente aceitas.

[...] o preceito de Tales — As afirmacbes feitas na
Matematica devem ser provadas — tem limitacdes. Na
realidade, nem tudo na Matemética pode ser
demonstrado: algumas afirmacfes precisam ser aceitas
sem provas, para que processo demonstrativo possa ter
inicio.

(GARBI, CQD, p.31)
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A essas afirmacbes que sdo admitidas sem provas, davam o nome de
postulados. Nao se tem conhecimento de quais matematicos ou pensadores
chegaram a concluséo de que alguns postulados sdo evidentes por si mesmos

Em 386 a.C., o mais conhecido filosofo Platdo (427 a.C. — 347 a.C.) fundou em
Atenas uma Academia e nela os estudos da Matematica foram bem
desenvolvidos. Um dos mais notaveis alunos dessa escola foi Aristételes (384
a.C. — 322 a.C.), de Estagira, fildsofo que pelo seu vasto conhecimento afirma:
“...nas Ciéncias existem verdades evidentes por si mesmas, que devem ser
aceitas sem provas.” Assim, acredita-se que desde aquela época ja era utilizado
o conceito de Postulados. Platdo deu uma importancia a geometria assim como
a astronomia. Porém, a geometria debatida por ele com seus discipulos Sécrates

e Glaucon era a plana.

Aristoteles, o criador da légica, fez com que as provas matematicas fossem
desenvolvidas de forma ordenada e dedutivel, a partir de conceitos primitivos e

de postulados.

Em 323 a.C., com a morte do rei Alexandre, o grande, o Egito foi governado pelo
general Ptolomeu |, que influenciado pelo fildsofo Demétrio, abriu, em
Alexandria, um centro cientifico-cultural, chamado Universidade de Alexandria.
Em meados de 300 a.C., surge nessa universidade um gedmetra chamado
Euclides que, segundo historiadores, provavelmente aprendera Matematica na
Academia de Platdo. Euclides foi o autor do livro “Os Elementos”, que reuniu
todo o desenvolvimento da geometria até entdo conhecido no Egito, na Babil6nia
e na Grécia, e utilizou a Idgica de Aristételes para organiza-lo. Dessa forma, ele
listou alguns postulados e algumas definicbes e, através da légica e com um
rigor matematico, até entdo pouco utilizado, provou todos os teoremas de seu
livro e, a0 mesmo tempo, preencheu as lacunas que existiam até aquele

momento no estudo da geometria.

A sistematica e o rigor légico do livro “Os Elementos” fazem com que o estudo
da geometria euclidiana seja formativo. A teoria contida nele possui um algoritmo
tdo bem formulado que talvez seja por isso que ele seja referéncia por mais de
2000 anos.
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A maravilha dos “Elementos” consistia precisamente em
demonstrar, com exemplo, como a inteligéncia do homem
podia, guiado pelo raciocinio rigoroso, a partir de poucas
premissas simples, a verdades que o0 secular
conhecimento empirico podia ter ensinado (Sdécrates, na

Republica, designa a dialética tarefa de fundar os
axiomas; mas essa é uma arte dificil para a qual tampouco
ele sabe encontrar qualquer saida que nao seja refletir e
concluir). (LEVI BEPPO, p.85)

O estudo desse livro exige tanto empenho, quanto rigor, gerando uma estrutura

mental de extrema importancia para qualquer area do conhecimento.

O estudo da geometria no espaco € chamado de Geometria Espacial. Nele
estudamos figuras com trés dimensdes. A elas damos o nome de solidos
geométricos. Entre esses solidos temos os poliedros (prisma, o cubo, o
paralelepipedo, as piramides, etc) e os corpos redondos (os cilindros, os cones
e as esferas).

Dentre esses poliedros, dadas as peculiaridades, destacam-se 0s cinco
Poliedros regulares ou Poliedros de Platdo. Beppo Levi (2010), em seu livro
“Lendo Euclides” define poliedro regular da seguinte maneira: “Diz-se que um
poliedro é regular quando todas as suas faces forem poligonos regulares
congruentes e ndo houver distingdo entre as caracteristicas de uma aresta e

outra ou de um vértice e outro.”
Os cinco Poliedros de Platdo séo:

1) Tetraedro — formado por quatro tridangulos equilateros;
2) Cubo - formado por seis quadrados;

3) Octaedro — formado por oito triangulos equilateros;

4) Dodecaedro — formado por doze pentagonos regulares;
5) Icosaedro — formado por vinte tridngulos equilateros.

A paixao de Platdo por esses solidos era tanta que ele associou os solidos a
criagdo do universo. Ele dizia que o cubo, o icosaedro, o tetraedro, o octaedro e
o dodecaedro representavam a terra, a agua, o fogo, o ar e 0 universo,

respectivamente.
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"o

X

Tetraedro
Fogo

Icosaedro

Agua

Dodecaedro
Universo

1.3. A Geometria aplicada no nosso dia-a-dia.

Apds séculos, percebemos que a ideia de saber mais sobre a geometria é
contemporanea, assim como sobre suas relacdes internas e sobre a relacéo
entre ela e o mundo. Nesse interim, percebemos que a relacéo existente entre o
mundo e as formas geométricas é muito estreita, obtendo assim um avango

interno na propria ciéncia e uma melhor compreensao do mundo.

Na arquitetura e na engenharia civil, nas ruas e, em geral, nas cidades, algo que
agrada aos olhos sé&o os projetos que aliam padrbes arquitetdnicos, beleza,

simetria, modernidade, usualidade e funcionalidade com as formas geométricas.
Na Arquitetura

Exemplos:

Estadio do Corinthians (ltaguerao) Congresso Nacional - qusilia

Teatro Melbourne — Australia Jardim Boténico - Curitiba



Piramides
No Artesanato

Exemplos:

Caixas de jogos

Na industria

Exemplos:

Silo (depdsito) Parafuso
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Na Natureza

Exemplos:

Favo de mel Sol

Nos Jogos

Exemplo:

Dados Cubo magico Bola de Futebol

"Nao ha estrada real para a geometria" (Euclides)
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Capitulo 2 - Unidades de medidas e suas relacdes.

2.1. O surgimento das unidades de medidas nos povos.
Segundo o site do Inmetro (www.inmetro.gov.br), a metrologia “é a ciéncia que
abrange todos os aspectos teoricos e praticos relativos as medigdes, qualquer

que seja a incerteza em qualquer campo da ciéncia ou tecnologia”.

De acordo com a Sociedade Brasileira de Metrologia (www.metrologia.org.br), a
Metrologia “é¢ a ciéncia da medicao e sua existéncia é fundamentada nas
necessidades basicas das pessoas que estdo diretamente relacionadas a

qualidade dos produtos, servigos e bens de consumo da sociedade”.

Conforme registrado por Lord Kelvin(1883), cientista britanico, “o conhecimento
amplo e satisfatorio sobre um processo ou um fendmeno, somente existira

quando for possivel medi-lo e expressa-lo por meio de niumeros”.

Diante disso, percebemos que as ideias e as observagdes obtidas de todo
fendbmeno ou processo soO faz sentido se pudermos representa-las através de
dados numéricos, ou seja, se pudermos mensura-las. Sendo assim, € de

extrema importancia a utilizagdo de uma unidade de medida padrao.

De acordo com a Metrologia, que € a ciéncia que estuda as medigdes e suas
aplicagdes no dia a dia, na Matematica existem as Grandezas Fundamentais, as

Derivadas e as Adimensionais.

As Grandezas Fundamentais sao trés: massa, tempo e comprimento. O grama,
0 segundo e o metro sdo unidades padroes estabelecidas para medir massa,

tempo e comprimento, respetivamente.

As grandezas Derivadas sao estabelecidas a partir das grandezas fundamentais

e/ou inclusive dela propria.
Exemplos:

Velocidade = (distancia):(tempo);
Densidade = (massa):(volume);

Area de um retangulo = largura x comprimento;


http://www.inmetro.gov.br/
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Volume de um paralelepipedo = comprimento x largura x altura;
Grandeza adimensionais sado grandezas independentes das unidades.

Como exemplo, temos a representagdao de um angulo © representado em

radianos, ou seja, © =L/ rad, sendo L o comprimento do arco de raio igual a rad.

As medi¢cOes sempre estiveram presentes de alguma forma na vida do homem,
pois a necessidade de mensurar € inevitdvel. Com o passar dos tempos cada
povo foi criando uma unidade de medida, como exemplo temos: o Cubito, o

Palmo, a Jarda, a Polegada e o Pé.

O Cubito e o Palmo eram utilizados pelos povos egipcios ha 4000 anos. O cubito
era a distancia entre o cotovelo e a ponta do dedo médio do faraé e o palmo
correspondia a sétima parte do cubito, pois sua medida equivalia a quatro dedos
das maos juntos. Hoje, o palmo é conhecido como a distancia em linha reta

entre o polegar e o dedo minimo, de uma mesma méao.

A Jarda € a distancia em linha reta entre a ponta do nariz e a ponta do dedo
polegar do braco estendido, do Rei Henrique | da Inglaterra, no século XIll. Essa
€ a unidade basica no sistema de medida que até hoje é utilizado nos Estados
Unidos e no Reino Unido. Nos jogos de Futebol Americano, a unidade Jardas é
utilizada e equivale a 0,9144 metros. Em inglés ela é conhecida como yard ou

simplesmente yd.

A Polegada, cuja medida é 2,54 centimetros(cm) ou 25,4 milimetros(mm), é
utilizada no sistema imperial britdnico de medidas. Em inglés ela é conhecida
como inch ou simplesmente in. Hoje em dia é muito utilizado por nds na hora de

identificarmos o tamanho de uma TV;
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Exemplo:
Polegadas Comprimento da diagonal
32" 32x2,54=81,28 cm
40" 40x2,54=101,6 cm
46" 46 x 2,54 = 116,84 cm
50" 50 x 2,54 = 127,00 cm

O pé cuja medida é 30,48 centimetros (cm), € uma unidade de medidas bastante
utilizada nos Estados Unidos, Reino Unido e com uma certa frequéncia no
Canada. Em inglés é conhecida como foot ou simplesmente ft ou ainda ". A
medida de um pé equivale a doze polegadas e trés pés, quando comparada as

Jardas.

Alguns historiadores acreditam que a medida original do pé inglés era a do rei
Henrique | da Inglaterra - no século Xl - que tinha um pé de 30,48 cm, quando
calgado. Mas alguns registros mostram que essa unidade ja era utilizada ha 70

anos antes do seu nascimento, obviamente ndo com a mesma medida.

Hoje essa medida é muito utilizada por pilotos de avido (citando a altitude da

aeronave durante um voo), por surfistas (altura da onda), etc.

Com a integracdo dos povos, através de viagens, negdcios e para que 0s
cientistas compartilhassem seus estudos, surgiu a necessidade de criar uma
unidade de medi¢ao padrao que fosse aceita e compreendida por todos. A ideia
da criacdo dessa medida de comprimento padrao se deu no fim do século XVII,

porém so se conseguiu chegar a um acordo 130 anos apds a proposta inicial.

2.2. A Histéria do Metro
A palavra Metro é oriunda da palavra grega pétpov (metron), que significa

medida.

Na época da Revolugdo Francesa, a ideia de gerar uma unidade de medida
universal saiu do papel. A utilizagdo de diversas unidades de medida era um dos
pivds que gerava desentendimentos entre comerciantes, cobradores de

impostos e os demais cidadaos. Com a unificacdo do pais e da sua moeda, sob


http://pt.wikipedia.org/wiki/Centímetro
http://pt.wikipedia.org/wiki/Polegada
http://pt.wikipedia.org/wiki/Henrique_I_da_Inglaterra
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uma forte influéncia da economia, surgiu a necessidade de gerar uma

padronizagao das medidas.

Segundo José Luciano de Mattos Dias(1998), em seu livro “Medida,
normalizacdo e qualidade; aspectos da histéria da metrologia no Brasil”, em
1789, a pedido do Governo Republicano Francés, a Academia de Ciéncia da
Franca criou um sistema de medidas baseado numa constante natural. Foi criado
o Sistema Métrico Decimal, que inicialmente era constituido de trés unidades
basicas: o metro, o litro e o quilograma. O metro foi definido como "a décima
milionésima parte da quarta parte do meridiano terrestre", o litro como "o volume
de um decimetro cubico" e o quilograma como "a massa de um decimetro cubico
de agua na temperatura de maior massa especifica, ou seja, a 4,44°C". Em 1983,
na 172 conferéncia geral de pesos e medidas, esse sistema foi substituido pelo
Sistema Internacional de Unidades (Sl), que determinou o Metro (m) como
“‘comprimento do trajeto percorrido pela luz no vacuo, durante um intervalo de
tempo de 1/299 792 458 de segundo. O Litro (¢) permaneceu com a mesma
definicdo do sistema decimal, porém recomenda-se a utilizacdo da unidade
metro cubico (m?) que significa “volume de um cubo cuja aresta tem 1 metro de
comprimento”. O Quilograma (kg) manteve a mesma definicao anterior, porém
para materializa-lo foi criado um protétipo no formato de um cilindro, de platina

iridiada, com diametro e altura iguais a 39 milimetros.

2.3. Os submultiplos do Metro.
Assim, adotando o metro como uma unidade padrao de medida, logo se criou 0s

seus subdivisores e multiplos.
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Tabela dos submultiplos do metro.

Unidade de medida de comprimento Siglas das
unidades
Milimetro (milésima parte do metro) mm
Centimetro (centésima parte do metro) cm
Decimetro (décima parte do metro) dm
Metro (unidade padrao de medida no SI*) M
Decametro (equivale a 10 m) dam
Hectometro (equivale a 100 m) hm
Quilébmetro (equivale a 1000 m) km

*Sistema internacional de unidades (SI).
Algumas Curiosidades:

O milimetro (mm) é a unidade utilizada para medir a quantidade de chuva que
caiu em 1 m2 Ao dizer que a precipitacdo de uma chuva foi de 1 mm, significa
dizer que em 1 m? “temos uma pocga” de altura 1 mm, ou seja, temos um
paralelepipedo de 1 m? de base e altura 1 mm. Logo, podemos dizer que caiu 1

litro de agua em uma area de 1m?2.

O milimetro (mm) é adotado como a medida padrao na Mecanica, na Europa e

na Asia.

O centimetro (cm) é utilizado popularmente para representar as dimensdes de
escala humana que sao menores do que metro. Essa medida € geralmente

adotada como padrao de marcenaria.

O decimetro é pouco utilizado. Para uma unidade menor do que metro é

preferivel utilizar o centimetro (cm) ou o milimetro (mm).
O metro (m) é geralmente utilizado como a medida padrao na construgao civil.

O decametro (dam) e o hectdmetro (hm) sdo poucos utilizados, para uma

unidade maior ao metro é preferivel utilizar o quildmetro (km).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Unidade_de_medida
http://pt.wikipedia.org/wiki/Unidade_de_medida
http://pt.wikipedia.org/wiki/Unidade_de_medida
http://pt.wikipedia.org/wiki/Unidade_de_medida
http://pt.wikipedia.org/wiki/Unidade_de_medida
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A palavra quilbmetro (km) é uma combinagdo do prefixo quilo (“mil”) com a

palavra metro, raz&o porque um quildmetro equivale a mil metros.

2.4. Transformacdes de unidades
Uma maneira prética de transformarmos a unidade padrdo do metro (m) para

seus submultiplos é utilizarmos a tabela de transformacoes.

Tabela de transformacdes das unidades em metros

/0\/0\ A 0/\/\

km hm | dam m dm cm mm

IR TR T T VY

+10 =10 ~10 - 10 ~10 =10

Exemplos:
Transforme:

a) 15cm para metros.
Perceba que para transformarmos de cm para m, basta dividirmos por 100, ou

seja, 15 cm equivale a 0,15 m.
b) 5,879 km para metros.

Perceba que, para transformarmos de km para m, basta multiplicarmos por 1000,

ou seja, 5,879 km equivale a 5879 m.
c) 123456 cm para km.

Perceba que para transformarmos de cm para km, basta dividirmos por 100000,

ou seja, 123456 cm equivale a 1,23456 km.
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2.5. Area

Area é a porcdo do plano ocupada por uma figura plana F. Para medi-la,
comparamos a figura F com a unidade de area. Esse resultado gera um nimero,
que representa quantas vezes a figura F contém a unidade de area. A unidade
de area utilizada no Sl para area é o metro quadrado (m?), quando a unidade de
area ndo é definida utilizamos 1u?% sendo u a unidade de medida de

comprimento. A tabela a seguir apresenta algumas transformagdes de unidades

de areas.
1 cm? < 102 mm?
1dm? < 10?% cm?
1m? & 10* cm?
1m? &102% dm?
1 km? & 10° m?
2.6. Volume

Volume é a porcdo do espaco ocupada por um solido S. Para medi-lo,
comparamos o sOlido S com a unidade de volume. Esse resultado gera um
ndmero, que representa quantas vezes o sélido S contém a unidade de volume.
A unidade de volume utilizada no Sl para volume é o metro ctbico (m?), quando
a unidade de volume néo é definida utilizamos 1u*, sendo u a unidade de medida

de comprimento.

Um dos principais equivocos no estudo dos sélidos € a confusdo entre as
palavras volume e capacidade. Devemos lembrar que volume é o espacgo que o
determinado solido ou objeto ocupa no espaco, enquanto a capacidade € o
quanto o objeto ou o sélido é capaz de armazenar algo. Por exemplo, uma rocha
sélida no formato de um paralelepipedo possui volume, porém, sua capacidade

de algo é nula. Ja um pote de sorvete possui volume e capacidade.



Tabela de submultiplos do metro cubico.

Unidade de volume em m® | Siglas das unidades
Milimetro cubico mm3
Centimetro cubico cm?
Decimetro cubico dm3
Metro cubico m3
Decametro cubico dam?
Hectémetro cubico hm?3
Quilémetro cubico km?3
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Uma maneira pratica de transformarmos a unidade padrdo do volume m? para

seus submultiplos é utilizarmos a tabela de transformacdes.

Tabela de transformac¢fes das unidades em metros cubicos

AVA R 7.0& 7.0{ ?‘i
3
km?® I hm? |dam m dm?® | cm?® | mm? |

\/\/\/\/\/\/

+1000 + 1000 +1000

+1000

+1000 + 1000

Uma outra forma de medirmos o volume é utilizando a unidade litro (¢).

Unidade de volume em litros Siglas das unidades
Mililitro mt
Centilitro ct
Decilitro dt
Litro 4
Decilitro dat
Hectlitro ht
Quilolitro ke




Percebemos a relacdo entre os submultiplos do litro na tabela abaixo.
Tabela de transformacdes das unidades em litros

x10 x10 x10 x10 x10

NNAKANNA
VVVVVYV
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A relagao entre o volume em m2 e em { ocorre de acordo com a tabela abaixo:

Volume em m? Volume em ¢
1cm? 1me
1dm? 1¢
1m3 1000 ¢

Exemplos:
Transforme:

a) 12¢ em m¢#.

Perceba que ao transformarmos de ¢ para m#, basta multiplicarmos por 1000,

ou seja, 12¢ equivale a 12000m+#.

b) 75000 mm? para *.

Como 1mm? equivale a 1m#, temos que 75000 mm?® equivale a 75000 m¥.

Porém, 1000 m? equivale a 1 £. Assim, 75000 m# equivale a 75 ¥.
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Capitulo 3 — Geometria: Medidas, areas e volumes

A ideia de medir esta associada ao ato de comparar grandezas de uma mesma
espécie, a partir de uma unidade pré-estabelecida que sera utilizada como
referéncia de comparacdo. O resultado dessa comparacdo € um namero real

ndo negativo. Esse numero é chamado de medida.

3.1. Medida de um segmento de reta

A medida de um segmento AB sera indicada por m(AB) ou simplesmente por
AB. De acordo com Osvaldo Dolce e José N. Pompeo (2013), a medida de um
segmento € um namero real ndo negativo associado ao segmento, satisfazendo

as seguintes propriedades:

1) Segmentos congruentes tém medidas iguais e, reciprocamente, segmentos

gue tém medidas iguais s&o congruentes.
AB = CD & m(A4B) = m(CD)

2) Se um segmento é maior que outro, sua medida € maior que a deste outro.
AB > CD © m(AB) > m(CD)

3) A um segmento soma esta associado uma medida que € a soma das medidas

dos segmentos parcelas.
RS = 4B + CD < m(RS) = m(4B) + m(CD)
A medida de um segmento damos o nome de comprimento do segmento.

Em relacdo a congruéncia, a desigualdade e a adicdo de segmentos, segundo
Eudoxio-Arquimedes (Eudoxio: 408-355 a.C.; Arquimedes: 278-212 a.C.):
“‘dados dois segmentos, existe sempre um multiplo de um deles que supere o
outro”, o que nos permite sempre estabelecer a razdo entre dois segmentos
guaisquer. Portanto podemos sempre medir um deles tomando o0 outro como

unidade de comprimento.

Considere um segmento de reta qualquer u, que chamaremos de segmento

unitario, que tomaremos como unidade de comparagéo. Por definicdo, a medida
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do segmento u é 1. Nosso objetivo é mostrar 0 processo de comparar um

segmento de reta qualquer AB a u.

Pela Propriedade 1, temos que todos os segmentos de reta congruentes a u

medirda 1.

Uma propriedade que se espera de uma medida de segmento € que a medida
de um segmento AC seja a soma da medida de AB com BC se, somente se, B é

um ponto do segmento AC.

; { I
A B C

De maneira geral, dado um namero inteiro positivo n, se for possivel obter n — 1
pontos intermediarios Py, P,, ..., P,_; no segmento AB, de tal modo que os n
segmentos AP;, P,P,,P,P;, ..., P,_1B sejam todos congruentes ao segmento u,

entdo a medida de AB sera n.

A P] Pz Pg Pn—l B

Dessa forma, diremos que um segmento AB tem comprimento igual a n, se AB
poder ser decomposto em n segmentos de reta justapostos, todos de

comprimento 1.

Nem todo segmento AB pode ser decomposto da maneira citada anteriormente.
Um exemplo seria um segmento AB, medida menor que u. Sejam n,w € N, neste
caso perceba que podemos dividir a unidade u em n pedacos de mesma medida

iguais a w, ou seja, teriamos
nw=u>>nw=1=sw=-—
n

1 Sl ~ .
Se o segmentow = - for submultiplo comum de AB e u, entdo dizemos que AB
e u sdo comensuraveis. Portanto, a medida do segmento AB é m vezes 0

1 .
segmento —, ou seja, AB = %
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m
n

Se o0 segmentow = 1 nao for submultiplo comum de AB e u, qualquer que seja

S

o n, entdo dizemos que AB e u sdo incomensuraveis. Nesse caso existe m € N
1 ,
tal que, —esta m vezes em AB, por falta, e m + 1 vezes em AB, por sobra, ou
. p . ~ +1 . . ~
seja, % € uma aproximacéao de AB por falta e mT € uma aproximacgéao de AB por

EXCEeSSO.

=

Dessa forma, temos que:

m m+1 m m 1
— < AB < > —<AB<—+-.
n n n n

, 1 17 ” 1 H
Como o erro é -~ basta adotar um n “tdo grande” de tal forma que ~ seja

insignificante. Logo, vemos que € possivel obter valores aproximados para a

medida do segmento AB, com erro tdo insignificante quanto se queira.
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Como exemplo de segmentos incomensuraveis, temos o lado e a diagonal de

um quadrado, cuja medida do lado é u.

Pelo Teorema de Pitdgoras, a medida da diagonal do quadrado de lado u € um

namero cujo quadrado € 2. Tal nimero, ndo pode ser da forma % , com
m.d.c.(m,n) = 1, pois do contrario teriamos

2
m
2=—>m?>=2"n
n

Como o m.d.c (m,n) = 1, temos que a igualdade de m? = 2-n? é um absurdo.
De fato, os inteiros m? e n? contém cada um dos seus fatores primos um ndmero
par de vezes, pois estdo elevados ao quadrado. Logo, 2 - n? contém um ndmero

impar de fatores iguais a 2 e ndo pode ser igual a m?.

Observe que as medidas de grandezas comensuraveis e de incomensuraveis
estdo associados com 0s numeros racionais e irracionais, respectivamente, pois
nos casos de segmentos comensuraveis, temos AB = n (nUmero inteiro) e AB =

m - . . e . ~ P m . ,
- (numero racional); e no de incomensuraveis AB néo € da forma —,ouseja, e

um ndmero irracional.

Um cuidado que devemos ter é na utilizagdo das palavras medida e
comprimento. No caso do segmento, a sua medida equivale ao comprimento, o

mesmo nao ocorre para areas e volumes.

3.2. Medida de uma area
Area é a porcdo do plano ocupada por uma figura plana F. Para medi-la,
comparamos a figura F com a unidade de area. Esse resultado gera um nuamero,

gue representa quantas vezes a figura F contém a unidade de area.
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Segundo Elon L. Lima, em seu livro Medida e Forma em Geometria (2006), a
area de um poligono é representada por um nimero real ndo-negativo e satisfaz

as seguintes propriedades:

1) Poligonos congruentes tém areas iguais;

2) Se o poligono é um quadrado de lado unitario, sua area € igual a 1;

3) Se um poligono pode ser decomposto como reunido de n poligonos menores
justapostos (sem sobreposicao), entdo a area desse poligono é igual a soma das

areas desses poligonos menores.

Fixemos um quadrado cujo lado mede uma unidade de comprimento (quadrado
unitario), chamado unidade de &rea, que utilizaremos como unidade de

comparacao. Por definicdo, a medida desse quadrado unitario é 1.

Todo quadrado cuja medida do lado é 1 terd, por definicdo, area igual a 1.

A seguir, vamos comparar as areas de algumas figuras planas mais conhecidas

com a unidade de area.

3.2.1. Area do quadrado de lado natural ou racional
Considere um quadrado Q de lado a, racional positivo. Sua area S é dada pela

expressao S = a?.

De fato, vamos pensar nos casos de a ser natural e de a ser racional. O caso de

a irracional, provaremos mais a frente.
Caso 1) "a" um nimero natural.

Nesse caso podemos decompor Q em a - a quadrados unitarios, assim temos

que a area do quadrado Q € S = a?-1 = a%. No caso de a = 5 temos:
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Observacéo:

1 p
No caso de um quadrado Q de lado - sendo n um numero natural, podemos

decompor um quadrado unitario em n? quadrados justapostos, todos

. 1
congruentes a Q,ou seja, n>-S=1=5 = =

No caso de n = 5, temos:

=2l
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Caso 2) "a" um nimero racional.

Nesse caso, podemos escrever a = %, comp,n € Nen # 0. Dividimos cada lado
. 1 . P
de Q em segmentos de comprimento ~ Dessa maneira, cada lado sera dividido
. . . , - 1
em p segmentos justapostos, cujo comprimento de cada um é igual a — Como a

area do quadrado de Iado% € dada por n—lz e 0 quadrado Q sera subdividido em

[y
Sis
3=

pp—= =a-a=a?logo,adreadeQ é S = a?

2|
—

-]

3.2.2. Area de retangulo
Considere um retangulo R, cujas dimensdes sdo 0s numeros positivos a e b, sua

area S é

S=a-b.
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De fato, vamos pensar nos seguintes casos:
Caso 1: a e b naturais.

Nesse caso podemos decompor o retangulo R em a-b quadrados unitarios.

Assim temos que a area do retangulo éigualaS =a-b-1 = ab.

Caso 2: a e b racionais.

Nesse caso podemos escrever a = - e b= -, com p,r,n € IN e n # 0. Dividimos

cada lado de R em segmentos de comprimento % O lado que mede a sera
decomposto em p segmentos justapostos, cuja medida de cada um é % e o lado

que mede b serd decomposto em r segmentos justapostos, cada um medindo %
Tracando paralelas aos lados a partir dos pontos de subdivisdo, o retangulo R
ficara subdividido em p - r quadrados, cuja medida dos lados & % e de area igual
al

=L, % ou seja, a area do

pr
2 n

Logo, a area do retangulo R é igual a (p - 1) n—lz =

retdngulo R é iguala S = a - b.
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Sl

1

| n |
I 1

Caso 3) a e b irracionais.

Considere o retangulo ABCD, cujas medidas dos segmentos AB =a e AD = b.

Para cada n € N, suficientemente grande, tomemos um segmento de reta v de

medida % e seja p € N tal que v esteja contido p vezes em AB, mas v ndo esta
contido p + 1 vezes em AB, ou seja, % € uma aproximacao da medida de AB por

+1 . . ~ .
falta e pT € uma aproximacdo da medida de AB por excesso.

r+1
l n |
| |
| r |
| - |
I n I
f { I
| L
|
r————T ————— —— - | it et [ T—ﬂ——ﬁ ————— T
B | 1 [ | | '{J
|
|
[ P —
|
| 1
+
‘ﬂ P
: P n
a : n
|
—1
|
[
!
A D
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Dessa forma, temos que:

() Z<aB<Pt
n n

De maneira analoga, podemos pensar o mesmo para o lado AD = b. Temos a

equacao (ii).
iy Z<ap <2
n n
Fazendo (i)-(ii), temos:
r +1 r+1
p.r <AB-AD < P . =
nn n n
T 1 r 1
2.l cap-ap< (E+—)-(—+—) =
nn n n n n

T 1 r 1
:E-—< a-b <(B+—)-(—+—).
nn n n/ \n

Além disso, a area R de ABCD satisfaz

p 1 r 1
<k <(B+)(G42)
n n/ \n n

SIS
SI=

Dai,

1 r 1 T
0£|R—ab|<[<£+—)-<—+—) LN
n n n

n n2
p r 1 pr] pr
:;OSIR—abI<[F+¥+E-|-F e
1% r 1 a b 171n->+
=‘0S|R—ab|<[—+—+—]<[_+_+_ — 0=
n? n? n? n n n?

=>|R—ab|=0=
= R = ab.
Portanto, a area do retangulo é R = ab.

Como um guadrado é um retangulo de lados iguais, temos que a area S de um

“* ”

quadrado Q de lado “a”, irracional ,6 S =a-a =S = a?.
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3.2.3. Area do paralelogramo
Um paralelogramo é um quadrilatero no qual os lados opostos séo paralelos.

Ao tomarmos um dos lados de um paralelogramo como sua base, a menor

distancia entre a base e o0 seu lado oposto € considerado a sua altura.

Seja ABCD um paralelogramo de area igual a S. Considere que sua base AB tem

comprimento b e a altura DE , relativa ao lado AB, tem comprimento a.

O paralelogramo ABCD est& contido num retangulo de base b + ¢ e altura a. A

area desse retangulo é (b +c¢) - a = ba + ca.

C
Ho ]
I ."

B 13

_"Jj_________

I
I

I

|

I

I

I
I/
f

1

|

I

i ——
| C
]

Por outro lado, poderiamos dizer que esse retangulo poderia ser formado pela
soma das areas S do paralelogramo dado e dos dois triangulos que, juntos,

formam um retangulo de area ca. Portanto, ba + ca =S + ca = S = ba.

Assim, a area de um paralelogramo € igual ao produto do comprimento de

qgualquer uma das suas bases pelo comprimento da altura correspondente.

3.2.4. Area do triangulo
Um tridngulo € um poligono (linha poligonal fechada) formado por trés lados. Sua

area equivale a metade de um paralelogramo.

De fato, dado um tridngulo ABC, se tragcarmos a partir dos vértices C e B,
respectivamente, retas paralelas a AB e a AC, estas se encontram no ponto D,
gerando assim um paralelogramo ABCD. Perceba que ao tracarmos uma das
diagonais AC ou BD, do paralelogramo ABCD, sédo gerados dois triangulos

congruentes. Como exemplo, ao tracarmos a diagonal AC, temos que 0s



47

tridngulos ABC e ACD sé&o congruentes. Ora, podemos entdo dizer que a area do
paralelogramo ABCD é igual a soma dos dois triangulos, ou seja, considerando
S=a-'b, S; e S, as areas do paralelogramo e dos triangulos ABC e ACD,

repectivamente, temos

a-'b
Sl+52=S$51+SZ=a'b$2'51=a'b$51=5‘227

b

Portanto, a area de um triangulo qualquer é dado pela metade do produto de

uma de suas bases pela sua altura correspondente.

Como qualquer poligono pode ser dividido em triangulos justapostos, cujos
vértices coincidem com os do poligono, entdo a area de um poligono pode ser
obtida pela soma das areas destes triangulos. Como exemplo, vamos utilizar

esse raciocinio para obtermos a area de um trapézio.

Determinando a area de um trapézio.

Um trapézio é um quadrilatero que possui apenas dois lados opostos paralelos.

Estes lados paralelos serdo chamados de bases.

A area do trapézio é a soma dos dois triangulos justapostos, cujos vértices sédo

0S mesmos do trapézio.

Considere um trapézio PQRS, sendo B e b as medidas das bases PQ e RS,
respectivamente, e h a distancia entre esses lados, ou seja, h é a altura do

trapézio dado. Considere também os triangulos PQR e PRS, cujas areas sao:

B-h
Ty = —
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b-h
==

respectivamente, e seja T a area do trapézio.

b
f i
— R T
‘,,/’/‘ \
T, /,/’/ \
1/"/’x \ h
T \
0 1
I B {
Logo,
B-h b-h B+b
T:T1+T2:>T: —+T:>T:(T>h

Assim, a area do trapézio € igual a semissoma das bases vezes a altura.

3.2.5. Area do circulo e comprimento da circunferéncia

Uma Circunferéncia € o conjunto de pontos de um mesmo plano que equidistam
de um ponto fixo dado, pertencente a esse mesmo plano, que damos o0 nome de
centro da circunferéncia. A medida das distancias entre esses pontos e o ponto

fixo é chamada de raio da circunferéncia.

BN

O Circulo é a unidao dos pontos da regido interna a circunferéncia com a

respectiva circunferéncia.

Antes de falarmos do comprimento da circunferéncia e da area do circulo,

definiremos um poligono regular.
Poligono regular é um poligono cujos lados e angulos internos sao todos iguais.

Um poligono esta inscrito num circulo quando seus vértices estdo sobre a
circunferéncia. Os veértices de um poligono regular inscritos a uma circunferéncia
a dividem em arcos de mesmo comprimento. O segmento com extremidades no

centro da circunferéncia e a outra no ponto médio de um dos lados do poligono,
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€ chamado de apdétema. Ela equivale ao raio da circunferéncia inscrita a este

poligono.

A area de qualquer poligono regular, cuja medida do lado é [,,, sendo n 0 nimero
de lados, pode ser calculada pelo produto de seu apotema e de seu semi-
perimetro. Percebamos que se tomarmos um n “bem grande”, a diferenca entre
o perimetro (n - [,,) desse poligono regular e o comprimento C da circunferéncia,
circunscrita a esse poligono, sera “insignificante”. Definiremos o comprimento da

circunferéncia como lim(n-1[,) =C.
n—-oo

o

Dessa forma, conseguiremos obter a area de um circulo e o comprimento de
uma circunferéncia. Mostraremos a seguir que o comprimento dividido pelo
diametro independe do raio, ou seja, € uma constante. A essa constante deu-se

0 nome de .
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Algumas curiosidade em relagcéo ao .

Em seu livro “Os Elementos” (Livro Xll), Euclides prova que a area de dois
circulos estdo entre si como os quadrados de seus diametros. Euclides também
sabia que a razao entre o comprimento da circunferéncia e o seu didametro € uma
constante d, independente da circunferéncia adotada, porém nao se preocupou
em estimar seu valor. Euler, a partir de 1737, chamou essa constante de m.
Porém, essa constante ja fora chamada de m, a cerca de dois mil anos antes de

Cristo, pelos Babilonios, que atribuiam a m, a area de um circulo de raio um, o
valor de 3% = 3,125. J& os egipcios, admitiam m = 3,16. Arquimedes, em torno

de 250 a.C., utilizou um método que consistia em inscrever um poligono regular
em um circulo de raio 1 e ia dobrando o numero de lados desse poligono, dessa
forma obtendo aproximacdes por falta para o perimetro desse circulo. De

maneira analogo, fazia o mesmo para poligonos circunscritos a essa
. A~ . . ~ . 22 .
circunferéncia, obtendo a aproximacao do m, por falta, igual a—ou simplesmente

m = 3,14, com algarismos decimais exatos até centésimos. Em 264 d.C., o
chinés, Liu Hui, obteve um o valor de m = 3,14159, com cinco algarismos
decimais exatos. A procura por aproximacdes de m nunca deixou de existir por
parte dos estudiosos em Matemética. Em 1989, na Universidade de Columbia,
nos Estados Unidos, David e Gregory Chudnovsky, com um algoritmo diferente
do utilizado por Arquimedes, com auxilio de supercomputadores, calcularam um

valor aproximado de = com um bilhdo de casas.

3.2.5.1. Comprimento de uma circunferéncia de raio r.

Agora vamos mostrar que o comprimento dividido pelo diametro (segmento de
reta, com medida igual a dois raios, cujos extremos sao pontos de uma mesma
circunferéncia). Em seguida, vamos determinar o comprimento de uma

circunferéncia de raio r.



Temos que:

lim(n-l,)=C=
n—-o0o

:Z'rlli}go(n'l”)=_

I (1 z) ¢
= —n- = —
oo \2r 1t 2r

e, no triangulo OBM, temos que:

o~

180° &
sen ==

n r

180° 1,
= sen =—>

2r

180°

=1, = sen

Assim,

n

1 180°
lim |—-n-sen - 2r
n-oo | 21

. l 180‘)l
= lim |n - sen

n—oo n

51
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180°7 . ~
] € uma constante que ndo depende de C e de r, aessa

Como o lim [n rsen —

n—-oo

constante daremos o nome de 7 .

Dai,

C
—=m1=C = 2rm.
2r

Portanto, o comprimento C de uma circunferéncia de raio r €
C = 2rm.

3.2.5.2. Area do circulo de raio r.

Como ja foi dito, a &rea de um poligono regular pode ser obtida pelo produto de
seu apotema pelo de seu semiperimetro. Perceba que se pegarmos um n
suficientemente grande, entdo a area A do circulo pode ser obtida ao fazermos

L, -a
A=l ( _n Tl).
im [n >

n—-oo

De maneira intuitiva, percebemos que
lim(a,) =1,
n—-oo

e sabemos que

lim(n-1,) =C = 2rm.
n—-oo
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Dessa forma, temos:

l .
A= lim (n "Za"):

n—->0o
1

= —-lim(n-1l,) - lim(a,) =
2 n—-oo n—-oo

= % 2nr) - (r) = nra.

Portanto, a area de um circulo de raio r € dada pela expresséo

A = mr?.

3.2.6. Area e algumas aproximacées do perimetro da elipse.

Apolonio foi um dos primeiros a dar uma importancia maior para o estudo da
Elipse. Apés o astrdnomo Kepler estabelecer que as orbitas dos planetas sao
elipticas, o estudo sobre ela ganhou relevancia entre os astrénomos. Hoje em
dia, utilizam-se das propriedades refletoras da elipse na construcdo de alguns
refletores e salas de sussurros. Veja mais sobre esse assunto na Revista do
Professor de Matematica (RPM 36). Para saber mais sobre essas propriedades,
veja a dissertagdo Resgate do teorema de Dandelin no estudo de conicas com
0 Geogebra, de Rubens Marinho Monteiro.

Apolbnio, em seus estudos sobre as conicas, definiu a elipse como o conjunto
de pontos gerados entre a intersec¢cdo de um plano 8, ndo paralelo ao eixo do
cone, e as geratrizes do respectivo cone. Com 0 passar dos anos e com 0

advento da geometria analitica, chegou-se a seguinte descricao para a elipse

centrada no plano cartesiano, com eixo maior sobre o eixo 0X,
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. x? y?
Elipse = {(x,y) € RZ;;‘Fﬁ = 1},

onde F,(—c,0) e F,(c,0) sdo os focos da elipse, a,b,c € R*, com a>b e

a’ = b% + ¢*. Quanto a excentricidade e = 2 no caso da elipse, temos 0 < e < 1.

Veja essa demonstracdo completa em Resgate do teorema de Dandelin no

estudo de cbnicas com o Geogebra, de Rubens Marinho Monteiro.

3.2.6.1. Area da regi&o delimitada por uma elipse
A area de uma elipse, cujas medidas dos eixos sdo 2a e 2b, € dada pela

expressao:
A=a-b-m.
Para demonstrar que area de uma elipse de eixos 2a e 2b € abm, vamos assumir

a validade do Principio de Cavalieri para areas de figuras planas.

Sejam A e B figuras planas. Se, para toda reta horizontal r, as intersecdes rn A
e r N B sdo formadas por um numero finito de segmentos de retas tais que a
soma dos comprimentos dos segmentos em rnN A € igual a k vezes a soma
analoga em r N B, sendo k uma constante, entdo a area de A é igual a k vezes

a area de B.

Para essa demonstracdo, vamos comparar as sec¢des horizontais da elipse

2 2
—+3><1 com as secgdes horizontais do circulo x* + y* < b*, e utilizando o
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Principio de Cavalieri citado anteriormente, comprovaremos que a area dessa

elipse é igual a abrr.

Como ja foi dito anteriormente, a equacgéo reduzida da elipse é dada por

x2 yz
? + ﬁ = 1 eq. (l)

Isolando a variavel x na equacéo (i) obtemos,

a
=— /bz_ 2

ou

x=—%\/b2—y2=>—x= Vb? —y?.

A equacdo reduzida de um circulo, cuja medida do raio € b, é dada por

Sl Q

x% +y?% = b? eq. (ii)

Isolando a variavel x na equacéo (ii) obtemos

x = /bz—y2

x=—\/b2—y2:>—x=\/ryz.

Seja y = k uma reta horizontal. Se |k| < b, entdo a reta intersecta a regido da

ou

2 2
elipse %"'% <1 em um segmento de reta de comprimento 2 -%-\/bz —k*e
intersecta o circulo x% + y* < b* em um segmento de reta de comprimento

2 -4/ b% — k%. O primeiro comprimento é igual a % vezes 0 segundo comprimento.

2 2
Se |k| > b, entdo a reta ndo intersecta a elipse %+% <1 e nem o circulo

x% + y* < b? e, logo, novamente o primeiro comprimento € igual a % 0 segundo
comprimento, pois 0 =%-0. Pelo Principio de Cavalieri para Figuras Planas,

2 2
conforme enunciado acima, a area da elipse = +% <1 éigual a % vezes a

a? b2~



56

area do circulo x? + y* < b2 Mas, a area do circulo x? + y? < b? é igual a mb?.

2 2
Assim, a area da regi&o delimitada pela elipse = + 2> < 1é igual a 7 - mh? = mab.

-
~
]

:
D

SR, IS, T ——-

N
------- e e 0 o by =k

T2 A L2 FE

i 2% a? — y? : O bz_:,,z.

Pelo Principio de Cavalieri, temos:
Area(Elipse) = % - Area(Circulo)
Area(Elipse) = % -tb? = mab.

Existe uma outra forma para provar essa area, usando integral. Porém nosso
intuito é fazermos demonstracdes, sempre que possivel, utilizando ferramentas

mais elementares.



57

3.2.6.2. Uma aproximacgdo do perimetro da elipse

Como jé& foi dito anteriormente, o estudo da elipse € de extrema importancia para
a Astronomia, visto que os planetas descrevem o6rbitas elipticas, com o sol num
dos focos, e para os astronomos € interessante saber a distancia percorrida por
esses planetas. No capitulo seguinte, utilizaremos a aproximacdo do
comprimento da elipse, que iremos determinar a seguir, para resolvermos a
situacao-problema 3, que trata de um vagao tanque, cujo formato € um cilindro

de base eliptica.

O perimetro P da Elipse, infelizmente, ndo é nada facil de determinar, porém
vamos encontrar uma aproximacéo, utilizando o conhecimento basico de
Geometria Analitica e o software Geogebra e, em seguida, compara-la com uma

aproximacao obtida através de uma ferramenta mais rebuscada, como a integral.

No artigo The perimeter of an elipse, de Tirupthi R. Chandrupatla e Thomas J.
Osler, em 2010, eles obtiveram uma aproximacdo para o perimetro da elipse,
cujas medidas dos eixos sdo 2a e 2b, utilizando a expansdo da série de

Maclaurin, gerando a expressao

b ) ) (1)2 k2 (1-3)2 k* (1-3-5)2 k®
- ena 2) "1 \2-4) '3 226/ 5 ’

bZ
ondek =1-—.
a

Da elipse, temos que a? = b% + ¢* e a excentricidade e = 2 Fazendo as devidas

substituicGes em k, podemos reescrever a expressao acima como

2 3 4 2 3 4 - A ,
= ] ~all-=- 3%] entdo podemos dizer que P = 2R, é

o comprimento de uma circunferéncia de raio e R, que € uma aproximacao do

comprimento de uma elipse.
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Em busca de uma expressdo mais simples para obtencdo da aproximacéo do
perimetro da elipse, com uso do software Geogebra, determinamos uma elipse

e destacamos as circunferéncias pontilhadas, cujas medidas dos raios sdo 04,
e OB;. Destacamos também a circunferéncia de raio R = a [1 - ———] que,

como ja foi dito, tem comprimento igual a uma aproximacédo do comprimento da

elipse.

AY

Em seguida, ao observarmos a expresséo da elipse centrada na origem 0(0,0)

Elipse = ReS 4L -
ipse =4{(x,y) € 'ﬁ-'_ﬁ_ ,

notamos que ela esté relacionada diretamente com o a e o b. Tragamos as retas
s:y =b e t:x = a. Ao observarmos a figura obtida, percebemos que talvez seria

interessante relacionar o centro da elipse 0(0,0) e as retas s e t. Tragcamos assim

aretar:y = Sx, e obtemos um ponto Q € (r N Elipse).



59

Comegamos entdo a movimentar com 0 mouse 0s pontos A; e By, que é 0
mesmo de fazermos variacdes nos valores de a e de b. ApOs fazermos isso
varias vezes, percebemos que o ponto Q, sempre ficava proximo a circunferéncia
de raio R, ou seja, os comprimentos das circunferéncias de raios R, = 0Q eR
sdo proximos, o que nos fez concluir que o comprimento da circunferéncia de

raio R; também é uma aproximacdo para o comprimento da elipse.

Assim, determinamos as coordenadas do ponto Q = (x,y), a medida do

segmento 0Q e o comprimento da circunferéncia de raio R, = 0Q.

Vamos determinar as coordenadas do ponto Q. Como Q € (r N Elipse), temos

que:
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_ _b
riy=—x
e
2 yZ
Elipse : ﬁ-l_ﬁ = 1> b%x? + a%y? = a’b*.

Substiuindo y = Zx em b%x% + a’y? = a*b?, temos:

b 2
b%x? + a? (—x) = a’h? =
a

=>2x2=a*>

_af2

¥
Substituindo x = aTﬁ emy = Zx, obtemos y = %E- Portanto, Q = (%Ebz_ﬁ)

Seja Q' = (aTﬁ O) a projecao ortogonal de Q em relagéo ao eixo 0X . Aplicando
a?+b?
2

o teorema de Pitagoras no triangulo QQ'0, obtemos 0Q =

Portanto, o comprimento da circunferéncia de raio R,,

a? + b2
B

P, = 2m-

Essa aproximacédo, encontra-se no artigo Perimeter of an Ellipse, que mostra que

essa aproximacdo tem um erro maximo de 5%.

Exemplo:
Vamos utilizar as expressoes obtidas para aproximar o perimetro de uma elipse,
cuja equacéao é dada por

2

2
y

+—==1,
9

&l

e em seguida vamos calcular a margem de erro entre as duas aproximacoes.
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Resolucao 1:

Utilizando a expressao

Precisamos definir o valor de a e da excentricidade e.

(2 %=023

Como a? = b? + ¢?, temos que ¢ = 4.

Céalculo da excentricidade dessa elipse:

Logo,

Pr2m(5) | 1—2L 235 |
(5) 4 32
P = 10 (16032)
>Px~ : =
™\20000

= P = 8,016m =
= P =~ 8,016-(3,14) =
= P = 25,17.
Portanto, o comprimento aproximado dessa elipse € de P = 25,17 .
Resolugéo 2:

Utilizando a expressao

Da resolucdo 1, temos que os valores de a =5 e b = 3. Substituindo na

expresséo acima temos:
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P, = 2m- ’wﬁ

=P =2n-Vv17 =
=>P ~2-(3,14)-(4,12) =
= P, = 25,87.

Portanto, comprimento aproximado dessa elipse é P, = 25,87.

25,87

= = 1,0278, ou seja, a margem de erro entre essas

~ P
Note que a razédo ?1 =
aproximacoes é 2,78%.
Existem outras aproximacdes do perimetro da elipse, sendo que uma das mais

famosas é de Ramanujan, matematico indiano,

P,~m- [3(a +b)—+/(Ba+b)a+ 3b)].

Em tempo, vamos resolver o exemplo anterior utilizando a aproximagao P, e em

seguida vamos compara-la com a P;.

P, ~7-[3(5+3) - VB + BB +33)]| =
= P, ~ - |24 — [18][14]| >

=P, ~ - [24 —V252] =
=P, = w-[24 - 1587] =
=>P,~m-813 =
= P, ~ 25,52.

Portanto, comprimento aproximado dessa elipse € P, = 25,52.

~ P 25,87 . . ~
Arazéo P—1 = e, 1,0137, ou seja, a margem de erro entre essas aproximacoes
2 )

€ 1,37%.

Veja essas e outras aproximacoes, e suas respectivas demonstracdes, no artigo

The perimeter of an elipse, de Tirupthi R. Chandrupatla e Thomas J. Osler.
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A margem de erro dessas aproximagdes aumentam quando as medidas de a e
de b se tornam maiores. Nas aplicacdes que faremos utilizaremos a aproximacéo
P,. Como as medidas de a e de b ndo sao tao “discrepantes”, nas aplicacdes

consideramos a margem de erro de até 5% aceitavel.

3.3. Volume

Conforme Osvaldo Dolce e José N. Pompeo, em 2013, p.13, o volume de um
sélido ou medida do volume de um sélido € um numero real positivo associado

ao solido que satisfaz as seguintes propriedades:
1) solidos congruentes tem volumes iguais;

2) dizemos que dois solidos sdo equivalentes se, e somente se, eles tém

volumes iguais ha mesma unidade de volume;

3) se um solido S é a reunido de dois sélidos S; e S, que ndo tém pontos interiores

comuns, entdo o volume de S € a soma dos volumes de S; € S,.

De outra maneira, dizemos que o volume de um sélido € um namero real ndo-
negativo, que representa a quantidade de vezes que a unidade de volume esta
contida nesse sélido. Mais uma vez, para fazermos essa medi¢ao iremos adotar

uma unidade que serd utilizada como referéncia de comparacao.

Fixemos um cubo, cuja aresta tem uma unidade de comprimento, que
chamaremos de cubo unitario. Utilizaremos esse cubo unitario, como unidade de

comparacao. Por definicdo, a medida do volume de um cubo unitério é 1.

Ao medirmos um volume, sdo usadas unidades cubicas, por exemplo cm3 e m3,
Um numero inteiro de unidades cubicas cabe perfeitamente em alguns tipos de
sélidos. Mas nem sempre isso € possivel na maioria dos sélidos, como por
exemplo temos o cilindro. Para esses casos existem férmulas para descobrir os
seus volume. Encontrar a area da base, ou corte transversal, de um solido é a

chave para calcular seu volume. Cada so6lido tem um corte transversal diferente.

Uma das técnicas mais utilizadas para auxiliar no calculo do volume de alguns

sélidos é o Principio de Cavalieri.
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Principio de Cavalieri: Sejam A e B dois so6lidos. Se qualquer plano horizontal
secciona A e B gerando figuras planas com areas iguais, entéo

volume(A) = volume(B).

O principio de Cavalieri pode ser demonstrado usando conceitos matematicos
mais avancados, como a integral. Como esse material sera utilizado no Ensino
Médio, o utilizaremos como um Principio, pois entendemos que a sua ideia é
bastante intuitiva.

O solido € um objeto com trés dimensdes: largura, comprimento e altura.

Uma outra maneira de obtermos o volume de um objeto irregular, com pequenas
dimensoes, € a técnica de submerséo. Essa técnica consiste na ideia utilizada
por Arquimedes, matematico grego do século Ill a.c., que percebeu que ao
submergir um objeto na 4gua contida num recipiente, o volume desse objeto
submerso equivale ao volume de agua que ele deslocou. Hoje em dia temos
recipientes com marcac¢des que nos auxiliam para tal medicdo. Obviamente essa
ndo € uma técnica tdo apurada, para calcular o volume de objetos irregulares. A
técnica mais apurada utiliza a Integral, mas ndo entraremos em detalhes, pois

esta sO nos é apresentada nos cursos de Calculo.

3.3.1. Volume de um paralelepipedo reto-retangulo

O paralelepipedo reto-retangulo, também conhecido como bloco retangular, €
um solido limitado por seis retangulos, denominados faces do bloco. Esses
retangulos séo de dois em dois congruentes entre si. Os lados desses retangulos
sdo chamados de arestas desse solido. Uma caixa de fosforo é um exemplo de

bloco retangular.

Abaixo, temos um exemplo de um paralelepipedo reto-retangulo ou bloco de

retangular e sua planificacao.
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Nesse caso, a, b e ¢ sdo as arestas desse bloco retangular.

O bloco retangular cujas arestas possuem 0 mesmo comprimento a =b =c é
chamado de cubo de aresta a. O cubo é formado por seis faces quadradas

iguais.

Se n € um numero inteiro, um cubo C cuja aresta mede n unidades de
comprimento pode ser decomposto em n® cubos unitarios justapostos, entdo o

volume de C é n3.

Exemplo: Cubo cuja medida da aresta é 3u.

3u

3u.

3u.

Se decompormos cada aresta de um cubo unitario no mesmo numero inteiro

n de partes iguais, decomp6-lo-emos em n*® cubos justapostos, cada um com

1, ... . 1 . (1)\3
aresta — (n inteiro), tendo volume igual a —, OU seja, (Z) .



66

De maneira geral, dado um cubo C cuja aresta tem como comprimento um

namero racional %, podemos decompor cada uma de suas arestas em p partes
. . . . 1 . -
iguais, cada uma das quais tem comprimento ~ Deste modo, o cubo C ficara

decomposto em p? cubos justapostos, cada um dos quais tem aresta medindo %

3
1 . s .
O volume de cada cubo menor é (Z) . Dai, o volume de C é igual a

Portanto, o volume de um cubo C cujo comprimento da aresta € um numero

racional a é igual a a®.

O caso do comprimento da aresta do cubo C ser um numero irracional,

provaremos mais adiante.

Vamos retornar a proposta inicial, que era de calcular a medida do volume do

bloco retangular de dimensoes a, b e c (racionais).

Dado um bloco retangular B de arestas (dimensées) azs, b =% e c=

T
=
n

. . 1
podemos decompor cada uma dessas arestas em segmentos iguais a ~0 bloco

ficara decomposto em pqr cubos justapostos, cada um desses cubos tendo

1 . 1\3 ,
aresta ~ e, portanto, volume igual a (Z) . Dal,

UOl(B) = ? =—r—r—- .

Portanto, um bloco retangular B de arestas com comprimentos racionais a, b € c,

seu volume sera o produto desses comprimentos, ou seja,
vol(B) = abc.

No caso que 0os comprimentos das arestas a, b e c forem irracionais. Sejan € N.

Analogamente ao que foi visto no estudo das areas, existem r,s e t € N, tais que:

. r r+1
0] - <a<

n

s+1

n

(ii) %<b<



t t+1
(i) - <c< W

Fazendo (i)-(ii)-(iii), temos:

r st r+1 s+1 t+1
————— <a'b-c< . .
nnn n n n
r st 1 s 1 t 1
> —r—-= <a-b c<<—+—)-(— —) <—+—>
nnn n n n n n n
e
r st r 1 s 1 t 1
————— <vol(B)<<—+—>-(—+—)-(—+—>.
nnn n n n n n n
Dai,

0 < |vol(B) — abc| < [(%+%)-(£+l)-(t+1)]_r—5:=>

n n n n

0 < |vol(B) b|<[rst+rs+rt+r+st+s+t+1] rst
=>0<|vo —abc —t—=t=+—=+=+=+=+=|—-——
n nd n® nd n® n® nd ndl nd

rt r st S t

rs 1
= 0 < |vol(B) — abc| < [F+F+$+F+F+F+ﬁ]:>

ac a bc b ¢ 1]n-+ow
—2+—+—2+—+—+—3]—>0 =
n¢? n n® n n n

b
= 0 < |vol(B) — abc| < [% +
= |vol(B) —abc| =0 =
= vol(B) = abc.

Portanto, o volume do bloco retangular € vol(B) = abc.

Em tempo, como um cubo C € um bloco retangular de arestas iguais, temos que

0 volume de um cubo cujo comprimento da aresta € um nimero "a" irracional, é

de vol(C) = a-a-a = vol(C) = a3.

Obviamente, sabemos que as formas dos solidos ndo se resumem nas dos até
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agui estudados. A seguir, vamos determinar expressfes/férmulas que irdo nos

auxiliar a medir o volume de alguns solidos conhecidos e utilizados no dia-a-dia.

Nosso estudo sera em cima de alguns solidos de revolugdo como: o Cilindro, o

Cone, os Prismas e troncos. No capitulo a seguir, apresentaremos alguns

exemplos da aplicacdo desses solidos, através de algumas relagdes/conexdes

gue iremos estabelecer entre esses e alguns tipos de vagodes.
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3.3.2. Cilindro

Conforme Elon L. Lima, em seu livro “Medida e Forma em Geometria” (2006,
p.87), para determinarmos um cilindro €, consideramos uma figura F, em um
plano horizontal, a base do cilindro. O cilindro fica determinado por sua base F e
por um segmento de reta g, ndo paralelo ao plano horizontal, chamado geratriz
do cilindro, do seguinte modo: por cada ponto de F levantamos um segmento de
reta paralelo a, e do mesmo comprimento que, g. A reunido desses segmentos

é o cilindro C, de base F e geratriz g.

N e L 4

Curso para professores de Matematica do 2° grau.- IMPA — Rio de' Janeiro, 1991.

As extremidades, que nao pertencem a base F dos segmentos que geram o
cilindro C, constituem uma figura plana F’, contida num plano paralelo ao plano
de F. A distancia entre estes planos (isto €, o comprimento da perpendicular
baixada de um ponto do plano F” sobre o plano F) chama-se a altura do cilindro
C. O volume de um cilindro € o produto da area da base pela altura do cilindro.

Tal fato sera provado mais adiante.

A fim de ndo gerar confuséo, entenderemos a palavra Cilindro como Cilindro de

base circular, salvo quando especificarmos de outra maneira.

3.3.2.1 Cilindro de base circular ou simplesmente Cilindro

Um cilindro pode ser:
i) reto ou cilindro de revolugéo: quando a geratriz é perpendicular a bases.

i) obliquo: quando a geratriz ndo é perpendicular a base.
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Obliquo Reto
g
h g g=nrh

Nesse material, vamos nos ater basicamente ao estudo do Cilindro reto ou
cilindro de revolugéo, visto que ele pode ser obtido pela rotagdo de um retangulo
em torno de um de seus lados. Considere um cilindro reto de altura h, cuja base
€ um circulo de raio r. Sua superficie € formada por dois circulos de raio r mais
a superficie lateral. Observe que o comprimento da geratriz de um cilindro reto
coincide com sua altura. Podemos entao dizer que a superficie lateral € a reuniao
de segmentos de comprimento h, perpendiculares a base, levantados a partir

dos pontos da circunferéncia da base.

Ao cortarmos o cilindro ao longo de uma geratriz, obteremos um retangulo ao
desenrolar sua superficie lateral, sem alterar a area, de modo que o comprimento
da base desse retangulo é 2nr e altura h. Portanto, a area da superficie lateral

do cilindro € igual a area desse retangulo, que mede 2nrh.

S~

g=nh h | > Superficie lateral h

2mr
Como a base € um circulo de raio r, sua area mede nr?.
O Volume de um cilindro C é igual ao produto da area da base pela altura. Dai,
vol(C) = nr? - h.

De fato,
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Lembremos que o volume de um paralelepipedo P é o produto da area da base
pela altura. Dado um cilindro cilindro C de base F e altura h, € sempre possivel
construirmos, no mesmo plano da base F, um retangulo cuja &rea a seja igual a
area de F, sendo esse retangulo a base de um paralelepipedo P de mesma
altura h do cilindro C. Para qualquer plano horizontal [T, a se¢éo [[n C € uma
figura plana congruente & F, enquanto [] n P é um retadngulo congruente a base
de P, qualquer que seja o plano horizontal []. Como F e C tém mesma area, de

acordo com o Principio de Cavalieri, temos
vol(C) =vol(P) =a-h,
ou seja,
vol(C) = nr? - h.

Observe que a definicdo utilizada acima para cilindro, no caso particular em que
a base F é circular, € a mesma utilizada para uma base F quando essa é um
poligono qualquer. Quando isso ocorrer, o solido C ficara limitado por faces

planas e sera chamado de Prisma.

3.3.2.2. Prismas

Definicdo: Prisma € um cilindro cujas bases sao poligonos.

Como consequéncia da definicdo de prisma, percebemos que nao resta outra
alternativa para as faces laterais, faces planas que ndo sdo bases, a ndo ser a

de serem paralelogramos e, no caso particular de prisma reto, retangulos.

Um Prisma é classificado como:

i) reto: quando as arestas laterais sdo perpendiculares as bases, ou seja,

as medidas das arestas laterais coincidem com a da altura.

i) obliquo: quando as arestas laterais ndo sao perpendiculares as bases, ou

seja, as medidas das arestas laterais ndo coincidem com a da altura;
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Prisma obliquo Prisma Reto

ra S o~

Nesse material, vamos nos ater basicamente ao estudo do Prisma reto.

Exemplo de um prisma reto triangular planificado:

b a b a
b c a
[T

C

B mmmmmmmmmmmm— |

A éarea lateral de um prisma € a soma das suas faces laterais.

O volume de um prisma de altura h cuja area da base € A,, pode ser obtido,
assim como em qualquer cilindro, pelo produto da area da base pela sua altura,

ou seja,

vol(prisma) = Ay, - h.

3.3.2.3. Cilindro eliptico
Defini¢do: Cilindro cuja base é uma elipse. Seu volume também seré obtido pelo

produto da area da base pela sua altura, ou seja,
vol(cilindro eliptico) = abm - h,

sendo 2a e 2b as medidas dos eixos da elipse.
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Y

Ao cortarmos esse cilindro ao longo de uma geratriz, obteremos um retangulo
ao desenrolar sua superficie lateral, sem alterar a area, de modo que o

comprimento da base desse retangulo e aproximadamente

aZ+bp? ,
21 - / > e altura é h.

Superficie
lateral h

a? + b?

Portanto, a area lateral A; do cilindro eliptico € dada, aproximadamente, por

a? + b2
7 h

A = 2m-

3.3.3. Cone
Definicdo: Um cone K, tendo como base uma figura plana F, e com um vértice
como ponto P situado fora de F, € a reunido dos segmentos de reta que ligam o

ponto P a todos os pontos de F.

O plano que contém a base F do cone K sera considerado horizontal. A distancia
do vértice P a este plano, ou seja, o comprimento da perpendicular baixada de P

sobre o plano, chama-se altura do cone.

Lema 1: Seja K um cone de vértice V de altura h, e base F, situada no plano
horizontal [],. Seja [] outro plano horizontal, entre V e [],. Indiguemos por F a
secdo []NK e com h a distancia entre V e [], isto é, a altura do cone de base F
e vertice P. (E. L. LIMA, 2006, p.89)
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Tem-se a relacao
area (Fy) (h(,)z
area (F) \h/’~
Teorema 1: Dois cones de mesma altura, cujas medidas das areas das bases
sao equivalentes, possuem volumes equivalentes.

Demonstracéo:

Dado um cone K de base F, e altura h,, € sempre possivel construirmos, no
mesmo plano horizonta [], da base F,, um poligono cuja area a seja igual a area
de F,, sendo esse poligono a base da piramide P de mesma altura h, do cone
K.

|
|
=1
|
|

Y
rd
=

-

PR
;—'-'-'_'—F'-'_’

Para qualquer plano horizontal [], a secao [] n K é uma figura plana semelhante

a F,, enquanto [ n P é um poligono semelhante a base de P. Pelo Lema 1,

temos:
area ([INK) _ <h>2
area (F,)  \hg
e
area ([INP) _ <h)2
area (A,)  \hy/’
dai,

area ([ N K) = area ([] n P).
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Logo, pelo Principio de Cavalieri para volumes, temos que o volume dos cones

sao equivalentes.

Em particular, vamos considerar um cone de base F, triangular. O sélido T obtido

fica limitado por faces planas triangulares e sera chamado de Tetraedro.

3.3.3.1. Volume do tetraedro
Teorema 2: O volume de um tetraedro é igual a um ter¢o do volume de um prisma

de mesma altura e base desse tetraedro.

Demonstracéo:

O volume de um prisma, como visto anteriormente, € igual ao produto de sua
base pela sua altura. Dessa maneira, basta provarmos que ele pode ser
decomposto em trés piramides, cada uma delas com volume igual ao da piramide

de mesma base e altura do prisma.

c c
N A Y
r
B’ I B B’
- /C\ , ’/C
B A A

A figura da esquerda foi decomposta em trés piramides, ABCB', A'B'C'A e ACC'B’

de volumes iguais.

Observe que além da prépria piramide ABCB’, temos a piramide A'B'C’'A, que
possui mesma altura e base congruente a base da primeira, e a piramide ACC'B’,

7

cuja base ACC' é congruente a base AA'C’ da segunda e cuja altura, a partir do
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vértice B’, é igual a altura da segunda piramide, AA’C’'B’ , a partir do mesmo
vértice B'. Dai, pelo teorema 1 acima,

vol(ACC'B") = vol(A'B'C'A) = vol(ABCB").
Portanto, o volume de um tetraedro T cuja area da base é B e altura € h, é um

terco do produto da area da base pela sua altura.

vol(T) ==-B - h.

W] =

3.3.3.2. Volume de uma piramide

De maneira geral, se considerarmos uma pirdmide P de altura h cuja base € um
poligono qualquer de area igual a B, é sempre possivel dividir essa base em n
tridngulos justapostos, sendo os vértices desses triangulos os mesmos do
poligono da base dessa piramide, cujas areas sao B, B, Bs,..,B,, onde
B=B,+B,++B,.

Exemplo:

Dessa forma, teriamos n tetraedros de altura h. Logo,

1 1 1 1
UOl(P):g'Bl'h+§'Bz'h+§'B3'h+"‘+§'Bn'h =4

1

= vol(P) ==-h"B.

W =
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Portanto, o volume de uma piramide € igual a um terco do produto da altura pela

area da base.

3.3.3.2.1. Volume de um cone.
Pelo teorema 1, temo que vol(P) = vol(K), sendo K um cone de altura igual a
h, de base F qualquer, cuja Area(F) = B. Portanto, o volume de um cone K é

igual a um terco do produto da altura pela base, ou seja,
1
vol(K) = vol(P) = §-h - B.

3.3.3.3. Cone de base circular ou simplesmente Cone.
A fim de nado gerar confusdo, entenderemos a palavra Cone, como o Cone de
base circular, salvo quando especificarmos de outra maneira. Como sua base é

um circulo de raio r, a area de sua base é mr?. Dai, seu volume é dado por
1 2
vol(Cone) = 3 re - h.

Um cone é classificado como:

i) obliquo: quando as geratrizes possuem as medidas diferentes umas das

outras;

ii) reto ou cone de revolugado: quando as geratrizes possuem a mesma

medida.

Obliquo Reto

Nesse material, vamos nos ater somente ao estudo do Cone reto ou Cone de
revolugéo, visto que esse pode ser obtido pela rotagdo de um triangulo retangulo

em torno de um de seus catetos. Ao cortarmos esse cone de vértice V ao longo
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de uma geratriz g, obteremos um setor circular de centro V e raio g, ao
desenrolar sua superficie lateral, sem alterar a area, de modo que o comprimento
do arco mede exatamente o perimetro da circunferéncia da base de raio r.
Portanto, a area da superficie lateral A; desse cone € igual a area desse setor

circular, que mede nirg.

De fato, ao planificarmos a superficie lateral de um cone reto obtemos um setor
circular cuja medida do raio é igual a g e o arco gerado por esse setor mede 2xr.
Como a area do setor circular é diretamente proporcional ao arco gerado, temos

que:

2ng — mg
2nr — A
3.3.3.4.Volume do tronco de cone.
Um cone K de altura h,, cuja base F, de area Az esta apoiada num plano
horizontal [],. Para qualquer plano horizontal [], a uma distancia h do plano [],,
a secdo [[n K =F de area A4,, sera a base de um novo cone, semelhante ao

original.
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nn_

O volume de um tronco de cone T de altura h, de bases F, e F, sendo essas
figuras planas quaisquer, cujas areas sao, respectivamente, Az e A,, pode ser

obtido pela expresséao

h
vol(T) = 3 (Ap + /Ay - Ap + Ap).

Demonstragéo:

Considere um cone K de altura h,, cuja base F, de area Ag esta apoiada hum
plano horizontal [],, que foi seccionado por um plano horizontal [] a uma
distancia h do plano [],. A secdo [] N K serd a base F de area A, de um novo
cone semelhante ao original. O volume desse tronco de cone de altura h e cujas
bases sdo F, e F podera ser obtido ao subtrairmos do volume do cone original o

volume do cone gerado.

Dai,

1 1
vol(K)=§-nR2-h0—§-nr2-(ho—h)=>

1

= vol(K) = §'T[[R2h0 —12-(hg—h)] >
1

= vol(K) = g-n[RZho —12hy + r*h] =
1

= vol(K) = 3 n[ho(R? — 72) + r?h] >

= vol(K) == n[hy(R—7)(R+71) +r2h] (1)

W] =
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Tracando uma perpendicular ao segmento OA a partir de A’, obtemos o ponto P,

e por consequéncia R — r é a medida do segmento PA. Veja figura abaixo:

hy h Rh

(2)

R~ =>h0=R—r

Substituindo (2) em (1)

:»vol(K)z%-n -(R—r)(R+r)+r2h]:>

R—r

= vol(K) == n[Rh-(R+71)+71%h] =

Wl =

1
= vol(K) = §'7T[R2h + Rrh +r%h] =

h
= vol(K) = 3 [TR? + nRr + nr?] =
h
= vol(K) = 3 [nRZ + mR%mr? 4+ nrz],
ou seja,
h
vol(K) = 3 [Ap + A Ap + 4]

Pelo Lema 1 e o Principio de Cavalieri, concluimos que de forma geral, a
expressao acima determina o volume de um tronco de cone de altura h e bases
F, e F, sendo essas figuras quaisquer, cujas areas sao, respectivamente, Az e

A,. Obviamente é valido para o volume do tronco de piramide.
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Capitulo 4 - Conexdes entre a geometria espacial e os tipos de
vagoes, através de situacbes-problemas

Nesse capitulo apresentaremos algumas situa¢gfes-problemas, que nao estédo
relacionadas a nenhuma empresa e ndo necessariamente a situacdes reais, mas
que de alguma maneira fara com que os alunos do curso MEFIN
relacionem/facam conexdes entre a geometria, os vagdes e alguns outros
sélidos relacionados a ferrovias. Apos a leitura e a discusséo desses problemas,
os alunos utilizaréo seus conhecimentos técnicos e o de geometria, adquiridos

ao longo do curso técnico, para fazer a resolugdo dos mesmos.

Situacdo-problema 1:

Trata-se de uma situacdo em que uma empresa deseja transportar um liquido
em vagao tanque, porém € necessario cumprir algumas normas para esse
transporte. Para a sua resolucdo serao utilizados os conhecimentos de: volume
de cilindro, diferenciar capacidade e volume, circunferéncia, razao e proporgao,

e transformacgéo de unidades.

Situacdo-problema 2:

Esse problema nos traz uma situagéo de transporte de toras utilizando um vagao
plataforma do modelo PER. Para que haja uma otimizacdo no transporte, sera
necessario encontrar a melhor maneira de empilhamento das toras. Em sua
resolucao serdo necessarios os conhecimentos de: volume de cilindro, segmento

circular, razdes trigopnométricas, teorema de Pitagoras e densidade.

Situacéo-problema 3:

Nesse terceiro problema deseja-se descobrir o nimero de latas de tinta que sera
necessario para pintar a parte externa de um vagao tanque, cujo formato € de
um cilindro de base eliptica. Em sua resolucao deve-se ter o conhecimento de

area do cilindro de base eliptica e regra de trés.
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Situacéo-problema 4:

Esse problema nos traz a situacdo de uma empresa que utilizara um vagao
gondola para transportar minério e para fazer o carregamento dessa carga sera
utilizada uma carregadeira, cuja pa tem o formato interno de prisma reto. Em sua
resolucdo serd utilizado o conhecimento de volume de prisma e aritmética

basica.

Situacéo-problema 5:

Nesse problema vamos calcular a capacidade de um vagao Hopper, que se
assemelha com um tronco de piramide de base retangular, que foi construido
por uma empresa. Para sua resolucdo serd preciso ter o conhecimento de

calculo de volume de tronco de piramide.

Situacgéo-problema 6:

Trata-se de uma situacdo em que se deseja saber o niumero de vagdes do tipo
Hopper Aberto (HAE) que serd necessario para fazer o transporte de soja que
estd num armazém em forma de silo. Para resolvermos essa situacdo devemos

ter o conhecimento de volume de cilindro e de cone.
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SITUACAO - PROBLEMA 1

Uma empresa ira transportar um liquido ndo corrosivo e esse transporte sera
feito por um vagado tanque. Essa empresa trabalha segundo as leis e os
regulamentos técnicos metrolégicos impostos pelo INMETRO. Segundo estudos
a respeito desse liquido, constatou-se que:

* ao ser transportado, durante o percurso, a temperatura nao ultrapassa os
40°C;

* 0 mesmo sofre uma expansao volumétrica de até 30%, ocorrendo o 4pice
aos 40°C.

O vagao tanque utilizado serd o TCS e esta representado pela figura abaixo.

shopferreo.com.br

Especificagdes do Vagao Tanque do modelo TCS a ser utilizado.

TCS
Utilizacao Corrente: Derivados de Petroleo e Liquidos
Bitola (m): 1,60
Sistema Carga: Superior (Domo)
Sistema Descarga: Por Baixo
Altura Util (m): 2,60
Largura Util (m): 2,60
Comprimento Util (m): 15,30
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Abaixo, temos a parte do regulamento técnico metroldgico a que se refere a

portaria do Inmetro n° 112 de 24 de maio de 1989.

2. DEFINICOES

2.2 Vagao-tanque: veiculo ferroviario, sem meio proprio de propulsdo, equipado

com tanque de carga.

2.3 Capacidade total: volume maximo de liquido que o tanque de carga pode

conter, até o seu transbordamento.

2.4 Capacidade nominal: volume de liquido que o tanque de carga deve conter

até o plano de referéncia.

2.5 Referéncia: linha ndo materializada, contida no plano de referéncia,

coincidente com a geratriz superior do corpo do tanque de carga.

2.6 Plano de referéncia: plano horizontal até o qual deve ser enchido o tanque
de carga para conter o volume correspondente a respectiva capacidade nominal.

2.7 Domo: parte do tanque de carga, de forma cilindrica vertical, destinada a

receber a expanséao de volume do liquido nele contido.

2.8 Vertical de medicgdo: vertical que passa pelo ponto médio do eixo longitudinal

do tanque de carga.

3. UNIDADE DE MEDIDA

3.1 A unidade de medida de volume autorizada para 0s tanques de carga

montados sobre veiculos ferroviarios é o litro cujo o simbolo é I.

4. CARACTERISTICAS CONSTRUTIVAS

4.6.1. As dimensdes do domo devem ser tais que acima do plano de referéncia
haja um volume de expanséo do liquido de no minimo igual a 1,5% (um e meio

por cento) da capacidade nominal do tanque de carga.
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4.6.2 O domo deve ter a forma de um cilindro vertical, de secé&o circular, e ser

constante ao longo de sua altura.

5. VERIFICACOES

Todo vagéo tanque deve ser apresentado ao Orgao Metrol6gico munido de todos
0S seus acessorios, em condi¢fes normais de utilizagdo, com o tanque de carga

limpo e previamente desgaseificado.

CORTE TRANSVERSAL DO VAGAO TANQUE
ANEXO 1

ESPAGO TOTAL

ESPACO CHEN

e

(DESENHO ANEXO A PORTARIA INMETRO No112 DE 24 DE MAIO DE 1989

Em relacdo a essa situacao, e considerando todas as normas impostas pelo

INMETRO, determine:

a) o diametro do Domo, de altura 50 cm, de um vagao tanque TCS, caso
utilizemos toda a sua capacidade nominal,

b) o volume maximo, aproximadamente, desse liquido que sera transportado em

um unico vagao;
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c) a taxa de vazdo da descarga, sendo que 1 hora apds o inicio do
descarregamento o nivel do liquido no tanque, em sua temperatura normal,

erade 1,5 m.

RESOLUCAO DO PROBLEMA 1

Na resolucdo desse problema utilizaremos os conhecimentos de: volume de
cilindro, diferenciar capacidade e volume, circunferéncia, razédo e proporcéo, e

transformacao de unidades.
Dados:
Altura Util (m): 2,60, desconsiderando a altura do Domo;
Largura Util (m): 2,60
Comprimento Util (m): 15,30
Sejam:
2,6

R (raio da base do tanque) = - = 1,3m;

H = Comprimento util do tanque = 15,3 m;
Cp = Capacidade do Domo;
Cy = Capacidade nominal do Tanque;

V,, = Volume do liquido a ser transportado no vagao;

a) o diametro minimo do Domo, de altura 50 cm, de um vagéao tanque TCS, caso

utilizemos toda a sua capacidade nominal;

Sejam:
r = raio do Domo em metros;

h (Altura do Domo), ou seja, h = 0,50 m;
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Segundo o INMETRO: “4.6.1. As dimensdes do domo devem ser tais que acima
do plano de referéncia haja um volume de expansao do liquido no minimo igual

a 1,5% (um e meio por cento) da capacidade nominal do tanque de carga.”

Portanto, temos:

Cp=15%Cy = m-r?-h=0015-7-R*-H =

= 12-(0,5) = 0,015 - (1,3)%-(15,3) =

_0,015-1,69-15,3
B 0,5

= 2

= r? =0,77571

Assim, o diametro do Domo serade 2-r = 2-(0,8807) =~ 1,76 m.

b) o nimero inteiro, em litros, mais proximo do volume maximo desse liquido que

sera transportado em um Unico vagao;

VL.1’3SCN+CD CD:]"S%.CN

=V, 1,3 <101,5% Cy

>V, -1,3<101,5% 7-R2-H substituindo m~314, R=13meH=153m
=V, 1,3 < 1,015-(3,14) - (1,3)%-(15,3) (= 1,3)

=V, < 1,015 (3,14) - (1,3) - (15,3)

= V, < 63,391419 m?

= V, < 63,391419 - 1000 £

=V, < 63391,42 ¢

Assim, o inteiro mais préximo do volume maximo é 63391¢.

c) a taxa de vazdo da descarga, sendo que 1 hora apdés o inicio do
descarregamento o nivel do liquido no tanque, em sua temperatura normal, era
de 1,5 m.
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Vazao = (Vol. inicial do liquido — Vol. ap6s 1 hora)

| Domo |

hora

Visualizacdo da base:

Seja VV o volume do liquido apds 1 hora.

_ . B
V= (360°

T+ R%*+ APOQ)-H
Calculodo « .

0,2
cosa =— =~ (0,1538 = a =~ 81°

1,3
Calculo do g:
2-a+p =360°
B =360° —2a
B =360° —2-81°
B = 198°.

V=< d -T[-R2+APOQ)-H=

B 1
= sqm-R%24+—-R?. >'H=
(3600n +2 sen«a

1
. . 2 . 2., o).
s (314 (13 +3-(13) sen162) (15,3)

Como sen 162° = 0,309

V ~ 48,654 m3 ouV ~ 48654 ¢
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Assim, a Vazao = (Vol. inicial do liquido — Volume apés 1 hora) ho{ﬁ

¢
= (63391 — 48654) —

— 14787

hora

SITUACAO - PROBLEMA 2

Uma Madeireira utiliza o Modal Ferroviério para transportar suas toras. Para isso
utiliza o vagéo Plataforma do modelo PER, semelhante ao da figura abaixo.

Fonte:<www.mrs.com.br/aempresalvagoes

Especificacdes do Vagao Plataforma do modelo PER a ser utilizado.

PER

Utilizag&io Corrente: Siderargicos, Madeira e Grandes
Volumes
Bitola (m): 1,60
Sistema Carga: Cima ou Lateral
Sistema Descarga: Cima ou Lateral
Altura Util (m): 1,30
Largura Util (m): 3,00
Comprimento Util (m): 13,30
Tara (kg) 27.000*
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Peso Bruto (kg) 100.000*

Capacidade Maxima 73.000*

*Valores supostos

Essa Madeireira separa as toras pelos comprimentos das bases de suas toras.
Apés a triagem as toras foram separadas em dois grupos, denominados: Toras
Grandes e Toras Pequenas.

|__Grupo | Quantidade | Circunferéncia (cm) | Comprimento (m) | Densidade (kg/m®

Para transporta-las, pensou-se em iniciar o carregamento utilizando um dos dois
modelos, o Modelo 1 (Mod. I) ou 0 Modelo 2 (Mod. Il). Sendo que, se possivel,
poderd ser colocado no espaco restante, acima do tipo de empilhamento
escolhido dentre os modelos abaixo, as toras pequenas inteiras na posicéo

horizontal, a fim de completar até altura permitida pela especificacdo do vagao.

Para efeito de calculos, utilize: V2 =~ 1,4 e T = 3,14.

Fig. 2 (seccao vertical)

a

Mod. | Mod. Il
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Em relacdo a tudo que se apresentou dessa situacdo, e utilizando todo o seu

conhecimento técnico, responda:

a) E possivel fazer o carregamento utilizando o Mod. 1? Justifique sua resposta
através de calculos.

b) Qual o nimero de vagdes necessarios para fazer o transporte de todas as
toras? Justifique sua resposta.

c) Qual o valor desse transporte, se o custo é de R$ 0,20/kg transportado?

RESOLUCAO DO PROBLEMA 2

Nessa resolucdo serdo necessarios 0os conhecimentos de: volume de cilindro,

segmento circular, razées trigopnométricas, teorema de Pitdgoras e densidade.

Dados:

Comprimento da tora Grande: 2-R-mt=50-m—-> R=25cm

Comprimento da tora Pequena: 2 m-r =207 —>r =10cm
Densidade: 1.010 kg/m3

Dimensdes do vagao:

Altura Util: 1,30 m

Largura Util: 3,00 m

Comprimento Util: 13,30 m

a) E possivel fazer o carregamento utilizando o Mod. 1?

Solucéo:
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Por Pitdgoras:

(2r + 50)? = 50%+502

2r + 50 = 50V2
2r=50(vV2—1), V2~ 1,4
r~25(1,4—1)
r=10cm

Assim, € possivel sim utilizar o Mod. 1.

b) Qual o numero de vagbes necessarios para fazer o transporte de todas as

toras?
Solucéo:

Uma das maneiras de organizar as toras em questao é a apresentada abaixo.

A

130 cm
120 cm

300 cm

Geometricamente sera necessario apenas um vagao. Note que serdo duas

fileiras dessas, pois2-6,5 < 13,30 m (comprimento util do vagéo). Agora falta

conferirmos se ndo ira ultrapassar a capacidade maxima do vagao.
Sejam:
V; = volume da tora grande —» V; = - (0,25)?:6,5 > V; = 1,275625 m?

Vp = volume da tora pequena - Vp = m-(0,10)2:6,5 > V, = 0,2041m?
VT:24VG+40VP

= 24-1,275625 + 40 - 0,2041
= 30,615+ 8,16
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Vr = 38,779 m>.
Como a densidade dessa madeira é de 1.010 kg/m?, temos que a massa total

do carregamento sera de 38,779 -1010 = 39.166,79 kg< 73.000kg que é a

capacidade maxima do vagao.

Portanto, sera necessario apenas um Unico vagao para fazer esse transporte.

c) Qual o valor desse transporte, se o custo € de R$ 0,20/kg transportado?

O valor gasto para fazer o transporte sera de 39.166,79 - R$ 0,20 = R$ 7.833,36.

SITUACAO - PROBLEMA 3

Deseja-se pintar a parte externa de um vagao tanque semelhante ao da figura

abaixo, cujas especificacdes do modelo estdo na tabela a seguir.

Figura ilustrativa

Vagéo tanque

I
L

L
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Especificacdes técnicas

TCR
Utilizac&o Corrente: Derivados de Petroleo e Liquidos
Bitola (m): 1,60
Sistema Carga: Superior (Domo)
Sistema Descarga: Por Baixo
Altura Util (m): 2,30
Largura Util (m): 1,20
Comprimento Util (m): 9,20

Para isso sera utilizada uma lata de tinta com rendimento de 5m2/litro. Sabendo
que a espessura do vagao € de 0,1 metros, determine o niumero de latas,
aproximadamente, necessarias para pintar esse vagao externamente. Considere

gue sera gasto uma lata para pintar o domo. (utilize & = 3,14).

RESOLUCAO DO PROBLEMA 3

Nesse problema é necessario que o aluno tenha os seguintes conhecimentos:
area e perimetro de elipse, volume de cilindro, transformacéo de unidades e

regra de trés.

Dados:

Sejam a e b as dimensdes da base e h 0 comprimento do tanque:

a = 115(medida interna) + 10(espessura) = a = 125 cm ou 1,25 m.
b = 70(medida interna) + 10(espessura) = b = 80 cm ou 0,80 m.

h = 920(medida interna) + 20(dobro da espessura) = h = 940 cm ou 9,40 m.



94

Figura ilustrativa do cilindro

Céalculo da area da base (4p):
Ag=a-b-m = Az ~0,7-1,25-3,14
A=~ 27475m3

Célculo da érea da superficie lateral do cilindro, sem o Domo, ( 4,):

Ay =2-m-h- ’azzbzz
1,252 + 0,77
~2-3,14-94- fﬁ

~ 59,032 -,/1,02625 =

~ 59,032:1,0130 =
~ 59,80 m?

Area total, sem o domo, (47):
Ar=2-Ag + A,
Ar =~ 2+ (2,7475) + (59,80)
~ 5,495 + 59,80
~ 65,295 m?
Se a tinta possui rendimento igual a 5m?/litro, entdo para pintarmos
65,295 m? serdo necessarias 14 latas para pintar a superficie lateral, sem o

domo, e as bases. Como ainda é preciso uma lata para pintar o domo, logo seréo

necessérias 14 + 1 = 15 latas para pintar toda a superficie desse vagéao.
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SITUACAO - PROBLEMA 4

Uma empresa utilizard& um vagado gondola para transportar minério. Para
carregar o vagao sera utilizada uma carregadeira, cuja pa tem o formato interno
aproximado a um prisma reto cuja base é um trapézio isésceles, com as
dimensfes internas da pa representadas nas figuras abaixo. Sabe-se que
quando essa pa € carregada com minério, a quantidade € 10% superior a
capacidade dela. Por motivo de seguranca, o vagao que sera utilizado sé podera

receber 70% da sua capacidade.

Figura ilustrativa do vagao gondola

s .GFE-‘ 2210327 4

1) SEFEER

Fonte: <vfc6.braiiiia.jor.br>

800 mm

Fonte: bomfimnolicias.cor
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Vagao Gondola

e A

e =t
.y

l = =
Fonte:< www.mrs.com.br/aempresas/vagées.php>

Especificacdes técnicas

GDS
Utilizacao Corrente: Minério
Bitola (m): 1,60
Sistema Carga: Por Cima
Sistema Descarga: Em Car-Dumper
Altura Util (m): 1,40
Largura Util (m): 2,50
Comprimento Util (m): 8,10

Quantas pas serdo necessarias para carregar 10 vagdes?

RESOLUCAO DO PROBLEMA 4

Para a resolucao desse problema o aluno tera que ter o conhecimento de: area

de trapézio, volume de cilindro, porcentagem e transformacao de unidades.
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Dados:

Como o vagao tem o formato de um paralelepipedo de dimensdes
1,4m X 2,5m X 8,1 m, sua capacidade é C, =1,4-2,5-8,1 = C, = 28,35 m>.

Como a pa tem o formato de um prisma reto cuja base é um trapézio, sua
capacidade pode ser expressa por: Cp, = Ag - h, sendo Ay a area do trapézio e

h a altura do prisma.

(1000mm + 400mm) - 800mm
= -1880 mm =

d 2
(I1m+04m)-080m
= -1,88m =
2
(1,4m)-0,8m
= -1,88m =

2
= Cp = 1,0528 m3.

Temos que 70% - C, = 0,7 - 28,35 = 19,845 m3. Como sdo 10 vagdbes ,a carga
total serd de 10 - 19,845 = 198,45 m>.

Como cada pé equivale a 110% - 1,0528 = 1,1-1,0528 = 1,15808 m?, logo o

198,45
1,15808

namero de pas para carregar os 10 vagdes sera de ~ 171,36, ou seja, 172

pés.

SITUACAO - PROBLEMA 5

A parte interna de um Vagao Hopper se assemelha a trés troncos de piramide
de bases retangulares. Uma empresa pretende construir um vagao hopper,

semelhante ao da figura abaixo.
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Figura ilustrativa

,\:‘hnl.

A figura abaixo representa um ter¢co da peca que forma um vagédo do modelo
acima. As dimensfGes dessa peca abaixo sdo: a =635cm,b =120 cm,c =

1270 cm,d = 240 cm e h = 220 ¢m, sendo h a altura.

< >

Determine o volume desse vagao, em metros cubicos.

RESOLUCAO DO PROBLEMA 5

Na resolugéo desse exercicio € necessario saber calcular o volume do tronco de
piramide e transformacédo de unidades de medidas

A capacidade de cada um dos troncos de piramide é dado pela expressao:
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V=§-(a-b+\/(a-b)-(c-d)+c-d)=>

220
=V="" (635 -120 + /(635 - 120) - (1270 - 240) + 1270 - 240) cm?® =

)

2
= (6,35 1,2 +/(635-1,2)- (12,7 - 2,4) + 12,7 - 2,4) m? =

2,2
=—-(7,62+.7,62-30,48 +30,48) =
3

2,2
3 (53,34) =

= 39,116 m?

=V =

Como esse vagdo sera composto de trés troncos de piramides, logo sua
capacidade sera de 3-39,116 = 117,348 m>.

SITUACAO - PROBLEMA 6

Um armazém de soja possui dez silos, cujas dimensdes internas sao 8 m de
diametro, 20 m de altura total, sendo 4 m de altura da cobertura superior, como
mostra a figura. Sabe-se que todos eles estdo sendo utilizados na sua
capacidade maxima. A soja contida nele sera transportada em vagdes do modelo
Hopper Aberto (HAE) em aco. O peso bruto do vagao é de 100.000 kg e sua tara
€ de 22.000 kg. Determine o numero minimo de vagdes que serao necessarios
para fazer esse transporte. (Dados: A semente de soja, em geral, tem um peso

volumétrico de 770 kg/m3.)
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Figura ilustrativa do silo

e (R,
T L

Fonte: <doc.brazila.jo.>

Modelo Matematico do silo

N v
& »
< |
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RESOLUCAO DO PROBLEMA 6

Para a resolucdo desse problema o aluno devera ter o conhecimento de: volume

de cone e de cilindro, transformacéo de unidades e proporgao.

Dados:

Peso volumétrico da soja = 770 kg/m?

A capacidade do vagéo = peso bruto — tara = 10000 kg — 22000 kg =
= 78000 kg

A capacidade do silo = capacidade do cone + capacidade do cilindro

2. C 2,
T hcone tmr hcilindro

Wl =

= %-n-(4)2-4+n-(4)2-(20—4)

= —'mt+16-16'71

= — T+ 2561

Q

—- 3,14
3

870,83 m?

Q

Como o peso volumétrico da soja é de 770 kg/m?® e a capacidade do silo é de,

aproximadamente, 870,83 m?, esse silo contém 770 -870,83 ~ 670539,10 kg.

Logo, o numero minimo de vagdes necessarios para esse transporte, sera de

670539,10
78000

~ 8,596, ou seja, aproximadamente igual a nove.
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Consideracoes Finais

E fato que a contextualizag&o do conhecimento é de extrema importancia para o
aprendizado, porém ndo podemos deixar de lado o porqué e como surgiram 0s
conceitos, as propriedades e as expressfes. Ao apresentar as propriedades e
as demonstracoes tradicionais da Geometria, € possivel aproximar os alunos

desse conteldo, mas apenas isso ndo basta.

Os alunos estéo cada vez menos interessados nas aulas tradicionais. Isso se
torna notavel em suas falas na sala de aula, principalmente nas de Matematica:
“Por que eu preciso saber disso? Onde vou aplicar esse conhecimento? Terei
que saber todas essas férmulas?”. Fica evidente que apenas passar o contetdo
de forma tradicional ndo mais os atrai. Torna-se necessario criar situacdes-
problema que os desafiem, os facam abandonar todas as outras coisas, pelo
menos por um instante, para raciocinar sobre determinada situacdo, dando

importancia aquilo que esta sendo lecionado.

Antigamente as férmulas eram apresentadas e, em seguida, eram resolvidos
Varios exercicios mecanicos e iguais, meras aplicacbes de formula, nem um
pouco desafiadores. Nas demonstracdes, 0 objetivo era mostrar que a
Matematica tinha uma estrutura légica/dedutiva e que tudo se encaixava
perfeitamente. Os exercicios funcionavam mais como uma forma de justificar a

existéncia das férmulas e ajudar a decora-las.

Para demonstrar uma expressdo, ndo basta apenas saber os axiomas e as
propriedades, € preciso um encadeamento l6gico para relaciona-los e chegar ao
objetivo. Para resolver uma situacao-problema, ndo basta apenas saber todas
as expressoes. E preciso ler, interpretar, colher os dados, identificar o problema
e, através de um encadeamento logico, escolher corretamente as
ferramentas/expressdes que serdo utilizadas para a resolucéo do problema. E
esse tipo de procedimento que € muito utilizado na Matematica, e principalmente
na Geometria, que os alunos devem adquirir para que saibam tomar as atitudes

corretas nas situagdes do dia-a-dia e como profissionais.

Fica nitido que nds professores precisamos nos capacitar para adaptar nossas

aulas, de tal maneira a desenvolver em nossos alunos esses tipos de
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procedimentos. Precisamos quebrar as amarras de nossas formacgdes
académicas e nos transformarmos profissionalmente, compartilhar experiéncias,
criar novas metodologias de ensino, enfim, criar aulas mais atrativas, para que o

conhecimento seja mais significativo.
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