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Resumo
O método dos elementos de contorno (MEC) é uma técnica poderosa para a solução de
problemas da mecânica do contínuo e, junto ao método dos elementos finitos e ao método
das diferenças finitas, modificou totalmente o projeto em engenharia. Este método surgiu
como uma alternativa entre os outros métodos numéricos, principalmente em problemas
que demandam grande precisão, como problemas de concentração de tensões e problemas
com domínio infinito.

A principal característica do método dos elementos de contorno é a integração apenas nas
fronteiras do problema, ou seja, os elementos estão situados apenas no contorno. Em alguns
casos, é necessário o posicionamento de pontos fonte no domínio, seja para a inserção de
graus de liberdade, como em problemas relacionados à vibração de películas, seja para a
obtenção de propriedades específicas naquele ponto, como uma fonte de calor. Contudo,
em equações auto-adjuntas, como a equação de Laplace, não é necessário colocar pontos
no domínio, discretizando-se apenas o contorno. Para esse tipo de problema, a qualidade
da solução dependerá da forma como os elementos são construídos e da sua quantidade.

Na sua forma mais simples, o MEC possui um elemento que tem apenas um ponto
fonte em seu centro, e as propriedades deste ponto são adotadas para todo o elemento.
Outra formulação são os elementos lineares contínuos, que possuem dois pontos funcionais
posicionados sobre os pontos geométricos, e esses pontos funcionais são compartilhados
com os elementos vizinhos. Essa formulação evoluiu para a utilização de elementos de alta
ordem, sendo bastante comum o uso de elementos quadráticos e cúbicos. Esses elementos
possuem algumas deficiências, como a necessidade de tratamento especial nas quinas, além
da dificuldade de gerar malhas para a técnica de subdomínio.

Esses problemas levaram à criação de um tipo de elemento chamado descontínuo. Esse tipo
de elemento se caracteriza pela descontinuidade entre o elemento i e os outros elementos
adjacentes, ou seja, não há compartilhamento de pontos funcionais entre os elementos. A
utilização desse elemento é uma característica própria do MEC, não podendo ser aplicada
nos outros métodos clássicos.

Este trabalho analisará a eficiência do método dos elementos de contorno descontínuo na
solução da equação de Laplace, avaliando a qualidade e a ordem de convergência dessa
formulação em relação à formulação contínua.

Palavras-chaves: Método dos elementos de contorno, Elementos descontínuos, Métodos
numéricos.



Abstract
The Boundary Element Method (BEM) is one of the most powerful techniques for solving
continuum mechanics problems and, along with the Finite Element Method (FEM) and the
Finite Difference Method (FDM), has completely transformed engineering. The Boundary
Element Method emerged as a powerful alternative among other numerical methods,
particularly for problems requiring high precision, such as stress concentration problems
and problems with infinite domains.

The main characteristic of the Boundary Element Method is the integration only at the
boundaries of the problem, meaning the elements are located solely on the boundary. In
some cases, it is necessary to place source points within the domain, either to introduce
degrees of freedom, as in problems related to membrane vibrations, or to obtain specific
properties at that point, such as a heat source. However, in self-adjoint equations, such
as the Laplace equation, it is not necessary to place points within the domain, with only
the boundary being discretized. For this type of problem, the quality of the solution will
depend on how the elements are constructed.

In its simplest form, BEM has an element with only one source point at its center, and the
properties of this point are adopted for the entire element. Another formulation involves
continuous linear elements, which have two functional points positioned on geometric
points, and these functional points are shared with neighboring elements. This formulation
evolved to include high-order elements, with quadratic and cubic elements being quite
common. These elements have some deficiencies, such as the need for special treatment at
corners, as well as the difficulty of generating meshes for the subdomain technique.

These problems led to the creation of a type of element called discontinuous. This type of
element is characterized by discontinuity between element i and the adjacent elements,
meaning there is no sharing of functional points between elements. The use of this element
is a specific feature of BEM, and it cannot be applied in other classical methods.

This work will analyze the efficiency of the discontinuous Boundary Element Method in
solving the Laplace equation, evaluating the quality and the order of convergence of this
formulation compared to the continuous formulation.

Keywords: Boundary Element Method, Discontinuous Elements, Numerical Methods.
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1 Introdução

As técnicas de análise numérica na engenharia são baseadas na representação de
um problema contínuo em uma série de equações discretas. Diversas técnicas podem ser
utilizadas para a descrição desses modelos físicos da mecânica do contínuo, dentre as quais
pode-se citar o método das diferenças finitas (MDF), o método dos elementos finitos (MEF)
e o método dos elementos de contorno (MEC) (BREBBIA; WALKER, 2016; MARTINS,
2012).

O método das diferenças finitas é um dos métodos mais utilizados. O MDF consiste
na divisão do domínio em pequenas partes que transmitem informações entre si. Essas
pequenas partes são chamadas de elementos. Normalmente, o método das diferenças finitas
se baseia na série de Taylor truncada, ou seja, o método aproxima a solução de uma
equação diferencial por meio de uma série de equações obtidas pela simplificação da série
de Taylor, mais um erro advindo do truncamento dessa série (CHAPRA; CANALE, 2016).

O método dos elementos finitos é uma técnica computacional poderosa utilizada
para resolver equações diferenciais e integrais que surgem em diversos campos da engenharia
e das ciências aplicadas. O MEF é uma generalização dos métodos variacionais clássicos
(como o método de Ritz) e dos métodos de resíduos ponderados (como os métodos de
Galerkin na forma fraca, mínimos quadrados, colocação, etc.), que se baseiam na ideia de
que a solução u de uma equação diferencial pode ser representada como uma combinação
linear de parâmetros desconhecidos cj e funções ϕj adequadamente selecionadas em todo
o domínio. Os parâmetros cj são então determinados de forma que a equação diferencial
seja satisfeita, muitas vezes, em um sentido integral ponderado. As funções ϕj, chamadas
de funções de aproximação, são escolhidas para que satisfaçam as condições de contorno
(REDDY; GARTLING, 2010).

A ideia central do método dos elementos finitos é considerar um domínio como
um conjunto de formas geométricas simples, chamadas elementos finitos, para as quais
é possível gerar sistematicamente as funções de aproximação necessárias para a solução
de equações diferenciais através de métodos variacionais e de resíduos ponderados. A
capacidade de representar domínios com geometrias irregulares por meio de uma coleção
de elementos finitos torna esse método uma ferramenta prática e valiosa para resolver
problemas de contorno, problemas de valor inicial e problemas de autovalores em diversos
campos da engenharia (REDDY; GARTLING, 2010).

O MEF tem sido uma das técnicas mais populares e mais usadas em análises
estruturais nas últimas décadas. Essa ferramenta já está estabelecido na indústria, princi-
palmente em programas comerciais como Ansys e Abaqus. Assim, nos resta uma questão
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central: por que utilizar o MEC se o MEF já está estabelecido na engenharia?

Algumas desvantagens do MEF podem ser citadas, como o fato de ser necessária a
discretização de todo o domínio. Isso pode ser laborioso e consumir uma grande quantidade
de tempo, principalmente em casos em que o domínio possua muitos cantos, furos e rasgos.
Por conseguinte, para problemas com domínios infinitos, é necessário criar um domínio
fictício, reduzindo a acurácia do método. Ademais, o MEF pode se tornar inviável para
problemas descritos por equações diferenciais de alta ordem. Por fim, o MEF é efetivo em
calcular a variável primária, mas não tem a mesma eficiência em calcular suas derivadas.

Algumas dessas questões são solucionadas com a utilização de programas especiali-
zados, porém esses programas são caros e necessitam de um conhecimento específico de
diferentes áreas da engenharia (KATSIKADELIS, 2016).

Por outro lado, o MEC possui diversas vantagens, como: a discretização é feita
somente nas fronteiras do corpo, reduzindo o número de elementos desconhecidos em uma
ordem de magnitude. Além disso, o MEC é funcional em trabalhar com domínios infinitos,
graças à utilização da solução fundamental, que é usada como função de ponderação. O
método é particularmente eficaz em calcular com precisão as derivadas da função de campo.
Ele lida facilmente com forças e momentos concentrados, seja dentro do domínio ou na
sua fronteira. O MEC permite a avaliação da solução e de suas derivadas em qualquer
ponto do domínio do problema e em qualquer instante de tempo. Isso é possível porque o
método utiliza uma representação integral da solução como uma expressão matemática
contínua, que pode ser diferenciada e utilizada como uma fórmula matemática. Por fim, o
MEC é eficiente em resolver problemas com geometrias específicas, como trincas.

O método dos elementos de contorno se destaca dos demais métodos, especialmente
em problemas de campo escalar, sobretudo nos casos térmicos que envolvem problemas como
a difusão de temperatura, alguns tipos de escoamento potencial, fluxo em meios porosos e
outros casos que devem ser expressos em função de um potencial, governados pela equação
de Laplace. É muito útil em casos de fronteiras móveis, comuns nesta área, demandando
fácil remanejamento e refinamento de malha. A precisão do MEC nestes casos tende a
ser superior aos demais métodos, o que é justificado pela sua constituição matemática,
pois emprega uma formulação integral na qual se emprega a solução fundamental como
função auxiliar. Esta função é relacionada ao problema que se quer resolver e permite
maior precisão do que as funções polinomiais usualmente empregadas nos métodos de
domínio como o MEF.

Ainda, é importante a compreensão de como surgiu o MEC. Em 1828, Green
publicou sua formulação para a solução de problemas associados à eletricidade e eletro-
magnetismo, os quais podem ser modelados pela equação de Laplace. Green formulou a
equação integral para a solução dos problemas de Dirichlet e Neumann, utilizando a função
de Green para resolver esses problemas. Em 1872, uma nova formulação para problemas de
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elasticidade foi apresentada por Betti; esse trabalho pode ser considerado uma continuação
do trabalho de Green para a equação de Navier na elasticidade. O trabalho de Betti
foi continuado por Somigliana, que obteve uma solução para problemas de elasticidade,
incluindo forças de corpo e diferentes condições de contorno (KATSIKADELIS, 2016).

Alguns autores atribuem a criação do MEC a Fredholm, que, no início do século XX,
foi o primeiro a utilizar equações integrais singulares de contorno para encontrar as quanti-
dades desconhecidas de contorno em problemas de teoria do potencial (KATSIKADELIS,
2016).

Em 1963, Jaswon e Symm introduziram um método numérico para resolver equações
integrais de contorno de Fredholm. Essa técnica envolve a divisão da fronteira em pequenos
segmentos e a suposição de uma densidade de fonte constante dentro de cada segmento.
Ao aplicar o método de colocação, a equação discretizada é avaliada em pontos específicos
dentro de cada segmento, e os coeficientes de influência são aproximadamente calculados
usando a regra de Simpson. Coeficientes singulares resultantes da autoinfluência são
tratados analiticamente para problemas do tipo Dirichlet ou somados para problemas
de Neumann. Essa abordagem resulta em um sistema de equações algébricas lineares
que podem ser resolvidas numericamente. Jaswon e Symm aplicaram com sucesso essas
técnicas para obter soluções precisas para problemas bidimensionais simples de Neumann
e Dirichlet. Além disso, propuseram uma formulação numérica mais geral para resolver
problemas de valores de contorno de Cauchy utilizando a terceira identidade de Green,
onde os valores de contorno e as derivadas normais atuam como densidades de fonte
fictícias (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1977),(KATSIKADELIS, 2016).

Já no final da década de 1980, era possível encontrar inúmeras publicações na
literatura, onde o MEC foi aplicado a uma grande variedade de problemas de engenharia.
Entre eles estão problemas estáticos e dinâmicos (BESKOS, 1987), lineares ou não lineares
(GRILLI; SKOURUP; SVENDSEN, 1989), de elasticidade (GHOSH; RAJIYAH; GHOSH;
MUKHERJEE, 1986), placas e cascas (HARTMANN; ZOTEMANTEL, 1986),(BESKOS,
1987), problemas de elastodinâmica (POLIZZOTTO, 1988), engenharia de ondas e ter-
remotos, geomecânica (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1977) e engenharia de fundações,
viscoelasticidade, interação solo-estrutura, interação fluido-estrutura, dinâmica de fluidos,
contato unilateral, mecânica da fratura, eletricidade e eletromagnetismo, condução de calor,
acústica, aerodinâmica, corrosão, otimização, análise de sensibilidade, problemas inversos,
problemas de identificação de sistemas, etc. Pode-se dizer que hoje o MEC amadureceu e se
tornou um método poderoso para a análise de problemas de engenharia, e uma alternativa
aos métodos de domínio. O método foi estabelecido pelo nome MEC, que é atribuído à
abordagem usada para resolver as equações integrais de contorno (ou seja, discretização da
fronteira em elementos). Software baseado no MEC foi desenvolvido para computadores de
arquitetura simples ou paralela, juntamente com pacotes profissionais de alto desempenho,
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como o BEASY. Em 1978, C. Brebbia organizou a primeira conferência internacional sobre
o MEC, e desde então, conferências sobre o MEC têm sido organizadas anualmente pela
sociedade internacional de elementos de contorno e pelo Instituto de Tecnologia de Wessex
(Reino Unido), onde os principais desenvolvimentos no campo têm sido apresentados. Além
disso, todas as conferências sobre mecânica computacional dedicam sessões ao MEC.

Um dos principais fatores que influenciam a qualidade do método dos elementos
de contorno é o tipo de elemento utilizado. O elemento constante foi o primeiro a ser
empregado; Jaswon (JASWON, 1963) e Symm (SYMM, 1963) o utilizaram em suas
publicações, onde apresentaram a formulação para problemas potenciais. Em seu livro,
Brebbia apresenta a solução para diversos problemas usando esse tipo de elemento (CA,
1984). Em outros trabalhos, como em (BREBBIA; WALKER, 1981) e (KATSIKADELIS,
2016), problemas potenciais são resolvidos utilizando elementos constantes. Problemas
de eletroestática são solucionados por Brebbia e Dominguez em seu livro (BREBBIA;
DOMINGUEZ, 1994).

O elemento linear é um dos principais tipos de elementos até hoje e tem sido
aplicado em diversos problemas. Em várias publicações, como (CA, 1984; BREBBIA;
WALKER, 1981; KATSIKADELIS, 2016; BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994), problemas
potenciais foram solucionados utilizando o MEC com elementos lineares contínuos.

Lara et al. (LARA; LOEFFLER; BARBOSA; MANSUR, 2018) utilizaram o ele-
mento linear para solucionar problemas de elasticidade homogênea por partes, empregando
a técnica de suposição de subdomínios. Loeffler et al. (LOEFFLER; PINHEIRO; CHACAL-
TANA; LARA, 2024) aplicaram a técnica de interpolação direta do Método de Elemento
de Contorno com elemento linear para solucionar a equação de condução-convecção-reação,
apresentando uma formulação eficaz para esse tipo de problema.

A técnica de superposição modal foi empregada por Santos para a solução de
problemas de propagação de ondas acústicas, utilizando a interpolação direta (SANTOS;
LOEFFLER; LARA, 2024). Barbosa utilizou a técnica de superposição de domínio para
resolver problemas regidos pela equação de Laplace em três dimensões, também empregando
elementos lineares (BARBOSA; LARA; LOEFFLER, 2020).

Balista comparou o uso do MEC com elementos lineares, tanto com a técnica de
interpolação direta quanto com a dupla reciprocidade, na solução da equação de Helmholtz
para integrais de domínio (BALISTA; LOEFFLER; LARA; JOÃO, 2023). No estudo de
Barbosa (BARBOSA; LOEFFLER; LARA, 2019), o elemento linear foi utilizado para
resolver problemas de vibração livre em três dimensões.

Contudo, elementos constantes e lineares não são capazes de aproximar perfeita-
mente fronteiras curvilíneas. Por esse motivo, foi proposto um tipo de elemento chamado de
alta ordem (RICCARDELLA, 1973; LACHAT, 1975). No contexto do MEC, são chamados
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elementos de alta ordem os elementos polinomiais com ordem maior que um. Assim, são
aplicados principalmente dois tipos de elementos de alta ordem: o elemento quadrático,
composto por três pontos fontes e descrito por uma equação de segunda ordem, e o
elemento cúbico, formado por quatro pontos fontes e descrito por uma função polinomial
de terceira ordem.

Lachat e Watson utilizam este tipo de função para construir um elemento para a
solução de problemas em três dimensões (LACHAT; WATSON, 1976), enquanto Wu et
al. (WU; RIZZO; SHIPPY; WAGNER, 1977) utilizam os elementos quadráticos para a
solução de problemas de campos magnéticos.

Atualmente, há um grande número de aplicações do MEC com elementos de alta
ordem. Os elementos quadráticos são utilizados por Stikan para a solução de estrutu-
ras delgadas, obtendo uma acurácia aceitável em seus resultados (STIKAN; MOURA;
LOEFFLER; LARA, 2024). Em (PTASZNY, 2015), o elemento quadrático é usado na
discretização de uma estrutura tridimensional porosa.

Existem diversos tipos de elementos além dos citados, e esses elementos especiais
têm inúmeras aplicações, sendo amplamente utilizados em programas comerciais. As b-
splines permitem reproduzir de maneira exata entidades que seriam apenas aproximadas
por funções polinomiais, incluindo seções cônicas circulares (CAMPOS; ALBUQUERQUE;
WROBEL, 2017). Turco e Aristodemo descreveram a utilização das b-splines no método
dos elementos de contorno (TURCO; ARISTODEMO, 1998). Simpson et al. utilizaram
esse tipo de elemento para a discretização de superfícies em 3D, afirmando que as b-
splines são uma excelente solução para garantir a continuidade necessária em problemas
de eletromagnetismo (SIMPSON; LIU; VAZQUEZ; EVANS, 2018). Em (WEI; XIANG,
2021), as b-splines são utilizadas para a solução de problemas de elasticidade e potenciais.

Outro método de interpolação amplamente utilizado é a interpolação por funções de
base radial (IFBR), que surgiu no início dos anos 1970 como uma alternativa para resolver
equações diferenciais em domínios irregulares (SLAK; KOSEC, 2019; SHU; DING; YEO,
2003; TOLSTYKH; SHIROBOKOV, 2003; WRIGHT; FORNBERG, 2006). Desde então,
diversos métodos, como o método dos elementos finitos (LONG; FARQUHARSON, 2017),
o método das diferenças finitas (FORNBERG; DRISCOLL; WRIGHT; CHARLES, 2002)
e o MEC (MAI-DUY; TRAN-CONG, 2003), têm demonstrado bons resultados ao utilizar
IFBR. No trabalho de Mai-Duy e Tran-Cong (2003), o MEC com IFBR foi empregado para
resolver problemas de transferência de calor, apresentando uma formulação que utilizava
indiretamente IFBR para interpolar a temperatura e o gradiente normal.

Nas fases iniciais das aplicações do MEC, a maioria dos códigos utilizava elementos
contínuos, como os elementos lineares e quadráticos. No entanto, na prática, muitos
problemas apresentam descontinuidades de trações ou fluxos devido a cantos ou diferentes
tipos de carregamentos. Essas descontinuidades podem ser tratadas usando várias técnicas.
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A forma mais simples de lidar com uma descontinuidade em um canto é arredondar todas
as arestas ou cantos, mas isso não é uma solução satisfatória, pois altera fundamentalmente
o caráter do problema (XU; BREBBIA, 1986).

Uma solução para esse problema é a utilização de nós duplos. A abordagem de
um único nó assume que as trações, assim como os deslocamentos , são iguais para dois
elementos adjacentes, o que pode não ser o caso em um canto. Portanto, o método pode
fornecer resultados imprecisos. Já o nó duplo independente consiste em assumir dois nós
no mesmo ponto. As equações resultantes são independentes devido às diferentes condições
de contorno em um e no outro lado. Caso as condições sejam de Dirichlet, os pontos fonte
podem ser deslocados dos nós geométricos de uma pequena quantidade, eliminando a
possibilidade de se gerar equações redundantes. O maior problema dos elementos contínuos,
contudo, consiste da definição dos elementos pertencentes de uma dada sub-região a partir
dos nós geométricos comuns. Outra questão consiste da ideia de usar nós de canto com
relações auxiliares pode ser útil em alguns problemas, mas deve-se ter cuidado ao trabalhar
com o sistema de equações matriciais, pois as relações auxiliares podem alterar o sistema
de referência em consideração, como demonstrado por Georgiou (GEORGIOU, 1981). Essa
mudança no sistema de referência pode ser importante ao tentar combinar elementos de
contorno com elementos finitos, unindo diferentes regiões de elementos de contorno.

Para contornar essas dificuldades foi proposto um novo tipo de elemento, que é
denominado elemento descontínuo (XU; BREBBIA, 1986; TELLES; WROBEL; BREBBIA,
1984; PARREIRA, 1988). Uma das principais vantagens dos elementos descontínuos é
que eles resolvem completamente o problema de representar arestas ou cantos e também
podem modelar cargas descontínuas. Na prática, a vantagem mais importante dos elementos
descontínuos é que, ao usá-los, as malhas podem ser modificadas com muito mais facilidade
do que se fossem usados elementos contínuos (XU; BREBBIA, 1986). Assim o elemento
descontínuo tem sido uma ferramenta de grande importância para o MEC. Em aplicações de
elasticidade o elemento descontínuo é importante para a aplicação de cargas descontínuas
(GAO; GUO; ZHANG, 2007) (UBESSI; MARCZAK, 2016). Ainda, o elemento descontínuo
possui aplicações em problemas dinâmicos para auxiliar na descontinuidade da tração nos
cantos em problemas de difração de ondas 3D (TADEU; ANTONIO, 2000), Li faz a análise
de problemas de elastodinâmica usando o elemento descontínuo (LI et al., 2021), e Sun
faz a análise de acústica automotiva utilizando os elementos isogeométricos descontínuos
(SUN; TREVELYAN; HATTORI; LU, 2019). E por fim, os elementos descontínuos tem
uma grande participação na mecânica da fratura, pois esse tipo de elemento facilita a
modelagem da raiz da trinca (TREVELYAN, 1992), (MI; ALIABADI, 1994).
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1.1 Objetivos
O presente trabalho tem como objetivo a análise do método dos elementos de

contorno com elementos descontínuos aplicado a problemas potenciais, com base na
comparação o MEC com elementos descontínuo e do MEC com elemento contínuo com nós
duplos nos cantos, onde será avaliado o erro e ordem de convergência. Quatro exemplos
serão apresentados inclusive dois problemas de Dirichlet, esse tipo de problema possui
todas as condições de contorno sendo variáveis primais, assim, apesar da variável primal
ser contínua, o fluxo possui uma forte descontinuidade nos cantos.

1.2 Descrição do trabalho
No Apêndice A serão apresentados conceitos matemáticos essenciais para a devida

compreensão do MEC, neste capítulo serão apresentados os conceitos do teorema do
divergente, do Delta de Dirac e da quadratura de Gauss.

No Capítulo 2, será apresentada a formulação de dois problemas físicos regidos pela
a equação de Laplace, nesse capítulo deduzir-se-á a equação principal da Lei de Darcy, e
posteriormente a equação diferencial para a condução de calor. No Capítulo 3 é deduzido
a formulação inversa da equação de Laplace, esta formulação é a utilizada na discretização
do MEC.

No Capítulo 5 serão revistos os principais tipos de elementos, sendo citado o
elemento constante, o elemento linear e o elemento quadrático. Ainda neste capítulo,
será apresentado o elemento linear descontínuo.No Capítulo 6 serão apresentados quatro
problemas resolvidos pelo MEC com elementos contínuos e descontínuos. E, finalmente, as
considerações finais são apresentadas no Capítulo 7.
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2 A equação de Laplace

A equação de Laplace é capaz de descrever o comportamento de diversos problemas
da engenharia, dentre eles cita-se a condução de calor, o escoamento de águas subterrâneas
e o comportamento de campos elétricos e magnéticos. Neste capítulo será apresentada a
formulação para os problemas de transferência de calor e de escoamento em meios porosos
descrita por Darcy.

2.1 Lei de Darcy
A Lei de Darcy é uma ferramenta simultaneamente simples e poderosa, essencial

para engenheiros de reservatório ao avaliarem qualitativa e simplificadamente os fatores
que influenciam o fluxo multifásico em meios porosos. Sua aplicação conceitual possibilita
inferências iniciais sobre o problema, mesmo quando estudos detalhados ainda não foram
conduzidos (NASCIMENTO, 2021).

Em 1856, na cidade de Dijon, França, Darcy (1856) dedicou-se à investigação
do comportamento do fluxo de água por meio de um filtro vertical contendo areia. O
experimento de Darcy simula o fluxo de água sob pressão por meio de um cilindro de seção
transversal A, preenchido com areia até uma altura L, conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1 – Geometria do experimento de Darcy
Fonte: Tese Nascimento
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O resultado desse trabalho foi a formulação da seguinte equação por Darcy (1856)
para descrever o fluxo em meios porosos:

Q = KA (Φ1 − Φ2)
L

(2.1)

Aqui, Q representa a vazão volumétrica do fluido, A é a área da seção transversal
do dispositivo, L é o comprimento percorrido pelo fluido ou a ’altura de areia’, Φ1 e Φ2

representam as alturas piezométricas nas seções inicial e final do fluxo, e K denota a
condutividade hidráulica do meio, conforme definido por Bear (1972) (BEAR, 1972) da
seguinte maneira:

K = κρg

µ
(2.2)

Nesta equação ρ representa a massa específica do fluido, µ é a viscosidade dinâmica
e g representa a aceleração da gravidade. A permeabilidade absoluta κ é uma propriedade
intrínseca do meio poroso, não dependente do tipo específico de fluido que o ocupa. Por
outro lado, a condutividade hidráulica K, influenciada por ρ e µ, é dependente do fluido
em movimento.

Os fatores críticos da Lei de Darcy residem na permeabilidade do meio poroso,
sujeita a variações significativas devido ao volume de vazios do material e à temperatura
da água no momento do ensaio. Um mesmo solo pode apresentar permeabilidades distintas
conforme sua condição.

Ao dividir ambos os lados da Equação 2.1 por A, obtém-se a expressão para a
velocidade aparente ou a vazão volumétrica por unidade de área de seção transversal,
representada por q.

q = K (Φ1 − Φ2)
L

(2.3)

Reescrevendo:

q = −K∆Φ
L

(2.4)

Ao aplicar a propriedade do cálculo fazendo o limite do comprimento L tender a
zero, tem-se:

q = −K
∂Φ
∂x

(2.5)

Por fim:
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q = −K∇Φ (2.6)

Dado um escoamento potencial irrotacional:

∇ × q = 0
∇ × (−K∇Φ) = 0

(2.7)

O princípio de conservação da massa é definido através da equação da continuidade
incompressível como sendo:

∇ · q = 0 (2.8)

Assim:

∇ · (−K∇Φ) = 0 (2.9)

Se K é uma constante:

∇2Φ = 0 (2.10)

Esta, por fim, é tida como a equação de Laplace.

2.2 A equação da Difusão térmica
A determinação do campo de temperatura em um meio que resulta das caracterís-

ticas de temperatura ou fluxo conhecido na fronteira é uma dos principais objetivos de
uma análise da condução de calor em um corpo.

A determinação deste campo pode ser realizada de forma analítica para casos mais
simples. Porém para casos mais complexos é necessário técnicas de modelagem numéricas
como o método das diferenças finitas, o método dos elementos finitos e o método dos
elementos de contorno.

Considere um meio homogêneo, sem movimento macroscópico de partículas, assim
os efeitos da convecção podem ser desconsiderados, e a distribuição de temperaturas
descrita em coordenadas cartesianas. Como não há movimento, não há variações na
energia mecânica nem trabalho sendo realizado no sistema; apenas formas térmicas de
energia são relevantes. Com gradientes de temperatura, ocorre transferência de calor por
condução através das superfícies de controle, vide Figura 2. As taxas de transferência de
calor perpendiculares a essas superfícies nas posições x e y são representadas por qx e
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qy, respectivamente. As taxas de transferência de calor nas superfícies opostas podem ser
expressas como uma expansão em série de Taylor, desconsiderando os termos de ordem
superior.

Ėg

Ėacu

qy

qy+dy

qx+dxqxy

x

dy

dx

T (x, y)

Ω

Figura 2 – Volume de controle diferencial, dx dy, para a análise da condução em coorde-
nadas cartesianas.

qx+dx = qx + ∂qx

∂x
dx (2.11)

qy+dy = qy + ∂qy

∂y
dy (2.12)

Considere que exista uma fonte de energia interna dada por:

Ėg = q̇dxdy (2.13)

sendo q̇ a taxa de geração de energia por metros cúbicos. Ainda é possível determinar
uma taxa de acúmulo de energia, como não é considerado mudanças de fase, o acumulo de
energia é dado por:

Ėacu = ∂Usens

∂t
= ρcv

∂T

∂t
dxdy = ρcp = ∂T

∂t
dxdy (2.14)

Sendo Ėacu a energia acumulada, refere-se à energia total armazenada em um
sistema; sendo Usens a energia sensível, refere-se à energia térmica que pode ser medida
por uma mudança de temperatura; sendo Eent a energia entrado no volume de controle;
sendo Esai a energia sai, refere-se à energia que deixa um sistema, podendo ser na forma
de trabalho ou calor; sendo cp a capacidade calorífica a pressão constante, refere-se à
quantidade de calor necessária para elevar a temperatura de uma unidade de massa em
um grau Celsius a pressão constante; sendo ev a capacidade calorífica a volume constante,
refere-se à quantidade de calor necessária para elevar a temperatura de uma unidade
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de massa em um grau Celsius a volume constante. Como a substancia é incompressível,
cp = cv.

Com base na primeira lei da termodinâmica:

Ėent + Ėg − Ėsai = Ėacu (2.15)

reescrevendo:

qx + qy + qz + q̇dxdy − qx+dx − qy+dy =

ρcp
∂T

∂t
dxdy

(2.16)

utilizado a Equação 2.11 e a Equação 2.12

Utilizando a Lei de Fourier, pode-se determinar as taxas de transferência de calor
por condução para um material isentrópico:

qx = −k dy dz
∂T

∂x

qy = −k dx dz
∂T

∂y

(2.17)

Assim pode-se obter a equação do calor em coordenadas cartesianas

∂

∂x

(
k

∂T

∂x

)
+ ∂

∂y

(
k

∂T

∂y

)
+ q̇ = ρcp

∂T

∂t
(2.18)

Considerando a condutividade térmica constante e dividindo a equação por essa
propriedade, obtém-se

∂2T

∂x2 + ∂2T

∂y2 + + q̇

k
= 1

α

∂T

∂t
(2.19)

Agora, considerando que o processo está em regime permanente, o termo dependente
do tempo é eliminado.

∂2T

∂x2 + ∂2T

∂y2 + q̇

k
= 0 (2.20)

Desconsiderando a geração de energia interna:

∂2T

∂x2 + ∂2T

∂y2 = 0 (2.21)

como T = T (x, y), obtém-se:

∇2T = 0 (2.22)
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3 Formulação do MEC para problemas poten-
ciais

O MEC pode ser descrito totalmente em integrais de contorno para as equações
auto-adjuntas, este é o caso da equação de Laplace, Equação 3.1, essa equação é muito
importante pois rege uma grande gama de problemas físicos como, eletroestática, eletromag-
netismo, difusão térmica, e escoamento em meios porosos. Assim, é de suma importância
a discretização desta equação através de métodos numéricos, para assim, possibilitar a
solução de problemas reais que devido alguns fatores como complexidade geométrica, não
possuem solução analítica.

∇2u = 0 (x, y ∈ Ω). (3.1)

Nesse capítulo será desenvolvida a formulação inversa, que é a utilizada no MEC,
para a equação de Laplace em duas dimensões.

Multiplicando a equação de Laplace por uma função de pesos ω(x, y) e integrando
no domínio Ω, é obtida a formulação forte da equação de Laplace, então pelo método dos
resíduos ponderados assumimos que essa equação é igual a zero. Veja a Equação 3.2

∫∫
Ω
(∇2u)ωdΩ = 0,∫∫

Ω

(
∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2

)
ωdΩ = 0,

∫∫
Ω

∂2u

∂x2 ωdA +
∫∫

Ω

∂2u

∂y2 ωdΩ = 0 (3.2)

O teorema de Gauss-Green, garante a transformação de uma integral no domínio
em uma integral no contorno, o teorema é dado por:

∫
Γ

f(x, y)nxdΓ =
∫

Ω

∂f

∂x
dΩ (3.3)

em que Γ indica o contorno do domínio e Ω o domínio. e nx é a componente normal ao
contorno. Aplicando esse teorema a primeira parte da Equação 3.2:

∫
Γ

∂u

∂x
ωnxdΓ =

∫
Ω

∂

∂x

(
∂u

∂x
ω

)
dΩ. (3.4)

Utilizando a relação da derivada do produto das funções pode-se reescrever:
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∫
Ω

∂2u

∂x2 ωdΩ =
∫

Γ

∂u

∂x
ωnxdΓ −

∫
Ω

∂u

∂x

∂ω

∂x
dΩ. (3.5)

Fazendo o mesmo para a coordenada y:

∫
Ω

∂2u

∂y2 ωdΩ =
∫

Γ

∂u

∂y
ωnydΓ −

∫
Ω

∂u

∂y

∂ω

∂y
dΩ. (3.6)

Considerando a igualdade:

∫
Ω

∂u

∂x

∂ω

∂x
dΩ =

∫
Γ

u
∂ω

∂x
nxdΓ −

∫
Ω

u
∂2ω

∂x2 dΩ (3.7)

e ∫
Ω

∂u

∂y

∂ω

∂y
dΩ =

∫
Γ

u
∂ω

∂y
nydΓ −

∫
Ω

u
∂2ω

∂y2 nydΩ. (3.8)

e aplicar a Equação 3.5 e a Equação 3.6 na Equação 3.2, onde obtém-se:
∫

Γ

∂u

∂n
ωdΓ −

∫
Ω

(
∂u

∂x

∂ω

∂x
+ ∂u

∂y

∂ω

∂y

)
dΩ = 0. (3.9)

Aplicando as igualdades da Equação 3.7 e Equação 3.8 na Equação 3.9 temos:
∫

Γ

∂u

∂n
ωdΓ −

∫
Γ

(
u

∂ω

∂x
nx + u

∂ω

∂y
ny

)
dΓ +

∫
Ω

u

(
∂2ω

∂x2 + ∂2ω

∂y2

)
dΩ = 0,

∫
Γ

∂u

∂n
ωdΓ −

∫
Γ

u
∂ω

∂n
dΓ +

∫
Ω

u∇2ωdΩ = 0. (3.10)

Para eliminar as integrais de domínio, o peso ω deve ser corretamente definido. Por
razões numéricas, a escolha mais adequada é a função cujo laplaciano é o delta de Dirac:

∇2ω = −δ(x − xd)
k

, (3.11)

Implicando que ω = u∗, que á a solução fundamental para o problema de potencial,
que para o caso bidimensional é:

u∗ = −1
2πk

ln r. (3.12)

Então tem-se:∫
Γ

∂u

∂n
u∗dΓ −

∫
Γ

u
∂u∗

∂n
dΓ +

∫
Ω

u
[−δ(x − xd)]

k
dΩ,

Em que xd é a coordenada do ponto fonte. Tomando o ponto fonte no interior do domínio
A, pela propriedade do delta de Dirac.∫

Γ

∂u

∂n
u∗dΓ −

∫
Γ

u
∂u∗

∂n
du − u(xd, yd)

k
= 0. (3.13)
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Multiplicando os termos por −k, obtém-se:
∫

−k
∂u

∂n
u∗dΓ +

∫
Γ

u

(
k∂u∗

∂n

)
dΓ + u(xd, yd) = 0, (3.14)

u(xd, yd) =
∫

Γ
uq∗dΓ −

∫
Γ

qu∗dΓ. (3.15)

Sendo q∗ a solução fundamental para o fluxo de calor dado pela Equação 3.16.

q∗ = −k
∂ u∗

∂n
. (3.16)

A fim de considerar o ponto (xd, yd) no contorno, faz-se uma pequena modificação
no mesmo. Assim, tem-se:

Γ
Γ′ Arco de Ciecunferência

Ω
Ω

Figura 3 – Contornos original e adaptado.

assim:

u(xd, yd) =
∫

Γ−Γ∗
uq∗dΓ −

∫
Γ−Γ∗

u∗qdΓ +
∫

Γ∗
uq∗dΓ −

∫
Γ∗

u∗qdΓ. (3.17)

Conforme a equação a seguir:

q∗ = 1
2πr2 [(x − xd)nx + (y − yd)ny], (3.18)

com r = [(x − xd)2 + (y − yd)2], logo∫
Γ∗

uq∗dΓ =
∫ θ2

θ1
u

1
2πr2 [(x − xd)nx + (y − yd)ny]dΓ. (3.19)

Em Γ∗, tem-se:
r⃗ = (x − xd)⃗i + (y − yd)⃗j, (3.20)

|r⃗| = r =
√

(x − xd)2 + (y − yd)2, (3.21)

n⃗ = (x − xd)⃗i + (y − yd)⃗j
r

, (3.22)

sendo n⃗ um vetor unitário. Quando rx = (x − xd) e ry = (y − yd) tem-se:

n⃗ = rx⃗i + ry j⃗

r
(3.23)
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com
nx = rx

r
e ny = ry

r
. (3.24)

Assim ∫ Γ

Γ∗
uq∗dΓ =

∫ θ2

θ1

u

2πr2

(
rx

rx

r
+ ry

ry

r

)
εdθ. (3.25)

As variáveis referidas são definidas na Figura 4 Observando que r = ε para qualquer

ϵ

θ1

θ2

θint

Γ

Γ∗

ξ

Figura 4 – Angulo interno do contorno

θ, portanto; ∫
Γ∗

uq∗dΓ =
∫ θ2

θ1

u

2πε2

(
r2

x + r2
y

ε

)
εdθ =

∫ θ2

θ1

u

2π
dθ. (3.26)

Fazendo ε −→ 0, u assume o valor de u(d). Por fim, tem-se
∫

Γ
uq∗dΓ = u(d)(θ2 − θ1)

2π
. (3.27)

A mesma análise deve ser feita para:∫
Γ∗

u∗qdΓ =
∫ θ2

θ1

−1
2πr

ln rqrdθ. (3.28)

Como r = ε = constante, tem-se:∫
Γ∗

u∗qdΓ = −1
2πk

ε ln ε
∫ θ2

θ1
qdθ. (3.29)

Fazendo ε −→ 0, tem-se: ∫
Γ∗

u∗qdΓ = −1
2πk

lim
ε→0

ε ln ε(θ2 − θ1), (3.30)
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∫
Γ∗

u∗qdΓ = 0. (3.31)

Voltando a equação original, segue:

u(xd, yd) =
∫

Γ
uq∗dΓ −

∫
Γ

u∗qdΓ + u(xd, yd)(θ2 − θ1)
2π

− 0, (3.32)

u(xd, yd)
[
1 − (θ2 − θ1)

2π

]
=
∫

Γ
uq∗dΓ −

∫
Γ

u∗qdΓ, (3.33)

u(xd, yd)
[

2π − (θ2 − θ1)
2π

]
=
∫

Γ
uq∗dΓ −

∫
Γ

u∗qdΓ. (3.34)

Assim:
θint

2π
u(xd, yd) =

∫
Γ

uq∗dΓ −
∫

Γ
u∗qdΓ, (3.35)

que é a integral de contorno quando o ponto fonte pertence ao contorno.

Quando o ponto fonte não pertence ao contorno nem ao domínio, devido à proprie-
dade do delta de Dirac, tem-se: ∫

Γ
uq∗dΓ −

∫
Γ

u∗qdΓ = 0. (3.36)

Generalizando, a equação integral de contorno pode ser escrita como

cu(xd, yd) =
∫

Γ
uq∗dΓ −

∫
Γ

u∗qdΓ, (3.37)

onde

c =


1, se (xd, yd) ∈ ao domínio
θint

2π
, se (xd, yd) ∈ ao contorno

0, se (xd, yd) /∈ ao domínio ou ao contorno

Quando o ponto fonte encontra-se em ponto suave do contorno, isto é, não é um
canto, tem-se:

c = θint

2π
= π

2π
= 1

2 . (3.38)



32

4 Solução fundamental para a equação de
Laplace

A principal característica que difere o MEC dos demais métodos clássicos é a
utilização da solução fundamental. Por exemplo, o MEF utiliza uma equação qualquer
como função de ponderação, enquanto o MEC utiliza a solução fundamental, que nada
mais é que a solução para um problema específico que se assemelha ao problema alvo, isso
implica em um aumento de precisão do MEC.

Para a equação de Laplace, obtem-se a solução fundamental para a equação de
Poisson, a solução fundamental é a solução para uma fonte concentrada em um ponto
dentro de um domínio infinito.

Matematicamente, esse problema pode ser escrito da seguinte forma:

∇2u∗ = −δ (x − xd, y − yd)
k

(4.1)

sendo k a condutividade do meio, e δ (x − xd, y − yd) é a função delta de Dirac.

Reescrevendo a equação Equação 4.1, em coordenadas polares como representado
na Figura 5. Sendo θ o Angulo formado entre o ponto fonte e o ponto campo.

(x, y)
(Ponto Campo)

(xs, yd)
(Ponto Fonte)

y

x

θ

r

Figura 5 – Conversão de coordenadas cartesianas para polares

Logo:
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1
r

∂

∂r

(
r

∂u∗

∂r

)
+ 1

r2
∂2u∗

∂θ2 = −δ (x − xd, y − yd)
k

(4.2)

r é a distância euclidiana entre o ponto fonte e o ponto campo.

Como a solução é axis-simétrica e o potencial é nulo para todo o domínio exceto
no ponto fonte, têm-se:

1
r

∂

∂r

(
r

∂u∗

∂r

)
= − δ(r)

2πrk
, (4.3)

integrando duas vezes:
u∗ = A ln r + B (4.4)

Agora basta definir as constantes A e B. Como é necessário uma solução particular,
define-se B = 0.

A pode ser definido aplicando a equação em um domínio circular com um ponto
fonte como origem, e aplicando o Teorema de Green, dado por:∫

Ω
∇2u∗dΩ =

∫
Γ

∂u∗

∂n
dΓ (4.5)

No circulo ∂u∗

∂n
= ∂u∗

∂r
, a equação se torna:

∫
Ω

δ (x − xd, y − yd)
k

dΩ =
∫ 2π

0
A

1
r

rdθ. (4.6)

integrando os dois lados, sendo que no lado esquerdo é aplicado a propriedade do
Delta de Dirac

1
k

= 2πA, (4.7)

rearranjando para A:
A = 1

2πk
. (4.8)

Assim a solução fundamental para a equação de Laplace é:

u∗ = 1
2πk

ln r (4.9)
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5 Tipos de elementos em 2D

Neste capitulo será discutido diferentes tipos de elementos que podem ser utilizados
no MEC, primeiramente, com enfoque nos elementos clássicos, que são os constantes,
lineares contínuos e quadráticos contínuos, e a posteriori, focando-se nos elementos especiais
e descontínuos.

Considerando um domínio Ω com uma fronteira Γ, o método dos elementos de
contorno consiste na discretização do contorno em pequenas seções que são chamadas de
elementos de contorno. Normalmente são empregados elementos constantes, lineares e
quadráticos. Nestes elementos tem-se dois tipos diferentes de pontos, os pontos geométricos,
que são responsáveis por delimitar o elemento, e os pontos funcionais, que são os pontos
que serão utilizados para atribuir as propriedades da fronteira. No caso do elemento
constante o seguimento é aproximado por uma reta, e o ponto funcional, neste trabalho
também referido como ponto fonte, é posicionado no centro do elemento, e é adotado
como propriedade de todo o elemento a propriedade deste ponto, Figura 6. O elemento
que possui dois pontos fontes, um no começo e outro no final do elemento é chamado de
elemento linear, e as propriedades dos elementos variam linearmente entre os dois pontos,
o elemento linear é demonstrado na Figura 7. Finalmente, para os elementos quadráticos,
a geometria é aproximada por um arco parabólico. O elemento tem três nós, dois dos quais
são colocados nas extremidades e o terceiro em algum ponto intermediário, geralmente
no ponto médio, o elemento quadrático está representado na Figura 8. Para os elementos
lineares e quadráticos, a geometria do segmento é representada isoparametricamente,
ou seja, a geometria e a quantidade de fronteira são aproximadas sobre o elemento por
polinômios do mesmo grau (KATSIKADELIS, 2016).

Nó funcional

Nó Fonte
Ω

Γ Nó final

Nó inicial

Ponto Fonte

Figura 6 – Elemento constante



Capítulo 5. Tipos de elementos em 2D 35

Ω

Γ
Nó funcional

Nó Fonte

Nó final

Nó inicial

Ponto Fonte

Figura 7 – Elemento Linear

Nó Fonte

Nó final

Nó inicial

Ponto Fonte

Figura 8 – Elemento Quadrático

5.1 Elemento Constante
Na discretização utilizando elementos constantes, o contorno Γ é dividido em um

número de elementos finitos, e retilíneos. Neste tipo de elemento é posicionado um único
ponto fonte no centro do elemento, e o valor do potencial e do fluxo é estendido para todo
o elemento, ou seja, u e q é constante em todo o elemento, Figura 9.

Ponto Fonte
Fronteiras do elemento

u1

u2

u3

Figura 9 – Elemento Constante

Como o j-ésimo ponto sempre estará posicionado no centro do j-ésimo elemento,
o valor de c, descrito na Equação 3.37, sempre será 1/2, pois se trata de uma superfície
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suave. Assim tem-se a seguinte equação integral no contorno. Assim

1
2u(i)(xd, yd) =

n∑
j=1

[
uj

∫
Γj

q∗dΓ
]

−
n∑

j=1

[
qj

∫
Γj

u∗dΓ
]
, (5.1)

Reorganizando:

−1
2u(i)(xd, yd) +

n∑
j=1

[
uj

∫
Γj

q∗dΓ
]

=
n∑

j=1

[
qj

∫
Γj

u∗dΓ
]
. (5.2)

Definindo

Hij =
∫

Γj

q∗dΓ − 1
2δij, (5.3)

e

Gij =
∫

Γj

u∗dΓ. (5.4)

Reescrevendo a equação na forma matricial.

n∑
j=1

[Hijuj] =
n∑

j=1
[Gijqj]. (5.5)

As matrizes H e G são N × N sendo N o número de elementos e u e q são vetores.

Assumindo condições de contorno mistas, considerando que Γ1 tem o potencial
prescrito e Γ2 tem o fluxo conhecido, ou seja, em Γ1 deseja-se calcular o fluxo e de Γ2 deseja-
se o potencial. O contorno é discretizado em duas regiões constantes, sendo respeitada a
relação N1 + N2 = N e Γ1 ∪ Γ2.

Separando as condições de contorno prescritas das não prescrita podemos escrever
o seguinte sistema matricial.

[
[H11] [H12]

] {ū}1

{u}2

 =
[

[G11] [G12]]
] {q}1

{q̄}2

 . (5.6)

Nesse sistema ū1 e q̄1 são os valores conhecidos e u2 e q2 os desconhecidos. Separando
as grandezas conhecidas para um lado da igualdade e as desconhecidas para o outro, é
obtido um sistema que pode ser resolvido.

[A] {X} = {B} , (5.7)

sendo

[A] =
[

[H12] − [G11]
]
, (5.8)
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{X} =
{

{u}2 {un}1

}
, (5.9)

{B} = − [H11] {ū}1 + [G12] {ūn}2 , (5.10)

O vetor {X} contem os valores que é o objetivo, Assim resolvendo o sistema
obtem-se a solução do nosso problema.

5.2 Elemento linear contínuo
Nesta seção será tratado a utilização do elemento linear contínuo no método dos

elementos de contorno. Esse elemento consiste no posicionamento dos pontos funcionais
sobre os pontos geométricos, assim possui-se dois pontos fontes, sendo posicionado um no
começo do elemento e outro no final do elemento. A variação dentro do elemento seguirá
uma função linear que será tratada ainda nesta seção. Para esse tipo de elemento o último
ponto fonte do j-ésimo elemento é compartilhado com o j + 1-ésimo elemento, assim
o número de pontos fonte é o mesmo que o número de elementos. A representação do
elemento pode ser visualizado na Figura 10

u2 = u′
2

θ

j-ésimo elemento

j + 1-ésimo elemento
u1

u3

Figura 10 – Representação básica do elemento contínuo

Diferente do elemento constante, os pontos fontes no elemento linear contínuo, nem
sempre serão posicionados em fronteiras suaves. Logo ci não será sempre 1/2, assim ci será
dado por:

ci = θ

2π
, (5.11)

em que, θ é o ângulo do canto em radianos. Assim discretizando em elementos de contorno
lineares lineares, logo:

cu(xd, yd) =
nelem∑
j=1

[∫
Γj

uq∗dΓ
]

−
nelem∑
j=1

[∫
Γj

u∗qdΓ
]

, (5.12)



Capítulo 5. Tipos de elementos em 2D 38

sendo,
u = ϕ1u1 + ϕ2u2

e
q = ϕ1q1 + ϕ2q2.

onde u1 e u2 são os potenciais do primeiro e do último ponto funcional do elemento respec-
tivamente, e ϕ1 e phi2 são as funções de forma que regem a distribuição de temperatura
do elemento.

Os valores de ϕ1 e ϕ2 em termos de coordenadas adimensionais, que variam de −1
a 1 as duas funções de interpolação são dadas por:

ϕ1 = 1
2(1 − ξ); ϕ2 = 1

2(1 + ξ), (5.13)

O comportamento da função de forma pode ser observado na Figura 11 Escrevendo de

ϕ2

ϕ1

−1 1 ξ

1

Figura 11 – Função de forma linear

forma matricial:

u =
[

ϕ1 ϕ2

]  u1

u2


e

q =
[

ϕ1 ϕ2

]  q1

q2

 .

Reescrevendo, a integral discretizada de forma matricial:
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c(ξ)u(ξ) =
nelem∑
j=1


∫

Γj

[
ϕ1 ϕ2

]  u1

u2


j

q∗dΓ

−
nelem∑
j=1


∫

Γj

u∗
[

ϕ1 ϕ2

]  q1

q2


j

dΓ

.

que pode ser escrito da seguinte forma:

cu(xd, yd) =
nelem∑
j=1


[

h1 h2

]
j

 u1

u2


j

−
[

g1 g2

]
j

 q1

q2


j

,

onde
h1 =

∫
Γj

ϕ1q
∗dΓ,

h2 =
∫

Γj

ϕ2q
∗dΓ,

g1 =
∫

Γj

ϕ1u
∗dΓ

e
g2 =

∫
Γj

ϕ2u
∗dΓ.

5.3 Elemento descontínuos
Para melhorar a solução em que dois fluxos são desconhecidos no nó da quina,

onde anteriormente existia apenas uma equação, o nó fonte que era compartilhado entre
dois elementos pode ser dividido e inserido no interior dos dois elementos. Dessa forma,
existe uma equação para cada nó fonte, conforme ilustrado na Figura 12. Anteriormente,
como o nó fonte era compartilhado por dois elementos, era necessário calculá-lo apenas
uma vez. Contudo, agora existe uma equação para cada nó fonte, o que aumenta o total
de nós fontes para o elemento linear, igualando-o ao número total de elementos mais um
nó adicional para cada elemento descontínuo. Essa modificação pode ser aplicada tanto
nos elementos que estão no contorno suave do domínio em estudo quanto nas quinas
(BREBBIA; DOMINGUEZ, 1994). No Método dos Elementos de Contorno Contínuo
(MECC), para o elemento linear, o nó fonte é posicionado nas mesmas coordenadas do
nó geométrico, mas no Método dos Elementos de Contorno descontínuo (MECD), o nó
geométrico é mantido na sua posição e o nó fonte pode variar sua posição dentro do
elemento. Assim, no elemento isoparamétrico, a integral é feita de ξ = −1 até ξ = 1, porém
o nó fonte é posicionado dentro do elemento, exigindo a alteração das funções de pesos.

Os valores de u e q podem ser obtidos em qualquer ponto do elemento, parametri-
zados pelas seguintes equações:

u(ξ) = ϕ1u
1 + ϕ2u

2 = [ϕ1 ϕ2]
 u1

u2

 (5.14)
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ξ = −1

ξ = 1

Γ

Ω

Valor nodal de u ou q

b

a

l

Valor nodal de u ou q

Figura 12 – Elemento descontínuo

q(ξ) = ϕ1q
1 + ϕ2q

2 = [ϕ1 ϕ2]
 q1

q2

 (5.15)

Uma maneira prática de modificar o elemento de contorno para um elemento
descontínuo é utilizando o polinômio interpolador de Lagrange para determinar as funções
de forma ϕ. Além disso, essa formulação pode ser facilmente adaptada para polinômios de
ordem superior.

É sempre possível construir um polinômio Pn−1(x) de grau n − 1 que passe por n

pontos conhecidos e distintos.

Uma forma conhecida de obter esse polinômio é utilizando o polinômio interpolador
de Lagrange, dado pela equação:

Pn−1(x) =
n∑

i=1
yiℓi(x) (5.16)

sendo ℓi(x) chamado de função cardinal, que pode ser obtido por:

ℓi(x) = x − x1

xi − x1
· x − x2

xi − x2
· · · x − xi−1

xi − xi−1
· x − xi+1

xi − xi+1
· · · x − xn

xi − xn

=
n∏

j=1
j ̸=i

x − xj

xi − xj

, i = 1, 2, . . . , n
(5.17)

Assim, fazendo n = 2, a interpolação é uma função linear do tipo P1(x) = y1ℓ1(x) +
y2ℓ2(x), onde:

ℓ1(x) = x − x2

x1 − x2
, ℓ2(x) = x − x1

x2 − x1
(5.18)

Trazendo isso para o método dos elementos de contorno, a função de forma do
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elemento isoparamétrico linear pode ser obtida por:

ϕ1(ξ) = ξ − ξ2

ξ1 − ξ2
, ϕ2(ξ) = ξ − ξ1

ξ2 − ξ1
(5.19)

assumindo que ξ1 = −ξ2:

ϕ1(ξ) = ξ − ξ2

−ξ2 − ξ2
= ξ − ξ2

−2ξ2
, ϕ2(ξ) = ξ + ξ2

ξ2 + ξ2
= ξ + ξ2

2ξ2
(5.20)

Note que na Equação 5.20, se ξ1 = −1 e ξ2 = 1, a função de forma se reduz à função de
forma contínua. Contudo, agora seleciona-se uma posição do ponto fonte entre −1 e 1 e
utilizar uma equação geral do método dos elementos de contorno sem alterar a formulação
tradicional. Na Figura 13 e na Figura 14, observa-se como essas funções de forma são
apresentadas para o MECC e o MECD, respectivamente.

ξ = −1 ξ = 1

ϕ1

ϕ2

Figura 13 – funções de forma do Elemento Contínuo

ξ = −1 ξ = 1

ϕ1

ϕ2

ξ1 ξ2

Figura 14 – Pesos do Elemento Descontínuo
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6 Exemplos numéricos

Nesse capítulo serão apresentados os resultados das simulações feitas com o MEC
com elementos descontínuos e com Elementos contínuos. A intenção é avaliar o compor-
tamento das duas formulações buscando compreender e comparar com as bibliografias
existentes. As conclusões serão baseadas no erro de cada formulação em relação ao resultado
analítico de cada problema.

Em relação à Especificações de Hardware utilizado, é utilizado a seguinte configu-
ração:

• Processador: Intel Core i7-10750H

• Número de núcleos: 6

• Frequência do processador: 2.6 GHz

• Memória RAM: 16 GB, DDR4

• Armazenamento: 512 GB, SSD

Em relação ao código utilizado:

• Ambos os códigos foram implementados em FORTRAN 90 com precisão dupla.

• Foram utilizados 20 pontos de Gauss na integração. junto a regularização proposta
por Johnston e David em seu trabalho (JOHNSTON; ELLIOTT, 2005), para evitar
singularidades.

• foram simulados diversas malhas com diferentes graus de refinamento.

Neste trabalho, recorreu-se ao critério de avaliação da média do erro relativo
percentual descrito na Equação 6.1; este é igual à diferença entre os valores numéricos e
analíticos dividida pelo módulo do maior valor analítico.

E =
N∑

i=1
|Va − Vn|i

100
N |Mant |

(6.1)

Na Equação 6.1, os termos Va e Vn representam os valores do potencial analítico e
do potencial numérico calculado no ponto i respectivamente; Mant é o maior valor analítico
encontrado na varredura de cada problema; e N caracteriza o número de potenciais
calculados ou graus de liberdade.
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6.1 Placa quadrada com difusão unidimensional
Neste primeiro exemplo será testada a capacidade dos dois métodos, MECC e

MECD, trabalharem com uma geometria com bordas retas e com condições de contorno
mista. Para isso foi escolhido um problema com domínio quadrado 6 × 6 tendo valores de
potencial prescrito nas fronteiras da esquerda e da direita, e considera-se a fronteira do
topo e da base como sendo perfeitamente isolado, ou seja, o fluxo normal nessas fronteiras
é nulo, veja a Figura 15.

u = 300 u = 0

q = 0

q = 0

6

6

y

x

Figura 15 – Placa quadrada com fluxo unidimensional

A solução analítica para esse problema é dada por

u(x, y) = 300 − 50x, (6.2)

e o fluxo na direção x é dado por

q(x, y) = −50. (6.3)

A qualidade da solução do potencial será avaliada no domínio do problema, como a
qualidade da solução no domínio depende diretamente da qualidade da solução do contorno,
é possível fazer as considerações para esses pontos. Para esse problema serão utilizados
um total de 100 pontos internos e e serão testadas malhas com diferente quantidade de
pontos no contorno. Resalta-se que serão utilizados elementos lineares nas simulações.
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Inicialmente é definida a posição ideal do ponto fonte dentro do elemento descon-
tínuo, para isso o problema é solucionado diversas vezes com 124 pontos no contorno, a
posição do ponto fonte é variada de 0, 05 < ξ < 0, 95. Uma exemplo da malha utilizada
neste trabalho pode ser observada na Figura 16, note que todos os elementos são descontí-
nuos, logo o número de pontos fonte é duas vezes o número de elementos. Na Figura 17
nota-se que o menor erro é obtido para ξ = 0, 95, assim essa posição de ponto fonte é
definida para todas as malhas descontínuas deste problema, vale ressaltar que todos os
elementos da malha são descontínuos.

Nó geometrico

Nó fonte1 2 3 4

5

6

7

8

9101112

13

14

15

16

Inicio do elemento 1
Final do elemento 16

Final do elemento 1
Inicio do elemento 2

Pontos fonte do elemento 1

Figura 16 – Malha com elementos descontínuos

Figura 17 – Definição do ponto ótimo do ponto fonte
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As malhas contínuas terão nós duplos nas quinas, sendo utilizado afastamento de
10%. Prosseguindo, faz-se a análise do erro do potencial no domínio do problema, são
analisados 100 pontos internos e é adotado o erro médio desses pontos.

Figura 18 – Erro dos pontos internos para a placa com fluxo linear

Na Figura 18, nota-se que a formulação contínua é pior para as malhas menos
refinadas, porém para malha de 128 elementos, o elemento contínuo supera o descontínuo.
Isso indica que mesmo que o elemento descontínuo inicia com menor erro, o elemento
contínuo possui uma ordem de convergência maior, por esse motivo este supera o elemento
descontínuo.

Outra análise conveniente é a qualidade do fluxo nas fronteiras laterais, apesar do
potencial se contínuo, o fluxo normal é descontínuo nas quinas. Para facilitar a visualização
desta descontinuidade pode-se observar a Figura 19, esta figura apresenta o fluxo normal
para cada elemento, sendo os elementos enumerados no sentindo anti-horário a partir da
origem como na Figura 19, vale ressaltar que existem peculiaridades em cada tipo de
malha, descontínua ou contínua, logo essa figura deve ser tomada somente como modelo e
não representa especificamente as malhas utilizadas. Note na Figura 19 que existe uma
grande descontinuidade entre os elementos 5 e 6, 10 e 11, 15 e 16, 20 e 1, para a seção
inferior e superior isso é indiferente pois é condição de contorno, mas para as laterais isso
é importante pois o fluxo é a quantidade desejada.

A análise do fluxo será baseada para o MEC descontínuo com 128 pontos fonte e
o MEC contínuo com 132 pontos fonte, note na Tabela 1 que dois fenômenos ocorrem,
primeiramente o erro em uma das laterais é superior (na lateral direita) no elemento
descontínuo, enquanto no contínuo é muito próximo, além disso, o erro do fluxo é menor
no elemento descontínuo, mesmo que para o potencial o MECC seja superior.
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Número do ponto

50

−50

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

Figura 19 – Fluxo normal para cada ponto no contorno

Erro médio
Tipo de elemento Número de pontos Fontes Lateral Direita Lateral esquerda

Descontínuo 128 1.64E-03 1.85E-02
Contínuo 132 4.40E-02 4.40E-02

Tabela 1 – Erro nas laterais

Outro aspecto importante na análise de erro é a métrica utilizada para aferir a
precisão. Uma métrica comum é a conhecida norma do máximo, que define a norma como
o elemento com o maior valor absoluto (KATSIKADELIS, 2016). Essa norma define que
a norma de um vetor é o valor da maior componente em módulo, para esse problema os
resultados podem ser visualizados na Figura 20.

Figura 20 – Erro baseado na norma do máximo

Na Figura 20 podemos perceber que para esse tipo de métrica o MECD é superior,
isso acontece pelo fato do elemento contínuo possuir uma deficiência em calcular os pontos
que estão próximos as quinas gerando um erro superior nesses pontos e isso fica evidenciado
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nesse gráfico.

A ordem de convergência é avaliada pela inclinação do gráfico Log-log do erro pelo
número de pontos, este gráfico pode ser observado na Figura 21.

Figura 21 – Gráfico log-log do erro médio

A inclinação da reta associada ao MECC é −2, 29, enquanto a inclinação da reta
associada ao MECD é −1.01, indicando que o a ordem de convergência do MECC é
superior, fica evidente que o apesar do MECD ter erro menor para malhas pouco refinadas
ele é inferior para malhar mais refinadas.

6.2 Placa quadrada com todas as condições de Dirichlet
Esse exemplo é importante para a demonstração da importância do MECD. É

comum ler que o MEC calcula simultaneamente o potencial e o fluxo de um problema,
porém essa afirmação apesar de correta está incompleta. O potencial é uma grandeza
escalar, logo esta possui seu valor pontual, porém o fluxo é uma grandeza vetorial, logo
possui intensidade e direção. O MEC, calcula apenas a componente normal do fluxo, então
nas quinas o fluxo que antes estava sendo calculado na direção x, passa a ser calculado
na direção y, isso pode produzir uma intensa descontinuidade na solução para o fluxo, na
Figura 22 é mostrado um problema com todas as condições de contorno sendo condições
Dirichlet.

A solução analítica para este problema pode ser obtida pela Equação 6.4:

u = 100
(

1 −
[

16n cos(nπ)
π(4n2 − 1) sinh(nπ)

]
sin(nπy) sinh(nπx) + sin(nπx) sinh(nπy)

)
(6.4)
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Ω

Γ

u = 100

u = 100
u = 100− 100 sin(πy2 )

u = 100− 100 sin(πx2 )

Figura 22 – Placa quadrada com todas as condições de Dirichlet

Esse exemplo é de grande importância, para a análise, pois com todas as condições
de contorno sendo de Dirichlet a descontinuidade no fluxo é essencial para a qualidade da
solução. O posição do ponto fonte é determinada solucionando diversas malhas, a posição
do ponto fonte é variada de ξ = 0, 05 a ξ = 0, 95. Analisando o erro das diversas malhas
estudadas, nota-se a existência de pontos ótimos, mas não há uma grande discrepância
entre os pontos mais no centro do elemento. Será adotado a posição ξ = 0, 40 para a
simulação desse problema.

Figura 23 – Determinação da posição dos pontos fontes

A análise do erro será novamente feita com o erro médio, serão avaliados diversas
malhas com níveis diferentes de discretização. O resultado da análise pode ser visualizada
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na Figura 24.

Figura 24 – Comparação de erro entre os elementos descontínuos e contínuos

Na Figura 24 pode-se notar que o MEC descontínuo é superior ao contínuo para esse
problema. Para a sua melhor malha o MECD obteve um erro mínimo de 10−7, enquanto o
MECC rapidamente convergiu e manteve seu erro em 10−4. Essa superioridade é advinda
da melhor capacidade de representar as grandes descontinuidades existentes no fluxo das
quinas. O MEC contínuo tem sua capacidade limitada por essa descontinuidade.

A análise da ordem de convergência implica que o problema descontínuo converge
mais rápido. a inclinação da reta associada a elemento descontínuo é −1.69, enquanto o
associado ao contínuo é de −0.38, isso pode ser visualizado na Figura 25

Figura 25 – Regressão linear para o erro do problema de Dirichlet
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6.3 Um quarto de cilindro
Considera-se um cilindro oco, tal como um tubo, como mostrado na Figura 26

considera-se que a temperatura na fronteira interna (Γi), e é conhecido o fluxo na fronteira
externa (Γe).

Γi Γe

re

r

ri

Figura 26 – Geometria do cilindro oco

Como esse problema é axis-simétrico pode-se apenas simular uma parte do problema,
bastando apenas determinar corretamente as condições de contorno adequadas para as
fronteiras fictícias. Na Figura 27 pode-se ver a geometria simulada.

y

x

q = 0

q = 0

u = 100

q = 200

Figura 27 – Geometria simulada

Para este problema, serão adotados: ri = 1, r2 = 2, e k = 1, os contornos externo e
interno terão o mesmo número de pontos. A solução analítica para a temperatura é dada
pela Equação 6.5:

u(r) = ui + qere log
(

r

ri

)
(6.5)

e para o fluxo pela Equação 6.6:
q(r) = qe

re

r
(6.6)



Capítulo 6. Exemplos numéricos 51

Figura 28 – Comparação de erro médio entre diferentes tipos de elementos

O processo de calibração foi feito seguindo o mesmo princípio do exemplo anterior
e para esse problema foi adotado ξ = 0, 75.

O método dos elementos de contorno descontínuo foi inferior ao método contínuo.
Apesar de ambos os métodos convergirem, o MECC apresentou convergência estável e erro
mínimo na ordem de 10−5 para a malha de 256 elementos. O MECD também convergiu
para a solução, e a sua melhor disposição foi para a malha de 256 elementos, com um
erro na ordem de 10−4. Na Figura 29 é mostrado a análise de erro máximo, note que para

Figura 29 – Comparação de erro máximo entre elementos contínuos e descontínuos

esse exemplo a solução do MECD se demonstra inferior novamente, o MECD teve como



Capítulo 6. Exemplos numéricos 52

sua melhor marca, o erro na ordem de 10−2, enquanto isso, o MECC superou o MECD
em pelo menos uma ordem de grandeza para todas as malhas testadas. Esse problema
tem em sua maioria condições de Newmann prescritas, o que implica que a maior parte
dos valores calculados são o potencial que é contínuo, assim uma função contínua pode
representar melhor a solução.

Na Figura 30 é possível observar que a ordem de convergência do elemento descon-
tínuo, com inclinação de −1, 63, foi inferior a ondem de convergência do continuo, que por
sua vez possui uma inclinação de −2, 56. Assim, para o problema apresentado o método
descontínuo foi inferior em todos os critérios apresentados.

Figura 30 – Regressão linear para o problema

6.4 Placa com outras condições de contorno de Dirichlet
Este problema é importante para mostrar que o comportamento de uma formulação

é diferente para cada problema estudado. Na Figura 31 é apresentado um problema
com todas as condições de contorno de Dirichlet. As condições de contorno podem ser
observadas na Figura 31. E sua solução analítica é apresentada nas Equação 6.7, Equação 6.8
e Equação 6.9. Nesse problema as descontinuidades são apenas no fluxo nas quinas da
base, e não se mostram tão intensas quanto as do problema da seção 6.2

T (x, y) =
∞∑

n=1
− 2

sinh(nπ)

(
−πn sin(πn) − 2 cos(πn) + 2

π3n3

)
sinh(nπ(y − 1)) sin(nπx) (6.7)
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y

x

T = 0

T = 0
T = 0

T = x(1− x)

Ω

Γ

Figura 31 – Placa de domínio quadrado com condições de contorno de Dirichlet

∂T (x, y)
∂x

=
∞∑

n=1
− 2nπ

sinh(nπ)

(
−πn sin(πn) − 2 cos(πn) + 2

π3n3

)
sinh(nπ(1 − y)) cos(nπx)

(6.8)

∂T (x, y)
∂y

=
∞∑

n=1

2nπ

sinh(nπ)

(
−πn sin(πn) − 2 cos(πn) + 2

π3n3

)
cosh(nπ(1 − y)) cos(nπx) (6.9)

A comparação entre os métodos é feita com as duas métricas, a do erro máximo
dentre os pontos avaliados e o erro médio dentre todos os pontos internos. Para esse
problema foi adotado ξ = 0, 50.

Figura 32 – Erro médio para o segundo problema de Dirichlet

Na Figura 33 é possível observar o erro médio para os dois métodos, note que que
o elemento contínuo é superior para esse problema sendo mais estável e com um erro
menor. Enquanto o MECC alcançou o patamar de 10−8, por sua vez, o MECD não pode
ultrapassar a marca de 10−6 . O mesmo comportamento ocorre com o erro máximo, em
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que o elemento descontínuo propiciou um erro máximo menor, sendo o a pior malha do
contínuo equivalente a melhor do descontínuo. O comportamento desse problema difere do
problema de Dirichlet da seção 6.2, que o método descontínuo é superior. Esse problema,
apesar de ter condições de Dirichlet em todas as condições de contorno, a descontinuidade
no fluxo não é tão forte quanto a que existe no exemplo da seção 6.2.

Figura 33 – Erro máximo para o segundo problema de Dirichlet

A ordem de convergência para a formulação contínua foi de −1.36, e apesar
dessa formulação ser superior a descontínua, a formulação descontínua possui ordem de
convergência superior, com inclinação de −2.93, conforme mostrado na Figura 34.

Figura 34 – Regressão linear para o segundo problema de Dirichlet
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7 Considerações Finais

O método de elementos de contorno é uma das principais ferramentas para a
solução de problemas da mecânica do contínuo, em que se destaca na precisão de suas
soluções. Uma das suas excentricidades é a capacidade de suportar descontinuidades entre
seus elementos, essa característica pode ser utilizada para a facilitação de construção de
malhas, além de garantir melhores resultados para alguns problemas.

Neste trabalho foram comparadas duas formulações do MEC para problemas
potenciais, uma com elementos contínuos e outra para elementos descontínuos. Diferentes
problemas foram analisados. Nestes exemplos foram utilizadas diferentes condições de
contorno.

No primeiro exemplo foi avaliado a solução para a difusão em uma placa quadrada,
em que devido suas condições de contorno é obtida uma variação linear de temperatura
ao longo da placa, nesse problema o MECD possui erros menores para as malhas pobre,
porém o MECC possui ordem de convergência maior, assim para malhas mais refinadas
o MECC é superior. Quando avalia-se o erro máximo obtido entre os pontos de análise,
nota-se que o MECD demonstra-se superior que o MECC. Além disso, o erro para o fluxo
é menor no MECD.

Para o segundo exemplo, é estudado um problema de Dirichlet, nesse problema o
MECD foi superior ao MECC, devido as grandes descontinuidades de fluxo nas quinas o
MECD obteve vantagem na sua formulação.

Para o terceiro exemplo, a maior parte das condições de contorno do tipo fluxo
prescrito, isso implica que a variável que é majoritariamente calculada é o potencial, o
potencial necessariamente deve ser contínuo. Nesse exemplo o MECC foi superior, essa
superioridade se deve ao fato de que uma formulação contínua pode ter maior capacidade
de calcular funções contínuas simples, que nesse caso é o potencial do tubo.

Por fim, foi simulado um segundo problema com condições de Dirichlet, porém
esse problema não apresenta grandes descontinuidades no fluxo em duas de suas quinas,
assim a qualidade da solução foi maior para para o MECC. Vale ressaltar que como o
MEC, através da integração, relaciona cada ponto fonte com todos elementos no contorno,
a solução será influenciada por todo o contorno, isso permite a utilização do elemento
descontínuo.

O Método dos elementos de contorno descontínuo é uma ferramenta que é ampla-
mente utilizada, principalmente em problemas de elasticidade, para facilitar a aplicação
de carregamentos descontínuos, e em problemas de análise de trincas, sendo esse uma
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ferramenta que auxilia na construção da geometria da ponta da trinca, além disso é
comumente utilizado em problemas modelados com a técnica da separação de domínios,
pois facilita a determinação das condições de contorno, tornando a compatibilização dos
elementos nas fronteiras dos domínios desnecessária. Para problemas potenciais este se
demonstrou uma ferramenta importante para problemas com grandes descontinuidades no
fluxo das quina, e ainda alguns problemas que possuem erros localizados. Contudo, não
é simples a previsão que se este método terá a acurácia inferior ou superior ao método
contínuo, apenas é possível afirmar que ambos convergem para a solução esperada.

Para trabalhos futuros, é necessário a análise do condicionamento das matrizes,
uma vez que o MECD da maneira que foi aplicado dobra o número de elementos da matriz.
Ainda, outras formulações do MEC podem ser estudadas, como a equação de Helmholtz
e da difusão-advecção, pois pode ocorrer divergências dos resultados obtidos para essa
formulação.
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APÊNDICE A – Conceitos Matemáticos
essenciais

A.1 Teorema do Divergente
O teorema de Gauss é responsável por fornecer uma relação entre uma integral de

linha ao redor de uma curva fechada simples e uma integral dupla que é delimitada pela
curva.

O teorema de Green afirma que, se C é uma curva plana simples, fechada, contínua
por partes e orientada positivamente, em que D é a área delimitada por essa curva, se
essa curva possui derivadas parciais de primeira ordem contínuas, sobre uma região aberta
que contenha o domínio, então, (STEWART, 2006):

∫∫
C

Pdx + Qdy =
∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA (A.1)

Para a conversão deste teorema para a sua forma vetorial, primeiramente, busca-se
alguns conceitos matemáticos preliminares.

Dado um campo vetorial F definido como F = P i+Qj+Rk o divergente da função
F é dado por:

div F = ∂P

∂x
+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z
(A.2)

Esse divergente pode ser escrito simbolicamente como o produto escalar de ∇ e F,
sendo ∇ = i ∂

∂x
+ j ∂

∂y
+ k ∂

∂z

div F = ∇ · F

Considerando este mesmo campo vetorial F o seu rotacional de um campo tridi-
mensional é definido por:

rot F =
(

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k (A.3)

O rotacional também pode ser definido com o auxilio do operador ∇, considerando
o operador como um vetor, defini-se o rotacional como um produto vetorial entre ∇ e F,
assim escreve-se em forma de um determinante, logo
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∇ × F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x
∂

∂y
∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
(

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k

= rot F

(A.4)

Estes operadores apresentados serão necessários para a apresentação do teorema
de Green em sua forma vetorial, que por sua vez será a base para o teorema do divergente.
Considerando uma área plana D, limitada por um contorno C , e um campo vetorial F
contido em um espaço cartesiano tridimensional. Sendo F = P i + Qj, esse campo tem
como integral de linha ∮

C
F · dr =

∮
C

Pdx + Qdy, (A.5)

logo o seu rotacional será

rot F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x
∂

∂y
∂
∂z

P (x, y) Q(x, y) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k. (A.6)

então Teorema de Green é reescrito como

∮
C

F · dr =
∮

C
F · Tds =

∫∫
D

(rot F) · kdA (A.7)

Se o vetor tangente unitário é dado por:

T(t) = x′(t)
|r′(t)| i + y′(t)

|r′(t)| j (A.8)

sendo

r(t) = x(t)i + y(t)j a ≤ t ≤ b (A.9)

Assim o vetor normal unitário é dado por

n(t) = y′(t)
|r′(t)| i − x′(t)

|r′(t)|j (A.10)

logo:
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∮
C

F · n ds =
∫ s

a
(F · n)(t) |r′(t)| dt

=
∫ s

a

[
P (x(t), y(t))y′(t)

|r′(t)| − Q(x(t), y(t))x′(t)
|r′(t)|

]
|r′(t)| dt

=
∫ b

c
P (x(t), y(t))y′(t)dt − Q(x(t), y(t))x′(t)dt

=
∫

C
Pdy − Qdx =

∫∫
D

(
∂P

∂x
+ ∂Q

∂y

)
dA

(A.11)

reescrevendo de forma conveniente temos:∮
C

F · n ds =
∫∫

D
div F(x, y)dA (A.12)

A.2 Delta de Dirac
Na engenharia, é muito comum a utilização de fenômenos que ocorrem pontualmente.

Esse é o caso de uma força em uma viga, a modelagem de um sumidouro, ou uma fonte
na mecânica dos fluidos, ou uma fonte de calor pontual. Apesar destas fontes serem
matematicamente úteis, elas são abstratas, mas acabam tendo uma importância muito
grande na engenharia. Assim é importante a utilização de ferramentas importantes para a
modelagem destes fenômenos pontuais, assim neste capítulo será introduzido o conceito
da função Delta de Dirac.

Considere uma função f que representa uma carga aplicada como a Equação A.13,
vide Figura 35.

d

a

1
a

f(x, d, a)

x

Figura 35 – função pulso retangular
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f(x, d, a) =


0 , x < d − a

2
1
a

, d − a
2 ≤ x ≤ d + a

2

0 , x > d + a
2

(A.13)

Se a região de aplicação de carga tender a 0, têm-se uma carga aplicada em um
único ponto. Assim afunção Delta de Dirac (δ(x − d)) é definida como:

δ(x − d) = lim
a→0

F (x, d, a) (A.14)

Assim, defini-se a função Delta de Dirac como uma função que é nula para todo o
domínio, exceto para um ponto d, em que sua carga é ∞, Figura 36, assim:

d

f(x, d, a)

x

Figura 36 – Função Delta de Dirac

δ(x − d) =

0 , x ̸= d

∞ , x = d
(A.15)

Essa função tem algumas propriedades que são interessantes matematicamente,
primeiramente a integral da função δ(x − d) será integrada sobre todo o domínio será igual
a 1, Equação A.17,

∫ ∞

−∞
δ(x − d)dx = 1. (A.16)

A integral do produto da função delta de Dirac com uma função qualquer, g(x), o
valor da integral será o valor pontual da função g(x), logo

∫ ∞

−∞
g(x)δ(x − d)dx = g(d). (A.17)
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A.3 Quadratura de Gauss
Técnicas de integração como Newton-Cotes são baseados em valores das funções

igualmente espaçados, ou seja, a posição dos pontos base é predeterminada ou fixa. Isso
acaba implicando em um erro associado grande.

Agora, é proposto que a restrição do posicionamento do ponto base seja eliminada, e
agora o posicionamento dos pontos seja livre para ser colocado em qualquer lugar da curva.
Essa consideração, permite o posicionamento da melhor forma possível, assim balanceando
erros positivos e negativos, veja a Figura 37 (CHAPRA; CANALE, 2016).

x

f(x)

(a)

x

f(x)

(b)

Figura 37 – (a) Descrição gráfica regra do trapézio,
(b) Descrição de uma formulação com pontos colocados em posições interme-
diárias.

A técnica que modifica a posição dos pontos é chamada de Quadratura de Gauss.
Neste trabalho avaliar-se-á as formulações de Gauss-Legendre que é a mesma que é utilizada
nos códigos do Método dos elementos de Contorno deste trabalho.

De forma geral, considera-se a seguinte formulação:

In(f) =
n∑

j=1
wj,nf (xj,n) =

∫ b

a
w(x)f(x)dx = I(f) (A.18)

A função de pesos w(x) é assumida como uma função integrável no intervalo [a, b],
e sendo não negativa que satisfaz as seguintes hipóteses:

1. ∫ b

a
|x|n w(x)dx

é integrável e finita para todo n ≥ 0;
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2. supondo que ∫ b

a
|x|n w(x)g(x)dx = 0

para uma função g(x) contínua e não negativa, então a função g(x) ≡ 0para todo o
intervalo (a, b).

A posição dos nós , xj,n, e dos pesos, wj,n, serão escolhidos de forma que In(f) é
igual a I(f) para um polinômio f(x) com o maior grau possível.

Na equação de Gauss-Legendre o intervalo de integração é fixo de [−1, 1], muitas
vezes o processo de regularização é necessário. A mudança do domínio espacial para o
domínio computacional pode ser feita da seguinte forma:

∫ x1

x2
g(x)dx =

∫ 1

−1
g(x(ξ))dx

dξ
dξ

x(ξ = −1) = x1

x(ξ = 1) = x2

(A.19)

Considerando f(ξ) = g(x(ξ)dx
dξ

) a transformação das coordenadas podem ser obtidas
pela seguinte relação linear:

x(ξ) = aξ + b ⇒

 x1 = −a + b

x2 = a + b

x1 + x2 = 2b

b = x2 + x1

2
a = x2 − x1

2

(A.20)
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