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Resumo

No inicio dos anos 80, C.H. Taubes e K. Uhlenbeck apresentaram o fundamento analitico
para as solugoes das Equacoes de Yang-Mills, chamadas instantons, de modo a tornarem-
se um objeto geométrico de grande significancia nesta época. A partir deste fundamento,
Simon Donaldson pode construir uma teoria em topologia sobre variedades fechadas, ori-
entaveis, quadridimensionais a partir da variacao da métrica, assim como na Teoria de
Hodge, a fim de obter resultados que dependessem apenas da variedade a ser estudada.
Neste caso, pode-se obter classes de conexoes, chamadas anti-auto-duais, que necessaria-
mente satisfazem as Equacoes de Yang-Mills. A colecao de todas estas conexdes modulo
uma relacao de equivaléncia, chamada equivaléncia de calibre, é chamado o espaco mo-
duli M do fibrado e seu estudo tem proporciando muitas descobertas da estrutura de
variedades quadridimensionais. E feito neste trabalho, o estudo detalhado de um exemplo
particular da Teoria de Donaldson no caso do fibrado de Hopf quatérnio. Obtém-se as co-
nexoes BPST instantons deste fibrado através da 1-forma de Cartan em Sp(2) e, uma vez
tendo-as em maos, escreve-se uma familia de cinco parametros destas conexoes. Através
do Teorema de Atiyah, Hitchin e Singer, obtém-se que todo elemento do espago moduli
M é unicamente representado por uma conexao nesta familia. A partir disso, obtém-se
uma realizacdo concreta de M como uma bola unitdria aberta em R°. Em particular, M
¢ uma variedade de dimensao 5 com uma compactificacdo natural, a saber, a bola fechada

unitaria em R® cuja fronteira é uma cépia do espaco em estudo S*.

Palavras-chaves: Espagco Moduli. Fibrado de Hopf. Teoria de Yang-Mills. Instantons.






Abstract

In the early 80’s, C.C. Taubes and K. Uhlenbeck provided the analytical foundations so
that the solutions of the Yang-Mills equations, called instantons, would have a geometrical
use, yet to be found in the same period. Simon Donaldson has built then a theory based
on certain aspects of these solutions over 4-dimensional, oriented, closed, differentiable
manifolds. In this context, one can isolate a class of connections, called anti-self-dual,
that necessarily sastify the Yang-Mills equation. The collection of all such, modulo a
natural equivalence relation, namely gauge equivalence, is called the moduli space M of
the bundle and its study has led to astonishing insights into the structure of smooth 4-
manifolds. This work is set to study in detail a particular example of Donaldson’s Theory
on the Hopf bundle over the 4-dimensional manifold S*. We arrive at the BPST instantons
of such bundle via the Cartan canonical 1-form on Sp(2). Once these are in hand, we use
the conformal invariance of anti-self-dual equations to write down a 5-parameter family
of such connections. By making use of a theorem of Atiyah, Hitchin and Singer, we assert
that every element of the moduli space M is uniquely represented by a connection in
this family. From this we obtain a concrete realization of M as the open unit ball in
R5. In particular, M is a 5-dimensional manifold with a natural compactification whose

boundary is a copy of the base space S*.

Key-words: Moduli Space. Hopf bundle. Yang-Mills Theory. Instantons.
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0 Introducao

Imagine que vocé esteja numa sala de jogos com um amigo jogando ténis de mesa.
A conversa gira em torno da mecanica Newtoniana. Vocé joga a bola de ping-pong para
o seu amigo. Os dois concordam que, dada uma velocidade e dire¢do de langamento,
através da segunda Lei de Newton juntamente com a férmula de atracao gravitacional
da superficie da terra, vocé consegue calcular o deslocamento da bola, pelo menos se a
resisténcia do ar for considerada desprezivel. Mas entao vocé pergunta ao seu amigo: “A
bola estava girando enquanto viajava na sua direcao?” Ele responde: “Essa pergunta nem
vale.” A final de contas, a bola é perfeitamente esférica e perfeitamente branca. Como
seu amigo poderia saber se a bola estava girando no ar? Além disso, isso nao importa,
uma vez que a trajetoria da bola é determinada inteiramente pelo deslocamento de seu
centro de massa e nés ja calculamos isso. Qualquer “spin” interno da bola é irrelevante
para o seu deslocamento pelo espaco. E claro que esse spin interno torna-se relevante em
outros contextos, por exemplo, se a bola interage (colide) com outra bola de ping-pong que
também esta viajando pela sala. Mais ainda, se acreditarmos na conservacao de momento
angular, qualquer mudanca no estado de spin interno da bola deveria ser considerado por
alguma forca sendo exercida na bola, como por exemplo suas interacoes com a atmosfera
da sala e, até o momento, consideramos despreziveis essas intera¢oes em nosso calculos.
Parece ser interessante, entao, considerarmos um spin da bola em torno de algum eixo
como parte de sua “estrutura interna”, nao sendo relevante para o seu deslocamento no
espago, mas compreensivelmente relevante em outras situagoes.

A fase de uma particula em movimento em um campo eletromagnético (e.g. um campo
de um monopolo) é muito semelhante ao spin interno de nossa bola de ping-pong. Uma
mudancga de fase altera a funcdo de onda de uma particula somente por fator de médulo
um e, portanto, nao afeta a probabilidade da particula ser achada em algum lugar em
particular, ou seja, ndo afeta seu deslocamento no espaco. Entretanto, quando duas par-
ticulas interagem (por exemplo como no experimento de Aharonov-Bohm), diferengas de
fase sdo de crucial importéncia no resultado. O campo de calibre (conexao), que registra
as mudancas de fases na particula ao longo de varios caminhos através do campo eletro-
magnético, é o andlogo da atmosfera da sala a qual é o agente (“forga”) responséavel por
qualquer alteracao no spin interno da bola.

O atual dogma na fisica de particulas é que particulas elementares sao diferenciadas
umas das outras exatamente por essa estrutura interna. Um proton e um néutron, por
exemplo, sdo considerados como dois estados de uma mesma particula, diferenciados so-
mente pelo valor de um “niimero quantico interno” chamado spin isotépico ou isospin.
Na auséncia de campo eletromagnético, essas duas particulas sao indistinguiveis. Cada

aspecto do estado interno de uma particula interna é modelado, em cada ponto do his-



16 Capitulo 0. Introducio

térico da particula, por um tipo de objeto matemético (um nimero complexo de médulo
um por isospin, etc.) e um grupo cujos elementos transformam um estado em outro (U(1)
para a fase e, para o isospin, o grupo SU(2) de matrizes unitarias complexas 2 X 2 com
determinante um). Um fibrado é construido de forma a registrar o estado interno da par-
ticula (geralmente sobre uma variadade diferenciavel de dimensao 4 que possa acomodar
o “histérico” da particula). Finalmente, conexoes no fibrado sdo estudadas como modelos
desses fendmenos fisicos que podem medir as mudancas do estado interno. Claro que nem
todas as conexoOes sao de interesse fisico, assim como nem todas 1-formas representam
potenciais eletromagnéticos de maneira realistica. As de interesse sdo as que satisfazem
um conjunto de equagoes diferenciais chamadas equagoes de Yang-Mills, desenvolvidas
por Chen Ning Yang e Robert Mills em [YM54] como uma generalizagdo nao linear das

equagoes de Maxwell.

Do ponto de vista matematico, principalmente topolégico, o estudo dos objetos men-
cionados sao de grande relevancia, especialmente em dimensao 4. Para fibrados definidos
sobre variedades Riemaniannas, orientadas, fechadas de dimensao 4 (como por exemplo
a 4-esfera S*), pode-se isolar uma classe de conexdes, chamada de classe (anti-)auto-
dual, que necessariamente satisfaz as equagoes de Yang-Mills. O conjunto de todas essas
classes quando passada o mdédulo por uma relagao de equivaléncia natural (equivaléncia
de calibre), é chamado espago moduli M do fibrado e seu estudo (iniciado por Simon
Donaldson) tem trazido descobertas impressionantes no campo de variedades de dimensao
4. Escolhemos estudar neste trabalho um exemplo que apresenta muitas caracteristicas

do trabalho de Donaldson em [Don83], o qual damos um resumo no seguinte paragrafo.

A estrutura do fibrado de Hopf estd intimamente ligada as propriedades dos niime-
ros complexos. O espaco base S? é o plano complexo extendido, a fibra S! consiste dos
nimeros complexos unitarios e o espaco total S® pode ser visto como aqueles pares de
nimeros complexos em C? = R* cujos médulos ao quadrado sdo iguais a 1. Vamos mos-
trar que, como em R?, o espaco Euclidiano quadridimensional R* admite uma estrutura
multiplicativa, faltando somente a comutatividade dentre as propriedades desejadas da
multiplicacdo complexa. Esta estrutura quatérnia familiar em R* permite a construcao
de um andlogo do fibrado de Hopf sobre S* (a compactificagdo por 1 ponto de R*) com
fibra S® (homeomorfa a SU(2)) e espaco total ST C R®. Ambos fibrados de Hopf, com-
plexo e quatérnio, admitem conexodes naturais, sendo o primeiro aquele associado com o
monopolo de Dirac de forca fraca. Nosso interesse, entretanto, se encontra no tltimo o
qual, quando escrito em termos de trivializagoes naturais do fibrado, produz as chama-
das solugoes instantons das equagoes de Yang-Mills descobertas inicialmente por Belavin,
Polyakov, Schwartz e Tyupkin [BPST75].

Os instantons BPST foram originalmente chamados de pseudoparticulas e nao foram
vistas como expressoes em coordenadas de uma conexao definida globalmente em um

fibrado. Na verdade, nada se encontra de fibrado no trabalho de [BPST75], cuja perspec-
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tiva estava voltada mais para a tradicional visao fisica-matematica: Dado um conjunto de
equacoes diferenciais em R* (as de Yang-Mills) de um objeto de interesse (um potencial de
calibre SU(2)) tem-se como objetivo achar solugoes que satisfazem certas condigoes assin-
toticas fisicas desejaveis. Somente algum tempo depois ficou conhecido que estas condi¢oes
assintOticas sao suficientes para garantir a existéncia de uma extensao suave das solugoes
ao “ponto no infinito”, ou seja, a S*. Mais precisamente, esse memoravel Teorema das
Singularidades Removiveis de K. Uhlenbeck [Uhl82] garante que, para qualquer potencial
de Yang-Mills em R?* de “acao finita” (i.e. de uma forga/curvatura total do campo finito,
calculado como uma integral em R*) existe um SU(2)-fibrado principal sobre S* e uma
conexao no fibrado que quando escrito em termos de alguma trivializacao do fibrado é
exatamente aquele potencial dado. Além disso, o comportamento assintotico do potencial
quando ||z|| = oo é que determina o fibrado no qual essa conexao é definida de modo que
as condigbes assintoticas (boundary) estdao diretamente codificadas na topologia. Veremos
que o comportamento das solugoes encontradas no artigo [BPST75] dita o fibrado de Hopf
quatérnio.

Chegaremos as conexdes dos instantons BPST por uma rota diferente (através da
I-forma canénica de Cartan em Sp(2)). Uma vez que as tivermos em maos, serd uma
questao de usar as propriedades das equagdes proprias (anti)-duais que satisfazem (“in-
variancia conforme”) a fim de escrevermos uma familia de 5 pardmetros dessas conexdes.
Um teorema profundo de Atiyah, Hitchin e Singer [AHS78], assegura que todo elemento
do espago Moduli M é unicamente determinado por uma conexao nesta familia de 5 pa-
rametros. Disso obtemos uma completa realizacio de M como uma bola unitéria em R®.
Em particular, M é uma variedade 5-dimensional com uma compactificagdo natural (a
bola fechada em R®) cuja fronteira ¢ uma cépia do espago base S*. Donaldson mostrou
que muitos aspectos desse simples exemplo sao preservados em um contexto muito mais

geral.



1 Motivacao Fisica

O objetivo desse capitulo inicial é mostrar a origem fisica e geométrica do termo
“campo de calibre”, que para os matematicos é conhecido como “conexdo em um fibrado
principal”; assim como expor a ideia principal deste trabalho. A principio nao seremos
muito rigorosos, o foco serd principalmente expor as ideias de maneira preliminarmente
superficial, posteriormente entraremos com as defini¢des precisas dos termos usados assim
como as demonstragoes mais interessantes. Seguimos como referéncia [Nab10] e [Nabl1]

neste capitulo.

1.1 Caso Complexo

1.1.1 O monopolo Magnético de Dirac

Consideremos uma particula eletricamente carregada g e estatica situada na origem
de um referencial inercial e recordemos da Lei de Coulomb que esta carga determina um
campo elétrico E dado por E = {%ép, com p # 0 (aqui usaremos coordenadas esféricas
(p, ¢,8), onde os vetores unitarios sao denotados por é,,é4 e é). O campo magnético B
associado a ¢ é identicamente zero nesse referencial, i.e, B= 0, p#0. Em R® — {6}, Ee

B satisfazem as chamadas equacoes de Maxwell

divE=0 divB=0 1otE=0 rotB=0 (1.1.1)

lembrando que neste caso nao temos matéria, ou seja, a densidade da carga e a corrente
elétrica sao nulas.
Hipoteticamente, consideremos uma particula em descanso sobre a origem de um re-

ferencial que determina um campo eletromagnético descrito naquele referencial por

—

E=0, E:ngép, p#0 (1.1.2)

onde g é uma constante (a intensidade do chamado monopolo magnético). Ora, EeB
também satisfazem as equagdes de Maxwell no caso estético e sem matéria (1.1.1). Em

particular,

divB = 0em R® — {0} (1.1.3)

rotB = 0 em R® — {0} (1.1.4)

Sabemos que R? — {0} é simplesmente conexo, de (1.1.4) e resultados ji conhecidos de

analise podemos garantir a existéncia de uma funcao potencial escalar para B, ou seja,
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existe uma funcdo suave V : R? — {0} — R cujo gradiente é exatamente B, em R3 — {0}.

De fato, tomando V(p, ¢,0) = —% segue que

g —
grad V(p, ¢,0) = <O7O, p2> =B

Nesse caso do campo magnético estamos interessados na existéncia de um potencial
vetorial, ou seja, queremos encontrar um campo vetorial A tal que rotA = B. Primeiro
devemos deixar claro porque estariamos interessados em tal potencial. Para isso, conside-
raremos um sistema um pouco mais complicado do que um monopolo isolado.

Novamente tenhamos em perspectiva um monopolo situado na origem de algum refe-
rencial inercial. Agora introduzimos na vizinhanca do monopolo uma particula eletrica-
mente carregada ¢ (aqui consideramos que o campo eletromagnético de ¢ tenha um efeito
desprezivel sobre o monopolo). De maneira cldssica, em geral, o movimento da particula é
determinada pela Segunda Lei de Newton e pela conhecida Lei de Forga de Lorentz (que
descreve como a particula responde ao campo E)

Aqui, a visao desse sistema ¢é diferente. A particula nao é vista simplesmente como
um ponto, e sim, como um objeto da mecanica quantica cuja descricao é dada por sua
fungao de onda ¥(x,y, z,t). Esta é uma fungao complexa em func¢ao do espago (z,v, 2)
e do tempo (t) no qual toda informacao fisica mensurédvel se encontra. Por exemplo, a
probabilidade desta particula ser encontrada em uma determinada regiao R do espago em
um dado instante ¢ é dada através da integracio de |1|*> = 1t sobre R. A funcio ¢ para
g € encontrada através da solucao da chamada equacao de Schroedinger para o sistema
monopolo-particula. A equagdo de Schroedinger por sua vez é construida a partir do Ha-
miltoniano do sistema e empregando as chamadas “regras de correspondéncia”; as quais
substituem cada quantidade fisica cldssica (energia, momento,...) no Hamiltoniano pelo

ot
niano de uma particula em um campo eletromagnético envolve, de modo essencial, o vetor

operador apropriado (ihQ —ihgrad, . . ) O que importa para nés aqui é que o Hamilto-
potencial A do campo eletromagnético. Claro, esse potencial nao é tinico. Substituindo A

por A+ grad © na equacdo de Schroedinger a solucdo 1) é substituida por e?4):

A= Atgrad Q = o — %) (1.1.5)

Como €2 é uma funcao real entdo cada € ¢ um niimero complexo de médulo 1. Portanto,
A= A+ grad © muda somente a fase e ndo o médulo (amplitude) da fungdo de onda
1. Por um tempo pensou-se que tais mudancas de fase na fung¢ao de onda nao tivessem
significado fisico algum uma vez que todas as quantidades fisicas mensuraveis associadas
A particula ¢ dependem somente de [|? o qual é o mesmo para ¢ e ¢“1). Entretanto,
em 1959, Aharonov e Bohm [AB59] sugeriram que, embora nao se possa medir a fase
de uma tunica particula, a fase “relativa” de duas particulas eletricamente carregadas que

interagem entre si deveria possuir consequéncias a serem observadas. Eles propuseram um
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experimento que descrevemos agora (Figura 1.1): Um feixe de elétrons é dividido em dois
feixes parciais que passam em torno de lados opostos de um solendide. Apds o solendide
os feixes encontram-se novamente e sao detectados em uma tela. O resultado é um padrao
de interferéncia tipica que se manifesta na forma de uma variagdo ponto a ponto da
probabilidade de uma particula ser detectada na tela. Primeiro observa-se esse padrao de
interferéncia enquanto nao ha corrente elétrica através do solendide, ou seja, de modo que
o campo magnético no solendide seja zero. Entdo novamente é feito o experimento, desta
vez com a corrente elétrica ligada produzindo um campo magnético nao-nulo. Como os
elétrons passam em torno da bobina e o campo magnético permanece confinado dentro
do solendide qualquer mudanga no padrao de interferéncia em ambos casos nao pode ser
atribuida ao campo magnético. Por outro lado, o vetor potencial geralmente é nao nulo
fora do solendide mesmo que o campo magnético nessa regiao seja sempre zero. Conclui-
se entao que esse vetor potencial induz diferentes mudancas de fase nos dois feixes antes
que eles se encontrem e que estas mudancas relativas de fase contribuem no padrao de

interferéncia. Este experimento foi realizado em 1960 por R.G. Chambers e os resultados

confirmaram as expectativas de Aharonov e Bohm.

B

feixes de elétrons separam-se feixes encontram-se novamente

Solendide

Figura 1.1 — Efeito Aharonov-Bohm.
Fonte: Elaborada pelo autor

Com isso em mente, vemos a importancia de um potencial fisicamente como parte
do estado interno de uma particula. Vemos que (1.1.3) é uma condi¢do necessaria para
a existéncia de tal potencial, entretanto afirmamos que nao é suficiente, nem mesmo em
uma regiao simplesmente conexa. Vejamos isso, supondo por contradicdo que exista tal
campo A suave em R3 — {0} satisfazendo rotA = B. Tomamos entdo uma esfera S de raio

R em torno da origem, denotemos por C o equador dessa esfera, ST e S~ o hemisfério
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norte e sul, respectivamente. Orientemos C' no sentido anti-horario e usemos em S, S™ e

S~ a orientacao natural dada pelo vetor unitério é,. Desse modo temos,

J[ w0t -as = //( ) pis
=2 /] s

= I (47TR2) = 4mg

Por outro lado, pelo Teorema de Stokes

//rotA ds = //S+rotA dS+//_rotA ds

=¢ A-dr+
c

) )
E-df—fff-df
C C

I
o

logo chegamos a uma contradigao. Isso nos diz que nao existe um potencial vetorial de B
em R?* — {0}.

Podemos definir localmente estes potenciais da seguinte forma. Considere o eixo-z
nao-positivo Z_ = {(0,0,2) € R?* 2 < 0} sendo uma corda de Dirac. Assim podemos
garantir a existéncia de um potencial vetorial no seu complemento U, = R3 — Z_ . De
fato, considere

e g
A+(p7 ¢79) - pSngb

(1 —cos)ég (1.1.6)

definido em U, entao

0 0
1"0tAJr = sing |00 76 5
0 g(1—coso)
1 . \a
_ p sinqb(g sing)é,
g . 5
= ?ep =B

(veja que Ay é suave em Uy porque (1 — cos@)/sin¢ é analitico em ¢ = 0). De modo

inteiramente analogo temos que se Z, = {(0,0,z) € R%; 2 >0} e U_ = R® — Z | entdo

A (p,6,0) = p819¢(1 + cos ¢)é (1.1.7)

é um potential vetorial de B em U_. Vemos que U, e U_ cobrem R3 — {0}, ou seja,
3 - {0} = U, UU_ . Percebemos que na intersecio U, NU_, A, e A_ devem ser

diferentes pois, caso contririo, existiria um potencial vetorial global em R® — {0}, e isso
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ja sabemos que nao existe. De fato, em U; NU_ temos A, — A_ = psign¢é9. Notemos que
se f(p,¢,0) = 2g0 entao

gradf(p,¢,9)=<o,o 29 ) 29 o

" psin ¢ - psingf)ee

isso nos diz que na interse¢ao de seus dominios A, e A_ diferem por um gradiente

Ay — A = grad (2¢90) (1.1.8)

Vejamos algo interessante que surge como consequéncia de (1.1.5), o que foi pela
primeira vez observado por Dirac. Voltemos aos vetores potenciais /Lr e A_ como definidos
em (1.1.6) e (1.1.7) em seus respectivos dominios Uy e U_. Denotemos por 1, e ¢_ as
fungdes de onda de nossa particula determinadas (via equagoes de Schroedinger) por /L
e A_.Em U,NU_, (1.1.8) nos da A, = A_+grad(2¢f) entdo por (1.1.5) ¢, = ei2190)y_
Porém em U, NU_ ambos 9 e 1 determinam exatamente um valor complexo em cada
ponto a cada instante. Portanto, para cada instante fixo ¢, a mudanca 8 — 6 + 27 nao
altera ¥, e ¢_. Contudo, isso implica que § — 6 + 27 também nao altera o valor de

/(2499 enquanto que,

e'(2a9(6+2m)) _ ,i(2999) ,i(49qm)

Consequentemente, temos que €™ = 1. Ora, sabemos que ¢'4%9™) = cos(4qgm) +

isin(4qgm) logo isto s6 é possivel se 4ggm = 2n7 para algum inteiro n. Concluimos que

1
99 = 5n, n € 7. (1.1.9)

Essa é a conhecida condicao de quantizagao de Dirac e diz que mesmo se exitisse
um dnico monopolo (intensidade g¢), entdo uma particula deve ser “quantizada”, ou seja,
aparece apenas em miultiplos inteiros de alguma quantidade elementar de uma particula
eletricamente carregada (q = in)

O fato de ndo existir um potencial vetorial global de B em R3 — {0} (em particular,
em S?%) torna-se um obstdculo quando o problema ¢ registrar a mudanga de fase de uma
particula em um monopolo magnético, ao longo de um determinado caminho percorrido
pela particula. Entretanto, é possivel achar potenciais locais, e isto é feito através de um
processo de “levantamento de caminhos” por meio de um objeto na mateméatica chamado
“conexao de um fibrado principal”. Uma vez tendo em maos esta conexao, é feito o pull-
back desta por “sec¢oes transversais” do fibrado escolhido de modo que os resultados sao
justamente potenciais locais que satisfazem (1.1.1).

Para entendermos de maneira mais geométrica o que é esta conexao precisamos de
um fibrado principal (existem diversas formas de construir fibrados sobre a esfera S?). No
caso do monopolo magnético de intensidade g = 1/2 (as intensidades sdo quantizadas),

este é o fibrado de Hopf complexo denotado por ST — S3 5 52, Esta construcio esté
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feita no exemplo #3 da secao 1.3 do Capitulo 1. Chama-se S? o “espaco base” do fibrado,
S3 0 “espaco total”, que fisicamente é visto como um “espaco de fases” e P é projecao do
fibrado, que por sua vez estd relacionado as mencionadas se¢oes transversais do fibrado
s:U — P7Y(U) através de P os = idg2. A nivel de visualizagao, dado um caminho de xq
a r1 0 que uma conexao faz é dado pelo Teorema 2.4.1 e mostramos na Figura 2.2

A fim de enxergarmos isso para o caso do monopolo magnético vamos apresentar uma
maneira geométrica de ver os elementos do fibrado de Hopf complexo.

Denotando a norma usual de R? por || ||, a esfera S? é o subconjunto S* = {p €
R |Ipll = (p')? + (p*)? + (p*)* = 1} de R3. Vamos usar aqui duas aplicagdes de projecio
estereografica em S2. Seja Us = S? —{(0,0,1)} a esfera S? menos o pdlo norte. Definimos
s : Us — R? por pg(p) = (%, %). Portanto g leva p na intersecao da reta que
passa por (0,0,1) e p com o plano(-xy) horizontal (Figura 1.2). ¢g é continua, injetiva e

sobrejetiva e sua inversa ¢ dada por pg' : R? — Ug com

o3 () = 21 2y 2 +y?—1
’ 2+ 24+ 12+ + 1 22+ 2+ 1

([ z+zZ z—z zz—1
S \zz+ 170z 4+ 1) 22 1

onde na segunda igualdade identificamos (x,y) com o niimero complexo z = x + iy. pg*

(1.1.10)

também ¢ continua logo é um “homeomorfismo”. Mais ainda ¢ na verdade um
s y Ps

“difeomorfismo”. Identificando o plano-xy com o plano complexo C podemos, de maneira

natural, adicionar um “um ponto no infinito” para obtermos plano extendido complexo

C* = CU {00} (esse processo é chamado de “compactificacao por 1 ponto”).

1

. (2,9) = (5 155 ) = ¢s(p)

Figura 1.2 — Esfera S? e a Projecao Estereogréfica.
Fonte: Naber, 2010, pag. 11.
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Podemos entéao estender ¢g de maneira natural ao homeomorfismo ¢% : S? — C*.
Analogamente, podemos definir uma projecio estereografica do pélo sul de S%. Consi-
deramos Uy = S? — {(0,0, —1)} e definimos ¢y : Uy — R? por

sON(p)=< r pQ)

L+p¥ 14p°

cuja inversa sera dada por

ol (o, y) = 2 2y 1— a2 —q?
N 2?2+ +y?+ 1 22 +y2+ 1

[ z+Z z—z 1—2zz
S \zz+ 170z +1) 22+ 1

As mesmas observagoes sao feitas aqui, logo px é um difeomorfismo. Além disso se p €

Mas 22 +y? = 7@22_;;(31;2)2 =

UsNUy e ps(p) = z = x+ 1y sabemos que % = 2+y2 +i—5L—

1-(p%)? _ 14p°
%) = 1-ps CHtao

x2+ 2

- B pl 1—p3_ pl
x2+y2 - 1—p31—l—p3_ 1+p3
y p* 1-p? p?

x2+y2_1_p31+p3 1_|_p3
1

Assim, concluimos que oy (p) = <.

Para o nosso proposito, identificamos R* com C? através da correspondéncia (x!, 3!, 22, y?)

(' +iyt, 2% + iy?) e escrevemos

S ={(z1,2") e CH |2 + |7 =1}

onde |z| = |x +iy| = V22 + y2 é 0 médulo de z. Uma parametrizacdo de S® que nos sera
2| = | +iy| = v y p G q

1 2

atil é dada por 2! = rie® e 22 = rye’2. Assim, como r? +r2 =1 e ambos 7 e ry sd0

nao-negativos, existe ¢ em [0, 7] tal que r = cos < ) e rg = sin ( ) Portanto,

¢ e o P L P
S3={cos =€ sin—e?|;0< - <=, &, &HER
{(cosfecsmfes) 0= < T ane
Vamos tentar “visualizar” S® da seguinte maneira: Primeiro, notamos que assim como S2,
S3 pode ser vista como a compactificacio por 1 ponto (R?)* = R? U {oo} de R? através
de alguma projecdo esterografica. Agora considere o subconjunto 7' de S? definido por
T ={(z',2%) € 5% 2| = |2?[} . Logo

1|:\/§

1=1= 5

2P+ 2P =1 = 2P =1 = |z |z

isto nos diz que

V2 _
2

b o
N
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Portanto \/_ \/_
2 . 2 .
T = {(2 6Z§1, 72 61§2> &1, & € R}

e claramente isso é a cépia de um toro (um toro nada mais é do que o produto Cartesiano
de dois circulos). Agora seja K; = {(21, 2?) € S3;|2!| <|2?|}. Ora,

12 < 2] = Cos;/5 gsin;5 == ZS (5 Sg
O caso em que ¢/2 = 7/4 nos diz que T C K;. Agora se ¢/2 = 7/2 entao z* = 0 com 2>
no circulo unitdrio o que nos déd {0} x S*, ou seja, uma cépia do circulo. Para qualquer
¢/2 fixado em (7/4,w/2) temos outro toro (assim como em T') entdo K; é um toro solido
limitado por T'. Enxergue isso como camadas de toros bidimensionais comecando em 7' e

reduzindo em um circulo central na medida que ¢/2 cresce de w/4 até /2 (Figura 1.3).

T

Figura 1.3 — Representacao de K!.
Fonte: Naber, 2010, pag.13

Nosso préximo passo ¢ considerar Ky = {(2!,2%) € S3;|2!| > |22|}. Esse é o subcon-
junto de S? correspondendo a 0 < ¢/2 < 7/4 e como para K;, ¢ um toro sélido limitado
superiormente por T’ cujas camadas sao toros bidimensionais reduzindo-se ao circulo cen-
tral S x {0}. Logo, S® = K; U K, expressa S® como a unido de dois toros sélidos cuja
intersecao é T'. A fim de colocarmos isso numa sé figura comecamos pelo o circulo central
de K (¢/2 = w/2 ) e, na medida que ¢/2 decresce de m/2 até m/4, expandimos através
de toros bidimensionais até chegarmos em 7'. Enquanto ¢/2 continua decrescendo de ¢/4
até 0 obtemos K5, formado por camadas de toros e expandindo até o que parece ser uma
linha reta em R?, mas na verdade é um circulo em S* através do ponto no infinito (veja
a Figura 1.4).

Seja p = (2%, 2%) em S3 e g em U(1) (neste contexto é mais usual utilizar U(1) para

denotar o circulo unitario S'). Observe que se definirmos
prg=(z'2")g=('g,2%)

entdo p - ¢ também se encontra em S®. Escrevendo tudo em coordenadas fica claro que a
aplicagao (p, g) — p - g definida de S® x U(1) em S3 ¢ C*. Além disso, se g1, 92 € U(1) e
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Figura 1.4 — “Visualizacao” de S3.
Fonte: Elaborada pelo autor.

0

escrevendo o elemento neutro e simplesmente por e em U (1) temos que

(P g1) g2= (319172291) "g2 = ((2191)927 (2291)92)
= (21(9192)7 22(9192)) = (Zl,ZQ) : (9192)
=p-(9192)

e p-e = p para todo p em S3. Essas propriedades qualificam a aplicacdo (p,g) — p- g
como sendo uma “agao (suave) a direita de um grupo de Lie (U(1)) sobre a variedade
(S3)”.

A Condigao de Quantizagao de Dirac (1.1.9) diz que, para qualquer carga ¢ e qualquer
intensidade do monopolo g, deve-se obter qg = (1/2)n para algum inteiro n. Para uma
carga de unidade de for¢a (¢ = 1) temos que g = (1/2)n de modo que o menor valor

positivo para g é g = 1/2. Neste caso, o potencial das 1-formas do monopolo sao
1 2
AN:§(1—COS¢)CZ9 em Uy C S (1.1.11)
1 2
Ag = —5(1 +cos@)df em Ug C S (1.1.12)
Portanto, em Us " Uy, Ay — Ags = dfl entao

Ay =Ag+df em UsNUy (16)
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A conexao que procuramos aparece de maneira natural como a restri¢ao da entrada-11
da 1-forma de Cartan © de GL(2,C) a SU(2) (ver exemplo #2 pag. 50 e #2 pag. 64).

Os potenciais locais de calibre Ay e Ag, em coordenadas esféricas, sdo dados por

Ay = —li(l — cos ¢)db
2 (1.1.13)
Ag = §i(1 + cos ¢)db

Em seus respectivos dominios, a intensidade de campo de cada um dos potenciais é dada

por

F = —;isingzﬁdgbAd@ (1.1.14)

(basta calcular dAy e dAg).

A algebra de Lie ImC (aqui identificamos u(1) com esta algebra) de U(1) é o espago
tangente ao circulo no ponto 1 € U(1). O espago tangente em qualquer ponto em U(1)
pode ser identificado com sua “rotagao” em torno do circulo pela algebra de Lie. Agora,
cada ponto p € S (o espaco fibrado do fibrado de Hopf) possui uma fibra da aplicacao de
Hopf que passa através de p, difeomorfa a U(1). O espago tangente tridimensional T,(S?)
no ponto p, consistindo de todos os vetores velocidade das curvas suaves em S® que passam
por p, possui, portanto, um subespago isomorfo a algebra de Lie de U(1). Agora, assim
como uma 1-forma qualquer é definida precisamente como um operador de valores reais
no espaco tangente, da mesma forma fica definida a 1-forma na algebra de Lie como um
operador que leva vetores tangentes em elementos da algebra de Lie. Logo, uma 1-forma
w na algebra de Lie em S® designa para cada ponto p € S* uma transformacao linear
w, de Tp(S?) na copia da algebra de Lie ImC dentro de T,,(S?) (pense em w, como uma
espécie de “projecao”). O nicleo ker w, desta aplicagdo ¢ um subespago bidimensional de
T,(S?) (na medida que p varia sobre S* os niticleons kerw, determinam como um todo
o que é chamado de uma “distribui¢io” bidimensional em S?). E possivel mostrar que
P . 8% — S? (ou melhor, sua derivada em p) leva kerw,, isomorficamente, no espago
tangente Tp(,)(S?) no ponto P(p). Assim ao longo de uma curva suave em S? cada vetor
velocidade é levantado por um desses isomorfismos a um tinico vetor situado “acima” em
S3. Como todas as aplicacdes sdo suaves estes vetores levantados podem, uma vez dado
uma condic¢ao inicial, ser “encaixados” em uma tnica curva integral que levanta a curva
original em S2.

Estas 1-formas na algebra de Lie (ou os procedimentos de levantamento de caminho
correspondente, ou as distribuigoes no espago fibrado correspondente) sdo chamadas co-
nexoes no fibrado (ou, na literatura de fisica, campos de calibre). Concluimos entao
que o fibrado de Hopf admite uma conexao w cuja descri¢ao em termos de 1-formas locais
em S? consiste precisamente dos potenciais (imaginarios) do campo gerado pelo monopolo

de Dirac. O procedimento de levantamento de caminho correspondente em S3 “faz o tra-



28 Capitulo 1. Motivacio Fisica

balho” dos vetores potenciais no monopolo. A derivada exterior 2 = dw desta 1-forma é
chamada de curvatura da conexao, e corresponde (através de um “pullback”) ao campo
do monopolo —iF em S2. Monopolos de intensidades distintas sao modelados por cone-
xoes em U (1)-fibrados sobre S?. Temos (pelo Teorema da Classificagdo) que esses fibrados
estao em correspondéncia biunivoca com os elementos do grupo fundamental 7, (U(1)) do

circulo, i.e, com os inteiros.

1.2 Caso Quatérnio

1.2.1 Isospin de uma Particula

Em 1932, Werner Heisenberg sugeriu a possibilidade das particulas constituintes do
nicleon ou nicleo atdémico (préton e néutron) serem, na verdade, a mesma particula com
diferentes “estados” e propds uma modelagem matematica para descrevé-los chamada es-
tado de spin isotépico de um nucleon. Assim como a fase de uma particula carregada é
representada por um nimero complexo de modulo 1 e as mudancas de fase sdo realizadas
pela acdo de U(1) em S' (rotacdo), o spin isotépico de um nticleon é representado por
um par de nimeros complexos cuja soma dos quadrados das normas é 1 e as mudancas
de spin isotdpico sao realizadas pela acao de SU(2) em S3. Em 1954, C.N. Yang e R.L.
Mills construiram uma teoria de spin isotopico que era estritamente analoga a teoria clas-
sica do eletromagnetismo. Eles foram levados a considerar fungoes potenciais com valores
matriciais (denotadas por B),) e campos correspondentes (F),,) construidos a partir das
derivadas das fungoes potenciais. A ideia que envolve a teoria (invaridncia por cali-
bre) foi assumir que, quando os efeitos do eletromagnetismo podem ser desprezados, as
interagoes entre nucleons deveriam ser invariantes em relagdo as “rotagoes” arbitrarias e
independentes do estado de spin isotépico em cada ponto do espago-tempo. Isso é intei-
ramente andlogo a invariancia das interacoes do eletromagnetismo classico em relagao as
mudancas de fase arbitrarias e tem efeito de ditar as propriedades de transformacao das
fungoes potenciais B,, em relacao a uma mudanga de calibre, sugerindo uma combinagao

apropriada de B, e suas derivadas para agir como o campo F),,, a saber,

0B, 0B,

- oz, B ou,,

F,, +i€e(B,B, — B,B,). (1.2.1)

Compare (1.2.1) com (3.2.10).

A fisica do spin isotépico levou Yang e Mills a proporem certas equacoes chamadas

equacgoes de Yang-Mills (ver detalhes na se¢ao C.2 do Apéndice C)

a4 % F =0 (1.2.2)
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em conjunto com a identidade de Bianchi (ver se¢do C.3 do Apéndice C)

dAF =0 (1.2.3)

as quais as funcoes potenciais B, deveriam satisfazer. Em 1975, Belavin, Polyakov, Schwartz
e Tyupkin [BPST75] encontraram um ntimero consideravel de solugoes dessas equagoes
as quais chamaram de “pseudoparticulas”. Mostraremos neste trabalho que estas solucoes
coincidem formalmente com os pullbacks (5.1.9) (Capitulo 5) para R* das conexdes no
fibrado de Hopf (apenas o caso n = 0 aparece explicitamente em [BPST75] o qual mostra-
remos ser solu¢do das equagoes de Yang-Mills no Capitulo 4). Esta observacao foi expli-
citada por Trautman [Tra77] e depois generalizada por Nowakowski e Trautman [NT78].
A grande quantidade de pesquisa feita sobre a relacdo da Teoria de Yang-Mills classica
(ver Apéndice B) e a geometria e topologia de conexdes tém produzido, ndo apenas re-
sultados belissimos na matematica desta era, como também um profundo entendimento
da estrutura das teorias fisicas fundamentais. Para o leitor interessado sugerimos [FU84|
e [Law85] para mais detalhes.

Os potenciais A de maior interesse na fisica sao aqueles que (localmente) minimizam

o funcional de Yang-Mills (se¢do 2 - Capitulo 4) dado por

YM(A) = |IF|P = [ I F (@) (dvol:) (1.2.4)

Mostraremos no Apéndice C que aplicando as técnicas de calculo variacional para
escrever as equagoes de Euler-Lagrange encontramos as equagées de Yang-Mills (1.2.1)

para o potencial A. Em coordenadas usuais em H = R* estas equacoes sao dadas por

3
> (0aFas + [Aa, Fasl) =0,  $=0,1,2,3 (1.2.5)

a=0
onde A, e F,z sdo como em (3.2.10). Este é um sistema de equagoes diferenciais parciais
de segunda ordem, nao-lineares das componentes A, do potencial A. A nao linearidade
das equagoes é vista como a representacao da interacdo do campo de Yang-Mills consigo
mesmo, algo que nao ocorre na teoria classica do eletromagnetismo (isto porque o grupo
de calibre é U(1), abeliano, entao todos os colchetes de Lie sdo zero). Os potenciais BPST
A, (5.1.9) sao todos solucoes das equacoes de Yang-Mills.

Uma maneira de desenvolver a teoria quantica é fazendo uso do método do funcional
integral de Feymann que envolve a integracao de exp(iS) onde S é a agao. Usando uma
continuagao analitica para o tempo imaginario, o espaco de Minkowski é substituido pelo
espago Euclidiano de dimensao 4, a agao Fuclidiana ¢ um multiplo positivo de i e portanto
o integrando exp(iS) torna-se uma exponencial de decaimento cujo valor maximo ocorre no
minimo da ac¢ao Euclidiana. Entao é de um significado importante determinar os minimos
absolutos de Y M. Estes minimos, chamados instantons, cujo estudo ¢ um dos objetivos

principais deste trabalho, sao também os que serviram de inspiragao para Donaldson
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apresentar uma revolucao na Topologia de dimensao baixa. Os minimos sao solugoes das
equacgoes de Yang-Mills, mas também podem ser caracterizados como solugdes de um
outro sistema de equacgOes, mais simples, que descreveremos na secdo 1 do Capitulo 4

dado por

*«F = —F (1.2.6)

Através da identidade de Bianchi vemos que F ¢é solugao de (1.2.1).
1

De uma maneira inteiramente andloga ao caso complexo, para o estado de spin 3,
existe o fibrado de Hopf quatérnio SU(2) < ST — S* = HP' cuja conexdo natural w
registra, como dissemos no inicio dessa secao, a mudanga do estado de isospin de uma
particula, dada pela agao de SU(2) sobre as fibras da esfera S7 difeomorfas a S®. Nosso
objetivo é mostrar como se dé esta construcao a partir da 1-forma de Cartan ¢, para
G = GL(2,H), a partir da qual encontraremos a conexao natural w do fibrado de Hopf
e por meio do pullback da mesma encontramos instantons para quandon = 0e A = 1.
Um estudo mais a fundo ¢ feito das conexoes pjw, onde p ¢ uma agao natural a esquerda
de SL(2,H) sobre S7, em dois subgrupos particulares de SL(2,H) o que nos d4 todos os
BPST instantons (5.1.9) e (5.1.10). O estudo destas conexoes leva a construgao do que
sera chamado espago moduli M das conexoes ASD do fibrado quatérnio de Hopf, assunto

principal deste trabalho.
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2 Preliminares

Neste capitulo premilinar fizemos um resumo dos itens de geometria diferencial ne-
cessarios para o desenvolvimento do curso principal deste trabalho. Como referéncia para

este capitulo usamos, principalmente, [Nab10] e [Nab11].

2.1 Aplicacoes e Variedades Diferenciaveis

Uma variedade topolégica de dimensao n ¢ um espaco topologico X Hausdorff,
segundo contavel com a propriedade de que, para cada p € X, existe um conjunto aberto
U em X contendo p e um homeomorfismo ¢ de U sobre um subconjunto aberto ¢(U) em
R™. O par (U, ¢) é dito ser uma carta no ponto p. Se (Uy, 1) e (Us, p2) sao duas cartas
tais que U;NUy # 0, entdo as fungdes de transicio o005 1 oo (U1NUy) — 1 (U1 NUS)
ey 001 o1 (UyNUy) — pa(Up NU,) sdo homeomorfismos inversos.

|

A == g
I o

Figura 2.1 — Fonte: Elaborada pelo autor.

Duas cartas (U, 1) e (Us, po) sdo compativeis se Uy NUy =0, ou Uy NUy # ( e
as fungdes de transicao sdo C'°. Um atlas de X é uma colegio {(Us, @a)} e 4 de cartas
duas a duas compativeis tais que U,eq Uy = X. Uma carta ¢ dita ser admissivel em um
atlas se é relacionada-C* com qualquer carta no atlas e o atlas é chamado maximal se
contém todas as cartas admissiveis ao mesmo. Todo atlas estd contido em um tnico atlas
maximal (Teorema 5.3.1 [Nab10]). Um atlas maximal é chamado de estrutura diferen-
ciavel para X. Uma variedade topoldgica juntamente com uma estrutura diferenciavel é
chamada variedade diferenciavel (ou suave). O inteiro n é chamado dimensao de X
e é denotado por dim X.

Sejam X e Y variedades suaves de dimensao n e m, respectivamente, e seja f : X — Y

uma aplicagao continua. Considere (U, ¢) uma carta em X e (V1)) uma carta em Y com
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Un f~YV) # 0. Entao

Yo fop tipUNnfH(V)) = (UNfH(V))

é chamada de expressao coordenada de f em relagao a estas duas cartas. f é dita ser
suave (ou C*) se suas expressoes coordenadas sao C'™ para quaisquer cartas em algum
atlas para X e Y. Uma bijecao suave com inversa suave ¢ um difeomorfismo e, se existe
um difeomorfismo de X sobre Y, dizemos que X e Y sao difeomorfos.

Munindo a reta real R com sua estrutura diferencidvel usual (atlas com uma tnica
carta (R, id)), denotamos por C*°(X) o conjunto de todas fung¢oes de valores reais suaves
em X e o munimos com a estrutura algébrica natural com identidade.

Um vetor tangente em p € X é uma funcao de valores reais v : C*°(X) — R linear

e que satifaz a regra do produto de Leibniz

v(fg) = f(p)v(g) +v(fg(p), Vf,g€C(X) (2.1.1)

A colegao de todos vetores tangentes é denotada por 7,,(X), chamada de espago tangente
de X em p e munido com uma estrutura definida ponto a ponto de espago vetorial real.
A dimensao de T,(X) visto como um espago vetorial real é a mesma de X vista como
uma variedade. De fato, se (U,¢) é uma carta em p de X com fungdes coordenadas

_ 0
- ozt

i =1,...,n (¢(p) = (z'(p),...,2"(p))), entdo as aplicagoes lineares 0;
p

p

C*(X) — R definidas por

0
| =D !
ori|, (f o™ )(p(p))
estao em 7,(X) e {821 e } forma uma base de T},(X), registramos isso no seguinte

p p

resultado.

Teorema 2.1.1. Sejam X uma variedade diferencidvel e p € X. Se (U, ) é uma carta

em p de X com funcgoes coordenadas x* = Piop, i = 1,...n, onde P* é a projecio na
i-ésima coordenada, entao {8‘2,. } ¢ uma base de T,(X). Mais ainda, para cada
Pl)i=1,..n
veT,(X)
.0
v=v(x' , 2.1.2
)2 (212)

Observacao 2.1.1. : Em (2.1.2) fazemos uso da notagao da soma de Einstein.

Se (a,b) é um intervalo aberto em R munido de sua estrutura diferencidvel usual
(determinado pelo atlas contendo uma tnica carta ((a,b),t), ¢ : (a,b) — R é a aplicagdo

inclusdo), entdo uma aplicagdo « : (a,b) — X é uma curva suave em X. Fixando
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to € (a,b) e fazendo p = a(ty). O vetor velocidade de o em t; é a aplicagao o(ty) :
C*(X) — R definida por

(a/(t0))(f) = D1(f o a)(ty), paracada f € C®(X) (2.1.3)

Entao o/(to) pertence a T),(X) e, na verdade, todo elemento de T,,(X) é o vetor velo-

cidade de alguma curva suave em X que passa por p, colocamos isso num resultado

Corolario 2.1.1. Sejam X uma variedade suave, p € X ev € T,,(X). Entdo existe uma

curva suave a em X, definida sobre algum intervalo de R contendo 0, tal que o/(0) = v.

Demonstragao. Tome uma carta (U, ¢) sobre p em X com fungdes coordenadas x' =

Ployp e escreva v =a' ' , onde a‘(v(z")). Defina uma curva suave @ em X em algum
intervalo de R contendo 0 pondo a(t) = ! )+ ta* + ..., 2"(p) + ta™). Entdo as
componentes de o/ (0) com relagao a 821 } ao

PJi=1,.

o/ (0)(a") = Dy(a* 0 a)(0)
— Dy(P oo (a'(p) +ta +....a"(p) + ta"))(0)
— (@(p) + ta'o) (0) = d

Logo o/(0) = v. [

Se f: X — Y é uma aplicacao suave e p € X, entdo a derivada de f em p é
a aplicacdo linear f,, : T,(X) — Tjp)(Y) definida como segue: Para cada v € T,(X),
fip(v) : C(Y) — R é dada por

(fo(V))(g) =v(go f),  Vge () (2.1.4)

Se v = d/(tp) para alguma curva suave «, entao

fa(V) = Fap((t0)) = (f o @)'(to) (2.1.5)

f diz-se uma imersao em p se f,, é injetiva e uma imersao se isso for verdade para todo
p € X. f é uma submersao em p se f,, ¢ sobrejetiva e uma submersao se isso valer
para todo p € X. Uma imersao que também é um homeomorfismo sobre a sua imagem
¢ chamada mergulho. Um ponto ¢ € Y é chamado valor regular de f se, para todo
p € f7Y(q), f é uma submersao em p. Caso contrario, ¢ é um ponto critico de f.

Se X’ é um subespago aberto de X em {Us,, ¥a}aca é um atlas de X’ entao , com a
estrutura diferencidvel determinada por este atlas, X’ é chamado subvariedade aberta
de X. Note que dim X’ = dim X. Mais geralmente, se dimX =nel <k < n é um

numero inteiro entao um subespago topoldgico X’ de X é chamado de subvariedade de
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dimensao k de X, se para cada p € X', existe uma carta (U, ¢) na estrutura diferenciével
de X tal que

o(UNX')={(2',..., 2" 2" 2™ cpU); 2" =... = 2" =0} (2.1.6)

Para cada (U, ¢) assim dada obtém-se uma carta (UN X', ¢’) para X', onde ¢’ é p|UNX’
seguida de uma projecdo de R™ = R* x R"* sobre R*. A colecdo de todas as (UNX’, ')
é um atlas de X’ e portanto determina uma estrutura diferencidvel para X’. Restri¢oes de
aplicagoes C'° em X a subvariedades sao ainda C'*° em relacdo a estrutura diferencidvel
desta subvariedade. De acordo com o Teorema da Funcao Inversa, se X e Y possuem a
mesma dimensao e f : X — Y ésuave, entao f., : Tp(X) — Ty (Y) ¢ um isomorfismo se,
e somente se, f é um difeomorfismo local em p. Isto é um resultado que segue do seguinte

Teorema

Teorema 2.1.2. (Regra da cadeia) Sejam f: X —Y eqg:Y — Z aplicagoes suaves

entre variedades diferencidaveis. Entao go f : X — Z ¢ suave e para todo p € X,

(g0 fep = Gusp) © fop (2.1.7)

Demonstracao. Que g o f é suave segue de andlise. Considere v € T,,(X). Entao, para
todo h € C*>(g(f(p))) temos que

(g0 f)ap(V)(h) =v(ho(go f))=v((hog)o[)
= fa(V)(hog) = gejp) (fup (V) (R)
= (9e1w) © L) (V) (R)

Segue deste Teorema e do Teorema da Funcgao Inversa que:

Corolario 2.1.2. Seja f : X — Y uma aplicagcdo diferencidvel entre variedades diferen-
cidveis e seja p € X. Entdo fo, : T,(X) = Ty (Y) € um isomorfismo se, e somente se,
f € um difeomorfismo local em p, i.e., se, e somente se, existem vizinhancas V e W de p

e f(p), respectivamente, tais que f|V € um difeomorfismo de V' sobre W.

Se f é um mergulho, entao sua imagem f(X) é uma subvariedade de Y, e considerando
como uma aplica¢ao de X em f(X), f é um difeomorfismo pelo Colorario 2.1.2. Por outro
lado, se f : X — Y ¢é qualquer aplicacao suave e ¢ € Y é um valor regular de f,
entdo f~!(q) é vazio ou é uma subvariedade de X de dimensdo dim X — dim Y (Colorério
5.6.7 [Nab10]). Nesta altura paramos para dar alguns exemplos que serao usados neste
trabalho.

1. (Estruturas diferencidveis naturais nos espagos vetoriais) Seja X = V um espago

vetorial de dimensdo n. Tome uma base {ej,...,e,} de V e considere sua base dual
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{e'...,e"} de V*. Defina ¢ : V — R" da seguinte maneira: Para cada v = v, € V,
o(v) = (e'(v),...,e"(v)) = (v',...,v"). Entdo ¢ é um isomorfismo. Munimos V com
a topologia que faz com que ¢ seja um homeomorfismo (processo feito independente da
escolha de base). Agora tome o atlas de V dado por uma tunica carta global (V, ) para
munir V com uma estrutura diferencidvel (também independente da escolha de base). Ob-
serve que, para cada p € V, o espago tangente T),(V) pode ser identificado canonicamente
com V: Para cada v € V, defina v, € T,,(V) pondo v, = &¢/(0), onde a : R — V é dado por
a(t) = p + tv. Entao a aplica¢do v — v, é o isomorfismo canénico de V sobre T,,(V).
2. (Estrutura diferencidvel usual em uma esfera S") X = S* = {(z!,...,2") €
R (21?2 + ... + (2™)?* = 1} com sua topologia herdada de R™"'. Definimos duas
cartas da projecao estereografica em S™. Sejam N = (0,...,0,1) e S = (0,...,0,—1),
Us=S"—{N}eUy=5"—{S}. Agora defina pg : Us — R" por

1 n
1 noon4ly _ z x
ws(z™, ..., 2" x )_<1_xn+l7”"1_xn+l> (2.1.8)

) woniy_ [ z" 2.1.9
@S(xa-.-7x‘ 7:,E )— W7...,W ()
Entdo og' : R* — Ug é
ps (y) = 1+ llyIH) M2yt 20 il = 1) (2.1.10)
ey (R" = Uy é
on () = T+l M2y, 201 = lyl?) (2.1.11)

Portanto em (U NUs) = ps(Un NUs) = R = {0}, 5003 (4) = iy = pnows' ).
Desse modo, {(Uy, ¢n), (Us, ps)} é um atlas de S™ e consequentemente determina uma

estrutura diferenciavel para S".

Observacao 2.1.2. As estruturas de S® e S* sdo substancialmente elucidadas através do

uso dos quatérnios. Indentifica-se R* com o espaco vetorial das matrizes 2 x 2 comple-

a o
zas da forma 5 a onde a norma ao quadrado desta matriz é tomada como sendo o
-3 «

determinante da mesma (ver Apéndice A). Multiplica¢io de matrizes corresponde a multi-
plicacio de quatérnios em R*. S3 é o grupo dos quatérnios unitdrios e pode ser identificado
com o grupo unitario SU(2) (Teorema A.0.1 - Apéndice A). Além disso, as fungoes de
transi¢do das cartas das projegoes estereogrificas (Uy,on) e (Us,@s) em S* podem ser

escritas como

psoen' (y) =7 " = pnows'(v) (2.1.12)
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para todo v € R* — {0} = H — {0}.

3. (Espagos projetivos) Seja F = R, C ou H. Considere F” como um mddulo & direita
de F (um espago vetorial se F = R e C). Seja 0 = (0,...,0) € F" e defina a forma bilinear
usual (, ) : F* x F* — F” por (£,¢) = £1¢M 4 ... 4 £*(¢™, para todos &, ¢ € F™. Seja
S={£eF": (&) =1} F" tem a topologia de R, R?" ou R*", entdo S é homeomorfo
a 5”1 8%~ ou §4"~1 Defina uma relacio de equivaléncia ~ em S como segue: ¢ ~ £ se,
e somente se, existe a € F com |a|] = 1 tal que ¢ = £a. A classe de equivaléncia contendo
£é

€= ..€) = {(€'a,...,€"a);a € F,|a| = 1}

Cada [¢] é homeomorfo a SY, ST ou S3. O espaco quociente S/ ~ é o espago projetivo
(real, complexo, quatérnio ou quaterniénico) FP"~'. Todos estes sdao Hausdorff ( [Nab10]),
segundo contaveis, sendo imagens continuas de esferas, sao também compactos e conexos.

Mostremos o homeomorfismo citado acima a S3 no caso em que F = H. Pelo Te-
orema A.0.1 temos que o conjunto dos quatérnios unitarios, i.e., dos elementos a € H
tais que |a| = 1, é homeomorfo a S3. Afirmamos que as fibras de P : S~! — HP" !
sdo homeomorfas a S3. Portanto para qualquer gy = (¢g,...,qy) € S C H", temos que
P q]) = {qoa; a € S*} = {(¢da,...,qa) : a € S*}. Fixando ¢y € S, consideramos a
aplicacdo ¢ : H" — H definida por ¢(q',...,¢") = (@) ~'¢/, para algum ¢j # 0. Identi-
ficando H" com R** ¢ H com R* temos que essa funcao é continua. De fato, escrevendo
¢ = '+ yFi+uFj+ofk e ) = a+Bi+yj+ 0k, onde k=1,...,neje{l,....,n} Logo

© € a composicao de fungoes continuas

1,1 1,1 n,n ,n ,n T oF .0 ad
(x5 y,u v, o2yt u o) = (2w v

ar! + Byl 4+ yu! + 6v! ay! — Brd — yvl + ou?
a2+ 32492402 7 a2+ P42 402

au! —yx? — oy + fv! an? — ) — Bul + Vyj)

a2+ 2 +42402 7 a2+ 2492462
Portanto a restricao ¢|p-1(j4)) que leva (gha,...,qta) em a € S3, é continua e obviamente
bijetiva. Sua inversa a — (qja,...,qla) também é continua. De fato, escrevendo a =

r + si+ tj + uk temos que

(r,8,t,u) = (251 — yps — upt — vhu, 58 + yor + upu — vpt,
Tot + ugr + vy S — You, Tou + vor + Yot — UyS, - - -
ToT — Yys — ugt — vyu, roS + Yo + uyu — vyt,
ot + ugr + vg's — you, riu + vy + Yot — ugs)
define uma fungio continua de R* em R*". Concluimos que (gia,...,qha) — a é um

homeomorfismo de P~*([go]) sobre S3.
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Seja P : S — FP" ! a aplicacio quociente (P(¢) = [€]). Para cada k = 1,...,n, tome
Up = {[€] € FP"1; €% £ 0}. Entdo P~1(Uy) = {€ € S; €% # 0}. Defina ¢, : Uy — F* (=
]Rn—l7 }RZn—Q7 R4n—4) por

ou(le]) = eille), . €8, ) = (€€ T e ED T (2.1.13)

(onde “ " 7 siginifica omitir). Entdo ¢, ' : F*~! — U, ¢ dada por

ety =My (2.1.14)
Esta aplicacoes sio homeomorfismos inversos, o que significa dizer que FP" ! é localmente
Euclidiano. As fungdes de transi¢io ¢y, 0 ;" 1 ¢; (U NU;) — ¢p(Uy NU;) sdo suaves. Por

exemplo,

w200 (VYR y") = e[y 02, y")

2.1.15
= (P ) ) S

cidvel para FP" !
Observacao 2.1.3. Temos interesse, em particular, no caso n = 2. Neste caso existem
apenas duas cartas (Uy, 1) e (U, @) em FP'. Além disso, o3 0 o1t @ o1 (Uy N UY) —

©2(UsNUL) € dada por a0 07" (y) = @a([1,y]) =y
@105t Portanto, o1(Us NUL) = 0(Us NUL) = F — {0} e,

e analogamente o mesmo vale para

prooiiy) =yt =piopt(y), yeF-—{0} (2.1.16)
Fazemos um pequeno ajuste para que as fungoes de transicio em (2.1.16) sejam seme-
lhantes as de (2.1.12). Definimos ¢y : Uy — F por ¢1([€]) = p1([¢]) (em F =R, y = y).

Entao claramente (Uy, p1) € também uma carta de FP! ¢ desta vez temos

w0 (y) =y =¢r1opy'(y), yeF—{0} (2.1.17)

Mostraremos agora que RP' = S CP' = §? ¢ HP' = S*. Primeiro enunciamos um

lema.

Lema 2.1.1. (Lema de Colagem) Sejam X e Y espacos topologicos e suponha que
X = AU Ay, onde Ay e Ay sao abertos (ou fechados) em X. Suponha que f; : Ay =Y e
fo i Ay = Y sejam continuas e que fi|A1NAs = fo]A1NAy. Entdo a aplicagio f : X =Y
definida por

f1<l'), T € Al

f(z) =
fo(z), € Ay

€ continua.
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Agora se F = R, C ou H, entdo FP' é homeomorfo a S*, S? ou S*, respectivamente.
Provemos ao mesmo tempo as trés afirmagoes. Sejam (Ug, pg) e (Un, ¢n) as cartas das
projecoes estereograficas sobre St, 5% ou S*. Entdo suas aplicacoes de transicio podem

ser escritas como

psoon (y) =7 ' =pnows'(y), yeF-{0}

Agora sejam (Up,@1) e (Us,@s) as cartas de FP' descritas acima Cujas aplicagoes de
transicdo sdo dadas por (2.2.1) e consideremos os homeomorfismos ¢g' o @y : Uy — Usg e
on 0@y : Uy — Uy. Observe que em Uy NUy,ealas coincidem, ou seja, @5 0@y = oy 0@1.
Com efeito, se [(] € Uy N Uy entdo ¢([€]) € wo(Uy NUz) = F —{0}. Mas em F — {0},
propy! =pnows, logo

(@1 093 ) (@2([€]) = (o © 05" ) (#2([€]))
G1([8]) = o o (5" 0 p2)([€])
pn 0 1([E]) = w5 o @a([€])

Agora, UUU, = FP' e UyUUg = S. Pelo Lema 2.1.1, os homeomorfismos ¢g' 0y e pn' o

@1 determinam uma bijecdo continua de FP! sobre a esfera S. As inversas sao determinadas

T =pylops: Us = Use(py'opr) ™ =il ogy : Uy —

U; logo também sao continuas e segue o resultado. Mais ainda, este homeomorfismo é um

da mesma forma por (9051 0p9)

difeomorfismo. Para vermos isso, escrevemos ¢g o 5 mais explicitamente.

o5 o @a([€1,€7]) = 05! (E(EH )
=1+ 1€ @)L EE@ P

:< 5l )(25152 !Ifl\P_l) (21.18)
e+ i) \"TieP el

= (26¢, 11E'” — 11e1”)

pois [[€Y|? + [|€%]|* = 1. Logo, cada fungao coordenada ¢ suave. Fazendo o mesmo para
a inversa de g o @9, vemos que as fungoes coordenadas também sao suaves e portanto

Y5 © g é um difeomorfismo. Em particular, para F = C escreve-se

P2, 2%) = (222 + 2122, —i' 22+ i2' 2 |21 - |22P) (2.1.19)

4. (Grupos Classicos) Seja F = R, C ou H tomamos gl(n,F) como sendo o conjunto de
todas as matrizes nxn com entradas em [F. Topologicamente, identificamos gl(n, R) = R™,
gl(n,C) = R¥ ¢ gl(n,H) = R*. Denote o conjunto de todos os elementos invertiveis
de gl(n,F) por GL(n,F). Entdo GL(n,F) é uma subvariedade aberta de gl(n,FF). Seja
U(n,F) ={A € GL(n,F); A=t = AT},
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F=R:U(n,R)=0(n) = grupo ortogonal de ordem n
F=C:U(n,C)=U(n) = grupo unitario de ordem n
F=H:U(n H) = Sp(n) = grupo simplético de ordem n

U(n,F) é uma subvariedade de GL(n,F), mas isto nao é 6bvio. Por exemplo, O(n) é uma

subvariedade de GL(n,R) porque é a imagem inversa de um valor regular em relagdo a uma

aplicacao suave de GL(n,R) em um espago Euclidiano (identificando o conjunto S(n, R)
n(n+1)

das matrizes n x n reais com R~ 2 ), defina f : GL(n,R) — S(n,R) por f(A) = AAT

e note que O(n) = f~1(id)). Quanto aos casos U(n) e Sp(n) faremos uma observagao na

Secao 2.2. A seguir, definimos

SO(n) ={A € O(n);det A= 1} = grupo ortogonal especial de ordem n
SU(n) ={A€U(n);det A=1} = grupo unitdrio especial de ordem n

SO(n) e SU(n) sao subvariedades de O(n) e U(n), respectivamente.

5. (Produtos) Sejam X e Y variedades diferencidveis de dimensao m e n, respectiva-
mente. Se (U, ) é uma carta em X e (V1) uma carta em Y, entdo (U x V, ¢ x 1) é uma
carta no espaco topoldgico X x Y (a aplicacao produto ¢ x ¢ : U x V' — R™ x R" = R™*"
é dada por ¢ x ¥(p,q) = (go(p),@b(q))). O conjunto de todas as cartas deste tipo é um
atlas para X x Y que determina uma estrutura da variedade produto X x Y. O processo
estende-se para uma quantidade (finita) maior de produtos. Exemplos que saltam sao
St x 8t St x St x St... e certos produtos de grupos cldssicos como SU(2) x U(1) (grupo
de calibre do electroweak), SU(3) x SU(2) x U(1) (particulas elementares do standard
model), etc..

Um campo vetorial em uma variedade diferenciavel X é uma aplicacao V que

associa a cada ponto p € X a um vetor tangente V(p) = V,, em T,(X). Se (U, ¢) é uma

carta de X com funcoes coordenadas x!, ..., 2", entdo p — a?ci é um campo vetorial em
p
U para cada i = 1,...,n. Para qualquer V e qualquer p € U, V(p) = V(p) aii , onde as
p

fungoes V' : U — R sdo definidas por V(p) = V,(z") e chamadas de componente de V
com relagao a (U, ¢). V é continuo, suave, etc. se seus componentes V* forem continuos,
suaves, etc. para todas as cartas de algum atlas para X. O conjunto de todos campos
vetoriais suaves em X é denotado por X(X) e possui a estrutura ébvia como médulo
sobre C*(X). Qualquer V € X(X) age sobre qualquer f € C*(X) dando Vf = V(f)
em C*(X) definida por (Vf)(p) = V,(f) para todo p € X. Este operador em C*(X) é

uma derivagao, i.e.,

(i) V(af + bg) = aV f +bVg, para todos a,b € Re f,g € C*°(X), e
(ii)(fg9) = fVg + (V[)g para todos f,g € C=(X).
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Reciprocamente, qualquer derivagdo D : C*(X) — C*°(X) define um campo vetorial
suave V em X definido por V(p)(f) = D(f)(p). Logo, campos vetoriais podem ser iden-
tificados com derivac¢oes. Como aplicagao, definimos o colchete de Lie [V, W] de dois

campos vetoriais suaves V e W como sendo a derivagao (o campo vetorial) definida por

[V, WI(f) = V(W[) - W(V/) (2.1.20)

Colocamos aqui algumas propriedades uteis do colchete de Lie.

[V, W] = —[W,V]
[CL1V1 + CLQVQ, ] = al[Vl, W] + asg [Vg, W]
[fV,gW] = fg[V, W]+ f(Vg)W — g(W )V
[[V1, Vo], V3] + [[V3, V1], Vo] + [[V2, V3], V| =0

V. W] = (vjaW B ij/ ) (‘3‘
oxt

oxl oxJ
para quaisquer V, W V1, Vo V3 € X(X),a1,a2 € R, f,g € C°(X) e, par ultima igual-
dade, qualquer carta em X. Uma curva integral para V € X(X) é uma curva « :
(a,b) — X cujo vetor velocidade o/ (ty) em cada ponto ty em (a,b) coincide com o vetor
V(a(ty)), ou seja, al(ty) = V(a(ty)). Pelo menos lcoalmente, estas curvas sempre existem
(Teorema 5.7.2 [Nab10]).

Seja ¥V um espago vetorial de dimensao n e {e1,...,e,} e {é1,...,é,} duas bases or-
denadas de V. Entao existe uma tnica matriz n X n nao singular real (A )ij=1,.n tal que
& = A}ei, j=1,...,n. Como det(A}) # 0 podemos definir uma relagao de equwaléncia
~ no conjunto de todas as bases ordenadas de V por {ey,...,e,} ~ {é1,...,é,} se, e
somente se, det(Az») > 0 e com isso, concluimos que existe exatamente duas classes de
de equivaléncia, cada uma das quais tem-se uma orientacao de V. A classe de equiva-
léncia que contém {ey,...,e,} é denotada por ley,...,e,|. Agora seja X uma variedade
diferenciavel de dimensao n e U um conjunto aberto de X. Uma orientagao em U ¢é uma
aplicacdo p que associa a cada ponto p € U uma orientacao 1, de T,(X) e satisfaz a
seguinte condicao de suavidade: Para cada py € U existe uma vizinhanca W de py em X

com W C U e campos vetoriais suaves Vq,..., V,, em W com {Vi(p),..., V.(p)} € up

para cada p € W. Por exemplo, se (U, ) é uma carta com fungoes coordenadas x!,. .., 2",
entdo p — || ,..., 22| | é uma orientacdo em U. Uma variedade para a qual uma
oxl| ’ Oz »

orientacao existe em todo X é dito ser orientavel e X é orientado para uma escolha
qualquer especifica de uma orientacao g em X. Uma variedade orientavel, conexa ad-
mite precisamente duas orientagoes (Teorema 5.10.2 [Nabl0]). Se uma das orientagoes

é u, entdo a outra é denotada por —u e chamada orientagao oposta. Se X é orien-

tdvel com orientacio p, entdo uma carta (U, ) com coordenadas x!,... 2" é dita ser
consistente com u se {821 T } € p, para cada p € U. Se (U, ) e (V,¢) sao
p
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cartas com funcoes coordenadas z',... 2" e y!,...,y", respectivamente, ambas consis-
tentes com p, e para as quais UNV # (), entdao o Jacobiano da transformacao coordenada
(vt ..., y") = Yoz, ... ") possui determinate positivo em ¢(U NV). Segue entdo
que uma variedade orientavel possui um atlas orientado, i.e., um atlas cujas fungoes de
transicao possuem determinante positivo. A reciproca é verdadeira, ou seja, uma varie-
dade ¢é orientavel se, e somente se, possui um atlas orientado (Proposigdo 15.6 [Lee03]).
Com excessdo de RP"! para n impar, todas as variedades introduzidas nos Exemplos
1-6 acima sao orientaveis. Suponha que X e Y sejam variedades com orientagdo u e v,
respectivamente, e que f : X — Y seja um difeomorfismo. Entao, para cada p € X,
fip + Tp(X) = Tppy(Y) é um isomorfismo e leva cada base de T,(X) em uma base de
Tt (Y). Dizemos que f preserva orientacao se, para cada p € X, f,, leva cada base de
p em uma base de vy,). Se X for conexo, entao um difeomorfismo f : X — Y preserva
orientagao ou reverte orientagao no sentido de que, para cada p € X, f,, leva bases
de 1, em bases de —vy,). O dual T)(X) de T,(X) é chamado espago cotangente de
X em p e seus elementos sao chamados covetores em p. Uma 1-forma (com valores
reais) em X é uma aplicacdo © que associa cada p € X a um covetor O(p) = O, em
T7(X). Por exemplo, se f € C*(X) definimos sua derivada exterior df seguinte forma:
Para cada p € X, df(p) = df, ¢ um elemento de T(X) cujo valor em v € T,(X) é
df (p)(v) = df,(v) = v(f). Entao df é uma 1-forma em X. Em particular, se (U, ¢) é uma

carta em X com funcoes coordenadas z!, ..., 2" entdo cada dx’ é uma 1-forma em U e, em

. As fungdes O; sao as componentes de © em relagao a (U, ¢) e @ é
p

ox Orl

cada ponto p, o conjunto {dz,,...dz)} ¢ uma base de T(X) dual de { T

Se © é uma 1-forma qualquer, em cada p € U, © é escrito como O(p) = @ = 0;(p )

onde ©;(p) = O(p) %

dita continua, suave, etc. se suas componentes ©! forem continuas, suaves, etc. para todas
as cartas de algum atlas para X. O conjunto X*(X) de todas as 1-formas suaves em X pos-
sui uma estrutura de médulo sobre C*°(X). Mais ainda, qualquer ® € X*(X) d4 origem
a um homomorfismo médulo-C*(X) de C*°(X) definido assim: Para todo V € X(X),
O(V) = OV ¢ dado por (BV)(p) = O(p)V(p) = ©,V,. Logo,em relagdo a qualquer
carta, ®(V)(p) = 6;(p)V*(p). Reciprocamente, qualquer homomorfismo médulo-C*(X)
A X(X) —» C°(X) determina uma tunica 1-forma © fazendo (V) = A(V) para
todo V € X(X). Se é dado ao conjunto desses homomorfismos uma estrutura natural de
modulo-C*(X), entao esta correspondéncia é um isomorfismo, dessa forma nao faremos
distingao entre a 1-forma e o homomorfismo. Se f : X — Y é suave e ® é uma 1-forma
em Y, entdo o pullback f*© € X*(X) é definido por

(f7©)p(v) = O (fup(V)) (2.1.21)

Em coordenadas, se (U, ) for uma carta em X com fungdes coordenadas z',... 2" e

(V,) uma carta em Y com fungdes coordenadas y',...,y" e se p(U) C V, entdo © =
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of .
O =—"(0; dx’
170 = 55 (B0 fdu (2.1.22)
=0;(fH ... 2", . @t a™M)d(f (et 2™))
onde Yo fop t(xl, ... a") = (f(z,...,2"),. ..., f™(2',...,2")). Em um caso especial,

se g € C>*(Y), entao

f*(dg) =d(go f) (2.1.23)

Fungbes suaves de valores reais sao geralmente chamadas 0-formas e, se definido o pull-
back de uma O-forma como f : X — Y sendo f*g = go f € C*°(X), entdo este tltimo

resultado lé-se

f*(dg) = d(f"g) (2.1.24)

ou seja, o pullback comuta com a derivada exterior de O-formas. Observe que o operador
da derivada exterior d leva O0-formas em 1-formas. Para referéncia registramos algumas de

suas propriedades relevantes

d(afi + bfz) = adfy + bdfy (a,beR e fi, f € CF(X))

d(fg) = fdg + gdf (f,9 € C*(X))
f*(dg) = d(f"g) (f: X =2YC™ e geC™(Y))
e, se (U, ) é uma carta em X com fungoes coordenadas x!, ..., 2" | entdo
af .

Se X’ é uma subvariedade de X e ¢+ : X’ — X é a aplicacdo inclusdo, entdo a restrigao
de ® € X*(X) a X’ é definida como sendo ¢*®. Finalmente, se f : X - Y eg:Y = Z

sao suaves, entao

(gof)'=f oy (2.1.26)

De fato, para quaisquer p € X e v € T,(X) temos que

((9017©) (¥) = ©epn((g © Non(v)

p
= Oy(1(p)) (G (f5p(V)))
= (9"0) 1) (fip(V)) = (f*(97©))p(V) = (f" 0 9"),O(V)
para todo © € X*(Z), como querfamos.
Se V é um espago vetorial de dimensao finita, entao seu dual V* geralmente é denotado

por T1(V) e é chamado espago de 1-tensores covariantes em V. Denotamos por 72(V)
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o conjunto de todas aplicagoes bilineares em V x V e referimo-nos aos seus elementos
como 2-tensores covariantes. Se «, 5 € T'(V) o produto tensorial a ® § € T*(V)

entre eles é definido por

(a® B)(v,w) = a(v)s(w) (2.1.27)
Se {e1,...,6,} ¢ uma base de V e {e',... ,e"} é sua base dual de T*(V), entao {¢' ®
el;i,7 = 1,...,n} é uma base de T%(V) e cada A € T?(V) pode ser escrito de forma

unica como

A=A e @e = Ales,ej)e’ @ e (2.1.28)
(Lema 5.11.1 [Nab10]). Um 2-tensor A € T?(V) é dito simétrico se A(v,w) = A(w,v)
para todos v, w € V, antissimétrico se A(v,w) = —A(w,v) para todos v,w € V, nao-
degenerado se A(v,w) = 0 para todo v € V implica que w = 0 e nao-negativo
(respectivamente, nao-positivo) se A(v,w) > 0 (respectivamente A(v,w) < 0) para
todo v € V com A(v,v) = 0, somente se v = 0. Um elemento nao-degenerado, simétrico
e nao-negativo de 72(V) ¢ chamado de produto interno em V. O conjunto de todos
os elementos antissimétricos de 72()) é denotado por A?(V). Para todos a, 3 € T'(V)
definimos o produto exterior a A 3 € A%(V) por

aANB=a®p -0« (2.1.29)
Se {ey,...,e,} éumabasede Ve {el,... e"} ésuabasedual, entdo {e'Ae/;1 <i < j < n}

¢ uma base de A%(V) e cada Q € A*(V) pode ser escrito de forma tinica como

. ) 1 . .
Q= ZQijel Nel = iQije’ A e’ (2130)
i<j
onde Q;; = Q(e;, ;) (Lema 5.11.2 [Nab10]).
Se X é uma variedade diferenciavel, entao o 2-tensor covariante em X é a aplicacao
A que associa cada p € X a um elemento A(p) = A, € T*(T,(X)). Se (U, ) é uma carta

em X com fungdes coordenadas z',...,z", entdo A(p) = A;j(p)dz’ ® dz’. As fungoes
A;; + U — R sao definidas por A;;(p) = A, (8‘; ,% e sao as componentes de
P P

A. A ¢ dito ser continua, suave, etc., se suas componentes o sdo para todas as cartas
em algum atlas em X. O conjunto de todas A é denotado por T2(X) e tem estrutura
médulo-C*(X). Um g € T*(X), que em cada p € X, é um produto interno em T,(X)
¢ chamado de métrica Riemanianna de X. Um Q € T?(X), o qual em cada ponto
p € X ¢é antissimétrico é chamado de 2-forma em X e o conjunto de todas as 2-formas
e denotado por A%(X). Se 2,y € X*(X), entdo Q; @ Dy € T2(X) e Q; Ay € A%(X)
sao definidos ponto a ponto. Se f : X — Y é suave e A € T?*(Y), entdao o pullback
f*A € T*(X) é definido, em cada p € X, por

(T A (v, W) = Asi) (fap(V), fn(W)), Vv, w e T,(X) (2.1.31)
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O pullback de uma métrica Riemanniana continua sendo uma métrica Riemanniana, e o
pullback de uma 2-forma ainda é uma 2-forma. Restri¢des, assim como para uma 1-formas,
¢é o pullback pela aplicacao inclusao.

Sejam X; e X, variedade diferenciaveis com métricas Riemannianas g; e g, respecti-
vamente, e suponha f : X; — X5 um difeomorfismo. Dizemos que f ¢ um difeomorfismo
conforme (e X; e X, sdo conformemente equivalentes) se f*gs = Ag; para alguma
funcao positiva suave A : AX; — R. Se a funcdo A é identicamente igual a 1, f é chamado

de isometria e X; e X, sdo isométricos. Daremos um exemplo usado no trabalho da

esfera S".
Sejam g = dz' @ dal + ... + da"" @ dz™ a métrica usual de R**, 4 S — Rl g
inclusdo e (*g a métrica usual em S™. Sejam Ug = S™ — {(0,...,0,1)} e ps : Us = R™ a

projecdo estereografica em relacdo ao pélo norte. Fazemos f = pg' : R® — Ug de modo

que

vo fly) =+ lylH "2y, 20 lyll? = 1)

onde y',...,y" sdo coordenadas usuais em R". Entdo 2’ = 3’ o g, i = 1,...,n sao
coordenadas em Ug. Calculemos agora o pullback f*(1*g) = (1o f)*g. Fixe p € R" e
v, W, € T,(R"). Entao

(Lo f)8)p(Vey W) = 8oy (L © [)up(Vp), (L0 fup(Wy))

)

d
R T DR e

10", [+ 10l = Do

Agora,

(o Dol = 0 oy G0+ 10)

Calculando estas derivadas componente a componente obtemos que

(o fp(vp) = (L4 [IpII) 22 + [Ipl*)0" — 4(p,v)p", ...,
2(1 + ||plI*)v™ — 4(p, v)p", 4(p, v))

Usando isto e uma expressao analoga para (1o f).,(w,) calcula-se g0z p)((¢0 f)ep(Vp), (L0
f)sp(W,)) como a soma dos produtos das coordenadas correspondentes (assim como o

produto interno em R™™!). O resultado ¢ 4(1 + ||p||*) ! (v, w) e portanto obtemos

4

W(U,w) (2.1.32)

(f(°8))p(Vp, Wy) =
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Denotando por gg» a métrica usual de S™ (restrita a Ug) e por ggr a métrica de R" e

definindo A : R" — R por A\(p) = 7z Podemos escrever (2.1.31) da seguinte forma

4
(1+llpll®

(05" gsm = Agrr (2.1.33)

Logo, ¢5' ¢ um difeomorfismo conforme de R™ sobre Usg, i.e., R™ é conformemente equiva-
lente a subvariedade aberta Ug de S™. Célculos semelhantes ddo o mesmo resultado para
Uy entao dizemos que S™ é localmente conformemente equivalente a R".

Um elemento A € T?(X) d4 origem a uma aplicagdo bilinear-C>(X) A : X(X) x
X(X) — C°°(X) definida da seguinte maneira: Para todos V, W € X(X) defina A(V, W) €
C>(X) por A(V,W)(p) = A,(V,, W,), para todo p € X. Reciprocamente, qualquer apli-
cacao bilinear-C*(X) A : X(X) x X(X) — C*°(X) determina um A € T?(X) cujo valor
em cada p € X é a aplicagdo bilinear A, : T,(X) x T,,(X) — R definida como segue: Para
v,w € T,(X) selecione V, W € X(X) tais que V(p) = ve W(p) = w (isso é feito tomando

uma carta (U, p) em X com fungoes coordenadas x!,... 2", escrevendo v = V(a:i)aii ,

P

e com isso, é possivel definir um campo vetorial V|U pela férmula Vp(xi)aii , com
p

V,(z') = v(z') e consideramos uma fun¢ao-bump 3 em p em U. Entdao V = BVI|U es-
tendido a zero em todo X cumpre V(p) = v) e defina A,(v,,w,) = A(V,W)(p). Esta
correspondéncia ¢ injetiva e preserva as estruras algébricas, entao podemos idenficar as
duas nogoes. Em particular, se ® é uma 1-forma (pensada como uma aplicacao de X(X)
em C*(X)), definimos sua derivada exterior d® € A*(X) por

dO(V,W) = V(OW) — W(OV) — O([V, W)) (2.1.34)

Algumas propriedades de (2.1.33) sdo

d(a®; + bO3) = adO®; + bdO,
d(fO) = fdO© +df A ©

d(df) =0

F*(d®) = d(F*O)

w,hbeR e ©,,0,c X (X))
FeC®(X) e ©cX (X))
feC™(X))

(
(
(
(F:X 5YC™ ¢ ©cX(Y))

e, se (U, ) é uma carta em X com fungoes coordenadas x!,... 2",
A 9O, . . , .
d(®;dz") = dO; N dx' = 5 dx’ N dx' (@€ X*(X)) (2.1.35)

Seja X uma variedade diferenciavel, ¥V um espaco vetorial real de dimensao finita e
{e1,...,eq} uma base de V. Uma 0-forma com valores em V em X é uma aplicacao
de X em V. Logo, podemos escrever ¢ = ¢'e;, onde as funcoes suaves ¢* de valores reais
sdo chamadas as componentes de ¢ em relagao {ey,...,eq}. ¢ é dita ser continua, suave,
etc., se suas componentes o sdo em relagao a alguma base (e portanto, a qualquer base)

de V. Uma 1-forma com valores em V em X é uma aplicagdo w que associa cada
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p € X uma transformagio linear w(p) = w, de T,(X) em V. Escrevendo w = w'e;,
onde cada w' é uma 1-forma (com valores em R) usual, dizemos que w ¢é continua, suave,
etc., se suas componentes w!, ..., w? o sdao. Uma 2-forma com valores em V em X
¢ uma aplicagdo Q que associa cada p € X uma transformagao bilinear Q(p) = €,

T,(X) x T,(X) — V e pode ser escrita como © = Q'¢;, onde cada Q' é uma 2-forma com
valores em R. Novamente w é continua, suave, etc., se suas componentes Q' ..., Q% o
sao. Pullbacks de formas com valores em V) sao sao definidos componente a componente
assim como derivadas exteriores. Tudo isto é independente da escolha de base. Produtos
exteriores de 1-formas com valores em V nao estao definidos a nao ser que seja dada alguma
“multiplicagdo” no espaco vetorial na qual as 1-formas tomem seus valores. Suponha,
mais geralmente, que U, ) e VW sejam espacos vetoriais de dimensao finita que seja dado
uma aplicagao bilinear p : U x V — W (quando U = V = W esta aplicacdo é uma
“multiplicagdo” em V). Agora, se w é uma l-forma em X com valores em U e ; uma

1-forma em X com valores em V, entao definimos o produto p-exterior w A, 1 de w e

7 por

(@ Aoy (W) = p(w (V) (W) = p(m, (V)W) (2:130)

para todo p € X e todos v,w € T,(X). Entao este produto é uma 2-forma em X com

valores em W. A seguir um Lema.

Lema 2.1.2. Sejam {uy,...,u.} e {uy,...,uq} bases de U eV, respectivamente, € p :
U xV — W uma aplicacio bilinear. Sejam w = w'u; uma 1-forma em X de valores em

U en = n'u; uma I-forma em X de valores em V. Entao

c d
WA =)D (W AT )p(ui,v5)
i=1 j=1
Seguem alguns exemplos do Lema 2.1.2 utilizados no trabalho.
1. Sejam U =V =W = ImH e tome p : ImH x ImH — ImH como sendo o colchete de
Lie p(z,y) = [z,y] = zy —yx = Im(xy). Sejam w e i 1-formas em X com valores em ImH
e tome {i, j, k} uma base de ImH. Escrevendo w = w'i+w?j+w’k e n = pli+n%j+n’k

segue do Lema 2.1.2 que

w Ay = (W An)[i,i] + (W' An*)[i,j] + (w' A (i K]
+ (W A+ (W An?)[3 ) + (@ An’)[5 K]
+ (W’ AnY)k ] + (W’ A0k, ] + (@’ A )k K]
= 4[w? AN+ W An'j+ w! AnK]
Quando p é dado pelo colchete de Lie de alguma algebra de Lie como no exemplo acima,

costuma-se escrever [w,n] no lugar de w A, n e utilzamos esta notacao no trabalho.
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2. Se w e m sao 1-formas em X com valores em ImH e p : ImH x ImH — ImH é uma
multiplicagdo quatérnia p(z,y) = zy (veja (A.0.3)) entdo, escrevendo w = wli+w?j+w?k
e n =n'i+ n% + n’k segue do Lema 2.1.2 que

wA,n wo/\no—wl/\nl—wQ/\nQ—w3/\n3+

= ]
[WOAR +w' AR’ +w? AR’ —w’ An?lit
[WOAD +wW? AR +w An! —w! An’j+
[WOAD +wW AR’ +w An? —w? An'lk

Como consequéncia deste ultimo exemplos temos que se escrevermos 1-formas usuais em

H com valores em ImH como dg = dq° +dg*i+ dq?j +dg’k e dg = dq° — dqti— dq?j — dg’k,

entao sendo p a multiplicacdo quatérnia, segue que

dg A, dg = 2(dg® A dg*i + dg® A dq'j + dg* A dg’k)
dq A, dg = —2<(dq0 Adgt + dg? A dg®)i+ (dg° A dg? — dg* A dgP)j

+ (dg” A dg® + dg" A dq2)k) (2.1.37)
dg A, dg = 2<(dq0 Ndg' — d? AdgP)i+ (dg° A dg? + dg* A dgP)j

+ (dq® A dg® — dg* N dq2)k)

Usaremos simplesmente A no lugar de A, quando p for a multiplicacao quatérnia.

2.2 Grupos de Lie

Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G na qual é definida uma estrutura de
grupo para qual a aplica¢do multiplicacao (z,y) — x -y de G X G em G é uma aplicagao
suave. As translagoes & esquerda e a direita L,, R, : G — G definidas por L,(z) = gz e
R,(x) = xg sao difeomorfismos para cada g € G. Os grupos de Lie de nosso interesse sao:

1. Os numeros reais, complexos, ou quatérnios nao nulos com suas respectivas multi-
plicagoes.

2. O circulo S' (visto como ntimeros complexos de médulo 1 em C = R?) com multi-
plicacao complexa.

3. A esfera S3 (vista como os quatérnios unitérios em H = R*) com multiplicacio
quatérnia.

4. Os grupos lineares gerais das matrizes n X n invertiveis, GL(n,R),GL(n,C) e
GL(n,H) com multiplicacdo de matrizes.

5. Qualquer subgrupo H de um grupo de Lie G que também é uma subvariedade de G

¢ um grupo de Lie, portanto, em particular, todos os grupos cléssicos sao grupos de Lie:
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O(n),SO(n),U(n),SU(n), Sp(n)

6. Qualquer produto (finito) de grupos de Lie (com estrutura produto de variedade e a
estrutura de grupo do produto direto) é um grupo de Lie, e.g., SU(2) x U(1), ou qualquer
toro St x ... Sh

Dois grupos de Lie G| e G5 sdo isomorfos se existe um difeomorfismo de G| sobre Go
o qual também é um isomorfismo de grupo, e.g., S é isomorfo a U(1) e SO(2), enquanto
S3 ¢ isomorfo a SU(2) e Sp(1). Qualquer subgrupo de algum GL(n,C) que também é
uma subvariedade ¢ chamado de grupo de Lie de matrizes e vamos restringir daqui em
diante nossa atengao para esses grupos. GL(n,R) pode ser identificado com um subgrupo
de GL(n,C) que também é uma subvariedade. E menos 6bvio, mas também verdadeiro,
que GL(n,H) pode ser identificado com um subgrupo de GL(2n,C) que também é uma
subvariedade. Para vermos isso, primeiro observe que qualquer quatérnio 2°+z'i+z?j+23k

2 = 22 + 2%, e portanto, pode ser

pode ser escrito como 2! + z2j, onde 2! = 2% + zlie 2
identificado com um par de ntimeros complexos. Logo, qualquer matriz n X n quatérnia
P pode ser escrita como P = A + Bj, onde A e B sao matrizes n x n complexas. Defina

uma aplicagao ¢ : gl(n,H) — gl(2n, C) por

é(P) = (—AB §> (2.2.1)

Entao ¢ é um isomorfismo que preserva o conjugado transposto. Em particular, P € Sp(n)

se, e somente se, ¢(P) € U(2n). Além disso, uma matriz 2n x 2n complexa M ¢é da forma

A B — 0
B f_l) se, e somente se, satisfaz JM.J! = M, onde J = ( ZO) e, se M for

—1
unitéria, isto é equivalente a M7 JM = J. Logo, podemos identificar

GL(n,H) = {M € gl(2n,C); M ¢ invertivel e JMJ ' = M}
Sp(n) ={M € U(2n); M"JM = J}

Os grupos lineares especiais real e complexo SL(n,R) e SL(n,C) sao os sub-
grupos de GL(n,R) e GL(n,C), respectivamente, consistindo de todos os elementos com
determinante 1. Apesar da nao comutatividade de H impedir qualquer nocao 6bvia de
determinante para matrizes quatérnias, é possivel definir o grupo linear especial qua-
ternio SL(n,H) como o subconjunto de GL(n,H) consistindo de todos os elementos P
tais que det ¢(P) = 1. De fato, este é um subgrupo de GL(n,H). E possivel mostrar
diretamente que GL(n,H), Sp(n) e SL(n,H) sao todos subvariedades de GI(2n,C), mas
existe um resultado mais geral que garante que todo subgrupo fechado de um grupo linear
complexo ¢ necessariamente uma subvariedade (ver [How83]). Concluimos que todos os

grupos classicos sao grupos de Lie.
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Uma &lgebra de Lie é um espago vetorial £ no qual é definida uma operagao [,] :

£ x £ — £ chamada colchete, que satisfaz as seguintes propriedades:

1) antissimetria [z, y] = —[y, z];
2) identidade de Jacobi [[z,vy], 2] + [[z, 2], y] + [[y, 2], 2] = 0

Duas élgebras de Lie £, e £9 com colchetes [, |; e [, ]2 s@o isomorfas se existe
um isomorfismo linear 7' : £ — £ que satisfaz T'([z,y]1) = [T(x),T(y)]2 para todos
x,y € £1. Alguns exemplos sdo:

1. Qualquer espago vetorial de dimensao finita V com o colchete trivial : [, | :
YV x V — V definido por [z,y] = 0 € V para todo =,y € V.

2. O comutator de duas matrizes A e B é definido por [A, B] = AB — BA. Como
[A, B] = —[B, Al e [[A, B], C]+[[C, 4], B]+[[B, C], A] = 0, qualquer conjunto de matrizes
que forme um espaco vetorial e seja fechado em relagdo ao comutador é uma algebra de
Lie com colchete dado pelo comutador. Examples incluem gl(R), gl(C) e gl(H) assim
como conjuntos de todas matrizes n X n reais simétricas (AT = —A), o conjunto de
todas as matrizes n x n complexas simétricas Hermitianas (A7 = —A) e o conjunto de
todas as matrizes n X n complexas que sao ambas simétrias Hermitianas e livres de trago
(tr (A) =0).

3. O conjunto ImC dos complexos puros ai com colchete trivial é uma algebra de Lie
de dimensao 1.

4. O conjunto ImH dos quatérnios puros z = ai + bj + ck com o colchete [z,y] =
xy —yx = 2Im(zy) é uma &dlgebra de Lie de dimensao 3. Esta algebra de Lie é isomorfa
& &lgebra de Lie que consiste de R? e colchete [z,y] = x X y.

Todo grupo de Lie G possui uma algebra de Lie associada g (chamada algebra de

Lie de G) que pode ser descrita em umas das dus formas equaivalentes:

(i) Um campo vetorial V em G ¢é dito ser invariante pela esquerda se (Ly), oV =

Vo L, para todo g € G, i.e., se
(Lg)n(V(R)) = V(gh),  Vg,heG

Tais campos vetoriais sdo necessariamente suaves (Teorema 5.8.2 [Nab10]). O conjunto
G de todos os campos vetoriais invariantes pela esquerda em G é um subespaco linear
de X(G) e é fechado em relagao a formagao de colchetes de Lie (Teorema 5.8.4). Como
o colchete de Lie é antissimétrico e satisfaz a identidade de Jacobi, este mune G com a
estrutura de algebra de Lie.

(ii) Se e denota o elemento identidade em G entdo a aplicaggo V. — V(e) é um
isomorfismo linear de G sobre T.(G). Defina o colchete [, | em T.(G) da seguinte maneira:
Para v, w € T,(G) existem tnicos campos vetoriais invariantes pela esquerda V,W € G
com V(e) =v e W(e) =w. Faca [v,w] = [V, W]|(e). Com isto, T.(G) é uma algebra de

Lie isomorfa a G.
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Para grupos de Lie de matrizes G, T;4(G) pode ser identificado com o conjunto de
matrizes (vetores velocidades em t = 0 as curvas suaves ¢t — (a;;(t))) com (a;;(0) = id,,
calculada entrada a entrada). E possivel mostrar que este conjunto é sempre fechado em
relagdo a formacdo de comutadores e que a dlgebra de Lie consistindo de T;4(G) com
colchete comutador ¢é isomorfo a algebra de Lie G de G como definida em (ii). Assim, o
problema de encontrar a dlgebra de Lie G de um grupo de matrizes de Lie G reduz-se em
identificar o conjunto das matrizes que surgem como vetores velocidades a curvas suaves

em (G que passam pela identidade id. A seguir alguns exemplos:

1. Para F = R, C e H, a &lgebra de Lie de GL(n,F) é o conjunto gl(n,F) de todas as
matrizes n X n com entradas em F.

2. A élgebra de Lie o(n) do grupo ortogonal O(n) é o conjunto de todas as matrizes
n X n reais, antissimétricas.

3. A élgebra de Lie so(n) do grupo linear especial SO(n) coincide com a algebra de
Lie o(n) de O(n) (pois SO(n) é uma componente conexa de O(n) que contem id entao
T:a(SO(n)) = T;.a(O(n))).

4. A algebra de Lie u(n) do grupo unitario U(n) é o conjunto de todas as matrizes
n X n complexas antissimétricas.

5. A dlgebra de Lie su(n) do grupo unitario SU(n) é o conjunto de todas as matrizes
n X n complexas antissimétricas e de trago livre.

6. Identificando Sp(n) com o grupo de Lie de matrizes {U € U(2n);UTJU = J}, a
algebra de Lie sp(n) de Sp(n) é dada por

sp(n) = {M € gl(2n,C); M" = -M e JM + M*"J =0}

— { (_AB i) c gl(2n,C); A € u(n), BT = B}

Grupos de Lie isomorfos possuem élgebras de Lie isomorfas. Por exemplo, SU(2)
e Sp(1) sao isomorfos e portanto também sao isomorfas suas dlgebras de Lie su(2) e
sp(1). Mas sp(1) é naturalmente identificado com a algebra de Lie ImH dos quatérnios
imagindrios puros, o que por sua vez, é isomorfo a R® com colchete sendo o produto
vetorial. Entretanto, grupos de Lie nao isomorfos podem ter algebras de Lie isomorfas.
Daremos o exemplo néo trivial de SU(2) e SO(3). Este claramente nao sao isomorfos como
grupos de Lie. De fato, SU(2) = S? pelo Teorema 1.1.4 [Nab10] e m(S%) = 0 (a prova
disto ndo é trivial). Por outro lado SO(3) = RP? (pag 399, [Nab10]) e 7, (RP?) & Z, pelo
Teorema 2.4.5 [Nab10]. Para ver que su(2) e so(3) sdo isormofos introduzimos a nogao

de “constantes estruturais” de um grupo de Lie. Seja g uma algebra de Lie qualquer.

Selecione uma base {ey, ..., e,} para g. Paratodod,j = 1,...,n, [e;, e;] pertence a g entao
existem unicas contantes C’fj, k=1,...,n, tais que [e;, ¢;] = ijek. As constantes C’fj,
i,7,k =1,... nsao chamadas constantes estruturais de g relativas a base {ey,...,e,}.

Duas algebras de Lie sdo claramente isomorfas se, e somente se, existem bases para as
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quais as contantes estruturais sao as mesmas. Agora, uma base natural para so(3) consiste
de

00 0 0 01 0 —1 0
n=100 —-1|,m=|0 00f|,m=[1 0 o0 (2.2.2)
01 0 -10 0 0 0 0

e um célculo simples mostra que [7;, 7;] = Zi:l €ijkTk, onde €5 ¢ o simbolo de Levi-Civita

definido por

1, se 17k é uma permutacao par de 123
€k = { —1, se ijk ¢é uma permutagao impar de 123 (2.2.3)
0, caso contrario
A base usual de su(2) consiste de T}, = —%iak onde

01:(0 1),02:((.) i),agz(l 0) (2.2.4)
1 0 i 0 0 -1

chamadas matrizes de Pauli nao é dificil mostrar que

0l =00, =0, = Lo ) =1,2,3
J 177 1 O 17 j ) “y

oj0r = —00; = io;, onde ijk ¢ uma permutacao par de 123. Dai pode-se verificar que
[T;,T;] = i1 €1 Tk Logo s50(3) e su(2) sio isomorfos.

Para qualquer A € gl(n,C) definimos exp(A4) = e¢* = 32, 5A*. A série converge
absolutamente e uniformemente em toda regiao limitada de gl(n,C) = C” =R (segue
do Teste-M de Weierstrass). Toda exp(A) e invertivel (pois det(e?) = " 4), entdo exp é
uma aplicagao suave de gl(n,C) em GL(n,C). Para qualquer A € gl(n,C), a curva

R — GL(n,C)

(2.2.5)
s etd

¢ um homomorfismo suave do grupo aditivo R sobre GI(n,C) cujo vetor velocidade em
t=0¢éA. G éum grupo de Lie de matrizes qualquer, entdo sua algebra de Lie g pode
ser identificada com uma subalgebra de gl(n,C) para algum n e a restrigdo de exp a g
¢ levado em G. Apresentamos o seguinte resultado (ver Teorema 5.8.6 [Nab10]) que é de

nosso interesse neste trabalho.

Teorema 2.2.1. Seja A em gl(n,C).

1. Se A ¢ antissimétrica Hermitiana (AT = —A), entio e* € U(n).

2. Se A ¢ antissimétrica Hermitiana e possui tr A = 0, entdo e* € SU(n).
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3. Sen = 2m e A € antissimétrica Hermitiana e satisfaz JA + ATJ = 0, onde
0 id
J = y ZO e id é a matriz identidade m x m, entdo e* € Sp(m) = {M €
—i
U@2m); MT*JM = J}.

Além disso, existem vizinhangas abertas V' de 0 em gl(n,C) e U de id em GL(n,C)
tais que exp : V. — U é um difeomorfismo e, em V', a reciproca de cada implicagao (1),(2)

e (3) é assegurada.

Observacao 2.2.1. Como dissemos na secao 2.1 os grupos cldssico U(n), SU(n), Sp(n)

sao subvariedades de GL(n,C) e GL(2n, C), respectivamente. Para vermos isso, definimos

para uma carta (U, o) em X com fungoes coordenadas x',i =1,...,n. Sejam x™, ... xin-*
quaiquer n — k dessas fungoes coordenadas e ct,...,c" % constantes. O conjunto
{peU;z™ =c,. .. ol =" (2.2.6)

¢ chamado de corte da coordenada-p de U. Entdo temos o sequinte resultado: Um
subespago topoldgico X' de X é uma subvariedade de dimensao k de X se, e somente
se, para cada ponto p' € X' existe uma carta (U, p) de X tal que U N X' é um slice da
coordenada-p de U contendo p'.

Agora, tomando U eV como no Teorema 2.2.1 acima as restrigoes da carta (U, (exp [V) ™)
para um desses subgrupos nos dd um slice da coordenada-p na identidade. Ora, para te-
mos esse slice em todos 0s ponto usamos a transla¢io a esquerda Ly da sequinte forma:
para todo A € gl(n,C), tomamos L,|U o exp |V (A) = ge?. Entio (L,|U oexp|V)™! =
(exp |[V) Lo (Ly|U)™t = (exp |[V) Lo L,-1|U, e consequentemente temos que a restri¢io da
carta (U, (exp |V) "t o L,-1|U) para os subgrupos U(n), SU(n) e Sp(m), com m = 2n nos
dd um slice da coordenada-p, pelo resultado que acabamos de enunciar, temos que U(n),
SU(n) e Sp(m) sao subvariedades de GL(n,F), onde F = C e H, respectivamente.

A aplicacdo exp : g — G possui derivada em 0 € g e, identificando T,(g) com g, pelo
isomorfismo canonico, exp,q; g — g € a aplicacao identidade.
Uma 1-forma ® em um grupo de Lie G ¢é dita ser invariante pela esquerda se

(Ly)*® = ©, para todo g € G, isto é, para todos g, h € G tem-se que

O(h) = (Ly)*(©(gh)), ou equivalentemente, O(gh) = (Ls-1)"(©(h)) (2.2.7)

Qualquer 1-forma desse tipo é necessariamente suave (basta mostrar que @V € C*(G)
para todo V € X(G)) e fica determinada unicamente por seu valor em id. Em particular,
qualquer covetor ®;; em id € G determina de maneira tnica uma l-forma © em G

invariante pela esquerda tal que ©(id) = ©;4. Um exemplo particularmente importante é
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a 1-forma de Cartan ® em G com valores em g e é definida da seguinte forma: para cada
g€ G,0(g9) =0,:T,(G) — g é dada por

O(g)(v) = Oy(v) = (Lg-1),, (V) (2.2.8)

Equivalentemente,
c(9)(A(g)) = A(id) (2.2.9)
para todo campo de vetor invariante pela esquerda A em G. Seja {ey, ..., e,} uma base
de g e considere {®',... ©"} as tinicas 1-formas invariantes pela esquerda com valores

reais em G das quais {@®'(id), ..., ©"(id)} forma uma base dual de {ey,...,e,}. Entdo a
1-forma de Cartan © ¢ dada por

O =0 +...+0O%,

Para mostrarmos isso, tome g € G qualquer e v € T,(G) arbitrario, entao

(©%ei)(9)(v) = (©'(g)(v))e: = ((Ly—)"(©'(id))) (V) )e:
= O'(id)((Lg1)ug(v))ei = (Lg1)ug(v) = Oy (v)

As equacoes de Maurer-Cartan de © afirmam que

1 . .
de* = 50;;@1 NC k=1,...,n (2.2.10)

onde C’fj sdo as constantes estruturais de g em relacdo a base {ey,...,e,}. Se H é um
subgrupo de G que também é uma subvariedade e ¢+ : H — G é a aplicacao inclusao,
entao a 1-forma de Cartan @p de H é a restricao a H da 1-forma de Cartan O de G,

ie.,

Oy =i"0O¢

Para vermos isso, fixamos h € H. Entao, para qualquer v € T}, (H),

(") (M) (v) = ((Bc)(¢()))(tan(V)) = (Oc(h))(ten(V))
entdo precisamos mostrar que isto é igual a (O (h))(v). Considere L,-1 : H — H e
L

entao

g1+ G — G as aplicacoes de translagao a esquerda em H e G. Logo Lj-1 = Ly-101

(©u(M)(v) = (Ln-1)en(v) = (Ln-1 0 0)en(v) = (L1 )auiy (1n(v))
= (Ln-1)sn(ten(v)) = (O (1)) (1un(v))

como queriamos. Em seguida alguns exemplos.

1.G = GL(n,H), g = gl(n,H): Para todo g € GL(n,H),
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O(g) =g 'dg
onde
dqll . dqln
dg = : ) :

com dq¥ = dz¥ +dyVi+du”j+dvk, parai, j = il,...n. Quando n = 1 e se identificarmos
uma matriz 1 X 1 ¢ = (¢) com a sua tnica entrada ¢, GL(1, H) é apenas o grupo H — {0}
de quatérnios nao nulos e entdo g~ 'dq é apenas o produto quatérnio e g~ 'dq é apenas o

produto dos quatérnios

¢ ldg=q 'dq = |q‘2dq (2.2.11)
q
Identificando os vetores tangentes v € T,(H — {0}) com quatérnios v € H através do
isomorfismo canodnico, temos que ¢ 'dg = ﬁ@.
2. G = SU(2) = Sp(1), g = su(2) = sp(l) = ImH: Primeiro considere G sendo
SU(2) € GL(2,C). Entao Ogy(z) ¢ a restricio de Ogra,c) a SU(2). E possivel mostrar

que

zlldzll + 212(1512 anzll _ 212d512
Osvu(2) = ( (2.2.12)

—led212 +§12d211 led212 _’_212d211

em SU(2). Agora pense em G como Sp(1l) (identificado com os quatérnios unitérios).
Entao ©gy(1) ¢ a restricio de Ogrm = H — {0}. Como em Sp(1), |¢> = 1 entdo temos

que

Osp) = ¢~ 'dg = qdg (2.2.13)

em Sp(1). A identificagdo natural de Sp(1) com SU(2) é dada por

A B
A+Bje— | " 2.2.14
J (_B A) ( )

e esta leva ©g,1) em Ogp(2). No Capitulo 3 trabalhamos com o exemplo principal deste
trabalho, a 1-forma de Cartan @ de Sp(2).

Seja G um grupo de Lie de matrizes, V um espago vetorial de dimensao finita e GL(V)
das transformacgoes lineares nao singulares em V. A representagao de G em V é um
homomorfismo de grupo de G em GL(V). Escolhendo uma base para V pode-se considerar
qualquer representagdo de G em V como uma aplicacao de GG sobre algum grupo linear e
dizemos que a representacao é continua, suave, etc., se sua aplicagao correspondente com

valores nas matrizes é continua, suave, etc.. Observe que esta definicdo nao depende da
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escolha da base de V. Um exemplo de grande importancia é dado a seguir. Para cada
g € G defina uma aplicagao
Ady, G — G
h— ghg™*

para todo h € G. Logo Ad, = L, 0 Rj-1 = Ry1 o Ly é um difeomorfismo. Além disso,
Ady(id) = id entao a derivada de Ad, na identidade de leva g isomorficamente em g.

Denotamos essa aplicagao por

adg 19— ¢

Logo,
adg = (Adg)*id = (Lg)g*1 ° (Rg*)id = (Rgfl)g o (Lg)id

e mostramos agora um resultado que usaremos posteriormente.

Lema 2.2.1. Sejam G um grupo de Lie de matrizes, g sua dlgebra de Lie e g € G. Entao,
para cada A € g, gAg~' € g e o isomorfismo ad, : g — g ¢ dado por ad,(A) = gAg~*.

Demonstragao. Qualquer elemento de g é o/(0) para alguma curva suave o em G tal
que a(0) =id e
ady(a’(0)) = (Ady).ia(c/(0)) = (Adg 0 )'(0)

Ora,
(Adg o a)(t) = Adg(a(t)) = ga(t)g_l

Derivando entrada a entrada obtemos ad,(a/(0)) = ga/(0)g~" como querfamos. |

A correspondéncia g — ad, ¢ um homomorfismo de G sobre GL(g) e é chamado
representacao adjunta de G em g. A importancia da representacao adjunta torna-se-a
clara quando discutirmos conexoes em fibrados principais.

Usaremos alguns fatos gerais sobre a forma de Killing restritos, claro, aos casos de
interesse neste trabalho. Se G é um grupo de Lie de matrizes com &algebra de Lie g e
se A e B sao dois elementos fixados em g, entao podemos definir uma transformacao
linear Kap : g — g pondo K,p(X) = [[A, B], X] para todo X € g. Entdao o trago da
matriz desta transformagao linear é um nimero real (pois g é um espago vetorial) e a
aplicacao K : g — R definida por K(A, B) = tr (Kap) ¢ uma forma bilinear simétrica
em g chamada forma de Killing de g. K é invariante por ad(G) no sentido que, para
qualquer g € G,

K(ady(A),ad,(B)) = K(A, B), VA, B eg

O grupo de Lie G ¢ dito ser semi-simples se a forma de Killing é nao degenerada.
Se G é conexo e semi-simples, entao, por um Teorema de Weyl (Capitulo 11, segao 6 de
[Hel62]), a forma de Killing é negativa se, e somente se, G é compacto. Neste caso, obtém-se

um produto interno positivo (, ), invariante por ad(G) em g fazendo (A, By = —K (A, B).
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A métrica Riemanniana g em G é entao obtida por translacdo a esquerda, i.e., definindo,
para cada a € G e todos v,w € T,(G)

8a(V, W) = ((La1)xa(V), La1)4a(W)) (2.2.15)

Esta métrica é invariante pela esquerda, i.e., L’g = g para todo a € G, pois

(Lig)s(vw) = gab((La)p(V), (La) (W)
= (L) san((La)(¥)); Liapy1)sap((La)op (W)
= ((Lp=2)p(v), (L) (W)
= gp(v,w)

Também é invariante pela direita, pois para todo a € GG tem-se que

(R3)s(vW) = 8ua((Ra)eb(V), (Ra)un(W)

(Lsay-1)sba((Ra)sb (V) Lsay-1)sba((Ra)sb(W))
(La-1p-1 © Ra)p(V), (La-1p- wR 2) (W)
(Adg1 0 Ly1)(V), (Adg1 © Ly1)p(w))

*b

{
= {
{
= {ada-1((Ly-1):(v)), ada—1 (Lp-1) . (W)))

= ((Ly-1)u(v), (Ly-1) (W)

=g(v,w)

Uma métrica em um grupo de Lie que é invariante pela eraqueda e pela direita é dito ser
bi-invariante e acabamos de mostrar que a forma de Killing em um grupo de Lle G,
compacto, conexo, semi-simples da origem a uma métria Riemanniana em G. Isto imlpica
que, em particular, para G = SU(2) que certamente é compacto e conexo (lembre-se
SU(2) = S3) também é semisimples (su(2) = s0(3) = sp(1) = ImH ¢ a tnica 4lgebra de
Lie de dimensao 3, semi-simples). Fazendo os célculos (um tanto extensos) considerando

su(2) como sendo a dlgebra de Lie de obtemos (A, B) = —K(A,B) = —tr (AB). Por

outro lado, a identificagao natural

( ai as + agi

) . ) = ari+ (a2 + a3)j = a1i + asj + azk (2.2.16)
—a9 + asl —aq1

de su(2) com ImH = R?, (,) nada mais é do que duas vezes o produto interno usual
em R3.
A seguir, supomos G um grupo de Lie e P uma variedade diferenciavel. Uma agao

suave a direita de G sobre P é uma aplicacao suave o : P x G — P que satisfaz

1. o(p,e) = p, para todo p € P, e
2. 0(p, g192) = (0 (p, g1), g2), para todos g1, g2 € G e todo p € P.
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Pode-se escrever mais geralmente o(p,g) = p - ¢ e pensar em g “agindo em” p para
produzir p-¢g € P. Para um g € G fixado definimos o, : P — P por o4(p) = p-g. Entao o,
¢ um difeomorfismo de P em P cuja inversa ¢ o,-1. De modo andlogo, uma agao suave

a esquerda de G sobre P é uma aplicacao suave p: G x P — P que satisfaz:

1. o(p,e) = p, para todo p € P, e
2. 0(9192,p) = 0(g1,0(g2,p)), para todos gi,g2 € G e todo p € P.

As aplicagoes p, : P — P definidas por p,(p) = ¢ - p sdo difeomorfismos.

Uma acao a direita é dita ser efetiva se p- g = p para todo p € P implica que g = e,
i.e., o, = idp se, e somente se, g = e. A agdo ¢ dita ser livre se p- g = p para algum
p € P implica que g = e, i.e., o, possui um ponto fixo se, e somente se, g = e. Uma acao
livre e efetiva, mas a reciproca geralmente é falsa. A acao é dita ser transitiva se, dados
quaisquer sdois pontos p; e py em P, existe g € G tal que po = p; - ¢g. Dado um p € P

qualquer defini-se a érbita de p em relagao a ¢ como sendo o subconjunto de G

p-G={p-g,9€G} (2.2.17)

e seu subgrupo de isotropia (ou estabilizador) como sendo o conjunto

G,={9€G;p-g=rp} (2.2.18)

Temos que G, é um subgrupo fechado de G para qualquer p € P (Prop 7.26 + Prop 7.11
John M. Lee). Uma agao é livre se todo grupo de se isotropia é trivial e transitiva se existe

uma unica orbita. A seguir, alguns exemplos:

1. Qualquer grupo de Lie G age sobre si mesmo através da multiplicacdo a direita.
Definindo, 0 : G x G — G por o(p,g) = pg para todos p,g € G produz uma acao de G
sobre G, claramente livre (pg = p = ¢ = e) e transitiva (po = p1(p; 'p2)).

2. Qualquer grupo de Lie G age sobre si mesmo por meio de conjugagao. Isto é,
definindo ¢ : G x G — G por a(p,g) = gpg~' para todos p,g € G produz uma agio
suave a direita que nao é livre nem transitiva (a menos que G = {e}). Note que G, = G
e, em geral, Gy é o centralizador de g € G. A agao ¢é efetiva se, e somente se, o centro
de G ¢é trivial. As ébitas sdo as classes de conjugacdao de G. A acdo suave a esquerda
correspondente é p(g,p) =p-g = gpg~* = Ady(p).

3. GL(n,F) age sobre F" (a esquerda) por A -v = Av, onde os elementos de F" sao
escritos como matrizes colunas e o produto pela esquerda é a multiplicacao de matrizes.
Esta acao é efetiva, porém nao é livre nem transitiva pois GL(n,F) fixa o € F". A mesma
acao em F — {0} é transitiva. |

4. O(n) e SO(n) agem transitivamente em S"! através de A -v = Av. O subgrupo
de isotropia do pdélo norte e, = (0,...,0,1) € S"! sob a acdo de O(n)(respectivamente

SO(n)) em S™~1 é isomorfa a O(n—1) (respectivamente, SO(n —1)). Da mesma maneira,



o8 Capitulo 2. Preliminares

U(n) e SU(n) agem transitivamente em S*"~! e Sp(n) age transitivamente sobre S4"~1.
Os subgrupos de isotropia no pélo norte sao isomorfos a U(n—1), SU(n—1) e Sp(n—1),
respectivamente.

5. Identificando S*"~! com o conjunto de todos (¢',...,¢") € H" que satisfaz |¢'|? +
.+ g *=1e Sp(1) = SU(2) com o grupo de gautérnios unitérios. Defina o : S~ x
Sp(1) — S* por o(p,g) =p-9=1(¢",...,4") -9 = (¢'g,...,q"g). Entdo o é uma agdo
suave a direita de Sp(1) sobre S~  as drbitas sao subvariedades de S*"~! difeomérficas
a S1(1), i.e., S%. O espaco érbita é HP' e, quando n = 2, isto é simplesmente S*.

Algumas observagoes precisam ser feitas a fim de esclarer mais os exemplos 4 e 5.

Observacao 2.2.2. Eziste um resultado geral (Teorema 1.6.6 [Nab10]) que afirma que,
se G € compacto, (g,p) — ¢ -p € uma agdo transitiva a esquerda de G sobre P e Gy, ¢
o subgrupo de isotropia de algum py € P fixado sob esta acao, entdo o grupo quociente

G/G,, € homeomorfo a P. O exemplo #4 entdo nos dd

S 12~ 0(n)/O(n —1) = SO(n)/SO(n — 1)
Sl = () /U(n — 1) 2 SU(n)/SU(n — 1) (2.2.19)
S*1 = Sp(n)/Sp(n — 1)

A seguir escreveremos explicitamente o homeomorfismo S” = Sp(2)/Sp(1) o qual é

muito importante pra este trabalho.
1

q ) € H? com |¢!|2 + |¢?]? =

Assim, consideramos S7 como o conjunto de todos z = ( )
q

o
1 e Sp(2) como sendo o conjunto de matrizes 2 X 2 quatérnias g = ( ?) tais que

Y
gg" = ¢"g = I,. Em particular, @8 + 76 = 0 e ¥4 + 66 = 1. A acdo transitiva & esquerda
de Sp(2) em S7 é dada por

fa B (4" [od" + B¢
warmae= (3 0) ()= (o)

1 «
Agora, fixe xg = 0 € S7. Seu grupo de isotropia consiste de todos (

. ?) em Sp(2)

1 1
tais que (a ?) (O) = (0) ,i.e., para os quais « = 1 ey = 0. Entao af+70 = 0 implica
Y

que B = 0, enquanto vy + d6 = 1 implica 66 = 1. Assim, o grupo de isotropia consiste

10 1 0 1 0 1 0
de todos (0 ) onde |a|*> = 1. Como (O ) ( ) = ( ) este subgrupo é
a

ar] \0 ay 0 ajao
isomorfo a Sp(1) dos quaternios unitarios e vamos identifica-los

Sp(1) = { ((1) 0) € Sp(2); [af? = 1}
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«

v

_ B 15} 1 0 N
[g]—gé’p(l)—{(7 5) (0 a) € Sp(2); |a| _1}
{(j §2)<£Sp@%hﬂ2:1}

O homeomorfismo ¢ de Sp(2)/Sp(1) sobre ST descrito no Teorema 2.6.2 é , portanto,

Fixemos um g = ( ?) € Sp(2). A classe lateral a esquerda de g médulo o subgrupo

Sp(1) é

S

1 «a
dado por ¢([g]) =g- | | = _|:
0 g

v Sp(2)/Sp(1) — ST

lg] — (“)
Y

!
onde g = ( ?) (qualquer representante da classe lateral [g] que possua primeira coluna
«
( ) >‘
Y
O proximo resultado é algo que faremos uso.
Proposicao 2.2.1. Sp(2) é um subgrupo de SL(2,H).

Demonstracao. Seja P € Sp(2). Considere ¢(P), onde ¢ é a func¢ao de (2.2.1). Entao

temos que
det (¢(P)"J¢(P)) = det ] = det(¢(P) ¢(P)) =1 = det¢(P) = +1

Resta mostrar que det ¢(P) = 1. Ora, isso vem da continuidade de det o¢ e da conexidade
de Sp(2),pois id € Sp(2). |

2.3 Fibrados Principais

Seja X uma variedade diferenciavel e G um grupo de Lie. Um G—fibrado principal
suave sobre X consiste de uma variedade diferenciavel P, uma aplicacao suave P : P —
X de P sobre X e uma agao suave a direita 0 : P X G — P, o(p,g) = p - g, de G sobre

P tais que as seguintes condigoes sejam satisfeitas:

1. o preserva as fibras de P, i.e.,

P(p-g)="P(p) (2.3.1)

para todo p € P e todo g € G.
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2. (Trivialidade Local) Para cada zy € X existe um conjunto aberto V' (vizinhanca

trivializante) em X contendo zy e um difeomorfismo ¥ : P~1(V) — V x G da forma

U(p) = (P(p),¥(p)) (2.3.2)

onde ¢ : P~1(V) — G satisfaz

Y(p-g) =v(p)g (2.3.3)

para todo p € P e g € G (¥(p)g é o produto em G de ¥(p) e g). Tal que o seguinte

diagrama comute:

v

P~HV) - Vx@
Rv/pl

onde P! : X xY — X é a aplicacdo projecao do primeiro fator do produto X x Y.
Denotamos o G-fibrado principal sobre X pela tripla B(P, P, o).

O par (V, ¥) é chamado trivializagao local do G-fibrado e uma familia {(V}, ¥;)};es
de trivializagoes locais tal que U;c; V; = X é chamada cobertura trivializante de X.
Dependendo do contexto podemos usar P : P — X, ou até mesmo P, para referirmos ao
G-fibrado principal sobre X e indicamos isto escrevendo G — P 5X , ou simplesmente,
G — P — X. Para cada p € P, a fibra de P acima de P(p) coincide com a érbita de
um p em relagdo & o (Lema 4.1.1 [Nabl0]) e é uma subvariedade de P difeomorfa a G
(qualquer projecao P : P — X de um fibrado principal é uma submersdo, e as fibras
P~!(z) particionam o espago total P em subvariedades de dimensdo dim P — dim X).

Seguem alguns exemplos:

1. O G-fibrado trivial sobre X consiste da variedade produto P = X x (G, a projecao
P : X x G — X sobre o primeiro fator e a agdo o((z,h),g) = (z,h) - g = (x, hg). Neste
caso a vizinhanca trivializante V' é todo X e U é dada pela aplicagdo identidade em
PHV)=PHX)=X xG.

2.Seja P=S"1G=Zy={-1,1} e : S" ' xZy — S" ! aagdo a direita o(p, g) =
pg=(z',...,2")-g = (z'g,...,2"g). O espaco base ¢ X = RP"! a projecio P : S~ —
RP"! é a aplicacao quociente, i.e., P(p) = P(z',...,2") = [2',...,2"]. Entdo P(p-g) =
P(+p) = [p] = P(p) para todo p € S"! e g € Zy. Para cada k = 1,...,n, considere V}, =
{[p] = [2',...,2"] € RP" ' 2% # 0}. Entdao P~ (V) = {p = (2',...,2") € S" L a* # 0}
e definimos Wy, : P71(V;) — Vi X Zy por Wi(p) = Uy (al, ... 2") = ([p], 2% /|2F]). Assim,
¥y, é um difeomorfismo da forma . (p) = (P(p), ¥x(p)), onde i (p) = ¢p(at, ... 2") =
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o /|2* e Y(p - 9) = (2Fg)/|2?] = (2*g)/|2*| = ¢r(p)g. Logo {(Vi, Vi) } k=1, n é uma
cobertura trivializante de RP"* ! e

Zy — "1 5 Rp! (2.3.4)

é um Zo-fibrado principal sobre RP" .

3.8¢ja P=S""1 G=U(1)eoc: S xU(l) = S* ! aagao a direita o(p, g) =
p-g=(2,...,2")-g = (¢'g,...,2"g). O espaco base ¢ X = CP" !, a projecio P :
S2n=1 5 CP™! ¢ a aplicacio quociente. Entdao P(p - g) = P(p) para todo p € S*" ! e
g € U(1). Para cada k = 1,...,n, considere V;, = {[p] = [2',...,2"] € CP"" ' 2k #£ 0}.
Definimos Wy, : P~1(Vi) — Vi x U(1) por Wi(p) = Wr(zt,...,2") = ([p], 2¥/|2"|). Logo

{(Vi, 1) }r=1...n é uma cobertura trivializante de CP" ' e

U(l) — s>t 5 cpr! (2.3.5)

é um U(1)-fibrado principal sobre CP"*,

Observacao 2.3.1. Quando n = 2 podemos identificar CP' com a esfera S* (ver pag.
33) e, portanto, obtemos um U(1)-fibrado principal sobre S* conhecido como fibrado de
Hopf complexo.

4. Seja P = S*™1 G =Sp(1) e g : S x Sp(1) — S* ! a acdo a direita o(p, g) =
p-g=1I(q"....,¢") g = (¢"g,...,q"g). O espaco base é X = HP" ! a projecio P :
S4n=1 5 HP" ! é a aplicacdo quociente. Entdo P(p - g) = P(p) para todo p € S ! e
g € Sp(1). Para cada k = 1,...,n, considere V;, = {[p] = [¢',...,¢"] € HP"';¢* # 0}.
Definimos ¥y, : P~1(V}) — Vi x Sp(1) por Wi(p) = Vi(qt,...,q") = ([p],q"/|¢"|). Logo

{(Vi, ¥1,) }re1....n 6 uma cobertura trivializante de HP" ' e

Sp(1) — S 5 mpr! (2.3.6)

é um Sp(1)-fibrado principal sobre HP" .

Observacio 2.3.2. Novamente, quando n = 2, podemos identificar HP' com S* e obte-

mos o fibrado de Hopf quatérnio ou quaternidnico.

5. Seja P : P — X um G-fibrado principal sobre X (com agdo a direita o) e suponha
que X' seja uma subvariedade de X. Seja P’ = P~YX'), P’=P|P' e o' = o|P' x G. Para
cada trivializagao local (V,V¥) de G — P 5 X com VX # (0, faca V' =V NXe
U = ¥|(P)"1(V’). Entao P’ : P’ — X' é um G-fibrado principal sobre X’, chamado
de restricao de G — P 5 X para X', e cada (V',¥’) é uma trivializacao local para
G—P5x.

Seja G — P £ X um G-fibrado principal sobre X e fixe uma cobertura trivializante
{(V;,9;)}jes de X. Escreva cada ¥; como ¥;(p) = (P(p), ¢;(p)) para todo p € P~1(V}),
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onde ¥;(p-g) = ¥j(p)g para todop € P~ e g € G. Suponha i,j € J e V;NV; # (). Entao,
para qualquer x € V;NV;, ¥;(p)(¢;(p)) " tem o mesmo valor para todo p € P~*(z). Logo,

podemos definir,

9ij : VinV; = G por g(x) = (¥;(p))(wi(p)) " (2.3.7)

para qualquer p € P~!(z). Estas aplicagoes sdo suaves e sdo chamadas aplicagdes de
transigdo de G < P 5 X correspondendo a {(V;,9,)}jes. Elas satisfazem as seguintes

condicoes

gii(r) = e
9ii(@) = (g5(x)) ™" (2.3.8)
grj(x)g;i(z) = gri(z) condicao de cociclo

sempre que i, j,k € J e V;NV; NV, # (. Uma se¢ado transversal local de G — P 5
X definida num aberto V' C X é uma aplicagdo suave s : V — P~1(V) que satisfaz
P os = idy, ie., é uma secdo suave de um elemento de cada fibra acima de V. Uma
secdo transversal s determina uma trivializagao (V¥), onde ¥ : P~(V) — V x G dada

por U(s(x)-g) = (z,g). Provemos isso. ¥ claramente é uma bijegao e U(s(z) - g) =
(P(s(x) - 9), ¢(s(x) - 9)), onde 9(s(z) - g) = g Entao

Y((s(x)-9)-g) =(s(x)-99') = 99" = Y(s(x) - 9)g'

ou seja, Y(p-g') = ¥(p)g para todo p € P~1(V) e todo ¢’ € G. Precisamos somente

mostrar que ¥ e U~! sdo continuas. Agora ¥(x,g) = s(z) - g, que é a composi¢ao

(x,9) = (s(x), 9) = s(x) - g

portanto é continua. Finalmente, a continuidade de ¥ vem da continuidade de v :
P~YV) — G. Para todo p = s(z) - g em P~ HV), ¥(p) = ¥(s(x) - g) = g. Escolha
uma trivializagdo (V/,¥’) em P(p) com V' = (P,v’). Entao

() =¥ ((seP)-g) = (¥ os0P)(p))g

entdo g = '(p)((¢¥' 0 s0P)(p))~' = 1 (p), de onde a continuidade de v segue. Reciproca-
mente, uma trivializagio local determina uma segdo transversal s : V' — P~1(V) definida
por s(z) = U~ l(z, e). Esta correspondéncia entre trivializagoes e segoes transversais ¢
biunicova.

Como exemplo concreto desses dois conceitos consideramos o fibrado Sp(1) < S7 A
HP' e sua cobertura trivializante {(Vj, Uy)}r10. Assim, Vi = {z = [¢', ¢?] € HP'; ¢! #
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0}, Va = {z = [¢",¢%] € HP';¢* # 0} , ¢u(p) = ¥i(q", %) = ¢'/la'| e ¥r(p) = ¥2(¢",¢%) =
q*?/|¢*| entdo as aplicagoes de transigao gio, go1 : Vi N Vo — Sp(1) sao dadas por

gi2(7) = g2(la’, °]) = (¢ /la" D(@*/Ig*)) ! (2.3.9)

g2 (@) = ga(ld", &) = (@*/|*))(a" /la']) "

As inversas U; ' : Vi, x Sp(1) — P~1(V,), k = 1,2 sdo dadas por
Vit(le' a)y) = (Ig'ly, ¢*(a'/1a']) " 'y) € ST C P (2.3.10)

U3 (ld" ¢ y) = (¢"(¢®/1d*]) 'y, |dly) € ST C H?

Entdo as secoes transversais (candnicas) associadas sy, : Vi, — P~1(V4), k = 1,2 sdo

si(z) = s1(l¢", ¢°]) = (la'], ¢*(a"/1¢') ™)
sa(x) = s2(lq" %)) = (¢ (/1)) |°))

Vale a pena observar que V; e V5 também séo as vizinhancas coordenadas em HP* (chama-

(2.3.11)

das U; e U, no exemplo #3 pag 9 e os difeomorfismos correspondentes ¢y, : V,, — H = R*
sao
) = L) = @(gH) !
(@) =y(ld" ¢°]) = ¢ (q)1 o (23.12)
pa(2) = pa(ld", ¢°]) = ¢' (%)

Suas inversas sdo 07 (¢) = [1,q] e v3'(¢) = [g,1] entdo as funcdes de transicao sio

w200 (@) =q"" =pi1o9r'(q) (2.3.13)
para todo ¢ € H — {0}. O mesmo vale para U(1) — $3 5 CP',

Sejam G — P, L\ XieG— B Lic X, dois G-fibrados principais sobre X; e X,
respectivamente. Por conveniéncia defina as agoes de G sobre P; e P, pelo mesmo ponto
“.” Uma aplicagao fibrado (principal) de P, em P, é uma aplicagao suave f : P, — P,
que comuta com a acao f(p-g) = f(p) - g para todo P e g € G. Esta f leva cada fibra
de P; difeomorficamente em alguma fibra de Ps e consequentemente induz uma aplicagao
suave f : X1 — X, definida por Pyo f = fo Pi. Se Xy = X; = X, entao a aplicacao
fibrado f : P, — P, é uma equivaléncia se ¢ um difeomorfismo e induz a aplicagao
identidade em X, i.e., f = idy. Neste caso os fibrados G < P, AxXea P B X
sdo equivalentes. Segue, portanto, que f~! : P, — P; também é uma equivaléncia. Se
G — P 5 X 6 um tnico G-fibrado sobre X , entdo uma equivaléncia f : P — P ¢é
chamada automorfismo do fibrado. Um G-fibrado principal sobre X ¢é dito ser trivial
se é equivalente ao G-fibrado trvial G — X x G — X. Este é o caso se, e somente se, 0
fibrado possui uma trivializacao global e isto, por sua vez, é o caso se, e somente se,
o fibrado possui uma seg¢ao transversal global s : X — P. Determinar se um fibrado
principal é ou nao trivial ndo é uma tarefa facil em geral. Qualquer G-fibrado principal

sobre uma variedade X é necessariamente trivial.
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Registramos em seguida versdes suaves de alguns resultados feitos em um contexto
topoldgico (i.e., para fibrados principais de classe C°) o primeiro e encontra no capitulo
4, secao 3 de [Nabl0], o segundo esta no capitulo 4, segdo 4 de [Nabl0]. Estender estes
resultados para fibrados principais suaves esta fora do escopo deste trabalho e pode ser
encontrado na Sec¢ao 3.2 de [Nab11].

Teorema 2.3.1. (Teorema de Reconstrugdo) Sejam X uma variedade diferencidvel,
G um grupo de Lie e {V;};c; uma cobertura aberta de X. Suponha que, para cada i,j € J
com V;N'V; # 0, existe uma aplicagio suave g;; = V; N V; — G e que estas aplicagoes

possuam. as sequintes propriedades se V; N V; N Vy # 0, entao

9 () g5i(x) = gra() (2.3.14)
para todo x € V;NV;NV}. Entao existe um G-fibrado principal sobre X, inico a menos de
equivaléncia, que possui os V;, j € J, como vizinhangas trivializantes e g;; como aplicagoes

correspondentes de transicao.

Teorema 2.3.2. (Teorema de Classificag¢dao): Seja G um grupo de Lie conezo. Entdo
o conjunto de classes de equivaléncias dos G-fibrados principais sobre S™, n > 2, estd em

correspondéncia biunivoca com os elementos do grupo de homotopia T, 1(G).}

Como exemplo, citamos os U(1)-fibrados principais sobre S? que estdo em corres-
pondéncia biunivoca com os elementos de 7 (U(1)) = m(S?) = Z. Analogamente, os
Sp(1)-fibrados principais sobre S* estao em correpondéncia biunivoca com os elementos
de m3(Sp(2)) = m3(S?) 2 Z.

Num fibrado principal suave G — X x G "X qualquer as fibras P~1(z), r € X, sdo
subvariedades de P difeomorfas a G, entao, para cada p € P, T,(P) contém um subespago
isomorfo a algebra de Lie g de G (todos os vetores tangentes em p as curvas suaves na fibra
contendo p). Chamamos este subespaco de subespago vertical de 7,(P) e o denotamos
por Vert,(P). Os elementos de Vert,(P) sdo chamados vetores verticais em p. A agdo o
de G sobre P proporciona uma maneira natural de identificar cada Vert,(P) com g. Para
isto, fixamos um elemento A € g (pensado como um conjunto de matrizes). Associamos
com A um campo vetorial A* em P, chamado campo vetorial fundamental em P
determinado por A, da seguinte forma: Para cada p € P a aplicacao o, : G — P definida
por o,(9) = o(p,g) = p- g é suave e portanto possui uma derivada (o,).q na identidade.

Entao,

A¥ = ()alA) = S0 expltA))| (2:3.15)

A aplicacdo A — A% (p) é um isomorfismo de g sobre Vert,(P). De fato, A#(p) é o vetor

velocidade da curva t +— p - exp(tA) em t = 0. A#(p) é um vetor vertical em p para
1

As defini¢oes de grupo de homotopia estao além do escopo deste trabalho, e recomendamos o capitulo
2 do livro texto usado [Nab10] para maiores detalhes.
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cada A € g. Logo se fixarmos p, a aplicacio A — A#(p) é uma aplicacdo linear de g
em Vert,(P). Como a agdo o é livre A # 0 implica A% (p) # 0, i.e., A — A# & injetiva.
Finalmente, como dim g = dim Vert,(P), esta aplicagao é, de fato, um isomorfismo. Além

disso, para quaisquer A, B € g,

[A, B]* = [A*, B¥| (2.3.16)

(Teorema 5.8.8 [Nab10]) e, para todo g € G,

(0).(A%) = (ady-1 (A))* (2.3.17)

2.4 Conexoes e Curvatura

- o P < )
Uma conexao em um fibrado principal G — P — X com a¢do ¢ é uma l-forma w

em P com valores em g que satisfaz

1. (04)*w = ad,—1 o w, para todo g € G, i.e., para todo g € G, p€ Pev € T, ,1(P),

Wy ((0g)apg—1 (V) = g wpg-1(V)g (24.1)

2. w(A#) = A paratodo A€gepec P,

wy(A*(p)) = A (2.4.2)

Uma secdo transversal s : V. — P~1(V) local do fibrado é chamada calibre local e o
pullback A = s*w de w para V' C X por s é chamado potencial de calibre local. Se
{(V;,¥,)},es é uma cobertura trivializante de X e s; : V; — P71(V}) é a segao transversal

associada a (Vj, ¥;) entdo a familia {.A; = sjw} de potenciais de calibre locais satisfazem

A = adgi_]; oA +g;;© (2.4.3)

para todo i, j € J com V;NV; # 0, onde g;; é a aplicagao de transigao correspondente e © ¢
a 1-forma de Cartan para G (Lema 5.9.2, [Nab10]). Reciprocamente, dada uma cobertura
trivializante {(V;, ¥;)},es de algum fibrado principal G — P 2 X e uma 1-forma A;
em V; com valores em g, para cada j € J com A; e A; relacionados como em (2.4.3)
sempre que V; NV, # (), existe uma tnica forma de conexdo w em P tal que A; = siw
para cada j € J (Teorema 6.1.1 [Nab10]). As 1-formas g;;© em V; N V; sdo facilmente
calculadas quando G é um grupo de Lie de matrizes, e assim, é possivel mostrar que para
cada z € V; NV, e qualquer v € T,(X), (95,0)(v) = (gij())~ 'dgi(x)(v), onde dg;; é a
diferencial ponto a ponto de g;; : V; N'V; = G. Dessa forma (2.4.3) pode ser escrita como

A; = g5 Aigij + g3 dgi; (2.4.4)
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Dada uma forma de conexdo w em P definimos, para cada p € P, o subespaco
horizontal Hor,(P) de T),(P) por

Hor,(P) = {v € T,(p); w,(v) = 0} (2.4.5)

Entao

T,(P) = Vert,(P) & Hor,(P)

de modo que todo v € T,(P) pode ser escrito de maneira tnica como v = vV + v
onde vV € Vert,(P) e v¥ € Hor,(P). De maneira andloga, um campo vetorial V em P
pode ser escrito como V. = VY + V# onde VV e V sdo suaves e, para cada p € P,
VV(p) € Vert,(P) e V¥ € Hor,(P). Se p € P e P(p) = z, entao P, leva Hor,(P)
isomorficamente sobre T, (X). Além disso, os subespagos horizontais sdo invariantes em

relacdo a acdo de GG sobre P no sentido de que

(04)sp(Hory(P)) = Horp.4(P) (2.4.6)

para todo p € P e g € G. Para vermos isso, observamos primeiramente que se v €
Hor,(P), entao por (2.4.1)

Wpg((09)ep(V)) = Wpg((g) (pg)-g-1 (V) = adg—1(wp(v)) = ady-1(0) = 0
Entao (o).« (Hor,(P)) C Horp(P). Seja agora w € Horp.,(P) qualquer. Como (o).
¢ um isomorfismo (o, é um difeomorfismo) existe um v € T,(P) com (0,).,(Vv) = w.

Precisamos mostrar que v € Hor,(P). Ora,

wp(V) = wy((04-1)pg(W)) = ady(wp.4(W)) = ady(0) =0

e fica provada (2.4.6). Se a dim X = n entdo a aplica¢do p — Hor,(P) é um exemplo de
uma distribuicao suave de dimensao n em P e, além disso, qualquer distribuicao suave de
dimensao n, p — D(p) em P satisfaz T,,(P) = D(p) & Vert,(P) e (g4).(D(p)) =D(p - 9)
para todo p € P e g € G é a distribui¢ao de subespagos horizontais para alguma forma de
conexao em P. Em geral, uma conexao em G — P 5 X ¢ definida em qualquer uma das
trés maneiras equivalentes descritas acima: uma 1-forma com valores em g, uma colecao
de potenciais de calibre locais, ou uma distribuicao de subespagos horizontais.

Uma conexao permite fazer um “procedimento de levantamento de caminho” de X
a P e consequentemente nos dé nogoes de “transporte paralelo” e “holonomia”. Mais

especificamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.4.1. Sejam P : P — X um G-fibrado principal suave sobre X e w uma
forma de conexdo em P. Seja « : [0,1] — X uma curva suave em X com «(0) = zg e

seja py € P~Y(xo). Entdo existe uma tnica curva & : [0,1] — P tal que
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1. ONK(O) = Po,
2. Poa(t) = alt), para todo t € [0,1],
8. &/(t) € Horgw), para todo t € [0, 1].

A nivel de visualizagao o Teorema 2.4.1 se resume na Figura 2.2, onde P : P — X é
um G-fibrado principal, dimG =1 e dim X = 2.

P~ (xo)

X

Figura 2.2 — Levantamento de caminho.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Em particular, se (1) = z1, entdo d,, (1) € P~(z1) e podemos definir uma aplicagio

T : P Hz0) = P (1) (2.4.7)

chamada transporte paralelo ao longo de « determinada por w, pondo 7,(py) =
dyp, (1) para cada py € P~ '(xg). Caso ryp = z; (ou seja, @ seja um caminho fechado),
entdo 7, : P~ (zg) — P~!(xg). Como G age transitivamente nas fibras de P, para cada
po € P~ (xp) existe um tinico g € G tal que 7,(py) = po - g. Deixando py fixo e permitindo
« variar sobre todos os caminhos fechados suaves em xy em X obtém-se um subconjunto
H(po) € G que consiste de todos os g € G tais que py é transladado paralelamente
para pg - g sobre algum caminho fechado em z. Mais ainda, H(pg) é um subgrupo de G
chamado grupo de holonomia de w em py. Registramos alguns exemplos importantes

de conexoes em fibrados principais.

1.(Conexdes flat em fibrados triviais) Sejam X uma variedade diferenciavel, G um
grupo de Lie de matrizes qualquer, e G — X x G £ X o G-fibrado trivial correspondente.
Seja © a 1-forma de Cartan em G e defina uma 1-forma em X x G com valores em g

pondo w = 70, onde 7 : X x G — G é a projecao sobre GG. Entdo w é uma forma de
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conexao em X x G cujo subespago horizontal Hor, 4 (X x G) em (z,9) € X x G é o
espago tangente a subvariedade X x {g} em (z, g).
2.(Conexao natural no fibrado de Hopf complexo) Consideramos o U(1)-fibrado prin-

cipal

U(1) — $* 5 cp! (2.4.8)

(Entdo estamos no caso n = 2 de (2.3.5)). Consideramos S* como uma subvariedade de
C? consistindo de todos os pontos (z', 2%) € C? tais que |2'[* + |2%|*> = 1 e identificamos
a algebra de Lie de U(1) com a algebra ImC dos ntimeros complexos imaginarios puros.

Definimos uma 1-forma & em C? com valores em ImC por

@ =i Im(Z'dz"' + 22dz?) (2.4.9)

Logo, para cada p = (p*,p?) € C* e v = (v',v?) € T,(C*) X T, (C) x T,2(C) 2 C x C

@ =1iIm(p'o' + p*v?)

Agora seja w a restricio de @ a S3, ou seja, w = 1*@, onde ¢ : S* — C? é a aplicacio
inclusdo. Entdo w é uma forma de conexdo em U(1) < 53 B CP' (a prova disso serd dada
neste trabalho para o caso do fibrado quatérnio no Capitulo 3). Para cada p = (p',p?) €
S3, Vert,(5®) é o espago tangente a fibra de P contendo p e isto é um subespago de
dimenséo 1 de T,(S?) pois essa fibra ¢ difeomorfa a S*. O subespago horizontal Hor,(S?)
determinado por w é a parte do complemento ortogonal real de Vert,(5®) em C* = R* que
vive em T},(S%) (a prova é idéntica ao caso quatérnio e serd dada neste trabalho). E possivel
calcular os pontenciais de calibre sjw, k = 1, 2, para as se¢oes transversais correspondentes
as trivializagoes (Vi, ¥y), k = 1,2. Vamos mostrar agora a relacado que esta conexao tem
com o monopélo de Dirac. Considere U(1) — 5% 5 CP' (aqui identificamos CP' com
S%). O difeomorfismo

(21, 2% = (2122 + 2122, —izt e |21 — 122 (2.4.10)

de CP! sobre S? identifica V; e V, com Uy e Ug, respectivamente, e nestes conjuntos temos
as secdes transversais canonicas sy : Uy — Py (Uy) e ss : Us — Py *(Us). Descrevemos
agora os potenciais Ay = syw e Ag = siw em termos de coordenadas esféricas ¢ e 6 em
S2. Queremos (sy o p H)*w e (sg0 ¢ 1)*w, onde ¢ é uma carta de coordenada esférica

em S? dada por

0 (¢,0) = (sin ¢ cosh,sin ¢sin b, cos ¢) (2.4.11)

Facamos o calculo escrevendo



2.4. Conezies e Curvatura 69

w=0"® = (i Im(z'dz" + 7%dz?))
=i (Im(z dz" + 7%dz?))
= i*(—2?dx' 4 2de? — 2tda® + 2Pda?)

onde z! = 2! + 2%i e 22 = 23 + 2, assim,

(syop N'w=1i(tosyop ) (—2?dx! + z'da? — 2*d2® + 23da?) (2.4.12)
Mas

(tosy o H)(¢,0) =10 sy(singcosf,sin ¢sin b, cos @)

= cos?,O,sin?cose,—Sin?sine
2 2 2
Um céalculo mostra que
—1\* 1 .
(syop )w= —51(1 — cos ¢)db (2.4.13)
Analogamente,
—1\* 1 .
(ssop w= 51(1 + cos ¢)do (2.4.14)

- P , . ) )
A curvatura €2 de uma conexao w em G — P — X é sua derivada covariante exterior

definida de modo que dw aja somente nas partes horizontais, i.e., para cada p € P e todos
v, w, € T,(P) define-se

Q,(v,w) = (dw),(v", w) (2.4.15)
A Equagao Estrutural de Cartan (Teorema 6.2.1, [Nab10]) afirma que

1
Q=dw+ i[w,w] (2.4.16)
onde usamos [w, n] para denotar o produto exterior w A, n no qual p: g x g — g é dado
pelo colchete de Lie (p(A, B) = [4, B)).
Se s : V — P~ 1(V) é uma segdo transversal local, entdo o pullback s*Q é chamado
intensidade de campo local e denotado por F. Escrevendo A = s*w e F = s*Q a

Equacao estrutural de Cartan torna-se

1
F=dA+ A A (2.4.17)
Ses;: V; = P 1(V;)es;: Vi = P1(V;) sdo duas segoes transversais com V;NV; # 0 e
se g;; - V;NV; — G é a funcao de transicao que relaciona as trivializacoes correspondentes,

entdo s;(z) = s;(x) - gij(z) para cada x € V;NV; e, como A; = g,;" Aig;; + g;; dgi;, temos

Fj =95 Figij (2.4.18)
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Registramos alguns exemplos.

1. (Conexoes flat em fibrados triviais) Sejam G — X x G % X um fibrado trivial, ©®
a 1-forma de Cartan em G e 7 : X X G — G a projecdo. Como no exemplo #1 pag. 36,

w = 70 é uma forma de conexdo em X x G. As equagoes de Maurer-Cartan (2.2.10)

nos dao
dw = d(7*®) = 7" (dO®)
1
_ (—[@, @]) — @, 70
1
= _§[w7w]
Logo
1
Q=dw+ E[w,w] =0 (2.4.19)

Portanto, estas conexdes possuem esse nome “flat” por terem curvatura identicamente
zZero.

2. (Conezao Natural no Fibrado Complezo de Hopf) Conexoes w em fibrados U(1) —
PEx possuem propriedades especiais e fazemos uma discussao de algumas delas. Iden-
tificamos a dlgebra de Lie u(1) com a dlgebra ImC dos complexos imaginérios puros.
Como u(1) tem dimensao 1, todos os colchetes se anulam de modo que a curvatura €2 de

qualquer conexao coincide com sua derivada exterior

Q = dw (2.4.20)

Se s: V — P~YV) é qualquer se¢do transversal, entdo podemos escrever o potencial de

calibre A = s*w e intensidade de campo F = s*Q como

A= —iA
(2.4.21)
F=dA=—idA = —iF

onde A ¢ F sao formas em V' com valores reais (o sinal negativo é convencional). Se
s; Vi = P HV;) esi: Vi — P YV;) sao duas segoes transversais com V; N'V; # 0 e se

gij - V;NV; = U(1) é a fungdo de transicao correspondente, entao
A; = g5 Aigij + 955 dgi; = Ai + g5 dgi, (2.4.22)

Fi=g; Figy = Fi (2.4.23)

em V; NV, pois U(1) é Abeliano. Em particular, as intensidades de campo locais podem
ser coladas juntas e ddo uma intensidade de campo F definida globalmente em X. Isto

ocorre pois U(1) é Abeliano, fato que geralmente ndo ocorre no caso em que o grupo que
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age sobre P nao ¢ abeliano. Como g;; é uma aplicagdo sobre U(1), pode ser escrita como

gij(z) = M) para alguma funcio de valores reais A em V; N'V;. Entao

g9;;'dgi; = e M (—idA) = —idA
entao A; = A, — idA, ou seja,

A=A, +dA (2.4.24)

a qual é a forma tradicional da relagao entre dois “vetores potenciais”.
Agora voltemos para o caso da conexao natural w do fibrado de Hopf complexo U(1) <
5% 5 CP'. Identificamos CP' com 52 e obtemos U(1) = $* 5 52 e os potenciais locais

de calibre Ay e Ag, em coordenadas esféricas, sao dados por

Ay = —li(l — cos ¢)db
. (2.4.25)
Ag = §i(1 + cos ¢)do

Cada um possui a propriedade de que, em seus respectivos dominios, a intensidade de

campo é dada por

1
F = —isinédo A do (2.4.26)
(basta calcular dAy e dAg).



3 Potenciais BPST instantons e suas Inten-

sidades de Campo

Neste capitulo faremos o calculo dos chamados potenciais BPST instantons que na li-
teratura fisica apareceram primeiramente como solugoes das equagoes de Yang-Mills (ver
Apéndice C para a derivagao destas equagoes) no trabalho de Belavin, Polyakov, Schwartz
e Tyupkin [BPST75] em 1975, os quais foram inicialmente chamados de pseudoparti-
culas. Na literatura moderna, é mais comum referir-se aos mesmos e também a conexao
natural w dos quais estes potenciais surgem e determinam unicamente (ver primeiro e
segundo paragrafos da Secao 2.4 Capitulo 1) como instantons. Mostraremos que estes
potenciais sao solugoes das equacoes de Yang-Mills, apresentando-as como solucoes de
equagoes relativamente mais simples no Capitulo 4. Encontramos estes potenciais por um
caminho diferente, através do célculo de uma 1-forma candénica de Cartan em Sp(2), ob-
temos entdo a conexdo natural w do fibrado de Hopf quatérnio S® < S7 — S* e através
do pullback de w por secoes transversais canonicas chegamos nos potenciais anunciados.
Na tultima secao calculamos explicitamente as intensidades de campo associadas a es-
tes potenciais através do Teorema 3.3.1 e da Equacao Estrutural de Cartan. Usaremos

principalmente [Nab10] como referéncia neste capitulo.

3.1 Calculo dos Potenciais BPST instantons

Uma 1-forma de Cartan para GL(n,H) pode ser identificada em cada g € GL(n,H)

com o produto de matrizes g~'dg onde dq é dada por

dqll dqln

onde dg” = dz¥ +dyYi+du”j+dvk, para i, j = il,...n. A 1-forma de Cartan para H =
Sp(n) é a restrigio de Og(g) = g 'dg a Sp(n) ond G = GL(2,H), i.e., O (g) = 1*O¢(g),
onde ¢ : Sp(n) — GL(n,H). Fagamos o calculo da 1-forma de Cartan para Sp(2). Para

cada g = (Q ?) € G = GL(2,H), Og(g) ¢ dada por g~'dg. Agora se g € Sp(2) entao
8

vale g7! = g7 e g' g = id. Em particular, @a + 3y = 1. Com isso temos
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. a ,7 dqll dql2
g dg=1\. < 21 22
B o) \dg* dq

B (a dg'' + 7 dg® @ dg? +7 dq22)

B dqll + 5 dq21 B dq12 + 5 dq22
Qualquer elemento de T, (Sp(2)) pode ser escrito como 7/(0), onde 7 é uma curva suave
em Sp(2) tal que 7(0) = g. Ora, t,,(1'(0)) = (. 0n)’'(0) onde
(vom)(t) = (qn((wn)(t)) q12<<wn><t>>) _ (a<t> ﬁ(t))
¢ ((con)(t)) q*((eon)(t))

a'(0)a(0) + a(0)a’(0) +7(0)y

Além disso, o'(0) = dq'! (+4(n'(0))) e 7'(0) = dg* (1. (1(0))), logo,

Re(a dg" (t4(17(0))) + 7 dg* (14 (0 (0)))) = Re(aa’(0) +47/(0)) = 0
Concluimos que @ dg¢** + 7 dg** é imaginério puro em t.,(1/(0)). Mostramos, portanto,
que a entrada-11 da 1-forma de Cartan de Sp(2) ¢ a restricio de Im(q'*dq'" + ¢*'d¢?!) a
Sp(2), onde ¢'(g) = a e ¢*'(g) = . Uma abordagem andloga mostra que a entrada-11 da
1-forma de Cartan O¢(g) de SU(2) é a restrigdo a SU(2) de i vezes Im (211 dz" 4 221 dz?!).
Introduzindo-se coordenadas reais (z!, 22, 23, 21) = (2!, y!!, 22!, y*') em C? obtemos uma
1-forma em R* que pode ser restrita a S? e fazendo o pullback para S? por meio das secoes
transversais do fibrado de Hopf complexo S' — S3 — S? caracterizamos o monopdlo de
Dirac. Analogamente, introduzimos coordenadas reais (z!...,z%) = (z!,... v*) em H?
e isso nos d4 uma 1-forma sobre R® que pode ser restrita a S”. Além disso, temos o fibrado
de Hopf quatérnio S — S7 — S* que nos permite, através do pullback desta 1-forma
para S*, caracterizar as solucdes BPST instantons das equacoes de Yang-Mills.

As contas deste trabalho sao feitas todas em termos da estrutura dos nimeros qua-
térnios. Logo, identificamos S” com o subconjunto de H? dado por S7 = {(q¢',¢?) €
HZ |¢' ] + |¢*|*> = 1}, e S* com HP'.

A aplicacdo de Hopf serd a projecdo P : S” — HP!. Mais ainda, mostramos que

Sp(1)
de maneira explicita, a saber, o homeomorfismo ¢ : SP(2)/Sp(1) — S” ¢ dado por

a B

p(lg]) = (a,7),  onde g= ( ) € Sp(2)
v 0
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Suprindo Sp(2)/Sp(1) com a estrutura diferencidvel (definigdo pag. 27) que faz com que ¢
seja um difeomorfismo, podemos identificar S” com Sp(2)/Sp(1) também como variedades
diferenciaveis. Uma observacio importante é que a entrada-11 Im(g''dq" + ¢*'d¢?!) da
1-forma de Cartan para Sp(2) depende apenas das entradas-11 e -21 em Sp(2), ou seja,

a e 7, e desta forma, o mesmo é véalido para cada ponto da classe lateral [g] = gSp(1) =

a Ba
{( ? ) ca € H, |a| = 1}. Assim, esta 1-forma descende naturalmente para uma 1-
v da

forma no quociente Sp(2)/Sp(1), e consequentemente, para S” via .

Agora, colocamos na mesa a notacio requerida de forma sucinta. S” = {(¢!,¢?) €
H2; ¢ 2+ |¢?|* = 1} e ¢ : ST — H? é a aplicagao inclusdao. A acido usual & direita de Sp(1)
em S7 ¢

o((d".4*).9) = (¢".4*) - 9 = (¢'9,4°9)
Identificamos a algebra de Lie sp(1) de Sp(1) com ImH (ver (2.2.14) e (2.2.16)) e o fibrado
de Hopf quatérinio com Sp(1) — S7 5 HP', onde P(¢*, ¢?) = [¢*, ¢?] € HP' = $%. As

trivializagoes (Vj, Uy) para este fibrado sao dadas por:

Vi = {z = [¢", ¢*] € HP'; ¢" # 0}
e Uy, : P7H(Vi) = Vi x Sp(1) é dada por Wi(p) = (P(p), ¥r(p)), onde
vi(p) = 1 I7'¢"
As inversas @, = U1 : Vj, x Sp(1) — P~1(V}) sdo dadas por

®1([¢", ¢’ y) = (' lv. (") ' y)
5 ([q", %), y) = (¢"(®) ||y |d°[y)

entao as fungoes de transigao sao gi2, go1 : V1 N Vo — Sp(1) sé@o

g12(z) = gi2(la', %)) = 1" 7'¢"(¢*) 7 a®| e gra(z) = (gra(2)) ™"
as secdes transversais canonicas s : V, — S7 associadas com essas trivializacoes sao
si(@) = s1([¢", ) = (lg'],¢*(a") 7 g']) e s2(2) = s2((a", ¢°]) = (¢"(¢*)7"e?]. |¢?])- Aqui
Vi e Vi sdo vizinhancas coordenadas em HP'. Os difeormorfismos op : Vi — H = R?
correspondentes a estas vizinhangas sio dados por ¢1([¢%, ¢%]) = ¢*(¢*) ! e v1([¢4, ¢%]) =
¢*(¢>)! cujas inversas sdo @7 '(q) = [1,q] e 3! = [¢,1] de tal modo que as aplicacoes de
transicao sao
P20 (q) =q " =109y (g)

para todo ¢ € H — {0}. Como em geral, [1,q] e [¢, 1] ndo pertencem a S” usaremos a

seguinte descricio equivalente de o7 ' e ;.

o' (a) = [(1+ 1g?) 7, (1 + 1g?) 2]

’1 ) (3.1.1)
031 (q) = [a(1+ g2, (1 + |g*)~2]
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Aplicando s; a 7 *(q) e 52 a 3 *(¢) obtemos

B 1

(s10¢1)(q) = ——=(1,0)
Vitld (3.1.2)

1

510 Q5" = —(q,1
(51093 )(q) W(q)

A 1-forma em S7 com valores em ImH de nosso interesse ¢ obtida da seguinte maneira.
Defina @ em H? pondo @ = Im(g'dq" + ¢*dg®) e entdo, tome w sendo a restricio de @ a
ST, ou seja, w = 1*(@). Logo , para todo p € S7 e todo v € T,,(S7),

wp(V) = @ip) (Lp(V))

Deixando de escrever as inclusdes e escrevendo p = (p',p?) € STev = (v!,v?) € T,,(S7) C
T,(H) = Tn (H) x T,2(H) segue que
wy(v) =1Im(q'dg" + ¢*dg”)(p", p*) (v', v*)

o O (3.1.3)
=Im(p'dq (v',v") + p°dg°(v',v?))

Usamos o isomorfismo canénico (Exemplo 1 - pag.7) para identificar V com T,(V).

i 0
oq*
p

Voltando a (3.1.3) temos que pelo Teorema (2.2.1) podemos escrever v = v , onde

v’ = v(q"). Como dg'(1) é o dual de 5; temos que dq'(v) = dg'(v!,v?) = v’, onde v’ é o
p

elemento de H que corresponde a v* € T,(S7) através do isomorfismo candnico. Podemos,
entdo, identificar v € T),(S7) com o par (v!,v?) € H de tal forma que (3.1.3) fica

wy(V) = wipr o) (v, 0%) = Im(p'o' + p*v?) (3.1.4)

Mostraremos que a 1-forma w,(v) = Im(p'v! 4+ p*v?) é uma conexdo. Primeiro, afir-
mamos que se v = (v',v?) € T}, ,-1(S7) entdo (0y).pg-1(v) = (v'g,v?g). De fato, conside-
ramos o difeomorfismo o, : S — S7 dado por s,(p) = p- g e vemos que o,(p- g~ ') = p.

Entao pelo Coroloréario 2.2.1 existe uma curva suave « tal que

(09)spg=1 (V) = (0g)upg=1(/(0)) = (a4 © @)'(0)

Mas (o, 0 a)(t) = 04(a(t)) = a(t) - g. Portanto,

(gg0a)(0)=d/(0)-g=v-g=(v'v")-g=(v'g,vg)

como queriamos. Por outro lado,

W, g1 (v) = Im((ptg~1)v* + (p2g~1)v?)
=Im(g~"p'v" + g7 'p"0?)

= Im(gp'v' + gp*v?)
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pois g € Sp(1) implica que g~ = g. Logo,

ady-1 (Wpg-1(V)) = g wye-1(V)g = g7 Im(gp'v’ + gpv?)g
Agora, afirmamos que para todo g € Sp(1) e h € H, tem-se ¢g~'(Im h)g = Im(g'hg).
Para isso, escrevemos ¢ = ¢° + g'i + ¢*j + ¢’k e h = 2% + 2'i + 2%j + 2°k. Entdo
g l=9=¢"—g¢'i—¢* — ¢’k e Im h = 2'i + 22j + 23k implica que

g(m h)g = [y°g" +y'¢° + y°¢° — v’ ¢*i
+ 0" + v + vt — ']
+ 1’9" +v* " + v’ — 'k
onde ¢° = [g'z! + g 227 + g°2°], y' = [g%2' — g%® + g%2%, o2 = [¢"2? — g’z + g7,
y? = [¢°z® — g'a® + ¢g*z']. Por outro lado,

Im(ghg) = [5°9" +5'¢" +5°9° — 59"}

+'" + 7 + 79— 79l

+' + 7"+ - g Ik
onde §° = [¢%2° + 'zt + g 207 + 2%, G = [g°%" — g'a® — %P + gBa?], P = [¢°a® —
g’ — g@at + g'2?], 77 = [¢%3 — ¢*2° — g'x? + g?2']. Comparando-se ambas igualdades,

vé-se que, de fato, vale g71(Im h)g = Im(g'hg). Portanto,

ady-1(wp.g-1(v)) = g7 Im(gp'v" + gp*v*)g

= Im(p'v'g + p*v’g)

= wp((0g)epg-1(V))
E temos (1). Para mostrar que w age trivialmente em campos vetoriais fundamentais,
tomamos A € sp(1) = ImH e A% = o(A) o campo vetorial fundamental em S” deter-
minado por A. Entdo w(A#) é uma fungdo definida em S7 com valores em ImH por
w(A#)(p) = w,(A*(p)), para cada p € S7. Ora, A* é o vetor velocidade em t = 0 da
curva a,(t) = (p' - exp(tA),p? - exp(tA)) e por (2.2.5) isto é apenas (p' A, p*A). Portanto,

w(A®) = Im(p'p' A + p°p* A)
= Im ((|p** + [p°*) 4)
=Im(A)=A
pois p € S”T e A € ImH.
Nosso interesse em conexoes foi originalmente motivado pela sugestao de que esta
estrutura proporciona um procedimento de levantamento de caminho tnico pelo qual
pode-se obter o registro da evolugao do estado interno de uma particula (e.g. fase, isospin)

na medida que atravessa o campo estabelecido por uma outra particula (e.g., campo

eletromagnético de um monopdlo).
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A distribuicao horizontal de vetores proporciona uma maneira geométrica de visua-
lizarmos uma conexao em um fibrado. Vejamos como isso se da no caso de (3.2.4), ou
seja, numa conexao do fibrado de Hopf Sp(1) — S7 — HP'. E facil verificar que para
p,v € H = R* o produto interno usual real é dado por (p,v) = Re(pv), e disso, po-
demos concluir que para (p',p?), (v',v?) € H 2 = RS, o produto interno usual real é
((p',p?), (v}, v?)) = Re(p'v! + p?v?). Agora, suponha p = (p',p?) € ST C H? e consi-
dere Vert,(S7). Este ¢ o espago tangente & fibra de P contendo (p', p?). Como a fibra é

{(p'9.p%9); 9 € Sp(1)}, entdo

Vertp ,2)(S7) = {(p'a, p®a);a € sp(1) = ImH}

Calculemos agora o complemento ortogonal de Vert, ,2y(S7) em R®. Ora, v = (v',0?)
pertence ao complemento ortogonal se, e somente se, para todo a € ImH, tem-se que
((p'a,p*a), (vt,v?)) = 0. Pelo que dissemos anteriormente este é o caso se, e somente se,
Re(plav! + p2av?) = 0. Mostraremos que este é o caso se, e somente se, p'v' + p*v? é real,
ou seja, se, e somente se, Im(p'v! +p?v?) = 0. De fato, suponha que Re(plavt +p2av?) = 0,
entdao do fato de a € Im(H) e pelas propriedades de nimeros quatérnios (ver Apéndice
A) temos

plav' + p2av® = ap'o' + ap*v?

=a(p'v' +p"’)
mas 0 = Re(a(p'v'+p*0v?)) = (a, p'v'+p?v?) para todo a € ImH, logo Im(p*v!+p?v?) = 0.
A reciproca é ¢bvia. Logo W,(v) = Im(p'v' + p?v?) = 0, e temos que o niicleo de w é
exatamente o complemento ortogonal de Vert,(S7) em R®. Como a conexdo w do fibrado

de Hopf é apenas a restricio de w & S”, seus subespacos horizontais sao

Hor,(S7) = T,(S") Nker @, (3.1.5)

Com isso vemos que w surge, na verdade, de maneira natural da estrutura do fibrado de
Hopf (e do modo que S” se encontra em R®) e pontanto é chamada de conexao natural
de 3 — ST — 54,

Estamos interessados, particularmente, no pullback desta conexdo para HP! 22 S* por
meio das se¢des transversais do fibrado de Hopf Sp(1) — ST — HP'. A fim de obtermos
coordenadas para podermos escrever explicitamente nossos objetos, faremos o pullback

para H por meio das cartas em HP'.

Proposigao 3.1.1. Para cada q € H, cada v € T,(H) e cada k = 1,2, tem-se que

(e 0 we)w) () = siw) 1o ((62))) (3.16)

q

Demonstragao. Segue da defini¢ao de pullback (2.1.20) e (2.1.25) que
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(Gseowyw) @)= (@) o ()'w) v

como queriamos. [ |

Em outras palavras o resultado acima diz que se usarmos o difeomorfismo ;' para
identificar H com Vj de modo que ¢ é identificado com ¢; '(q) e v é identificado com
(1 )uq(v), entdo (sg o pp)*w é identificado com sjw. Fagamos o calculo de (s; 0 p3)*w.
Afim de facilitar a escrita, usaremos s = s; oy ' : H — P~'(V}). Para cada q € H, temos
que s(q) = (1 + |¢[*)~2(1,q). Cada v, € T,(H) identificaremos com 4(q + vt)‘ para

d
, . A . t=0
v € H correspondendo a v, através do isomorfismo candénico. Assim,

> = jts((q + vt))

d
S*q(Vq) = Sxq (dt(q + vt)

t=0 t=0

d 1
=— (1,q +vt)
dt (1/1 + |g + vt]?

p

Agora,

g+ vt* = (¢ + vt)(q + vt) = (¢ + vt)(q + vt)
= qq + qut + vgt + vit?
= |qI* + (g0 + qO)t + |[v*t?
= |q|* + 2Re(q0)t + |v[*#®
= |g|* + 2Re(vq)t + |v[*?

Entdo 4(1+ |g+vt|?)| = Re(vg), dai

t=0

d 1
dt \ |1+ g + vt?

Com isso, temos que

1 2Re(vq) Re(vq)

2(1+ g2 (1+q?)*?

t=0

1 Re(vq)

v q
im0 J1+]g2  (L+]a?)*?

d 1
— (q + vt)
dt (,/1 + |q + vt|?

Podemos concluir que

Re(vq) 1 Re(vg) ) (3.1.7)

Seq(Vy) = | — : v— q
Ve ( A+ 1P i jap. O+

Agora, (5*w)q(Ve) = we(q)(544(Vy)) cujo calculo é feito como segue:
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(qldql)S(q) (854(vy)) = q' (s(q))dql (8+4(Vq))

_ 1 <_ Re(vq) >

J1+ g (1+1q/?)3/2
__Re(vg)
(1+lq?)

quanto ao outro termo,

(qqu2)8(q) (84¢(Vg)) = (72(3<Q))dq1 (84¢(vq))

B 1 _ 1 Y Re(vq)
- (\/1 + |q|2q) (\/1 g O+ |q\2>3/2q)
1 Re(vq)|q?

= q/U —_
Ltgl*™ (1 +1gP?)?

Portanto,

Wa(g) (849 (Vq)) = (Im(7'dg" + G*dg?))s(q) ($49 (V) = %

Consequentemente,

((51 o gol_l)*w>q(v) = Im(qv) =Im (q_v> (3.1.8)

1+ [qf? 1+ |qf?
Em (3.1.8), g refere-se a qualquer ponto fixado em H e v é o quatérnio que corresponde
a algum vetor fixo v, € T,(H). Considerando ¢ como sendo uma funcéo coordenada padrao
(¢ =  + yi+ uj + vk) em H, entdo também serdo funcoes em H, g e |q|>. Escrevendo
dq = dx + dyi + duj + dvk como usualmente viemos fazendo temos que dg(v,) = v e

portanto (3.1.8) pode ser escrito como

Nw=1 g 3.1.9
(s10¢1 ) 'w m<1+|q|2q (3.1.9)
Semelhantemente,
—1\*, . q_
(sg0p5") w—1m<1+|q|2dq> (3.1.10)

Essas duas expressoes sao concisas e elegantes, entretanto nao expressam exatamente
0 que estd se passando. A fim de eliminar qualquer duvida vamos escrever em detalhes

cada uma dessas equagoes. Para p € V; e cada X € T,(S*), (3.1.9) e Proposigao 3.1.1

)

S,

implica

(sjw)pX = ((51 ° @11)*‘*’) ((1)pX) = Im (1 ¥

onde v = dq((¢1)X). De modo andlogo, Para p € V5 e cada X €

e1(p)v
»1(p) ¥1
T,
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((¢2)*pX):1m<¢2(p)w>

(shw),X = ((82 ° 902_1)*“’) 1+ |p2(p)|?

onde w = dg((p).X).
Observe que em H — {0}

=~ -1 2 2
Im (qdq> — Im (q 4! dq> = ) (3.1.11)
q

1+q|? 1+ |qf?

w2(p)

Proposicao 3.1.2. Identifique GL(1,H) com H—{0} e Sp(1) com os quatérnios unitdrios
em H—{0}. Defina g : H—{0} — Sp(1) pondo g(q) = & e considere v : Sp(1) — H—{0}
a aplicagdo inclusio de modo que © = 1*(Im(q~'dq)) é a 1-forma de Cartan para Sp(1).
Entio ¢*© = Im(q~'dq).

Demonstracao. Selecione ¢ € H— {0} e v € T,(H — {0}) quaisquer. Entao por (2.1.25)

(9%©)q(v) = (Lo g) Im(q " dg)(v)

Como g = id em Sp(1), segue que ¢g*© = Im(q 'dq), como querfamos. [ |

O que esses célculos (e a Proposigao 3.1.1) revelam é que sjw e sjw sao formalmente
idénticos quando sjw é expressa nas coordenadas (Vi, ¢1) e sjw é expressa nas coordena-
das (Va, ¢2). Mostraremos como esses dois pullbacks se comportam em um mesmo sistema
de coordenadas. Para isso, fixe p € V; NV, e X € T,(S*). Suponha que p = ¢;'(q)
para ¢ € @1(Vi NVz) = H — {0}. Como ¢y 0 ¢1'(q) = ¢, entdo p = @3 '(¢7").
Em seguida, suponha X = (07 1).(v,). Como (92 0 911 )sg = (92)sp © (971 )sq, entio

X = (¢ a2 (020 97)ug(v0) - Logo,

* _ —1y* _ qu
(57w),X = ((31 o) w)q(vq) — Im (ng) (3.1.12)

onde dgq(v,) =v e

(5500, X = ((s2003")w) (w200 )uu(vy))

q'w
=Im |+ —
L+ |qt?

onde dgq (4,02 o gol_l)*q (vq)) = w. Calculamos esta tltima expressao, primeiro notando que

q—l

(3.1.13)

¢ tw q

L+ g2 1+|q?

implica que

Em seguida, v, = 4 (q + vt)
=0

(02061 ) lve) = (22067 (a + 01)

t=0

d q—+ vt
q—+ vt -t = — ()
) o At \|q+vt]?

zﬁ(

t=0
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temos que |g + vt|? = |g|* + 2Re(vq)t + |v|*t* entdo

Lgro)t| = d( g+ it ) B (5(|Q+vt|2)— (§+at)(2Re(vci)+2|q|2t2)>
dt o At \lg+ut])|_, lg + vt|* —o
_ 0lgP  2Re(vg)g v 2Re(vg)g
lq|* lq|* |q|? lq|*

E isto nos da

. qu

Sw)yX =Im | ———— 3.1.14

50X = ) (3114

onde p = 7 '(q), X = (801_1>*q(vq) e dq(vy) =v.
Portanto, (3.1.12) e (3.1.13) expressam sjw e siw em termos das coordenadas em
Vi NV, dadas por ¢y : Vi NVy — H — {0}. Escrevemos entao

) X — @ gty
(stw),X =Im (1 - |q|2dq( q)> (3.1.15)

(siw),X = Im ( )d(j(vq)> (3.1.16)

|a>(1 + gl
onde p = ¢;'(q), X = (7 )uq(v,). Em mais detalhes, temos para cada p € V;NV; e cada
X € T,(S%)

o — Im pa(p)w
(s5w)pX =1 <1+\302(p)\2>

— Tm ©1(p)v
- <|<,al<p>r2<1+rw1<p>r?>>

onde dq((1)«pX) = v e dg((p2)X) = w.

Chegamos no nosso objetivo de fazer o pullback para S* da entrada-11 da 1-forma de

(3.1.17)

Cartan de Sp(2) através das segoes transversais do fibrado de Hopf. O que acabamos de
encontrar ¢ um BPST instanton sobre o qual teremos mais a falar daqui a pouco. Vale a

pena observar que fazendo n =0 e A =1 em (3.2.9) obtemos (3.1.9).

3.2 Calculo da Intensidade de Campo dos BPST instantons

Desejamos calcular com detalhes algumas féomulas classicas que faremos uso nesta
secao e nos demais capitulos.

Considere uma 1-forma w = w'i+w?j+w?k em R* = H com valores em ImH (lembre-
se que estamos identificando sp(1) com ImH). Como cada w' ¢ uma 1-forma em H com
valores em R podemos escrevé-las em coordenadas usuais como w’ = widq® + widg' +
whdq? + widg® = widg®, i = 1,2, 3. Logo,
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w = (Wodg®)i + (widg™)j + (wadg®)k
= (wydq’i + widg"j + widg’k) + . .. + (w3dq’i + widg®j + widg’k)
= (wpi+ wij + wik)dg® + ...+ (wii + wij + wik)dg®

Dessa forma, podemos escrever w como

w = wodq® + widq" + wadq* + wsdg® (3.2.1)

onde cada w, é uma funcao definida em H com valores em ImH dada por

Wo =wii+wlj+wlk, a=0,1,2,3 (3.2.2)
Calculamos agora [w, w] = 4(w? A w?i + w® A w'j + w! A w?k) (ver exemplo 1 - pag. 18)

nestes termos observando que w® A w? = (w2dg®) A (widq®) = wlwidg™ A dgP e que o

mesmo se da para w3 A w! e w! A w?. Logo,

[w,w] = 4(w§wgdqa A dqPi + wiw}gdqa A dqj
(3.2.3)
+ wéwédqa A dg® k)

Para reescrevemos esta tltima expressao, faremos o célculo do produto em H:

Walg = (wii +wij+ wik) (wéi + wéj + wgk)
=—( iw}g + wiw% + wiwg) + (wiwg = wiwg)i
+ (waw — waw)j + (wawh — wiwp)k

. Em seguida, note que

3
Y = (wiwp 4+ wiw) + wiwd)dg® Adg” =0
a,3=0
3 3
Y = (wWiwh — wiw)dg™ A dg” =2 wiwhdg™ A dq”
a,B=0 a,B=0

3 1

1 2
Analogamente, o mesmo vale para w,wj — w,

W e whwy — wiwp. Assim,
Wawpdq™ A i Qwiwgdq"‘ A dqPi + 2wiw}3dq°‘ A dqPj
+ 2wiwédq"‘ A dg’k
= —|w,w
e
Finalmente, observamos que [wy, ws] = waws — wsw, nos da

(W, wa]dg® A dq° = wawsdq™ A dg” — wswadg® A dg”
= 2wawpdg™ N dq®
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Concluimos, entdo, que para uma 1-forma w em R* com valores em ImH dada por (3.2.1)

e (3.2.2), temos que

1 1
E[w, w] = wawpdg® A dq° = §[wa,w5]dq°‘ A dg” (3.2.4)

Agora, para a mesma 1-forma w em R* com valores em ImH iremos calcular a derivada

exterior dw = dw'i + dw?j + dw3k da seguinde maneira:

dw = d(w,dg)i+ d(wadg®)j + d(wadg™)k

= (d(wédqo)i + d(widq®)j + d(widd’k) + . ..
+ d(whdg®)i + d(widg®)j + d(wg’dq?’)k)

= (dwy A dq°i + dwi A dq°j + dwi A dg’k)dg® + . ..
+ dws A dg*i + dw3 A dg’j + dws A dg’k)

= (dwyi + dwij + dwik) A dg® + . ..
+ (dwsi + dwij + dwik) A dg®

= dwo Ndg® + ... + dws A dg®

Logo,

dw = dws A dg° (3.2.5)
Além disso, dwg = dwpi + dwjj + dwik = (&Ywédqa)i + (8aw§dq‘”>j + (8aw2dqa)k, onde,
0/0q" = 0. Desse modo, dws = (aawéi + daw3j + aaw%k) = Opwpdq® (derivada compo-
nente a componente de wg) logo temos
1
dw = Oywsdg® A dq® = 5(8aw5 — Opwa)dg® A dq° (3.2.6)

De acordo com (2.4.16) a curvatura de w é dada por

1 1
Q=dw+ §[w,w] = 5(80@3 — OpWa + [Wa, ws])dg™ A dg” (3.2.7)

Teorema 3.2.1. Seja f(q) = f%(q) + f1(q)i + f2(q)j + f2(¢)k um funcio definida em H
suave qualquer. Considere a 1-forma w = Im(f(q)dq) em R* com valores em ITmH, onde
dq = dq° +dq'i+ dg*j+ dg®k. Nestas condigoes tem-se que w = Im(f(q)dq) = wadq® onde
wo = flit+ P+ Pk, wir = fOit fP— Pk, wy = =Y+ 5+ fk ews = f2i— flj+ fk.
Além disso, vale

o+ 5[, w] = I(df A dg + (q)dg A f(a)dg) (3.28)

Demonstragao. Primeiro temos por (A.0.3) que
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Logo vemos que

w =1Im(f(q)dg) = (f(9)i+ f*(q)i + [*(@)k)dg"
(F(Qi+ f2(@)i - f*(e)k)dg'
(=P @i+ @i+ f(9k)dg?
(+1(9)i = [0 + f*(g)k)dg’
= wodq® 4+ widq' + wedqg® + wsdg®

+ o+ o+

Agora, df — dfdf'i + df?j + df*k = (0 f°dg®) + (Daf'dg®)i + (Ouf2dg®)j + (Dufdg™)k.
Disso e de (A.0.2) seque que

df Adg = (0a.f°dq™) 4 (Oaf'dq®)i+ (Oaf?dg®)j + (Oaf dg™)k

A (dg® + dg'i + dg?j + dg’k)

= (Oaf dq®) N dq” + (0af%dq®) A dq'i+ (Oaf dq®) A dg?j + (0af’dg™) A dg’k
+ (0af'dg®) N dq®i — (D f'dg™) Adg" + (Baf'dq®) A dg’k + (0o f'dg®) A dq?
+ (0af%dg™) N dq’j — (Ouf?dq®) A dg'k + (Onf2dq®) A dg?® + (Oaf?dg™) A dgPi
+ (0af2dg™) N dq® + k(O f2dq™) N dq'j — (Daf3dq®) A dg®i+ (Oaf?dg™) A dg®

Logo
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Tm(df A dg) = (ao £0dg® A dg* + 8of%dg® A dg + 35 f0dg® A dg + B frdg" A dg°

+ 0o f1dg? N dg® + 05 dg® A dq® + 0o f3dq° A dg® — 01 f2dgt A dg?

— s A + Do f?de® A dg® + 0 f2dgt A dg® — By f2dg? A dq3>i
+ <8of0dq0 Adg? + 0, f0dg' A dg® + 05 f0dg® A dg® — Oy f1dg® A dg?

— O frdg' Ndg® — 0o f1dg* A dg® + O f2dgt A dg® — Oy f*dg? A dg°

— 05 f%dgP A dg® + Do f2dq® A dgt + D5 2307 A dgt — s f3dg® A dq1> 3
+ (ao FOdg® A dg® + 0, f0dq" A dg® + Dsfdg® A dg® + B f1dg® A de?

+ 01 fldg" A dg® + Osf1dg® A dg® — 0o f2dg® A dgt — Oy f2dg? A dgt

— 05 £2dgP A dgt + 0, f3dgt A dg + 0y f3dg® A dg — s g A dq0>k
= (00"~ ous"ydg® A g’ + (~0° — 011%)dg’ 1 dg”

+ (01f* = 03f°)dq' N dg® + (—0af' — B0 f?)dg” A dg®

+(O0f* = 0 )dg N g’ + (=0 f* — 0uf)dg? A de’ )
+ ((8of0 — 02f*)dq’ N dq® + (=01 f* — 0o f°)dq" A dg?

+ (=05 f° = OofN)dg* Ndg® + (Do f" — 05f%)dq” A dg®

O = 0ufdg" Ndg® + (<00~ 00" g )
+ ((ao O — 85 £3)de® A dg® + (Buf + 85 £2)dgt A dg?

+ (02 f° = 05 f1)dg® N dg® + (Do f' — 02f?)dg” A dg?

F (=0t = Bof?)dg Ad? + (=00 f> — 01 f*)dg® A dq1>k.

Por outro lado temos de (3.2.6) que
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81(4)0 — 80w1)dq1 A dqo + (81w2 — 82w1)dq1 N dq2 + (810.13 — 83W1>dq1 N dqg

<(80Cd1 — alcUD)qu VAN dql + ((%wg — 82w0)dq0 A dq2 + (00w3 — ang)dqo N dq3
(

((92w0 — 6’0w2)dq2 A\ dqo + (c%wl — leg)dqQ A dql -+ (82&)3 — achg)qu A dq3

(Oswp — Oows)dg® A dq® + (0w — Oyws)dg® A dg' + (Dswy — Oaws)dg® A dq2>

= (O — O1wo)dq® A dg' + (Opws — Oawo)dq® A dg* + (Oows — Oswp)dq’ A dg?
+ (Oywy — Oow1)dq' A dg? + (O1ws — Osw1)dq" A dg® + (Oaws — Oswo)dq* A dg®
= 0o(f1+ f75 = k) — au(f'i+ £+ fk)dg’ A dg!
+0o(—= A1+ U5+ f1k) = (i + 2 + fPk)dg” A dg®
+00(f4 = 1+ k) — 0s(fHi+ £+ fk)dg” A dg?
+ O (=14 U5+ f1k) = Oa(f1 + 5 — fPk)dg" A dg?
+ (A= [+ k) = 0s(fi+ P — fPK)dgt A dg’
+0y(f%i = fli+ %) = Os(—fPi+ 25+ fk)dg® A dg?
= ((8of° —01f")dg" Ndg' + (=0of° — 01 f*)dg" A dg?
+(0uf* = 05 f°)dq' N dg® + (=0af " — Do f?)dq’ N dg?
+ (Dof? — BsfN)dg® A dg? + (=0 f? — D5 f2)dg? A dq3>i
+((@0f° = )" n e+ (~01° = 0)dg" 1 d?
+ (=05 f° = Dof)dg? Ndg® + (B f' — D5 f*)dq’ A dg®
O = o) N dg® + (=017 — 00f)de 1 dg' )
+ <(ao PO 85 A dg® + (Duf° + 85 f2)dgt A dg?
+ (02f° — 03 f1)dg® AN dg® + (Do f' — Oaf*)dg” A dg?
(=0 f = Daf)dg A dg + (=0 f? — 01f*)dg® A dq1>k.

Concluimos que

dw = Im(df A dq)

Passemos, entao, para a segunda parte a ser provada. Chamemos

fl@)dg = [f(9)dd" + f(a)dq" + f*(q)dg* + f(q)dq’]
+ [f°(q)dq" + 1 (q)dq” + f*(q)dg® — [ (q)dg?)i
+ [f°(q)dq* + f*(q)dq” + P (@)dg" — fH(q)dg’)j
+ [ (@)dg® + f2(q)dq” + f*(q)dg" — fH(q)dq’]k

a’ + a'j+ o?j + o’k = a.
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Entao, pelo que mostramos, w = Im(f(q)dq) = a' + a?j + a’k. Segue do exemplo 2 da

pag. 18 temos que

alha=a’Na’—a'Na'—a’rNa® —a® A a’l+
Ni+
j+

AN+l ha’ +at Aa? — o A allk

[

Aol +a'ra’+ o’ A’ -’ A
AN +airna’+ o’ Aa' —a' Aa?
[

]
)
)
)
=20’ A i+ 2at A adj + 20! A k.
Portanto, Im = a A av. Por outro lado, pelo exemplo 1 da pag. 18

1
i[w,w] = 2<a2 A+ al Aadj+ ol /\a2k>.

Conclusao,

- = Im(f(q)dq)

como queriamos. Finalmente, a soma das tltimas duas igualdades provadas nos déa o

resultado esperado

dw + ;[w,w] = Im(df A dq+ f(q)dq).

Em seguida aplicamos este resultado as 1-formas em H com valores em ImH que tém

um papel central neste trabalho.

Teorema 3.2.2. Sejam n € H e A > 0 fizos e considere a 1-forma A,, em H com

valores em ImH dada por

qg—n
pn=Im|———dq| . 3.2.9
) 329
Entao a intensidade de campo Fy do potencial de calibre Ay, €é
Far— A+ Ay Al = gznd
)\,TL - )\,n 2 )\,n7 /\,n - (|q . n|2 + )\2>2 q q

Demonstracao. Pelo Teorema 3.2.1 temos que A, ,, = Im (lq_%%dq) = Im(f(q)dq),

onde f(q) = \q—?ﬂ%' Disso, segue que

1
(lg = nl* +X%)

f(@)dg N f(q)dq = 5(q —n)dg A (g —n)dgq

Além disso,
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df = d((lg —nl* +\*)71(q —n))
=d((lg = n[* + X*) 71 ((¢" = n") = (¢" = nM)i = (¢" = n*)j — (¢* — n*)k))
d((lg = n* + 2*)7H(¢" = n°)) = d((lg = n[* + X*)"H(¢" —n'))i
—d((lg = n|* +X)7(¢* = n*)j — d((lg — nf* + )7} (¢* —n’) )k
Mas
d((lg =l + X)) 7 (g™ = n)) = (lg = n[* + X)) 7)dg* + (¢* — n*)d((Jlg — n|* + A\*)7")

entao

Agora,
1 1 1
d| ———— =0 | ————= |d°+ 0, | ———— | d¢*
(lq—nl2+v> °<!q—n|2+k2> T 1<\q—n\2+k2> !

= —(|q — n|2 + )\2)2 <2(q0 _ no) + 2(q0 _ nO) + 2(q1 B nl)

+2(¢* —n?) +2(¢° — n3)>

~(la- n|12 +A2)2 <<@ —n)dg + (g — n)dq)
(T nl12 +A2)2 (< )dq + dq(q — n))

Entao

- = = (1 A @ e )

lg —n[>+ X g = nf* + A2
Logo,
1 . 1 o
df = mdq— (g =nF + 2202 (\q—nl dq + (q—n)dq(q—n))
)\2

- (|g — n|? 4+ \2)2 <d€1+ (¢ —n)dq(q — n))

Em seguida, calculamos

)\2
(la = nf +22)2
)\2

df Ndq =

(da A da+ (@~ 7)da(q — ) A dq)
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Segue que
2

(lg = nf> + %)

Como W é real e dq A dq é imaginario puro (2.1.36), concluimos que

df Ndq+ f(q)dg N f(q)dq =

5dg N\ dg

)\2
(lg = nl* +X%)

1
]:)\,n = dA)\,n + 5[-’4)\,71’ A)\,n] - 2dq A dq

|

Novamente observamos que obtemos (3.1.9) fazendo n = 0 e A = 1 em (3.2.9) Mos-
traremos como surgem os potenciais A, , na secao 5.1. Estes potenciais sdo chamados
potenciais BPST genéricos. O Teorema 3.2.2 nos da explicitamente as intensidades

de calibre JF ,, destes potenciais como queriamos.

Observacao 3.2.1. Assumindo que o dominio V de s é também uma vizinhanca da
carta (V,p) com fungoes coordenadas z*,...,x", podemos escrever A = A dz® e F =
Fopdz® A dzP, onde A, e Fup sio fungoes em V com valores em g. Entio pelo que

mostramos em (3.2.7)

Fop = 0aAs — 05 A, + [Aa, Asl. (3.2.10)



4 O Dual de Hodge e o Funcional de Yang-
Mills

Neste capitulo introduzimos a definicdo do operador estrela de Hodge e definimos o
que é uma 2-forma auto-dual e anti-auto-dual, resultando na equacao diferencial parcial
xJ = —JF. Mostramos que os BPST instantons sdo solucoes destas equagdes quando
n =0e A > 0 explicitamente. E no final, definimos conexdes anti-auto-duais que sao os
objetos de estudo do capitulo 5, na construcao do espaco moduli M das conexdes ASD

do fibrado de Hopf quatérnio. Seguimos principalmente [Nab10] neste capitulo.

4.1 O Dual de Hodge para 2-formas em Dimensao 4

Seja V um espaco vetorial real orientado de dimensao 4 que possui produto interno
(, ). Sejam {ey, e, e3, €4} uma base orientada, ortonormal de V e {e!, €2, €3, e?} sua base
dual de V*. Estende-se a orientagao de V para V* definindo (€', /) = (e;, €;) e estendo por
bilinearidade a V*. Denotamos por A%()) o espaco das formas bilineares antissimétricas.

Uma base de A?(V) é dada por
{e* ne? et Aed et netie? ned e At P Aet) (4.1.1)
logo qualquer © € A%(V) pode ser escrito como

4
. : 1 . .
Q= Z Qijez Nel = Z §Qij€Z A €’ (412)

i<j ij=1
onde Q;; = Q(e;,¢e;). Estendemos o produto interno para A?(V) definindo, para todo
9017(102751752 G V*’

(p', Y (¥, €%)
(p*, 1) (9% &)

Definimos * : A?(V) — A%(V), chamado operador estrela de Hodge, pondo *(e’ A

NN SIN S (4.1.3)

el) = ek A€, onde ijkl é uma permutacdo par de 1234 e estendo por linearidade. Mais

detalhadamente,

st ne?)=e* net x(e' Ne?) = —e? At
st net) =e?ned x(e2ned)=et net (4.1.4)

st Net) = —et Ae? x (P net) =€l Aé?



4.1. O Dual de Hodge para 2-formas em Dimensao 4 91

de modo que, se Q =, Qe Ael, entao

#Q = Qgpet A e? — Qouel Aed + Qogel A et (4.15)
+ Quet A e — Qe Aet + Qe A et o

*Q) ¢ chamado dual de Hodge de Q2 € A*(V). introduzimos o simbolo de Levi-Civita
€apeqd definido, para a,b,c,d = 1,2, 3,4, por

1 se abcd € uma permutacao par de 1234
€abed = § —1 se abcd é uma permutagao impar de 1234 (4.1.6)
0 caso contrario

e para quaisquer 7,5 = 1,2,3,4

x(e' Nel) = ieijklek A el (4.1.7)

Com isto é possivel mostrar que dada uma outra base {é!, &%, &3, é*} orientada, ortonormal

de V tem-se que

N v
Z Z Q(ei,ej)eijklek A €l =

1 4

Z Z Q(ei, ej)eijklek VAN €l (418)
okl ijokl

logo, * : A%(V) — A%(V) é uma transformacdo linear bem definida. Registramos algumas

propriedades de * que sao de interesse.

1. xox = idAz(V)
2. % : A2(V) — A%(V) é uma isometria com relagdo ao produto interno ( , ) em A%(V),
ie., (xQ,xU) = (Q,¥), para todo Q,¥ € A*(}V). Isto é consequéncia de * levar base

ortonormal em base ortonormal.

De #2 segue que * é uma transformagcao linear simétrica em relacao a ( , ), ou seja,

(+Q, ) = (Q, +T) (4.1.9)

para todos Q, ¥ € A?(V). Consequentemente, como *, possui autovalores £1 entdao A?(V)

possui uma decomposicao ortogonal (segue do Teorema Espectral)

A2(V)=A2(V) D A2 (V) (4.1.10)
onde AZ(V) = {U € A*(V);x¥U = U} e A2(V) = {U € A*(V);*«VU = —U} s@o os

autoespacos de 1. Mais ainda, estes autoespacos sao gerados pelas seguintes combinagoes
NV ={e'rne®+e* netel AeP +e' Ae?,

(4.1.11)
e Net +e* A}
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AN (V)={e' Ae? =B net el Ae? — et A e,
(4.1.12)
et net —e? AP

Para vermos isso, vemos que qualquer ¥ € A?(V), é da forma ¥ = Q + %, onde Q €
A2(V), pois ¥¥ = xQ + Q = . Por (4.1.5) escrevemos

Q++Q = Qe A+ Anet) + Qus(er Aed +et Ae?)
+ Qe Aet + e Aed) + Qos(et Aet +e? Ae?)
+ Qouler Ae* + et Ae?) + Qau(et Ne? +e* Ae)

Logo

v = (ng + 934)(61 A 62 + 63 A 64)
+ (913 - 924)(61 A 63 + 64 A 62)
-+ (914 + Qgg)(el N 64 + 62 N 63)

Com isso mostramos (4.1.11). De maneira andloga mostra-se que vale (4.1.12). Portanto,
todo 2 € A%(V) possui uma decomposigdo tnica Q = Q, +Q_, onde Q4 € A2 (V). Além

disso, como a decomposicao é ortogonal,

191" = (2, ) = 1+]* + 121" (4.1.13)

Note que *Q = %(Qy +Q_) = «Q, +*xQ_ = Q, —Q_ (pois os autovalores sao +1), o que

nos permite escrever

1 1

Em particular, *Q = 2 se, e s6 se, Q2_ = 0, neste caso (2 é auto-dual (SD) e *Q2 = —Q

se, e s6 se, {0y = 0, neste caso dizemos que {2 é anti-auto-dual (ASD).

Observacao 4.1.1. Em sequida, chamamos a atencao para algo importante que serd
usado na Proposicio 5.2.3. O operador estrela x : A*(V) — A%(V) o qual depende da
escolha da orientagio e produto interno { , ) deV é conformemente invariante, no
sentido de que se ( , ) for substituido por ( , ) = X, ), com A > 0, de modo que
a orientagio seja preservada, entio, para todo Q € A%(V), obtém-se o mesmo elemento
*Q de A*(V) calculando-se o dual de Hodge em relagio a qualquer um dos dois produtos
internos. De fato, se {e1,ea,€3,e4} € uma base orientada, ortonormal em relagio a ( , )
de V), entao {é, &y, 63,64}, onde &; = %ei, 1=1,2,3,4 é uma base orientada, ortonormal

em relagio a { , ) de V. Além disso, & = /A’ parai=1,2,3,4 entdo
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4
Z ez,ej ewkle Aé

»-lkM—‘

B
2

eZ?

(f N )A he

Q(ei, ej)@‘jkl)\ek A Gl

-

.
Il
—_
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Q(e;, ej)eijklek A el

e

@

&
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-
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como queriamos.

Usaremos este resultado para mostrar que o operador estrela de Hodge comuta com o

pullback, através de um isomorfismo conforme que preserva orientacao.

Teorema 4.1.1. Sejam V; e Vs, espacos vetoriais reais orientdveis de dimensdo 4, com
respectivos produtos internos ( , )1 e { , )o. Considere L : Vi — Vo um isomorfismo que

preserve orientacdo e que seja conforme no sentido que

L*<= >2:>‘<7 >1

para algum A > 0, onde o pullback L*( , )y é definido por

(L7C5 )2) (v, w) = (L(v), L(w))s

para todos v,w € Vy. Para qualquer Q € A*(Vy) defina o pullback L*Q por

(L*Q) (v, w) = Q(L(v), L(w)), Yo, w € Vy

Entao

+(L*Q) = L*(+Q) (4.1.15)

Demonstragao. De acordo com a Observagao 4.1.1 podemos calcular *(L*Q2) em rela-
¢ao a uma base {ej, ey, e3,e4} orientada e ortonormal em relagdo a L*( |, )o = A(, )1.
Entao {L(e1), L(e2), L(es), L(e4)} = {€1,€a,€3,64} é uma base orientada de Vs, a qual
é ortonormal em relagdo a ( , )9, logo podemos usé-la para calcular x{). Note que se
{el,e? €3 et} e {e!, 82 &%, 61} sao as bases duais correspondentes, entao L*é* é dado por
(L*é*)(v) = &*(L(v)), em particular,

(L*e")(e) = (&) = of

Portanto, L*é* = e*. Agora, calculamos
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Por outro lado,

1 - ko~
= Z Z Q(ei, €j>€ijkl<€k A\ el)
i,9,k,0=1
1 4
=12 Z Q(é;, é;)em(Le YA (L*e!) = %(L*Q)
i,7,k,[=1
como queriamos. [ |

Em seguida observamos que se 2 = 2, + Q) entao L*Q) = L*Q), + L*Q_, logo

«(L*Q) = #(L*Q) + *(L*Q) = L*Q, — L*Q_

Agora, se Q é SD, entao 2 = Q, e Q_ = 0, e consenquentemente x(L*Q) = L*Q, = L*Qe
L*§) também é SD. Analogamente, se (2 e ASD, entao L*) também é ASD. Em particular,
L, ¢ SD e L*Q_ é ASD logo

(L*Q), = L*Q, e (L*Q)_ =LQ_ (4.1.16)

para qualquer isomorfismo conforme L : V; — )V, que preserve orientacao e qualquer
Q=0Q, +Q_ em A%(V).

Agora, estendemos esta ideia para 2-formas em variedades Riemannianas de dimensao
4. Seja X uma variedade deste tipo, cada T,(X) possui uma orienta¢ao determinada pela
orientacao de X. Além disso, a métrica Riemanniana g em X associa um produto interno
g, = (, )p para cada T,(X). Portanto, podemos definir o operador estrela de Hodge em

cada A*(T,(X)), e que sera denotado por

x 0 AX(T,(X)) — A*(T,(X)) (4.1.17)

Como uma 2-forma 2 em X associa uma forma bilinear €, € A*(T,(X)) antissimétrica
para cada p € X, tem-se que %€, € A*(T,(X)) para cada p € X. Mostraremos que
p — *£2, é uma 2-forma, denotada por *£2, provando que ¢ suave. Fazemos isso localmente
entdo considerando (U, ¢) com U conexo. Aqui faremos uso de um resultado que nada
mais ¢ do que a versao suave do processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt para

variedades Riemannianas.
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Proposicao 4.1.1. Seja X uma variedade diferencidvel de dimensdo-n com uma métrica
Riemanniana g e uma orientacao . Seja U um subconjunto aberto conexo de X no qual
estao definidos campos vetoriais diferencidveis Vi,..., V., tais que {V1(p),..., V.(p)} €
iy para cada p € U. Entao, existes campos vetoriais diferencidveis Eq, ..., E, em U tais
que, para cada p € U, {E1(p),..., E.(p)} € pp € g,(Ei(p), Ej(p)) = ;5.

3

Se as fungoes coordenadas de (U, ) sdo x!, 22, 23, 2%, entdo os campos vetoriais V; =

p)
axi7
vetoriais suaves E, Ey, E3 e E,em U tais que, paracadap € U, {E(p), E+(p), E3(p), E4(p)} €

1 =1,2,3,4, satisfazem as hipoteses da Proposicao 4.1.1. Portanto, existem campos

iy € (Ei(p), E;(p)), = 0;j. Como qualquer base orientada, ortonormal de 7,,(X) pode ser

usada para calcular *€2,, temos que

. %:7 Q,(Ei(p), E;(p)eijmE"(p) A E'(p)
> (Qp(Ei, E))eijuE" N El) (p)

1,5,k,l=1

*(}), =

N

entao como Q(FE;, E;) é uma composicao de fungoes suaves e E; A E; é suave, segue que
p > £, é suave.

Logo, para qualquer 2-forma €2 na variedade Riemanniana orientada X de dimensao
4 temos uma outra 2-forma €2 chamada dual de Hodge de €2. 2 é chamado auto-dual
(SD) se *Q = € ¢ anti-auto-dual (ASD) se *Q = —€. Definimos Q. = (2 + *Q) e
Q- = 1(Q — %Q) e temos que

onde €, é¢ SD e ©2_ é ASD. Logo € ¢é SD se, e somente se, 2 = 2, e  é ASD se, e

somente se, £ = Q_ e, como mdédulos-C*(X)

A(X) = A2L(X) @ A% (X)

Definindo o dual de Hodge para uma 2-formas em X com valores em um espacgo vetorial
componente a componente, estende todas estas nogoes imediatamente. Suponha que (U, ¢)

seja uma carta de X, consistente com a orientacao de X e tal que, em cada ponto de U,

=3
O Ji=1234
Riemanniana em X. Isto ocorre, por exemplo, para a orientacao, métrica e coordenadas

usuais em R* = H. Entao, por (4.1.11) e (4.1.12)

os campo vetoriais coordenadas { sejam ortonormais relativamente a métrica

dxt A de? + da® A do?
dz' A dz® + dz* A da® (4.1.19)
dzt A dz* + dz? A dx?



96 Capitulo 4. O Dual de Hodge e o Funcional de Yang-Mills

geram as 2-formas SD em U e

da' A dz? — da? A do?
dz' A dx® — da* A da? (4.1.20)
dxt A dx* — daz? A da?

geram as 2-formas ASD em U. Portanto, segue do Teorema 3.2.2 e de (2.1.37) que todas

as 2-formas em R* = H com valores em ImH dadas por

)\2
(lg = nl* +X%)

para algum A > 0 e n € H sdo ASD. Estas sao as intensidades de campo de calibre dos

-F)\,n:

5dg A dg

potenciais de calibre BPST genéricos

Ay, = Im <|q _qn|2”+ € dq)
em R*.

A equacdo anti-auto-dual *F = —F para um campo de calibre em R?* é um sistema
de equagoes diferenciais dos componentes do potencial correspondente A e os potenciais
BPST foram originalmente achados como solugoes deste sistema. Em seguida, mostrare-
mos como isto é feito para n = 0.

Procuramos uma 1-forma A em H com valores em ImH cuja intensidade de campo F

seja ASD e de modo que seja assintoticamente de calibre puro no sentido de que

Alg) = A(lal)g"©

onde A(|g|) tende a 1 de forma decrescente na medida que |q| — 0o, g : H— {0} — Sp(1)
¢ dado por g(q) = q/|q| e ® é a 1-forma de Cartan para Sp(1). Aplicando a Proposigao

3.1.2 podemos escrever

A(q) = A(lg])Tm (¢~ 'dg) = Tm((A(lq])g~")dg) = Tm(f(q)dq)

onde f(q) = A(lgl)g™" = [g2A(|g|). Por (3.2.8) temos que

F(q) = Im(df (q) Adg + f(q)dg A f(q)dq)

onde

fla)dg A f(q)dq = A(lql)g " dg A Alq])q ' dg
= (A(lq))* ¢ "dg A g~ dg

e ainda,
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df (q) = d(lg| 2 A(lg])q) = d(laI*Alg))(¢° = ¢'i = ¢°j — ¢’k))
= d(lgl*A(lgl)¢”) — d(la|*A(lghg")i
— d(lq|?Ala)¢®)i — d(lgI 2 Alg))¢* )k
mas d(|g| 2 A(lg))g*) = la|~>A(lgl)dg® + ¢*d(|q|>A(lg|)) entao

df (q) = |al > A(lq))dq + qd(|q| > A(lq])).

Agora,
d(la| > A(lq])) = do(lal>A(lql))dq’ + 01 (|| > A(|q|))dg"
+ 0x(1g1 7 A(lq]))dq* + 85(1q1 > A(lq|))dg?
com
da(lal2Alq)))dg™ = (Ja| > A'(lal)g™ — 2|q|"*¢* A(|ql))dq
Logo
—2 - —3A/(|CI|) 07.0 1.1 279 373
d(lq|~=A(lq])) = |q| 5 (2¢°dq” + 2¢"dq" + 2¢°dq” + ¢°dq’)
— g™ A(lq]) (2¢°dq" + 2¢*dg* + 2¢*dg* + ¢*dq®)
A I
= 2|(;|q3‘) (¢dgq + qdq) — |(’|q4|) (¢dq + qdq)
Allql), . A, _
— dg + dqq) — dg +d
e (¢dq + dqq) g (¢dq + dqq)
[ Alql)  A(lqgl) _ _
Entao,
_ _ A'(lq A(lgq L
ad(la > Allq))) = ( (lal) _ (‘4’)) (lg12dq + ddad)
2|q| lq|
Portanto,

(A oy (A AGDY (s e
o= ()i (g~ Gl ) e+ e

E segue que,

)dQ/\dq+ (A’(Iq!) B A(Iczl)) di A dg

2|q |q)?

( A (o )

(g >d Adg +('Q'A’<\q|> <rq|>) (¢ dg A g dg)

df Adg = (

2lq| 2
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Assim,

df Ndg + f(q)dq A f(q)dq

= 2080 ag g+ () = AGD) (a0

+ (A(lq))*(¢ " dg A g dq)

= A Wag g+ () + A A~ 1)) -t

Temos que dg A dg é imaginario puro (por (2.1.37)) e obtemos da Proposi¢ao 3.1.2 e de
(3.2.5) que d(¢g*©) = Im(q 'dg) = d(Im(¢'dg)) = Im(dg~" A dg) = Im (d (#) /\dq)

mas pelo processo feito anteriormente temos

q 1 . 1
d| — :dq—l—qd<>
<|Q|2> |q|? q|?
1 1 1 1
= —dj— —dj — —(Gdqq) = ———(qdqq
P g (10 =~ (aad)

Finalmente,

. 1, 1
d(9"®) = Im (—W(qdqw A dq) = Im <—|q|4qdq A qdq>

= Tm(—(¢"'dg A q~"dg)) = —Im(q"'dg A ¢~ 'dqg)
Com isso, obtemos

1
F = —A(q])dg N dq

d (4.1.21)
- (Moo + aarcata) - v) e
A partir de (4.1.21) vemos que F é ASD se
, 2
A'(lq]) = —HA(|q|)(A(|q|) -1 (4.1.22)
e consequentemente, F fica
1 _
F = —WA(\QD(A(IQI) — 1)dg A dq (4.1.23)

logo precisamos resolver esta equagdo diferencial para obtermos A(|g|). Para isso, chame

p = |q|, e como a equagao é separdvel escrevemos,
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A(p) ?
Alp) —1 1 p’
= C— = =
A(p) 'p? (v) p*+a

Tomando ¢; = \? temos que

Aql) = 12 4.1.24

(lah) = e (4.1.24)

sdo solugoes da equagao diferencial (4.1.22) e portanto temos A(q) = |q||2qf/\2 Im(q'dq).

Agora usamos (4.1.23) para obtermos

1 lq/? lq/? _
F=__— —1)dgAnd
e <|q|2+v g+ )
2

A
= ——— dgANd
(gl + a2z

(4.1.25)

como queriamos.

Suponha (X1,g;) e (X2, g2) duas variedades Riemannianas de dimensao 4 com orien-
tagoes py e ps. Suponha que f : X; — X, é um difeomorfismo conforme que preserva
orientacdo. Entdo, em cada p € X, fip : Tp(X1) — TfpyXe é um isomorfismo conforme
que preserva orientacdo. Como o pullback e o dual de Hodge ambos sao definidos ponto

a ponto, segue de (4.1.15) que

«(f*Q) = f*(xQ) (4.1.26)

para todo € € A%(X,). Em particular, o pullback por um difeomorfismo conforme que
preserva orientacao de uma 2-forma é ASD. Considere, por exemplo, H = R* e S* ambos
com suas métricas Riemannianas e orientagoes. Sejam Ug = S* — {N} e @5 : Us — H
a projecdo estereografica a partir do polo norte N. Entdo ¢g e pg' : H — Us ambos
sao difeomorfismos conformes que preservam orientagao (ver discussao de (2.1.32)). Con-
sequentemente, uma 2-forma em S* é ASD se, e somente se, seu pullback para H por
¢5' é ASD e sabemos que as 2-formas ASD em H sdo geradas por (4.1.20). Agora, por
continuidade, uma 2-forma em €2 é ASD se, e somente se, sua restricio a Ug é ASD em
Ug. A conclusao ¢ que anti-auto-dualidade em S* é algo direto de ser verificado: Faca a
restricio a S* — { N}, tome o pullback para H por @3’ e veja se é gerado por (4.1.20).
Fazemos esta mesma analise para uma conexao no fibrado de Hopf S% — S7 — S4.

Agora, a curvatura  de w é uma 2-forma em S” entdo a nogio de anti-auto-dualidade
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ainda nao estd definida para Q. Entretanto, Ug C S* também é o dominio de uma secao
transversal canonica sg : Us — P~'(Us) do fibrado de Hopf (corresponde a Vo, C HP*
pelo difeomorfismo em (2.1.18)). A intensidade de calibre correspondente Fg = s5€2 ¢é
uma 2-forma em Ug e dizemos que € (e a conexdo w) é anti-auto-dual (ASD) se, e
somente se, Fg ¢ ASD. Como vimos acima, este serd o caso se, e somente se, a expressao
coordenada (sg 0 ¢g')*Q = (pg')*Fs é ASD.

Para concluirmos esta se¢do, mostraremos que a conexao natural w no fibrado de Hopf
assim como as conexoes ¢-w = p; 1w para g € SL(2,H) sdo ASD (ver definicao (5.1.1)).

Ora, temos que

= (ss0¢5")"(+2)
= (ip5')" (s5(+€0))
= (1p5")" (+(s592))
= (p5')"(+Fs)

pois o dual de Hodge comuta com o pullback e como F, sao ASD a forma a conexao

*(sg o gpgl)*ﬂ
° (4.1.27)
S

natural

w =Im(q'dq" + ¢*dq®)

é¢ ASD no fibrado de Hopf. Além disso,

d(py1w) = py-i (dw)
[pg-1w, pyrw] = pj[w, w]

Logo

~ . 1
F = d(pg_l(-U) + 5

= Py (dw + 1[w,w]> = pg-1(Fs)

(P51, py—1w]

2
Consequentemente como Fg é ASD, por (4.1.27) Py-1w a0 ASD. Voltaremos a falar

destas conexoes no Capitulo 5 ao introduzirmos a definicao de espago moduli.

4.2 O Funcional de Yang-Mills

Lembremos de um resultado que depende de (2.4.3).

Teorema 4.2.1. Sejam G um grupo de Lie de matrizes com dlgebra de Lie g e B(P, P, o)
um G-fibrado principal sobre X. Seja {(V;,V;)}jes uma familia de trivializacoes para B
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com Nje; V; = X. Suponha que, para cada j € J, A; seja uma 1-forma em V; com valores

em g e que, sempre que V; NV, # 0,

Aj = CLdgi—jl o A,L -+ ®ij (421)

onde gi; : V;NV; = G € a fungao de transicio e ©;; = g;;0 € o pullback da 1-forma de
Cartan © de G por g;;. Entao existe uma unica forma de conexdo w em P tal que, para
cada j € J, A; = sjw, onde s; : V; — P~YV;) é a segao transversal candnica associada

com a trivializagio (V;, ;).

Esquecamos o fibrado de Hopf por um momento e consideremos a 1-forma A em H

com valores em ImH (i.e., com valores em su(2)) dada por

A:m( a d) (4.2.2)

1+ g2

Pelo Teorema 4.2.1 podemos identificar A com o potencial de calibre de uma 1-forma
de conexao no Sp(1)-fibrado trivial sobre H. Vimos que, em H — {0}, A pode ser escrito

Cco1mo

|l 1 lal”
A= Im dq) = e
T+ |42 (¢~'dq) g
onde g : H — {0} — 5% = Sp(1) = SU(2) ¢ dado por g(q) = q/|q| e ©® é a 1-forma de
Cartan no Sp(1)-fibrado sobre H. Disso, fica claro que A é “assintoticamente de calibre
puro”; ou seja, A — ¢*© quando |g| — co. Aqui g*O é visto como o potencial de calibre
de uma conexao flat (curvatura zero) no Sp(1)-fibrado trivial sobre H—{0}. A intensidade

de campo de A é dada por

1 i
F =g
2 .
= ENrBE ((alqO Adg' — dg* A dg?)i

+(dg’ N dg® — dg" A dg®)j
+ (dg® A dg® — dg* N dq2)k)
2i —2i

= " d® Nd¢t + ————=d@P NdgE + ..
(1+ |qf?)? (1+ |qf?)?

Existe uma construgao usual, que utiliza o produto interno determinado pela forma
de Killing, para designar uma medida numérica da intensidade total de campo em cada
ponto g. Mais especificamente, definimos para cada ¢ € H a norma ao quadrado || F(q)||?

de F(q) como sendo soma dos quadrados das normas dos componentes de F(q) em relagao
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a dg® AdgP. Temos, portanto, pelo Teorema 3.2.2 (para A = 1 e n = 0) e das componentes

de F(q) acima que

”me2:6<2<ﬂ+iﬁﬁ>>:(1;iWV (423)

Uma medida global da intensidade total de campo é obtida integrando [|F(q)||* sobre
R* = H. Entdo, definimos
FI? = [ 1F@lPd(volss) =48 [ d(vol 124
1712 = [ IF @ Fdvols) =48 || Godivole) (424

Facamos o calculo desta integral. Usaremos as coordenadas esféricas usuais em R* defini-

das por

q° = psin xsin ¢ cos O
q' = psin xsin ¢sin 6
¢> = psin y cos ¢
¢* = pcosx
onde p=1q| >0,0< x <7m,0< ¢ <7me0 <0 <27 Portanto

17| =48 [, (o)
_48/%/// 1+ psmxdpdxdgbd@
([ ) ([ [ i
:48(112>27T2

= 872

A seguir apresentamos uma generalizacao deste resultado.

Proposigao 4.2.1. Sejamn € H, A >0 e A,,, =Im (%dq). Consequentemente,

)\4
Fyp =
M (g = 0P 22
Entao,
48\
HJ:)\JL<Q)||2 = (’q_n’2+)\2>4 € ||]:>\,nH2 =

Segue da Proposigao 4.2.1 que todos os potenciais de calibre descritos (incluindo o caso

n =0, A = 1 considerado anteriormente) possuem a mesma intensidade total de campo
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4 . s .
872. Observe que, para um n fixado, | Fx.(q)||? = 23 jr possui um valor maximo

= (la—nl?+a2
48/X* em ¢ = n. Na medida que A — 0 esse valor méximo tende a infinito de maneira,
I

que as integrais sobre R* de || F.(q)||* para varios valores de A permanecem constantes

(ver Figura 4.1). Logo, na medida que A — 0 a intensidade de campo concentra-se mais e

mais em ¢ = n. Referimos-nos a n como o centro e A como a escala do potencial A, ,,.

lg — n

n

Figura 4.1 — Fonte: Naber, 2010, pag. 357

Considere mais geralmente um potencial de calibre A arbitrario no Sp(1)-fibrado
trivial sobre R* e seja F sua intensidade de campo. Em cada ¢ € R?* definimos || F(q)||?
como sendo a soma dos quadrados das normas (relativa a forma de Killing em sp(1)) dos
componentes de F(q) em relacdo aos dg® A dq”.

Segue da definicao da forma de Killing em sp(1) e da lei de transformagao (2.4.18)
I

para intensidade de campo que ||F(q)||* é invariante por calibre, i.e., se g é uma

transformacao de calibre sobre algum aberto de R* e F? = g~ 'Fg é a intensidade de
I

campo correspondente, entdo || F?(q)||*> = || F(q)||* para cada g. Definimos a intensidade

total de campo de A por

1712 = [, IF(q)Pd(vol)
| F||? ¢ chamada agdo de Yang-Mills de A e é denotada por YM(A). O funcional
YM que associa uma agao de Yang-Mills Y M(.A) para cada potencial A é chamado
funcional de Yang-Mills em R%.
Certas restrigoes fisicas sao colocadas sobre as classes de potenciais A que sdo de
interesse. Como Y M (.A) representa uma intensidade total de campo, considera-se apenas

potenciais de acao finita, ou seja, aqueles A tais que

YM(A) = [ 1F(g)Pd(volz:) < oo
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A fim de garantirmos que Y M (.A) seja finita, é necessario encontrar alguma transforma-
¢ao de calibre local g, definida para |g| suficientemente grande, de modo que os potenciais
nesse calibre decaiam “suficientemente rapido”. No caso de A = Im (M%dq) vimos
que o calibre apropriado g é definido em R* — {0} por g(q) = ¢/|q| pois A é assintética-
mente de calibre puro por g. O essencial aqui é que estas transformagoes de calibre g nao
precisam estar definidas em todo R*. Para vermos isso, considere S2 a esfera de centro
na origem em R* e raio suficientemente grande r contida no dominio de g. Considere a

aplicacao

9|87 = 87— Sp(1).

Como S? e Sp(1) sao ambos topologicamente 3-esferas, g|S? pode ser vista como uma
aplicagdo de S? em S3. g|S® pode ser estendida continuamente a |q| < r se, e somente se,
é homotopicamente trivial. Se 0 < r; < ry sdo suficiemente grandes de modo que S, esteja
contido no dominio de g sempre que r; < r < ry entao g|5’f’1 e g|S§’2 sao homotopicas. Para
vermos isso, considere H : S3 x [ry,ry] — R* — {0} dada por H(z,t) = tz. Dado g, g|S?
determina um elemento do grupo de homotopia 73(S%) = Z. Para o potencial de calibre
A, g é dado por g(q) = q/|q| e esta, restrita a esfera S3, é a aplicagdao identidade. Logo,
g]S? ndo é homotopicamente trivial, pois deg(idgs) = 1 (grau de Brouwer). Veremos que
o inteiro k que corresponde a um dado g esta diretamente relacionado com a “taxa de
decaimento” da intensidade de campo quando |q| — oc.

Vimos na se¢ao anterior que

YMA) = || FIII? = |FII* + 171" (4.2.5)

Em particular, todos os potenciais em R* descritos no Teorema 3.2.2 sdo anti-auto-
duais.

Lembremos que a agao finita do potencial de calibre BPST definido por (3.2.9) nao é
somente um potencial definido no Sp(1)-fibrado trivial sobre R%. Na verdade, é o pullback
para R* de uma conexdo no Sp(1)-fibrado nao trivial em R*. Pode-se dizer que a conexao
no Sp(1)-fibrado trivial que corresponde a A “estende-se a S*” no sentido que S* ¢ a
compactificacdo por um ponto de R* e, devido ao comportamento assintético de LA quando
lq| — o0, a conexao estende-se ao ponto no infinito. E importante notar, entretanto, que
este processo de extensao envolve, nao s6 a conexao, mas também o proprio fibrado. Um
teorema memoravel de Karen Uhlenbeck [Uhl82] assegura que o tinico impedimento para
existéncia desta extensao é o fato da agdo ser infinita. O Teorema de Singularidades
Removiveis de K. Uhlenbeck é muito geral, mas no caso que estamos lidando, é simples
de ser enunciado: Seja A um potencial de calibre em R* com valores em ImH que satisfaca
as equagoes de Yang-Mills e cuja agdo YM(A) = [z | F(q)||*d(volgs) seja finita. Entao

existe um tnico Sp(1)-fibrado P : P — S* sobre S*, uma 1-forma de conexao w em P
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e uma secio transversal s : S* — {N} — P~1(S* — {N}) tal que A = (s 0 p5')*w onde
s: St —{N} — R* é a projecio estereografica a partir do pélo norte N.

Agora os Sp(1)-fibrados principais sobre S sdo caracterizados topologicamente por um
inteiro, i.e., por um elemento de 73(S%) = Z (Teorema de Classificacio 2.3.2). Cada inteiro
deste invariante pode ser obtido como o grau da aplicagao caracteristica T : (S, N) —
(Sp(1),e) dada por T = ¢|S? do fibrado, onde ¢ é a funcao de transicio e S® é a esfera
equatorial de S* (ver capitulo 4, se¢io 4 de [Nab10]). Existe outra maneira de calcular um
inteiro k que determina unicamente a classe de equivaléncia do fibrado, que é dado por
um ramo da topologia conhecido como classes caracteristicas. Embora nao seja o obje-
tivo deste trabalho tratar deste assunto, ganhamos um entendimento maior simplesmente
registrando, sem prova, a férmula para calcular este invariante topologico k. A chamada

“formula de Chern-Weil” diz que

1FI1* = |F-* = 8n%k (4.2.6)

onde F ¢ a intensidade de campo de A. Se F for anti-auto-dual, F = F_e F, =0

entao tem-se que

1 ) 1

k== [ IF@IPdvole:) = — Y M(A) (4.2.7)
Em particular, para a conexdo BPST A dada por (4.2.2) encontramos Y M (A) = 872,
entdo k = —1 para o fibrado de Hopf S® — S7 — S*, este geralmente é chamado niimero

instanton ou carga topoldgica do fibrado de Hopf. Observe que de (4.2.5) e (4.2.6)

temos

YM(A) > 8n?|k| (4.2.8)

Portanto,

IYM(A) = 8r%|k| <= F = (sign k)(xF) (4.2.9)

Uma consequéncia imediata de (4.2.8) e (4.2.9) é que um potencial de calibre em R* é um
minimo absoluto do funcional de Yang-Mills se, e somente se, F é flat (k = 0), auto-dual
(k > 0) ou anti-auto-dual (k < 0). Conexdes flat possuem intensidade de campo zero e
sao estendidas apenas para o fibrado trivial sobre S* e ndo consideraremos mais este caso.
Como auto-dual e anti-auto-dual podem ser trocados simplesmente mudando a orientacao,
podemos restringir nossa atencao apenas a um deles. Pelo fato do fibrado de Hopf ter carga
topoldgica k = —1, vamos considerar apenas o caso anti-auto-dual. Logo (4.2.7) nos dé o
invariante topolégico k do Sp(1)-fibrado sobre S* para o qual um potencial de calibre A
em R* se estende como um multiplo da intensidade de campo total. Porém a intensidade
de campo total de um potencial de agao finita é determinado inteiramente pela “taxa de

decaimento” de || F(g)|*> na medida que |¢| — oo. E interessante que o comportamente
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assintotico da intensidade de campo possa ser diretamente codificada desta maneira na
topologia do fibrado sobre S* para o qual potenciais de calibre sdo estendidos. Também
é notavel o fato que essas intensidades de campo minimas surgem “quantizadas”, i.e.,
parametrizadas por inteiros, de modo que naturalmente apresenta-se algo parecido com a

condicao generalizada de quantizacao de Dirac.
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5 Duas Decomposicoes Do Espaco Moduli e

suas Caracteristicas Geométricas

Neste capitulo final definimos o que é o espago moduli M de conexoes ASD do fibrado
de Hopf quatérnio e apresentamos duas caracterizagoes geométricas do mesmo. Apresen-
tamos a primeira caracterizacao através da decomposicao de Iwasawa de SL(2n,H) e
identificamos M com (0, 00) x H tanto como espago topolégico como uma variedade dife-
rencidvel. A segunda caracterizagao vem da decomposicao de Cartan também de SL(2, H)
a qual nos permite identificar M — {[w]} com a bola B> — {0}. Por fim, comparamos os
centros e escalas dos potenciais de ambas decomposi¢oes em seus respectivos espagos e
analisamos o comportamento das intensidades de campo destes potenciais nos relativos

espagos. Seguimos de perto [Nab10] como referéncia.

5.1 O Espaco Moduli e a Decomposicao de lwasawa

Teorema 5.1.1. Sejam Py : P — X e Py : Po — X dois G-fibrados principais sobre
o mesmo espaco base X, f : Pi — P, uma aplicagdo fibrado suave e w uma forma de

conexdao em Py. Entao f*w é uma forma de conexdo de P;.

Vamos aplicar o Teorema 5.1.1 para o caso em que ambos fibrados sejam os fibrados
de Hopf quatérnio e w é a forma de conexao BPST natural. Todas as aplicagoes fibrado

através das quais fazemos o pullback surguem de uma acgdo a esquerda natural p de

1 1
SL(2,H) em S7. Sejam g = (a 2) € SL(2,H) e (q2) € §". Defina g - (q2) €5
c

q q
normalizando
a b\ (¢  [aq'+bg’
c d) \¢? cq' + dg?
ou seja,
1 1 2
q 1 212 1 221 [0q +bq
. = (lag" + b + leq + d 2 5.1.1
g (q2) (lag” +bq”" + |eq” + dq”|7) (Cq1+dq2) (5.1.1)

Afirmamos que esta, de fato, ¢ uma agdo a esquerda suave de SL(2,H) em S7. Com

efeito, escrevendo p : SL(2,H) x ST — S7 entdo mostramos que

(i) Para todo ¢ € S7, tem-se p(id, q) = q. Basta ver que ¢ € S” implica em |¢*|?+|¢*|? =

plid.q) = id - (q) = (lg'[* + I?") (q) - (q)
q q q

1. Logo
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(ii)Para todo ¢ € S™ e todos g1, g2 € SL(2,H), tem-se p(g192,q) = p(g1,p(g2,¢))- Ora,

aq bl as bg - ajas + 6102 albg + b1d2
se g1 = € go = entao g192 = . Logo,
(&1 d1 Co dg ciag9 + dlcg Clbg + dldg

P(9192,9) = 9192 q
= (‘(alCLQ + b162>q1 + (alag + b162>q2’2

[N

+ |(crag + dico)q" + (c1by + d1d2)q2|2)_

ajag + bicy  aiby + bids
c1a9 + d102 Clbg + d1d2

Por outro lado,

(g1, p(92,0)) = 91 (92, q)
1 2
_1 [azq + byg
= g1 (laag" + bog?? + [eag! + dog?)7F 24 T2
C2q” + daq
Chame vVC = (Jasq" + b2?|? + |caq* + dog®?) 72, G = 7“2‘71\;%’2‘72 e’ = 762‘71\;%12‘72. Entao,
por defini¢ao

a1q + b1
c1Gt + di >

~1
q - ~ - 919y 1
g1 (~2) = (|G + 013 + |e1q" + dig?*) 2 (
q
2
asq" + bag? caqt + dog?

:( e e

1 2 1 2
(fh agqjgw b czq\}%bq )
c

asq* + bag? caq" + dog?

+d
C1 \/a 1 \/5

a1

1
2)_2

2 2
= (’al(%ql + bqu) + b1(02q1 + d2q2)‘ + ‘01(a2q1 + b2q2) + dl(Cqu + d2q2)‘ )

VO [ai(azg" + bag®) + bi(cag' + dag?)
VC c1(azq" + bag?®) + di(c2q* + dag?)

= <|(a1ag + bico)q' + (a1as + bicy)g?|?

1 2 1 2
a2q”+bag c2q” +daq
17 S

[NIE

N|=

+ |(craz + d1C2)q1 + (c1by + d1d2)(]2|2)_
a1ao + b102 a1b2 + b1d2
ciao + d102 Cle + d1d2
como querfamos. Logo, para cada g € SL(2,H) fixado, a aplicacao p, : ST — S7 definido

1 1

por py (q2) =g- <q2) ¢ um difeomorfismo. Note que p, preserva a Sp(1)-acao a direita
q q

do fibrado de Hopf em S7, i.e., para cada ¢ € S”,

() )= () G) <
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Em particular, p, ¢ uma aplicacao fibrado do fibrado de Hopf em si mesmo. Logo, se w é a
conexao natural no fibrado de Hopf, o Teorema 5.1.1 garante que p*w também ¢ uma forma
de conexao em S — ST — S%. Agora, faremos o calculo explicito dos potenciais de calibre
(sk 0@y, )*(phw) como feito no Capitulo 3, pela Proposi¢ao 3.1.1 identificaremos s} (p}w)

com (s o golzl)*(p;w). Assim, para facilitar a escrita, facamos s = sy0@y ' : H — P~1(V3)
e deixe ¢ € H fixado. Entdo temos que s(q) = (1 + |¢|?)"2 (j) Identificamos cada

vy € T,(H) com 4(q + tv)‘tzo onde dg(v,) = v. Logo,

(8*(p§w))q (vg) = ((pg 0 8)"w), (V4)

(5.1.2)
= Woy(s() ((pg © 8)sq(vyq))
onde
d
(03 © 9)2a(¥e) = ({050 g+ 1) _, (5.3
Agora,

(pgos)(qg+tv) =

M\H

(1+]q+tv]*)” ( + tv)
(1+ |qg+tv|>)”

Chame h(t) = (1 + |q + tv[*)~2. Entdo

)"
h(t q—l—tv ah(t)(q + tv) + bh(t)
h(t)(q + tv) + dh(t)

Podemos escrever

lah(t)(q + tv) + bh(t)|? =

ah(t)(q + tv) + bh(t))(ah(t)(q + tv) + bh(t))
)) (\aﬂq + zfv|2 +a(qg+tv) b+ b a(q + tv) + \b]Q
))?(lal*(lq]* + 2Re(qu)t + |[v]*#?) + 2Re(b a(q + tv)) + [b]*)
N2 (|al?|v]*t + |a|*Re(qu)t + |al*|q|* + 2Re(b(q + vt)a) + |b]?)
N2(Jal?|v*t* + 2Re(bva + agua)t + |b|* + |al?|q|* + 2Re(bga))
o0 mesmo vale para
ch(t)(q + tv) + dh(t)|* = (h(t))*(|c|*|v]|*t* + 2Re(dvE + cque)t + |d* + |c|*|q|* + 2Re(dge))
Disso, escrevemos a soma

lah(t)(q + tv) + bh(t)|* + |ch(t)(q + tv) + dh(t)|* = (h(t))*(At* + Bt + O)
onde A = (|a]* +|c|?)|v]?, B = 2Re(bva + aqva + dvc + cqve) e C = |b]? + |a|?|q|* + |d|* +

Ic|?|q|?. Note que todos estes sdo reais e ainda

= |aq + b)* + |cq + d|*.
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b b b
Observe que (a ) (q) = (aq + ) Como (a d) € SL(2,H) é invertivel, segue que
c

c d] \1 cq+d
C' é estritamente positivo. Agora, temos que

-1 faq+ avt+b
os)(q+tv)= (A’ +Bt+C) ° : 5.1.4
(pgos)(q+tv) = ( ) (cq+cvt+d> (5.1.4)
Calculando a derivada coordenada a coordenada em t = 0, obtemos
d ( aq + avt + b )
n 1
dt \(At* + Bt +C)2 ) | _,
 (av(A2 + Bt + C)2 — L(ag + avt + b)(At? + Bt + C)~2(2At + B)
B At? + Bt +C -
a0 - 1(C)H(B)
B C
_1 1 . s
=C2av — 50 2B(ag + b)
0 mesmo temos para —4FUH entio segue que
(At2+Bt+C)2
C zav — %C_%B(aq +b)
0 8)wg(Vy) = ) 5.1.5
(70 5).a(v,) &wwﬁc%@+® (5.15)

Precisamos calcular w,,,s(q)) do vetor tangente dado por (5.1.5). Fazendo t = 0 em (5.1.4)

temos que
agqtb
po(s(a)) = | <,
NG

entdo ¢'(p(s(q))) = 2 e ¢*(py(s(q))) = EE. Logo,

_ qa+b( , 1 1 s
(@'da") py(s(a) (Pg © 8)xa(Vg) = el (C 2av — 5C72B(ag + b))

~ (ga+b)av  B(ga+b)(ag +b)
- 202
_lal*qv +bav  Blag + b

C 207

do mesmo modo,

~ lc|?)qu 4+ bev  Bleg + d)?
(qqu2>pg(8(q))(pg 0 8)sq(Vg) = C - 202

Consequentemente,
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Im(qldql + ‘qu2>pg(8(q))(f)g 0 5)q(Vq)

. ((\a!g +|c)?) v+ (l_)a + Jc) v)

|ag + b* + |eq + dJ?

. ((\a’2 + |e|?) G + (l_)a + cic) dq(vq)>

lag + b|% + |cq + d|?

b
Concluimos de (5.1.2) que, para g = (a cl) € SL(2,H),
c

(s2093") (pjw) =Im ((W )7+ (bo + do) dQ> (5.1.6)

lag + b2 + |cq + d|?

De maneira analoga encontramos

ey g (O A 1d?) g+ (ab + ad)
(810('01 ) (pgw)—1m< |bg + a|* + |dg + c/|? d

De acordo com a unicidade do Teorema 4.2.1, a conexdo p;w fica completamente deter-

(5.1.7)

minada pelo par de pullbacks {sf(p;w), sg(p;w)}, i.e., pelas 1-formas (5.1.6) e (5.1.7) em
H. Neste caso, podemos dizer mais ainda. Qualquer conexao n no fibrado de Hopf é uni-
camente determinado por apenas um dos potenciais de calibre sim ou sin. A razao disso
¢ que uma vez dado, digamos, sjn em Vi, entao a lei de transformagao s5n = ad,-1 o sin
determina de maneira tnica s3n em VoNV;. Mas em Vo, NV, falta apenas um ponto de Vs,
entao por continuidade determina sin em todo V5. Por esta razao é comum encontrar-se
na literatura uma conexao do fibrado de Hopf representado por somente uma 1-forma de
conexdo em R* com valores em ImH.

A seguir mostramos um resultado que mostra que p, ¢ invariante por um subgrupo de

SL(2,H).
Proposigao 5.1.1. Sejam p: SL(2,H) x S™ — ST a agdo a direita dada por

aq* + bg?
cqt + dg?

1

q _1
p(9,9) =g~ (qg) = (lag" +bg*|* +|eg" + dg*[*) 2 (
e w a forma de conexao natural do fibrado de Hopf. Entao

pyw=w <= g€ Sp(2) C SL(2,H) (5.1.8)

a
Demonstracao. Suponha g = (
c

> 4 |d|?> = 1 e ab + ¢d = ba + dc = 0. Além disso,

L) (o) e 00 -

b
d) € Sp(2). Entao g*g = id implica que |a|> + |c¢|* =
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e, como os elementos de Sp(2) preservam a forma bilinear em H?, |ag + b|? + |eq + d|* =
bqg + a|* + |dg + ¢|* = 1 + |q|*. substituindo todos estes em (5.1.6) e (5.1.7) obtemos

T q 1%
(s209; ") (piw) = Im (1+|q|2dq> = (s20¢;")'w

—1\* * q —1y\x*
(5107 1) (Pgw) =Im (quPdQ> = (520, 1) w

Logo p;w = w. Reciprocamente, suponha que pjw = w. Entdo o lado direito de (5.1.6)
é apenas (sy 0 @5 ')*w, isso implica que |a> + |¢[*> = 1 e ba + dc = 0 (entdo ab + cd) e
lag + b + |cq + d|? = |bqg + al* + |dq + ¢|* = 1 + |q|>. Fazendo ¢ = 0 na tltima igualdade

obtemos |b]? 4 |d|? = 1. Juntando estas informagoes temos que

o))

portanto g € Sp(2). [ |

Vamos examinar, com mais detalhes, as conexdes pyw para g em dois subgrupos de

SL(2,H). Primeiro considere
1
N = "Vnen
01

1
De fato N é um subgrupo de SL(2,H). Primeiro, fagamos o calculo de ¢ (O ZL) (ver

(2.2.1)). Seja n = n' + n?j, onde n',n? € C. Entao

b= n):

Portanto
1 nt 0 n?
1a o1 00
¢(O 1)_ 0 —n2 1 a!
0O 0 0 1

1 1
Como det ¢ (O T) = 1 entao (O T) € SL(2,H). Além disso, N é fechado em relagao a

1 n 1 n
multiplicacao de matrizes. De fato, sejam (0 11) ) (0 12) € N dadas quaisquer, entao

1 1 1
nq Ny _ nq + No cN
0 1 0 1 0 1
1 N
nq _ —nn1 c N
0 1 0 1

temos
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Concluimos entao, que N é um subgrupo de SL(2,H).

A seguir, considere o conjunto

Vo0 o\
SGEARE

) € A temos claramente que det

0 \/X 0 =1, portanto
1/vVA TNy

€ SL(2,H). Mostremos que A é fechado em relagdo a multiplicacdo de

VA o)(ﬁz 0

A
Para qualquer ( 0

VA0
0 1/VX

) € A quaisquer. Logo,

0 1/vV\ 0 1/VX

\/Xl 0 \/XQ 0 B s 0
(O 1/\/X1)(0 1/\/)\_2)_( 0 1/\/m>€A» A1, A2 >0

Va0 Y (1A o
PR Y (T 2 ea ao

Disso concluimos que A também é um subgrupo de SL(2,H) e portanto o conjunto

1 n VA 0 ‘
NA:{(O 1)(() 1/\/X>,neH,)\>O}

R ICETAY
_{<0 1/\/X),neH,A>O}

matrizes. Para isso, tome (

VA n/VA
0 1/vVA

motivo do inverso de g sera explicado em breve). Agora,

1 /v —n/VA ~fa b
S VRV W R VR
onde a =1/vVA, b= —n/V c=0ed=+\ Assim, |a]>+ |¢|> = 1/), ba + dc = —n /),
lag + b]* = +|g — n|* e |cg + b]* = X entdo (5.1.6) nos dé

estd contido em SL(2,H). Para g = ) € NA queremos calcular Py (o

—1\*/ * q -n
(82 O QOQ ) (pgfl(.U) = Im <|q—/n,|2_{_)\2dq> (519)

Analogamente,

(MP+A%q_"d> (5.1.10)

—1\x* *_1 :I
(810901 ) (pg LU) m |1—HQ|2+)\2’C]|2
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Os potenciais de calibre A, ,, = (s3 0 902_1)*([);,1&)) sao chamados potenciais BPST
genéricos. Vamos escrever (5.1.9) e (5.1.10) em ¢1- e gy-coordenadas em Vo N'V;. Para
peVoeXeT,(SY), (5.1.9) nos da

(SZ(ﬂqu))pX = ((82 ° 902*1)*(p;_1w))(p
= (Isf)z(p)—”P*AQ )

onde dq((¢2)X) = w. De modo semelhante, para p € V; e X € T,(5*), segue de (5.1.10)

que

((#2)pX)

(s3(p5-2w)), X = ((s2005") (p5aw)) _  ((92)X)
(LG )
1= nor (D) + X2l ()
onde dq((p1)«X) = v. Mostraremos esta tltima igualdade em termos de o explicita-
mente. Para p € VNV, e X € T,,(S*) tome p = ¢5'(q), onde ¢ € po(Vy N Va) = H — {0}.
Como ¢y 0 ;' = ¢ 71, segue que p = ;' (¢7!). Em seguida, Suponha X = (p51),,(W,).

Como (()01 o 90271)*q = ((Pl)*p o (@;1>*q, temos

X = (902_ )eq(Wg) = (901 )em(p) 0 (01)4p © (902_1)*q(wq>
= (@I Jeq—1 0 (P10 3 )*q(wq)

Portanto,

(si(p)w)) X = (0)r@)ao (< Dap © (91D sg1 0 (1 005 (W)
= (0 10)ay o1 (g) (51097 g 0 (91 0 93 )gl(Wy))
(slw (0}~ 1w>) (1093 )uglwy))
:1m< (Jn2 + X2)gT = n )

1= n(g P+ Xg P

onde dqg ((gpl o cpgl)*q(wq)) = v. J4 mostramos que

_ w  2Re(wq)q
(Prows Neg(Wo) = 75 — —p
2 q q |q|2 |q|4
onde w, ¢ identificado com %(q + wt)‘tzo. Agora |1 — ng™!|* = ‘q|2 lg — n|?,q71 # e
2
1 = f = . ot

(Inl2 + A% —n _ (In* + X*)g = nlg/*
‘q|2‘q_n’2+ |q|2 |q_n’2+)‘2

Portanto,

(Inf* + A*)qw — ngqw
* *_1 X — I
(), % = (5

~ Im ((Inl2 + \2)qi + nqwq)
lal*(lg = nf> + A%)
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onde p = 03(q), X = (93 )ug(W,). A segunda igualdade vem do fato direto que Im(wq) =
—Im(qw). Em detalhes, para cada p € V; N Vs e cada X € T,(S5%),

. M (In]* + X*)@2(p)w + nypa(p)wes(p)
(i), X = (LT ) o140

onde dq((2)epX) = w e dql(p1)epX) = v.
Um célculo andlogo mostra que a partir de (5.1.10), para cada p € V3 N V; e cada
X € T,(S%) tem-se que

p

. — Im ©1(p)v + 1 (p)ver (p)
(s3(r5e) X =T (|so1<p>|2<\w1<p>|2+A2|sol<p>|2>> (5:-1.12)

onde dq((p2)X) = w e dq((p1)pX) = v.

Temos agora uma colecio substancial de formas de conexdo em S® — ST — S%
Temos mais do que isso, se denotarmos por A o conjunto de todas as formas de conexao
em S% — ST — S entdo a agdo natural a esquerda de SL(2,H) em S” dada por (5.1.1)
dé origem a agao a esquerda de SL(2,H) em A definida por

SL(2,H) x A— A
(9;m) =g -n=p-m

o fato de ser uma acao a esquerda vem de

(gh,m) = (gh) - = plgny1 M = Ph-1,1M
= (pn-10pg-1)"n
= Pg1 0P (N)
= pg-1(h-m)
=g-(h-n)
(o inverso de g~! é usado para compensar o pullback).

Considere o subconjunto NASp(2) = {g192935 € SL(2,H); 91 € N, g2 € A, g3 € Sp(2)}
de SL(2,H). Se w é a conexao natural do fibrado de Hopf, entao

(919293) - w = (9192) - (g3w) = (9192) - w

pois g3 - w = p;a,lw = w por (5.1.8). Como ja calculamos (g1¢2) - w para ¢ € N e
g2 € A, g-w fica determinado para todo g € NASp(2). Embora esteja longe de ser ébvio,
NASp(2) na verdade é todo SL(2,H). Esta ¢ chamada decomposicao de Iwasawa de
SL(2,H):

SL(2,H) = NASp(2) (5.1.13)

a prova desta decomposi¢ao se encontra em [Hel62]. Por meio de (5.1.13) identificamos
a Orbita de w em relagdo a agdo de SL(2,H) em A. Voltaremos nesta decomposicao em

breve.
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O Teorema 5.1.1 expoe outro assunto de interesse neste trabalho, a saber: quando duas
conexoes sao suficientemente distintas em um fibrado para que devéssemos distingui-las?

Considere, por exemplo, as 1-formas em H com valores em ImH

2
q _ 1
| ‘q Im(q 1dq) e m(q 1dq)

1+ lql2I
Cada uma destas pode ser identificada (pelo Teorema 4.2.1) com uma tnica conexao no
Sp(1)-fibrado trivial sobre H — {0}. Ora, pensando desta maneira, elas parecem ser bem
diferentes pois possuem valores nos vetores tangentes aos pontos de H — {0} e possuem
um comportamento assintético bem distinto quando |¢| — co. Entretanto, sabemos mais
acerca destas duas 1-formas. De fato, as equagoes (3.1.15) e (3.1.16) mostram que sao
pullbacks para H — {0} da mesma forma de conexdo w no fibrado de Hopf através de
duas secoes transversais distintas do fibrado. Consequentemente, elas diferem apenas pela
que chamamos de transformagcao de calibre (local) e, devido a correspondéncia bitnivoca
entre segoes transversais e trivializagoes (pag. 58), isso significa que diferem apenas por
uma maneira particular pela qual o fibrado é trivializado. Como tais, elas deveriam ser
consideradas como duas expressoes coordenadas distintas de um mesmo objeto geométrico
e desse modo devem ser vistas como “equivalentes”. A seguir, formalizaremos isso.

Uma transformacao de calibre local é uma mudancga de secao transversal e todas estas
mudancas surgem da seguinte maneira: Sejam s : V' — P~1(V) uma secao transversal local
e g: V — G uma aplicacdo suave. Defina s9 : V — P~1(V) pondo s/(x) = s(x) - g(z),

para todo x € V. Entao s¢ também é uma secao transversal local, de modo que

P(V) = U{s(x) hihe Gy = |J{s*(x) - h;h € G}
eV eV
Dessa forma, podemos definir uma aplicagio f : P~Y(V) — P~YV) por f(s(z)-h) =
s9(x) - h. Afirmamos que f é um automorfismo suave do G-fibrado P : P~1(V) — V. De
fato, como s e g sao suaves segue que s? é suave, e consequentemente, f é suave. Além

disso, por P ser invariante nas fibras temos,

Po f(s(z)-h) =P(s*-h) = P(s'(2))
= (s(z-g(x))) = P(s(x)) = x

para todo z € V. Por outro lado, P(s(x) - h) = P(s(z)) = x para todo = € V. Portanto,
Pof=Pe féum automorfismo fibrado de P : P~1(V) — V. Reciprocamente, suponha
que seja dado um automorfismo f do fibrado P~(V) em si mesmo. Se s : V. — P~1(V)
é qualquer secdo transversal, definimos uma outra aplicagdo de V em P~1(V) pondo
r — f1(s(z)). Como f~' é também um automorfismo fibrado, esta aplicagio é uma

secao transversal em V', pois
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Logo, para cada x € V existe um tnico g(x) € G tal que f~'(s(x)) = s(x) - g(z). Resta
mostrar que g, assim definida, é uma aplicacao suave. Com efeito, g pode ser vista como
a composicao das seguintes aplica¢oes suaves
ffl

VS P(Y) LA

PH(V)

x— s(z) — f(s(2)) = s(z) - g(x) — g(x)
onde 9 ¢é definida na péag. 43.

Consequentemente, uma transformacao de calibre em V' C X pode ser identificada com
um autormorfismo do fibrado P~1(V). Entao se P : P — X é um G-fibrado principal
sobre X entdao uma transformacio de calibre (global) é um automorfismo do fibrado,
i.e., um difeomorfismo f : P — P que preserva fibras de P (P o f = P) e comuta com
a agao de G sobre P (f(p-g) = f(p) - g). Como composicoes e inversos de automorfismo
sao ainda automorfismos, a colecao de todas transformacoes de calibre de P : P — X
forma um grupo sob composicao, chamado grupo de transformacoes de calibre de
P : P — X e serd denotado por G(P). Agora, se w é uma forma de conexao no fibrado
e f € G(P), entao, pelo Teorema 5.1.1, f*w também é uma forma de conexao no mesmo
fibrado. Duas conexdes w e n sdo ditas equivalentes por calibre se existe um f € G(P)
tal que n = f*w. Afirmamos, que de fato, esta é uma relacao de equivaléncia no conjunto

de todas as formas de conexao de P, A(P).

())w ~ w. E imediato, uma vez que id € G(P).
(il)w ~n = m ~ w. Com efeito, se w ~ n entdo existe f € G(P) tal que n = f*w.
Entao

FHn=Yof(w=fofYVw=idw=w
(liljw~nepu~n = w~ u Existem f,g € G(P) tais n = f*w e u = f*n. Logo

p=g(f'w)=g"0of(w)=(fog)w

como f o g € G(P) temos o que queriamos.

O conjunto A(P)/G(P) das classes de equivaléncia por calibre de em P é chamado de
espaco moduli de conexoes no fibrado. Estes espacos tornaram-se, desde Simon Do-
naldson, objetos de profunda significincia para topologia. Para os fisicos estes representam
os espagos de configuracao das teorias de campo quantico e, como tais, sdo variedades nas
quais as integrais de caminho de Feymann sao definidas e avaliadas.

E importante notar que se f é um automorfismo e s : V — P~1(V) é uma secio
transversal, entdao s*(f*w) = (f o s)*w. Como fos:V — P~HV) também é uma secio
transversal, entao concluimos que s*w e s*( f*w) sao, de fato, ambos potenciais de calibre
de w (por segoes transversais distintas). Consequentemente, eles estao relacionados por

uma lei de transformacao de calibre do tipo (2.4.3).
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Agora, mostraremos um difeomorfismo que nos serd muito 1util em instantes. Cada
A, , é determinado por um ponto (A\,n) em (0,00) x H. Mostremos que (0,00) x H
¢ difeomorfo ao disco aberto de dimensao 5. Para isso, considere (0,00) x H como um

3 % g30 as coordenadas usuais

subconjunto de R®, com 26 =0 e a! =X >0 (2%, 2%, 2% e z
¢°, ¢, ¢% ¢* em H). Denotamos por S* o equador (z° = 0) de S® e por B® a bola de

dimensdo 5 interior a S*, i.e.,

B ={(a',....a%0) € R% (')’ +... +(a")’ < 1}

Seja s : S° — {N} — R x H a projecdo estereografica pelo pélo norte. Note que @g"
leva (0,00) x H no hemisfério “frontal” S5 = {(z!,...,2%) € S% ! > 0} de S°. Seja R a
rotacdo em R® por 5 que deixa 22, . .., 2° fixos e leva N = (0,0,0,0,0,1) em (1,0,0,0,0,0),
i.e.,

R(x* 2% 2 2 2% 2%) = (2,27, 2% 2%, 2°, —2)

para todo (z', ..., 2%) em R®. Entdo R leva Sy no hemisfério “inferior” S? = {(z',..., 2%) €
S5; 2% < 0}. Finalmente, note que ¢g leva S? em B°. Além disso, é possivel mostrar que
o determinante de ¢, 0 R o pg' é estritamente positivo, portanto é um difeomorfismo de
(0,00) x H em B® conforme que preserva orientacao.

Pelo Teorema 3.2.2 obtemos uma colegao de conexdes ASD no fibrado de Hopf quatér-
nio. Cada um desses surgem de um potencial de calibre A, ,, em R* com intensidade de
campo ASD Fy,, e com acdo de Yang-Mills YM (A, ,,) = 872 Temos interesse nas classes
de equivaléncia de calibre destas conexoes. Definimos o espago moduli de conexo6es
ASD no fibrado de Hopf S? — S7 — S* como o conjunto M das classes de equiva-
léncia de calibre das formas de conexdao ASD em S® — S7 — S*. Desse modo, a conexao
natural w, assim como cada ¢ - w para g € SL(2,H), determina um ponto no espago
moduli que consiste de todas as conexoes ASD no fibrado Hopf que sdo equivalentes por
calibre a estes. Entretanto, estes nao determinam os pontos todos diferentes, pois como

j& vimos, g - w = w se g € Sp(2).

Lema 5.1.1. Seja w a conexdo natural em S — ST — S* e sejam dados g,g' € Sp(2).

Entdo, ¢ -w = g-w <= g '¢ € Sp(2), se, e somente se, ¢ esta na classe lateral

95p(2).
Demonstracgao. Temos que p ¢ um homomorfismo. Segue da Proposicao 5.1.1
g w=g-w = paw=piHaw = w=pypl-1w)
= w= (P 0ply-1)w

= (p(g)-1 0 pg)'w = plg)-14w = (979w
— g lge Sp(2) <— g leyg- Sp(2)
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Em particular a aplicagao f : SL(2,H) — M dada por f(g) = [g - w] é constante
em cada classe lateral ¢gSp(2) em SL(2,H). Portanto, esta aplicagdo descende para uma
aplicagdo quociente de SL(2,H)/Sp(2) em M de modo que o seguinte diagrama seja

comutativo

Lo
s

SL(2,H)/Sp(2)
onde Q : SL(2,H) — SL(2,H)/Sp(2) é a aplicagdo quociente no espago das classes
laterais a esquerda SL(2,H)/Sp(2) dada por Q(g) = [g].

Teorema 5.1.2. (O Teorema de Atiyah-Hitchin-Singer [AHS78]) A aplicagio
[ SL(2,H)/Sp(2) - M

dada por f([g]) = [g-w], onde M ¢ o espago moduli das conexées ASD no fibrado de Hopf
S3 — ST — S84, € uma bijecio.

Observacgao 5.1.1. Para mostrar que f € injetiva precisamos mostrar que ¢ - w € equi-
valente por calibre a g - w somente se g’ pertence a classe lateral gSp(2). Ora, ambos
g -w eg-w sio unicamente determinados pelos potenciais de calibre Ay . e Ay, com
intensidades de campos correspondentes Fy 1 e Fyn, respectivamente. Agora, se ¢'-w e
g - w sao equivalentes por calibre, entdo as intensidades de campo estao relacionadas pela
lei de transformagio (2.4.18). Mas isso implica que ||Fx (Q)||* = [|Fan(q)|]* para cada
q € R* e isto s6 € possivel se N = X en' =n (Teorema 3.2.2). Assim, Ay v = Ay, Logo
g -w=g-weo Lema 5.1.1 implica que g’ € gSp(2), como queriamos. A sobrejetividade
de f, ou seja, o fato de que qualquer classe de equivaléncia de calibre das conexées ASD
do fibrado de Hopf € representada por algum g - w, g € SL(2,H) e w sendo a conexdo
natural, € um assunto mais delicado. A prova envolve resultados profundos de cohomologia

de sheaf e geometria algébrica.

Agora estamos em posicao de apresentar a primeira caracteristica geométrica do espago
moduli M das conexdes ASD. Pela decomposicao de Iwasawa todo ¢ - w é unicamente
determinado por um potencial BPST A, ,, e portanto, por um par (A, n), onde A > 0
e n € H. O Teorema de Atiyah-Hitchin-Singer e o argumento da observagao que segue
implicam que os pontos do espaco moduli M estao em correspondéncia biunivoca com
o conjunto de todos os pares (A\,n), i.e., com os pontos do espaco (0,00) x H em R®.
Intuitivamente, pontos “vizinhos” (A, n) e (X', n') em (0,00) x H dao origem a conexdes
cujos potenciais de calibre estao “proximos” no sentido de que suas intensidades de campo
estao centradas em pontos proximos e possuem aproximadamente a mesma escala (ver

Figura 4.1). Sabe-se (pag 243 - [Nab10]) que quaisquer duas estruturas diferencidveis em
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R® (que é homeomorfo a (0,00) x H) sdo necessariamente difeomorfas entdao podemos
munir M com a mesma estrutrura diferencidvel de (0,00) x H. Com isso, identificamos
o espa¢o moduli M com (0,00) x H como um espago topolégico e como uma variedade

diferenciavel.

Observacao 5.1.2. Vale ressaltar que ndo é uma tarefa fdcil justificar a introdugcdo em
M da métrica Riemanniana e orientagdo de (0,00) x H, e de fato, existem outras escolhas
possiveis ( [Mat89]). Como os fisicos estao interessados em definir integrais de caminho

nestes espacos moduli sua geometria € fundamental, resta ainda muito trabalho a ser feito
(ver segio 9.5 [MM92)).

5.2 Decomposicao de Cartan do Espaco Moduli M

A caracterizagdo que obtivemos até entao é simples, porém conseguimos ir além e
explorar uma outra forma de ver o espago moduli M. Para chegarmos a esta outra visao
de M, mais no espirito da teoria geral de Donaldson, lembramos que (0, o) x H, com sua
estrutura usual, é difeomorfo & bola de dimensdo 5, B%. Precisamos de uma parametrizacao
dos pontos de M que os identifiquem de maneira natural com os pontos de B®. A grosso
modo, queremos introduzir “coordenadas esféricas” em M. Comegamos assumindo um
teorema nao trivial de decomposicao de matrizes, e consequentemente, uma decomposicao
chamada decomposicao de Cartan de SL(2,H) (ver [Hel62]), a saber:

SL(2,H) = Sp(2)ASp(2) (5.2.1)

A afirmagao aqui é de que qualquer elemento de SL(2,H) pode ser escrito como um
produto giags, onde g1, g2 € Sp(2) e a € A. A fim de usarmos este resultado propriamente
precisamos desviar rapidamente do objetivo principal, como fizemos anteriormente com a
primeira decomposigao.

Primeiro, considere a agdo a esquerda de SL(2,H) em S dada por (5.1.1). Como esta
acdo respeita a Sp(1)-agao natural a direita do fibrado de Hopf em S7, a mesma descende

para uma acio a esquerda de SL(2, H) no quociente S7/Sp(1) = HP' = S* que é descrita

Bl ol

para todo ¢ € H. Em particular, Sp(2) C SL(2,H) age naturalmente sobre HP'. Mos-

S
traremos que esta agao a esquerda de Sp(2) sobre HP! ¢ transitiva. De fato, para cada

da seguinte maneira:

aq+b
cq+d
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m € HU {oo}(= §*) defina g,, € Sp(2) por

1

v/ 14+|m|?

Im =

Entao

Em particular,

0
entdo cada elemento de HP' est4 na 6rbita de [1] e a agao ¢ transitiva.

Em seguida calculamos o subgrupo

esquerda de Sp(2) em HP'. Se g = (a
c

o . 0
implica b = 0, assim g - ) = p

a 0\ (a O 10 B )
| = entdo |a|* =
c d) \c d 01

subgrupo de isotropia de ) é

(.

1 m
iftmeH

—-m 1

0 1
if m=o00

0
q+m )
iftmeH
—mq+1
1
if m =00
_q—
1_
ifmeH
—m
0 .
if m=o0
-1
m
{ ] ifmeH
1

de isotropia de

1, ac = 0 (logo ¢ = 0) e |d|?

Jal? = |d)* = 1}

!

€ Sp(2) implica que

em relagao a essa acao a

1
b), entao g - {0] = [b] logo ¢ - [
d 1 d
a 0

, onde d # 0. Agora,

1. Portanto, o
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e é isomorfo a Sp(1) x Sp(1). Como Sp(2) é compacto, segue da Observagao 2.2.2 que

HP' = §* = Sp(2)/Sp(1) x Sp(1) (5.2.2)
Agora, Sp(2) é a uniado das classes laterais g(Sp(1) x Sp(1)), onde g € Sp(2). Estas classes,

entretanto, estdo em correspondéncia biunfvoca com os pontos de HP! e ja vimos que cada

0
elemento de HP! é g,), - [1 para algum m € HU {oo}. Logo,

Sp(2)= U gm(Sp(1) x Sp(1)) (5.2.3)

meHU{oo}
Neste momento, usaremos (5.2.1) e do fato que os elementos de Sp(1) x Sp(1) comutam

com os elementos de A para escever
SL(2,H) = Sp(2)ASp(2)
= U gm(Sp(1) x Sp(1))ASp(2)

meHU{oo}

= U  9mA(Sp(1) x Sp(1))Sp(2)

meHU{co}

= U gmASp(Q)

meHU{oco}
Portanto

SLE2H) = |  gnASp(2) (5.2.4)

meHU{co}
Como os elementos de Sp(2) deixam fixa a conexdo natural w em S3 — S7 — S* segue
de (5.2.4) que cada ponto do espago moduli M é g - w para algum g da forma g = g,,a,
onde HU {c0} e a € A.

Lema 5.2.1. Sejam m € H e A > 0. Entao

1 1 m \/X 0 _1_(1+|m’2)1/2 1/\/X _TH/\/X
Jitmp\=m 1)\ 0 1/VX B Vimo VA
o 1\ (vx o \\ [0 -—1x
1 0)\o0o 1/ WA o
1 1 m\(vx 0\ 1 VA om/VA
Jirmp \=m 1) Lo yva) T i e \—mva A )

m|?
+lm[?

Demonstracao.

como det p = (1+|1m|2) + a y = 1, entdao p possui inversa e é dada por

1 1/VA —m/vVA
J1+ m2 \mvA VA
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como queriamos. Uma prova inteiramente analoga para o outro caso demonstra o resul-
tado. [ |

VA 0 ) € A. Entdo

Lema 5.2.2. Seja g = gnay, onde ay =
70 G = gmQx A (0 1/\/X

_ 1+ Xm|?)q dg+ (N\* — 1)m dq
(g w) = Tm [ < 5.2.5
(s20057)" (g w) m( lg — m|2+ A2|m g + 12 ( )
sem el e
N%q dg
;) (g w) =1 5.2.6
(SQOQOQ ) (g w) m 1+/\2|Q|2 ( )
se m = 0.
Demonstracao. Escreva
1 1/VA —m/VA ~fa b
1+ |mP2 \mvA VA c d
Entao segue de (5.1.6) que
1 Im[2X Y\ = 1 —m | =
e ) = T (sexvtes + ) @+ mtr (5 J””A)d
(520@2)(9 w)_m 1 q m |2 1 \/X_ \/XQ q
1+|m|2|ﬁ_ﬁ| +1—Hm‘2| mq+ |
1 |m|?\2 _ 1 2 =
o (Gt + i) 4+ s O~ Dm
- ;‘ |2+;|)\2— 422 q
sariam |4~ 7 S A+ X
M (14 X2|m|?)q dg + (N\* — 1)m dq
lg — m|?> + X2|m q + 1]?
para todo m € H. O mesmo fazemos para o caso em que m = 0. |

Proposicao 5.2.1. Sejam A >0, m € HU {0} e

gmay, sem € H
g ==
Jo@y, Sem = o0

Suponhan=-m"1, p=1/\e

, gy, sem €

g =
Jooly, SEM = 00

0
onde a, = ({)’E 1/\/_) Entao,
1

(s200,7)"(g - w) = (s20957)"(g - w)

Consequentemente, ¢ - w = g - w.
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——1‘2 _ -1

Demonstragao. Temos que |n|*> = | —m
5.2.2

( 1 ( 1 n) (\/ﬁ 0 ))_1 _ (14_‘”‘2)71/2 (1/\/ﬁ _n/ﬁ>
Ji+mE\-n 1)\ 0 1/yu Vi

:<1+)‘”2 YAVY) /(1)
m= VA1V

(i LY A VAR
= <1+ |m|2> (—m_l/\/x 1/\/X )

——1‘2 _ 1

|m iz = —m~" e pelo Lema

entao de (5.1.6) temos

(510 07")"(g - w) = Im

)\2 + ‘m71|2 g + )\2m—l . m—1
/\(1+ﬁ) A(H—ﬁ) /\(1+ﬁ) /\<1+ﬁ) p

A(H)’Hm 2+ )\(1+ 2)\— m~! g+ 1J?

lm|2

2|2 _ _
(“55)7 + s 02 117 dy
Xlg+m 2+ —m g+ 1[?

= Im

= Im

Mas

1

— P+ —Loom —
lql” + e(gm )+‘m’2

m|?

1 _
= TP (]m| q|* + 2Re(gm) + 1)
Por outro lado,

lmq + 1> = (mq + 1) (gm + 1) = |m|?|q|* + 2Re(gm) + 1
= |m|*|q|* + 2Re(qm) + 1
12 =

Entao |¢+m~ i |2 |mq+1]2. De maneira analoga, é ficil mostrar que | —m~1q+1|* =

7‘1;‘2 |¢ — m|?. Disso temos que
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Al +m7 2 [ =mTh g+ 12
)\2|m|2+1 g+ o |2 ()\2 )7’77, dq)

=Im |m|2

B AQ'@'@“ + ods (A2 — 1) dg
(32 O P9 ) Im

. OZfm? + 1) + (0 - ) d
A2mg + 1|2 + |¢ — n)?

= (5209,")"(9 - w)

como querfamos. Agora, escrevendo Ay v = (52005 ) (¢ w) e Aym = (52005 (9-w)
entdo Ay v = Ay, 0 que implica ¢’ - w = ¢ - w. O mesmo procedimento se aplica para
mostrar o outro caso. |

Em resumo, qualquer ponto no espago moduli M é representado por um potencial de
calibre (5.2.5) e (5.2.6) e para obter um conjunto de representantes, ¢ suficiente considerar
apenas \'s no intervalo 0 < A < 1. Existe ainda alguma redundéncia, pois A = 1 especifica
a conexao natural w para qualquer m € HU {oco}. Para m = oo isto fica claro por (5.2.6).

No caso em que m € He A =1, (5.2.5) reduz-se a

(L)

lg —m|> +|m q + 1|2

Mas |[g—m|?+|m g+ 1> = (G—m)(g—m)+ (mg+1)(gm+1) = 1+|m[*+|q]*+|m[*|q|* =
(14 |m|?)(1+ |¢|?) entédo este é apenas o intanton BPST bésico. Para completarmos essa
caracterizacdo geométrica, precisamos fazer o célculo da curvatura de (5.2.5) e (5.2.6).

Para isso, faremos uso do Teorema 3.2.1 e colocamos isso em um resultado

Teorema 5.2.1. Sejam m € HU {oo} e 0 < A < 1 fizados e considere a I1-forma Ay,
em HU {oc} = S* com valores em Im(H U {oo}) dada por

A, —Tm ((1 + Am|?)q dg + (\* — 1)m dq)

lg —m|> + X2|m g + 12

Entdo a intensidade de campo (curvatura) Fy ., do potencial de calibre Ay, €

Nl (Jaf? + [ml? 4+ A2lmP2lqf? 4 A2 = 1) + 2 + 2]
(lg = n* + X|m ¢+ 1]2)?

Am

dq A dg (5.2.7)

Demonstracao. Escrevendo A, ,, = Im<(1+’\2|m| )T+~ 1malq) = Im(f(q)dq), onde

lg—m[2+X2|m g+1?
f( ) _ (A+X2m?)d+(\2-1)m
U= Tg=mPr2m g1

. Temos que
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(1+ A?|m[*)

(lg =m[> + A%lm g+ 1]2)?
(1+ A2 m[)(\* = 1)
(lg = m[> + X[m g+ 1]2)?
(L+A2m[)(\* — 1)
(lg =m[> + X2|m g+ 1]2)2

N ()\2 _ 1)2
(lg —mf> + X2|m g+ 1]2)?

f(@)dg A f(q)dq = (qdq N qdq)

(gdg N mdq)

(mdq A qdq)

(mdg N mdq)

Por outro lado,

1+ \2|m|? _ 22— _
df =d d
d <M—mP+A%nq+uﬂ TN\ lg=mP N g+ 1P

1+ A?|m|? _ 1+ A?|m/?
- 2 2 2dq+qd 2 2y 2
lg — m|? + \2|m g + 1 lg — m|? + \2|m q + 1]

+ md A
m
lg — m|? 4+ X2|m g + 1]?

entao

—_ 1402|m)? 2_
Chame = = A7 |m| eT:| AT—1

lg—m|2+X2|m q+1|2 g—m|2+X2|m q+1[?

Calculemos d(Z) e d(T) como segue

d(Z) = 0o(2)dq® + 01(2)dq" + 05(Z)dq* + 05(Z)dg?

onde

(1+ X2m]2)

(g —ml? + X2m g+ 12
N
(g—mP+Nm g+ 12 1%

IR S [
(g — ml + X2m g+ 1%)2

Oa(E)dq" = — (2(g™ = m®) +2X*(Im[*q™ + m*))dg"

Logo
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d(E) = 0(E)dq” + 01(E)dg" + 02(2)dq” + 05(=)dg’

(e Wi,ﬂ?;'f;f;i e (2070 + 20da’ + 24°dg” + 20°dg)
(g - :’Lléimklzig 26]:-11)‘2)2 (2m°dq” + 2m'dq" + 2m*dg® + 2m®dg’)
2 2\2
- (|q — ?75|12_:—)\)\2|r;1| ; + 1|2)2 (q dq + m)
200 12Y()\2 _
- (|q(—1 ;IZ\ j|Lm)\|2])7§j\q +11)\2)2 (m dg +m dq)

(14 X2|mf2)? o
= — d d
(o= mP + ¥ g £ 1 ¢ 44+ 20
A+ XmP2 -1
(q—mP+ 22m g1 da+dam)

= —E*(q dg +dq q) — (2 T)(m dg + dg )

Fazendo o mesmo para T obtemos

L+ MmPe -1
d(T) = = mEt Mmas 1|2)2(q dq + dq q)
(A2 —1)2 I
— d d
(Ja—mP + m g 1pyp ™ 4+ dam)

= —(2T)(q dg + dg q) — T*(m dq + dq )

Multiplicando d(Z) por ¢ e d(Y) por m obtemos

qd(Z) = —Z*(l¢|* dg+ q dg @) — (E Y)(g m dq + q dg m)

md(Y) = —(Z Y)(m q dg +m dq q) — Y*(|m|* dg + m dq m)

Logo

df ==dg—=*(|g]* dg+ g dg @) — (£ Y)(g m dg + q dg m)
— (EX)(m g dg+m dg q) = T*(m|* dg + m dg )

O proximo passo é calcular o produto exterior df A dg, entao
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df Ndg=Zdg A dg—=*(|q|* dg A dg+ (g dg ) A dg)
—(E)((q m dg) Adq + (§ dg m) A dg)
—(E1)((m q dg) Adq + (m dg q) A dg)
— Y%(Im|* dg A dg + (m dq ™) A dq)

— 2dq A dg — Z2|q|? dg A dg + Z2(q dg) A (gdq)
— (ET)(g m)dg A dg — (EY)(g dg) A (m dg)
— (EY)(@m)dg Adg— (Z Y)(m dq) A (q dq)
— T2m|? dg A dg — Y*(m dg) A (m dq)

— 2dq A dq — Z%|q)? dg A dg — E2(7 dq) A (gdq)
— (E T)2Re(q m)dg A dq — (EY)(q dq) A (m dq)
— (2 T)(m dq) A (7 dg) — Y*|m|* dg A dg
— T*(m dg) A (i dq)

Finalmente temos que

df ndgq+ f(g)dg A f(q)dg = (E —=%g* — (£ Y)2Re(qg m) — TQ\WIQ)qu dg

N2 lmf?(Jaf? + P2 4+ X2lmPlgl? + A2 = 1) + 22 + 2fm?
= dg N d
(lg = >+ Xl g + 1127 e

Como
A2lmf? (1 + mf? + XmPlgl + A2 = 1) + 32 + 2lm]?

(lg = n[> + N[m g+ 1]2)?

é real e dq N dq é imaginario puro tem-se pelo Teorema 3.2.1

XlmP?(Jaf? + mP? 4+ A2|mPlgl? + 22 = 1) + 2 + 2l
Fom = dgNd
> (g = nl? + 3m g + 1]2)2 1

|
O Teorema 5.2.1 mostra que pontos distintos (A,m) em (0,1) x HU {oo} produzem
conexoes de calibre ndo equivalentes (g, «,) - w. Logo, todo ponto no espago moduli M
exceto [w] é representado de maneira tnica por um ponto (A\,m) € (0,1) x H U {oo}.
Agora, HU {oo} ¢ homeomorfo a S* e (0,1) x S* é homeomorfo & bola aberta B® de
dimensao 5 menos a origem. Logo, podemos identificar M — {[w]} com B® — {0} e ver
r =1— X como a coordenada radial em M. Entao A = 1 preenche o “centro” de M com
[w] (ver Figura 5.1).
Definimos o centro c¢ e a escala [ de um instanton BPST em S* = H U {oo} de
maneira analoga a que definimos em H, ¢ é onde o méximo absoluto da densidade da acao

de Yang-Mills se concentra, e a densidade da agao se encontra dentro de uma bola B de
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>~

(0

Figura 5.1 — Esboco do espago moduli de conexdes M.
Fonte: Naber, 2010, pag. 375.

raio [ e centro ¢ (em relagao a de S* induzida pela métrica Euclidiana em R®). Note que [
¢ igual ao comprimento de arco do circulo maximo mais curto que liga ¢ a qualquer ponto
da fronteira de B (ver Figura 5.2). Para p € S* denotamos por j o ponto antipoda de p
e por ¢, : S* — H = R* a projecio estereogréfica a partir de p.

Figura 5.2 — O circulo representa a esfera S* C R® de centro O. O arco em vermelho
corresponde a bola B mencionada no texto. As linhas em verde e vermelho
representam os planos de dimensdo 4 ortogonais & O¢ e ON. O ponto ¢ é o
centro e [ é a escala do instanton em S*. O parametro m é igual & px(c),
enquanto A é igual ao comprimento do segmento Op; com p; = ¢s(p;). Fonte:
Franchetti, 2016, pag. 10

O proximo resultado mostra como ¢, [ e m, A\ estao relacionados.
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Proposicao 5.2.2. O centro ¢ e a escala | de um instanton em S* estao relacionados

com o0s parametros m e X pelas sequintes relagoes

m=¢n(c) e \=|oz(p)| (5.2.8)

onde p; é qualquer ponto em S* a uma distdncia | de c. Equivalentemente,

A = tan (é) (5.2.9)

Demonstragao. No caso em que ¢ é o pélo sul S = (0,0,0,0,-1)e2l <7 = [ < 7,
temos que m = 0 e A < 1. Agora, por (5.2.5) temos que

qdq
= I _—
Asm = Im <|q|2 n v)

Neste caso m e A coincidem com o centro e escala de um instanton em H. Como a projecao
estereografica ¢ uma transformagao conforme (ver (2.1.32)) e a densidade da acao de Yang-
Mills tr F A «JF é conformemente invariante pois depende do operador estrela de Hodge
(ver (C.2.1) e Observacao 4.1.1), a propriedade (5.2.8) de ¢ e [ seguem de suas projegoes
estereograficas. O resultado se generaliza para quaisquer valores de ¢ e [ pois a agao é

invariante por Sp(2) (Proposigao 5.1.1). A equagao (5.2.9) é imediata da Figura 5.2. W

Um aspecto elegante da Figura 5.2 é que o espaco base S* do fibrado de Hopf em
questao aparece naturalmente como um bordo do espago moduli M numa certa “compac-
tificacdo” de M, a saber, o disco fechado D®. Além disso, estes pontos do bordo possuem

uma interpretacgao fisica relativamente simples. Vimos que as intensidades de campo cor-
0

/v

concentrados em torno 0 na medida que A — 0, ou seja, na medida que r — 1 e aproxima-

N VA .
respondentes a qualquer conexao da classe 0 -w | tornam-se cada vez mais

se do bordo do espaco moduli ao longo do raio de D® contendo 0 (o pélo sul). Este ponto
no bordo pode ser intuitivamente identificado com uma conexao (ou campo de calibre)

concentrado inteiramente no ponto 0.
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6 Conclusao

O espago moduli M das conexoes anti-auto-duais do fibrado de Hopf SU(2) — S —
S% ¢ um objeto um tanto abstrato a principio, entretanto apresentamos neste trabalho
uma figura relativamente simples deste espaco. Identificamos M com a bola aberta uni-
tdria B® em R5. A classe de equivaléncia [w] da conexao natural fica situada no centro.
Movendo radialmente de dentro para fora a partir de [w] encontra-se classes de equiva-
léncias de conexbes com intensidades de campos que se concentram cada vez mais na
vizinhanca de um tnico ponto em S* (Figura 4.1). Adjuntando estes pontos no final dos
segmentos radiais nos da o disco fechado D® de dimensio 5 o qual enxergamos como uma
compactificacio do espaco moduli no qual a fronteira é uma cépia do espaco base S*.
Simon Donaldson generaliza esta figura para provar um teorema (Apéndice D) acerca de
variedades diferenciaveis de dimensao 4. Os detalhes vao além do escopo deste trabalho e

para estudos posteriores indicamos [FU84] e [Law85].
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Assim como em R?, o espaco euclidiano R* admite uma estrutura multiplicativa que

permite esclarecer as topologias de S® e S%.

Introduzimos, inicialmente, esta estrutura multiplicativa em R* de uma maneira na-

tural. Consideremos o conjunto de matrizes complexas 2 x 2

4 a p
R* = _ D a, C
(ERRELS

Temos que R* é fechado em relacdo a adicio de matrizes e multiplicacao por escalar

real, portanto é visto como espaco vetorial real. Escrevendo av = y° + y'i e 8 = y? + y>i

a B [P +yhi yP gyt
-8 a =y +yhi Y’ -yl

Y A N A WY (U A WP L
Plo1) 7 o =) TP o) T o

logo as quatro matrizes indicadas na tltima igualdade geram R*. Como a tltima soma é

0 0
0

de R*. Em particular, dim R* = 4. Introduzimos a seguinte notacao

S R (A RS (O RS Y

A base {1,i,j,k} de R* determina um isomorfismo natural de R* em R* dado por

temos que

se, e somente se, y° = y! = y? = y> = 0, entdo essas matrizes formam uma base

Y1 + yti+ 2 + v’k — (v°, vt y2, »?). Definimos um produto interno em R* afirmando
que a base {1,i,j,k} é ortonormal, entdo a norma de y = 3°1 + y'i + y?j + v’k ¢ dada

por ||y]|> = (¥°)% + ()% + (¥*)? + (y*)?, assim o isomorfismo natural é, na verdade, uma

, . ) : fa B : )

isometria. Note que ||y||* ¢ o determinante da matriz ( 3 ) . Assim, R* ¢, na verdade,
-0 @

R*. De fato, munimos R* com uma topologia que faz com que o isomorfismo natural

torne-se um homeomorfismo, definindo que um subconjunto U de R* é aberto em R* se,

e somente se, sua imagem pelo isomorfismo natural é aberto em R*.

Além disso, temos que R* é fechado também em relacio & multiplicacdo por matrizes

pois
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|
wl B
o ™
N———
|
) =
o >
N————
1

ay — 36 ad + [
—(@o+pv) ay—po

_ ay — 36 a5+57 c R
—(ad + B7) ay— 0o

E mais ainda, R* contém o inverso multiplicativo de cada elemento nao nulo pois

-1
a B B 1 a —f

Logo R* forma um grupo nao-Abeliano em relacio a multiplicacdo de matrizes. Sob essas

condigoes, é facil verificar que

P=j=k"=-1

ij=—ji=k jk=—kj=1, ki=—ik =j

(-

(A.0.2)

e 1 é a identidade multiplicativa. Essas relagoes determinam completamente a multi-
plicacao em R*.

Construimos dessa maneira uma representacao concreta da algebra dos quatér-
nios H, definido mais comumente de maneira abstrata como um espago vetorial real
4-dimensional no qual ¢ definida uma multiplicagao (x,y) — xy satisfazendo as seguintes

leis de associatividade e distributividade para todo x,y, z € H e todo a € R.

(zy)z = x(yz)
r(y+2) =xy+ 2
(x+y)z=22+yz

a(zy) = (ax)y = x(ay)

no qual existe uma base canoénica {1,1, j,k} satisfazendo (2) e 1z = 21 = x para todo
x € H. Desse modo H pode ser visto da maneira abstrata apresentada acima, ou como
o conjunto R*, ou ainda, como o espaco vetorial R* munido da estrutura multiplicativa
(A.0.3) e aplicando o isomorfismo natural.

Apresentamos, agora, algumas propriedades algébricas das quais faremos uso cons-
tante. Primeiro como 1 ¢é a identidade multiplicativa podemos escrever um quatérnio,
sem perda de generalidade, como z = z° + z'i + 22j + 2°k. A parte real de z ¢é
Re(z) = 2° e a parte imaginaria é Im(z) = 2z'i + z%j + 23k. Quatérnios cuja parte
imaginaria é zero sao chamados quatérnios reais e o conjunto de todos estes é isomorfo
a R. ImH = {z'i + 2%j + 2°k; 2!, 22, 2° € R} é o conjunto dos quatérnios imaginarios

0

puros. O conjugado de z é o quatérnio T = 2° — z'i — 2%j — 2%k (caso z seja visto



134 APENDICE A. Nimeros Quatérnios

como matriz em R*, T é matriz conjugada transposta de ). O produto de dois quatérnio

r=a2"+ i+ 2%+ 22k ey =9y + 9t + 9% + v’k é dado por

xoyo—xy —xy —ar3y3+

= ]

(2% + 2ty + 2%y — 2Pyt
2% z'y?lj+
[ v

Ty —|—xy —|—xy
k

Y =
(A.0.3)

2Oy3 + 23y° + 2ty — 2y

Em particular vemos que 27 = 7z = (2°)? 4 (z')?+ (22)? + (2*)2. Definindo o0 médulo do
quatérnio z como sendo |x| = ((2°)2 + (x1)2 + (22)% + (2%)%)1/2 temos que 27 = Tz = |z|2.

A seguir registramos algumas propriedades que foram usadas no texto. Para quaisquer
r,y € Hea,be R valem:

1. ax + by = aT + by,

2. (7) = x;

3. [z = |al;

1. Jaz| = |allal;

0. TY =Y T;

6. [zy| = [=([yl;

7. 2Re(zy) = 2Re(yx);
8. Im(zy) = —Im(yz).

No caso em que z,y € ImH tem-se que:

(a) se z,y € Im H entdo Ty = yx
(b) z,y € Im H entao zy — yx = 2 Im(zy)

7\ _ v
vl =tep=T2 =1
Y| lyl2 |yl

da mesma forma (%) y = 1. Logo todo elemento nao nulo de H possui um inverso

Se y € H — {0} entao

multiplicativo definido por

1_ Y
|y|?

com isso (H—{0}, -) forma um grupo. O subconjunto de H que contém todos os elementos

y (A.0.4)

da forma 2% + z'i é um subespaco linear de H também fechado para operacao de mul-
tiplicacdo e inversdo, ou seja, é uma subélgebra de H. Além disso, i* = —1, e portanto
¢ naturalmente isomorfa a algebra usual dos nimeros complexos C. Quando x € H e
|z] = 1 chamamos = um quatérnio unitario e o conjunto de todos estes elementos é
fechado em relagao & multiplicagdo (Propriedade # 6 acima) e a inversao (|z| = 1 implica

|z

| = |z| = |z| = 1, por (A.0.4) e pela propriedade # 3 acima, logo forma
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um subgrupo dos quatérnios nao nulos. Mostremos em R* este grupo de quatérnios
unitarios. Como comentamos anteriormente o médulo de um quatérnio é o determinante
da matriz em R?, logo todos elementos possuem determinante 1. Por (A.0.1) qualquer
A € R* com determinante 1 possui um inverso A~! igual a transposta do conjugado ET,
ou seja, unitario. Denotamos por SU(2) o conjunto de todas as matrizes complexas uni-
tarias 2 X 2 com determinante igual a 1, este grupo é chamado grupo especial unitario

de ordem 2.
Lema A.0.1. SU(2) C R

Demonstracio. Seja A = “ 6) € SU(2). Temos que det A = 1 entdo ad — fy =1

enquanto AAT = I, diz que
a 8 ¥\ [ea+ B8 ay+ B0
B ay+ B8 v+ 60

Logo (

_—

— a(l—66) = (1 —ad)s
. _
—

Q
Y
I
|
™
S

quanto a vy temos que

&y = —B5 = (aa)y = —B(ad)
— (1-88)y =41+ Bv)
— y— BBy =—-5—-BBy
— y=—0

Isto mostra que A € R*. [ |

Vimos entdo que os quatérnios unitarios em R? estao todos em SU(2). O Lema A.0.1
implica que qualquer elemento de SU(2) é um quatérnio unitdrio, pois estd em R* e possui
determinante 1. Assim, o grupo dos quatérnios unitarios em R?* é exatamente SU(2). Com

isso, enunciamos o seguinte teorema caracterizando o subespago SU(2).
Teorema A.0.1. A esfera S* é homeomorfa ao subespago SU(2) de R*.

Demonstracao. O homeomorfismo natural de R* sobre R* leva S? em um subespaco de
R* homeomorfo a S3. Como o homeomorfismo preserva distancias, e consequentemente a
norma de qualquer vetor em R*, entdo esta imagem consiste precisamente nos quatérnios

unitarios e nés acabamos de mostrar que o grupo dos quatérnios unitarios em R* é
SU(2). |



APENDICE B - Mais sobre Fisica Quantica

e Campo de Matéria

B.1 Motivacao Fisica

Em fisica o espago base para os fibrados estudados é “espaco-tempo”. Ignorando efeitos
gravitacionais isto significa “ espago -tempo de Minkowski”, onde cada evento no histérico
de um néutron (worldline) é representado por quatro nimeros (z, y, z,t) especificando seu
lugar no espago (z, y, z) e o tempo ¢ no qual ocupa este lugar. Como variedade diferenciavel
isto é apenas R?*, entretanto o espaco de Minkowski nao pode ser identificado inteiramente
com R* pois a relacdo entre eventos fisicos sdo expressos em termos de de um certo
produto interno (z'z? + y'y? + 2'22 — t11?) ao invés do produto interno usual de R*.
Esta diferenca é importante uma vez que nossa discussao da se¢ao 2 do capitulo 4 sobre
os campos de Yang-Mills dependem do Hodge dual e estes, por sua vez, foi definido em
termos da estrutura Riemmaniana de R*. Infelizmente, sabe-se muito pouco acerca de
campos de Yang-mills em espago de Minkowski, e mais, os objetos de interesse da teoria
de fisica quantica (caminhos integrais de Feymann) sao extremamente dificeis de fazerem
qualquer sentido neste contexto. O sinal de menos no produto interno de Minkowski
causa problemas. Os fisicos para contornarem esse problema mudam o sinal introduzindo
a coordenada 7 = it chamada rotagao de Wick e transforma o espago de Minkowski em

R* através

(2'2? + oyl + 2127 — t12) = (22 +ylyP 4 212 P

O problema ¢é saber se esta mudancga preserva ou nao os conceitos fisicos, para maiores
detalhes indicamos [Gui91]. Sob o ponto de vista matemédtico, esta mudanga permite a
existéncia de conexoes anti-auto-duais e a compreensao do espaco moduli que nos permite
encontrar varias propriedades topolégicas. Com isso, vemos que vale a pena trabalhar
com campos de Yang-Mills sobre R* e os campos cuja acdo é finita sdo particularmente
desejaveis e a discussao feita no capitulo 4 nos leva a focar nas conexoes sobre os Sp(1)-
fibrados sobre S*.

O que mostramos neste trabalho é como ¢ feita a modelagem mateméatica desses cam-
pos através de conexoes em fibrados principais. Mas precisamos esclarer como as particulas
carregadas e nicleons aparecem neste estudo.

Consideramos , novamente, a figura classica de uma particula carregada movendo-se
através de uma regido no espago permeada com um campo eletromagnético. A carga é

descrita por suas fungoes de onde ¢ (uma fungdo de valores complexos de z,y,z e t )
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obtidas como solugoes da equacao de Schroedinger. O campo no qual a particula se movi-
menta entra na equagao de Schroedinger através de suas fungoes escalares e vetoriais de
potencial. Se estas existem numa regiao X de interesse, entdo resolve-se a equacao dife-
rencial e inicia-se o processo de descobrir o que a solucao v : X — C significa fisicamente.

Na situagao da particula com spin isotépico associada com um campo de Yang-Mills, as
1
fungoes de onda possuem duas componentes complexas ( 2) de modo que as fibras sao

copias de C? e o efeito de uma transformagao é representada por uma acgao de SU(2) sobre
C? (equivalentemente, pode-se considerar a fungdo de onda com valores em H e a agdo
sendo a de Sp(1)). Buscamos entao o seguinte modelo: Uma particula possui uma estru-
tura de estado interno, os estados de cada sdo representados como elementos de algum
grupo de Lie. A funcdo de onda da particula assume valores em algum espaco vetorial V.
As particulas sofrem os efeitos de um campo de calibre representado por uma conexao de
um G-fibrado principal. A conexao descreve (pelo Teorema 2.4.1) a evolugao do estado
interno da particula. A resposta da funcao de onda em cada ponto a uma transformacao
decalibre serd dada pela acao a esquerda (representagao) de G sobre V. V e esta agdo a
esquerda de G sobre V determinam um “fibrado vetorial associado” obtido substituindo
as G-fibras do fibrado principal por copias de V. As seg¢oess transversais deste fibrado rer-
pesentam as fungoes de onda locais da particula que sofre os efeitos do campo de calibre.
Finalmente, surge a partir da conexao no fibrado principal que representa o campo de
calibre um processo de diferenciacao invariante para estas fung¢oes de onda. Em termos
da derivada é possivel postular equacoes diferenciais (equagoes de campo) que descrevem
a resposta quantitativa da particula ao campo de calibre.

Na préxima secao formalizaremos esta construgao matematicamente.

B.2 Fibrados Associados e Campos de Matéria

As provas das afirmagdes nesta se¢ao encontram-se nas duas tltimas se¢oes do Capitulo
6 de [Nab10] e nao serao feitas aqui.

Seja G — P % X um G-fibrado principal suave sobre X com agao a direita o :
PxG — P, o(p,g) = p-g. Seja F uma variedade diferenciavel sobre a qual G age
suavemente pela esquerda (a imagem de (g,§) € G x F por esta agdo é g - ). Entao
(p,€),9) — (p,&)-g=(p-g,97" &) é uma agao a direita de G sobre P x F. Denotamos
por P xg F a 6rbita de P x F' por esta agao. Mais precisamente, definimos uma relagao
de equivaléncia ~ em P x F da seguinte forma: (p1,&) ~ (p2,&2) se, e somente se,
existe um g € G tal que (ps2,&) = (p1,&1) - g- A classa de equivaléncia contendo (p, ) é
p,&] ={(p-g9,971-€); 9 € G}. Como conjunto Pxg F = {[p,£], (p,&) € Px F} e munimos
P x ¢ F com a topologia quociente determinada por Q : Px F' — P xgF, Q(p,&) = [p,&].
Definimos também Pg : P xg F' — X por Pg([p,&]) = P(p). Entdao Pg é continua e,
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para todo z € X, Pg'(z) = {[p,€];€ € F}, onde p é qualquer ponto em P~1(x). Se (V, V)
¢ qualquer trivializagao local de G — P A Xes: Vo P~L(V) ¢é a segao transversal
associada, entdo a aplicacio ® : V x F — Pz (V) definida por ®(z,&) = [s(x),£] é um
homeomorfismo cuja inversa é dada por U : Pg1(V) = V x F, U([s(z),£]) = (x,€). Se
(Vi, U;) e (V;, ;) sdo duas trivializagdes com V;NV; # D e g;; : ViNV; — G é a funcao
de transicdo correspondente, entdo ¥, 0 Ul : (V;NV;) x F — (V;NV;) x F ¢é dada por
;00 (2,8) = (2, 95i(x) - €) e portanto é um difeomorfismo. Segue que existe uma tinica
estrutura diferencidvel em P x¢ F onde cada ¥ : Pg*(V) — V x F é um difeomorfismo

e que, em relacao a esta estrutura, Pg : P X F' é diferenciavel. Chamamos

Po:PxgF — X (B.2.1)

o fibrado associado a G — P 5 X.

O caso especial de maior interesse aparece da seguinte forma: Seja F' =V um espago
vetorial de dimensao finita e p : G — G L(V) uma representacao suave. Entao de p surge
uma acao suave a esquerda de G sobre V ((g,v) — g-v = (p(g))(v)). O fibrado associado
comG— P25 X por esta agao é denotado por

P, Px,V—X (B.2.2)

e é chamado fibrado vetorial associado com G — P 5 X pela representacao p. Neste
caso, cada fibra P '(z) = {[p,v];v € V}, onde p é um ponto qulquer de P~'(z), é uma

copia de V e admite uma estrutura natural de espago vetorial:

ai[p, v1] + as[p, vo] = [p, a1v1 + asvy)

para todos ai,as € R e vy, v € V. Registramos alguns exemplos.

1. Seja U(1) = P 5 X um U(1)-fibrado principal arbitrario e ¥ = C (como um
espago vetorial real bidimencional). Se p : U(1) — GL(C) é uma representacao qualquer,
entao o fibrado vetorial associado P, : P x, C — X possui fibras que sao copias de C e é
chamado de fibrado em retas complexas sobre X. Uma escolha para p : U(1) — GL(C)
é obtida tomando (p(g))(z) = gz para cada g € U(1) e 2 € C (se g = €?,0 < 0 < 2,
entdo p(g) é uma rotacao por #). Mais geralmente, pode-se definir, para cada inteiro n,
uma representagao p : G — GL(C) por (p(g))(z) = g™z e portanto um fibrado vetorial
associado sobre X.

2. Seja Sp(1) — P 5 X um Sp(1)-fibrado principal arbitrario ¢ V = H (como um
espaco vetorial real quadridimencional). Se p : Sp(1) — GL(H) é uma representacao
qualquer, entao o fibrado vetorial associado P, : P x, H — X possui fibras que sao
copias de H e é chamado de fibrado em retas complexas sobre X. Por exemplo,
p:Sp(l) - GL(H) ¢é obtida tomando (p(g))(q) = gq ou (p(g))(q) = ¢g"q e portanto um

fibrado vetorial associado sobre X.
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3. Sejam G um grupo de Lie de matrizes qualquer e G — P £ X um G-fibrado
principal arbitrario. A representagao adjunta ad : G — GL(g) associa cada g € G a

transformacao nao singular ad, na algebra de Lie g definida por

ady(A) = gAg™! (B.2.3)

O fibrado vetorial associado com G — P 5 X por ad é chamado fibrado adjunto de
G — P B X e denotado por

ad P =P Xuq g (B.2.4)

As fibras de d P sao copias da algebra de Lie g de G.

Agora, seja G — P £ X um G-fibrado principal arbitrario, F' uma variedade dife-
reniavel qualquer sobre o qual G age e Pg : P Xg FF — X o fibrado associado. Se V' é
um subconjunto aberto em X, entdo uma aplicagao suave ¢ : P~1(V) — F ¢é dita ser

equivariante se

op-g9) =g " o(p) (B.2.5)

para todo p € P~}(V) e g € G. Dado uma aplicagao desta defini-se s, : V' — P~H(V) por

se(x) = [p, ¢(p)] (B.2.6)

onde p é qualquer ponto de P~*(z). Entao s, é suave e satisfaz P o o4 = idy . Reciproca-
mente, considere s : V — Pg'(V) tima aplicacio suave tal que Pg o o = idy (chamada
se¢do transversal do fibrado Pg : P xg F' — X). Defina ¢, : P~1(V) — F da seguinte
forma: Seja p € P~L(V). Entdo P(p) = z estd em V logo s(z) € P5'(V) e existe um
unico elemento ¢,(p) € F tal que

s(z) = [p, ds(p)] (B.2.7)

Entao ¢ é uma aplicagdo suave equivariante. Além disso, esta correspondéncia entre
aplicacdes equivariantes ¢ : P~1(V) — F e seces transversais s : V — Pz (V) do
fibrado associado é biunivoca. Isto é aplicado, em particular, para o caso especial de um
fibrado vetorial P, : P x,V — X associado a G — P 5 X por alguma representacao
p:G— GL(V).

Sejam G — P 2 X um G-fibrado principal, V um espago vetorial e p : G — GL(V)
uma representacao. Uma aplicagdo equivariante com valores em V ¢ : P — V em P é
chamada campo de matéria (de tipo p) em G — P 5 X. SeV = C, entao ¢ ¢
chamada de campo escalar complexo. Se V = C?, ¢ é chamada de uma funcao de
onda de duas componentes. Se V = g e p = ad ¢é a representacao adjunta, entao ¢ é

chamada de campo de Higgs.
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Em particular, um campo de matéria ¢ é uma 0-forma em P e portanto possui derivada
exterior d¢. Assumindo agora que G — P 5 X possui definida uma forma de conexao
w, definimos a derivada exterior covariante d“¢ de ¢ fazendo d¢ agir somente nas

partes horizontais: Para cada p € P e v € T,(P),

(@ ¢)p(v) = (do)(v") (B.2.8)

Esta é uma 1-forma em P e satisfaz

o*(d°¢) =g -d¥¢ (B.2.9)
para cada g € G. Estas sdo as derivadas que aparecem nas equacgdes de campo que
descrevem a resposta quantitativa de uma particula ao campo de calibre. Uma féormula
computacional andloga a Equagdo Estrutural de Cartan para curvatura €2 (que a deivada
exterior covariante de w) é obtida da seguinte maneira: Para qualquer A € ge v € V
definimos A - v € V por

A-v= i(exp(zfA) : v)’ d (p(exp(tA))(v))‘ (B.2.10)

dt =0 dt

Observacao B.2.1. Ressaltamos dois casos especiais imediatamente. Se G é um grupo

t=0

de matrizes n x n (com entradas em F = R,C ou H), V = Fn e p é a representagio
natural de G em V (multiplicagio de matrizes), entao, identificando g com uma dlgebra
de matrizes, A -v = Av (multiplicagio de matrizes). Por outro lado, se V =g e p = ad,
entdo, para todos A,B € g, A- B =[A, B].

Agora, se ¢ é uma 0-forma em P com valores em V e w uma 1-forma em P com valores

em g podemos definir uma 1-forma em P por

(W @)p(v) = wp - ¢(p) (B.2.11)
para cada p € P e v € T,(P). Entao

d“¢ = dp+w - ¢ (B.2.12)

Concluimos esta secdo dando dois exemplos concretos em coordenadas locais que comple-

mentam a discussao feita na secao anterior.

1. Seja U(1) — P 5 X um fibrado principal com conexio w e seja ¥V = C (visto
como espago vetorial real). Para cada inteiro ¢ defina p, : U(1) = GL(C) como sendo
a representacdo p,(g)(z) = g¢?2. Denotamos ¢ = ¢(z 1,...,2") as coordenadas locais
do pullback por alguma secdo transversal de um campo de matéria. Analogamente, o

potencial de calibre sera escrito localmente como
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A expressao em coordenadas locais correspondente para o pullback de d¥¢ é dado por

(0u® + qALP)dx™ = (0, — igAy)dx® (B.2.13)
onde 0, = a%.

2. Seja SU(2) — P 2 X um fibrado principal com conexdo w e considere V = C2.

1
Para cada inteiro ¢ considere a representacao p, : U(1) — GL(C), dada por p,(g) (22) =
z

1
g? . Escrevendo
52
b= ot B ozt ... ")
¢2 ¢2<x17"'7x2)
para as coordenadas locais do pullback por alguma secao transversal de um campo de

matéria e

A=A (2. 2") = Az, ... 2")da® = —iB,(2', ... 2")dx”

para o potencial de calibre local (onde A, sdo antissimétricas e de trago livre, enquanto

B, sao Hermitianas e de traco livre) temos que

<8a (z:) + qA, (z;)) dx® = (0 — iqB,) (22) dz® (B.2.14)

para a expressao local correspondente do pullback de d“¢.
Do Exemplo # 2 observamos que se houver uma mudanca de fase ¢ — €19?¢ temos

que

(00 —iqAa)¢ — (0o — a(Aa + 8a(ﬂ)))(eiqﬂ)
= 0a(e'¢) — igAa(e'™)
— g0, ()('"*¢)
= M0, (¢) + ig0,(02)e' ¢
— igAa(€7%) — iqD,()(e?)
= eiqn(ﬁa - iqAa)gb
Logo, a funcao de onda ¢ e a derivada covariante (9, — igA,)¢ (mas ndo a derivada
usual d,(¢)) transforma da mesma maneira em relagdo a uma transformagao de calibre.
Como resultado, equagoes de campo que envolvem covariante ao invés de derivadas usuais
podem ser invariantes por calibre. Decidir quais equagoes é uma questao fisica, e que quase
sempre ¢é feita da seguinte maneira: Escolhe-se um cadidato para o que é chamada de
“Lagrangiano” do sistema em questao. fazendo um apelo ao “Principio de Menor A¢ao”

e de um resultado basico de Célculo Variacional (as “Equacoes de Euler-Langrage”) é

obtido um sistema de equagoes diferenciais cujas solugoes tendem a imitar o que realmente



142 APENDICE B. Mais sobre Fisica Qudntica e Campo de Matéria

acontece no mundo fisico. Faremos esse processo no préoximo apéndice a fim de acharmos

as Equacoes de Yang-Mills.
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APENDICE C - Derivacdo das Equacdes de
Yang-Mills

C.1  Um pouco mais de Teoria de Hodge

Considere (X, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. Definimos um homo-

morfismo fibrado g : TX — T*X da seguinte maneira: Para cada p € X e cada
v € T,(X), deixamos g(v) € T;(X) ser o covetor definido por

g(v)(w) = g,(v,w), para todo w € T,(X) (C.1.1)
Isto ¢ um homomorfismo fibrado suave (pag 341. [Lee03]). Se (U, ¢) é uma carta em X
com funcoes coordenadas z', ..., 2" entdo cada campo vetorial suave V

onde a matriz (g;;) do homomorfismo fibrado é a mesma matriz da transformacao bilinear
g. A matriz da inversa " : T(X) — T,(X) ¢é portanto a inversa de (g;;) e a denotamos

por (¢¥), de modo

9995k = g9’ = 0L

Logo, para cada covetor @ € X*(X), o campo vetorial §~!(®) possui a representagao em

coordenadas

o,
A—1 _ 7
g (0)=0 B (C.1.3)

onde ® = ¢”@. Usamos a notacio © para denotar g~'(0). Para cada k = 1,...,n
a métrica g determina um tnico produto interno em A*(T(X)) denotado por ( , )g

satisfazendo

(W' AL AW AL A = det (<(wi)ﬁ, (nﬂ')ﬁ>g> (C.1.4)

onde wt,...,w* n', ..., n* sdo covetores em p. Com efeito, tome {e!|p; I & crescente}
uma base ortonormal de A*(T(X)) onde (¢') é um coreferencial dual de um referencial

ortonormal. Entdo temos
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() () oo (€M) (7))

(%), (e ))g -+ {(e™)F (€%))g

gi1j1 - giljk
gikjl - gikjk
I
= (SJ

Estendendo por linearidade fica determinado um produto interno em A*(T7(X)). Resta
mostrar que esta defini¢do ndo depende da escolha do frame (base do espago tangente).
Seja (£') outro frame ortonormal de Tp(X). Entdo existe uma transformacao ortonormal

tal que & = TJ*c%. Logo

{
(T3 () T (7))

(™), TRTIH(E™)F)g)

(™), (™) )g)

A unicidade do produto interno é clara. Para cada k = 0,...,n existe um tnico homo-
morfismo * : AF(T*(X)) — A" *(T*(X)) satisfazendo

w A *n = (w,N)edVy (C.1.5)
Registraremos algumas propriedades desse homomorfismo.

1. %1 = dVg e xdVy = 1,
2. #(*w) = (—1)¥=F e para toda k-forma w € A*(T*(X)).

Para todo 0 < k < n definimos *, : Q*(X) — Q" *(X) ponto a ponto, i.e., para cada
p € X fazemos %, : A*(T(X)) = A" *(T*(X)). Este isomorfismo é chamado Operador
de Hodge. Para todo k = 0,...,n, %, : Q¥(X) — Q" *(X) é uma aplicacio suave.

Para 1 < k < n definimos a aplicacio d* : 2F(X) — Q"(X) por

d'w = (—1)" DL g (C.1.6)

onde * é o operador de Hodge. Estendemos esta definicdo para 0-formas pondo d*w = 0
para todo w € Q°(X). Esta extensdo d* : Q*(X) — Q*(X) é chamada operador de
Beltrami. Afirmamos que vale d* od* = 0. De fato, segue da propriedade (2) do operador
de Hodge e das propriedades de (2.1.31) de Hodge que

dod*=+sxdsxxdx=+xdiddxs=0xd*>x=0
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Para k € N e X uma variedade Riemanniana compacta, orientavel de dimensao n defini-
mos a seguinte forma bilinear (, ): Q¥(X) x QF(X) - R

(w,n) = /){(w,mngg (C.1.7)

onde (w,n), é o produto interno definido ponto a ponto como em (C.1.5). Mostramos no

resultado a seguir que esta forma bilinear é um produto interno de Q%(X).

Proposicao C.1.1. Seja X uma variedade Riemannian compacta, orientada de dimensao
n. A forma bilinear (,) : QF(X) x Q*(X) — R dada por

(w,m) = /X<w,n>gd‘/;

é um produto interno de QF(X). Além disso, o operador de Beltrami d* é a adjunta da

derivada exterior (covariante) em relagio ao produto interno dado por (C.1.7), i.e.,

(dw,m) = (w,d"n) (C.1.8)
para todo w € QY X) e para todo n € QF(X)

Demonstragao.A simetria, a bilinearidade, e o fato de ser nao-degenerado de (C.1.7)

sdo Obvios. Além disso ( , ) é ndo negativo pois

(w,w) = / (W, w)dVy = <w,w>g/ dVg >0
X X
valendo a igualdade somente se w = 0. Com isto,concluimos que ( , ) é um produto

interno.

Como consequéncia de (2.1.32) para uma k-forma w e uma l-forma n, tem-se que

dlwAn) =dwAn+(=1)*w Adn.

Entao

dw A xn =d(wAn)+ (=1)dxn

integrando ambos lados sobre X, usando a propriedade (2) e o Teorema de Stokes segue

que
d(w,n):/xdw/\*n:/xd(w/\n /w/\ /w/\d*n
= v wAn+( / w A (1) FDER) o (w5 ).
:(_l)k/XwA - nk—i—l)(lk % (xd % 1)
Usando o fato de que k% + k é sempre par, temos que (—1)=FFD0=F) — (_1)nlk+D)+1

logo segue que
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(dw,n) = /X w A *((=1)"EDH v ) = (w, d*n).

C.2 Equacoes de Yang-Mills

Nesta se¢ao apresentamos uma prova das equagoes de Yang-Mills fazendo uso do mé-
todo de variacoes de parametros do calculo variacional. Para isso, considere o funcional
de Yang-Mills dado por

YM(A) = —/R4 ot (F A +F)

(C.2.1)
= [ IF(@)Pd(volz)

onde * é o operador dual de Hodge, o, = 1,...,4. Considere (V,¢) uma carta com
fungdes coordenadas e em V, escrevemos A = A,dz®, B = Bgda®, F = %]:agdwa A dP

com

Fop = 0o Ag — 0 A4 + [Aq, Agl (C.2.2)

onde A, e F,p sao funcoes definidas em V' com valores em g.

Dada uma conexao A € A(P) (espagos das conexoes de P) escolhemos uma familia a
1-parametro A + tB (conjunto dos potenciais de calibre é um espago afim, ver [AB83]),

entdo a derivada direcional § de calibre é dada por

(C.2.3)

t=0

SYM(A + 1B)) jt (yM(A+ tB))

Primeiro escrevemos a curvatura F 44:5. A partir de (C.2.2), de (3.2.4) e (3.2.6) obtemos

que
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1
Faun = 5 (aa(.Ag +tBg) — 05(Aa + tBa) + [Aa + tBa, Ag + tB,g])d:ca A da?
1
= B <GQA5 — taaBﬁ — 85./4a — t(‘?ﬁb’a + [Aa, .Ag]
+ t[Aa, Bs] + t[Ba, As] + t2[Ba, BB]> dz® A da?

1 .2
— <2.7:a,3 + - (8 Bs — 03B, + [Aa, Bs| + [Ba, Agl) + 2[Ba,35]>dxa A da?

= ;]—“agdx“ A dz? + 3 ((aa[j‘ﬂ — 05B.)dz* A dx” + [Aq, Bgldz® A da”
+ [Ba, Agldz™ A da;5> + t;[Ba, Bgldz®™ A dx”
— ;}"aﬁdxo‘ A da® + t(;(aazsﬁ OB )dz™ A da’ 4 - [Aa, Bgldz®™ A dax”
;[Aa, Bgldz" A d.iEa) + t;[Ba, Bgldz®™ A da”
= ;faﬂdaza A dz? + t@(aazsﬁ — 0sB.)dx A da’ + [Aa, Bglda® A da” )
+ ﬁ[Ba, Bﬁ]d:va A da?
= J-'A+tdAB+ [B B

onde d* é a derivada exterior covariante de B definida por

d4B = dB + [A, B] (C.2.4)

Agora, calculemos a norma da curvatura

|F avisll? = (Fars, Fas)
<J-‘A+tdAB+ (B, B, ]—'A+tdAB+ [B B]>
= |F Al + 2048, F ) + (| #BI* + (Fa.[B.B])
+ 4B, (B.8) + BB

Como queremos a condi¢ao de minimo, obtemos da Proposi¢ao C.1.1 que

— 5(YM(A)) = 2 / (d4B, F 4)d(volg:)
—9 / B, (d4)* F 4)d(volg:)

para todo B € A(P). Logo (d*)*F 4 =0, i.e.,

(— 1)4(2+1 s dA F =0 — +dA« F =0 (C.2.5)
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Como % é invertivel, temos que

a4« F =0 (C.2.6)

E chegamos onde queriamos, nas chamadas equagoes de Yang-Mills.

C.3 Identidade de Bianchi

Nesta se¢ao mostramos a identidade de Bianchi mencionada em (1.2.2). De modo geral,
considere G < P 5 X um G-fibrado principal com conexao w e curvatura £ = d“w.

Entao

d“Q =0 (C.3.1)
Calculemos da defini¢ao de derivada exterior covariante (C.2.4)
d“Q) = dQ2 + [w, Q]
1 1
=d (dw + 2[w,w]> + [w,dw + i[w,w}
1 1

= 1d([w,w]) + [w, dw]

2
1
= 5([dw,w] — [w, dw]) + [w, dw]
1
= 5([w,dw] — [w,dw]) + [w,dw] =0
e obtemos (C.3.1). A aplicagao disso vem em mostrar de maneira trivial que se *F = —F

entdo pela identidade de Bianchi F satisfaz (C.2.6).
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APENDICE D - Teorema de Donaldson

Neste apéndice, exporemos a ideia do Teorema de Donaldson, a partir de resultados
de topologia, apresentando uma interpretacao visual do teorema, tudo isto feito para o
caso de variedades com certas restrigoes, das quais passamos a discutir agora.

Consideraremos variedades de dimensao 4 compactas, simplesmente conexas, orienta-
veis e as denotaremos por M. Exemplos incluem a esfera S, o produto S? x S? de duas
esferas, o plano complexo projetivo CP?. CP? possui uma orientacio natural pois é uma
variedade complexa (as aplicagoes de transi¢ao do Capitulo 2 nao sdo apenas suaves, mas
analiticas). Denotamos por CP” a mesma variedade porém com orientacao oposta. Um
exemplo novo é a superficie de Kummer K3 que pode ser vista como uma subvariedade
de CP? que consiste dos pontos cujas coordenadas homogéneas X1, X1, X3, X4 satisfazem
X1+ x5+ x5 + x5 = 0.

Apresentamos, agora, alguns resultados mais avangados (sem prova) de topologia para
estas variedades. Como M é conexo, tem-se que o grupo de homologia Hy(M) = Z. Sendo
simplesmente conexo (7 (M) = 0) o teorema de Hurewicz (Hy(X) = m(X)/[m(X), m(X)])
implica que H;(M) = 0. O Teorema de Coeficientes Universal e a Dualidade de Poincaré
implicam que Hy(M) = Z, H3(M) = 0, e Hy(M) é um grupo Abeliano livre, finita-
mente gerado e portanto completamente determinado pelo nimero de Betti by(M). Em
particular, duas variedades do tipo que estamos considerando podem diferir homologi-
camente somente em Hs(M). Outra propriedade deste tipo de variedade é que qualquer
classe de homologia em Hy(M) possui um representante, que é uma superficie (variedade
bidimencional) mergulhada suavemente, compacta e orientavel em M.

A forma de intersecdo de M é uma certa forma bilinear

Qur : Hy(M) x Hy(M) = Z (D.0.1)

a qual definimos da seguinte maneira: Para variedades M, como S*, com Hy(M) =0, Qu
é a forma vazia. Caso contrario, se a; e a sao duas classes em Hy (M), escolhemos duas
superficies mergulhadas suavemente, compactas, orientaveis ¥ e Xy que as representam.
Pelo Teorema de Transversalidade pode-se perturbar »; e Y5 ligeiramente sem que elas
deixem suas classes de homologia e de tal modo que as superficies resultantes intersectem-
se transversalmente, i.e., para cada ponto p na intersecao T,(M) = T,(31) BT}, (23). Como
Y1 e ¥y possuem dimensdes complementares (2 + 2 = 4) isto implica que ¥; N 3y é um
conjunto finito de pontos isolados (ver Figura D.1). Um ponto na intersegao p é dado o
valor +1 se uma base orientada de 7,,(X;) seguida de uma base orientada de 7,,(X;) é uma
base orientada de T,(M); caso contrario, dé-se o valor —1. Q (o1, oz) é a soma desses

valores ao longo de todos os pontos de intersecao.
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041%21

Figura D.1 — Fonte: Elaborada pelo autor.

Com isso, @) ¢ uma forma bilinear, simétrica, e além disso, ¢ unimodular (no sen-
tido que sua matriz relativa a qualquer base de Hy(M) possui determinante +1). Se
Hy (M) 20, a dimensao maximal de um subespago de Ho(M) no qual @y é ndo-negativo
(respectivamente, nao-positivo) é denotado por by (M) (respectivamente por by (M)). En-

tao bo(M) = by (M) + by (M). A assinatura de Q,; (ou de M) é definida por

o(Qur) = o(M) = b (M) — by (M). (D.0.2)

A seguir colocamos uma lista com alguns exemplos onde )y; é representada por sua

matriz relativa a alguma base (ndo especificada) de Hy(M).

M Hy(M) Qum by (M)
St 0 0 ——
CP? Z (1) 1
CcP’ Z (—1) 0
1
S?2xS? ZDL =27 (0 ) 1
10
1
K3 2wz 3" M +e-m) 3
10

Aqui Fg é a chamada matriz de Cartan para a dlgebra de Lie eg e é dada por
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2 -1 0 0o 0 0 0
-1 2 -1 0 0 O 0 O
o -1.2 -1 0 0 0 O
o 0 -1 2 -1 0 0 O
o o0 o0 -1 2 -1 0 -1
o o0 o0 o0 -1 2 -1 0
o o0 o0 o0 0 -1 2

0 0 O -1 0

E conhecido na literatura ( [Don89]) que a forma de intersecio é um invariante basico
para variedades de dimensao 4. Em 1949, Whitehead [Whi49] provou que duas variedades
de dimensao 4, compactas, simplesmente conexas M; e M, possuem o mesmo tipo de
homotopia se, e somente se, suas formas de interse¢ao sao equivalente (ou seja, existem
bases de Hy(M;) e Ho(Ms) para as quais @y, € @, possuem a mesma matriz). Em
1982,, Freedman [Fre82] mostrou que qualquer forma bilinear simétrica, unimodular, com
valores em 7Z em um grupo Abeliano finitamente gerado é a forma de intersecdo para
pelo menos uma (e no maximo duas) variedade (s) topoldgicas de dimensao 4, orientéveis,
simplesmente conexas e compactas. Em 1983, Donaldson [Don83] mostrou que existe
apenas uma forma bilinear ndo-positiva/negativa simétrica, unimodular com valores em
7Z que pode ser a forma de intersecdo de uma variedade diferenciavel de dimensao 4,

orientavel, simplesmente conexa e compacta.

Teorema D.0.1. (Teorema de Donaldson) Seja M uma variedade diferencidvel de
dimensao 4 orientdvel, simplesmente conexa e compacta com uma forma de intersecdo
nao-negativa (respectivamente, nao-positiva). Entao eziste uma base de Hy(M) para a

qual a matriz de Qy; € a matriz identidade (respectivamente, menos a matriz identidade).

O Teorema de Donaldson juntamente com o Teorema de Freedman, providencia um
grande repertério de exemplos de variedades de dimensao 4 que nao admitem estrutura
diferencidvel alguma. Uma combinacao menos 6bvia dos dois teoremas prova a existéncia
de falsos R*’s, ou seja, variedades de dimensao 4 diferencidveis que sao homeomorfas a
R* porém ndo sao difeomorfas (fendmeno que nao ocorre para outro R™).

A prova é uma combinagao da andlise de um espago moduli em M bem parecido com
o espaco moduli de S* que estudamos em detalhes. Vamos entdo passar a expor a ideia de
maneira bem resumida para o caso nio-positivo, ou seja, de modo que b3 (M) = 0, mas
ba(M) # 0.

Como falado anteriormente os SU(2)-fibrados principais sobre S* estdo em correspon-
déncia biunivoca com os inteiros e segue da teoria de classes caracteristicas que o mesmo é

verdade para qualquer variedade M que estamos considerando. Comegamos o argumento
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do Teorema de Donaldson selecionando o SU(2)-fibrado sobre M andalogo ao fibrado de

Hopf sobre S*, a saber, com niimero de Chern 1. Denotamos simplesmente por

SU@2) — P 5 M. (D.0.3)

Agora escolha uma métrica Riemanniana g para M. Vale ter em mente que tanto o fibrado
quanto a métrica sdo objetos auxiliares que facilitam o estudo de M. A partir de g e da
orientacao dada de M obtém-se o operador estrela de Hodge * sobre formas definidas em
M. Como dim M = 4, o dual de Hodge de uma 2-forma é uma 2-forma.

Agora seja w uma conexao em SU(2) — P B M. A curvatura © é uma 2-forma em
P com valores na élgebra de Lie (ndo em M). Entretanto, fazendo o pullback de €2 por
uma secao local que corresponde a alguma trivializacdo nos da uma familia de 2-formas
em M com valores na dlgebra de Lie que estao relacionadas pela acdo adjunta de SU(2)

sobre sua algebra de Lie,

5582 = ad -1 o 5782 (D.0.4)

12
Como resultado estas formas definem 2-formas localmente em M com valores na algebra
de Lie e formam uma 2-forma F,, definida globalmente em M nao tomando valores em
su(2) mas em no fibrado adjunto ad P (ver B.2.4). Dizemos que um elemento ¢ de A*(P, V)

é tipo-p tensorial se satisfaz

(a) o0 =g ' ¢, onde og: P — P éaaplicagio og(p) =p-gem Pe g ' - ¢ denota
a acdo de p(g~!) sobre os valores de ¢;

(b) ¢ é horizontal, i.e., se anula se qualquer de seus argumentos for tangente a fibra.

O subespaco A’;(P, V) de A*(P,V) que consiste de todos os elementos que sdo do tipo-
p tensoriais é isomorfo a AF(X, P x,V). O isomorfismo pode ser descrito por ¢ + ¢ =
[s,s*¢], onde s é uma se¢do transversal arbitraria de P. Como a curvatura € de uma
conexao w é claramente do tipo-ad tensorial, corresponde a um F,, € A%(X,ad P).

O ponto é que, sendo uma 2-forma na variedade M de dimensao 4, F,, possui um
dual de Hodge *F,, o qual também é uma 2-forma em M, logo faz sentido em dizer que

a conexao w ¢ g—anti-auto-dual (g-ASD) se

«F, = —F, (D.0.5)

Observacao D.0.1. A definicio faz sentido, porém ndo € nada claro que estes objetos
devam existir. Na verdade, é um Teorema profundo de Taubes [Tau80] que, como b3 (M) =
0, de fato ezistem conexdes g-ASD no fibrado (com nimero de Chern 1) SU(2) — P 5
M. Se M for 5% x S? (b = 1) com esta métrica e orientagdo entio ndo existem estas
conexdes no SU(2)-fibrado correspondente. O mesmo é verdade para CP?, entretanto, ndo

para CP’ (a teoria de Donaldson depende fortemente de orientagdo).
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O grupo de calibre G(P) de nosso fibrado é o grupo (em relagdo a composigao) de
todos os difeomorfismos F' : P — P que respeitam a acao do grupo no fibrado (f(p-g) =
f(p)-g, paratodop € Pege SU(2)) e respeitem P o f = P. Os elementos de G(P) sao
chamados transformacoes globais de calibre e agem sobre as conexdes por pullback
(w- f = f*w). Duas conexdes w e w’ sdo equivalentes por calibre se existe f em G(P)
tal que w’ = f*w. A colecdo de todas as classes de equaivaléncias de todas as conexdes
g-ASD em SU(2) — P 5 M ¢ denotada por

M = M(P,g) (D.0.6)

¢ chamada de espago moduli das conexdes g-ASD (instantons) em SU(2) — P 5 M.

Escolhemos a métrica Riemanniana g e acontece que se escolhermos a métrica de um
jeito ruim o espago moduli M(P,g) pode nem ter uma estrutura matemética decente.
Entretanto, Donaldson mostrou que, para uma escolha “genérica” de g, o espago moduli

tem a seguinte forma:

CP?

27

Figura D.2 — Fonte: Naber, 2010, pag. 408.

De uma maneira mais precisa:
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1. Se m é a metade do niimero de @ € Hy(M) com Qp (e, ) = —1, entao existem
pontos pi,...,p,m em M tais que M — {p1,...,pn} é uma variedade diferencidvel de
dimensao 5 orientavel.

2. Cada p;, © = 1,...,m possui uma vizinhanga em M homeomorfa a um cone sobre
CP? com vértice p; e estas vizinhancas sdo diverencidveis em todo ponto menos p; (o cone
sobre CP? ¢ obtido a partir do cilindro CP? x [0, 1] identificando CP* x {1} com um ponto
que depois é chamado de vértice do cone).

3. Existe um subespaco compacto K de M tal que M — K é uma subvariedade de
M —{p1,...,pn} difeomorfa ao cilindro M x (0, 1).

Agora construa a partir de M outro espago M, cortando fora a metade aberta do

topo de cada cone e o fundo aberto do cilindro (Figura D.3):

Figura D.3 — Fonte: Naber, 2010, pag. 409.

Entao M é uma variedade compacta com bordo que herda uma orientacao de M. O
bordo consiste de uma unido disjunta de uma cépia de M e m copias de CP? ou CP".
Suponha que existem p cépias de CP? e ¢ copias de CP (p+q =m). My é chamado
de cobordismo orientado entre M e a unido disjunta CP2 L .». U CP? L CP’.9. UCP =
pCP? L Q@Q e acontece que a assinatura da forma de intersecao ¢ um invariante por
cobordismo, i.e., as formas de interse¢ao de M e pCPQUqWQ possuem a mesma assinatura.
Logo, como by (M) = 0,
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by (M) — by (M) =p—q

by(M)=q—p
portanto
bp(M)=g—p<q+p=m
Em seguida mostramos que by(M) > m. Tome algum a; € Ho(M) com Qpr(a, ) = —1
(deve existir pelo menos um , pois by (M) = 0, mas by(M) # 0). Entdo existe uma

decomposicao @) y-ortogonal

Agora considere qualquer oy € Ho(M) com Qp(ag, ) = —1 e ap # ay (caso nao
exista ag, entao G1 = ) logo Ha(M)Za; e {1} é uma base de Hy(M) em relagiao a qual

a matriz de Q5 ¢ —(1) e acabou). A desigualdade de Schwartz nos dé

(Qu(a, a2))? < Qui(on, an)Qur(on, an) =1 (D.0.8)

Mas Qu (@, a2) é um inteiro. Entdo Qp(aq, @) = 0, logo as € Gy. Agora repita o
argumento em G e prossiga indutivamente até que saia de o € Ho(M) com Q (e, o) =
—1. Existem 2m classes a e elas ocorrem em pares (o, —a), logo o resultado é uma

decomposigao @) y-ortogonal,

Hy(M)=Zo1 & ... 2o, G (D.0.9)

onde G é vazio ou o é complemento ()y;-ortogonal de Zay & ... & Za,,. Em particular,

m < Hy(M). Como mostramos que by(M) < m temos que

bay(M)=m =p+q. (D.0.10)

Como Hy(M) é um grupo Abeliano livre finitamente gerado, G' deve se vazio e

Como Q (e, ;) = —1 parai = 1,...,m, amatriz de @y em relagdo a base {a, ..., a,}
¢ menos a identidade e fica provado o teorema para este caso.

E preciso deixar claro como é construida a estrutura de M mas nao faremos isso
aqui. Para os detalhes do Teorema de Donaldson recomendamos [FU84| e [Law85] . Em
qualquer caso, este é apenas o comeco da historia que continua com os invariantes de

Donaldson, topologia da teoria de fisica quantica e Teoria de Calibre de Seiberg- Witten.
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