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Resumo

Consideramos alguns problemas envolvendo a renormalizacao e as propriedades das
amplitudes de espalhamento em modelos de Yukawa-Higgs tanto com um campo escalar
real quanto com um campo escalar complexo, com simetrias quirais discretas ou continuas.
Nosso principal objetivo é a investigacao dos efeitos da quebra de simetria quiral continua,
e das condicoes especificas para a renormalizacao dos campos e das constantes de aco-
plamento, tanto na fase simétrica em altas energias quanto na fase de Higgs realizada
em baixas energias. Entre os resultados obtidos, podemos destacar que a constante de
acoplamento de Yukawa, g, permanece nao-renormalizada na fase simétrica. Na fase de
Higgs, entretanto, g se renormaliza a 1-loop. Isso se deve aos campos relevantes para
a descricao da fase de Higgs terem propriedades bem diferentes dos da fase simétrica,
e também porque a realizagao de quebra espontanea de simetria nesse caso inclui novos
termos de interacao. Um outro resultado interessante é a diferenca significativa observada
entre as duas fases para as amplitudes de espalhamento e as taxas de decaimento, nao
somente dos férmions mas também dos campos escalares reais.



Abstract

We study some problems concerning the renormalization and properties of scattering
amplitudes in Yukawa-Higgs models with either one real scalar field or a complex scalar
field, and with either discrete or continuous quiral symmetries. Our main goal is to inves-
tigate the effects of breaking the continuous quiral symmetry, and the specific conditions
for the renormalization of the fields and the coupling constants, both in the high-energy
symmetric phase and in the low-energy Higgs phase. Among the results found, we may call
attention to the non-renormalization of the Yukawa coupling ¢ in the symmetric phase.
In the Higgs phase, however, g gets renormalized at one-loop. This is due to the fact that
the set of fields relevant for the description of the Higgs phase has very different properties
in comparison with the fields relevant for the description of the symmetric phase. Also,
the realization of the spontaneous symmetry breaking includes new interaction terms.
Another interesting result is the significant difference found for the behavior of scattering

amplitudes and decay rates in each phase, not only for fermions but also for the scalar
fields.



Conteudo

(1 Introducao|
[1.1 Sobre a origem das massas e a quebra espontanea de simetria quiral.|. . . .
(1.2 Fluxos do Grupo de Renormalizacao e Transicoes de Fase[. . . . . . . . ..
(1.3 Objetivos e Resultados| . . . . . . .. ... ... ... ... ... ......

2 Modelo de Yukawa-Higgs|
[2.1 Quantizacao Canonical . . . . . . . . . .. ...
[2.2  Propagadores livres| . . . . . . . ... o
[2.3  Teoria de Pertubacao: Operador de Evolucao Temporal e Matriz 5. . . . .
[2.4  Secao de choque e Taxa de decaimento| . . . . . .. ... ... ... ....
[2.4.1 Diagramas tipo arvore| . . . . . . . . ... ... ..
242 Taxa dedecaimentd. . . . . . ... ... ... . ... ........
[2.4.3  Secao de Choquel . . . . . . . . ... o
[2.4.4  Exemplo de Taxa de Decaimento e de Secao de choquel . . . . . . .
[2.5 Regularizacao e Renormalizacaol . . . . . . . . ... ... ... ...,
[2.6  Quebra de simetrial . . . . .. ...

[2.6.2  Simetria quirall . . ... 00000
[2.7 Grupo de Renormalizacaol . . . . . . . . . ... .. ... ...

3 QES continua no modelo de Yukawa-Higgs complexo|
[3.1 Modelo de Yukawa Complexo| . . . . . . ... ... ... ... ... ....
[3.2 Calculo dos diagramas 1-loop| . . . . . . . . . ... ... ... .. .....
3.2.1 Taxa de Decaimentd . . . . ... ... ... ... ... ..

4 QES quiral continua e fase de Higgs|
[4.1  Campos livres no novo modelo| . . . . . .. ... ... ... ... ... ...
[4.2  Regularizacao e Renormalizacaol . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
[4.2.1 Propagadores| . . . . . . .. . ... ...
|4,2,2 & f:Il],'ng:SI .................................

5 Conclusaol

10
12

14
15
16
19
22
22
24
25
26
28
36
36
38
41

45
45
47
ol

53
54
54
95
60
63
64

65



CONTEUDO

[A° Regras de Feynmam|

(B Campo fermionico|
[B.1 Propagador| . . . . . . . .. .. ...
B2 MatrizSe LSZI . . . . . . oo

[C Outros exemplos de quebra de simetria|
[C.1 QES das Simetrias do Campo Escalar real com Potencial de Higgsl . . . . .
[C.2  Quebra em escalar complexo| . . . . . . ... ... ... ... .00

[D Outros Diagramas do modelo de Yukawa Complexo|

67

70
70
71

73
73
75

76



Capitulo 1

Introducao

As Teorias Quanticas de Campos (TQCs) sao o fundamento tedrico de todos os modelos
de unificacao das interacoes das particulas elementares. Uma das principais caracteristicas
das TQCs é que elas oferecem uma descrigao consistente das transformacoes das particulas
quanticas: decaimentos e criacao de novas particulas durante processos de espalhamento.
Além da presenca obrigatoria dos campos fermionicos, dos campos de calibre e do esca-
lar de Higgs, os principios de simetria do espago-tempo (a Relatividade Restrita) e da
simetria “interna” das interagoes — simetrias de calibre locais e simetrias globais — sao
ferramentas indispensaveis na construcao das TQCs que descrevem a micro-estrutura da
matéria.

O primeiro sucesso das TQCs se d4 no desenvolvimento da teoria quantica do eletro-
magnetismo de Maxwell, a Eletrodinamica Quantica, que descreve com alta precisao os
processos de interacao entre elétrons, positrons e fétons. Mas o grande triunfo das TQCs
foi a confirmacao experimental das previsoes tedricas do Modelo Padrao da unificacao das
interagoes forte e eletro-fraca. A TQC do Modelo Padrao é definida por um conjunto de
campos (representando as particulas elementares) cujo conteudo é ifnferido a partir da
simetria interna SU(3) x SU(2) x U(1) [6] [L1].

Uma das principais caracteristicas dos processos quanticos descritos em termos de uma
teoria de campos é a aparicao inevitavel de grandezas infinitas em calculos de propriedades
fisicas perfeitamente finitas. A tecnologia matematica que se desenvolveu para eliminar
esses infinitos espurios é chamada de ‘renormalizacao’ da teoria. Para uma TQC ser fisica,
ela deve ser, portanto, ‘renormalizavel’, o que nem sempre acontece e, além disso, saber
se uma TQC ¢é renormalizavel ou nao é uma tarefa nem sempre trivial. Um outro grande
sucesso na histéria do Modelo Padrao foi a demonstracao de que se trata realmente de um
modelo renormalizavel[T1]. No processo de renormalizagao, as constantes de acoplamento,
i.e. os parametros que fixam as propriedades da teoria (como por exemplo a carga do
elétron na Eletrodinamica Quantica) assumem valores que nao sao fixos: eles dependem
da escala de energia em que ocorre o processo que estamos analisando[I],[6],[17]. Essa
mudanga nos parametros pode fazer com que as propriedades de uma teoria renormalizavel
mudem de forma significativa, e a teoria passe por diferentes “fases”. Esse tipo de mudanca
em uma classe de TQCs especifica, chamadas de ‘Modelos de Yukawa’, serd o assunto
principal dessa dissertacao.
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No restante desta Introducao, faremos uma descricao mais detalhada do problema
que vamos abordar e do modelo que usaremos. Mas, em termos gerais, essa ¢ uma
dissertacao dedicada a aspectos fundamentais da Teoria Quantica de Campos envolvendo a
transicao entre fases de uma mesma teoria. E, antes de continuar, gostariamos de observar
que a descricao das particulas elementares e das interacoes fundamentais nao é a tnica
aplicacao relevante das TQCs. Existe uma enorme variedade de importantes propriedades
da matéria condensada — o magnetismo, anti-ferromagnetismo, a supercondutividade, o
efeito Hall, a fisica de semi-condutores, e outras tantos — ligadas a interacgoes “fortes”
entre os elétrons, e as transicoes entre as diferentes fases desses materiais sao descritas
em termos das TQCs apropriadas[7].

1.1 Sobre a origem das massas e a quebra espontanea
de simetria quiral.

Além das regras de quantizacao dos campos a partir das teorias classicas de campos,
temos trés ingredientes essenciais na construgao de uma TQC:

1. Escolher os graus de liberdade na forma de um conjunto especifico de campos —
escalares, férmions e vetores. Esses campos sao caracterizados por valores especificos
de suas carateristicas internas (seus “nimeros quanticos”) — isospin, carga leptonica
e barionica, etc;

2. Escolher as interacoes entre estes campos, i.e. os potenciais de interacao;

3. Escolher os parametros do modelo em consideracao — as constantes de acoplamentos
e as massas dos campos.

Um dos maiores desafios da fisica quantica das particulas elementares é a explicacao
da origem e a dedugao dos valores relativos das massas das particulas observadas. O
‘Mecanismo de Higgs’ e o conceito de ‘quebra espontanea de simetria (QES)’'[15], [16]
providenciam uma abordagem simples e bem sucedida para essa origem das massas. A
ideia principal é a hipotese de que, em um regime de altas energias, todas as particulas
(quarks, 1éptons, bdésons de calibre) tém massa zero. Ou seja, nesse regime, nao existem
termos massivos do tipo 17 na lagrangeana do Modelo Padrio [14],[10],[6].

Consideremos um modelo simplificado, sem bdsons de calibre e sem simetrias locais
de calibre, conhecido como modelo do Yukawa-Higgs. Temos apenas uma interacao do
tipo Yukawa entre os férmions e o campo complexo do Higgs ¢, que é a tnica particula
massiva, com massa Mpgqs—v € com potencial

Vsym(ﬁb) = %(¢(5)2

A propriedade importante da fase “simétrica” (SYM) deste modelo, que ocrre em altas
energias £/ >> M > 0, é ter um tnico vacuo (o minimo do potencial V;,,,) onde

|¢|vac = 0.
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Temos também a simetria quiral definida pelas transformacoes dos campos:
e e I T R R e (1.1)

onde o é um parametro continuo. Essa transformacao mantém invariante o vacuo e a
lagrangeana

£ = 00" = 60,6~ M266 — Fgb [(1435) o+ (1-7)8] 07~ IA@H)% (12)

Nesta fase, conhecida como “SYM-UV” | os férmions permanecem sem massa (veja capitulo
3).

A principal caracteristica da segunda fase do modelo (chamada ‘fase de Higgs’) é a
existéncia de uma familia de vacuos degenerados, devido a troca de sinal do termo massivo
M? < 0 e, como consequéncia, & mudanca na forma do potencial efetivo:

Virigo (®) = ~[M?106 + 5 (8~ 23)”, (1.3

que assume o formato de um “chapéu mexicano” (veja capitulo|3) com ¢ = pe’™/v0_ Neste
caso, temos um numero infinito de “minimos do potencial de Higgs” com p = vy = Sq%)\,
e com valores arbitrarios do campo m, que nao possui massa, e é chamado de ‘particula
de Goldstone’. O efeito principal é que o campo escalar p, com massa M > 0, ganha
um novo valor esperado (“VEV”) diferente de zero (p) = vy [0],[16]. Assim, temos uma
quebra espontanea da simetria quiral, e os férmions ganham a massa m, = gvy. Devemos
mencionar que nessa fase em que a simetria quiral, [I5],[16],[10],[6]é quebrada mudam
também a forma das interagoes e os resultados dos processos de espalhamento e decaimento
dos férmions massivos e dos campos p e ¢. O conjunto desses efeitos, que sao especificos
para baixas energias E < M, é conhecido como o “mecanismo de Higgs”.

1.2 Fluxos do Grupo de Renormalizacao e Transicoes
de Fase

As regras da quantizagao candnica nao levam automaticamente a TQCs livres de proble-
mas de consisténcia matemadtica, nem a uma interpretacao direta dos resultados obtidos
via TQC em termos de grandezas observadas em experimentos. Porém a “consisténcia
quantica” de uma grande familia das TQCs pode ser garantida impondo dois principios
fundamentais: Unitariedade e Renormalizabilidade[6] [1].

Na maioria das TQCs, calculos perturbativos das amplitudes dos diferentes processos
providenciam resultados “infinitos”, quando certos limites de altas e/ou baixas energias
(e momentos) sdo considerados. Este problema é conhecido como divergéncias UV e/ou
IR [5],[1]. Ele exige um tratamento especial de regularizacao, i.e. de separacao das partes
finita e infinita, e também de uma especifica “renormalizacao”. A implementacao do
requerimento de que “todas as grandezas fisicas, que podem ser medidas em experimentos
— massas, constantes de acoplamento, secoes de choque, taras de decaimento, etc. —
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devem ter wvalores finitos”, resulta em um conjunto de principios que as TQCs devem
respeitar. A principal consequéncia dessa condicao, conhecida como Renormalizabilidade,
é a selecao de uma pequena variedade de TQCs consistentes. Restringe-se o contetido de
spin (e isospin etc.) dos campos, e também restringe-se as possiveis formas das interagoes.
Entre férmions e escalares as interacoes devem ser do tipo ‘Yukawa’, com potenciais tri-
lineares ou cubicos; para escalares auto-interagentes, as interagoes podem ser no maximo
quérticas [6].

Na maioria dos casos, as regras de renormalizacao sao realizadas em ordens de uma ex-
pansao perturbativa, ou seja, para pequenos valores das constantes de acoplamento. Mas
existem muitos exemplos de TQCs em que um ‘Grupo de Renormalizacao (RG)’, descrito
pela ‘equagoes de Callan-Symanzik’[1],[6], fornece um método exato, nao-perturbativo, de
renormalizacao valida para todos os valores dos acoplamentos das interagoes consideradas,
nao apenas os pequenos[17],[§].

Perturbativamente, o procedimento de renormalizagao requer primeiro que se encon-
tre os contra-termos especificos que devem ser adicionados a lagrangeana da teoria. De-
pois, que se efetue uma redefinigdo dos parametros “nus” da lagrangeana (cldssica) e dos
proprios campos, considerados como certas fungoes das escalas de energia p, ou de seu
logaritmo que define a escala

= —logu

(ou de um “cut-off” A). Assim, no modelo que descrevemos acima obtemos as fungoes

g, A, w(l)

que variam de acordo com a escala de energia [.

Ja os conceitos e os resultados obtidos no contexto do RG vao além do procedimento
que acabamos de descrever. Uma das principais carateristicas do grupo de Renormalizacao
é descrever, através de um sistema de equagoes diferenciais, as mudancas nos acoplamen-
tos, i.e. dg/dl, d\/dl, e as mudangas de certas caracteristicas dos campos quanticos como,
por exemplo, as dimensoes anomalas. Este fluzo dos parametros obtido das solugoes das
‘equagoes do RG’ da origem a um dos principais resultados da teoria de renormalizacao:
a descricao das transicoes de fase em T(QCs renormalizadas. Ou seja, dependendo dos
valores dos acoplamentos e dos termos de interacao, acontecem mudancas na propria na-
tureza dos graus de liberdade, na forma de lagrangeana e no comportamento das funcoes
de correlagao. Digamos que os campos apresentam propriedades e interacoes diferentes
em altas e baixas energias, e também os acoplamentos demonstram um comportamento
especifico, a depender da escala de energia “corrente”. Nesta descricao, transicoes de fase
de segunda ordem podem ser identificadas pelos zeros das assim chamadas fung¢oes beta
de Gell-Mann-Low,

By(g,\) = dg/dl,  Bxr(g,\) = d\/dl.

Os zeros existem para certos valores “criticos” dos acoplamentos g e A. Por exemplo, uma
grande familia de modelos possui pontos criticos ultravioletas (UV), i.e. beta(ger, Aer) = 0,
que descrevem TQCs de campos livres e sem massa g.. = 0 = A, no limite de altas
energias [6].
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Devido ao fato que nos modelos de Yukawa-Higgs (e também no modelo Padrao)
todas as constantes de acoplamento (g e A) sdo parametros adimensionais, tomando o
limite vy — 0, essas TQCs ganham uma nova simetria: a extensao conforme SO(4,2) do
grupo de Poincaré, envolvendo dilatagoes e transformagoes especiais conformes [18]. Ou
seja, as TQCs com interacoes do tipo Yukawa-Higgs possuem uma fase de altas energias e
um ponto critico UV que poderia ser descrito como certa teoria conforme quantica (CFT).
A simetria conforme nos permite calcular nao-perturbativamente as funcoes de correlagao
dos campos ¢ e ®, aplicando técnicas especificas vélidas para CFTs [18],[20].

Estudos nao-perturbativos das propriedades do fluxo do RG dos modelos de Yukawa
Higgs [§], [12], indicam que o efeito da renormaliza¢ao da massa M ([) com a mudanga da
escala de energia, junto com as mudancas dos correspondentes acoplamentos, determinam
que a fase SYM-UV deve terminar em um ponto (ou linha) critico do tipo IR com M = 0
, onde acontece a mudanca de sinal de M? de positivo para negativo. Este ponto define a
transicao entre a fase SYM-UV e a fase IR massiva de Higgs com simetria quiral quebrada.
Nesta fase, todos os campos (a excegdo do campo de Goldstone) sdo massivos. Desta
forma, a TQC original de Yukawa-Higgs, com Lagrangeana L(g, X\, vy) = Lorr + Lpert,
envolvendo o termo do potencial Viges € 0 termo de massa, poderia ser considerada
como uma perturbagdo, com um pequeno parametro vy (ou, equivalentemente, com M
pequeno), de uma teoria conforme Lopr de Yukawa-Higgs em que vog = 0= M. O termo
de perturbagao é definido pela lagrangeana L,e,+(v,) = %)\vosz. Esta representacao do
Modelo de Yukawa-Higgs com uma separacao entre a parte conforme e uma perturbagao
massiva é conhecida como ‘quebra dinamica da simetria conforme’ [18],[13].

1.3 Objetivos e Resultados

O objetivo principal desta dissertacao é um estudo completo da quantizagao perturbativa,
da renormalizacao e das propriedades especificas da fase SYM-UV e dos efeitos da que-
bra espontanea das simetrias quirais na fase de Higgs IR de duas TQCs com interagao de
Yukawa-Higgs, considerando férmions (massivos e sem massa) interagindo com um campo
escalar (real ou complexo) com potencial do tipo Higgs e com simetrias internas diferen-
tes: para o campo real, temos a simetria discreta Z, (capitulo ; para o campo escalar
complexo, temos a simetria continua U(1) (capitulos[3e[d). As simetrias diferentes levam
a diferencas essenciais nas propriedades fisicas das particulas em cada fase desses modelos.
Nossa escolha de estudar primeiro um modelo bem conhecido, o modelo YH com campo
escalar real, é proposital. A idea é usa-lo, por ser mais simples, para apresentar uma
introducao as técnicas, aos métodos que desejamos desenvolver, a saber:

1. Os conceitos basicos de quantizacao perturbativa;
2. O célculo das amplitudes de espalhamento em 1-loop;
3. Os procedimentos de regularizacao dimensional e de renormalizacao; e

4. Os conceitos e os resultados do grupo de renormalizacao e a quebra espontanea da
simetria quiral.
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Os capitulos |3| e [4] sao dedicados a investigagao dos problemas de renormalizacao e ao
calculo de certas amplitudes de espalhamento nas fases sem e com quebra de simetria
quiral continua. A introducao feita no capitulo [2] serve como base para a extensao destes
métodos (e o desenvolvimento de novos métodos) no caso bem mais complicado do modelo
Yukawa-Higgs com campo escalar complexo.

Devemos também mencionar, entre os objetivos desta dissertacao, a investigagao de
alguns problemas de pesquisa especificos para TQCs com simetria quebrada (no caso de
férmions com e sem massa my, = 0):

1. As condigoes de renormalizabilidade para teorias com simetrias quirais continuas
quebradas;

2. As condigoes especificas sobre as partes finitas dos diagramas UV-divergentes, tais
que o novo campo escalar p = & — vy permaneca com valor esperado zero, conside-
rando perturbagdes até ordem ciibica e quértica (em constantes de acoplamento g
e A). Isto é, incluindo todos os diagramas divergentes (e finitos também) até 1-loop
destas teorias que contribuem para (pS);

3. A comparacao entre a quebra de simetria quiral discreta do campo escalar real e o
caso da simetria continua U(1) do campo complexo.

Entre os resultados obtidos, podemos mencionar que a constante de acoplamento de
Yukawa, g, na fase SYM-UV (no caso de simetria quiral continua) nao se renormaliza, o
que se deve a forma especifica da interagao, envolvendo vértices com matriz 5. Ja na fase
IR de Higgs , g se renormaliza em 1-loop, o que se deve as propriedades bem diferentes
dessa fase em comparacao a fase simétrica — por exemplo, no IR os graus de liberdade
incluem o campo de Goldstone, e a QES inclui certos novos termos de interagao. Um outro
resultado interessante é a diferenca significativa entre as amplitudes de espalhamento e
taxas de decaimento, nao somente dos férmions, mas também dos campos escalares p e ™
na fase de Higgs, quando comparados com a fase simétrica em altas energias.



Capitulo 2

Modelo de Yukawa-Higgs

A matéria é constituida por férmions (particulas com spin 1/2), e no Modelo Padrao ha
uma particula escalar ¢, o ‘béson de Higgs’, que possui um potencial quértico, V ~ ¢4,
e que é responsavel por gerar a massa das particulas . Nesse capitulo, desejamos estudar
uma TQC que fornece um modelo simplificado para esse fendmeno. Portanto, queremos
construir uma lagrangeana com um férmion ¥* e um campo escalar real ¢.

A forma de uma lagrangeana L pode ser inferida a partir de alguns principios basicos.
Primeiro, £ deve ser um escalar, portanto s6 pode conter termos invariantes de Lorentz.
Isso fixa a forma dos termos cinéticos (quadraticos nas derivadas),

30"00,0 U ("0, — m) ¥°.

Os campos fermionicos 1, devem obedecer as a equacao de Dirac. Além disso, todos os ter-
mos na agao S = [ d*zL devem ter a mesma dimensdo. Em unidades em que S é adimen-
sional, as dimensoes dos termos cinéticos devem cancelar a dimensio de (comprimento)?
ou (massa)~* vinda do elemento d*z. Sendo assim, na notagao em que [d*z] = —4, como
cada derivada tem [0,] = 1, o campo ¢ deve ter dimensao [¢] = 1. Para os campos
fermionicos o termo cinético (que s6 possui uma derivada) revela que os campos devem
ter [¢] = 3/2. Com isso, deduzimos que a interac¢do entre os campos deve ser dada pelo
tinico termo cuja combinacdo possui a dimensdo correta (i.e. 4): Y.
Podemos entao considerar o Modelo de Yukawa com lagrangeana

_ - A
L= 0 (10— m) 0" — 50°60,0 — S M6 — g0™od— o6t (21)

onde ¢* = (¢*)'4° é um spinor de 4 componentes, e m é sua massa associada. Os
parametros de interagao sao g e A. O campo escalar real ¢ possui um termo quadratico
de massa M. A métrica possui assinatura n = diag(—, +,+,+), e as matrizes de Dirac
~v* sao definidas como

0 1 ; 0 ot
0 __ 2x2 i )
fy - <1212 O > ’ ’7 - (_0.7, O) . (22)

Essa lagrangeana apresenta simetria U(1)

V=, Y =, (2.3)

14
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Outras simetrias desse modelo sao descritas no capitulo[3| A partir da equagao de Euler-
Lagrange para campos livres, obtém-se trés equacoes de movimento

(@ —m)y™ =0, &“(3 —m) =0, (O0-M*)¢=0. (2.4)

A expansao de Fourier para os campos resulta nas seguintes expressoes

) = d?’—k (ke 4 ot (k)e—ike
o) = [ sy W+ )

ol — - d3k uaeikx T ,Uoze—ikx
i) = 2 / Gyt (BBt +dikee™)

T _ & dSk T aae—ikm @aeikw
0@ = 3 [ G e ). (25)

onde 0% = k2 + M? e w? = k? + m?2. Os spinores u® e v® sao definidos no cap. 38 do livro
de Srednicki [1].

A teoria quantica de campos consiste em quantizar esses campos classicos [5][I]. No
processo de quantizagao, surgem algumas inconsisténcias por causa da aparicao de gran-
dezas infinitas nao-fisicas. Ao fim desse capitulo, isso nos levara a necessidade de uma
renormalizacao do modelo.

2.1 Quantizacao Canodnica

Nao vamos abordar em detalhes o processo de quantizacao dos campos classicos, vamos
apenas fazer uma revisao dos fatos mais relevantes para o restante do trabalho.

Apoés a quantizagao, as amplitudes de Fourier se tornam os operadores de criagao e
aniquilacdo. Assim, os operadores a(k) e a'(k) do campo escalar estdo sujeitos a dlgebra
dos comutadores

[a(k),a' (K] = (27)%6(k — k). (2.6)

O estado de vécuo é definido como o estado de energia, momento e carga zero |0). O
operador a'(k) atua no vdcuo criando particulas quanticas relativisticas

(202 (27)%al (k)[0) = [k). (2.7)

Os operadores b,(k), bl(k), ds(k) e di(k) estdo associados & criagao e aniquilagao de
particulas e anti-particulas fermionicas. Esses operadores estao sujeitos a seguinte algebra

{b:(p). b1 ()} = (2m)°073(p — P,
{d(p),d ()} = (20)°68(p —¥)- (2.8)
Quando b'(k) e d'(k) atuam no vacuo, ha criagao de particulas

(2m)%0 (p1)[0) = [p1,7)
2m)*di(p2)|0) = |pa,s). (2.9)

NI= =
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Os operadores a(k), bs(k) e ds(k), ao atuarem no estado de vécuo, o aniquilam
a(k)[0) = 0, bs(K)[0) = 0, ds(K)|0) = 0. (2.10)

As quantidades conservadas deste modelo sao

H = /d3k: [a’ (k)a(k) + wy, (bL(k)b, (k) + di(k)d, (k)]

. / d*k K [al(k)a(k) + B (k)b, (k) + di(k)d, (k)]

Q = /d3k (b} (k)b, (k) — df (k)d, (k)] . (2.11)
O estado de uma particula quantica relativistica é descrito por energia, momento e carga

Com o uso das definigdes (2.5)) junto das relagoes de comutagao ([2.6)), anti-comutacao
(2.8) e a equacao (2.11)), sdo obtidas as seguintes expressoes

[H,al] = wl, [Pa] = kaf, [Q.b1] = +b7 [Q.d] = —d. (2.13)

2.2 Propagadores livres

Existe um objeto que deve descrever o processo de deslocamento de um campo ¢ entre a
posicao x no tempo ¢, e a posicao y no tempo t,. Esse objeto é chamado de propagador,
definido para o campo escalar como

D(z —y) = (0l¢(z)d(y)]0). (2.14)
Desta forma utilizando as equacoes ([2.5)) e (2.6)), obtém-se o propagador

Bp eirle=y)
Dx—y) = [ —— 2.1
@9 = [ GG (2.15)

que por sua vez esta sujeito a transformacoes de Lorentz, implicando em dois casos, o
tipo-tempo e o tipo-espaco. Dai encontram-se os limites de causalidade e nao causalidade
da teoria, descritos pela relacao de comutacao

Az —y) = [d1(x), ¢2(y)] = D(z —y) — D(y — ), (2.16)

Um intervalo do tipo-tempo tem 7,, Az#Az” < 0, ou seja sendo |At?| > |AZ?|, o des-
locamento pode ser tomado quando (x; — x3)* = 0. Esse tipo de intervalo carrega a
informacao de causalidade, que esta expressa dentro do cone de luz, confirmando que a
teoria é de particulas quanticas e relativisticas. O detalhe é compreender que por fora do
cone também é possivel afirmar que nao héa causalidade. Para que isto ocorra um campo
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¢, dentro do cone nao pode enxergar um campo ¢ fora do cone. Logo estes campos
devem comutar

para (z — y)?> > 0. Neste caso de intervalo tipo-espago, toma-se a situacido em que
(zo — yo) = 0. Logo

d3p 1 I S
Ax —y) = / — (e”’(x_y) — e‘”’(’”_y)> . (2.18)
3
— (2m)3 2Q,
E interessante notar que a troca do integrando no segundo termo de p por —p resulta na

comutacao.

A representacao do propagador expressa na equacao (2.15) nao é genérica. Nela esta
implicito que o tempo flui de zy para yy. De maneira a permitir que o propagador seja
uma combinacao entre as duas direcoes temporais, define-se do propadador de Feynman

Dp(z —y) = O(z0 — yo) D(z = y) + O(yo — 20) D(y — ). (2.19)

Esta equacao também pode ser obtida a partir do uso do operador de ordenamento tem-
poral, que indica a ordem de atuagao dos operadores sendo da direita para a esquerda, ou
seja, primeiramente atua-se nos estados associados a tempos maiores, e depois nos estados
em tempos menores

Totwioty) = {000 oSt 220)

A definicao do propagador se torna

Dp(x—y) = (0T (¢(x)¢(y))]0)- (2.21)

H&4 uma possibilidade de escrever o propagador em termos de uma unica integral do tipo
f d*p. Destrinchando a equagao (2.19) e separando a parte temporal da espacial, chega-se
na seguinte equacao
Py e (zo—yo0) e~ % (z0=y0)
Dp(z—vy) = | ——=e P@ 9 |0(xy — yo) ———— + Oyy — z
plo =) = [ e ™ Bl o) g + Ol a0

Os dois termos dentro dos colchetes sao solugoes de uma integral de Cauchy definida em
um contorno no plano complexo

L (2.22)

P

f(zi) = L f e (2.23)

21 Jo 2z — 2

onde, para o caso de interesse, z;’s sao os pdlos py = ££2,. Portanto reescreve-se a equacao
(2.22) como

De(s—g) / D . g ]4 dpo | ©(x0 — yo)— o
Xr — = 1€ o —
ey (2m)! P T 0 (o + )
e—ipo(fbo—yo)
- @(yo - xo)

(po — Qp) (po + Qp) '
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Im(po)

Re(po)

i Q,-ie

Figura 2.1: Gréfico do contorno C'; no plano complexo

Im(po)

Re(po)

Figura 2.2: Grafico do contorno C5 no plano complexo

Apesar de os pélos estarem definidos no eixo real, pode-se fazer uma translacao de maneira
ater po = —Q,+ é—’; epo=§,— é—ep, com € — 0. E assim obter a representacao grafica da
figura2.1] Para o primeiro termo dos colchetes é escolhido o contorno C; por cima, devido
a fungao degrau indicar que xy > yy e consequentemente a contribui¢ao do contorno Co
serd zero. Caso andlogo ao anterior estd representado na figura 2.2l Porém o contorno
escolhido agora sera Cy, por causa da funcao degrau indicar que zy < ¥, fazendo com
que o contorno '} nao contribua. Ao fim, chega-se na forma desejada do propagador de

Feynman como uma unica interal

d*p 1
Dp(z—y) =i
Pz —y) Z/ O ESE —¢

ip(z—y)

Para o propagador fermionico é necessario um pouco mais de cuidado ao demonstrar uma
forma do propagador similar a essa do caso escalar. Tal construgao é feita no apéndice [B]
e o propagador é escrito da seguinte maneira

. d4p _ﬁaﬁ +m in(x—
Sp(x =Yg = z/ r) Z,Eeﬂ 2 (2.24)
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2.3 Teoria de Pertubacao: Operador de Evolucao Tem-
poral e Matriz S

Ap6s a construcao dos propagadores livres, o proximo passo é entender como os campos
interagem. Processos de interacoes entre os campos podem ser representados por etapas.
Imagine um campo em um tempo ¢ muito antes de ocorrer qualquer tipo de interagao [3]

Gin(z) = 1im_¢(x). (2.25)

Esses campos livres estao associados ao estado de vacuo in. De maneira andloga, um
longo tempo apds a colisao, passa a existir um campo também livre associado a cada
particula. Estes campos existem num espaco de estados de vacuo chamado out

Pout(r) = lim ¢(z). (2.26)

t—o00

Os campos definidos nos estados in e out sao livres e escalares, logo devem satisfazer a
equagao de Klein-Gordon. Para férmions, os campos devem satisfazer a equagao de Dirac
(2.4). Assim os operadores de aniquilagao e criacdo devem atuar no espago de Fock

V4B, E,al, (k)al,(k2)|0) = [Ky, Ky;in) (2.27)
\% 4‘#E Epnaout( 1) lut(p_:D alut<p_’)|0> = |p17"'7pd»"'7pn;0uz(’->'

Sendo # o ntimero de af, e estes sdo tantos quantos a conservacio permitir. O vécuo
deve se manter invariante, o que indica que a interagao nao modifica |0),

0,in) = |0, out) = |0). (2.28)
Para que a fisica em ambos os espacos seja a mesma, o valor esperado nao deve mudar
(in]pin|in) = (out|@ou|out). (2.29)
Logo deve existir um operador que ao atuar no estado |in), ele o transforma em |out)
lin) = S|out). (2.30)
Consequéncia da equacao e é a unitariedade da matriz S
SST=1. (2.31)

Dai esta estabelecido um jeito de passar do valor esperado de campos in no estado in,
para campos out no estado out,

(in|dim|in) = (out|ST¢sS|out) = (out|deu|out). (2.32)

Isso é verdade se, e somente se, dout = STinS. E definido entdo a amplitude de espalha-
mento

Sy = (f,outli,in) = (f,in|S|i,in). (2.33)
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A seguir serd encontrada qual é a forma do o operador S. Para isso é essencial utilizar os
quadros de Schrodinger, Heinsenberg e de Dirac para mostrar uma relacao do operador
de evolugao temporal com a matriz S.
Seja entao a densidade de lagrangeana
£ =8 4 & (2.34)

wnt *

definida no Quadro de Schrédinger, ou seja: o que evolui com o tempo sao os campos. A
passagem do quadro de Schrodinger para o quadro de Heisenberg se d4 pela transformagao

¢H — ei(HO+H¢nt)t¢sefi(H0+Hint)t’ (235)

onde H;,; esta relacionada ao termo de interacao da lagrangeana H;,; = — L;,;. Do quadro
de Schrodinger para o quadro de interagao, proposto por Dirac, a transformacao é

¢r = et pge o, (2.36)

Note que quando nao ha H;,;, ¢y = ¢;. Para passar do quadro de interagao para o quadro
de Heinsenberg temos

on = U)o U(t), (2.37)

com U(t) = eHlote=iHint jmediato demonstrar que UTU =1, e U(—o0) = 1 devido a
nao haver interacao em t — —oo. Derivando U em relacao a t, chega-se em uma equacao
diferencial

dU . o
= L), HL, = e (2.33)

A solugao para esta equacao é uma série definida de —oo até t, dada pela exponencial
U(t) = Te oo Hinet)at! (2.39)

onde T representa o ordenamento temporal. SO é possivel fazermos isso, pois nossos
parametros g e A sao << 1, assim, sendo viavel aplicar a teoria de perturbacao. Os
operadores S e U se relacionam da seguinte forma

S = lim U(t) = Te /" Hime(t)dt
o (2.40)
= Te_if,Hint((]sin)d‘lx‘

Ap6s descobrir a forma da matriz S, o cdlculo da amplitude de espalhamento pode ser
feito. Mas antes de comecar os calculos existem outras quantidades a serem estudadas.

Considere um processo de espalhamento de duas particulas resultando em outras duas
particulas, sua amplitude de espalhamento ¢é

St = (Ky, kb out|ky, koj in) (2.41)

onde kg sao os momentos das particulas que entram e k. os momentos das que saem.
Como j4 visto na equagao ([2.28]), esse processo pode ser escrito da seguinte forma

Sy = (K, kb out|al (ky)|ka; in) (2.42)
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e por sua vez, com o uso da equacao (2.5)), os operadores de criacao e aniquilacdo em
termos dos campos ficam

ot (k) = i / [(B0 ) 6(z) — e (9p(2))] da

| | (2.43)
a(k) = —i/ [(90e™) ¢(z) — ™ (Bpp(x))] d’x.

Substituindo (2.43)) em (2.42), ¢ usando que o campo ¢(z) no limite de t — —00 é ¢, (),

Spi=1 lim [ d®xy (K}, kb; out| [(8Oe’ikx) o(z) — e~k (8@(1‘))} |kg;in). (2.44)

t——00

Para qualquer fungao f(t) diferencidvel no limite ¢ 4 0o, a seguinte relagao é valida

lim f(t)= lim f(¢t)— /+°° arit )dt (2.45)

t——o00 t——+o0 0o dt

Note que trocar o limite na amplitude de espalhamento resultard em dois termos, sendo
que o primeiro é apenas a troca do limite de —oo por +o00. Esse termo representa o campo
out ¢ou(x), e com ele estd a informacio do operador de criacio out al,(p1), associado ao
momento p;. Entao chega-se a conclusao que os momentos k, devem ser iguais a p;, para
que esse termo nao seja zero. Assim, nao ha espalhamento e o tnico termo a contribuir é

Spi =i [ da i Ky outld” [(Bhe ) ola) — ¢ (@o(o)] haiin). (246)

Note também que os campos nao sao mais in, sao campos que estao no quadro de Heisen-
berg. Resolvendo as derivadas, reagrupando e usando que VZe™#* = —p2e~? chega-se

em
=i / Pare ™ (O, + M) (K, K out|p(a) ks in). (2.47)

Generalizando para um processo de espalhamento que resulta em n-particulas, e repe-
titindo o calculo feito para cada uma das particulas, chega-se na féormula de Lehmann-
SymanziK-Zimmermann (LSZ)

- n+2/d3(1}1 /d3l’2/d3y1 /d3yn€—zkx1e—zkmgezky1 . 6zkyn

X (Day + M) (B, + M2) (B + M) - (B, + M)
<OvOUt|T[ ( ) ¢( )¢(yn)¢( 2)] |0,zn).

O caso analogo com campos fermidnico encontra-se no apéndice[B] A formula LSZ mostra
a relacao dos campos com a amplitude de espalhamento, onde os campos aparecem como
uma Funcao de Green

G = (0; 0ut|T [$(y1) - (1) (yn)$(2)] [0z im) (2.49)

(2.48)
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A fim de representar a Funcao de Green dependente somente do estado in, aplica-se o
operador de evolucao temporal correspondente a cada tempo. Isto resulta numa relagao
entre o operador S e ¢;, (0 que pode ser encontrado no capitulo 4 do livro do Dasgupta
[2] e capitulo 3 do Tong [3])

G(”)(xl,xg,...,mn) =

(01510)
A teoria de campos pode ser estruturada tanto pelos os operadores de criagao e aniquilagao
que estao ligados diretamente ao momento das particulas, como pelos campos ligados por
suas posicoes. E a formula LSZ demonstrada nessa secao faz a ponte entre estas duas
formas.

2.4 Secao de choque e Taxa de decaimento

Todos os processos de interagoes passam pelo calculo da matriz S. Uma forma de in-
terpretar esse calculo foi inventada por Feynman: trata-se de um método que relaciona
cada integral a ser calculada a processos fisicos representados por diagramas, usando as
‘regras de Feynman’ (ver o apéndice [2.4] o capitulo 5 de [2]). Como visto anteriormente,
0s processos podem ser descritos em funcao dos 4-momentos ou das posicoes, basta que a
Formula LSZ seja respeitada, e os diagramas de Feynman se relacionam com os resultados

descritos pela eq. (2.33) (para o momento p) e pela eq. (2.50) (para a posigao x).
Desejamos agora descrever processos no nosso modelo, em que a Hamiltoniana de

interacao ¢é

- A
:Hint::g:ww¢:+ﬂ:¢4:.

2.4.1 Diagramas tipo arvore

Dado um processo caracterizado pelos estados inicias e finais

i) = (2wp)? (2wye) 2L (p1)dl (p2)]0)
1f) = (2wi)?al(k)]0) (2.51)

Até a primeira ordem da matriz S

N[

(f15l5) = _ig/d4x(2wpl)§(2wp2> (2wr) 7 (0]a(k) : P = bf (p1)df (p2)[0) (2.52)

apés a expansao de Fourir dos campos, a tnica combinacao diferente de zero vem do
termos

P5T) (2.53)
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Figura 2.3: Diagrama de decaimento ¢ — 1.

utilizando todos os fatores envolvidos e as relagoes de comutacao,
(fISli) = —ig(2m)*6*(k — p1 — p2)vu (2.54)

Considere agora um processo de espalhamento entre duas particulas fermionicas, cujo
produto sao as mesmas duas particulas. A expressao que representa essa interacao é

Tri = (kiks|(S — 1)[kik2) (2.55)

onde 7 indica somente as partes que interagem. Interacoes do tipo escalar de ordem A
e fermionicas de ordem g nao contribuem para o espalhamento. O primeiro, por motivo
de nao apresentar modos de Fourier b e d. J4 o segundo, porque existe uma quantidade
impar de campos escalares, e por sua vez um numero impar de operadores de criacao e
aniquilacao, e

(0[a'[0) = 0 = (0[al0).
Vamos escrever Sj(c?) para a ordem n da matriz S. Sera calculado somente a ordem

quadratica, S](cf) ,

S = (Kikyle® : P(a)(@)o(x) = (y)(y)oy) : |kiks) (2.56)

mais uma vez, foram descartadas as interacgoes escalares pelo mesmo motivo. Com o uso da
formula de Dyson, o produto de ordenamentos normais resulta em todas as combinagoes
possiveis de contracoes e de ordenamentos mais curtos:

PPN (21) 0, (£1)B(21) 2 P2 (T2)ay (22)P(22) = P (7

+ o+ o+ 4+

Aqui, indicamos as contragoes por

¢(x1)@(x2) = (0|T(¢(x1)P(22))|0),

<
2
S
S
<
2
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NS

Eal(ml)%z (352)' Sy (21)02 (22) © D7) (5
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etc. Sao muitos termos, mas uma checagem rapida mostra que, para o caso em estudo no
momento,

e O 1° termo todas as contragoes saem do bracket. O que fica no bracket representa
a propagacao livre. O restante esta associado a interacoes do vacuo. Logo nao ha
espalhamento;

e O 2° 3°e 4° termos dao zero por terem ordenamento normal nos campos escalares;
e O 6° e 7° termos se anulam.

Assim, o tnico termo contribuinte para o espalhamanto é

S = G2k kD] + % (1) Py (T2) ey (21)0° (22) : ko) d(21)d(s) (2.57)
@ o | (02 (p2)us (p) () ()5 (ph)) (S (ph)ug (pr)) (05 (9h)vf (p2))
Ajp =9 (or + 2 4 A2 (b1 — )2+ M2 (2:58)
pvpﬁ
L
Y4l p' E
.............. : k=p D1

Figura 2.4: Diagrama de espalhamento 1) — 1.

Diagramas desse tipo, que nao tem linhas duplas formando lacos, chamamos de ‘dia-
gramas tipo arvore’.

2.4.2 Taxa de decaimento

O foco agora serd em como extrair informacgoes fisicas partindo dessas amplitudes, como
seccao de choque e Taxa de decaimento. Essas quantidades fisicas sao valores mensuraveis
e por isso devem ser numeros reais escalares (de Lorentz). Elas também tém que ter
relagdo com a transigao do estado inicial das particulas para o final. Com essa condigoes
a probabilidade de transigao, encontrada nas referencias [I] e [5] é definida

_ [A1SIP?
Py = Gt

Para tornar a deducao mais geral, é considerado conhecido o estado inicial de uma
particulas, mas no estado final ficard em aberto a quantidade de particulas que saem.

(2.59)



2.4. SECAO DE CHOQUE E TAXA DE DECAIMENTO 25

Os denominadores sao a normalizacao da probabilidade
(i) = (2m)*2E;6°(0) = 2E;V
1 = THien 2E5%0)); = [[12E,V]; (2.60)
onde V é todo o espago. Fazendo uma separacao na matriz S, onde
Spi = (21)'6 (i — ps) A (2.61)

A matriz A é chamada de amplitude de espalhamento. Substituindo as equagoes (2.61)) e
(2.60) em ([2.59)
2

: - “Ai agdi 2 1
Pty = 5171208 (i = o) [ ] S5V (2.62)

Com o uso da regra de ouro de Feynman (descrita em [3] secdo 3.6.1) o quadrado das
funcoes deltas é a propria funcao delta multiplicada pelo volume do espago-tempo

[(2m)*6 (i — ps))* = (2m)*6" (pi — py) (2)*6%(0).
Analizando o sistema no referencial de repouso da particula E; = m, logo

‘AfiP 4¢4 H 1

Por fim, deve ser inserido um termo que representa todos os possiveis momentos gerado
em todo o volume V.

Agil® 1 &
Priy—{1,)} :/’ s (2#)454(pz‘—pf)H {WQ—]Z;;]T (2.64)

2m

A taxa de decaimento, ou probabilidade de decaimento por unidade de tempo, é definida
como

=P, _ Mg 454 (p. — 1 % 2.65
= Plsam = D = @m)*o* (i — ) ] (27 28 |. (2.65)

estados finais

2.4.3 Secao de Choque

Para o cédlculo da secao de choque o estado inicial é composto por duas particulas, porque
¢ imporvavel que mais de duas particulas colidam ao mesmo tempo. O estado final sera
tratado como generico, podendo abrangir quantas particulas a conservacao permitir.

Na equacao , a contribuicao do estado inicial na normalizagao deve englobar a
energia de uma outra particula e o vulume do espaco, V. O estado final permanece como
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foi feito acima, assim como a amplitude de espalhamento e a regra de ouro de Feynman.
A secao de choque diferencial é definida como

Pl—101

do = fa

(2.66)
sendo F' o fluxo de particulas, que por sua vez pode ser escrito no referencial do centro
de massa como

I ]

F
v

(2.67)
O volume V' gerado pela outra paricula cancela com o volume presente no fluxo, assim nao

ha problemas de infinitos. A secao de choque é a integral da secao de choque diferencial
sobre todo o espaco,

1 ‘Afi|2 44 [ 1 dgpf}
o= ————(2m)%0% (p; — — 2.68
/ T e GO R | et vl (2.68)

2.4.4 Exemplo de Taxa de Decaimento e de Secao de choque

Considere o processo de decaimento de uma particula escalar em duas fermionicas, estu-
dado no inicio desse capitulo. O célculo da matriz S estd escrito na equagao (2.54)), e sua
matriz A fica

Aq = _Z.g@g<p1)u?(p2)- (269)
A matriz A nio é escalar e nem |AJ?,
Aol = %02 (p1)uy (p2) @] (p2)vs (p1) (2.70)

Portanto deve ser feito uma soma sobre todos os spins. Definimos entao
2 1 2
(A ]y = 3 Z | Tsr|”.
g @ — —Q
- 9 Z Uy (P2)UE(P2)UE(P1)US (p1)
r,8

B g(_pQ +m)as(—p, = m)*’. (2.71)

Para auxiliar o desenvolvimento dessa conta e de futuras, usaremos as variaveis de Man-
delston, definidas em [I], definida por

s = —(;m +p2)2 = —(p} +p'2)2
= —(p1 —p))* = —(p2 — ph)?
u = —(p—ph)°=—(p2—p))° (2.72)
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para o caso de interesse, pi? = pZ = —m? k> = —M? e vale 86 s = —k? = —(p; + p2)*.
Como o uso das variaveis de Mandelston, a equagao ([2.71)) fica
2 92 S / /
(A = |5 +me, - )] (2.73)
subistituindo esse resultado na eq. (2.65)), a taxa de decaimento fica
2 3o 43,/
g S / / 4 / / 1 d Y4 d y2)
r-2- |2 - ]/5 k—p, — 2.74

Separando as deltas em parte dos 3-momentos e em energia, no referencial de repouso
k= 0, uma das integrais em d3p é resolvida para p| = p),

- 1 |pi[dpidQa(8, ¢)
(E| + E, — 2.
4M2/5 * )(2 2 AEE} (2.75)

onde Q(#,¢) é o angulo sélido, restando a integracao em dpj. Usando [d(f(z)) =

> L )7

BB,
/ 3L + By = Vg = T (2.76)
temos
2 2
g 4m

Foi usado que no referencial de repouso [pi| = 3v/s — 4m?.

Tratando agora de secao de choque na sua forma diferencial, executando o mesmo
calculo para a taxa de decaimento,

1 ‘pl‘ 2
Q 2.
o S [ AP0,9) (279)

Dada a amplitude de espalhamento calculada na equagao (2.58)) com as trocas de
variaveis de Mandelston com todos os spins somados

1
<|-’47”7"’ss’|2> = 4_1 Z |"47"7"’ss’|2

rr!ss’

S [ g (p2)) (3 () s (ph)) <uz<pa>us<p1>><vf<p2>v§<p;>>]
rr’ss’ M2 - S) (M2 n t)

(0 () (D) (02 (p2) (07 (o)) () (8 (i (1)
{ (07— 5) (2 1) ] (2.79)

X
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Em todos os termos havera uma soma nos indices dos campos afyo, configurando assim
um trago completo ou produtos de tragos:

04 Trlup (ph) e (p))vs (D) 05 (PRI [ty (1)t (P1) Vs (P2) Us (p2)]
|A7‘r’ss’| 4 2 B
g (M2 —s)

N Truwe (p) U (D7)t (p1) Uy (p1)]) T Vs (P5) 0 (D5) Vs (p2) Us (D2)]
(M? —t)?

Tr{u, (1)t (p1)vs(p2) Vs (p2)vs (D5) Vs (D) U (p') U (p7)]
(M? —t)(M? = s)
~ Trlu(py)ue (py) ur (p1) e (p1)vs (P3) Us (P5) Vs (P2) Us (p2)]
=) (0 =5 (2.80)

Substituindo em (|A,,5¢|), 0 somatorio é no indice de spin e o trago no indice do campo.
Trocando a ordem de atuacao dos dois, atuando primeiro o trago, e usando em cada termo
as propriedades dos tracos encontrada em [?],

Trlpp,) = —4pipe
Tripp,pp,) = —4(p1pa)(paps) — (p1p3)(papa) + (P112) (P3p4)]

H%] -0, i=1357,.. (2.81)
a equagao ([2.58) fica

<|“47"7"’SS’|2> = 94{

Tr

(s —4m?)?  (t — 4m?)? st — 4m*u } (2.82)

AP =5 (=17 (P =) (M — 1)
Por fim foi usada também a equagao (2.72). Esse resultado expressa uma simetria na
troca de s — t. Entao a secao de choque diferencial fica
gt Pl [(s—4m?)?  (t —4m?)? st — 4m2u
o= —
647m2s |py| | (M2 —3s)?2 (M2 —1t)2  (M?—s)(M?—1t)

] a0, ¢)  (2.83)

2.5 Regularizacao e Renormalizacao

Alguns dos processos devem ser estudados com mais detalhes, e esse é o caso dos diagramas
do tipo 1-loop. Alguns desses diagramas dao contribuicoes infinitas quando calculadas as
suas amplitudes de espalhamento. Isso claramente é um problema, mas hé técnicas que
nos permitem remover esses infinitos respeitando a fisica.

Calcularemos algumas amplitudes, usaremos o processo de regularizacao para identi-
ficar os infinitos e apresentaremos uma forma de os extrair, por meio da renormalizacao.
Deste ultimo tiramos a ligao mais importante da TQC: nao é suficiente comecarmos com
teoria classica de campos e usar a quantizagao canonica.

Com o uso da eq. [2.33] vamos exemplificar o cdlculo de alguns diagramas em que uma
particula escalar de momento k propaga, sujeita a interagao de Yukawa

. [N . )‘. 4 .
t Hing :=: gy ¢a¢'+24'¢ .
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A matriz S fica

S

= Wish T
= S G | (o0 vttt o5y )|
= (Wl - 5y [ a5 0'): b

92/d4$1d4$2<k‘/| L (1) U0y (21)D(1) = P2 (22) a0y (22)d(22) * [K) + O(N?, g)

Sobre essa equagao ha consideracoes a serem feitas:

i

11

11

v

O termo (k'|k) nao contribui para a interagao, ele resulta em uma fungao delta pro-
veniente da troca de aa’ = [a, a'] + a'a que representa a conservacao do 4-momento
do propagador livre;

Note que os termos de ordem g e g\ nao sao mencionado, isso porque cada campo
escalar é proporcional a soma de operadores de criacao e aniquilacao. Para que hovesse
contribui¢ao nessa ordem deveria ter uma forma combinatoéria de permanecer o mesmo
numero de a(k) e a(k). Isso ndo é possivel pois o numero de campos escalares é de
ordem impar ¢ e ¢°, sempre ird sobrar um operador sem seu par. Esse pensamento se
estende para toda ordem que resulta em ¢, com i sendo impar;

De forma geral sera usado o ordenamento normal afim de nao nos depararmos com
diagramas do tipo vacuo. Esses diagramas representam a interagao do vacuo com ele
mesmo. Isso nao significa que eles nao existam no modelo, apenas vao ser deixados
de lado por nao serem importantes para a renormalizacao da teoria. Em particular
deve-se deixar de usar esse artificio matematico em interagoes do tipo II, pois com os
processo de vacuo outro processo também resultard em zero;

A soma é interrompida para ordens maiores que g2, pois o objetivo, a renormalizacao,
necessita apenas de diagramas de 1-loop.

Analizando a primeira ordem de interacao

2 4 1014
I = —op [ d'z(K|e*()Ik)
- —% d'x(2m)*(2m)° /200 2 (0la(K') : ¢'(2) : a¥(k)]0)

como ¢ ~ a'(k)+a(k), a contribuicio vira das quantidades em que houver niimeros iguais
de a(k) e a'(k)

Z)\/ d4$d3k1d3k2d3k3d3k4 (27T)3(27T)3\/2Qk/29k
7= -=
24 (27T)3<27T)3(27T)3<27T)3 \/29k129k29k329k4
x (4)(0la(k") [a' (k1)a(ks)a’ (ks)a(ky)] a' (K)[0)
x e Uki—keths—ke)o (2.84)
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Para chegar nessa expressao foi aberto todos os campos com 4-momentos distintos. Nesse
passo aparecem varias combinacoes dos operadores de criagao e aniquilagao que nao dao
zeros. Mas sao apenas permutacoes nos indices de k, contribuindo com iguais valores,
por isso o fator 4!. Utilizando a relacdo de comutadores, integrando em relacdo a x e
posteriormente em relacao k1, ko e k4 obtem-se

By 1
. isd oy 3
II = —is*(k k)/\/—(27r)4 0
d*k 1
- ¢4 / 3
07 (k k))\/(27r)4k§+]\/[2 (285)

A parte da integral corresponde a um propagador que propaga de x e retorna a x. E um
caso particular do que foi visto na seccao . Ainda é necessario o célculo explicito
da integral, para ter em maos a expressio completa até ordem O(g?) do propagador
pertubado. Sera preciso o conhecimento de novas tecnicas de calculo. Para o caso III

111 = —% / d* oy d o (K| 9 (21)hay (21)P(21) 2 D2 (22) ey (22)d(22) © |k)

Como nao ha férmionss externos, os internos devem contrair entre si. Usando a formula
de Dyson,

(0 Wy (1) (1) 2 D (02 by (02)(2) © = D (1) () D (1) 572 (2) (1) B 2)

) a2
b (20 (22) e (22)0% (2) : (1) Bl2)
)

b (s (2) o (210 ()01 2)
+ N (21) Py (22) Ve (21)Y 2 (22) G (21) D (22) -

Por causa das duas ultimas linhas terem o ordenamento normal nos férmions, suas con-
tribuicaoes sdo zero. (Note que (0]a(k’) : b(k;)bf(ky) :=0.) A respeito do primeiro termo,
tem-se nimeros multiplicando o propagador livre. Mais a frente serd mostrado que isso
esta associado a processos desconectados. Desconsiderando esse processo, o 1inico termo
de interesse diferente de zero é

=

11 = =% [ et s 6(e)ole) 1) 5 (1) s 3] oy ()5 (23

= 254 / d'l [_l +m]a1a2 [_(l JYZ k) +m]a2al
= gé(k—k)/<27r)4 12 - m2 (l+]€)2+m2 .

(2.86)

Utilizando o apéndice [A] para LIT e III, chega-se nos diagramas da figura 2.

As 1ntegrals e - 2.86|) apresentam singularidades quando o 3- momento ¢é igual a
zero, |p]* = 0. E necessdario trocar o espaco de Minkowski para o espaco Euclidiano por
meio de uma rotagao de Wick. A rotacao de Wick consiste em fazer a troca da coordenada
temporal ¢ para ¢t. Logo

S? = 4|73 =+ |7
pP=-m? = —E*+|p]* = E*+ |pl*. (2.87)
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k41

Figura 2.5: Diagrama pertubado até O(), g?) do propagador escalar conectado

A consistencia dessa troca estd descrita no apéndice (). Os problemas estao localizados
nas integrais

M,(k) = i\ / (;iﬂ) - +1 — (2.88)
(k) = ig* / (§W§4Tr[l_2l++m72] [(;(iﬁ)l;)++£] (2.89)

Uma forma de resolver essas integrais é tratando o problema em d-dimensdes e depois
voltarmos para d = 4. Esse método de regularizacao dimensional, que localiza o termo
divergente da integracao, sera descrito com detalhes.

No intuito de deixar nossos parametros g e A adimensionais em d-dimensoes, fazemos

g — gi? (2.90)
A o AR (2.91)
com € =d— 4 e p* = dwei?. Usaremos as férmulas retiradas do livro [I]
dlg (@) Th—a-Ha+D oy
oy (@ +df Ttorg
)% (¢ (4m)2LC(b)I(5)
-1)"1
I'(—n+2z) = ( ') -+
nl x
AP = 1+ glnA +0(e?) (2.92)

Note que para a primeira integral ¢ suficiente coloca-la em d-dimensoes e aplicar direta-

mente as eq.(2.92))

- %() y
Y 2 2 1-3)
Hamirre
_ @% E %_%m%gﬂﬁ (2.93)
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O termo divergente % esta separado, e o proximo passo é calcular os demais, e introdu-
zir na lagrangeana contratermos correspondentes. A segunda integral ainda precisa ser

modificada para se parecer com a férmula (2.92)). Seja a relagao

1 1
2 4+m? (p + 1) + m?

= /Oo daydage= ™ CHm?)—za((kt ) +m?) (2.94)
0

fazendo a troca de variaveis xy = xt e xo9 = t, 0 jacobiano é J=-t, com 0 < z < 1 e
0 <t < oo. Integrando em termos de t chega-se em

1 1 B /1 da
Pam?(k+02+m?  Jy [(1=2)(2+m?) +z((k +1)? +m?)]?
B /1 dz
Jo [0+ k)2 + 2(1 — 2)k2 4+ m?]
chamando
qg = l+uxp
D = z(1—2)k*+m? (2.95)

Colocando o numerador em termo de g, obtem-se:

N = Tr{(=]+m)[=([ + k) +m]}
= Tr{l(J +§) +m’]}
= —A[l(l+ k) +m?
= —4[¢° + q(—2zp + k) + m?] (2.96)

O termo linear nao contribui com os cdlculos futuros (termos de ordem O(q'), com
i=1,3,5...), por conta da férmula (2.92). J4 em d dimensoes

ddq q* +m?
My(k) = —4ig? / dx/ (1 D) (2.97)
, g* k (1 —z2)k* +m?
illy(k) = y [ (K* + 2m) + 5 +m? — /dx(?)x(l — 2)k? + m?) In e

é notorio a contribuicao infinita do momento k e da massa m, no primeiro termo dentro
dos colchetes. Agora resta indroduzir esses infinitos na lagrangeana como contratermos

com a funcao de cancela-los. Definimos entao
1100y (k%) = —(Zy — 1)k* — (Zar — 1) M?. (2.98)

com
2 /1

Zy = 1-— 9 (— + finito)
€

A g®> m? 1 o
ZM = 1- (1671’2 - mm) <Z + fZTLZtO) (299)
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Uma observagao vélida, em Z,; contribui a primeira ordem de interagao escalar e a se-
gunda ordem de interacao fermionica. No caso em que g — 0 os parametros de corregao
Zg e Z)y passam a ser como a teoria escalar, assim com deve ser.

Voltado o olhar agora para o propagador fermionico, especificamente de 1-loop, conec-
tado e 1P, figura[2.5] repetimos o processo de regularizagao dimensional. O diagrama da

figura 2.5 é a integral

1 —([+p+m g4
U, -
P+ M2 (I+p)2+m? "

§*(p1 — p2)U%g° / d*l (2.100)

O denominador pode ser escrito da seguinte forma

1 1 ! dx
24+ M2(p+1)2+m?2 /0 (I 4 zp)? + 2(1 — x)p? + 2m? + (1 — x) M?]?

sendo que
g = l+axp
D = z(1—2)p*+azm®+ (1 —z)M?
N = —¢+(1—x)p+m. (2.101)

Com N sendo o numerador, contribuindo apenas para ordem ¢°. Passando para d-
dimensao, usando as férmulas (2.92)), fazendo d = 4 — € com ¢ — 0 e integrando em
relacao a x,

S toop () = 1_6—5’; {%(p +om) - /01 dz [(1 - 2)p+m] In (%) } (2.102)

0

Uma observacao a respeito da parte finita. Para cada método de regularizagao usado no
calculo (dimensional, M.S, Pauli-Villars, etc) o resultado é diferente. Uma explicacio para
isso é o fato de que qualquer constante somada a um nimero infinito permanece infinito.
Portanto podemos impor uma constante arbitraria a ser definida a partir de algumas
condicoes. Mais a frente usaremos isso. A renormalizacao essencialmente se constitui
em redefinirmos nossas massas, campos e parametros (g, A). Para isso, fazemos uma
subtracao desses termos infinitos diretamente da lagrangeana inicial. Os chamaremos de
contra termos, e para esse diagrama podem ser escritos como

St W) = —(Zp—1p— (Zn— D)m. (2.103)

lloop
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Os fatores de renormalizacao do campo e massa do férmion fica

2
g 1 .
Zy = 1— 672 (E +f2mt0)

g (1
Z = 1-2 (— 4 fz'm't0> : (2.104)
€

872

Foi feito aqui o célculo de um dos diagramas de de propagador até 1-loop. No apéndice [A]
estao descritas as regras de Feynman, as quais fazem uma passagem direta do diagrama
para o resultado de Sy;. Assim precisaremos apenas nos preocupar em resolver as integrais
(se a esse diagrama estiver associado integrais), e pelo mesmo método exposto anterior-
mente, fazendo o mesmo processo para todo os outros. Seguimos com o diagrama de 3
vértices da figura [2.6] A representagdo matemética do loop da figura em d-dimensao

Figura 2.6: Diagrama de decaimento de ¢ — v1) em ordem g°.

5, s fdl 1 =) ml (] +p,) +m]
Vqﬁ(ﬂz(p’p) =49 /(27[—)dl2+M2 (l+p1)2+m2 (l+p2)2+m2

(2.105)

Para fazer o argumento da integral ficar da forma apresentrada na equagao (2.92)), serd
usado uma formula geral

1 Ydoy - dend(zy + - 2, — 1)
= (1)
AlAn 0 [171141 + annP

1
/dF3 = (n—l)!/ dry - dz,d(zy + -1, — 1) =1 (2.106)
0

Assim usando a equagao (2.106)) em ([2.105))

v /ng/ T +D> (2.107)

Considerando as seguintes trocas de variaveis

[+ prwg + paxa
D = x1(1—z)p1 + 2o(1 — 29)py + 22129p1 - o1 + 22)M* + 23M?.  (2.108)

<
|
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Figura 2.8: Diagrama de espalamento de particula escalar em ordem \?

N é definido como numerador, fazendo a subistituicao de q nele, chega-se em N = —¢? +
O(q). Ordem impares em ¢ nao contribuem. Logo

93

1 -
Vﬁz(p,p') = {Z%—fzmta} (2.109)

Diferente dos contra-termos feitos para os propagadores, o vértice é modificado inserindo
ordens maiores de g. A correcao das contribuicao de 1-loop no novo vértice deve ser

Viw(p.p) = iZ,g+iVi(p.p) (2.110)
e entao o fator de renormalizacao fica
2
g (1 .
Zy = 1+ 32 (E + fzmto)
(2.111)

O 4-vertice é resultado do espalhamento ¢ — ¢¢. Para esse modelo existem dois
tipos de 1-loop produzidos, um para ordem g* (figura e outro em \? (figura .
Para a ordem ¢*

4/ d'l tr{[_l+m] [+ F) +m] [+ K+ k) +m [—<l+%1+k2—%3)+m]}
T) o\ +m? (+k2+m? (I+k+ka)?+m? (I+Fk+ks—ks)?+m? |
(2.112)

Vale mencionar que tomando o tragco do numerador, e aplicando as trocas de variaveis

para resolver as integrais de Feynman, os unicos termos contribuintes serao de ordem
0 2 4
O(q ) q ) q )7 Onde

q =1+ kxy + koo + kzxg (2.113)
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mas os de ordem O(q°, ¢*) resultam finitos, assim nao ha interessse neles para a renorma-
lizagdo. A partir dessa analise pode-se tomar os momentos externos iguais a zeros,

4 4
v d*q q
vitoop =9 /(2@4 (@ +m2)+ (2.114)

Para ordem \?

v = —AQ/ a1 ! ! . (2.115)
#1-toop @)t (@ + M2) (I + oy + Fo)

Usando para os dois vértices o método de regularizagao dimensional, chega-se nos seguintes
resultados para o fator de renormalizacao

Zy = 1— ( A 3_g4) (1 +fim't0) . (2.116)

16m2 w2\ €

Foi usado que hé seis maneiras de organizar as linhas externas no diagrama da figura
e trés maneira em 2.8

Identificando todos esses diagramas de 1-loop, devemos fazer as correcoes na lagran-
geana inserindo alguns contra termos, a fim de conseguir cancelar esses termos pro-
blematicos. Entao

‘Cr =L+ Econta (2117)
com
- -1 1 - A
Lo = HZ= )0 b4 m( Zn— )= (Z=1) 0,00 0= (Zn =) MG —g Zyb == 236"

L 200,606 — 220 M*6* — 92,000 — 22

2 2 24

A medida que fazemos os célculos dos diagramas com essa nova lagrangeana, devemos
utilizar a nova interacao. Logo nossa matriz S também nao é a mesma. Dessa forma
aparecerao termos que, com nossos contra termos, irao se cancelar.

Noés buscamos teorias renormalizaveis, para que possamos resolver os problemas de
infinito. Mas nem todas teorias podem ser renomalizadas.

A medida que vamos avangando na expansao da matriz S, irdo surgir diagramas cha-
mados de 1PR (one-particle Reducible). Sao chamados assim porque podemos separar 1
diagrama em 2 ou mais, ao fazer um “corte” no propagador interno. Os diagramas de
nosso interesse sao os diagramas 1PI (one-particle irreducible) e conectados.

»Cr - Z'ZwQZ’Yugﬂl/} + mZm1/_J¢ -

2.6 Quebra de simetria

2.6.1 Paridade

Uma propriedade fundamental de uma TQC sao as suas simetrias [I]. Para o modelo de
Yukawa real existe uma classe de transformagoes que nao modificam a lagrangeana. Por
exemplo a transformagao U(1)

Y — el (2.118)
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Essa simetria leva a conservacao de cargas. Agora imagine uma transformacao que faz a
troca de ¥ — —7. Um operador P que faz essa transformacao tem um operador unitario

U(P)
Up'(x)Up = D(P)Y(Px), P =diag(1l,—1,—1,—1) (2.119)

Uma condicao para esse operador é de fazer voltar a ser o que era o campo ao atuar
novamente,

Us?(x)Up = D*(P)y(Px), P = diag(1l,—1,—1,-1) (2.120)

resultando em dois casos, onde D(P) =1 é o caso trivial, o operador nao efetua nenhuma
mudanca. No outro caso D(P) = —1. Claramente para o escalar ¢(z) a transformagao
é bem direta Up'¢(x)Up = —¢(—x). Para ¢ a andlisee deve ser pela expasdo do campo
livre, j& que atuar com o operador de paridade nos momentos resulta em Up, LPUp =
—P. Mas nos operadores cri/ani ha uma dependéncia na dire¢ao do spin . Ao efetuar
novamente a paridade retornar, dessa vez nao é limitante aos numeros reais, o fator que
acoompanha a transformagao é um numero complexo 7, ja que os operadores também o
sao. Dessa maneira atuando a paridade no campo fermionico livre

Up'®(@)Up ~ nbe(—p)u®(p)e™ + n*di(—p)v®(p)e” ™"
= b (p)u(—p)e” " + n*di(p)v*(—p)e™” (2.121)

na passagem para a ultima linha foi feito a troca de p — —p. As exponenciais podem ser
reescritas com —pz — p(Pz). E com o uso das relagoes

up(—p Your(p)
ur(=p) = —y0ur(p) (2.122)

chega-se em

Uglwo‘(:c)Up = iy (Pr)
Up'*(x)Up = —ip®(Px)y (2.123)

com 7 = 1.
Sabendo como todos os campos se transformam, pode-se aplicar a transformagao de
paridade na lagrangeana ([2.1])

— 1 1 - A
L= (iv" 0, —m) ¢ — 53%58;@ - §M2¢2 — gV Ya — ﬂ¢4~ (2.124)

E facil ver que somente o termo de interacdo gy)¢ ao aplicar o operador paridade nao se
mantem invariante: ele muda de sinal para —giyn)¢. Para contornar isso, pode-se definir o
termo de interacdo como sendo gi(i7s)1d, assegurando assim a paridade da lagrangeana.

No livro ([I]), para a teoria de Spin %, o autor insiste em seguir com os célculos de
diagramas 1-loop com uma lagrangeana de simetria de paridade. Para efeito de contas,
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a mudanca nao acarreta resultados distintos apresentados aqui, em se tratar de contra-
termos e renormalizacao. Para uma breve visao das mudancas, basta olhar o exemplo do
propagador escalar em ordem (ig)?

(ig)20% (k — ;{;/)/ (2‘;34 [_lé I Z]Qaﬁ (75)P [—(gljk/;z:;nl];o ()7, (2.125)

Apesar da contribuicao de um fator negativo, diferente do calculado anteriormente, as s
atuando nos momentos contribuem com o mesmo fator nos termos que levam ao infinito.
Portanto os parametros Zs mantem suas estruturas.

Dito isso, o leitor deve atentar para o fato de que, na fisica, ha uma regra de que as
teorias, de maneira geral, obedecem as transformagoes CPT (Simetria de carga, temporal e
de paridade). Esse exemplo da exigencia para essa determinada simetria, vem do intuito
do autor estudar a TQC por um outro prisma. Diferente do que sera seguido nesse
trabalho, mas vale a citacao para compriender a importancia que as simetria tem em uma
teoria.

2.6.2 Simetria quiral

Seja a lagrangeana ([2.1)), agora com a massa dos férmions m — 0
o o 1 1. 5.9 — Ay
L=9ri " 0% = 50"90,6 — SM°¢” = g™ ad — 510", (2.126)

Aparece um tipo de simetria, chamada de simetria quiral, ao efetuar a troca de ¢(z) —
—p(—x) e b — Y (v — —ys) [1][6]. Para os termos puramente escalares é visivel a
invariancia sob essas transformacoes. Para os outros, seguem as demonstragoes:

Y/ WY = —@50#7“751# =z§amw
VY'Y = —hysysp(—9) = Yo (2.127)

Para esse modelo de Yukawa-Higgs, o potencial é

Vo) = 6+ @) (2.128)

com M? < 0e )\ > 0. Temos dois vacuos interagentes independentes e diferentes de zero,
localizados em

V() _ o Ay
00 M¢($)+g¢ () =0
o(z) = (%) - +ov (2.129)

Os vécuos sao ligados por uma simetria de paridade, veja a figura 2.9] Se antes o vdcuo
tinha como valor esperado zero devido aos campos serem livres, em uma teoria interagente
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Xz

Figura 2.9: Grafico do potencial, onde os minimos representam dois vacuos independentes.

com potencial ¢* isso nao é mais verdade. Entao

(0; +Ho(2)[0;4) = +v
(0; —|o(2)[0; =) = —v
(0; —|0;4) =0. (2.130)

Quando escolhemos um dos vacuos, a simetria deixa de existir, ela é quebrada.

Esse modelo é renormalizado e sua renormalizacao é dada tomando o limite de m — 0
nos fatores Z’s da renormalizagao da teoria com massa. Logo a lagrangeana renormalizada
fica

2
L = 12,00 — Zygut — Zodh(2)040(x) — Zus 5 %(a) — roo(a). (2131)

Na equacgao ([2.126f), pode-se definir uma translacao nos campos a fim de estabelecer um
novo valor para o campo em que seu valor esperado deva valer zero. Definindo entao

p(x) = o(x) + v,

2

L = iy — ghp(x) — may — %6‘%3#0 + %/P - %MM%‘?’ — =\
A quebra de simetria traz um termo de interacao escalar p* e introduz a massa m = gv aos
férmions. D& para ver que nessa lagrangeana em termos do campo p nao hé as simetrias
com que iniciamos. A pergunta que se faz agora é: serd que essa nova lagrangeana é
renormalizavel? Se sim, é necessario calcular todos o diagramas de 1-loop para encontrar
os contra-termos? Existe um método que impoe condicoes sobre a parte finita dos fatores
Zs que asseguram a renormalizagao ja calculada da antiga lagrangeana com simetria exata.

Seja a equagao (2.99) escrita como

A1
Zy = 1- -+ Kp.
M 1671'2<6+ B)
3\ 3g* 1
Zy = 1- 2V (24K,
A (1672 7r2>\) (6+ C)

92 1
Z, = 1+—|-+K 2.132
g 82 (e D) ( )

Kpg, K¢ e Kp sao as partes finitas. Para a regularizagao (dimensional) feita, o valor delas
é bem definido. Com outras regularizagoes os valores também sao bem definidos, mas
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Figura 2.10: Diagrama do campo escalar em s(!) = p? fechando em 1-loop e s = p.

Figura 2.11: Diagrama do campo escalar em s") = gop fechando em 1-loop fermionico.

diferentes. Para fins de renormalizacao, nao ha diferencas na escolha da regularizacao, ja
que o que se encontra sao infinitos, e um valor infinito mais um finito sera sempre infinito.
O que se espera encontrar nesse processo de pernanéncia da renormalizacao apds uma
quebra de simetria, é justamente uma relacao entre os termos finitos.

Da equagao ([2.131]), fazendo a troca para o campo p

L o= iZd0 — Z,giulp() + ] — Z¢%8u[p(x) + )0 [p(z) + 1]
|M? A

S o) + 0P() = Za i [ole) + o] ()

= i Zy I — Zagibipp(ax) — mapp — %Zﬁ“paup + }l (Zn — 325) M2p?

+ Zy

3
Ni€

1
: T B
) M?p— EZA(B)\,U )2 M,p° — S AR p! (2.133)

1
+ §(ZM — 7)) (
Apareceram interagoes de ordem p e p*. Temos também a massa do campo ¢, m = Z,gv.
Uma interacao desse tipo faz com que o valor esperado do campo seja diferente de zero.
Mostraremos que de alguma maneira essas interagoes geram diagramas do tipo 1-loop e
se cancelam.

QS0 = 32 - 23) () 383 [ atutlotedpt)o

+ éZ,\(?))\[f)éMp / d*y(0lp(=)p(y)p(y)p(y)]0)

+ Zyg / 2y (01 p(2) 9 ()0 (9)p()0) (2.134)

Cada integral representa diagramas expressos nas imagens abaixo
Todas esses interagoes estao ligadas a propagagao dos campos p finalizando no vacuo.
Fazendo na segunda linha a contracao dos campos p em y, para o terceiro a contracao
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dos campos ¢ em y. Assim podemos por em evidéncia [ d*y(0|p(z)p(y)|0).

/ﬁmmwwwwmmw—

:/&/ﬁw+ (Olp(x)p(y)[0)

= 4;; E —1n£—; / d'y{0lp(z)p(y)]0) (2.135)

/mmmmwwmm#

:/¢/¢W+Wmmwwm

N (471r)2 {2 t1ltl W} MQ/d4y<0lp(w)p(y)|0> (2.136)

Pondo em evidencia o termo comum a todos, para que o valor esperado seja zero basta
que

1 3\ ? 1 M2 T2 12 m? (2
0 = |=(Zy—-2Z M3 — ZZ,(3\i)2 £ 1+1In+— 7, — ——1

A renormalizagao contempla até o primeiro loop. Com isso as ordens a serem consideradas

1
devem ser O(A, %) Colocando em evidencia o termo % (%) 2 Mg e subistituindo m; = gv.

Deve-se considerar os fatores Z) e Z, nos dois ultimos 1, pois para o resto cai em caso de
ordem maiores. Assim temos a condigao necesséria para (0[pS|0) =0

2 2 4
1 1”2\ gt
Kp—3ke+1=1In <M2) —In ( ) = (2.137)

Esse resultado mostra que a constante K p para ordem 1-loop nao se encaixa nas condigoes.
Uma observacao valida é que quando g — 0 a condicao sobre os termos finitos bate com
o modelo escalar sem férmions apresentado no apéndice |C|e [I].

2.7 Grupo de Renormalizacao

Ao invés de trabalharmos com a lagrangeana renormalizada, podemos definir a lagrange-
ana “nua’, L,

o _ 1 1 — A
L= Wo%auwo + mohothy — 58;@03“(?0 - §M§¢S — go¥otodo — ﬁqﬁé-

e escrever seus termos em relacao a lagrangeana renormalizada. Dessa maneira, fazemos
com que os “campos nus’ devam ser independentes de i, pois p foi um termo introduzido

)
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para que conseguissemos resolver os problemas dos infinitos (usamos eles para que os
parametros g e A permanecessem adimensionais). Logo p surge como consequéncia de um
método de solucao, devendo entao nao fazer parte dessa nossa Ly. Vamos comparar L
com L,

v = Z30
1
b = Z2¢
go = Z;ﬁZ;Zgg,ﬁ
A = ZfZA)\[f
my = Z(;lme
11
My, = Z¢QZ]?4M. (2.138)
Pode-se definir
1 L Gal(g,\)
Wz, 2z;tz)=) 2222 2.139
nZ,02, %) = 3= (2.139)

sendo que a aproximacao serd feita até a primeira ordem de €', j4 que a renormalizacao
foi feita até o 1-loop

1 1 g* 1 g* 1 g* 1
—mnZ,—-InZ,+InZ,=—=In|l———-| —|1-— —| +In|1+4+ *=-](2.140
g e vy 2n[ 47?26] [ 1672 € o +87T2€( )

usando a expansao em série de Taylor

- (_l)n +1
In(l —2) = z" 2.141
1-0=3 0 (2.141)
Assim
5 2
Gi(9:3) = 1o + O(g") (2.142)

Para a equacao em g,

1
2

~ £ > Gn 7)\ € ~
In(go) = In(Z,2Z,'Zygii%) =) % +Ing+ ;I (2.143)
n=1

como nao ha a dependéncia de u, derivando em termo de p o lado esquerdo da equacao
deve ser zero

g o du 5) du

1
+ —eg (2.144)

[ 0G, dg 0GdA]| 1 dg
O_Z{ ]Z—i_dlnu 2
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Assim
di‘fu = —%ngrﬁg(g,A)
Blan) = al3agG
— 156_ir32+0(g4) (2.145)

O mesmo raciocinio ¢é feito para A. Seja entao a fungao logaritimica definida por uma
soma infinita

=L
Z n(i?A) _ IH(Z(;2Z)\)
n=1

€

Li(g,\) g* 1 3g% 1 3N 1
- om1-ZL im0
€ t 472 € i Am2e 1672 €

3\ g° 3g*

_ N 2.146
1672 + 272 w2\ ( )

a primeira ordem € que contribui devido ao lado direito da equacao. Entao a funcao beta
para A fica

d
dh’lﬂ = _6)‘+/Bg(gv)‘)
_ y 99,9
i) = A|S ]
2 4
_ XN 3 (2.147)

O préximo a ser analisado serda o termo massivo mg. Considere

- Nn(g,)\) _ —1

;—En = W(Z,'Zy)
2

N, = 2% (2.148)

82

derivando In(mg) em relagao a

N9, N) dg  Na(g: ) dA 1 dm
= — 2.14
v ; dg dln,u+ () dlnu+mdlnu (2.149)
utilizando a funcao beta, para n=1
1 dm 39>
Ym(9) 9 (2.150)

= Edlnu T8
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onde é definida a dimensao anoloma da massa m. Para a massa do campo escalar

2 2.2
g A g m
= |=— — 2.151
M [8%2 T 3202 87r2M2] (2.151)
oM, dg oM, d\ oM, dm  OM, dM 1 dM
= —— (2.152
0 Z{ dg dlnu+ o\ cllnujL om alln,u+ oM dlnu] Mdlnp ( )

1 dM g*m? - g° A g*m?
\m, M) = — — (-2 _J | (2153
Tarlg; A m, M) = M dlInp ( 47T2M2) 82 322 - a2 M2 ( )

O proximo passo € reescrever os propagadores e os vértices “nus” em termos dos renorma-
lizados. A exemplo disso seja o vértice V;

Vo(p?) = Z§Z¢V(p2), (2.154)

aplicando o In e derivando em relacao a In p,

d 1 d d d

4 - c iz + -2
dznul”(v“( »)) lewln(z )+ i n(Zy) + g n(V(p?))
1 d i
= L iz -z
0 = Sampl™Ze) + grtnlZe)

1 0 N d(g)g d(A) 0 d(m)i+d(M)i
V(p?) |Olnu  dinudg — dinpoX  dinpom — ding OM

Definindo as dimensoes anolomas dos campos

o 1dln Z¢ g2
745 = 5 - _27
2 dlnp 4
_dlnZz, g*
Yy = dlnu = @ (2.155)
Chega-se na eq. de Callan-Symanzik
0 0 0 5
olng ﬁga +5A —l—’Ymma +'7MM8M + 275+ v, | V(p*) = 0. (2.156)

Aqui cabe uma observacao, para g = 0 a equacao passa a ser como o caso escalar. Note
tambem que a equacao de Callan-Symanzik é encontrada para todos os proparadores e
vértices. Para uma teoria de campos sem massas (m=0, M=0) e considerando as 's = 0,
chegamos em uma teoria de campo conforme que apresenta simetria de dilatacao:

1

e (2.157)

V(p*) =

Feito isso, a equacao Callan-Symanzik é uma ponte entre as teorias quanticas de campos
e a teoria de campo conforme.



Capitulo 3

QES continua no modelo de
Yukawa-Higgs complexo

A teoria quantica de campos é construida sobre o espaco-tempo de Minkowski, com si-
metrias do grupo de Poincaré SO(3,1) ® T'(4). Nesse grupo estao presentes simetrias
associadas a translagao, rotacao e boosts (“rotagao no espago-tempo”). Por serem propri-
edades do espago-tempo, essas simetrias ligadas ao espago-tempo devem existir indepen-
dentemente do modelo. Além das simetrias de Poincaré, cada TQC possui um conjunto
de simetrias internas — transformacoes especificas dos campos que deixam a acao inva-
riante, e levam a diferentes tipos de cargas conservadas. Pode ocorrer que alguns vacuos
nao sejam invariantes sob as transformacoes das simetrias internas que preservam a acao.
Quando os campos estao nesses vacuos, diz-se que houve uma ‘quebra espontanea de

simetria (QES)’.

3.1 Modelo de Yukawa Complexo

Nesse capitulo, desejamos estudar a QES em um modelo de Yukawa que é uma gene-
ralizacdo do modelo estudado no capitulo anterior. Agora, temos um campo escalar
complexo ¢. Acrescentamos a condi¢ao de o campo 1 nao possuir massa, por ser de nosso
interesse. Temos a lagrangeana

_ _ ~ V2 - A2
L= Z'@ZJ“W”(?M“—3%8“@5—1\42@5(15—9%%&“ [(L+95) 0+ (1—75) 8] . @DB—Z(W)Q, (3.1)

apresenta novas simetrias internas, algo como uma “carga” quiral. Esse modelo ¢é estudado
no artigo [4] publicado em 2017, com um foco diferente do que vamos tratar na nossa
dissertacao, mas dando um indicio de que o assunto ¢é atual.

A nova lagrangeana possui uma simetria dada pela combinacao de cargas escalares e

45
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cargas fermionicas. E possivel ver essa simetria fazendo as seguintes transformagoes:

)

9 o gee

b — ¥

¢ — e Hop, (3.2)

e substituindo na lagrangeana acima. E direta a compreensao de que os termos cinético,
massivo e de interacao do campo escalar complexo se mantém invariantes. Vamos nos
ater a mostrar os demais. Primeiro

@Z’av“au@//a — &ae—iyg,a,yuaue—iwg,a,gba

7.0 —iys0 1 o
= % BAyH <1 — Y5 + 5(75002 — > o,

L 1
_ geemime (1 st S(50)? + ) e
= P",° (3-3)
Usamos nesse célculo a propriedade 7,75 = —757,, € vimos que esse termo se mantém
invariante. Agora,

gV (L+7) g0 = ghe P (1 +75) e B¢
= g (1+ ;) @ 1)y¢

= gy (141s) (1 + (1 =) + %(1 —5) + ) Yo
= g (L+75) ¢ (3.4)

Para chegar neste resultado basta usar que (1£v5)" = 2D (1£~5)e (1475)(1—75) = 0.
Temos entao a demostracao que £ = L. Os campos desse modelo expandido em série de
Fourier assumem as formas

) = d3—k alk)e®® 4 o (k) e—ike
o) = [ G ()

s _ d3—k CLT e—ika: c e—ikx
50 = [ Gy (@B ™)

g — & d3k uaeikx T ,Uae—ikx
0@ = 3 [ iy (e )
e _ - d3k T aaef'ikm @aeikx
0@ = 3 [ G OO ). (3.5)

A introducao do campo complexo vem acompanhada de uma nova relacdo de comutagao
associada ao operador c(k). Diferente do modelo Yukawa real, no setor escalar agora
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b1 D1
k
(1 — ’}/5) --------------- (1 —+ 75) ...............
D2 D2

Figura 3.2: Diagrama espalhamento 1) — 1.

ha uma simetria U(1), ligada a carga de particulas e anti-particulas. Os férmions nao
tem massa, e isso causa uma série de consequéncia na estruturacao da expansao de Fou-
rier, abordadas no apéndice [C| O propagador livre para férmions se mantem idéntico ao
calculado no apéndice [Bl E para os escalares

Di(r — ) = (01T (B(@)é())[0) = i /

d*p 1

eP(z—y)
(2m)4 p? + M2 — e

3.2 Calculo dos diagramas 1-loop

Para ser possivel o uso das regras de Feynman é necessario o célculo do vértice de Yukawa
complexo. Seja o processo de decaimento de uma particula escalar

Sgi~ (Ola(k) : 9 [(1+75) 6+ (1 =) @], 5 ™ : bl (p1)dl(p2)|0)

por causa de a(k), a contribuigao vem de ¢. Fazendo a expansao dos campos e usando as
regras de comutagao

V2

S = ig754(k —p1 — pa)uy (1 — 75)a5uf (3.6)

ja com os fatores omitidos anteriormente. Perceba que existem duas maneiras de ocorrer
o decaimento escalar, seja pela particula ou anti-particula. Para isso sao definidos dois
tipos de diagramas de Feynman. Veja a figura . E relevante observar que no caso com
2 para 2 férmions (conectado), o propagador interno tem que ser ligado aos vértices com
75 com sinais diferentes caso contrario o diagrama tem valor zero. Veja figura [3.2]

Nossa intencao é reproduzir o que foi feito anteriormente no modelo de Yukawa real.
Para comecar, sera feito o cdlculo do propagador escalar até ordem r=2. Seja a interagao

dada por
_ _ A -
D Hipy = g\gw [(L475) ¢+ (1= 7) 8] g 97 s +: 7(00)* :
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A matriz S fica
2
r=0
A\

= (R = [t (007 k)

(;i)r<k’\ [/ d'z, (z g\gw“ (1 +75) ¢+ (1 =) 6] 97« +: 2(@)2 )] k)

2
- %/d4x1d4x2(k’| A (L4 ) 6+ (1= 5) 8], 07 -
x P [(1495) 6+ (1= ) 8] 507 : |K).

Como visto no capitulo 2, o primeiro termo da expansao corresponde ao propagador
livre. A diferenga aqui é que nao foi definida a particula (a(k)), podendo ser também
a anti-particula c(k). Para fins de célculos, é indiferente qual operador estd criando ou
aniquilando. Note que para o propagador livre o resultado serd uma fungao delta para
ambos

VA0 (0la(K)a' (K)|0) = 20,63 (k — k) (3.7)
VA (0c(K) ! (k)]0) = 20,0°(k — K).

Para a interacao de ordem A\, com a propagacao de particulas, temos um par de operadores
cri/ani que deve se arranjar com um par de campos. Existem duas formas de isso ser feito,
sobrando assim dois campos internos que devem se agrupar a fim de se ter numeros iguais

de aniquilagao e criagao

(K|k) =
(K[k) =

P / drd ke dP ey dPhydhy (270)3 (27)3 /200 20
4 ) @r)Pem)PRr)(2m)® /200, 2, U, 29,
x (2)(0a(k") [a' (k1)a(kz)a’ (ks)a(k) + @' (ky)e(ka)c! (ks)a(ka)] al (k)]0)
% 6—i(k1—k‘2+k‘3—k’4)x (39)

Ambos os termos no colchetes contribuem com mesmo valor, ocasionando um fator de 4
que cancela com o denominador. O resultado é idéntico ao caculado no cap 2

LAk
I = —2)\/<2ﬂ_)4k2+M2. (3.10)

Para a ordem de interacao g2, serd necessario calcular a seguinte expressao

Ola(K) ™ [(14+75) 0+ (1 =) @], ™ =™ [(T4+75) 0+ (1—s) 8], ™ 2 al(k)|0)

a161 az B2

como toda contribuicao nao nula vem das combinacoes em que ha o mesmo numero de
a(k) e de a'(k), apenas os termos cruzados importam. Os dois termos cruzados resultam
nos mesmos valores

(Ola(k') = ™ (14 95)q,5, G712 0% (1= 75) 45, 9™ + a1 (K)]0)
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Figura 3.3: Diagrama 3-vértice complexo sem as pernas externas.

Ainda restam varias combinagoes a se considerar, mas pelo criterio de se considerar so-
mente diagramas de 1-loop conectados seve ser feito a contragao dos campo fermionicos.
Assim sobram os campos escalares dentro do ordenamento normal:

Ola(k') : (@)d(y) : a (B)]0) (1 +75),,5, (1 — A5)a, 5 B 0% o257

Logo, subistituindo esse resultado na ordem g¢?, ja aplicando a expansao dos campos
escalares e introduzindo as energias provenientes da atuagao dos operadores cri/ani no
Vvacuo,

) 4 a1 f2 azf31
zr 9 d’l _r —_(l + k)
I = =9 (k—K) / ) (1+5)au6 2 (1= 5)ag, (14 k)2

= Loty [ g [ - ]

: (3.11)

Foi usado que a matriz ;5 é simetrica, assim configurando o trago. Agora sera usado que
(1+7) (1 —v5) =2(1 +73)] e tr(vs]) = 0. Entao

d4l [ ([ +k)
o L‘ i+ k)?]

111 = g*0*(k — k') / (3.12)
Existe uma diferenca explicita dessa integral para a massa do processo no cap.2, que
permanece até o fim do célculo. Basta olhar o limite m — 0 em (12.97))

211, k2 1 — 2)k?
iy (k) = % [Ek? 5 /355(1 — 2)k*In %} dz. (3.13)

Para o decaimento em ordem g3, sera feito o calculo de maneira diferente. Utilizando
a discussao sobre o vértice, sabe-se que a contribuicao nao nula vem da ligacao do pro-
pagador escalar interno por g — ¢, na figura |3.3] onde omitimos as pernas por nao
serem relevantes para o cdlculo. O fator g4 representa que nesse ponto cabe ambos os g’s.
Iniciando a estruturacao do resultado do diagrama em ¢, até retornar a ele,

_ 1 (I + pp)ro (I = ph)ep
Vip,p2) ~ ¢® | d*l(1+v5)ap5— (1 — ———(1*v)ep——5 (3.14
1)~ 6 [ U)oz (= 0 e (L ) st (314)
observe que as pontas aparentam estar com indices livres, mas ha uma soma nos termos
das pernas. Essa conta ¢é finalizada analizando os trés primeiros termos. O propagador
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g+ g—

e

l+k1\, /\l+k1+k2_k4

g— e g+
L+ Ey + ko

Figura 3.4: Diagrama 4-vértice complexo sem as pernas externas.

escalar nao tem indice entao podemos fazer a troca de posicao com as matrizes sem
modifica-las. Sobrando assim a expressao

(1+75)as(l = 75)y = Oay- (3.15)

Esse resultado representa a nao-renormalizacao do parametro g. Ele nao contribui com
termos infinitos, assim nao hé a necessidade de introduzir na lagrangeana o contratermo.

Novamente o cdlculo serd feito considerando o 1-loop de ordem (g*) sem as pernas.
Ver figura Necessariamente, os propagadores fermionicos também deve ser ligados
por g — g_. Esse argumento foi usado para calcular 111,

et

_ 1/ d4lt{l T+F) Tk +k)  (+F k=) }

Vilg) = U )2 U ke + k2T (U Ky + hey — )2

Usando a técnica apresentada no Cap.2 para a regularizacao dimensional. Calculando por
partes, comecando com o numerador

N = Tr {lg+(l + kl)g—(l + K+ k2)9+<l + Ky k- %3)9—}
= 49T7’{(1+75)l(l+%1)(l+%1+%2)(1+%1+%2_k3)}
= dgTr {l(l+k1)(l+k1+k2)(l+k1+k2_ks)} (3.16)

substituindo esse resultado em V,,(g), obtem-se a mesma integral j4 calculada no Cap.2
com m — 0.

Todos esses calculos levam a resultados similares com o modelo de Yukawa real. Até
o limite calcualdo em 1-loop, o modelo complexo é renormalizado, com os seguintes con-
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tratermos
_ A 1
2y . 2
II,(k%) = T6m2 (E + fzmto) M
2
M 2 g 1, .

2
illoop (p) = - 1271_2 (%Zﬁ + fZTthO)

- 3\% /1
Vf = 1622 (E + fim'to)

— 39 (1
VY o= % (— + fim'to)
2 \e

(3.17)

O resultado mais expressivo desse modelo é o de V3(py,p2) = 0. A lagrangeana renorma-
lizada é

L = Z‘Zw/ja,yuau@/}a _ Z¢3“¢8M95 — ZyuMZ%66
_ - \
- 9?“ [(1+95) 6+ (1 =) €] .5 07 — 225 (60)" (3.18)

O modelo passou pelo método da regularizacao para definir seus contra-termos e em
seguida os fatores Z’s da sua renormalizacao.

3.2.1 Taxa de Decaimento

A aplitude de decaimento de uma particula escalar em duas fermionicas para esse modelo
é

A = igg@?(pl)(l — 75 )aptls (p2) (3.19)

Para o calculo do decaimento precisamos do modulo ao quadrado da soma sobre todos os
spins dessa quantidade

(47 = % > %(1 — ¥5)apttl (p2)6] (P2) (1 4 Y5) 007 (1) 05 (1)

TS
2

- gZTr[(l = ¥5)(=p,) (1 +75)(—=p,)]

2
g
= LTi(1 - ), (3.20)
No célculo do modulo ¢ usada a relacio A* = A, seja
A =1Tu
A=1uTv (3.21)
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T uma matriz, vale a relacdo T = ~T,. Por isso a troca de sinal na matriz ~s. Nesse
) 04 70 5

ponto note que o traco de 75 = 0, por causa da ausencia da massa PP, = —4pap1 = s,

assim a taxa de decaimento fica

2
9°V's
I' = 3.22
64 ( )

assim como o encontrado para o modelo de Yukawa-Higgs real, para obter a taxa de
decaimento para esse modelo bastava fazer o limite de m — 0 na equagao (2.77)).



Capitulo 4

QES quiral continua e fase de Higgs

A quebra de simetria espontanea no modelo complexo gera um novo modelo com novos
campos e outras interagoes. Esse capitulo terd como foco investigar a renormalizacao de
suas componentes. Dada a quebra de simetria quiral continua do modelo de Yukawa-
Higgs complexo mom a massa M? < 0 e o parametro A > 0 no modelo de Yukawa-Higgs
complexo, tem-se dois valores minimos para o potencial diferente de zero,

AlM|?

4
v )

e, (4.1)

Novamente ao escolher o vacuo desejado a simetria quiral passa a nao existir. O fator ex-
ponecial representa uma fase, vinda dos campos complexos, sinalizando que nesse modelo
nao trata-se de apenas dois estados de vacuo mais sim de infinitos. Parametrizamos os
campos com

2 (@)

Br) = S+ pa))er
o) = e

v Bo(x) (4.2)
sendo p, m e o novos campos. A lagrangeana fica

—a —« i A —a
L = —& (&9 +my)o, — gpoo, + 71 / W(@m)a (7"75)apos
p

1 1 A 1 M A
oM B S A IZ — ZMZ%p2 2P 3 _ 4 4.
50" p0,p 2< 7 ) O nd,m — S M; 5 Vp ot (43)

p

a massa do campo p(x) é M7 = 4M? e o campo de Goldstone é 7(z). Esse novo modelo
tem componente de interacoes do tipo escalar massivo, onde as interacoes sao de ordem
quartica e cubica. Essa ultima é a novidade encontrada nesse trabalho. O novo campo
spinorial o é massivo e sua massa é dependente dos parametros de interagoes. O campo 7 é
nao massivo e escalar, e os termos de interagoes sao seus momentos conjugados mesclados
com os escalares p, dando forma a interagoes de 3-vértices e 4-vértices, e mescladas com
.

33
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Apesar da quebra de simetria quiral, esse novo modelo tem uma simetria remanescente.
Fazendo a transformacao

7'(x) = m(x) + const (4.4)

a lagrangeana se mantém invariante.

4.1 Campos livres no novo modelo

A cada campo estao associados operadores de criacao e aniquilacao

_ dSk a eikm a’[ e—ikx
o) = [ Gy e ol 09e7)

_ d3k c eikm CT e*'ikm
NG = [ oy e+ d0e)

« _ - dgkj uaeikaj T Uae—ik:p
@) = X [ Gy (e AR
—o _ & d3k T ﬂae—ikx ,Daeikx
0 = 3 [ Gy G o).

Os propagadores dos campos p e o nao precsiam ser refeitos, ja que assumem a forma dos
propagadores de ¢ e v. Para 7 vale um adendo, apesar de ser escalar e se assemelhar a ¢

D~ ) = OIT(x(o)r()]0) =i [ (ij;p%w

para efeitos de interagoes, o que importara serao os momentos conjugados

2

0,0,Dp(x — y) = 8,0, (0T (n(2)7(y))[0) = i / (5724 ;ﬁ Jinle—y).

Agora serao feitos os calculos de todos os novos vértices que dard a relacao das regras de
Feynman.

4.2 Regularizacao e Renormalizacao

Essa se¢ao tem o intuito de calcular as amplitudes de espalhamento dos propagadores e
dos vertices em 1-loop, para assim ser possivel a renormalizacdo do modelo. O método
escolhido é o mesmo estudado nos capitulos anteriores. Primeiro identifica-se dos termos
infinitos, separa-se dos finitos para assim definir os contra-termos necessarios na lagran-
geana.
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A A A2
>W _ lj\—[p% Y5 beeeeoooo = QZﬂjp(p] -p2) = QLW(]?I .p2>
(a) (b) (c) -~

Figura 4.1: (a)Decaimento m — o; (b)Decaimento p — 77r; (¢)Espalhamento 7w — pp.

4.2.1 Propagadores
Considere o decaimento da particula 7w em particulas o

7 A
Spi = =5[22 0le(®) : (0um)3 (15 )asos = bl (1)l (p2)]0)
p

7 A
= 53 sl ld (1~ p) (46)
p

Esse vértice se encontra desenhado na figura (a) Para a renormalizacao do campo T,
deve-se calcular seu propagador perturbado. Entao a matriz S

S~ (K1)~ [ dia|@n(@)o()?Ik)
[ i ek (010" (1#15)aan 5 (0,0 (P )ass : 1)

- / d'odas (] p(@) 0 m (@)D (x) = p()Pw()Om(y) : 1K), (A7)

A matriz S esta aproximada, pois os resultados que serao obtidos de todas as interacoes
até 1-loop sao zeros. Comegando com o que seria o diagrama de primeira ordem:

I= / d*z(0]c(k') (Om(x)p(x))*c! (k)|0) (4.8)

A unica opc¢ao que nao é visivelmente zero é a contracao dos campos ¢. Para cada campo
7w deve cair um termo de momento, por causa da derivada. Esses termos estao somados,
e resulta em

l s d'¢ 1
— [ — H — - -
! gt (k)" k2)/ (2m)* 2 + M? (49)

sabe-se que k% = 0, logo I = 0.
Para a proxima interagao, temos

17— / dherd s (0lc(hy) : p(2)9"n (2)0um(x) = p(y)0*x(y)dym(y) : ¢ (ko)]0)

- / dizydis(0le(ky) = 9P (2)0" 7 (y) : ¢ (ks)|0) 07 ()0 7 (y) p(2)p(y)
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no calculo acima foi usado a regra de Dyson para chegar na tnica expressao de diagrama
conectado. Para cada momento de m no ordenamento normal, estd somado a um momento
do propagador

q Pkal'k, 1
m pl vl (4.10)

2 2 (l+k)?*+M
k+l

o denominador dessa integral de Feynman j4 foi resolvido no Cap.2 para m # 0. Tomando
m =0

q = l+l‘k’1
D = M- (4.11)
Entao
! dtq (q — xk1)"kun(q — xk1)" ki
4.12
[ ] 5 @+ D)’ (4.12)

com (k;)? = 0, chegra-se em um numerador N = ¢q”. Para efetuar a relagio da eq.
(2.92)), deve-se por esse numerador como polinomio de exponte par. Considere a derivada
total

14

v, ¢ _ L dq
“(¢*+ D) ¢ +D  (¢+ D)

(4.13)

Substituindo em I, o termo de derivada total é uma integral de Gauss, e por sua vez é
zero. O termo que leva o n*” também ¢ zero pelo fato de que 9"k, 1k,1 = 0.

O dultimo diagrama contribuinte para o propagador interagente sera calculado com o
uso direto das regras de Feynman. Como o loop é fechado em propagador fermionico,
deve haver um traco nos momentos: para cada linha externa um momento somado aos
momentos internos, acompanhado de (y57°). Por conservagao dos momentos, deve-se
inserir a funcao delta,

] +m =/ + k) +m] 5
I1] = w@w / { > (v5H1) TEh T m? (VK| . (4.14)

Com o uso das propriedades de tracos, ja descartando os que contem a contribuicao de
momento impar, o numerador fica

N = Tr[ll(] + Kk
= Sk ko (4.15)
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As propriedades de traco estao explicitadas no livro [I]. A integral de Feynman fica

d* q q“kmq ki 2
=1+ zk D = 4.1
/ / (& 2 q + xkq, m (4.16)

resultando também em zero. Dessa maneira chega-se a conclusao que o campo de Golds-
tone m nao necessita de renormalizacao.

O propagador escalar p agora vem com a contribuicao de dois novos diagramas de
1-loop, dois diagramas identicos aos ja estudados. Para ordem A\, temos um diagrama
composto por linhas externas ligadas a um ponto e a um unico loop,

[ 4
! 3\ [ dU 1
RN 4 / o -
—is*(k — k)= > /(%)4 T (4.17)

Usando como base o calculo feito no Cap.2, chega-se na relacao

3
Hp - §H¢
3 A [1 1 1, M
_ 2 S Zin—/| M2 4.1
Yo L1 3] (418

Para ordem g2, o célculo do diagrama é igual aos vistos na equacao (2.89))
l

ke ko Al [ +m] [~ +§) +m]
{:} =90k = k)/ (27T)4Tr P+m? (I+k)2+m?’ (4.19)
k+1

resultando em ([2.98))

2
: 9 |1
ill, (k) = ] [ (K* + 2m3) + finita| . (4.20)
O proximo caso a analizar é o decaimento da particula escalar para outras duas
particulas de Goldstone, que logo em seguida voltam a se juntar, fechando assim o loop.
Cada linha interna tem associado um momento, somado ao momento da outra linha in-

terna, com dois pontos de integragoes e um fator 4 de simetrias:

ki ko A AL+ R (L + k),
i:} =3k~ k)MQ/(QW)4 12 (I+k)? " (4.21)

Cortando as pernas externas (tirando as deltas), a andlise do cédlculo é feita apenas em
relacao a integral. Usando o processo de regularizagao ja conhecido

LA [ [ (g ek (1 k)R
n = ), % (¢ + D) | 422
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com q =1+ zk e D =x(1 —x)k?. Definimos o numerador como N. Substiuimos g em N
N =(¢" = D)* + (¢~ k)*(1 = 22)* + 0(q, ¢*) (4.23)

Os termos impares de N nao contribuem para a integral, somente contribuem os termos de
ordem par.Para os provenientes do primeiro parénteses de N, basta usar a férmula ([2.92))
diretamente. No entanto o ultimo termo necessita da equacao (4.13)), para ai sim usar a

férmula (2.92). Entao

A [t odx 1 1. D
I, = — | — -2+ ZIn=) Dk%(1 — 22)?
e = am i (et pra -2

M? e 2 p2) 30

AN 1 /1 1. D\ M?
— — (=) 22 4.24
(4m)% 30 <6 2 n,uz) 4 (4.24)

Esse resultado indica que na renormalizacao da massa de p, esse diagrama também con-
tribui.
Segue agora o diagrama referente & interacao de p?,
l

ki ke i1 1
M,=""""* & = _9)\)\> 4.2
g S oA f’/(27r)4l2+Mp2 (I + k)24 M? (4.25)

-

kot
com a mesma tecnica de regularizacao, chega-se em
3x 11 [t D
I, = = |-—= [ deln=| M. 4.26
g WL 2/0 xn/ﬂ] g (4.26)
O contra termo deve ser definido a partir da soma de todas as contribuicoes dos propa-

gadores de 1-loop. Seja entao o contratermo definido

Hct

oop(K*) = —(Z, = Dk* = (Zag, — H)M* (4.27)

os fatores de renormalizacao Z’s serao

2

1
Z, = 1— g (— + fim'to)
€

472
901 A @ mi\ (1 .
A - 11— (== S A - to] . 4.2
My ( 30 1622 an2 g2 )\ T (4.28)

O 1ltimo propagador a ser calculado é o fermionico. Dada uma particula fermionica
propagando-se sob a influéncia das interacoes

A
4M?

cH :=:gpoo: —: (Oum)T* (V' ¥5)apos - -

N | .
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Até a ordem S® aparecem dois tipos de diagramas. O primeiro derivado da interacio
g%, o célculo j4 foi feito e seu resultado esté descrito na equacao (2.102))

2
e ) -9 1 ..
Elloo;o(?) = m P2 T 1622 {E(p +2my) + fzmto} ) (4.29)

[+p

O segundo diagrama vem de ordem A. Nele um férmion decai em um férmion e uma
particula de Goldstone, e consecutivamente retorna para ele mesmo. Utilizando as regras
de Feynman,

oll __
Xlioop = 1 P2
[+p (4.30)
L[
- 8M2 ) (27)2 [2 (I +p)? +m3

onde ignoramos as pernas externas,

N = [s[=(I+p)mgllvs
= — I/ +p)my]] (4.31)

Usando que p,p, = —pp, — 2(p1 - p2), temos
N=2[(p-1) =1 +p+my) (4.32)

Para o processo de regularizacao, fazendo as devidas trocas de variaveis

q = l+xp
D = z(1—x)p+my (4.33)
o numerador fica
N = (1—2z)gp-q+ [(1-— x)p + mf]q2 +[z(2—2x— m2);§z) + 2*m|p? (4.34)

sendo N = N + O(q,q®). Assim a integral depende desses trés termos. De maneira
separada, calcula-se os dois ultimos termos com o uso direto da férmula (2.92). Para o
primeiro utiliza-se antes a férmula (4.13)), resultando em

2 /32
o 9 m .
Ellro[op = R (Tﬁ - Ff + f’mzto) (435)

A renormalizacao é dada pela definicao

Sloop(P) = —(Zy = 1)p = (Zm — )m. (4.36)



60 CAPITULO 4. QES QUIRAL CONTINUA E FASE DE HIGGS

(@ (b) (c)

// () (@

Figura 4.2: Diagrama de decaimento pgo até ordem S®).

Sendo os Z’s

25¢% (1 .
Zy = 1-— 62 (E +fzmt0)
2

g4 (1 .

Ly = 1—=——| -+ finito ), 4.37

872 3 (e / ) (4.37)

Assim todos os propagadores estao calculadas suas renormalizacao. Com destaque para
o campo de Goldstone que nao necessita de renormalizacao.

4.2.2 Vértices

A figura representa todos os processos de decaimento p — go. A soma das con-
tribuicoes infinitas devem ser consideradas na renormalizacao do parammetro g. Antes
de seguir com os calculos dos diagramas, é interessante a andlise de cada ordem de per-
tubacao.

e Diagrama 1 e 2 contribuem respectivamente com g e ¢>;

e Diagrama 3 contribui com gMp)\%;

)\2

e Diagrama 4 com v

e Diagrama 5 com ]\94—’\2.

P
Assim é de se pensar como que se pode somar coisas distintas. Na verdade, quando feitos
os calculos dos loops, devem aparecer outros termos que com o uso da relacao my = gv

fiquem sendo iguais.
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Para o diagrama (b) da figura [4.2] o resultado j& é conhecido, todos os fatores e
constantes sao identicos ao 3-vértice estudado no cap.2 representado na figura 2.6, O
diagrama (c) merece uma andlise rapida:

1 1 —([ +p,) +my
VCN/d‘*z L (4.38)
2+ M2(1+k)2+ M2 (I4p1)? +m3

Com as devidas trocas de variaveis e o uso da férmula ([2.106|)
O(¢°) o
4 _

Entao esse diagrama nao contribui para a renormalizacdao. O diagrama (e) da figura (4.2))
e escrito como

=/ +p,) +m]

(I +p2)? +m73

A d = +p,)+m]
/1

(Lulv)
v . (4.40
2M2 ) (2m)* (1 +p1)? +m} (") (4.40)

(V*75) 2

‘/20',71” =g

Que pode se reescrito como

A dl N
‘/QU,F - _92M3 /dF3/ (27T)d (q2+D)3 (441)

onde as novas variaveis sao

q = l+zip1r+ 22p2
D = (1 —zi)p1 + z2(1 — 22)p2 + 2z129p1 - pa(21 + $2)m?f (4.42)

portanto ao definir o numerador N, chega-se em

N

(T +p,) — ()T + p,) — ml(7"5) (Lul,)

= [(J+p,) —ml(DII +p,) +ml(])
[g +(1- Il)% — T2p, — m](ﬁ — TP, + $2p2)[¢ +(1- IQ)I% —Tniph + m](g - 2E1]251$2]ﬁ2)
g+ di] (¢ + do)ld + do) (¢ + do). (4.43)

Foram feitas algumas trocas de variaveis para auxiliar nas contas
0o = T+ 1ap,

= (1—x)p, — x2p, —m
2 = (L—z2)p, — x1ph +m. (4.44)

e D S
—=

Com essas trocas é possivel descartar logo os termos de ordem O(q°, ¢, ¢?). Foi incluido
no descarte O(q") pois sua contribuigao ¢ finita, logo nao serve para a renormalizacao.
Com o uso de propriedades de matriz 7's, N fica

N = q4 - q2(2d2 : do + 2d1 . d() + dl : dg) + ((] : d0)2 - 2d1¢(q : dQ) (445)
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A integracao em ¢ para os dois primeiros termos esta assegurada diretamente pela formula
2.921 Mas as outras duas necessitam ser escritas como uma derivada total

qv my 4(]“(]”
9 - - 4.46
© (q2 + D)Q (q2 + D)Q (q2 + D)3 ( )
Vor = —g2 [an, ddq " — ¢*(2dy - do + 2dy - do + d, - dy)
’ 2]\42 m)d (2 + D)

- ogm [0 [ 5 B LA (1.47)

Por fim, o resultado final fica

A
2M2

2
Vao { + fzmto} mf ~ A2 (4.48)

Repare que isso implica em um diagrama proporcional a ¢* também, como deveria ser.
Logo o ultimo passo para obter todos os contribuintes na renormalizagao de A é o diagrama
(d). Partindo do calculo da matriz S

S~ [ b A dum(@)o (@) s (@)
X 8#27T(y)5a2(y)(7“275)a252062(y) 592 0as(2)p(2) 1 al (K)|0)

E iportante lembrar que a matriz S nessa ordem também gera outros tipos de diagramas,
que nao sao os da figura (d). O operador af(k) deve se relacionar com o campo p(z),
(0]pa'|0). Existe uma forma de agrupar os campos 7 com contragoes, caso contrario a
matriz S da zero. Para chegar em diagramas conectados e 1PI, um campo de variavel (z)
deve contrair com um (x) e o outro com (y). Assim sobram duas opgoes

(Olb(p)rd(p)r" : 3 () (495 )a1610 (2) 1 5% () (1275 )azse 07 ()7 (2) 003 (2) = 0) (4.49)

Cada troca de posigao dos campos gera um fator (-1), assim essa expressao fica

1

—{01b(p),d(@)r" = (V1 75) 10 () 57 (y) (47275 )azp = 0) 072(y)a (2) Taa(2)a" (2]4.50)

De maneira analoga, o outro termo fica com sinal positivo apés fazer as contragoes. Note
que o ordenamento normal esta aplicado no restante dos campos, assim nao ha troca
dos operadores de criacao e aniquilagao. Dito isso os dois termos sao iguais e com sinais
contrarios. Portanto sua integral é zero. Ele nao contribui para a renormalizacao do
parammetro \.

Por fim, a renormalizacao do vértice tem como fator

2

g- 1
Zy,=1+ W( + finito) (4.51)
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O modelo de simetria exata descrito no capitulo [3| tem um resultado novo para a
renormalizacao do parametro g: como foi visto g nao necessita de uma renormalizacao.
Apoés a quebra, foi possivel impor condigoes sobre as partes finitas dos contra-termos. Logo
conclui-se que depois da quebra de simetria o novo modelo permanece renormalizado. O
fato é que a quebra de simetria, e consequentemente a criacao de massa fermionica, resulta
na relacao

2 2
p

Desta relacao nao se tira valores exatos das massas envolvidas, nem mesmo dos parametros
pertubativos. O que se tem é que, dadas trés variaveis renormalizadas, a quarta obe-
dece essa relacao. Entao mesmo que o célculo mostre a renormalizagao do vértice com
parametro g, o vértice a principio poderia ser reescrito em termos dos outros fatores.
Mas isso levaria a imposicao de condi¢oes que relacionassem os parametros pertubativos
indepedentes. Isso é inverter a légica construida: é a massa do férmion que é escrita em
termos dos outros trés parametros.

4.3 Taxa de decaimento

O modelo de Yukawa-Higgs complexo com quebra de simetria permite que a particula
escalar p decaia em trés tipos de processo, para o, p e m. Como estudado na secao de taxa
de decaimento do cap.2 a probabilidade de transicao considera todos os produtos finais
derivados de uma configuragao inicial. Logo, a taxa de decaimento total terd contribuigao
vinda desses trés processos. Comegando pelo decaimento p — pp

AP = M2X (4.53)

Para p — 7w

)\2
|Ao? = (1 - p2) (4.54)
4M?2
Para p — oo
2

A2 = %s (4.55)

Foi usado que my = guv, Mg = 4M?, e o referencial do centro de massa nessa tltima
amplitude. A taxa de decaimento fica

4 2 )\2
+ 25 Mp (4.56)
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4.4 QES em Yukawa-Higgs renormalizada

Assim como no modelo real, deve existir uma condi¢do imposta sobre as constantes arbi-
trarias que possibilite a preservacao da renormalizacao apds a quebra de simetria.
O modelo deixa de ser complexo e passa a ser real, e a lagrangeana renormalizada fica

o _ - 1 1
L, = iZyodo— goop(x) —mph — §Z¢8“p3,“0 + 3 (Zy — 37)) Mgp2

1 3 2 3 1 ~e\ L 3 1 ~¢ 4
+ §(ZM—Z/\) ()\[f) Mpp—ZZ)\(3)\u)2 pP —ﬁZA)\up
) 2
+ Zytovsdo — 7, (14 2) gm0 (4.57)
v v

Assegura-se que é possivel ter (|pS™M|) = 0, justamente os mesmo diagramas expresso nas
figuras e [2.11} Novamente as ordens a serem consideradas sao O(A, %), devido os
diagramas de 1-loop nao irem alem disso. O argumento de que s6 a parte de ordem \° de
Zy deve contribuir se mantem, e Z, = 1. E a relacao das constantes fica

2 2 4
0 1\ g

m?




Capitulo 5

Conclusao

A explicagdo para a origem das massas € um dos maiores desafios da fisica quantica
moderna. Uma abordagem bem simples e eficiente deste problema é dada pelo mecanismo
de Higgs e, relacionado a ele, pelo conceito de quebra espontéanea de simetrias [6],[1].
O resultado principal da aplicacao deste mecanismo consiste na realizagao de todas as
massas dos férmions e bosons de calibre do Modelo Padrao em termos de propriedades do
“campo escalar de Higgs”: sua massa, as constantes de acoplamento fundamentais e da
interacao de Yukawa, e os parametros do potencial. A hipétese principal é de que, quando
as energias sao altas, as TQCs consideradas possuem uma fase simétrica sem véacuos
degenerados, sem férmions massivos e com um termo de massa do bdéson de Higgs com
M? > 0. Os resultados nao-perturbativos, principalmente de simulacoes numéricas em
modelos realizados na “rede” (‘lattice gauge theories’) [§],[12], oferecem fortes indicagoes
de que existe um ponto critico (ou uma linha critica) no espago dos parametros g-\ em
que M? primeiro se anula depois troca de sinal. Como resultado, o potencial efetivo do
campo de Higgs assume a forma de um “chapéu mexicano”, e o médulo do campo de
Higgs passa a ter um valor esperado diferente de zero, fazendo com que os férmions se
tornem massivos. Essa fase de baixas energias possui todas as caracteristicas de uma fase
de simetria quiral quebrada, conhecida como ‘fase de Higgs’.

Esta dissertagao investigou certos problemas ligados a renormalizagao e as proprieda-
des das amplitudes de espalhamento nos modelos de Yukawa-Higgs com um campo escalar
complexo nas fases de alta e baixa energias. Nosso principal objetivo era investigar os
efeitos da quebra de simetria quiral continua, e das condigoes especificas para a renorma-
lizagao dos campos e das constantes de acoplamento na fase simétrica e na fase de Higgs.
Podemos destacar dois resultados que foram obtidos:

i A nao-renormalizagao da constante de acoplamento de Yukawa g na fase simétrica;

ii Essa mesma constante g, na fase de Higgs (em que a simetria é quebrada), ganha
uma renormalizacao a nivel de 1-loop.

Uma explicacao para esses resultados estd na observagao de que os campos relevantes para
a descricao da fase de Higgs tém propriedades bem diferentes dos campos relevantes na
fase simétrica. Por exemplo, temos que considerar os efeitos dos campos de Goldstone,
e de sua interagao com os outros campos. Um outro argumento é que a realizacao da
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quebra espontanea de simetria nesse caso inclui novos termos de interacao e um novo
parametro vy = 2M/ VA, que é ndo-analitico em A. Devemos mencionar que a presenca
de mudancas significativas que encontramos ao comparar as amplitudes de espalhamento
e taxas de decaimento das particulas em altas e em baixas energias nos levou a confirmar
a diferenca entre ambas as fases.

Os problemas abordados nesta dissertacao fazem parte de um projeto de longo prazo
sobre a investigacao perturbativa e nao-perturbativa de propriedades do regime infra-
vermelho (IR) dos modelos de Yukawa-Higgs. A titulo de conclusdo, passamos agora a
descrever brevemente alguns dos assuntos que podem servir como continuagao e aprofun-
damento do que fizemos aqui.

H4 problemas de divergéencia IR nas amplitudes de espalhamento envolvendo particulas
de Goldstone nas linhas externas e internas, contribuindo para diagramas de um ou mais
loops [9]. Esses problemas talvez possam ser resolvidos ao se considerar uma classe de
estados assintoticos coerentes, similares as “nuvens de fotons” de Fadeev-Kulish da ele-
trodinamica quantica. Evidéncias de que isso pode realmente ser feito estao intrinse-
camente ligadas a uma certa simetria residual de translagao presente na fase de Higgs:
m — T + constante. Espera-se que as identidades de Ward dessa simetria levem a con-
sequéncias como a fatorizagao e o cancelamento das singularidades infravermelhas nas
fungoes de correlacao e nas amplitudes de espalhamento[9],[4].

A quebra espontanea da simetria quiral nao é a tunica possibilidade para a introducao
de massas para os férmions via mecanismo de Higgs. Uma segunda opg¢ao é partir de uma
versao conforme do modelo de Yukawa-Higgs, envolvendo agora um campo escalar conhe-
cido como ‘dilaton’, que permite a realizacao de uma quebra espontanea da simetria de
dilatacao [13],[19]. O valor esperado do dilaton, junto com as constantes de acoplamento
de Yukawa, fornecem o valor esperado da massa dos férmions.

Uma terceira etapa desse projeto de longo prazo mira os estudos das propriedades
conformes dos modelos de Yukawa-Higgs. Os problemas de pesquisa envolvem a que-
bra dinamica das simetrias conformes, incluindo um termo de massa para os campos
escalares e os calculos das perturbagoes ao redor das solugoes conformes (nao-livres e
nao-perturbativas) [18],[20], considerando esse termo de massa como uma perturbacao da
teoria conforme. Essa seria uma extensao da pesquisa realizada nesta dissertacao. Subs-
tituir a quebra espontanea de simetria quiral pela quebra dinamica da simetria conforme
providenciaria uma descricao nao-perturbativa (nos acoplamentos g e A) dos efeitos de
transicao entre as fases de baixas e altas energias ao redor de um ponto conforme com
M? = 0. Nesse caso, a meta principal para a continuacao do projeto que acabamos de
realizar aqui seria uma comparacao dos resultados da teoria perturbativa padrao — i.e.
ao redor das solugoes quanticas correspondentes aos campos livres — com os resultados
para as mesmas TQCs de Yukawa-Higgs realizadas na forma equivalente de uma teoria
conforme perturbada.



Apeéendice A
Regras de Feynmam

As regras de Feynman apresentadas neste apéndice podem ser encontradas na referéncias
[ e [3].

1. Para cada particula fermionica entrando, desenhamos uma linha continua com uma
seta orientada. A essa linha associa-se o 4-momento p; e o spinor u(p;).

Di
> ° (A1)

2. Para cada particula fermionica saindo, desenhamos uma linha continua com uma seta
. . . . — '
orientada. A essa linha associa-se o 4-momento p; e o spinor @S, (p}).

2
o > (A.2)

3. Para cada anti-particula fermionica entrando, desenhamos uma linha continua com
uma seta orientada. A essa linha associa-se 0 4-momento —p; e o spinor v%(p;).

—Pi
; ° (A.3)

4. Para cada anti-particula fermionica saindo, desenhamos uma linha continua com uma
. . . . /
seta orientada. A essa linha associa-se o 4-momento —p/ e o spinor v$ (p}).

/
—P;
\
L4

(A4)

5. Para cada particula escalar entrando, desenhamos uma linha pontilhada com uma seta
orientada. A essa linha associa-se o 4-momento k;

....................... . (A.5)

6. Para cada particula escalar saindo, desenhamos uma linha pontilhada com uma seta
orientada. A essa linha associa-se o 4-momento &

R (A.6)



68 APENDICE A. REGRAS DE FEYNMAM

7. Para cada ordem de interacio de Yukawa g/, desenhamos um ponto (vértice). Onde
dele deve sair trés linha de campos. Dois fermionicos e um escalar.

b1

P2 (A7)

8. Para cada ordem de interagao A¢?!, desenhamos um ponto (vértice). Onde dele deve
sair quatro linhas de campo. As 4 escalares.

ky (A.8)

9. Para cada vértice, deve existir conservagao dos momentos (o momento que entra deve
também sair).

10. Para cada linha interna escalar, temos que inserir no célculo do diagrama o termo:

—i/ (kK + M? — ie).

11. Para cada linha interna fermionica, temos que inserir no calculo do diagrama o termo:
—i(—p, , + m)/ (B +m? —ic),

12. Para cada vértice de interacao escalar acrescentar i\.
13. Para cada vértice de interacao Yukawa acrescentar ig.

14. Existe uma classe de diagramas do tipo loop. Para esses diagramas, acrescentamos

. : 1 i
uma integral associada ao momento interno [ (2d7r§4

Alguns diagramas representam descontinuidade. A esses chamamos de diagramas desco-
nexos, como é o caso a baixo

o M (A.9)

Note que temos um propagador livre (a direita com momento k;) e um diagrama de loop
em torno do préprio ponto de interacao sem linhas externas. Esse loop ¢é classificado como



um diagrama de vacuo. Outro exemplo de diagrama de vicuo de ordem S® ¢

obtido no cdleulo de (0]S®0 >= [ d*zd*y(0]¢ () (x)d(x) ¥ (y)¥ (y)(y)[0).
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Apendice B
Campo fermionico

Este apéndice tem com objetivo demonstrar algumas das quantidades estudadas para
campo escalar no Cap.2, agora para os campos fermionicos. Como os opredadores dos
campos escalares e fermionicos comutam, a construcao da teoria anda de maneira idepen-
dente. Os propagadores, a regra de Dyson e a matriz de interagdes precisam ser revistos,
uma vez que foram desenvolvidos para os escalares [1].

B.1 Propagador
Considere a densidade de lagrangiana livre

L= 0% (iy"0 — m) v, (B.1)
Tendo como base a secao 2.2, o propagador livre de Feynman é

Sp(x—y) = (0T (2)¢")(y)|0)

T @) = { G e (B2)

onde o operador de ordenamento temporal 7" atuando no primero caso representa a pro-
pagacao de uma particula no tempo xg — yp, € no segundo caso representa a propagacao
de sua anti-particula indo de yy — x¢. Portanto o propagador completo pode ser escrito
com o auxilio da funcao degrau:

OIT (W ()" (®)]0) = O(z0 — yo)(0[¥ ()8 (1)|0) — O(yo — w0) (04" ()3 ()[0).
Com o uso das equagoes , , tem-se:

O @FWI) = 0o —u0) [ 5 Lud (I (e

S
2wy

d3p « — —ip(x—
= O - 20) [ G

P
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Por fim, conhecendo as propriedades de u$(p) e v%(p),a forma final do propagador se da
por

O (@ ()M ()|0) = / ;%p (00 — o) (—p + M) _ O(yy — 20) (—p — m)* e

p

B /<d4p =l (B.3)

2m)4 p? +m? —ie

Este resultado é obtido usando os mesmo argumentos de contorno da secao ([2.2)).

B.2 Matriz S e LSZ

Um dos ingredientes importantes na teoria de pertubacao sao os campos (e os estados)
assintoticametne livres, junto com o operador de evolucéo (e a matriz S ligada a ele). A
sua forma explicita em termos da hamiltoniana de interagao foi estabelecida no caplitulo
2l O método LSZ e a forma do LSZ, peovidenciam uma reconstrugdo das fungoes de
correlagao dos campos em termos das amplitudes de transigao (i|S|f) e vice-versa. Seja
a amplitude de espalhamento

(fli) = (D477 Dy o5 0ut B (p1)in D2, 3 ). (B.4)
Da equacao , o operador b pode ser escrito da seguinte forma
) = [ Eriulerlus e (B.5)
Entende-se b} (p)i, = lim,_,_, bl(p). Usando a equacio , j& na notagao in/out
bj«(pl)m = bj«(pl)out - /d4$00 (&a(x)’YOU?(pl)eipx) ) (B.6)

a contribuigao do operador de criacio out é nula, pois ao atuar em (0]b](p;)ous = 0. Logo
bpi = — / A4 [D (P (2))7°ug (1) €™ + Do (@)Ul (p1)0(e7*)]

= — / dir [30(?/7a(x))70u,‘3‘(p1)ez’pw + lza(x)uf(pl)(_fyiai _ ,l’m)eip:p] 7

onde foi usado que 7°9ye’?® = (—iy'p; — im)e?* = (—'0; — im)e’*. Sabendo que

/d4a:'yi8i(¢a(x)uf(p1)eipx) =0 (B.7)
¢ um termo de superficie, chega-se em
()i = — / d*x [0o(Va(2))7° + O )iy — imiPa(@))] uy (p1)e™”

= - / 'z (@) [7050 +7'0, - Zm} up (pr)e’™
= i/d4x¢a(£ﬁ) (zg + m) u®(py)e™”. (B.8)
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Este mesmo calculo foi feito para os outros operadores, os quais apresentam a forma final
be(pr)os = i [ dlou(p)e ™ (<id -+ m) va(o)
di(p)in = —i/d%vf‘(pl)eipx (—i(?+m) Pa(T)
. 4 7 »% « —ipx
dr(P)owt = —z/d o () <z@ +m> v (pr)e P, (B.9)
Ao abrir todos os termos da equagao (B.4)) é possivel obter a férmula LSZ

(F1) = (0; 0ut|by (p5)ousbr (P)outdl (p2)inbl (P2 )in|O; in)
= i4/d4x1d4x2d4x'1d4$/20?/(pl)afl(pl)eimeipw

% (i m) (=i +m) O (o (21) (22) (1) 05(22)10)
X (iau) + m) (i@(z) + m> u® (py )u? (py)ePreret2ez, (B.10)

Nao é pratico generalizar essa formula, pois para cada caso a quantidade de operadores
criacao e aniquilacao de particulas e anti-particulas mudam. Basta ver que no caso estu-
dado foi imposto quais seriam as particulas in e out. Um formato mais geral da equacao

[B4), pode ser

<f|2> - <Oa OUtlds’ (pIQ)outbr’ (pll)outdi (p2)mb:[ (pl)m|0a Z?’L)
<f|Z> - <Oa OUt|ds’ (p,Q)outdr’ (p/l)outdl(p2)zndi(p1)zn|07 Zn>

Isso depende apenas da quantidade de combinagoes que se pode fazer, desde que as con-
servacoes sejam preservadas. Esta generalizacao para mais particulas se torna cada vez
mais desnecessaria. Para essa teoria a funcao de Green é similar a da teoria escalar

Gz, 22,21, 25) = (0T (o (2))0p ()00 (21) Y5 (22))]0)
1

= 707707 T W (@) anthp (3)nt(w1)iaths (22):nS) 0)- (B-11)




Apéndice C

Outros exemplos de quebra de
simetria

No cap. [2] e capfd] foram investigada para o modelo de Yukawa-higgs e Yukawa-higgs
complexo, a quebra espontanea de simetria. Neste apéndice serd investigado um pouco
dos modelos escalares, real e complexo. Modelos esses que devem ser, respectivamente,
recuperados ao fazer a constrante de acoplamento g tender a zero.

C.1 QES das Simetrias do Campo Escalar real com
Potencial de Higgs

Dada a lagrangeana escalar [1]

£ = 0,000 6(x) — - 0(x) — 26" (x), (1)

existe a simetria em ¢(x) — —¢(x). Essa simetria estd ligada aos dois estados de
véacuos interagentes. Para campos livres (0|¢;,|0) = 0. Mas para campos interagentes
(|p|) =costante. Escolhe-se uma translagao do campo

¢(x) = p(x)+v (C.2)

onde v é uma constante que representa a energia minima positiva. Desta forma, determina-
se um vacuo para trabalhar e quebrar a simetria. Ao fazer esta troca na lagrangeana,
tem-se

L= —0,lplw) + 10lpla) + ] — M [o(a) +7(a) — Xlola) +0' @)
= —0,0(@)0la) — (o) + 20p(w) +07] — L [6(a) + 20p(e) + 02 (a)
= Ol o) — 2 (w) — S0 — (). (€3)

Esta nova lagrangeana nao se mantém invariante sob transformagao de paridade do novo
campo p(z) — —p(z). Os termos p* e p sdo os responsdveis de nao se manter esta
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invariancia. FEssas novas interacoes resultarao em novos diagramas, que por sua vez,
contribuem para o calculo da renormalizacao. Mas, uma vez feita a renormalizacao da
lagrangeana, serd mostrado que nao é preciso renormaliza-la novamente apds a quebra
espontanea de simetria.

Dada a lagrangeana escalar renormalizada

M? A
L=—Z,0,06(x)0"¢(x) — ZM7¢ (x) — Zxﬁqﬁ (x), (C4)

com M? < 0. Vale lembrar que neste modelo basta fazer m — 0 e g — 0 nos Z’s. Fazendo
a translacao ¢(x) = p(x) + v, resultando

1 M

L= —Zys0ulp(a) +vl0¥ (o) + 1] + Zu— A

[p(x) + v () — Zaggflp(@) + v)(2)

=

1 1 1 3 \2
= —=Z,0"p0 “(Zy =32 M?p* + =(Zyy — Z M3
5260"POup + 1 (Zn = 325) Mip™ + 5(Zu A)(Aﬂg) oP

1 . 1
- 2z ~€\5 3__Z ~€ 4. )
e BN Myp” — o ZANiE*p (C.5)

Para esse novo campo p deseja-se que (0|p(z)S|0) = 0, de forma que o valor minimo da
energia seja zero. Na quebra de simetria aparecem interacoes do tipo p e p®. O célculo
serd feito para S; e serd mostrado que os termos constantes arbitrarios se arranjam de
forma a surgir uma condicao para sejam zeros. Para que a seguinte expressao seja zero

—_

Loz - 2 (%) s / 'y {0]p(x)p(y)[0)

+ S ONEM, [ a0l )P0 +

Q

{0p():510)

_— N

(@)

1
1 3\2 1 s

Q

/ dy(0)(2) p()]0) + . (C.6)

basta o que estiver entre os colchetes ser zero. Entao

1
1A 2\ / 3 \2 .
L] o= = Kp— = M3
8 2167r2< b 3k0+e> <)\/16> g
1 /3\\? 1 [2 12
—Zy| = SHltin( )| M
2 A(ﬂf) 167 [€+ " n(MQ)] g
1
1/ 3\2 A u?
= = Kp—3ke+1+1In{ )| M .
2<w) 16%2[ o dhet *”(M?)} ’ o

onde os termos kg e k. sao respectivamente os termos arbitrarios no lugar das constates
definidas de Z) e Zj;. Assim temos a condi¢ao necessaria para (0|pS|0) =0

2

Kp—3ke+1=1In (%) . (C.8)
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C.2 Quebra em escalar complexo

Agora considere o caso de simetrias continuas no modelo escalar

A
L= =0,0"(2)0"¢(x) = M*¢" (x)() — Z[&" () ()], (C.9)
Fazendo a transformacao dos campos como segue
dx) — €9(x), (C.10)
torna-se a lagrangeana invariante.O potencial efetivo descrito como
A
V(9) = —M°¢"(x)g() + 710" (2)o()], (C.11)

para M? < 0. A energia minima ¢ definida em V(¢) = 0, assim
d(x) = Zve ™, (C.12)

4M?3
A

teriormente no caso discreto (capitulo [2]) estd detalhado o cdlculo para simetria discreta.
O grafico representa dois vacuos. Para o caso continuo, que esta sendo tratado no mo-
mento, basta girar ao redor do eixo y, na figura[2.9] serd obtido um “chapéu mexicando”.
O valor esperado do campo no estado de vacuo |0) é

1
sendo 6 uma fase e v = ( ®. Desta forma hd uma possibilidade infinita de vacuos. An-

o)) = Jue™ (©13)
(0l) = o. (C.14)

Parametrizando o campo dessa forma

. (x)

8(z) = o+ pla)e ", (©15)

onde p e 7 sao novos campos reais, a lagrangeana fica

m
4

A
)\%,03 — —pt. (C.16)

1 1 2 1
L= —58"p8Mp - = (1 — B) Mrd,m — —mp* — 16

2 v 2
Nesse caso aparece um campo 7 sem massa que é conhecido como campo de Goldstone.
Apesar de p e p® nao apresentar simetrias de paridade, ainda resta uma simetria residual
em ™ — T + constante.



Apeéendice D

Outros Diagramas do modelo de
Yukawa Complexo

O conjunto de todos os diagramas de 1-loop no modelo Yukawa-Higgs é extenso. Porém os
diagramas considerados no capitulo [4sao suficientes para demonstracao de renormalizabi-
lidade do modelo de Yukawa-Higgs com simetria quiral continua quebrada. Os parametros
de renormalizagao Z’s para as massas dos campos escalares e fermionicos foram calculados
no capitulo [ como também para os préprios campos. O novo campo que aparece com
a quebra, chamado de campo de Goldstone, nao leva a divergéncias ultravioletas e nao
necessita de renormalizagao devido a simetria de m = 7 + constante.

A regularizacgao dimensional, o qual é o método usado para separar a parte infinita
da finita dos diagramas, constituia em resolver as integrais que surgiam associadas aos
diagramas de loops. Assim as pernas externas nao participam do calculo. Usando agora
um artificio de comparacao nos diagrams da figura é possivel ter os resultados de (b)
e (c¢). Para (b), utilizando a parte da equacao (4.24)) que demonstra o resultado de (a)
sem os parametros pertubativos. Fazendo a troca de 6*(k; — ko) — 0%(k1 + ko — k3) e

3
3!3!MT’%’\ — 3!4!M§§§, obtém-se
@ _ ML Lt DYy, D
‘/(b) = 187'('2 2—5 ; .IHE p ( 1)

Para (c), é feita a troca 6*(ky — ko) — 64 (ky + ko — ks — ky) e 3!3!Mf/\ — 41412 conse-

1627
quentemente

@ 3 22 [1 1/1d P .
- 2 - _Z =1. 2
Yo 16 872 L 2 /o ’ n/ﬂ (D:2)

A mesma analise é valida para a figura |D.2]

76



77

— — . — — . - . -
7 RN ~ < RS ~ - A L
’ ~ ~ 7
i -, -
* & & e &
N / - N / - N rT .
~
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Figura D.1: Diagramas de 1-loop escalar: (a) duas pernas; (b) trés pernas; (¢) quatro
pernas.

(a) (b) (c)

Figura D.2: Diagramas com 1-loop 7 interno.
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