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Resumo

Neste trabalho, estudamos a teoria de sistemas semidinamicos impulsivos. Tais sis-
temas descrevem processos de evolugao que sofrem variagoes de estado de curta duragao
de tempo e que podem ser considerados instantaneos. Introduzimos na primeira parte
deste trabalho a teoria de sistemas semidinamicos, processos de evolugao que nao sofrem
variacoes de estado, pois sao sistemas continuos. Na segunda parte, apresentamos os
sistemas semidinamicos impulsivos que sao uma generalizacao da teoria apresentada na
primeira parte. Interessados em estudar os movimentos recorrentes e quase periédicos em
sistemas semidinamicos impulsivos, na terceira e quarta parte deste trabalho, estudamos

conceitos como conjuntos minimais, pontos assintéticos e estabilidade de Zhukoviskij.

Palavras-chave: Sistemas semidinamicos impulsivos, Pontos assintéticos, Pontos

recorrentes e Pontos quase periédicos.



Abstract

In this work, we study the theory of impulsive semidynamic systems theory. These
systems describe the evolution processes subject to quickly variations of state, and can
be considered instantaneous. In the first part of this work is introduced the theory
of semidiamic systems, these are not subject to variations of state because they are
continuous. In the second part are presented the impulsive semi-dynamic systems, a
generalization of the theory of semi-dynamic systems. To study the almost periodic
recurrent movements of the impulsive semi-dynamic systems, in the third and fourth

part, concepts of minimal sets, asymptotic points and Zhukoviskij stability are studied.

Key words: Impulsive semi-dynamic systems; Asymptotic points; Recurrent points;

Almost periodic points.
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Introducao

A teoria de sistemas dinamicos impulsivos é um capitulo importante e moderno da
teoria de sistemas dinamicos topoldgicos. Esta teoria vem sendo desenvolvida continu-
amente. Tais sistemas admitem varios fenomenos interessantes as vezes, por causa de
sua “irregularidade”, e as vezes, por causa de sua ‘“regularidade”. Tais sistemas repre-
sentam uma generalizagao para a teoria cléssica dos sistemas dinamicos continuos, uma
das dificuldades de estudar esta teoria é que perdemos a continuidade que tinhamos no
caso classico. Seus conceitos sao aplicados em areas como biologia, medicina, economia,
engenharia, fisica e entre muitas outras, exemplos de aplicagoes desta teoria podem ser

vistas nos artigos:

e Mingzhan Huang; Xinyu Song, Modeling and qualitative analysis of diabetes
therapies with state feedback control, International Journal of Biomathematics
Vol. 7, No. 4 (2014);

e Lichun Zhao; Lansun Chen; Qingling Zhang, The geometrical analysis of a

predator-prey model with two state impuses, 2012 Elsevier Inc.

Esses dois artigos sao aplicagoes sobre nivel de glicose no sangue e sobre predador presa,

ambos usam sistemas semidinamicos com impulsos.
Algumas das figuras desse texto podem ser encontradas em [3], [13], [21] e [25].

O presente texto estda organizado em quatro capitulos, que compoe os resultados
preliminares e os resultados principais. No que segue, descrevemos um resumo de cada

capitulo.

No Capitulo 1, desenvolvemos a teoria elementar de sistemas semidinamicos. Apre-
sentamos os conceitos basicos de sistemas dinamicos continuos e exibimos alguns exemplos

desta teoria. Definimos, também, conceitos de orbita, trajetoria, conjunto positivamente
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invariante, conjunto limite e, além disso, provamos resultados envolvendo tais conceitos.

As principais referéncias para este capitulo sao [2], [3] e [24].

No Capitulo 2, introduzimos o conceito de sistemas semidinamicos impulsivos e exi-
bimos alguns exemplos. Definimos a funcao ¢, que representa o menor tempo que a
trajetoria intercepta o conjunto impulsivo. Na Secao 2.2, introduzimos o conceito de
secao para um tubo, esse conceito permite descrever uma vizinhanca de um ponto nao
estacionario de X de forma “paralela”, ou seja, como uma “caixa’em que os semiflu-
xos vao de um lado ao outro da caixa com um mesmo intervalo de tempo. Definimos
6rbita positiva impulsiva, conjunto positivamente m-invariante, conjunto [-invariante e
conjunto limite impulsivo. Entre os resultados deste capitulo podemos destacar os Lemas

de convergéncia da Secao 2.4. As referéncias para este capitulo sao [3], [16], [17] e [21].

No Capitulo 3, desenvolvemos uma introducao a teoria de conjuntos minimais para sis-
temas semidinamicos com impulsos. Essa teoria nos permite apresentar alguns resultados

no Capitulo 4. Usamos [13] como a principal referéncia deste capitulo.

No Capitulo 4, desenvolvemos a teoria sobre movimentos recorrentes e quase
periddicos, que é nosso objetivo principal, veremos que mesmo com defini¢oes diferen-
tes esses movimentos estao ligados estabelecendo certas condigoes. O conceito de pontos
assintéticos para os pontos m-periodico, quase m-peridédico e a estabilidade de Zhukovskij
foram introduzidos neste capitulo. Na Secao 4.2, definimos o conceito de estabilidade de
Zhukovskij e, na ultima secao, finalizamos nosso trabalho apresentando condicoes para
que a partir da estabilidade de Lyapunov seja obtida a quase estabilidade de Zhukovskij.

As principais referéncias para este capitulo sao [13], [14], [22] e [23].



em

Notacoes

Vamos apresentar as notacoes que serao usadas neste texto.

Nosso ambiente de trabalho sera o par (X, d), onde X é um conjunto e d é uma métrica
X.

e N é o conjunto dos nimeros naturais (sem o zero);

e 7 ¢é o conjunto dos nimeros inteiros;

e 7. ¢é o conjunto dos niimeros inteiros nao negativos;

e R é o conjunto dos ntimeros reais;

e R, ¢ o conjunto dos niimeros reais nao negativos;

e R™ é o espago euclidiano n-dimensional;

e (t;to, xg) representa uma solu¢do no tempo t que no tempo t, vale x;

e C(X,Y) é o conjunto das fungoes continuas definidas em X e tomando valores em
Y;

e A representa o fecho do conjunto A;

e OA representa a fronteira do conjunto A;
e A\B={reX:axe€Aux¢B}

o A= X\ A;

e d(z,A) =inf{d(z,a) : a € A}, com A C X nao vazio e d(-,-) é a distancia em X;

11
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e d(A, B) =inf{d(a,b) : a € A;b € B}, com A, B C X nao vazios;
e B(z;e) ={y € X :d(x,y) < €}, com € > 0;
e B(z;je) ={y € X :d(z,y) <€}, com € > 0;
o B(Aje) ={ye X :d(y,A) <€}, com e > 0;
e B(Aje) ={y € X :d(y,A) < ¢}, com € > 0.

Escrevemos {x, }n,>1 C X para indicar que {z,},>1 é uma sequéncia em X indexada

. n—-+00 .. .
no COl’lJU.l’ltO N Vamos escrever Ty, — T, para representar (6] llmlte 111’I1 Ty = T.
n—-+o0o



Capitulo

1

Preliminares

1.1 Sistemas semidinamicos

Neste capitulo definimos o que é um sistema semidinamico e exibimos alguns exemplos
sobre esta teoria, destacamos apenas algumas defini¢oes e resultados que serao importan-
tes no estudo da teoria de sistemas semidinamicos com impulsos, definicoes como a de
invariancia, conjunto limite positivo de um ponto x, prolongamento do conjunto limite
positivo e o conjunto prolongado, foram introduzidos. Daremos, também, defini¢oes de
estabilidades para esse tipo de sistema. As referéncias utilizadas e para mais informagoes

sobre sistemas semidinamicos podem ser consultadas em [1], [2], [3] e [24].

Definigao 1.1. Seja (X, d) um espago métrico. Um sistema semidinamico em X € uma

tripla ordenada (X, 7, Ry) onde a aplicagao

T XxR, — X

(z,t) —> m(z,1)

satisfaz as sequintes propriedades:

i) m € continua em X x R, ;
i1) m(x,0) =z, para todo x € X;

i) m(x,t+ s) = w(w(x,t),s) para todos t,s € Ry e todo v € X.

13
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Se substituirmos R, por R na Defini¢ao 1.1, dizemos que a tripla (X, 7,R) é um
sistema dinamico em X. Ao considerarmos no lugar de R, na Defini¢ao 1.1, Z, (ou Z),

obtemos um sistema semidinamico discreto (ou um sistema dinamico discreto) em X.

Se (X, m,Ry) ¢ um sistema semidinamico, entao dizemos que o conjunto X é o espaco

de fase e que a aplicacao w é a aplicacdo de fase.

Para cada x € X, a aplicacao 7 induz uma aplicacao continua 7, : R, — X definida
por m,(t) = m(z,t). E, para cada t € Ry, a aplicagdo 7 induz uma aplica¢ao continua

7 X — X definida por m(x) = w(z,t).

O exemplo a seguir é um exemplo classico de sistema semidinamico.

Exemplo 1.1. Seja f : R* — R” uma funcao continua. Considere a equacao diferencial
autonoma

dx
- = f@). (1.1)

Vamos assumir que para cada x € R", exista uma tnica solu¢dao ¢(t,x) de (1.1) definida

em R, e satisfazendo a condi¢ao ¢(0,z) = x. Pela unicidade de soluges, obtemos

90(1; 410(5> I)) = Qp(t + s, x)

para todo t,s € R,. Entdo a aplicagdo 7 : R x R, — R" dada por 7 (z,t) = ¢(t,x),
define um sistema semidinamico em R™.
Em particular, considere a fun¢ao continua f : R" — R™ com f(z) = z. A tunica

solucao da equacao diferencial
dx

% =
t

definida em R, e satisfazendo a condicido ¢(0,z) = = é p(t,x) = xe'. Para t,s € Ry,

x, (1.2)

temos

ot 9(5,2)) = (s, 0)e! = meel = et = p(t + 5,).
Portanto, m(z,t) = ¢(t, z) define um sistema semidinamico (R™, 7, R, ).

Exemplo 1.2. Seja f : R" x R — R" continua. Considere a equagao diferencial

dx
— = t). 1.3
Assuma que para cada (xg,ty) € R™ x R a equagao (1.3) possua uma tnica solugao

©o(t; to, o), @(to;to, o) = xo, definida para todo t € R. A aplicagio 7 : X x R — X
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dada por
m((,1),5) = (o(s + 151, 2),5 +1),

onde X = R" x R, define um sistema dinamico em X.

Em todos os capitulos, a menos de men¢ao ao contrario, vamos denotar a tripla
ordenada (X, 7, R, ) somente pelo par ordenado (X, 7) para simplificar a notagao e porque

no presente trabalho estamos interessados em estudar somente os sistemas semidinamicos.
Defini¢ao 1.2. Seja (X, m) um sistema semidindmico. Para cada x € X, a aplicag¢ao
continua
m - Ry — X
t — m(x,t)
¢ chamada de trajetoria positiva de x.

Definicao 1.3. Seja (X, m) um sistema semidinamico em X. Dado x € X, a orbita

positiva de x € o conjunto
nt(z) = {m.(t) : t e R, }.

Para quaisquer conjuntos A C X e B C R,y definimos
) =Jr"(z) e (A B)=J{m®) :te B}
€A z€A

Defini¢ao 1.4. Um conjunto A C X € dito positivamente T-invariante, se 7 (A) C A.

Observacao 1.1. Vale sempre a inclusao A C 7t(A). Entao, se A é um conjunto

positivamente m-invariante temos a igualdade A = 7wt (A).

Definicao 1.5. Um ponto x € X € dito ponto critico (estaciondrio ou equilibrio), se

m(x,t) =z, parat € Ry.
Defini¢ao 1.6. Um ponto x € X € dito ponto periddico, se existe T > 0 tal que w(x,T) =
x.

Apresentamos agora alguns resultados sobre invariancia.

Proposicao 1.1. Sejam (X, ) um sistema semidinamico e {A;}icr uma familia de sub-

conjuntos positivamente m-invariantes em X. Entao,
A = U AZ e A = ﬂ Ai>
iel iel

sao conjuntos positivamente w-invariantes em X.
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Prova: Seja x € 7t(A). Entao x = 7(xg,ty) para algum xy € A e algum tq € R,.
Deste modo, zy € A; para algum j € I. Como A; é positivamente m-invariante, temos
que x = (%o, ty) € A; e, portanto,

x=m(xg,tg) € A= UA"'
iel
Logo, A é positivamente w-invariante em X.

Agora, se z € 1 (A), entdo x = m(xo, o) para algum zo € A e algum t, € R,. Dali,

xo € A; para todo j € I. Como A; é positivamente m-invariante para todo j € I, temos

que x = m(xg,ty) € A;j para todo j € I e, portanto,

x = 7(x0,t0) € A = ﬂAz‘,

el

o que demonstra que A é positivamente m-invariante em X. |

Proposicao 1.2. Seja (X, 7) um sistema semidindmico. Se A C X € um subconjunto

positivamente w-invariante, entao o fecho de A também € positivamente m-invariante.

Prova: Dado y € nt(A). Entdo existem 5y € A e t, € Ry tais que y = 7(yo, to).
Como yo € A, existe {y,}n>1 C A tal que y, "Z2E° 4. Usando o fato de que A é

positivamente m-invariante e que y, € A, n € N, temos que
7(Yn,to) € A,  para todon € N.

Pela continuidade de

lim W(yn, to) = W(yo,t0> =y € A.

n— 00

Logo 77 (A) C A, finalizando a demonstragao. [ |

Proposigao 1.3. Seja (X, m) um sistema semidinamico. Para todo x € X, nt(x) é

positivamente w-invariante.

Prova: Dado x € X, temos

at(nt(x)) = U {m(y,t):t e R} = U {m(m(x,s),t):t € Ry}

yent(z) seER
= U {m(z,s+1t):teR} Cnl(x),
seER

provando a proposicao. [ |
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O conceito de conjunto limite é introduzido a seguir. Tal conceito é de grande
relevancia, pois através dele podemos extrair propriedades para o sistema. Conjuntos
limites também estao ligados ao desdobramento da teoria de atratores globais, para mais

informagoes pode ser consultado [1] e [2].

Definigao 1.7. Sejam (X, w) um sistema semidinamico e x € X. O conjunto

Lt (z) = () (x, [t, +o0))

t>0

¢ chamado de conjunto limite positivo de v € X.

A definicdo de conjunto limite para x € X pode ser estendida para um conjunto
A C X. Se (X,7) é um sistema semidinamico e A C X, definimos o conjunto limite
positivo de A por
LT(A) =) (UW(A, s)) .
>0 \s>t

Note que, se A = {z}, v € X, temos L*(A) = L*(x).

O lema abaixo mostra uma caracterizagao através de sequéncias para o conjunto limite

positivo.
Lema 1.1. Sejam (X, ) um sistema semidinamico e A um subconjunto de X. Entdo

LT(A) = {ye X: existem sequéncias {t,},>1 CR;y e {z,}n>1 C A

tais que ¢, "I 400 e (2, ) e y}.

Prova: Para facilitar a notacao seja W = {y € X: existem sequéncias {t,}n,>1 C

n——+00

Ry e {z,}a>1 C A tais que ¢, "2 100 e (X, ) y}. Vamos provar ini-

cialmente que W C LT(A). Dado y € W, entdo existem sequéncias {t,},>1 C
Ry e {z,}n>1 C A tais que

n——+00

t, — +oo e w(zp,ty) fmare

Vamos supor sem perda de generalidade que {t,},>1 é uma sequéncia estritamente cres-

cente. Dado t > 0, existe ng € N tal que 7(z,,t,) € |J (A4, s) para todo n > ny. Logo,
s>t

y € J (4, s) para todo ¢t > 0. Portanto

s>t

ye(JrA) =LT(A).

t>0 s>t
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Como y é qualquer, W C LT(A).
Por outro lado, seja z € LT(A). Entao, z € |J 7(A4, s) para todo t > 0. Em particular,

s>t
z e U (4, s) para uma sequéncia {t,},>1 C Ry com t, "=5° +o00. Para cada n € N,
s>t
existem z, € A e \, € [t,,+00) tais que
1
d(m (T, M), 2) < —.
n
Por construcao, A, "2E 100, Além disso,
(s An) "7 2,
Assim z € W e, portanto, LT(A) C W. O lema estd provado. |

Corolario 1.1. Sejam (X, ) um sistema semidinamico e x € X. Entao,

LT (z) = {y€ X : existe uma sequéncia {t,},>1 C Ry

tal que t, "=5° 400 e 7(x,ty) "= y}.

Sejam (X, 7) um sistema semidinamico e x € X. Um ponto y € X é chamado ponto

limite positivo de x se existe uma sequéncia {t, },>1 C R+ tal que:

n—-+o00

i) tn, —> 400;
n—-+o00

it) m(x,t,) — v.

Podemos dizer que, L™ (x) é conjunto de todos os pontos limites positivos do ponto
r e X.

Exemplo 1.3. Considere o sistema em coordenadas polares em R?

r=r(l-r),
{ - (1.4)

O retrato de fase do sistema (1.4) consiste da trajetéria fechada v que coincide com
o circulo unitario r = 1, do ponto » = 0 e de trajetorias espirais que se aproximam da

curva v, quando t — +o0o. Veja Figura 1.

Note que a menos do ponto r = 0, o conjunto limite positivo de todas as trajetorias
para o sistema (1.4) é a curva fechada «. Para r = 0, o conjunto limite positivo é o ponto
r = 0.
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Figura 1: Trajetérias do sistema (1.4).

O préximo teorema estabelece alguns resultados sobre a érbita positiva e o conjunto

limite positivo de um ponto =z € X.

Teorema 1.1. Sejam (X, 7) um sistema semidinamico e x € X. Entao,

a) mt(z) =nt(x) U LT (z);
b) L*(x) € fechado e positivamente m-invariante;
¢) se X ¢ localmente compacto, Lt (x) é compacto e nao vazio, entao Lt (x) € conexo.

Prova: a) Provamos inicialmente que 77 (x) U L™ (x) C n*(z). De fato, dado y €

7T (x)ULT(z), temos que y € mF(z) ouy € LT(x). Sey € nt(x) entdo y € nt(x). Agora,
se y € LT (z), entao
n—-400

7T(.’II, tn) — Y,

para alguma sequéncia {t,}p,>1 C Ry com t, "=5° +o0. Como w(z,t,) € 7t (x) para

todo n € N, segue que y € 7t (x).

Por outro lado, seja y € nt(z). Entao existe uma sequéncia {t,},>1 C Ry tal que
m(x,t,) "2y, Se t, "2 0o, entdo y € LT(z). Suponha agora que {t,}n>1 ¢ uma
sequéncia limitada. Entdo {t,},>1 admite uma subsequéncia {t,, }r>1 convergente, ou

. k—+o00 , ,
seja, t,, — a para algum a € R;. Como 7 é continua,

m(z,tn,) jmasy 7(z,a).

Assim, pela unicidade do limite, y = 7(x,a) e, portanto, y € n*(z). Logo, o resultado

esta provado.
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b) Pela definigao de LT (x), ele é um conjunto fechado. Vamos provar que L (z) é
positivamente 7-invariante. Seja z € w(LT(x)), entdo z = n(y, ty) para algum y € LT (z)
e algum t, € R,. Como y € L*(x), existe uma sequéncia {t, }n>1 C R com £, "=25° 400

tal que 7(z,t,) "—° y. Pela continuidade de 7, obtemos

lim n(z,t, +ty) = lim w(w(z, t,),t0) = 7(y,to) = 2.

n——4o00 n—-4o00

Como t, +to "= 400, temos que z € L*(x). Portanto, L*(z) é fechado e positivamente

m-invariante.

¢) Suponha por absurdo que L (z) nao seja conexo. Entao L™ (x) = AU B, onde
A, B C L*(x) sdo nao vazios, fechados e disjuntos. Como LT (x) é compacto segue que A

e B sao compactos. Usando o fato de X ser localmente compacto, existe um ¢ > 0 tal que

B(A,€) e B(B,¢) sao compactos e disjuntos em X. Sejam a € A e b € B. Assim existem

A . n—-+00 n—-+o00 .
sequéncias {t,}n>1 € {sp}n>1 em Ry com ¢, — 4ooes, — 00 tais que

m(z,t,) =50 e w(x,s,) =50
Sem perda de generalidade, podemos supor que 7(x,t,) C B(A,¢), n(z,s,) C B(B,¢) e
Sp — t, > 0, n € N. Para cada n € N, o segmento de trajetéria {m(z,t) : ¢, <t < s,}
é um conjunto conexo, compacto e ele claramente intercepta 0B(A,€) e 0B(B,¢). Em
particular, existe uma sequéncia {7, },>1 com ¢, < v, < s, para cada n € N, tal que
m(x,7,) € 0B(A,¢€). Como 0B(A,¢€) é compacto, entdo a sequéncia {m(x,~,)},>1 possui

uma subsequéncia convergente. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que

n—-400

w(z, %) — 2,

n——+00

assim, z € 0B(A,¢). Por outro lado, t,,s, — oo implicam -, "2 4o e, deste
modo, z € L*(x), contradizendo o fato de L*(x) = AU B. Portanto, L*(x) é conexo,

finalizando a demonstracao. [ |

No que segue, os conceitos de prolongamento do conjunto limite positivo e conjunto
prolongado sao apresentados. Exibimos alguns resultados que envolvem estes conjuntos

com o conjunto 7t (z).

Definicao 1.8. Sejam (X, 7) um sistema semidinamico e x € X. O prolongamento do

congunto limite positivo de x é

T @) = UrB(;e), 7).
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O congunto prolongado de x ¢

D*(z) = (| Jm(B(;0),1).

e0t>0

No préximo lema segue uma caracterizacao através de sequéncias para o prolonga-

mento do conjunto limite positivo e o conjunto prolongado.

Lema 1.2. Seja x € X. Entao,

a) JT(x) ={y € X : existem sequéncias {, },>1 C X e {t,}n>1 C Ry tais que

+ + +
Tn =T, by " 00 € (@, tn) "=y}

b) Dt (z) = {y € X : existem sequéncias {x,},>1 C X e {tn}n>1 C R, tais que

T " e (2, ) mare y}.

Prova: a) Para Facilitar a notagao seja W = {y € X: existem sequéncias {x, },>1 C

n—-+o0o

X e {tn}”zl - R‘I' tais que T, ni}OO z,t, — o0e W(xnatn) e

y}. Vamos provar
primeiro que W C J*(z). Dado y € W, existem sequéncias {z,},>1 C X e {t,}n>1 C Ry
tais que

n—-+o00 n—-+00 n——+00

Tp, — Z,t, — 00 e (Ty,ty) — Y.

Vamos supor sem perda de generalidade que {¢,},>1 é uma sequéncia estritamente cres-
cente. Dados € > 0 e t > 0, existe ng € N tal que n(z,,t,) € | 7(B(z;¢),7), para todo
T>t

n > ng. Logo, y € |J w(B(z;€),7) para todo € > 0 e todo t > 0. Portanto

T>t

y € ﬂ ﬂ UTF(B(I; €),7)=J"(x).

e>0t>0 7>t

Pela arbitrariedade de y, W C J*(x).
Por outro lado, seja y € J*(x). Entao, y € |J n(B(z;¢),7) para todo € > 0 e todo

7>t

t > 0. Em particular, y € |J W(B(x;%)n') para todo n € N. Para cada n € N,

T™>n
existe uma sequéncia {m(z}, %) }m>1 tal que 2, € B(z, =), m € N, t, modoo
(e in) m—+00 y. Podemos escolher para n € N, a7 = y, e {7 = h, tais que

n—-+o00

Yo — T, hy "0 4o e
1
d(ﬂ-(ynahn)ay) < 5

n—-+o00

Isso implica que 7(y,, h,) — y. Portanto, J*(z) C W.

b) Os argumentos desta demonstragao sao os mesmos do item a). |
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Se utilizarmos os Lemas 1.1 e 1.2, podemos concluir que LT (z) C J*(z) e que
JT(x) € D*(x), para todo x € X. O préximo resultado estabelece propriedades dos

conjuntos J*(z) e D*(z).

Teorema 1.2. Sejam (X, ) um sistema semidinamico e x € X. Entao,

a) os conjuntos J*(x) e DT (x) sao fechados e positivamente w-invariantes;
b) mt(z) C DT (x);

¢) D (z) =7 (x) U J(x).

Prova: a) Segue da definigao dos conjuntos J*(x) e DT (x) que ambos sao fechados.
Vamos provar que J*(z) é positivamente m-invariante. Seja z € w7 (J*(x)), entdao z =
7(y,to) para algum y € J™(z) e algum t; € R,. Como y € J¥(x), existem sequéncias
{to}n>1 C Ry e {z}n>1 C X tais que ¢, ey +00, T, "2 e (2, L) ey y. Pela
continuidade de 7, temos

lim 7(x,,t, +1t) = lim 7w(n(zn,t,),t0) = 7(y,to) = 2.

n—-+o0o n——+o0o

n——+00 n—+00 , , oL
Como t,+ty — 4ocex, — x,concluimos que z € J*(x). Portanto J*(z) é positi-
vamente m-invariante. Com os mesmos argumentos provamos que D (z) é positivamente

m-invariante.

b) Observe que x € DT(x) (basta escolher 2, = z e t, = 0 para todo n € N).

Portanto, pelo item a), temos

at(x) c«t(D(z)) c DY (z) = =t(z)C D ().

¢) Como J*(x) C DT (x) e pelo item b), obtemos 7t (x) U J*(z) C DT (x).
Por outro lado, seja y € D (x). Entao existem sequéncias {t,}n,>1 C Ry e {z,}ps1 C X
tais que z, "—5° & € T(2n, t) "= y. Se t, "—5° 00, entdo y € J* (). Caso contrario,
se {t,}n>1 ¢ uma sequéncia limitada, entao {t,},>1 admite uma subsequéncia {t,, }r>1

convergente, ou seja, t,, A para algum a € R,. Pela continuidade de 7,

T (s toy) gmase m(x,a).

Assim, usando a unicidade do limite, y = 7w (z,a) e, portanto, y € 7 (z). Deste modo,

Dt (z) C nt(x) UJT(z), o que querfamos demonstrar. [ |
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O exemplo a seguir mostra uma aplicagao do Teorema 1.2.

Exemplo 1.4. Considere o sistema em R?:
Ty = —,
/ (1.5)

Utilizando o Teorema 1.2, podemos escrever D (p) = 77 (p) U J*(p), p € R?. Assim,
para determinarmos DT (p) basta conhecermos o conjunto J*(p). Se p for um ponto
qualquer do eixo z1, entdo J*(p) = {(x1,22) € R* : z; = 0}. Caso p nao esteja
sobre o eixo z1, entdao J*(p) = @, Assim, se p for um ponto qualquer do eixo z; temos
DY (p) = nt(p) U{(x1,72) € R? : ; = 0} e se p ndo esteja sobre o eixo x;, temos
D¥(p) = 7" (p)-

Figura 2: Retrato de fase do sistema (1.5).



Capitulo

2

Sistemas semidinamicos impulsivos

Neste capitulo, apresentamos a teoria elementar de sistemas semidinamicos com im-
pulsos. Estamos interessados em uma estrutura semelhante aos sistemas semidinamicos
continuos que contemplem e generalizam alguns resultados da teoria classica. Nas segoes
deste capitulo definimos sistema semidinamico com impulso (sistema semidinamico im-
pulsivo), a fungao ¢, a w-invariancia, assim como os conjuntos limites impulsivos. As

principais referéncias para este capitulo sao [3], [17] e [24].

2.1 Definicao de sistema semidinamico impulsivo

Nesta se¢ao vamos definir o que é um sistema semidinamico impulsivo.

Apresentamos a seguir alguns conceitos que nos possibilitam definir um sistema semi-

dinamico impulsivo.

Definicao 2.1. Sejam (X, ) um sistema semidinamico, x € X et > 0. Definimos o

“passado” de x pelo sequinte conjunto
F(z,t) ={y € X : w(y, 1) = =}

epara D C X e A C Ry definimos

F(D,A) = | (U F(:c,t)) :

zeD \teA

24
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O préximo exemplo ilustra a defini¢ao acima.

Exemplo 2.1. Seja (R? 7) um sistema semidindmico em R?, onde 7((z,y),t) = (z+t,y)
para todo (z,y) € R? e t € R. Considere (z,y) = (1,1) e t = 1, entao F((z,y),t) =
F((1,1),1) = (0,1), pois (0,1) é o tinico ponto tal que aplicando 7 com o tempo ¢ =
1 é igual a (1,1). Se tomarmos A = [0,1] e (z,y) = (1,1) teremos F((z,y), ) =
F((1,1),]0,1]) = [0,1] x {1}. Agora, se considerarmos D = {1} x [0, 1], obteremos
F(D, /) =10,1] x [0, 1].

F({1} x [0,1], [0, 1]}

H
et
u

P, 1),0) A LA

Figura 3: Conjuntos F((1,1),1), F((1,1),[0,1]) e F(D,A).

Definicao 2.2. Um sistema semidinamico impulsivo, (X, 7; M, I), consiste de um sistema
semidinamico (X, ), um conjunto ndo vazio, fechado e de interior vazio M C X e uma
aplicacao I : M — X continua que cumprem as sequintes propriedades: para cada

x € M, existe ¢, > 0 tal que

F(x,(0,e,))NM=0 e =w(x,(0,e,))NM =0.

F(x,(0,¢.))

/\xv

m(z, (0,€,))

Figura 4: Trajetéria através de x.

Informalmente significa que se z € M existe um um intervalo de tempo (0, €,) que

podemos evoluir ou retroceder o sistema que nao encontraremos o conjunto M.

Dizemos que M é o conjunto impulsivo e que I é a aplicacao de impulso.
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Definigao 2.3. Dizemos que v € X é um ponto inicial, se F(xz,t) =0 para todo t > 0.

Lema 2.1. Seja (X, 7; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo. Se x € X \ M satisfaz
7(x, (0,4+00)) N M # 0, entdo existe s, > 0 tal que w(x,t) & M, para 0 < t < s, €
m(x,s,) € M.

Prova: Seja x € X satisfazendo m(x, (0, +00))NM # (). Como 7(z, (0, 4+00))NM # 0,
existe t; > 0 tal que w(z,t;) € M. Sendo M fechado e 7w, : Ry — X continua, segue
que o conjunto [0,t;] N w1 (M) é compacto. Entao, [0,¢;] N7, ' (M) possui um menor

elemento, digamos s, > 0. Portanto, s, > 0 satisfaz a propriedade desejada. |

Em vista do lema acima somos motivados a fazer as duas préximas definigoes.

Defini¢ao 2.4. Seja ¢ : X — (0, +00] uma fun¢ao definida da sequinte maneira:

| oo, se M*(x) =0,
¢(93)—{ Se, se MT(x) #0,

onde M*(z) = w(x,(0,400)) N M e s, € o nimero real positivo determinado pelo Lema

2.1.

Note que caso M (z) # 0, o niimero positivo ¢(x) representa o menor tempo no qual

a trajetoria de x encontra o conjunto impulsivo M.

Definigao 2.5. Dado x € X com ¢(x) < +00, dizemos que 7w(x, d(x)) € o ponto impulsivo

de x.

A Trajetoria tmpulsiva de x € X em (X, m; M, ) é uma aplicacao 7, definida em
um intervalo contido em R, que contém o zero com valores em X, dada indutivamente
da seguinte forma: Se M*(z) = 0, entdo 7,(t) = m(x,t) para todo t > 0 e ¢(z) = +o0.
Caso M*(x) # (), entao

), se t=¢(x),

= (1) = { w(x,t), se 0<t<o(x),

onde z; = I(z1), com 1 = 7(z, ¢(z)) € M. Vamos denotar x por z .

Note que neste caso o sistema tem um salto. Como ¢(x) < +00, 0 processo continua
mas, agora, iniciando em z;". Deste modo, caso M (z]) = ), entdo
T (t) = w(xl,t — ¢(xg)) para ¢(zf) <t < +o0 e p(af) = 4o00. Agora, se M+ (z]) # 0,
entao
) { m(af = ¢(ap)), se olap) <t < da) + dlat),
vg, se t=g¢(xg)+ o(zy),
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onde 3 = I(x;), com xy = w(27, ¢(x7)) € M.

Suponha que 7, esteja definida no intervalo [¢, 1 (x), t,(2)] e que 7. (t,(x)) = 7, onde
n—1
to(z) =0ety(z) = > ¢(x;) paran € N. Se MT(z}) =0, entdo 7, (t) = m(z,,t —t,(x))
i=0
para t,(z) <t < +oo e ¢(z;}) = +oo. Agora, se M (x}) # 0, entao

N {W(x;f,t—tn(x)), se to(x) <t < tup(a),

xt, se t=t,1(2),

onde ;7 = I(xy41) com 2,1 = 7(x), p(x})) € M. Assim, 7, estd definida no intervalo

[tn(x), the1(x)] €, com isso, no intervalo [0, t,1(x)].
A Figura 5 representa a trajetéria de um ponto x € X em um sistema impulsivo.
M
Xnt1 ?T(,i',: ] ¢('tn|' ))

X3 = J‘I(X.JI .q’(-"gl )

by = (x|, p(x)))

Figura 5: Trajetoria impulsiva através de x.

O processo acima é finito se M*(z;}) = () para algum n € Z,. Caso contrério,

M™*(z}) # 0 para todo n € Z,, entdo 7, estd definida no intervalo [0,7(z)), onde

T(x) = §¢<x:>.

Para z € X definimos

Frt) = 7lt), te0,T(x)).
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Definicao 2.6. A orbita positiva impulsiva de x € X € o conjunto:

7 (x) = {7(z,t) : t € [0,T(x))}.
Dado x € X uma das trés condicoes é satisfeita:

i) M*(z) = 0;
ii) para algum n € N, ;" estd definido para k € {0,1,2,3,4,....,n} e M™(z}) = 0;

iti) M™*(z}) # 0 para todo n € Z,.

Na primeira condicao acima, 7, é continua, na segunda, 7, possui um numero finito
de descontinuidades, ja na terceira, m, possui infinitas descontinuidades. Além disso, se
valem a primeira ou a segunda condi¢ao acima, temos T'(z) = +oo. Caso seja vélida a

terceira condigao entdo ou T'(z) = +oo ou T'(z) < +oc.

Hipé6tese (H1): Ao longo deste trabalho, vamos supor que para todo x € X, T'(x) =
+00.

Definigao 2.7. Dados A C X e B C R,. Definimos

(A =7 (@) e 7(AB)=|J{F@t) :te B}

€A z€eA

Exemplo 2.2. Considere a aplicacao

T X xR, — X

((z,t),8) — w((z,1),8) = (z,t+5),

onde X = E X Ry com E = {(x,y) € R* : 2* + y*> < 1}. Seja M = E x {2;3} e para

0+) onde o é um numero irracional. Definindo a aplicacio
)

z = re?, seja A(z) = rell
impulsiva [ : M — X por I(z,j) = (A(2),J — 2), temos que (X, 7; M, I) é um sistema
semidinamico com impulso.

Em particular, se considerarmos o = 7 no caso acima, temos algumas variagoes na
trajetoria de x, que dependem de onde o ponto inicial  se encontra. Vamos ilustrar

algumas dessas trajetdrias para o sistema semidinamico impulsivo. Note que se z = (z,1)
% e com t > 3 entdo ndo teremos impulso. A Figura 6 mostra a

5
)2

para algum z = re

trajetéria para x = (2,t), = (2,0) e z = (2, 2) com z = re? e t > 3.
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Figura 6: Trajetorias impulsivas através de .

Observacao 2.1. Seja (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo.

i) Note que, se © € M entao w(z,t) = w(x,t) para todo 0 < t < ¢(z), ou seja, nao ha
impulso no instante ¢ = 0. Para que a trajetoria de um ponto x € X sofra impulso,
devemos encontrar o menor tempo estritamente positivo para o qual esta trajetoria

encontra M
ii) Sejam = € X et > 0. Note que, existe k € Z, tal que t = t;(z) +t' com ty(z) =0,
k=1
te(x) = > d(af) e 0 <t/ < ¢(z;). Assim podemos escrever 7(z,t) = 7(z;, ).
i=0
A proposicao seguinte nos diz que 7 satisfaz o principio da identidade e a condigao
de semigrupo.

Proposicao 2.1. Seja (X,7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Se © € X,

entao:

a) ©(x,0) = x;

b) parat,s € [0,+00) tem-se 7(x,t + s) = w(7w(x,1),s).

Prova: Se 7 é continua nada temos para provar, ja que nao existe acao impulsiva.

Caso T nao seja continua, temos:
a) Segue do fato de w(z,t) = w(x,t), para 0 <t < ¢(z), e w(x,0) = x.
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b) Sejam t,s € [0,+00) e consideremos y = m(x,t). Pela Observacao 2.1, podemos
escrever 7(z,t) = w(a},t') para algum k € Zy, com 0 < ' < ¢(z})) et = t,(x) + ¢'. Da
mesma forma, podemos escrever 7(y,s) = w(y;",s') para algum | € Z,, com 0 < ¢ <

o(y) e s=1t(y) + 5. Como y =7(z,t) =m(a},t'), entao

Sy) = daf) —t eyl = a1,
para j € Z,. Assim,

s = ti(y)+¢
= o(yg) +oy) + - + By 1) + 8
= ¢($I§) —t'+ ¢($I—:+1) + o+ ¢($Z+z_1) + 5,

onde y; = y. Somando ¢ e s temos,

= Zgb(xj) +t’> + (2 d(x]) + 5" — t’)

com 0 < &' < ¢(x;,). Desde modo,

R (w,1),5) = 7y, 5) = 7y, ) = 7(5fs ) = 7o, toaa(@) +8) = Fa, t 4 5),

para 0 < s’ < ¢(x},,). A proposicao estd demonstrada. [ |

2.2 Continuidade da funcao ¢

Vamos estudar condi¢oes para que a fungao ¢ definida na segao anterior, que determina
o menor tempo estritamente positivo para o qual a érbita positiva de z € X sofre impulso
seja continua. Introduzimos o conceito de secado que permite descrever uma vizinhanca
de um ponto nao estacionéario de X de forma “paralela”, ou seja, como uma “caixa”em

que os semifluxos vao de um lado ao outro da caixa com um mesmo intervalo de tempo.

Definigao 2.8. Sejam (X, 7) um sistema semidinamico e x € X. Um conjunto fechado

S contendo x € dito se¢ao (A-sec¢ao), se existem A > 0 e um conjunto fechado L tais que:
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i) F(L,\) =8S;
it) F(L,[0,2)\]) € uma vizinhanca de x € X;

it1) F(L,O)NF(L,p) =0 para 0 <9 < p < 2.

Denominamos o conjunto F'(L,[0,2A]) de tubo (ou A-tubo) e o conjunto L de barra

(ou A-barra).

N F(L0)=L
F(L 20) F(L,.lk) S (L, 2

F(L, [0,2])

Figura 7: A-tubo F(L,[0,2)]).

Vamos denotar por Ly o conjunto fechado L de um A-tudo F(L, [0,2)]), chamado de

barra na Defini¢ao 2.8.

No que segue vamos apresentar dois lemas essenciais para discutirmos sobre a conti-

nuidade da aplica¢ao ¢.

Lema 2.2. Sejam (X, 7) um sistema semidinamico e x € X. Se S € uma A-se¢do através

dexe X, A>0,e0<pu<A\ entao S também é uma p-se¢ao através de x.

Prova: Se g = X\ nada temos para provar. Agora, sejam g com 0 < pu < A e
L, = F(Lx,A\—p). Como 7 é continua, entdao L, é fechado. Vamos provar que S é uma
p-secao através de x, ou seja, que sdo validas as condigoes i), i) e i) da Defini¢ao 2.8.

De fato, a condicao i) segue de
Yy € F(Lyp) & m(y,p) € Ly e m(r(y, n),A—p) € Ly e m(y,\) € Ly yeS.

Vamos mostrar que a condigao i7) é satisfeita. Como S é uma A-se¢ao através de z, existe
um aberto U; contendo x tal que U; C F(Ly, [0,2)]). SejaT = F(Ly, [0, \—p]U[A 1, 2X]).
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Mostremos que 1" é fechado. Se {z,},>1 C T com z, e z, entao para cada n € N,

existe {t,}n>1 C [0, A — ] U\ + u, 2)] tal que
7T(Zn, tn) € L.

Sendo [0, A — ] U [A + p, 2A] compacto, podemos supor sem perda de generalidade que

n—+o0 7

tn, — t€[0,\—pu]U[X+ u,2)]. Pela continuidade da aplica¢do m, obtemos que

n——400

T(zn, tn) —> m(2,1) € Ly.

Logo T é fechado.

Agora, note que S C T¢ = X\ T e T° é aberto. Entao existe um aberto Uy C T contendo
z. Assim, x € Uy N Uy com Uy N U, aberto. Provemos que Uy N U, C F(Ly, [0,24]). Dado
w € Uy N Uy, temos que w € F(L,,[0,2)]) e w € T¢. Isso implica que m(w,t) € L, para
algum A — 4 <t < A+ p. Considere o nimero s =t+pu— A. Seguede A —u <t < A+ pu
ques=t+pup—A>0e0<t+pu— A< 2u. Usando que

7T(7T('lU,t+ = )\)) A— /’L) = ﬂ-(wat) € L)n
temos
m(w,t+p—N) €L,

Portanto, w € F'(L,, [0,2u]). Vamos mostrar que a condi¢ao #i) também é vélida. Supo-
nha por absurdo que existam 0 < o < < 2 tais que F(L,,«a) N F(L,,B) # 0. Seja
v € F(L,,a)NF(Ly,B). Assim, 7(v,«) € L, e (7, 8) € L. Dal,

(v, a+ A= p) =7w(w(y, ), A —p) € Lyen(y, B+ —p) =na(w(y,5),A — p) € Ly.

Entao,
76F<L)\7OC+)‘_:UJ)HF(L)\75+)\_IU’)7

com 0 <a+A—pu<fB+X—pu <2\ oqueé um absurdo. Portanto, vale o item i),
completando a demonstracao do lema. |
A seguir sao apresentados os conceitos de TC-tubo e STC-tubo.
Definicao 2.9. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico com impulso.
i) Um A-tubo F(L,[0,2)\]) dado por wuma secao S através de x tal que
S C MNF(L,0,2)\]) é chamado de TC-tubo através de x. Dizemos que um ponto

x € M satisfaz a Condicao de Tubo e escrevemos abreviadamente (T'C), se existir
um TC-tubo F(L,[0,2)\]) através de x;
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it) Um A-tubo F(L,[0,2)\]) dado por wma se¢ao S através de x tal que
S=MNF(L,[0,2\]) € chamado de STC-tubo através de x. Dizemos que um ponto
x € M satisfaz a Condi¢ao Forte de Tubo e escrevemos abreviadamente (STC'), se

existir um STC-tubo F(L,[0,2)]) através de x.

O exemplo a seguir ilustra a diferenga entre as condigdes (TC) e (STC), vamos ver

que um ponto z € X pode satisfazer a condi¢ao (TC) e nao satisfazer a condigao (STC).

Exemplo 2.3. Considere o sistema semidinamico em R? dado por

m((z,9),1) = (z + 1,y) (2.1)

e M = {(x,y) e R* : 2 = 0} U{(z,y) € R* : & = y,z > 0}. Note que o ponto (0,0)

satisfaz a condigao (TC) mas nao satisfaz a condigao (STC). Veja Figura 8.

M M

(0,0)

A 4

Figura 8: Esbogo das trajetorias do sistema (2.1).

O préximo lema mostra que dado um TC-tubo (STC-tubo) através de x, F/(L, [0,2]),

com A-segao S, podemos “diminuir” F'(L, [0,2\]) preservando a sec¢ao S.

Lema 2.3. Seja (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Suponha que exista
um ponto x € X que satisfaca a condicio (TC) ((STC)) com uma A-se¢do S através

de x. Para qualquer 0 < n < X o conjunto S também é uma n-se¢ao com um TC-tubo

(STC-tubo).

Prova: Dado 0 < 1 < A. Pelo Lema 2.2, S é uma 7-secao através de x com o tubo
F(L,,[0,2n]), assim, pela defini¢ao de segao, F(L,,n) = S. Sendo S C MNF(L,,[0,2X]),
em particular S C M. Portanto, S C M N F(L,, [0,2n]), e o lema esta provado. [ |

Na préxima definigao vamos apresentar um tipo mais fraco de continuidade de uma

funcao.
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Definicao 2.10. Dizemos que uma funcao f : X — R € semicontinua superiormente
em um ponto a € X quando, para cada € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que se v € X e
d(z,a) < 9 entio f(x) < f(a)+ €. Dizemos que f : X — R ¢ semicontinua superior-
mente quando ela o for em cada ponto de X. Analogamente, dizemos que f € semicontinua
inferiormente em um ponto a € X quando, para cada € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que se

reX ed(zx,a) <0 entio f(x) > f(a) —e.

Em termos de sequéncias, f é uma funcao semicontinua superiormente em a € X
~ . n—-+00 . .
se, para toda sequéncia {z,},>1 C X com z, — a, tivermos limsup f(z,) < f(a).
n—-+o0o
De forma andloga, f é uma funcao semicontinua inferiormente em a € X se, para toda
A . n—-+00 . . . . ~
sequéncia {z,},>1 C X com z,, —> a, tivermos liminf f(z,) > f(a). Dizemos, entao,
- n—-+00
que f : X — R é continua em um ponto a € X se, e somente se, ela for semicontinua

superiormente e inferiormente no ponto a.

O exemplo abaixo mostra que a funcao ¢ nem sempre é continua.

Exemplo 2.4. Considere o sistema semidinamico e o conjunto impulsivo dados no Exem-
plo 2.3. Note que cada (x,y) € M satisfaz a condi¢ao (TC). Agora, note que ¢(0,y) =y
para y > 0 e que ¢(0,0) = +o00. Portanto, ¢ nao é semicontinua inferiormente no ponto
(0,0).

A seguir apresentamos alguns resultados que dizem quando a fungao ¢ é semicontinua

e quando é continua.

Teorema 2.1. Seja (X, 7; M, 1) um sistema semidindmico impulsivo. Entao, a fun¢ao ¢

¢ semicontinua inferiormente em qualquer x € X \ M.

Prova: Sejam x € X\ M e {z,},>1 C X uma sequéncia qualquer tal que z,, ar ey

Inicialmente, vamos supor que ¢(z) = +oo. Caso exista uma subsequéncia {z,, }r>1 tal

que {¢(x,, ) }k>1 convirja para algum numero real A > 0, entao
k—4o00
T (T, &0, ) "= (2, A).

Como 7(xp,, ¢(r,,)) € M para todo k > 1 e M é fechado, segue que w(z,\) € M e,
portanto, ¢(x) < A o que é uma contradi¢ao. Logo liminf d(x,) = +o0 = ¢(x).
n——+0oo
Agora, vamos supor que ¢(z) = ¢ com ¢ € (0,400). Seja | = liminf o(x,). Sel < 400
n——+0oo

entdo existe uma subsequéncia {x,, }r>1 tal que {¢(x,, ) }i>1 convirja para [. Assim,

(g, 02, ) 25 7(, ).
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Como m(xy,, ¢(z,,)) € M para todo k > 1 e M é fechado, segue que w(xz,l) € M e,

portanto, ¢(x) < I, ou seja, ¢(z) < lim inf ¢(z,), finalizando a demonstragao. [ |
n—-—+0oo

Teorema 2.2. Seja (X, 7; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo e suponha que x €

M nao seja um ponto inicial. Entao a func¢ao ¢ nao € semicontinua inferiormente em x.

Prova: Dado x € M um ponto nao inicial. Existem e > 0ey € X tais que 7(y, €) = x.
Podemos escolher y ¢ M. Sem perda de generalidade podemos supor 7(y, [0,€))NM = ().
Seja {€,}n>1 uma sequéncia crescente de numeros reais tal que €, > 0 para todo n € N
e €, "—5° e, Afirmamos que d(m(y,€,)) = € — €,, para cada n € N. De fato, primeiro
observe que (7w (y,€,), € — €,) = w(y,€) € M, para cada n € N. Agora, vamos supor por

absurdo que exista um ng € N tal que ¢(7(y, €,y)) = tn, < € — €py. Assim,

77(3/» €ng T tno) = 77(77(3/7 5no)vtno> €M,

com 0 < €,y < €, + tn, < €, contradizendo o fato de 7 (y,[0,¢)) N M = (). Deste modo,

definindo y, = 7(y,€,), n € N, temos que y, " e

n—+o00
O(Yn) = ¢(7(y, €n)) = € — €n =570 < P(x).
Portanto, ¢ nao é semicontinua inferiormente em z. |

O teorema seguinte apresenta condicoes suficientes para a semicontinuidade superior

da funcao ¢ em X.

Teorema 2.3. Se (X, m; M, I) é um sistema semidinamico impulsivo tal que todo x € M

satisfaz a condigao (T'C), entdo ¢ € semicontinua superiormente em X .

Prova: Seja x € X. Mostremos que ¢ é semicontinua superiormente em x. Se

¢(x) = 400, entao para toda sequéncia {z,},>1 C X com x, ar ety

limsup ¢(z,) < +oo0 = ¢(x).

n—-+o0o

Isto mostra que ¢ é semicontinua superiormente em x. Agora, suponha que ¢(z) = u €
(0,400). Neste caso, m(x,u) =y € M e n(z,(0,u)) N M = (. Usando o Lema 2.3 junto
com a hipétese que todo ponto em M satisfaz a condigdo (TC), existem 0 < € < u e um
conjunto fechado L tais que F(L, [0, 2¢]) seja um TC-tubo através de y € M com uma
e-segao S = F(L,e). Como F(L,|0,2¢]) é uma vizinhanca de y e m, ¢ continua, existe

uma vizinhanca V' de x tal que

7(V,u) = m, (V) C F(L, 0, 2€]).
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Assim, 7(z,u) € F(L,[0,2¢]), para qualquer z € V. Além disso, para qualquer z € V,

existe um ¢, € [0, 2¢] tal que
(z,u+t,) =n(n(z,u),t,) € L. (2.2)
Como u +t, — e > 0, segue de (2.2) que
(z,u+t,—¢€) € F(L,e)=S5C M.

Dali,
o(z) <u+t,—e<u+e=d¢x)+e

Portanto, ¢ ¢ semicontinua superiormente em . |

O proximo teorema nos diz quando a funcao ¢ é continua em x € X. Esse teorema é

uma juncao dos trés ultimos teoremas.

Teorema 2.4. Seja (X, m; M, ) um sistema semidinamico impulsivo. Se todo ponto que
pertenca a M nao é ponto inicial e satisfaz a condi¢ao (TC), entdo ¢ ¢é continua em

r € X se, e somente se, v € X \ M.

Prova: Suponha que ¢ seja continua em x € X. Se x € M entao, pelo Teorema 2.2,
¢ nao é semicontinua inferiormente em x, o que é uma contradigao, pois estamos supondo
que ¢ é continua em x. Logo x € X \ M.

Por outro lado, seja x € X \ M. Pelo Teorema 2.1, segue que ¢ é semicontinua inferior-
mente em x € X. Usando a hipdtese de que x nao é ponto inicial junto com o Teorema
2.3, concluimos que ¢ ¢é semicontinua superiormente em x. Portanto a funcao ¢ é continua

em 1x. |

Hipé6tese (H2): Ao longo desse trabalho, vamos admitir que M satisfaga a condigao

(STC) e que nao existam pontos iniciais em M.

2.3 Invariancia em sistemas com impulsos

Nesta secao, apresentamos a definicao de conjunto positivamente 7-invariante e de

conjunto [-invariante.

Os conceitos e alguns resultados de invariancia para sistemas semidinamicos com

impulsos sdo definidos e demonstrados de forma semelhante ao caso continuo.
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Definigao 2.11. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e A um sub-
conjunto de X. Dizemos que A € positivamente T-invariante se 77 (A) C A. Se

I(ANM) C A, dizemos que A ¢ I-invariante.

O préximo exemplo mostra que em geral nao existe relacao entre m-invariancia, -

invariancia e I-invariancia.

Exemplo 2.5. Considere o sistema semidinamico impulsivo em R dado por 7(z,t) = t+x,
M =1eI(l) = —1. Entao o conjunto A = [0,400) ¢ positivamente m-invariante mas
nao é positivamente 7-invariante e nem [-invariante. Agora, o conjunto B = [—1,1)
¢ positivamente w-invariante mas nao ¢ positivamente m-invariante, o conjunto C' =
[—2,2] é I-invariante mas nao é positivamente 7-invariante, ja o conjunto D = [1, +00) é

positivamente 7-invariante mas nao é I-invariante.

A préxima proposicao é um resultado andlogo a Proposicéo 1.3 para o caso com agao
impulsiva.
Proposicao 2.2. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Para todo x €

X, a drbita positiva impulsiva Tt (x) € positivamente T-invariante.

Prova: Seja y € 71 (z). Entéo existe um s > 0 tal que y = 7(x, s). Para todo ¢t >0
temos,

7(y,t) = 7(7(x,5),t) =7 (z,s+1t) € T (x).

Dai, 7 (y) C 7t (z). Como y ¢ arbitrario,
(7t (x)) C 7 (2).
A proposicao estda demonstrada. |

Em vista do Exemplo 2.5, as duas préximas proposicoes mostram uma forma de

relacionar 7-invariancia, /-invariancia e m-invariancia.

Proposicao 2.3. Sejam (X, m; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo e A um sub-
conjunto de X positivamente w-invariante e I-invariante. Entao A € positivamente 7-

mvariante.

Prova: Dado x € A. Se z néo sofre acao impulsiva, entao nada temos de mostrar, pois
por hipdtese A é positivamente w-invariante. Agora, suponha que x sofra agao impulsiva,
entao 7(z, [0, ¢(x))) = 7 (z, [0, ¢(x))) C A e

x1 =mw(z,¢(x)) € AN M.
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Por hip6tese A é I-invariante, dai, z{ = I(z;) € A. Deste modo, 7(z, [0, ¢(z)]) C A. De
forma andloga, 7(z1, [0, ¢(z1))) = m(a1, [0, d(a]))) C Ae

1y =7(z], o(x])) € AN M.

Novamente, como A é I-invariante, r; = I(z4) € A. Portanto, 7(z, [0, p(z)+o(x])]) C A.

De modo indutivo segue que 7+ (z) C A, o que querfamos demonstrar. |

Proposicao 2.4. Sejam (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e A um subcon-

jgunto de X fechado e positivamente T-invariante. Entao A é positivamente m-invariante.

Prova: Suponha por absurdo que A nao seja positivamente w-invariante. Entao,
existem x € A ety € R, tais que w(z,t) ¢ A. Seja Xy = {t € Ry : w(z,t) ¢ A}
Temos que X4 é limitado inferiormente, pois X4 C Ry, e X4 # 0 j4 que to € X4. Seja
w = inf X 4. Sendo

m(z,[0,¢(x))) = 7(z, [0, 6(x))) C A,

entdo w > 0. Pela definigdo de w, temos m(z, [0, w)) C A. Utilizando a continuidade de
7 e o fato de A ser fechado obtemos m(z,w) € A = A. Dai

m(m(x, w), [0, o(w(z, w)))) = 7(n(x, w), [0, p(m(z, w)))) C A.

Logo, m(z,[w,w + ¢(n(z,w)))) C A. Isto significa que 7(z,s) € A, para s € [w,w +
¢(m(x,w))), o que contradiz o fato de w ser o infimo de X 4. Portanto, A é positivamente

m-invariante, demonstrando a proposicao. |

A seguir, vamos mostrar que sobre certas hipoteses uma componente conexa de um

conjunto positivamente m-invariante ¢ positivamente m-invariante.

Proposicao 2.5. Sejam (X, m; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo e A um sub-
conjunto de X compacto e positivamente T-invariante. Se E ¢ uma componente conexa

I-invariante de A, entao E ¢ positivamente T-invariante.

Prova: Dado = € E. Por hipétese temos 7(z, [0, ¢(z))) = 7(x, [0, ¢(x))) C A. Sendo
[0,¢(x)) conexo e w continua, entdo m(x,[0,p(x))) C E. Se ¢(x) = +oo concluimos a
prova. Do contrario, se ¢(x) < +o0o, entdo z; = 7(z,¢(x)) € E = E pela continuidade

de 7. Usando a hipétese que E é [-invariante, temos z{ = I(z;) € E. Logo,

w(x, [6(x), o(x) + d(x7))) = 7(a7, [0, ¢(27))) C E.
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Se ¢(x]) = +oo concluimos a prova. Caso contrdrio, se ¢(z]) < +oo, entdao zo =
(2], ¢(xf)) € E = E pela continuidade de 7. Novamente, pela hipétese que E é
[-invariante, temos x5 = I(z2) € E. Continuando com este processo concluimos que

7T (x) C E. Portanto, E é positivamente 7-invariante, o queriamos provar. |

2.4 Conjuntos limites

A seguir, apresentamos os conjuntos limites impulsivos. Provamos, por exemplo,
que estes conjuntos sao positivamente w-invariantes quando nao interceptam o conjunto
impulsivo. Além disso, exibimos alguns lemas de convergéncia, lemas que sao muito

importante no desenvolvimento desse trabalho.

Definigao 2.12. Seja (X, m; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo. Para cada x €

X, definimos o conjunto limite positivo impulsivo de x por

Lt (z) = (7 (. [t. +00)).

t>0

O prolongamento do conjunto positivo impulsivo de x € dado por

JHx) = JFB(;e), 7).

e>0t>0T1>t

O congunto prolongado impulsivo de x €

D*(z) = (JF(B(z:e),1).

e>0t>0

Assim, como no caso continuo (sem agao impulsiva) podemos dar uma caracterizacao

através de sequéncias para os conjuntos limites L™ (z), J*(z) e D (x).

Lema 2.4. Sejam (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X. Entdo,

a) Lt (z) = {y € X: existe uma sequéncia {t,}n=1 C R, tal que

tn "2 5o e 7(x,t,) mas y};

b) Jt(z) = {y € X: existem sequéncias {x,}n>1 C X € {tptns1 C Ry tais que

n—-400 n—-400

Ty, — X, t, — 00 eT(Ty,ty) mare };

¢) D¥(z) = {y € X : existem sequéncias {xp ns1 C X € {tn}ns1 C Ry tais que

n——+00

T, — x eq(Tp,ty) noree y}.
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Prova: A demonstracao deste lema segue as mesmas ideias da prova dos Lemas 1.1
e 1.2, |

Proposigao 2.6. Seja z € X. Os conjuntos LT (z), J*(z) e D*(z) sio fechados em X.

Prova: O resultado segue da propria definigao destes conjuntos. |

Tendo em vista até aqui a semelhanca com o caso sem agao impulsiva, somos levados
a acreditar erradamente que dado = € X, L™ (x) é positivamente T-invariante. O exemplo

abaixo mostra que tal afirmagao nao é verdadeira.

Exemplo 2.6. Considere o sistema impulsivo em R? dado por:

r =,
y,_0>
I:M —s N,

onde M = {(z,y) e R® : 2 +y* =9}, N = {(z,y) e R* : 2 + y* = 1} e a fungdo I é
definida da seguinte forma: para z € M, considere o segmento de reta cujos extremos sao
a origem de R? e o ponto z. Entao definimos I(z) € N como o ponto de intersegao do
segmento de reta com o conjunto N.

Seja p = (1,2). Entao Z*(p) = {(x,y) € R? : x € [1,3],y = 0}. Por outro lado,
¢ = (3,0) € L*(p) mas 7+ (q) = 7 (¢) ndo estd contido em L*(p). Portanto, L (p) nao ¢

positivamente 7-invariante. A Figura 9 abaixo ilustra a trajetéria do ponto p.

Figura 9: Trajetéria impulsiva do ponto p.

Hipotese (H3): Ao longo deste trabalho também vamos supor que M N I1(M) = .

Como a aplica¢do 7 nao é necessariamente continua, entao os lemas de convergéncia

a seguir, sao de grande importancia para o desenvolvimento deste trabalho.
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Lema 2.5. Sejam (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X \ M. Seja
{zn}n>1 C X wma sequéncia tal que z, "2 ». Dado t > 0, exriste uma sequéncia

{entno1 C R, com e, "=5°0, tal que (2, t + €,) "—5° 7(a, 1),

Prova: Seja t > 0. Para provar esse lema vamos separar em quatro casos distintos.

Caso 1: Suponha que ¢(z) = +oo. Como = € X \ M, entao ¢ é continua em z. Isto

implica que ¢(z,) mare P(x)

. Assim, existe ng € N tal que ¢(z,) > t, para n > ny.
Entao no intervalo [0, ] ndo ocorre impulso para n > ng, ou seja, m(z,,t) = 7(z,,t), para

n > ng. Escolhendo a sequéncia ¢, = 0 para todo n > 1, temos

n—-+00

T(zn, t+€,) = T(2n,t) = 7m(2n,t) — 7(x,t) =7(x,t).

Caso 2: Suponha que 0 < t < ¢(x) < +o00. Seja € > 0 tal que € < ¢(x) — ¢, isto é,

n—-+00

t < ¢(x) —e. Como ¢(z,) — ¢(x), existe ny > 0 tal que ¢(z,) > ¢(x) — € > t, para
n > ny. Entdo, 7(z,,t) = m(z,,t) para n > n;. Assim, sendo t < ¢(x) e escolhendo a

sequéncia €, = 0 para todo n > 1, temos

T (2, t + €n) = T(2n, ) = T(2n, ) "=5° (2, t) = 7 (x, 1)
Caso 3: Suponha que t = ¢(z) < +o00. Sejam z; = 7(x,t) e zf = T(x,t) = I(x1).
Como ¢(z,) gmare ¢(z), entdo podemos supor que ¢(z,) < 400, para todo n € N. Note

n——+00

que (zn)1 = 7(2n, #(2n)) — (x,¢(x)) = z1. Usando a continuidade de I temos
(za)] = I((za)1) "= I(a) = o]
Como |¢(2,) — d(z)] "25° 0, escolhendo €, = ¢(2,) —t temos €, "5 0 (t = ¢(x)). Logo
F(zpst + €3) = (20, d(20)) = I((z0)1) "=5° 2f = 7(x,1).

Caso 4: Suponha que 0 < ¢(z) < t. Neste caso, existe m € N tal que t = t,,(x) + 1/,

m—1
com 0 <t < @(x}) e t(x) = >, ¢(x)). Definamos {(z,);}i>1 indutivamente por
i=0

(zn)1 = 7(2n, 6(2n)) € (2n)i1 = 7((zn)]", 6((20),)),

n—-4o00

para i € N. Como ¢(z,) — ¢(z), temos
()1 = (2, B(20)) "=5° 7(x, P(2)) = 71
Usando a continuidade de I,

()i = I((z)1) "= L(a1) = 2.
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Como ¢((z,)7) "25° ¢(x1), pois =7 ¢ M, temos

(zn)e = 7((z0) &((20))) "= w(af. d(a})) = 2.

. . . n—-+00 . . .
Prosseguindo com este raciocinio, obtemos (z,); — z; para todo i € N. Pela continui-

dade de I, segue que

(zn>z+ ity xj?

para i € N. Assim,

)nﬁ+w

tm(zn) — tm(z)=t—1t.

Defina a sequéncia {€,},>1 por €, = t,(z,) +t —t, n € N. Note que ¢, "2 .

, , n—-+00 .
Como ¢ é continua em e (z,)) — ., m € N, para n suficientemente grande vale

0 <t < o((zn)}). Entao

n—-+00

T(zn, t + €,) = T (2n, tn(20) 1) = 7((20) 5, ) = 7((2,) )0, 0) "= w(x} V') = 7(z, ),

finalizando a demonstracao do lema. |

Lema 2.6. Sejam (X, m; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo, x ¢ M e {xp}n>1 C

n——+00

X\M com z, " Sea, "0 eaq, >0 para todo n € N, entdo 7(x,,a,) — x

Prova: Como z ¢ M, pela continuidade de ¢ em X\ M, ¢(z,,) "==° ¢(x). Daf como

n——+00

a, — 0, podemos assumir que
3
@ < P(zy) < ¢2(x) e 0 < ay, < d(zn),

para todo n € N. Assim,

T(Tn, ) = (T, ) mare 7(z,0) =z,

o que demonstra o lema. [ |

Lema 2.7. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e z € X\ M. Suponha
que {x, }n>1 C X com x,, "ZEC x. Entdo, dadot > 0, existe uma sequéncia {€, tn>1 C Ry

tal que e, "=5°0 € T(xp, t + €,) "—5° T (2, ).

Prova: De acordo com o Lema 2.5, existe uma sequéncia {7y,},>1 C R tal que
n—-+00

Yo —> Oe
T(Tn, t 4 Yn) "= T (2, 1), (2.3)

Escolhendo €, = v, + |7a|, » € N, temos €, > 0 com ¢, fmare 0, pois v, "ZE° . Usando
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(2.3) e o Lema 2.6, para n suficientemente grande,
(@, b+ €n) = F (T, t+ Y+ [nl) = FF (@, t 4 ), [al) "= 7w, ).

Portanto, o lema esta provado. |

Lema 2.8. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e z € X\ M. Suponha

que {Tp}n>1 C X com x, "2 x. Dadot > 0 com t #ti(z), k € N, e {\,}n>1 C Ry

Ao . —+ ~ o~ —+00 ~
uma sequéncia satisfazendo N, "— t, entdo 7 (Tp, \n) — 7(x,t)

Prova: Note que, se t = 0 o resultado segue diretamente do Lema 2.6. Agora, seja

n—-400

tr(x) <t < tpy1(x) para algum k € Z,. Como ¢(x,) — ¢(x), obtemos,
(@)1 = (@, $(an)) "= 7, $()) = 1.
Pela continuidade da fungao I, segue que
()i "5 .

Com o mesmo raciocinio, ¢((2,)7) "=5° ¢(a7). Assim,

(n)2 = m((2a)], $((@a)]) "= m(af, d(af) = 2.

Novamente, pela continuidade de I,

De forma geral, seguindo o raciocinio, temos
(wa)f "Gl e (@) T (e,

para cada k € Z,, onde (2,)f = @, e zf = 2. Como A, "=5° t e ti(z) < t < by (2),
podemos supor que
tr(zn) < A < tryr (). (2.4)

Por (2.4) e pela continuidade de 7, temos

n—-+o00

T(@p, M) = T((20) A — ti(20)) "= m(2f ¢ — te(2)) = T(x, 1),
finalizando assim a demonstragao do lema. |

Lema 2.9. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo, x € X \ M et > 0.

Suponha que {\,}n>1 C Ry € tal que A\, > t, para cada n € N, e A, "ZEC . Se
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{Zn}n>1 C X € uma sequéncia convergente com x, fmare x, entao existe uma sequéncia
{Bn}n>l C R+ tal que ﬁn _> Oe 7T(£n7 )\ + ﬁn) n_H_OO %(x>t)

Prova: Note que, se t # ti(z) para k € N entao, pelo Lema 2.8, segue o resultado.
Agora, se t = t(x) para algum k € N, como \, > t para todo n € N, podemos escrever

Ap =t + 8, com s, > 0es, —5 0. Como o((zn)]) Aty ¢(x]) para cada j € Zy,

entao
tr(an) "= (2.
Defina T,, = ty(x,) — ty(x), n € N. Dai
T, =570

e N, = ty(x,) — T, + sp, n € N. Considerando 3, = |T,,|, n € N, e usando o Lema 2.6,
temos

(@, A + Br) = T(@n, te(zn) — T + 50 + |T0|) = T(T( @0, te(@)), [T0] — Tp + 50) =

T((2n) 5Tl = T + s0) mare x =7 (z,t), o que querfamos provar. [ |

Lema 2.10. Sejam (X, 7; M,I) um sistema semidinamico impulsivo, © € X \ M e

te {xn}n>1 C X

n—>+oo

t = tg(x) para algum k € N. Sejam {\,},>1 C Ry com A,

—+
tal que x, "— x.

n——+00

a) se A\, <t para todon € N, entio w(xp, \n) — Tp;

b) se A\, >t para todo n € N, entdo {7 (x,, \n) tn>1 possui uma subsequéncia convergente

em 7t (x).

Prova: a) Como )\, <t para todo n € N, entao ¢ possivel encontrar uma sequéncia
—+
{$n}ns1 C [0, 6((w,)f ) com s, "= é(z; ) e um ng € N tal que A, = tj_1(2,) + Sn

para todo n > ng. Dal,

%(xnv)‘n) = %(Inatk—l( )‘I'Sn) W((x )2_ 1’Sn)

= W((xnm—lasn) e m((x )k 1 (xk 1)) = T

b) Usando a prova do Lema 2.9 para t = ti(z), temos A\, = tx(z,) — T, + s, com

n—-4o00 n——400
{5n

$,>0,7T, — 0es, — 0. Se — T, }n>1 admite uma subsequéncia {s,, — T}, }i>1

tal que s,, —T,, > 0 pata todo [ € N entao, pelo Lema 2.6, temos

l—+o00

%(Slim, Am) = %('x”l’tk('x”l) Tnl + Sﬂl) - W((xm>k7 Tnl + Snl) — ‘T—l: € A7TJ+(£C)
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Agora, suponha que {s, — T}, },>1 admita uma subsequéncia {s,, — T, };>1 tal que s,, —

T,, < 0 para todo [ € N. Podemos escrever

/\”l = tg— 1(xnz> + ¢(<x”l>k 1) Tm + Snys

I € N. Note que ¢((wn,)i ;) — Ty, + Sn, > 0 para [ suficientemente grande. Entao,

aﬂxmv /\nz> = (ﬂ-(‘rﬂl? b 1(xm>>7 ¢((xm>k 1) Tﬂl + Sﬂz)
= ((xm)k—lv ¢(<xnz> —1) — Ty + 3”1)
(

4
k
= ( xm);——lv ¢((xm)z_1) - Tnl + Snz) l—>_+0>0 71-(1‘2_—17 ¢(xz_1)) =T € 7’?+($)’

finalizando a demonstracao do lema. |

No que segue, mostramos que se retirados os pontos em comum com o conjunto M,

os conjuntos Lt (z), J*(z) e D*(z) se tornam positivamente 7F-invariantes.

Teorema 2.5. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X, entdo

Lt (z) \ M ¢ positivamente T-invariante.

Prova: Sejam y € LT (x) \ M e t > 0. Existe uma sequéncia {t,},>1 C R, tal que
n—-+00

t, — o0e

T t,) "0y (2.5)

Usando (2.5), e o Lema 2.7, obtemos uma sequéncia {e,}n>1 C Ry com €, "= 0 tal
que

n—4+00 ~

T(x,ty +t+e€,) =7(T(r,t,), t+€,) — 7(y,t).

Como t, + t + €, "=5° oo, concluimos que 7(y,t) € LT(x) \ M, o que queriamos

demonstrar. [ |

Teorema 2.6. Sejam (X, m; M, I) um sistemas semidinamico impulsivo e x € X, entdo

JH(x)\ M e D*(z) \ M sdo positivamente T-invariantes.

Prova: A prova deste teorema segue os mesmos argumentos da prova do Teorema
2.5. |

Lema 2.11. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo, | € R, e A C X
nao vazio e relativamente compacto. Entdo o conjunto 7(A,[0,1]) C X € relativamente

compacto.

Prova: Note que se [ = 0 nada temos para provar. Suponha que [ > 0. Seja

{yn}n>1 C T(A,]0,1]). Entao existem sequéncias {a,}n>1 C A e {t,}n>1 C [0,1] tais que
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Yn = T(an,t,), n € N. Como A é relativamente compacto e [0,[] é compacto, podemos
supor que

a,"aecd e t,"ETe0,1].

Vamos considerar dois casos: quando a ¢ M e quando a € M.
Caso 1: Suponha que a ¢ M. Se t # t;(a) para k € N entao, pelo Lema 2.8,

F(an, tn) "5 7 (a, 1)

n—-400

Agora, se t = ti(a) para algum k € N entao, pelo Lema 2.10, 7(ay,t,) —+ =z ou
{7 (an, tn) }n>1 possui uma subsequéncia convergente, o que demonstra o lema nesse caso.

Caso 2: Suponha que a € M. Como M satisfaz a condigao (STC) existem um conjunto
fechado L e um STC-tubo F(L,[0,2)]) através de a com A-segao S. Por hipdtese o tubo

¢ uma vizinhanca de a, logo existe n > 0 tal que
B(a,n) C F(L,[0,2]).
Denotemos H, e H, os conjuntos
Hy =F(L,[\2\)NB(a,n) e Hy=F(L,[0,A])N B(a,n).

Temos dois casos a serem estudados: quando a, € H; para uma quantidade infinita
de indices e quando a, € H, para uma quantidade infinita de indices. Sem perda de
generalidade podemos supor que {a,},>1 C H; e que {an}n,>1 C Hs como mostra a

Figura 10.

F(L,[0,2)]) F(L,[0,2)])

Figura 10: H; e H,.

Suponha inicialmente que {a,}n>1 C Hy. Note que ¢(a,) "==° 0 e I(a) ¢ M. Se
t # tx(I(a)) para todo k € Ne 0 <t < ¢(I(a)) entao, pela continuidade de 7 e de I,

T (an, tn) "5 w(I(a),t).
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Porém, se t > ¢(I(a)), existe k € N tal que
f = tk(I(a)) + s,

onde 0 < s < ¢(I(a)). Assim, podemos obter uma sequéncia {s,},>; C Ry tal que

tn = trs1(an) + s, comn € Ne s, "ZF° 5. Pela continuidade de I temos

(an>2—+1 ety ](a),i—,
para k € N, e
%(ana tn) = %(ana tk+l(an) + Sn) = W((an)z—kp Sn) Aty W((I(a))ia 3)-

Se t = t,(I(a)) para algum k € N, também temos dois casos a considerar: quando t, <t
para uma quantidade infinita de indices e quando ¢,, > ¢ para uma quantidade infinita de
indices. Suponha que t, <t para n € N. Existe uma sequéncia {s,},>1 C R, tal que

tn = ti(an) + s, para todo n € N e s, "=5° ¢(I(a){_,). Entdo,
T (ans tn) = T(an, tr(an) + 50) = 7((an)f, 50) "5 w((a)f_y, oL ()i_)) = (@)

Analogamente, podemos assumir que t, > t para cada n € N. Deste modo,
T (s ) "2 I(a)}

Agora, suponha que {a,},>1 C Hy. Se t # t(a) para k € Ne 0 <t < ¢(a), entao
F(an, tn) "=5° 7(a, 0).

Se t > ¢(a) entao existe k € N tal que t = t,(a) + s, onde 0 < s < ¢(a}). Assim,

n—+00

T(an, t,) — 7(al,s).

Caso t = ty(a) para algum k € N, também temos dois casos a considerar. Suponha

inicialmente que t,, < t, para n € N. Entao
T(an, tn) — m(ag_y, dlay_,)) = a.

Se t, > t, paran € N, entao

T(an,t,) — a

completando a demonstracao do lema. |

Lema 2.12. Sejam (X, m; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo e x € X. Suponha
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que gb( ) < 400 para todo j € 7, entio

T (x) =7 (z) ULt () U{z; : j € N},

onde x; = w(x}_\, ¢(x],)), j € N. Note que se ¢(x]) < +oo para cada j = 0,1,....k e

P(x), ) = 400, entdo

THx) =7 (@) UL (@) U{z; - 5= 1,2, ... k+1}.

Prova: E suficiente mostrar que x+(z) C <7?+(x) ULt (z)U {z;:j€ N}) . Seja

y € T+(z). Entdo existe uma sequéncia {y, }p>1 C 7 (z) tal que

Y "y,
Como {yn}n>1 C 7' (x), temos vy, = m(z,t,) para cada n € N, onde {¢,},>1 ¢ uma
sequéncia em R, . Podemos assumir que,
lim ¢, = +o00 ou lim ¢, =a < +o0.
n——+o0o n—-+o0o

n—>+oo n——+00

Se t, +00, entao y € L*( ). Agora, suponha que ¢, — a. Vamos dividir em
duas situagoes: quando a # ti(z) para todo k € N e quando a = #;(x) para algum k € N.
Inicialmente suponha que a = t;(x) para algum k& € N. Se existir uma subsequéncia

{tn, }r>1 de {t,}n>1 tal que t,, < a, k € N, entao existe um inteiro N; > 0 tal que
(2, tn,) = W(xli——lvt,)a
para ny > Ny, onde t,, = tp_1(z) +t, 0 <t < d(z} |) et A —" Pz ). Assim,
(2, tn,) = 77(5’:;—17 t') e W(ﬁm Qb(x—l:—l)) = Tg.

Assim, y =z, € {z; : j € N}. Se t,, = a, para uma infinidade de k, o resultado segue
direto. Agora, se nao existe t,, que t,, < a para cada k € N, entao existe um inteiro
N5 > 0 tal que

(2, tn,) = (), ),
para ny > No, onde t,, = tx(x) +5,0< ¢ < ¢(x}) e s "EZEC 0. Dad,

Tx, by, ) = w(z, s') "2 af

Portanto, y =z} € 7 (z).

Por outro lado, se a # t,(x) para todo k € N. Entao podemos obter um [ € Z, tal que
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ti(r) < a <t 1(x). Logo existe um N3 > 0 tal que

7(x, t,) = m(z;, 1))

—+00

para n > N3, onde 0 <t/ < ¢(x;) e !, "5 a — t;(x) < ¢(z]). Entdo
T, t,) = m(zf ) =50 w2, a — ti(@)).

Portanto, y = m(z;",a — #;(z)) € 7" (z), finalizando a demonstragao.



Capitulo

3

Conjuntos minimais

Neste capitulo, apresentamos a teoria de conjuntos minimais para sistemas semi-
dinamicos impulsivos. Estudamos apenas o necessario para avancar ¢ obtermos resultados
desejados no proximo capitulo. Para referéncia e mais informagoes pode ser consultado
[13].

3.1 Conjuntos minimais

No que segue, definimos o conceito de minimalidade para sistemas semidinamicos

impulsivos.

Defini¢ao 3.1. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que um

conjunto A C X € minimal se as sequintes condigcoes forem satisfeitas:

i) A\ M #0;
1) A € fechado;
iii) A\ M ¢ positivamente T-invariante;
iv) A nao admite subconjunto proprio satisfazendo as propriedades i),1i) e iii).

Exemplo 3.1. Seja (X, 7; M, ) um sistema semidinamico impulsivo. Suponhamos que
exista um ponto x € X \ M tal que I(n(x,¢(x))) = x. Entdao A = 7(z, [0, p(x)]) é um

conjunto minimal.

50
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Teorema 3.1. Seja (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. O conjunto A C X

¢ minimal se, e somente se, A =7t (x) para todo x € A\ M.

Prova: Inicialmente, suponha que A seja minimal. Dado x € A\ M. Como A\ M ¢

positivamente 7m-invariante e A é fechado, segue que

7t(z) C A=A

Note que 7t (z) \ M # 0, 7t (x) é fechado, usando o Lema 2.12, a Proposi¢ao 2.2 e o

Teorema 2.5, temos que 7+ (x) \ M é positivamente 7-invariante. Como A é minimal
devemos ter 7+ (x) = A.

Agora, vamos mostrar a condigao suficiente. Seja B C A tal que B\ M # (), B ¢ fechado
e B\ M é positivamente 7-invariante. Dado b € B\ M, segue que b € A\ M. Por hipdtese

temos que 71 (b) = A. Como B \ M é positivamente 7-invariante, temos

BC A=7*(b) C B.

Entao A = B e, portanto, A ndo admite subconjunto préprio o que implica em A ser um

conjunto minimal. Isto demonstra o teorema. |

O teorema a seguir mostra uma outra forma de caracterizar um conjunto minimal

considerando uma hipotese adicional.

Teorema 3.2. Seja (X, 7; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo. Dado A C X e

suponha que L*(z) \ M # 0 para todo © € A. Entio A ¢ minimal se, e somente se,
A= L*(x) para todo z € A\ M.

Prova: Vamos mostrar primeiro a condi¢ao necesséaria. Seja x € A\ M. Pelo Teorema

3.1 podemos escrever A = 7t (x). Dai
L*(z) C A.

Por outro lado, LT (z)\ M # 0, L*(z) é fechado e, pelo Teorema 2.5, o conjunto L™ (z)\ M

é positivamente w-invariante. Pela minimalidade do conjunto A obtemos
A=L*(x).

Vamos mostrar agora a condicao suficiente. Suponha por absurdo que A nao seja minimal,
ou seja, existe um subconjunto préprio de A, B C A, tal que B\ M # (), B é fechado
e B\ M é positivamente m-invariante. Dado b € B\ M, segue que b € A\ M. Dali,
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por hipétese temos A = L*(b). Como B\ M é positivamente 7-invariante e B ¢ fechado,
obtemos
A=L*(b) CB.

Logo, A = B e isto é uma contradicao. Assim A nao admite subconjunto préprio e,

portanto, A ¢ minimal. O teorema esta provado. |

A demonstracao do Teorema 3.2 nos motiva ao seguinte resultado.
Teorema 3.3. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dado A C X um

conjunto minimal e x € A\ M um ponto tal que L™(x)\ M # 0. Entio A= L*(x).

Prova: A demonstragao deste teorema se encontra na prova do Teorema 3.2 na

condicao necessaria. [ |

A seguir, o lema mostra que sob certa condicao a érbita positiva de um ponto x € X

¢ continua.
Lema 3.1. Seja (X, 7; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se 7 (x) é um con-

Junto minimal entdo, 7 (x) = n(z).

Prova: Para provar que 7 (x) = 7t (z) é suficiente mostrarmos que ¢(r) = +oc.

Suponhamos por absurdo que ¢(z) < +00. Entao

vy =7n(z,0(x)) € M ez €mt(z).
Como 7 (x) é fechado, pois 71 () é minimal, segue que

T €T (),

o que é uma contradicao, pois pela definicao da trajetéria impulsiva, pontos de impulsos

nao podem estar na trajetoria de x. Portanto ¢(x) = +oo. [ |

Na proxima definicao apresentamos um tipo especial de minimalidade, esse tipo de

minimalidade nos permite obter mais resultados para sistemas semidinamicos impulsivos.

Definicao 3.2. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que um

conjunto A C X é I-minimal se as sequintes condicoes forem satisfeitas:

i) A\ M # 0;

i1) A € fechado;
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iit) A\ M ¢ positivamente T-invariante;
iv) I(ANM) C A;

v) A nao admite subconjunto proprio satisfazendo as propriedades i), i), 1) e 1v).

O lema a seguir apresenta um resultado sobre a I- invariancia do conjunto z+(x) Ele

nos permite dar uma caracterizagao para os conjuntos /-minimais.

Lema 3.2. Seja (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Suponha que exista
e >0 tal que (M, [0,€e]) N I(M) = 0. Entio I(L*(z) M) C L*(x), comz € X.

Prova: Suponha que LT (z) N M # 0 para algum = € X. Seja a € L*(z) N M. Entio

existe uma sequéncia {t,},>1 C Ry tal que t, "2 oo e 7(x,t,) "2 4. Como M

satisfaz a condigao (STC), existe um STC-tubo F(L, [0,2)\]) através de a dado por uma
segao S C M tal que S = M N F(L,[0,2)\]). Podemos assumir A\ < e. Além disso, como

o tubo é uma vizinhanga de a, existe um 7 > 0 tal que
B(a,n) C F(L,[0,2)]).
Considere os conjuntos H; e Hy da mesma forma que na demonstragao do Lema 2.11,
H, =F(L,[\2\)NB(a,n) e Hy=F(L,[0,\])N B(a,n),

veja Figura 10. Seja {7(z,t,,)}r>1 uma subsequéncia de {7(z,t,)},>1. Afirmamos que
existe um numero natural [ > 0 tal que {7(x,¢,,)}n,> C Hi. De fato, suponhamos por
contradigao e, por comodidade, que {7(z,t,, ) }r>1 C Ha. Seja yp = 7(x,t,,),k € N. Pela
propriedade de tubo, existe s € [0, A] tal que F'(yx, sx) C S para cada k € N, ou seja,

7T(}?(yk; Sk)a Sk) = Yk,

k € N. Seja ky > 0 tal que ¢, — s > 0 para todo k > ky. Como
“+oo
%(wi ¢ U F<ykv Sk)?
k=1
para todo t > 0, pois I(M) N M = (), existem ¢}, € (t,, — Sk, ln,| € wr € M tais que
I(wy) = m(x,t,) para todo k > k.

Também, temos que

I(wy) = 7(x,t,) € F(L,[0,\]) para todo k > k.
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Como F(L,[0,)\]) C w(M,]0,€]), temos
I(wy,) € ©(M,[0,€¢]) N I(M),

para todo k > kg, o que contradiz a hipotese. Deste modo, existe um numero
natural [ > 0 tal que {7(x,ty)}n,> C Hi. Logo o(7(z,ty,,)) kodee o g

[(r (7 (2, ), 9(F (. t,)))) "=5° I(a), ou seja,
T, tn, + (7 (2, 10,))) 25 I(a).

Portanto, I(a) € L*(z), finalizando a demonstracéo. [ |

Teorema 3.4. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Suponha que exista
€ > 0 tal que m(M, [0,e])NI(M) = (. Entdo o conjunto A C X é I-minimal se, e somente

se, A=7t(x) para todo x € A\ M.
Prova: A demonstragao segue do Lema 3.2 e da prova do Teorema 3.1. |

Corolario 3.1. Seja (X,m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Suponha que
evista € > 0 tal que m(M,[0,¢]) N I(M) = (. Entdo o conjunto A C X ¢é I-minimal

se, e somente se, A € minimal.

Prova: A demonstracao segue do Teorema 3.1 e Teorema 3.4. |



Capitulo

4

Movimentos recorrentes e quase

periodicos

Neste capitulo, apresentamos e exploramos conceitos sobre movimentos recorrentes
e quase periddicos. O conceito de pontos assintéticos para os pontos m-periédico, quase
m-periddico e a estabilidade de Zhukovskij foram apresentados. No sistema dinamico
discreto, apresentado na ultima secao, vamos ter condicoes suficientes para obter a quase
estabilidade de Zhukovskij via estabilidade de Lyapunov. Usaremos com frequéncia os
lemas de convergéncias do Capitulo 2. Para referéncias e mais informagoes podem ser
consultados [13], [14], [22] e [23].

4.1 Movimentos quase periddicos
No que segue, definimos um ponto quase m-periédico. Nessa definicao, podemos
observar que um ponto 7-periédico é um ponto quase m-periédico mas nao vale a reciproca.

Definicao 4.1. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que um
ponto x € X € quase T-periddico se para todo € > 0, existir um T = T(e) > 0 tal que para

cada o > 0, o intervalo [, « + T'] contenha um nimero 7, > 0 tal que

d(m(x,t + 7o), 7(x, 1)) <€, para todot > 0.

No préximo resultado tratamos de pontos pertencentes ao fecho da orbita positiva

impulsiva de um ponto quase m-periddico.

95
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Teorema 4.1. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e v € X quase T-
periddico, entio cada pontoy € T+(x)\M € quase T-periddico. Além disso, se {1, : o > 0}
¢ uma familia de quase periodo de x entdo {7 : a > 0} € uma famdlia de quase periodo

para cada y € T+ (z) \ M.

Prova: Seja ¢ > 0. Como z € X ¢ quase m-periddico entao existe um 7' = T'(e) > 0

tal que para cada o > 0, o intervalo [o, &« + T'] contém um nimero 7, > 0 tal que

d(T(z,t +74),7(x, 1)) < para todo t > 0. (4.1)

€

37

Seja y € 7+ (z) \ M. Entéo existe uma sequéncia {\}n>1 C Ry tal que
Yn = %(l‘a >\n) ni>00 Y.

Para cada o > 0, considere 7, € [, o + T satisfazendo (4.1). Fixe ¢t > 0. Pelo Lema 2.7,

: A . n—-400
existe uma sequéncia {€,},>1 C Ry tal quee, — 0Oe

n—-+o00

%(ym t+ €n> — %(ya t)

n——+o00

Note que, t +7,+€, > t+7, paratodon € Net+7,+¢, — t+7,. Logo, pelo Lema

2.9, existe uma sequéncia {f,}n,>1 C Ry tal que f, "0 e
F(Yns b+ Ta + €n 4 Bn) "5 Ty, t 4 74). (4.2)

Além disso, como 7(y,t) ¢ M, pelo Lema 2.6, temos
T(Ynot + €n + Bu) "= F(y, 1). (4.3)

Portanto de (4.2) e (4.3), existe um ny € N tal que, para todo n > ny,

A(T(Yn, t + €0 + Bn), T(y, 1)) < Ce AT (Y, L+ Ta + €+ Bn), T(y, t +74)) <

¢
3 3

Defina v,, = €, + 3., n € N. Note que,
AT (Ynos t + Vo) s T(Ynos t + Ta + Vng)) = d(T(T, Ang + 1+ Vng), T(T, Ang + 1+ Ta + Vg ))-

Dai, por (4.1), temos

d(%(ynou t+ %m)a %(ynov L+ 7o + 7710)) <

Wl m
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Entao, usando as equagoes (4.4) e (4.5), obtemos

d(7(y,t), 7y, t+7a)) < d@(Y, 1), T(Ynost + Tno)) + AT (Ynos t + Vo )s T(Yngs t + T + Vng))
+ AT (Yng, t + T+ Tno), T (Y, t + 7a)) < €,

Isso mostra que y é quase m-periodico.

Note que os mesmos 7, da definicdo de x ser quase 7-periédico foram usados para

demonstrar que y € 7+ (x) \ M ¢ quase 7-periodico. [ |

O teorema que acabamos de ver nos diz que y € 7w+ ( )\ M é quase m-periddico sempre
que z for quase m-periédico, mas nao nos diz nada quando y € M. O proximo teorema

val tratar deste caso.

Teorema 4.2. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo, x € X quase T-
periddico, y € T+H(2)NM e {yp}nz1 C T () uma sequéncia tal que y, "==° y. Assumindo

a notacao da prova do Lema 2.11, temos:

a) se {Yn}n>1 admite uma subsequéncia {yn, }k>1 C Ha, entdo y € quase T-periddico.

Além disso, y admite a mesma familia de quase periodo de x;

b) se {Yn}n>1 admite uma subsequéncia {y,, tr>1 C Hi, entdo I(y) € quase T-periddico.

Além disso, 1(y) admite a mesma familia de quase periodo de x.

Prova: a) A prova deste item segue os mesmos argumentos da prova do Teorema 4.1.

b) Seja y € 7r+( ) N M, sem perda de generalidade vamos supor que {y,}n>1 C Hi.

Entdo ¢(y,) "=5° 0 e, pela continuidade de 7 e I, temos

2 = T (Yns DY) "= 1(y).

Como {z, },>1 C 77 (x)\ M (Hipétese H3), segue do Teorema 4.1 que z, é quase periddico,
para cada n € N. Assim, dado € > 0, existe um 7" = T'(§) > 0 tal que para cada a > 0, o

intervalo [, o + T'] contém um nimero 7, > 0 tal que
A7 (20, 1), T2yt + Ta)) < § (4.6)

para todo t > 0 e todo n € N. Fixe a >0, 7, € [, +T] e seja t > 0. Como I(y) ¢ M

n—-—+

(Hipétese H3) e pelo Lema 2.7, existe {¢,},>1 C R, tal que e, "= 0 e

Tz, t + €n) "= T(I(y), 1). (4.7)
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Noteque t+ 7, +€, >t+7,, nENe

n—-4o00

L+ 7o +6, —> t+ Ty,

Assim, pelo Lema 2.9, existe uma sequéncia {f,},>1 C Ry tal que f, "ZE0 e
T(Zn b+ To + €0 + Bn) "= T(I(y), t + 7a). (4.8)
Como 7(I(y),t) ¢ M entdo, por (4.7) e pelo Lema 2.6, temos
T(zn,t + €n + Ba) "= 7(I(y), 1) (4.9)

Defina 7, = €, + B,, n € N. Portanto de (4.8) e (4.9), existe um ny € N tal que, para

todo n > ny,

AT (zp, t + ), T(L(y), 1)) < ; e d(T(2n,t + T+ ), T(L(y), L + 74)) < (4.10)

Wl ™

Assim, usando (4.6) e (4.10), temos

(I(y),1), 7 (2ngst + Vno))
+ d(T(Zngs t + Vo), T(Zngs t + Ta + Vno )

N

d(m(I(y),t), 7(I(y),t+7)) <  d

+ d(T(2ng, T+ Ta + Vo), T (Y), T+ 7)) < €.
E, assim, finalizamos a demonstracao do teorema. |

A definicao, a seguir, diz respeito ao conceito de conjuntos relativamente densos.

Definicao 4.2. Dizemos que um conjunto D C R, ¢é relativamente denso em R, se

existir um numero L > 0 tal que DN [t,t + L] # 0 para todo t € R, .

Apresentamos, agora, um resultado que relaciona o conceito de ponto quase -

periddico e conjunto relativamente denso.

Lema 4.1. Seja (X,m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Um ponto x € X
¢ quase T-periddico se, e somente se, para todo € > 0 o conjunto D(e) = {1 € Ry :

sup d(7(z,t +7),7(x,t)) < €} € relativamente denso em R .
teRy

Prova: Seja z € X quase T-periédico, entao dado € > 0 existe um 7' = T'(5) > 0 tal

€
2
que para cada a > 0, o intervalo [a, « 4+ T'] contenha um nimero 7, > 0 com

A (2, 1), 7 (2,1 +70)) < %
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para todo t > 0. Dai, sup d(7(z,t),7(2,t +7,)) < 5 < . Logo
teRy

D(e) N, +T] # 0,
para todo o > 0, demonstrando que o conjunto D(e) é relativamente denso em R,
Por outro lado, seja € > 0 e suponha D(e) relativamente denso em R, . Entao existe um

T > 0 tal que D(e) N [, « + T] # O para todo o > 0. Daf, para cada o > 0, existe um
To € D(€) N [a, a + T tal que

sup d(7(x,t), m(z,t +7,)) < €.
teR4

Deste modo

d(m(z,t), m(z,t + 74)) < €.

Portanto x € X é quase m-periddico, finalizando a demonstracao do lema. [ |

J& definimos quando um ponto x € X ¢ quase m-periddico. Agora, vamos definir
quando um ponto x € X é mw-recorrente. Esses dois conceitos s@o os principais tipos de

movimentos a serem estudados nesta secao.

Definigao 4.3. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que um
ponto x € X é w-recorrente se para todo € > 0, existir um T = T'(€) > 0 tal que para cada

t,s >0, o intervalo [0,T] contenha um nimero T > 0 tal que
d(7(z,t),7(z,s+ 7)) <€
Uma drbita positiva T+ (x) é chamada de T-recorrente, se x € X é T-recorrente.

Observacgao 4.1. Se x € X é m-recorrente, entao dado € > 0 existe "= T'(¢) > 0 tal que
nt(z) C B(w(z,[t,t +T)),¢), para todo t > 0.

O resultado seguinte apresenta condi¢oes suficientes para um ponto ser w-recorrente.

Teorema 4.3. Sejam (X, m; M,I) um sistema semidinamico impulsivo e A C X um

subcongunto compacto e minimal. Se x € A\ M, entdo x € T-recorrente.

Prova: Suponha por absurdo que z nao seja w-recorrente, isto é, existem € > 0 e

Sequéncias {Tn}nZM {Sn}nzl, {tn}n21 C R+ tais que Tn nﬂoo 400 e

d(7(z, t,), (2,80 + 7)) > €, (4.11)
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para todo 7 € [0,7,],n € N. Como x € A\ M e A\ M é positivamente m-invariante,

temos
{%(Ji,tr)}nzl Cc A \ McCA

~ T,
{71'(1’, Sp + 7)}n21 CA \ M C A.
Sendo A compacto, podemos supor, passando para uma subsequéncia se necessario, que
~ n—-+00
m(x,t,) — a€ A
Tn n—-+00

%(x,sn+7) — be A

Agora, vamos dividir essa demonstra¢ao em dois casos: quando b ¢ M e quando b € M.

Caso 1: Suponha que b ¢ M. Fixe t > 0. Inicialmente, suponha que ¢ # t,(b) para
todo k € N. Neste caso, pela continuidade de 7 e I, existe um 6 > 0 tal que d(y,b) <

entao
A7 (y, 1), 7(b,1)) < . (4.12)
Por outro lado, podemos obter um ny € N tal que
T,
— >1
> "
A(F (2, tny), @) < 3, (4.13)
- T,
d(?T(SC, Spe T 7()), b) < 0.
Usando (4.11), (4.12) e (4.13), obtemos
- - T ~ T, -
d(7(b,t),a) > d(7(x,sn, + - t),a) — d(7(x, Sny + - * t),7(b,1))
~ Tn ~ ~
> d(ﬂ'(l‘, Sng + 70 + t)’ W(I’ tno)) - d(ﬂ-(xa tno)> a)
T,
—d(7 (2, 8y + % +1),7(b, 1))
Lo, _c_€_¢
- 3 3 3
Logo, para todo ¢ > 0 com t # t;(b), k € N, temos
dF7(b,1),a) > § (4.14)

Agora, suponha que ¢t = t;(b) para algum k£ € N. Assim, podemos tomar uma sequéncia
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{\ a1 C Ry tal que A, fmare t(b) com
tk(b) <A, < tk+1(b),
k € N. Usando (4.14), podemos escrever

A (b, M), @) = 3,

para todo n € N. Deste modo, pela continuidade a direita de 7, obtemos

Portanto podemos concluir que

para todo t > 0. Dal,
a ¢ (b),

o que é um absurdo, pois pelo Teorema 3.1, deveriamos ter 7 (b) = A ja que A é minimal
ebe A\ M, o que demonstra o teorema neste caso.
Caso 2: Suponha que b € M. Como M satisfaz a condigao (STC), existe um STC-

tubo F'(L,[0,2)]) através de b dado por uma segao S C M tal que S = M N F(L,[0,2]).

Além disso, como o tubo é uma vizinhanca de b, existe um 1 > 0 tal que
B(b,n) C F(L,[0,2A]).
Considere os conjuntos H; e Hy da mesma forma que na demonstracao do Lema 2.11,
Hy =F(L,[\2\)NB(b,n) e Hy=F(L,[0,\])NB(bn),

veja a Figura 10. Seja w, = 7(z, s, + %), n € N, note que w, ", Aqui, vamos
analisar dois casos: quando {w,, },>1 admite subsequéncia em H; e quando {wy, },>1 admite
subsequéncia em Hs.

Suponha, primeiramente, que a sequéncia {w,},>1 possua uma subsequéncia {wy,, },>1

r—-+00

em H;. Neste caso, temos ¢(w,,) — 0. Logo
7 (wn,, $(wn,)) "= 1 (b),

ou seja,

~ Tn T o0
T(x, S, + 2’” + d(wn,)) = I(b).

Como A\ M é positivamente 7-invariante e z € A\ M, segue que I(b) € A = A. Considere
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w(I(b),t), t > 0. Se t # t,(1(b)) para todo k € N, segue da continuidade de 7w e I que
existe um d > 0 tal que se d(y, I(b)) < 0, entao

A(F (y. 1), F(IB),1)) < 5. (4.15)
Podemos obter um ry € N tal que
ZTO >t + @(wn,, ),
dﬁ@j%%®<§, (4.16)
~ T,
d(ﬂ-(xa Snro + TO + ¢(wnr0)> I(b)) < 0.
Usando (4.11), (4.15) e (4.16), obtemos
Trg t T”To T”To -T
y Tl HES TR =T
e
- _ 1,,,
d(m(1(b),t),a) > d(7(x,sn,, + 5 + ¢(wn,,) +1),a)
T, ~
—d(T (2, sn,, + =7 + P(wn,,) +1),7(1(0), 1))
T, - -
> d((2, $n,y + 7 + O(Wn,) + 1), 7(2, ) — d(T (2, 80,,), @)
T, -
(2 50y + ) ), (), 1)
R
- 3 3 3
Entao, para todo ¢t > 0 com t # t;(1(b)), k € N, temos
AF(I(B).1).0) > 3. (4.17)

Agora, suponha que t = t,(1(b)) para algum k € N. Assim, podemos tomar uma sequéncia
{Antns1 C Ry tal que A, "=5° 4,(1(b)) com

tr(1(b)) < A < tis(1(b)),

k € N. Usando (4.17), podemos escrever
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Portanto podemos concluir que

AF(I(0). 1), a) >

Wl m

para todo t > 0. Dal,

a ¢ (b)),
o que é um absurdo, pois pelo Teorema 3.1 deveriamos ter 7+(I(b)) = A ja que A é
minimal e I(b) € A\ M.

Suponha, agora, que a sequéncia {wy,},>1 possua uma subsequéncia {wy, }s>1 em H.

S——+00

Considere 0 < A < ¢(b). Como w,, — b, temos
F(wa,, A) T F(D, ),

ou seja,

~ Tn S—>+00 ~
7(x, Sn, + 28 +A) 27 (b, N).

Como A\ M ¢ positivamente m-invariante e z € A\ M, segue que

~ Tn
7(x, sp, + 25 +A) €A\ M C A,

para todo s € N. Isto implica que
by=7b,A\)cA=A

e, além disso, by ¢ M, (HipStese H3). Considerando 7(by,t) e, usando a prova do Caso

1, temos
~ €

A(F(br, 1)) > 5,

para todo t > 0. Dal,
a ¢ %+(b>\)v

o que é um absurdo, pois pelo Teorema 3.1 deveriamos ter 7% (b)) = A jd que A é minimal
e b)\ c A \ M.
Portanto x é m-recorrente e o teorema estd demonstrado. |

O proximo lema é um resultado que relaciona o conceito de ponto 7-recorrente e

conjunto relativamente denso.

Lema 4.2. Seja (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo tal que 7T (x) € com-
pacto para algum x € X \ M. A drbita positiva 7+ (x) € T-recorrente se, e somente se,

para cada € > 0 o conjunto K. = {t € Ry : d(z,7(z,t)) < €} € relativamente denso.
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Prova: Suponhamos inicialmente que 7+ () seja 7-recorrente. Pela Observagao 4.1,
dado € > 0 existe T'= T'(¢) > 0 tal que d(7(z,t),7(z, [, + T])) < € para todo t > 0 e
para todo o > 0. Em particular, d(z, 7(z, [a, « + T])) < €, para todo o« > 0. Deste modo

K. N[oa,a+T] #0.

Portanto, K. é relativamente denso.

Por outro lado, suponha que K, seja relativamente denso para todo ¢ > 0. Vamos provar
que 7 (z) é m-recorrente. Como %+—(:c) é compacto, pelo Teorema 4.3 é suficiente mostrar
que %+—(:c) ¢ minimal. Suponha por absurdo que ?TT(x) nao seja minimal, entao existe um
subconjunto préprio A C 7+ (z) tal que A\ M # 0, A é fechado e A\ M é positivamente
m-invariante. Note que = ¢ A, pois A\ M é positivamente 7-invariante e A é fechado.
Assim d(z, A) = d > 0. Escolha 0 < ¢ < £. Segue da hipétese que existe T' = T'(¢) > 0
tal que

K.N[a,a+T]#0, paratodo a > 0. (4.18)

Seja g € A\ M. Como A\ M é positivamente T-invariante, temos que 77 (q) C A. Entao
d(x,m(q,t) > d(x,A) =d > 2¢, paratodot > 0. (4.19)

Por outro lado, como g € 7+ (x) e ¢ ¢ M entdo, pelo Lema 2.12, g € 7 (x) ou q € Z+(x)
Primeiro suponha que ¢ € 7 (z). Entao ¢ = 7(z,s) para algum s > 0. Usando (4.19)
obtemos d(x,7(z, s + t)) > 2¢ para todo t > 0. Assim

K.N[s,s+T] =0,

o que contradiz (4.18). Agora, Suponha que ¢ € E+(x) Entao existe uma sequéncia
{\n}n>1 C Ry tal que A, " Lo e T(x, \n) e q. Por hipotese, para cada )\, existe
nn € 10,77 tal que

d(z, 7(x, Ay + 1)) < €, (4.20)

para todo n € N. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que 7, mare n € [0,T].

Como 7, mare n, 7(x, \) " g eq ¢ M, segue do Lema 2.8 que

n—4+00 ~

%(T,)\n—f—ﬂn) — 77((]7T]>7

se n # tx(q) para todo k € N. E, se n = t,(q) para algum k € N entdo, pelo Lema 2.10

n—-400

mare F=7(g,n) ou T(x,A\Hm) — G

T(x, Ay + 1) — ¢
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Fazendo n — +o00 em (4.20), temos
d(z,m(q,m)) < ¢ (4.21)
ou
d(z,q) < e. (4.22)

Se (4.21) ocorrer, segue de (4.19) a seguinte desigualdade
2e < d(z,7(g;m) <,

o que ¢ uma contradicao.
Agora, se (4.22) ocorrer, tomamos uma sequéncia {s, },>1 C Ry tal que 0 < s, < é(q;_;)

n——+0o00

e s, — &(q ). Entdo, por (4.19), obtemos
A, 70, s () + 50)) = dz, 7 (g1, 52)) > 2,

onde ¢(q*,) = 0. Isto implica que d(z,qx) = liril d(x, m(q_ |, 8n)) > 2€, 0 que contradiz
n——+0oo

(4.22). Portanto 7+ (z) é minimal. O que queriamos demonstrar. [ |

O seguinte resultado apresenta uma relacao entre ponto quase 7-periédico e 7-

recorrente.

Teorema 4.4. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e 7+ (x) compacto

para todo x € X \ M. Se x € X \ M quase T-periddico, entao x € w-recorrente.

Prova: Dado ¢ > 0, existe T' = T'(¢) > 0 tal que para cada a > 0, o intervalo

[, @ + T'] contém um nimero 7 = 7(a) > 0 tal que
d(m(x,t), m(x,t+ 7)) <, (4.23)
para todo t > 0. Seja K, = {s € R, : d(z,7(z,s)) < e}. Logo por (4.23) temos
K. Nlo,a+T]#0,

para todo o > 0. Dai, segue do Lema 4.2 que = é 7-recorrente, o que demonstra o

teorema. [}

Nosso proximo resultado mostra condicoes para obtermos que o fecho de uma orbita

positiva impulsiva seja compacta.

Teorema 4.5. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e X um espaco

métrico completo. Se x € X € quase T-periddico entao o conjunto T+ (x) é compacto.
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Prova: Sejam € > 0 e 2z € X quase m-periddico. Pelo Lema 4.1, o conjunto D(§) é

relativamente denso em R, . Dali,

d(m(z,t + 1), 7(x,t)) <

)

A~ o

para todo t € R e para todo 7 € D(§). Isso implica que

A7 (z,t+m), 7(x, t+72)) < d(7(x, t4+7), 7 (2, t))+d(7(z, t+72), 7 (2, 1)) < =, (4.24)

N

para todo t € R e para todo 71,7 € D(5).
Defina a = inf{r : 7 € D({)}. Entdo existe uma sequéncia {7,},>1 C D(§) tal que

n—+o00 ~ , ’ N .
T, — «eT, >« paratodon € N. Como 7(x,-) é continua a direita, temos

n—4+00 ~

T(z,t+71,) — 7(x,t+ ).

Agora, usando (4.24), temos

d(7(z,t +a),m(x,t + 7)) <dT(z,t + @), 7(x,t +7,)) +d(7T (2, t + 7,), 7 (2, T + 7))
< d(F (@t + ), 7@t + 7)) + 5,

para todo t € Ry e para todo 7 € D(%). Dai fazendo n — +o00, temos

£
4

d7(z,t+a),7(x,t+7)) < (4.25)

€
>
para todo t € Ry e para todo 7 € D(§).

Como D(%) é relativamente denso em R, existe L > 0 tal que D(§) N [t,t + L] # 0 para
todo t € Ry. Seja S > L, entao podemos escolher 79 € D(§) N [S — L, S] (observe t = S
- L). Logo, por (4.25),

d(7(z,S),7(z,S — 15 + ) = d(7(z, (S — 75) + 75), 7 (x, (S — 75) + @) < €.
Isto implica que 7(z, S) € B(w(x, [, L + ), €) para todo S > L. Assim,

#(x,t) € BF(,[0,L + a]),€) € B(Qa,¢)

para todo t > 0, onde @, = 7(x, [0, L + a]). Pelo Lema 2.11 segue que @, é compacto.

Dai, 7+ (x) é totalmente limitado e, como X é completo, concluimos que 7+ (x) é compacto.

O teorema estd demonstrado. [ ]

Corolario 4.1. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo, x € X \ M quase

m-periodico e X completo, entdo x € w-recorrente.
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Prova: A demonstracao segue do Teorema 4.4 e do Teorema 4.5. ]

Agora, definimos a estabilidade de Poisson para um ponto x € X.

Definicao 4.4. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que um

ponto x € X ¢ positivamente Poisson T-estdvel se x € LT (z).

O proximo teorema relaciona os conceitos de ponto 7-periédico com a estabilidade de

Poisson.

Teorema 4.6. Seja (X, m; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo. Se x € X € quase

T-periddico, entao LT (x) = 7+ (x). Além disso, x € positivamente Poisson T-estdvel.

Prova: Notemos inicialmente que LT (z) C 7+(z). Por outro lado, sejam ¢ > 0 e

n—-4o00

y € 77 (x). Entdo existe uma sequéncia {\,},>1 C Ry tal que 7(z, A,) — y. Deste
modo, existe um ng € N tal que

d(m(z, \n),y) < 3 n > ng.

Como z é quase m-periddico, pelo Teorema 4.1, w(x, \,) é quase T-periédico para todo
n € N com a mesma familia de quase periodo de x. Entao existe um 7" > 0 tal que, para

cada n € N, o intervalo [n,n 4+ T contém um nimero 7, > 0 tal que

d(7(z, A\p), 7(x, \y + 7)) < =, para todon € N.

DN ™

Portanto, para n > ng, temos
d(m(x, Ay 4+ 70),y) < d(T(x, Ny + 1), T(x, A\n)) +d(T (2, M), y) < €.

Como A\, + 7 "=5° 400, entdo y € LT(z). Logo at(z) C Lt(x). O teorema esté

demonstrado. [ ]
4.2 Movimentos assintoticamente quase perioédicos
Nesta secao é apresentado o conceito assintotico para alguns tipos de pontos e a es-

tabilidade de Zhukovskij. Aqui apresentamos, também, a definicao de reparametrizagao

do tempo, definicao importante para o desenvolvimento da teoria.

No que segue, apresentamos a definicio de uma reparametrizagao do tempo e de

pontos assintoticos.
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Definicao 4.5. Dizemos que uma funcaio h : Ry — R, € uma reparametriza¢ao do

tempo se h € um homeomorfismo e h(0) = 0.

Definigao 4.6. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Um ponto x € X
¢ chamado assintoticamente T-periddico (resp., assintoticamente T-estaciondrio, assinto-
ticamente T-recorrente, assintoticamente Poisson w-estavel) se ezistir um ponto p € X
T-periddico (resp., estaciondrio, T-recorrente, positivamente Poisson w-estavel) e uma re-
parametrizacao do tempo hy tais que

lim d(7(x,t), 7(p, hy(t))) = 0.

t—+o00

Observagao 4.2. Se h é uma reparametrizacio do tempo, entdao sua inversa h~' é uma

reparametrizagao do tempo. Se tivermos s = h(t), t € R, entao
d(@(x,), 7(y, h(t))) = d(T(z, h7(s)), 7 (y, 5))-

O proximo lema relaciona um ponto assintoticamente quase m-periédico com sua 6rbita

positiva impulsiva.

Lema 4.3. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se x € X € assin-
toticamente quase T-periddico (resp., assintoticamente T-estaciondrio, assintoticamente
T-periddico), entao cada ponto y € Tt (x) € assintoticamente quase w-periddico (resp.,

assintoticamente T-estaciondrio, assintoticamente T-periddico).

Prova: Suponha que z € X seja assintoticamente quase m-peridédico. Entao, existe
um ponto p € X quase m-periédico e uma reparametrizacao do tempo h, : Ry — R,
tais que

lim d(7(z,t), 7(p, hy(t))) = 0. (4.26)

t—4o00
Seja y € mH(x), assim y = 7(x,s) para algum s € R,. Note que, pelo Teorema 4.1

q =7(p, hy(s)) é quase T-periddico. Considere a funcao g, : R* — R™* definida por
gy(t) = hy(t +s5) — hy(s), (4.27)

t € Ry. Observe que g,(0) = 0 e g, é uma fungao continua com inversa g, ) =
h'(t + hp(s)) — s que também é continua, entdo g, ¢ uma reparametrizacio. Deste
modo, usando (4.26) e (4.27),

d(7(y, 1), (g, gy(1))) = d(T(x, 5 + 1), 7 (D, hp(s) + hp(t +5) — hy(s)))

t——+o00

=d(T(x,s+t),T(p, hy(t +5))) — 0.
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Portanto, y € 71 () é assintoticamente quase T-periddico.

Com o mesmo raciocinio desta demonstracao provamos os outros casos. ]

Teorema 4.7. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e X um espaco

métrico completo. Se x € X € assintoticamente quase T-periddico, entao:

a) 7 (x) é compacto,

b) z+(x) coincide com o fecho da drbita de algum ponto quase T-periodico.

Prova: a) Sejam z assintoticamente quase T-periédico e € > 0. Entao existem um
ponto p € X quase m-periddico, uma reparametrizacao do tempo h, : Ry — R, e um
to > 0 tais que

d(m(z,t),7(p, hy(t))) < (4.28)

Y

A~ o

para todo t > ty. Portanto,

7z, [to, +00)) C BF (), 7).

Usando o Teorema 4.5, temos que 71 (p) é compacto. Assim, existem py,...,pr € T (p)

tais que
nt(p) C B (pl, i) U..uB (pk, i) . (4.29)
Consequentemente,
= € € €
B(~+ ,—) B( ,—) B( ,—).
T (p), ;) © B(prg )Y UB (g

Seja h,(ty) = n. Pelo Teorema 4.6, fﬁ(p) =7t (p), logo, p1,...,px € z+(p). Dai. podemos
obter \; > 1 tal que

d(7(p, Aj),pj) < i, (4.30)

para cada j € N. Entao, usando (4.29) e (4.30), temos

() C B (%(p, M), g) U..UB (%(p, ), %) .

Para cada j € N, seja s; > ¢, tal que h,(s;) = A; (pois A\; > n = h,(t)). Deste modo, de
(4.28),
d(%(x> Sj)a %(p7 )‘])) = d(%(l‘, Sj)a ’ﬁ(pa hp(sj))) <

Afirmamos que 7(z, [ty, +00)) C B (7(z,51),€) U... U B(7(x, sg), €).

NUPING e

De fato, seja a €

7(z, [to, +00)), entdo existe um jo € N tal que

(4.31)

DO ™

d(avpjo) <
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Assim, de (4.28), (4.30) e (4.31), temos

d(CL, 7~T(SII, Sjo)) < d(avpjo) + d<pj07 %(p7 Ajo)) + d(%@) )‘j0>7 7~T(SII, Sjo)) < ¢

Portanto, 7(z, [tg, +00)) é totalmente limitado e fechado e, assim, é compacto ja que X é

completo. Usando o Lema 2.11, o conjunto 7(z, [0,to]) é compacto. Provamos entao que

7t (x) é compacto.

b) Consideremos o ponto p quase T-periédico encontrado na prova do item a) acima.
Afirmamos que LT (z) = 7+ (p). De fato, seja ¢ € 7t (p). Pelo Teorema 4.6, temos que
q € L*(p). Entéo existe uma sequéncia {s, },> C Ry com s, "—5° 400 e 7(p, 5,) "—5° ¢
Como

A, 1 (52)),0) < A (@, by (5)), 7 (. 5.) + A (p. 52). )

e r é assintoticamente quase m-periédico, entao

A7, b (52)),0) "2 0.
Como h,,*(sn) "2 L oo, temos que ¢ € LT(x) e, portanto, 7+ (p) C Lt (x).

Por outro lado, seja ¢ € L*(z). Entdo existe uma sequéncia {\,}ns1 C Ry tal que

An "2 400 e Tz, Ay) "2° g, Pelo Teorema 4.5, 7+ (p) é compacto. Dai, a sequéncia

{7(p, hy(An)) }n>1 admite uma subsequéncia convergente. Sem perda de generalidade

vamos assumir que

lim 7(p, hy(An)) =y € TH(p).

n—-+o0o

Como
d(m(z, An), y) < d(T(z, An), T(p, hyp(An))) + d(T(p, hp(An)), )
e r é assintoticamente quase m-peridédico, entao

A7 (2, \n), y) "2 0.

Pela unicidade do limite ¢ = y € 7+ (p) o que implica EJF(x) C 7t (p), completando a

prova do teorema. |

Apresentamos agora o conceito de estabilidade de Zhukovskij.

Definigao 4.7. Seja (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que um
ponto x € X \ M é Zhukovskij quase T-estavel com respeito ao conjunto A C X, se para

todo € > 0 existe 6 = d(x,e) > 0 tal que se d(z,y) < d para y € A, entdo podemos
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encontrar wma reparametrizacao do tempo h, tal que

d(m(x,t),7(y, hy(t))) <€,  para todo t > 0.

Um subconjunto B C X é Zhukouvskij quase T-estdvel com respeito ao conjunto A C X,

se cada ponto z € B é Zhukovskij quase m-estavel com respeito ao conjunto A C X.

Teorema 4.8. Seja x € X \ M satisfazendo as sequintes condigoes:

a) 7t (x) é compacto;
b) LT(z)\ M é Zhukouskij quase T-estdvel com respeito ao conjunto 7+ (z);

c) z+(x) =7t (p) para algum ponto p quase T-periddico.
Entao x € assintoticamente quase w-periddico.

Prova: Seja e > 0. A condi¢io ¢) nos diz que LT (z) = 7+(p) para algum ponto p

quase m-periddico. Assim, existe T =T(e) > 0 e 7, € [n,n + T| tais que

d(m(p,t +7,),7(p,t)) < =, paratodot>0etodon e N.

DN

. . ~ n—400 n—400
De acordo com o 1tem CL), podemos assumir que 7T(33, Tn) — q. COl’IlO Tn — —I—OO,

temos que ¢ € LT (z) = 7+(p). Vamos considerar dois casos a seguir: quando ¢ ¢ M e
quando g € M.

Caso 1: ¢ € 7 (p) \ M.
Pelo Teorema 4.1, ¢ é quase m-periédico com a mesma familia de quase periodo de p.
Entao

d(m(q,t +7,),7(q,t)) < =, paratodot>0etodon e N, (4.32)

DN

Agora, como ¢q € Z+(x), pela condicao b), existe 6 = 0(q, 5) > 0 tal que se y € 7" (z) e

d(q,y) < 9, entdo podemos encontrar uma reparametrizacao do tempo h, tal que

d(m(q,t),7(y, hy(t))) < =, paratodot> 0.

N |

Pela convergéncia 7(z,7,) "= ¢, existe um ng € N tal que d(F(z, 7y, ), q) < 0. Deste

modo, existe uma reparametrizacao hg tal que

d(m(q,t),7(z, T, + ho(t))) < =, para todo t > 0. (4.33)

DN
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Defina h, : Ry — R, por

t : t €10, T,
hq(t) — se [ T O]
ho(t — Tng) + Tng,  SE€ t> Ty
Note que h, ¢ uma reparametrizagdo do tempo. Além disso, usando (4.32) e (4.33),
d(%(l‘, hq(t))a ’ﬁ(% t)) = d(%(x> ho(t - 7_n()) + Tno)’ 7?(% t))
< d(m(x, ho(t — Tog) + Tng ), T(q, t — Tiy))
+ d(7(q,t —Tpny),7(q, 1)) <,

=N

para todo t > 7,,. Portanto, x é assintoticamente quase 7-periédico.

Caso 2: g € 7 (p) N M.
Temos que q¢ = n1—1>1:|I-100 7(p, 7) para alguma sequéncia {7,},>1 C Ry. Como M satisfaz
a condigao (STC), existe um STC-tubo F(L,[0,2)\]) através de ¢ dado por uma secao
S C M tal que S = M N F(L,[0,2)\]). Além disso, como o tubo é uma vizinhanga de g,

existe um 1 > 0 tal que
B(g,n) € F(L,[0,2A]).

Considere os conjuntos H; e Hy da mesma forma que na demonstracao do Lema 2.11,
Hy = F(L,[A\2X)NB(q,n) e Hy=F(L[0,A))NB(q,n),

veja a Figura 10. Aqui também temos dois casos a considerar: quando a sequéncia
{7(p, ) }n>1 admite uma subsequéncia em H; e quando a sequéncia {7 (p,7,)}n>1 ad-
mite uma subsequéncia em H,. Vamos considerar os casos que {7(p,7,)} n>1 C Hi e
{7 (p, ) }nz1 C Ho.

Vamos supor inicialmente que {7 (p, ,)}n>1 C Ha. Pelo Teorema 4.2, o ponto ¢ é quase
m-periédico com a mesma familia de quase periodo de p. Entao, para o ¢ > 0 dado

anteriormente, temos

d(m(q,t +7,),7(q,t)) < =, paratodot>0etodon e N, (4.34)

DN

n——400

Seja § = m(q, s) para algum s € (0,¢(q)). Note que 7(z,7,) — ¢, pela condigao de
tubo 7 (p, T + 5) "5 7 (g, s). Como T, + s "—5° 400, segue que g € L () \ M. Defina
t, = T, + s. Pela condicao b), existem um n; € N e uma reparametrizagdo do tempo hy

tais que

d(m(w(z,ty,), hi(1)), 7(q, 1)) = d(7(x, t,, +hi(t)), 7(q,t)) < =, paratodot > 0. (4.35)

R
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Suponha que t > t,,, = 7,, + s, como ¢ = 7(q, s), de (4.34)

d((g,t —1n,), 7(g, 1)) = d(@(q,s +t—1n,), 7(g; 1))

= d(m(g.t = 7), (g, 1) < 5. (4.36)
Seja hy : Ry — R, dada por

, se te€0,t,],

t
he(t) =
hi(t —tn,) +tny, se t>t,,.

Note que h, ¢ uma reparametrizacdo do tempo. Entao usando (4.35) e (4.36)

3

)

d(%(l‘, hq(t))> %(Qa t) = d(%(x, hy (t - tnl) + tn1)> ~(q>t
T q,t - tm))

< d(%(xv hl(t - tm) +tn, ’ﬂ-(
+ d(7(q,t —tn,),7(q, 1)) <,

para todo t > t,,. Portanto, x é assintoticamente quase m-periddico.
Agora, suponha que {7(p,7,)}n>1 C Hi. Pelo Teorema 4.2, o ponto I(g) é quase 7-
peridédico com a mesma familia de quase periodo de p. Entao para o € > 0 dado anterior-

mente, temos

d(m(I(q),t+7.),7(I(q),t)) < =, paratodot>0etodon e N. (4.37)

DN

Sejam Y, = %(x, Tn) € zn = %(ym ¢(yn>>7 n € N. Note que y, n_>—+>oo q, ¢(yn> n_>—+>oo 0e

2n = T (Yns S(yn)) = (T (g, $ya)) "= 1(m(q,0)) = 1(q).

Como y, = 7(x,7y) e T "—25° +00 temos que I(q) € L™(x)\ M. Podemos encontrar um
ny € N tal que ¢(y,) < 7, para todo n > ny. Pela condigao b), existem um nz € N com

ng > no € uma reparametrizacao do tempo hs tais que
A(F(2ny, hs (), 7(I(q), 1)) < % para todo ¢ > 0. (4.38)
Defina hyg) : Ry — Ry por

ot , set€0,0(yns)l,
hl(q)(t) = t+ ¢(yn3> , sete (¢(yn3)7 Tns]v
hs(t — Tng) + Tng + O(Yns),  S€ T > Tpy.
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Note que hj() é uma reparametrizacao do tempo. Entao, usando (4.37) e (4.38),

d(T (2, hi (1)), 7(L(q), 1)) = d(@(@, hs(t = Tng) + Tog + P(Yns)), 7(L(q), 1))
= d(T(zng, ha(t = Tny)), T(1(q), 1))
< AT (zng, hs(t = 70y)) T(L(q) 5 1 = Tg))
+ d(@(I(q),t = 7ny), T(L(g), 1)) < e,

para todo t > 7,,. Portanto, x é assintoticamente quase 7-periédico. |

Corolario 4.2. Seja x € X \ M satisfazendo as condigies:

a) T (x) é compacto,
b) LT (x)\ M ¢é Zhukovskij quase T-estdvel com respeito ao conjunto 7+ (z);

c) z+(x) =7t(p) para algum ponto p T-periddico.
Entao x € assintoticamente T-periddico.

Prova: A prova segue os mesmos argumentos da demonstracao do Teorema 4.8. |

Na sequencia, o teorema diz que sob certas condi¢des um conjunto A é Zhukovskij

quase T-estdvel com respeito ao conjunto 7t (z).

Teorema 4.9. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X. Suponha

que T = sup () < +00 € que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:
k>1

a) d(I(p),1(q)) < M\d(p,q) para todo p,q € M e d(n(p, ¢(p)), 7(q,#(q))) < Aad(p, q) para
todo p,q € 7T+( Y\ M, onde A\i, s >0 e AjAy < 1

b) |o(pT) — ol )] < |é(p) — #(q)| para todo p,q € 7 (x) \ M;

c) mH(x) € compacto.

Entao todo conjunto A C 7T+( Y\M € Zhukovskij quase T-estdavel com respeito ao conjunto

T (x).

Prova: Considere um subconjunto A qualquer de 7+(z) \ M. Sejam e > 0 e z € A.

Como 7 ¢é continua e K = 7w+ (x) x [0,7] é compacto, segue que 7 é uniformemente
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continua em K, assim existe 6; = 01(K,¢) >0, 01 < ¢, tal que se y € 77 (x), t1,t2 € [0,T]
e max{d(y, z), [t1 — t2]} < J; entdo

d(m(z,t1). 7m(y, t2)) < e (4.39)

Agora, como ¢ é continua em X \ M, existe um 6 = 6(z,9;) > 0, § < dy, tal que se y € X
e d(y, z) < ¢ entao
[6(y) — o(2)] < 6. (4.40)

Assim, se d(y, z) < d pelas condigoes a), b) e por (4.40), temos

d(z"y7) < Mdad(z,y) <0 e [d(2)) = o(y)] < [6(2) — ¢(y)] < o1

Note que

2 =1(z) =1((z{ )= () e v =1(y)=I(y)=u)
entao por b) e pelo que acabamos de notar,

|6(23) = o(y)| = 16((2)1) = Sy < 16(217) — by < n.

De forma indutiva, se d(y, z) < ¢, entao
dlzy,yn) <0 e |o(z) — d(yn )| < 61,

para todon € Z, .

Defina a seguinte reparametrizacao do tempo h, = R, — R

d(y.¥)
P(%5)

Assim, se t € [t,(2),t,11(2)), n € Z,, temos

hy(t) = t,.(y) + (t—1tn(2)), se tetn(z),tni1(2)),n € Z;.

4G Ty (1) = @ (5= (), 000 + S - 1(2)
= d(rlett = D FE ), S - 1))
= w(zt t— z7r+¢(y’j>— 2z
= (w0 )
Se d(z,y) < 9, entdo d(z,y) < 6 < d; para todon € Z; e
= 0(2) = S 02| = | o) - o) < 60— o) < .

¢(z}) o(z7)
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@] < 1. Logo, por (4.39),

pois 0= |56

(7 (2, ), 7 (y, hy (1)) < c.

Como t > 0 é arbitrédrio, concluimos que z € A é Zhukovskij quase T-estavel com respeito

ao conjunto 7 (). [ |

Coroléario 4.3. Sejam (X, 7; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo que satisfaca as
condigoes a) e b) do Teorema 4.9, X completo e v € X \ M assintoticamente quase T-
periddico. Se ¢(x}) < +o00 para todo k € N, entdo Z+(£L‘)\M € Zhukovskij quase T-estdvel

com respeito ao conjunto ™ (z).

Prova: Pelo Teorema 4.7, 7+ (x) é compacto, Como M ¢é fechado e {x), : k € N} C M,
temos que
{zy : k € N} C M.

Além disso, {z) : k € N} C 7 (x) é compacto. Note que
{x;:keN}cI<{xk;keN}).

Sendo <{:ck k€ N}) compacto, pois I é continua, temos

{(of sk eNy I (Tor R €N}) =1 ({on -k €NF) C (M),

Pela Hipétese H3, {z} : k € N} N M = (). Portanto, sup ¢(z;) < 400 pois ¢ é uniforme-
k>1

mente continua em conjunto compacto contido em X \ M. Desde modo o resultado segue

direto do Teorema 4.9. [ |

O exemplo a seguir é uma aplicagao direta do Corolarios 4.2 e Teorema 4.9.

Exemplo 4.1. Considere o sistema semidinamico impulsivo (R?, 7r; M, I) com
m((z.y),t) = (+ty), (r,y) €R* e >0,

onde M = {(z,y) e R* :x =2} e I : M — X dada por I(z,y) = (1, %).

Note que
1
d(I(p), 1(q)) < 5d(p,q) ~ paratodo p,q € M.

Se (z,y) € R? e x < 2, entao

¢(xvy> =2-z e W((x,y),gé(x,y)) = (27y>
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Figura 11: Trajetérias dos pontos (x,y) com x < 2 e do ponto (1,1).

Afirmamos que o ponto (1,1) veja Figura 11, é assimtoticamente 7-periddico. De fato,

note que L(1,1) = [1,2] x {0}, (1,0) é F-periédico e 7+(1,0) = [1,2] x {0}. Assim

LT(1,1) =7+(1,0).
Agora, se p,qg € 7(1,1) \ M temos
[6(p1) — d(ar")| = 0 < [8(p) — é(q)|,

d(r(p, ¢(p)), m(q, #(q))) < d(p,q) e ¢((1,1)]) =1,

para todo k£ € N. Como 7+(1,1) é compacto, segue do Teorema 4.9 que Z+(1, )\ M
é Zhukovskij quase m-estavel com respeito ao conjunto 71 (1,1). Com isso, usando o Co-

rolario 4.2, o ponto (1, 1) é assintoticamente 7-periédico.

O préximo teorema associa pontos assintoticamente w-periddicos com conjuntos re-
lativamente compactos. Para provar este resultado usamos os lemas de convergéncia do

Capitulo 2.

Teorema 4.10. Sejam (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X \ M as-
sintoticamente T-periddico. Entdo existe T > 0 tal que {7(z,n7) : n € N} € relativamente

compacto em X.

Prova: Seja © € X \ M assintoticamente 7-periédico, entdo existem p € X 7-
periédico (p € X \ M (Hipdtese H3)) com periodo 7 > 0 e uma reparametrizacdo do
tempo h, : Ry — R, tal que

lim d(7(z,t),7(p, hy(t))) = 0.

t—4o00
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Em particular,
lim d(7(x,n7),7(p, hy(nt))) = 0. (4.41)

n——+o00
Para cada n € N, existem um k,, € N e v, € [0, 7) tais que h,(n7) = k,,7 +,. Sem perda

. . n——+0o00 . , o~ T
de generalidade vamos assumir que v, —> 7 € [0, 7]. Assim, como p é T-periddico,

T(p, hp(nT)) = TP, knT + ) = T(P, Tn)-

Entdo, pelos Lemas 2.8 e 2.10, concluimos que {7(p, hy(n7)) : n € N} admite uma
subsequéncia convergente em X. Usando (4.41) obtemos que {7 (z,n7) : n € N} possui
uma subsequéncia convergente em X, deste modo, {m(z,n7) : n € N} é relativamente

compacto em X, o que querfamos demonstrar. |

Teorema 4.11. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo que satisfaca

as condigoes a) e b) do Teorema 4.9, x € X \ M e sup¢(z) < +o0. Se a sequéncia
k>1

{m(x,n7)}n>1 converge em X \ M, para algum T > 0, entdo x € assintoticamente -

periodico.

Prova: Vamos mostrar que as condigoes do Corolario 4.2 sao satisfeitas. Seja p €
X \ M tal que 7(z,nr) mare p. Vamos provar inicialmente que ?T”F—(x) ¢ compacto.
De fato, seja {yn}n>1 C 7 (x) uma sequéncia arbitrdria. Entdo existe uma sequéncia
{t.}n>1 C R, tal que
Yn = %(SII, tn)v

n € N. Se {t,}n,>1 admite uma subsequéncia convergente entao a sequéncia {y,},>1
também admite uma subsequéncia convergente. Agora, se t,, "2 oo entao, para cada
n € N, existem a, € N e b, € [0,7) tais que ¢, = a,7 + b,. Podemos assumir que

n—-+o00 n—-+00

by "2 by € [0, 7]. Assim, a,T "—5° 400, by, "= by e

7(x,a,T) nZEC ).
Dai, como vy, = 7(7(z,a,7),b,), n € N, pelos Lemas 2.8 ¢ 2.10, a sequéncia {yn }n>1
admite uma subsequéncia convergente. Logo, %JF—(:U) é compacto.
De acordo com o Teorema 4.9, z+(x) \ M é Zhukovskij quase m-estdvel com respeito ao
conjunto 77 (x). Para que as condigoes do Corolario 4.2 sejam satisfeitas, falta mostrar
que Z+(x) é o fecho da drbita positiva impulsiva de algum ponto m-periédico. Como
pe€ X\ Memn(x,nr) "ZE° 5 pelo Lema 2.7, existe uma sequéncia {€n}n>1 C Ry com

n—-4o00

e, — 0 tal que

n—+00 ~

7(7(x,n7), 7 +¢€,) — 7(p,T).
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Por outro lado, usando o Lema 2.6, temos

%(%(T7 nT)a T+ En) = 7?(7?(.1:, (n + 1)7’), 611) ni;)o p.

Pela unicidade do limite p = 7(p, 7). Portanto p é m-periédico.

Afirmamos que LT (z) = 7+ (p) = 7(p, [0,7]). De fato, se ¢ € L™(x), entdo existe uma
sequéncia {7,},>1 C R, tal que 7, "2 100 e 7(x, 1) fmare g. Também, existem
k, € Ner, € [0,7) tais que 7, = k,7 + r,, n € N. Pelos Lemas 2.8 e 2.10, passando a

uma subsequencia se necessario, podemos assumir que
T2, 1) = (7 (2, ko), ) =57 g € 7(p, [0, 7).

Por outro lado, seja ¢ € 7(p, [0, 7]). Entao existe uma sequéncia {s, },>1 C [0, 7] tal que

q = lir}rq 7(p, s,). Sem perda de generalidade podemos supor que s, "2 g € [0, 7].
n——+0oo
Se sg # tx(p) para k € N, entao pelo Lema 2.8, temos que g = liril 7(p,sn) = 7(p, So)-
n——+0oo

Seja t, = nt + sg, n € N. Entao t, "25° 450 e usando o Lema 2.8, temos

m(x,t,) =7(x,nT + s0) = 7 (7(x,nT), S0) fmary 7(p, s0) = q.

Deste modo, ¢ € L*(x).
Agora, se sy = ti(p) para algum k € N, entdo, pela prova do Lema 2.10 e por

7(x,nT) "ZE° . temos

n—+00 ~

m(x,t,) = m(w(x,nT),80) — 7(p,S0) = p; =q,

ou

7(x,t,) = 7(7(z,n7), 50) "= pr = q.

Em ambos os casos temos que ¢ € L*(z). Assim, L*(z) = 7+ (p) = #(p, [0, 7]). Pelo

Corolério 4.2, x é assintoticamente 7-periddico. |

Corolario 4.4. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo que satisfaca as
condigoes a) e b) do Teorema 4.9, v € X \ M e ¢(x}) < +oo para todo k € N. Se a
sequéncia {7 (x,n7)}n>1 converge em X\ M, para algum T > 0, entdo = € assintoticamente

T-periodico.

Prova: Utilizando a prova do Teorema 4.11 temos que 7+ (z) é compacto. Como M

é fechado e {x), : k € N} C M, temos que

{zx: ke N} C M.
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Além disso, {z) : k € N} C 7 (x) é compacto. Note que
{xg:keN}cJ<{xk:keN}),

Sendo <{xk ke N}) compacto, pois I é continua, temos

(ol K eNF I (To R €N}) =1 ({on -k €NF) C I(M).

Pela Hipotese H3, {z} : k € N} N M = (). Portanto, sup ¢(z;) < 400 pois ¢ é uniforme-
k>1
mente continua em conjunto compacto contido em X \ M. Desde modo o resultado segue

direto do Teorema 4.11. [ |

Para finalizar esta secdo, o préximo teorema nos dd condigao necessaria e suficiente

para que um ponto x seja assintoticamente m-estacionario.

Teorema 4.12. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Entio x € X €

assintoticamente T-estaciondrio se, e somente se, a sequéncia {T(z,t,)}n>1 converge em
n

1
X, ondet,= >, — comneN.
=1 k

Prova: Vamos supor inicialmente que x € X seja assintoticamente m-estacionario.
Entao existe um ponto p € X estaciondrio tal que
lim d(7(z,t),p) =0. (4.42)
t—+o00
L 1 n o0 ~
Como t, = Y z 229 400, por (4.42), temos que {7 (z, t,) ns1 converge para p € X.
k=1

n

Por outro lado, vamos supor que 7(x, t,) e p€ X, ondet, => T com n € N,
k=1

. A . . + ~ .
Seja {sn}n>1 C Ry uma sequéncia arbitréria tal que s, "2 L 0o. Entdo existem um

no € N e uma sequéncia {m, },>1 C N tal que

tmn < Sn < tmn—l—lu

para todo n > ng. Note que 0 < s, —tp,,, <t 11 —tm, = T n > ng. Consideremos

m, +
dois casos, quando p ¢ M e quando p € M.

Caso 1: p ¢ M.
Neste caso, como 7(z, t,,,) " e (S — tm,,) "25°0, pelo Lema 2.6, temos

n—-4o00

7(2, 50) = FFT b )y 80— ) "5 p.
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Sendo {s,},>1 uma sequéncia arbitraria, concluimos que

lim d(7(z,t),p) =0.

t——+o0

Agora, se 0 < s < ¢(p) entao, pelo Lema 2.8, temos

p= lim 7(x,t+s)= lim 7(7(z,t),s) =m(p,s)=mn(p,s).

t—+o00 t—4o00

Portanto, p é estaciondrio e consequentemente = é assintoticamente m-estaciondrio.
Caso 2: pe M.
A Hipétese H2 nos diz que o conjunto M satisfaz a condi¢ao (STC). Entao existe um
STC-tubo F(L, [0,2)] através de p com segao S. Por hipdtese o tubo é uma vizinhanga
de p, logo existe n > 0 tal que B(p,n) C F(L,[0,2)]). Usando a notacdo da prova do
Lema 2.11, sejam H; = F(L, [\, 2\]) N B(p,n) e Hy = F(L,[0,A]) N B(p, 7).
Podemos assumir que {7(z,tm,)}n>1 € Hi. De fato, suponha que exista uma sub-
sequéncia {my, }x>1 tal que 7(x,t,, ) € Hs para todo k € N. Seja {ri}i>1 C Ry
uma sequeéncia arbitraria tal que ry P24 oo, Como fizemos anteriormente, podemos
assumir que

Im

L STk =ty 41,

n

para todo k € N. Entao
T(@, ) = TF(@, b, )y Tk — b, ) 5 p € M.

Como {ry}r>1 é uma sequéncia arbitraria, temos tliin d(7(z,t),p) = 0.
- —+00
Se 0 < s < ¢(p), temos

p = kETmW(I’ S + tmnk) = kll}gloo 7T(7T(l’, tmnk), S) = 7T(p, S).

Portanto p € M é estacionario, o que contradiz a definicao de sistema semidinamico im-
pulsivo. Entao, vamos assumir que {7(z, t,,,) }n>1 C Hi. Neste caso, podemos considerar
que

b < 50 = BT, ) < by,

para todo n > ng, assim ¢(7(z, t,,)) "—° 0. Logo,

1

O<Sn—tm )
m, + 1

n QS(%(I’ tmn)) S tmn+1 - tmn - n Z ng.

n——+o00

Como 7(z,t,, + o(7(x,tm,))) fmare I(p) e (sp —tm, — ¢(7(z,tm,))) — 0, temos que

n—-+00

w(x,8,) =7 (T(x, b, + (T (2, tm,)))s Sn — tm, — O(T(x,t,))) — I(p).
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Sendo {s,},>1 uma sequéncia arbitraria, concluimos que tli+m d(m(z,t),I(p)) = 0. Dal,
—+00

I(p) é estaciondrio e z é assintoticamente T-estaciondrio, finalizando o teorema. |

4.3 Sistemas dinamicos discretos no sentido de Kaul.

Nesta se¢ao definimos o sistema dinamico discreto no sentido de Kaul associado a um
sistema semidinamico impulsivo e apresentamos propriedades recursivas para tal sistema.

Para mais informagoes sobre esta teoria pode ser consultado em [14], [22] e [23].

Vamos comecar definindo o sistema dinamico discreto no sentido de Kaul associado

ao sistema semidinamico impulsivo (X, 7; M, I).

Seja H = {x € I(M) : ¢(x}) < +o0 para todo n € N}. Definimos o mapeamento
g: H— H por

g(x) =7 (z. ¢(x)) = I(r(z, ¢(x))) = I(z1) = a7, (4.43)

para todo x € H. Note que g é continua em H, com

Pla)=z e  g"z)=g(g"(2) =z},

parak € Z, ex € H. O par (H, g) é chamado de sistema dinamico discreto associado ao
sistema (X, 7; M, I) no sentido de Kaul.

Definimos o conjunto g*(z) por
g7 (2) = {g" (@) : k € Z4}.
No que segue apresentamos trés definigoes que nos possibilitam desenvolver o trabalho

nesta secao.

Definicao 4.8. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que um
ponto x € X € quase w-periodico por uma reparametrizacdo do tempo, se dado ¢ > 0
ezistir um numero T = T'(e) > 0 tal que para todo oo > 0, o intervalo [, o + T| contém

um numero 7, > 0 e podemos obter uma reparametrizacao do tempo h, tal que

d(7(z, ho(t) + 10),7(x,t)) <€,  para todo t > 0. (4.44)
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Definicao 4.9. Seja o > 0. Uma o-reparametrizacao do tempo é uma reparametriza¢ao
do tempo h : Ry — Ry tal que |h(t) —t| < o para todot € R;. Se 0 < h(t) —t < o para

todo t € R, , dizemos que h é uma o-reparametrizacao positiva do tempo.

Definigao 4.10. Dizemos que um ponto x € X € quase w-periddico por uma o-
reparametrizacao do tempo, se a reparametriza¢ao h,, de (4.44) ¢ uma o-reparametriza¢ao
do tempo. Dizemos que um ponto v € X € quase T-periddico por uma o-reparametriza¢ao
positiva do tempo, se a reparametrizacao h,, de (4.44) € uma o-reparametrizagcao positiva

do tempo.

O proximo lema nos mostra que todo elemento da érbita positiva impulsiva de um
ponto quase w-periddico por uma o-reparametrizacao positiva do tempo, também é quase

m-periddico pela o-reparametrizacdo do tempo.

Lema 4.4. Sejam (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo, ¢ > 0 e x € X um
ponto quase T-periddico por uma o-reparametrizacao positiva do tempo. Entao todo ponto

y € T (x) € quase T-periddico por uma o-reparametriza¢ao do tempo.

Prova: Seja ¢ > 0. Como x € X é um ponto quase 7-periddico por uma o-
reparametrizagao positiva do tempo, entao existe um 7" = T'(¢) > 0 tal que para todo « >
0, o intervalo [a, &+ T contém um nimero 7, > 0 e podemos obter uma reparametrizagao

do tempo h, tal que 0 < hy(t) —t <o e
d(m(x, ho(t) + 70), 7(x,t)) <€, paratodot > 0.

Dado y € 77 (x), entdao y = 7(x, ) para algum s € R,. Seja T, = T'+ 0. Para cada o > 0

considere o nimero 7, > 0 e a funcao h, dada acima e defina

Ty =T+ ha(s) — s

H,(t) = ho(t +s) — ha(s), paratodo t > 0.

Entao 75 € [a,a + T ¢ H, : Ry — R ¢é uma reparametrizacao do tempo com inversa

dada por H () = h;'(t + ha(s)) — s. Para todo ¢ > 0 temos

—0 < H(t) —t=ho(t+8) —ho(s) —t = (ha(t+s) — (t+5)) — (hal(s) — s) < 0.
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d(m(y,t),7(y, Hyo(t) + 72)) = d(m(z,s+1t),7(x,s+ ho(t +5) — ha(s) + 7o + hal(s) — s))
= d(m(x,s+1t),7(x, ho(t +38) +7a)) <€,

Logo, H, é uma o-reparametrizacao do tempo, o que demonstra o teorema. [ |

O proximo resultado exibe a definicao de ponto x € X quase g-periddico. Para isso

consideremos a funcéo g : H — H definida em (4.43).

Defini¢ao 4.11. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que um
ponto x € X ¢ quase g-periodico se dado € > 0 existe um Ny > 0 tal que para cada

ny € Zy, o intervalo [ny,ny + Ni] contém um nimero m,,, € Z, tal que
d(g"(x), 9" (z)) = d(@, Ty, ) < € para todo n € Zs.

Teorema 4.13. Sejam (X, m; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo e (H,g) o sis-
tema discreto associado no sentido de Kaul. Se x € H ¢ um ponto quase g-periddico,

gt(@x)N M = 0 e gt(z) € compacto, entio x € quase T-periddico por uma reparame-

trizacao do tempo.

Prova: Seja ¢ > 0. Como gt (x) é compacto e g*(z) N M = ) entdo T = sup ¢(z;) <
k>0

00, pois ¢ é uniformemente continua no conjunto compacto g*(z). A fungdo 7 é unifor-

memente continua em g*(z) x [0,7], entao, existe § € (0,¢) tal que se y,z € g¥(x) e

t1,ty € [0, T satisfaz max{d(y, z), [t1 — t2]} < J, entdo

d(n(y, b)), 7(z, t2)) < . (4.45)

Pela continuidade uniforme de ¢ em ¢*(z), podemos obter §; € (0,0) tal que se
y,z € g+ (z) com d(y, z) < &y, entdo |¢(y) — ¢(2)] < 0.

Por hipoétese x € H é um ponto quase g-periddico entao para 0; > 0 encontrado anterior-
mente, existe um Ny € Z, tal que para cada m € Z,, o intervalo [m, m + Ny contém um

nimero n,, € Z, tal que

d(g"(x), g™ () = d(z,, x,

n+nm

) <6, paratodon€Z,. (4.46)

Seja T1 = (Ny + 1)T. Afirmamos que T satisfaz a Definigao 4.8. De fato, dado a > 0,
existe k € Z, tal que ty(z) < a < tg11(x). Por (4.46), existe um ny, € [k+1, k+14+No|NZ
tal que

d(zt,z} ) <8, paratodon€Z,. (4.47)

n+ng
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Seja T = tp, (2). Como T = sup ¢(z;) < 0o, obtemos
k>0

k+Ng
O < b1 (1) < by (2) = Ta < togaing () = tr(z) + Z o(z7) < a+ (No+ 1)T,

logo 7, € [, v + T1].

Definimos a reparametrizacao do tempo h, : Ry — R, por

gb(x:l,_-‘rnk )
o(xf)

Set =t,(x), n € Zy, de (4.47), temos

ha(t) = tu(a)) ) + (t —to(z)), tE€ [tn(z),tni1(x)), ne€Z,.

d(T (2, 1), 7 (2, ha(t) + 7)) = d(@), T(x, () ) + 1o, () = d(z), 2 ,,) <01 <€

Agora, se t € (t,(z),tphi1(x)),n € Zy, temos
d(7(z,t), 7 (2, ho(t) + 74)) = d <7r(:c:,t —to(x)), <x:{+nk, %(t — tn(:z:))>> )

Assim, d(z)}, x7,, ) <01 e

¢(x:+nk)
o(xf)

podemos concluir por (4.45) que

t—t,(r) = (t = ta(x))

<lo(zy) = Gxym, )| <0,

d(m(z,t), m(x, ha(t) + 74)) < €.

Portanto, d(7(x,t),7(x, ho(t) + T4)) < €, para todo t > 0. Isto mostra que = é quase
m-peridédico por uma reparametrizacao do tempo, finalizando a demonstracao do teorema.

Na Definicao 4.12, a seguir, apresentamos condi¢oes para que um ponto x € H seja

dito fortemente quase g-periédico.

Definigao 4.12. Seja (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que um
ponto x € H € fortemente quase g-periodico se dado € > 0 existir um Ny > 0 tal que para

cada ny € Zy, o intervalo [ny,ny + Ni] contém wm nimero my,, € Z, tal que

dzy, o, ) <€ e |t(ay) — (T, )| <€  paratodon k€ Z,.

n’ n+mn1

O proximo resultado apresenta condigoes para um ponto ser quase m-periddico por uma

e-reparametrizacao do tempo usando o conceito de ponto fortemente quase g-periédico.
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Teorema 4.14. Sejam (X, m; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo e (H,qg) o sis-
tema discreto associado no sentido de Kaul. Se x € H € um ponto fortemente quase

g-periodico, gt(x)NM =0 e gt(z) é compacto, entao para todo € > 0, o ponto x ¢ quase

m-periodico por uma e-reparametriza¢do do tempo.

Prova: Seja ¢ > 0 arbitrario. Usando a prova do Teorema 4.13 junto com Definicao

4.12, podemos notar que se t € [t,,(z),t,11(2)),n € Z,, entdo

qb(le—ﬁ—nk) _ ) —
otep) D

< max{[tn(2y,) = ta(@)]; [tnga(2y,) = tnsa (2)[} <.

ha(t) —t] = |talz) )+

Portanto, x é quase m-periddico por uma e-reparametrizacao do tempo. |

As préximas duas defini¢oes relacionam o conceito de pontos assintéticos com os con-
ceitos de pontos quase g-periddico e pontos quase T-periédico por uma reparametrizacao

do tempo.

Definicao 4.13. Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que
um ponto x € H € assintoticamente quase g-periodico, se existe um ponto p € H quase
g-periodico tal que

lim d(g"(x),g"(p)) = 0. (4.48)

n—-+00
Definicao 4.14. Seja (X, m; M,I) um sistema semidinamico impulsivo. Dizemos que
um ponto x € X € assintoticamente quase T-periddico por uwma reparametrizacao do
tempo, se existe um ponto p quase T-periddico por uma reparametrizacdo do tempo e
uma reparametrizacao h, tal que

lim d(7(z,t), 7(p, hy(t))) = 0.

t—4o00

Teorema 4.15. Sejam (X, m; M, 1) um sistema semidinamico impulsivo e (H,g) o sis-
tema discreto associado no sentido de Kaul. Suponha que X seja um espago métrico
completo. Se x € H é um ponto assintoticamente quase g-periddico e {x;} },>1 € conver-
gente em H, entao x € assintoticamente quase w-periodico por uma reparametrizacdo do

tempo.

Prova: Seja x € H um ponto assintoticamente quase g-periddico. Entao existe um

ponto p € H quase g-periddico tal que

lim d(g"(x), g"(p)) = 0. (4.49)

n—-+o0o
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Como {z},>1 é convergente em H entdo g+(x) é compacto e g*(x) N M = ), pelo fato
de g*(z) € H C I(M) junto com a Hip6tese H3. Usando (4.49), obtemos que g*(p) é
compacto e g+( )N M = (). Assim, pelo Teorema 4.13, o ponto p é quase T-periddico por

uma reparametrizacao do tempo.

Seja € > 0 arbitrario. Pela continuidade uniforme de 7 em (gt (z) U g+ (p)) x [0, 7], onde

T = supd(z) < oo, existe 6 € (0,¢) tal que se y,z € gt(z) UgT(p) e t1,ta € [0,T)
k>0

satisfazendo max{d(y, z), [t — ta|} < 8, entdo

d(n(y,t1),m(z,t2)) < €. (4.50)

Por (4.49), lirf xb = 11111 p = z € H. Pela continuidade de ¢ em z, existe d; € (0, )
n—-—+0o0 n—-+0oo
J
tal que se d(y,z) < 1 entao |p(y) — ¢(2)| < 3" Seja n; € N tal que d(z},z) < ) e
d(p),z) < &1, para todo n > n;.

Por (4.49), existe ny € N, ny > ny, tal que
d(at,pt) = d(g"(@),9"(p)) < 1, para todo n = n. (451)

Vamos definir a reparametrizacao do tempo h, : Ry — R, por

d(pt)
o)

Se t = t,(z) para n > ny, usando (4.51), temos

hp(t) = tn(p) +

(t —tn(x)), 1€ [tn(®),tasa(2)), n€Zy.

d(7(z,t), T(p, hy(t)) = d(x}, pl) < 61 <e.

Agora, se t € (t,(x),t,11(x)), para n > ngy, temos

G, 0). 7.y (0) = (o= o)) (o, S 0~ 00)) ).

Assim, d(z},pf) < 01 e

- o) = SR~ )| < foted) — ol

< lo(zy) — o(2)| + |o(2) — o(py)| <6,
para n > ng, podemos concluir por (4.50) que
d(7(z,t), 7(p, hp(t))) <€, paratodot > t,,(x).

Portanto, x é assintoticamente quase T-periédico por uma reparametrizagao do tempo. O

teorema estd provado. |
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4.4 Estabilidade de Lyapunov e quase Zhukoviskij

estavel

Para finalizar nosso trabalho, esta secao apresenta condicoes para que a partir da
estabilidade de Lyapunov seja obtida a quase estabilidade de Zhukovskij. Para mais in-

formacoes e referéncias, podem ser consultados [22] e [23].

Vamos comegar definindo quando que um ponto pertencente a H ¢ chamado de Lya-

punov g-estavel com respeito a um conjunto P contido em H.

Definicao 4.15. Um ponto x € H € chamado Lyapunov g-estdvel com respeito a um
conjunto P C H se x € P e se dado ¢ > 0 existir 6 > 0 tal que se d(z,p) < 6 com p € P,
entao

d(g" (), ¢"(p)) = d(x,;,py) <€ paratodon € L.

Um subconjunto A C H € chamado Lyapunov g-estdvel com respeito ao conjunto P C H

se A C P e cada ponto x € A € Lyapunov g-estdvel com respeito ao conjunto P C H.

Se A C X é um conjunto tal que ¢(a) < +oo para cada a € A, entao podemos definir

A= 7z, o). (4.52)

z€A

Note que Ac I(M). Se qz”)(a;r) < 400 para j € Z, e para todo a € A, entao ACH.

Lema 4.5. Se B C X ¢ positivamente T-invariante entdo B \ M é positivamente 7-

muariante.

Prova: Sejam b € E\ M et > 0. Entao existe uma sequéncia {z,},>1 C B tal que

Ty "2}, Pelo Lema 2.7, existe uma sequéncia {e, },>1 C Ry tal que ¢, "0 e

T (T, t+ €) "5 7 (b, 1)
Como {7 (z,,t + €,)}n>1 C Be I(M)N M = (), temos,
7(b,t) € B\ M,

o que demonstra o lema. [ |
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Teorema 4.16. Sejam (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo, (H, g) o sistema
discreto associado no sentido de Kaul e suponha H um conjunto fechado. Sejam A, B C
X\ M, AC B e B um conjunto relativamente compacto e positivamente T-invariante.
Suponha que ¢(b) < +oo para todo b € B\ M. Se A¢é Lyapunov g-estavel com respeito
a E, entdo qualquer conjunto O C A\ M ¢ Zhukouvskij quase T-estdvel com respeito a
B\ M.

Prova: Sejam O C A\ M e x € O. Por hipétese ¢(z) < +oo. Como B é compacto
e H é fechado, entao B compacto e BN M = (. Note que BCH pois B é positivamente

m-invariante. Como ¢ é continua no conjunto compacto B U {x}, entao

T= sup ¢a) < +oo.
aGEU{z}

Seja € > 0. Como 7 é uniformemente continua em B x [0, T], existe d; € (0,¢) tal que

para cada y,z € B e t1,t, € [0,T] satisfazendo max{d(y, z), [t; — t2|} < d1, temos
d(m(y,t1), (2, t2)) < €. (4.53)

Sendo ¢ uniformemente continua no conjunto compacto E, existe um dy € (0, 91) tal que
se2€ B e d(y,z) < b, entao

[¢(y) — o(2)] < o1 (4.54)
Usando o fato que z] € Z ¢ Lyapunov g-estavel com respeito ao conjunto E, existe
03 € (0,02) tal que se p € B com d(zi,p) < &3 entao

d(g"(z]),g"(p)) < 62, paratodon € Z,. (4.55)

Como 7 é continua em X x R, I é continua em M e ¢ é continua em X \ M, existe um

84 € (0,03) tal que se y € B\ M com d(x,y) < §; entdo

d(z{,yi) = d(I(w(x, ¢(x))), I (n(y. &(y)))) < Js.

Por (4.55), temos
d(z}t,yf) < by, paratodon € Z,. (4.56)

Como B ¢é positivamente 7-invariante pelo Lema 4.5, B\ M é positivamente 7-invariante.
Portanto, =,y € B para todo n € N, onde y € B\ M. Entdioy € B\ M com
d(z,y) < 4, logo por (4.54) e (4.56), temos

|p(xf) — p(y)| < &1, paratodon € Z,. (4.57)
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Para y € B\ M tal que d(x,y) < &, definimos a reparametrizacio do tempo hy : Ry —
R, por

o(y.h)
o)

Se t =t,(z), n € Ni, usando (4.56), temos

hy(t) = tn(y) +

(t —tn(x)), 1€ [tn(®),tasa(2)), n€Zy.

d(m(x, 1), 7(y, hy(1))) = d(z;, yy) <02 <e.

Set € (t,(z),the1(z)),n € Ny, temos

G, 0). 701y 0) = d (st = e (57, 283 0= 0)) ).

Assim, por (4.56), xF,yt € E, d(xt yt) < d9 < 01 e por (4.57)

= taa) = SR~ )] < o) — 0] < 0

entao por (4.53), concluimos que

(7 (x,1), 7 (y, hy(1))) <.

Portanto, cada z € O € A\ M é Zhukovskij quase T-estavel com respeito a B\ M. |

Corolario 4.5. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo, (H, g) o sistema

discreto associado no sentido de Kaul e suponha H um conjunto fechado. Sejam x &€

X\ M, 7t(z) compacto, ¢(x}) < 400 para todo n € Z; e {z]},>1 convergente em

H. Se g*(z]) € Lyapunov g-estdvel com respeito a ele mesmo, entdo qualquer conjunto

O C7t(x) \ M € Zhukovskij quase T-estdvel com respeito a 7+ (z) \ M.

Prova: Vamos comecar a prova mostrando que ¢(y) < 400 para todo y € 7+ (x) \ M.

De fato, pelo Lema 2.12, temos

T () \ M =7 () U (L (2) \ M)

e, por hipétese, ¢(x;}) < 400 para todo n € Z,, entdao ¢(y) < +oo para todo y € 7 (x).
Falta mostrar que ¢(y) < ~+oo para todo y € L*(z) \ M. Seja y € L*(z) \ M. Entdo

. ~ . n—-+o0o
existe uma sequéncia {s, },>1 em R, tal que s, — +o0 e

n—-400

%(l’, Sn) — Y

Para cada n € N, existe um k,, € Z. tal que tg, (z) < s, < tg,+1(z). Entao 7(x,s,) =
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() Sn — tr, (7)) € O(T (2, 5,)) = p(x ) — (8 — ti, (2)). Portanto
O(T(x,50)) < G2y ), (4.58)

para todo n € N. Como {x;},>1 é convergente em H com hI}_l x} =z € H para algum
- n—-+0oo

z € H, entao usando a continuidade de ¢ em X \ M quando n — +oo em (4.58), temos

$(y) < ¢(2).

Como z € H temos ¢(z) < +00. Portanto, ¢(y) < 400 para todo y € Z*(aj) \ M.
Logo o resultado segue direto do Teorema 4.16, basta considerar os conjuntos A e B iguais

anmt(x). [ |
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