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Resumo

O Teorema Central do Limite e a Lei dos Grandes Numeros estdo entre os
mais importantes resultados da teoria da probabilidade. O primeiro deles busca con-
digoes sob as quais f}%% converge em distribuicdo para a distribuicdo normal com
pardmetros 0 e 1, quando n tende ao infinito, onde S, é a soma de n variaveis ale-
atérias independentes. Ao mesmo tempo, o segundo estabelece condi¢bes para que
@ convirja a zero, ou equivalentemente, para que %" convirja para a esperanca
das variaveis aleatorias, caso elas sejam identicamente distribuidas. Em ambos os
casos as sequéncias abordadas sdo do tipo S"T‘:b", onde a, > 0 e b, sdo constantes
reais. Caracterizar os possiveis limites de tais sequéncias é um dos objetivos dessa
dissertacao, ji que elas ndo convergem exclusivamente para uma varidvel aleatoria
degenerada ou com distribui¢do normal como na Lei dos Grandes Ntumeros e no Te-
orema Central do Limite, respectivamente. Assim, somos levados naturalmente ao
estudo das distribuic¢oes infinitamente divisiveis e estdveis, e os respectivos teoremas
limites, e este vem a ser o objetivo principal desta dissertacao. Para as demonstra-
¢oes dos teoremas utiliza-se como estratégia principal a aplicacdo do método de
Lyapunov, o qual consiste na andlise da convergéncia da sequéncia de fungoes ca-
racteristicas correspondentes as variaveis aleatorias. Nesse sentido, faremos também

uma abordagem detalhada de tais fungoes neste trabalho.

Palavras-chave: Sequéncias de Variaveis Aleatérias. Fungoes Caracteristicas. Dis-
tribui¢es Infinitamente Divisiveis e Estaveis. Teoremas Limites.



Abstract

The Central Limit Theorem and the Law of Large Numbers are among the
most important results of probability theory. The first one seeks conditions under
which \5/"% converges in distribution to the normal distribution with parameters

0 and 1, when n tends to infinity, where S, is the sum of n independent random vari-
ables. At the same time, the second gives conditions such that 5”_75“” converges to
zero, or equivalently, that % converges to the expectation of the random variables,
if they are identically distributed. In both cases, the sequences discussed are of the
type %, where a,, > 0 and b, are real constants. Characterizing the possible lim-
its of such sequences is one of the goals of this dissertation, as they not only converge
to a degenerated random variable or a random variable with normal distribution,
as the Law of Large Numbers and the Central Limit Theorem, respectively. Thus,
we are naturally led to the study of infinitely divisible and stable distributions and
their limits theorems. This becomes the main objective of this dissertation. In order
to prove the theorems, the method of Lyapunov is applied as the main strategy,
which analyzes the convergence of the sequence of characteristic functions related
to the random variables. So we carry out a detailed approach of such functions in

this research.

Key-words: Sequences of Random Variables. Characteristic Functions. Infinitely
Divisible and Stable Distributions. Limits theorems.
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1 Introducao

A origem da teoria da probabilidade se deu em meados do século XVII e estd
atrelada a forma como Pascal e Fermat lidavam com jogos de azar, a qual ndo se encaixava
nos conceitos matematicos daquela época. Como as ciéncias naturais até entao eram pouco
desenvolvidas, os jogos de azar e os problemas de demografia foram durante muito tempo
0 seu unico objeto de estudo, e os problemas eram resolvidos com o uso de aritmética

elementar e métodos combinatorios.

Com a evolugao das ciéncias naturais foi necessario o surgimento de métodos mais
sofisticados e eficazes para o tratamento das informagoes. Na fisica molecular, por exem-
plo, descobriu-se que cada substancia é composta por pequenas particulas que estao em
constante movimento, o que ficou conhecido como movimento browniano. Esta nomen-
clatura é uma homenagem ao britanico Robert Brown, que foi o primeiro a observar tal
fato, em 1827. Em 1905 Albert Einstein propds uma descri¢aio matematica do movimento
a partir das leis da fisica, mas somente na década de 20 é que tal teoria foi formalizada

por Norbert Wiener.

Para termos uma ideia intuitiva do que é o movimento browniano, consideremos
uma particula que a cada unidade de tempo At se move para a direita ou para a esquerda,
uma distancia Az com probabilidade % para ambos os lados. Considere também as va-
ridveis aleatérias independentes Y7, Ys, - -, tais que P(Y;, = Ax) = P(Y, = —Ax) = %,
k=1,2,---. Observe que num tempo t, a particula salta {éJ vezes, onde | z] indica a
parte inteira de z, e assim, a posi¢do da particula no instante ¢ é dada por

Dt)=Yi++Y] .|

Como ED(t) = 0 e ED?(t) = {ﬁJ (Ar)?, tomamos Az = /At para que a variancia de

D(t) seja sempre finita e diferente de zero. Dai, tomando At = %, teremos Ax = ﬁ, e
logo, P(Yy = =) = P(Y, = — =) = 5. Assim, D(t) terd a mesma distribuicao que
14+

X"(t) = NG ,

onde P(Z, =1) = P(Z, = —1) = 3. Agora, observando que

STEILEEEE

basta aplicarmos o Teorema Central do Limite e teremos X™(t) - N(0,t) quando n vai

para o infinito.
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A partir dai define-se que um movimento browniano (By);>¢ é um processo esto-
castico B : Q x [0,00) — R, tal que valem as trés condigdes abaixo: (BREIMAN, 1992
Capitulo 12)

1. Para quase todo w € Q fixado, B(w,-) : [0,00) — R é uma funcdo continua com
B(w,0) = 0;

2. Os incrementos B; — B, 0 < s < t, sdo tais que B, — By ~ N(0,t — s);

3. Incrementos em intervalos de tempo disjuntos sao independentes, isto é, By, — By,

e By, — By, sao independentes sempre que 0 < 1 < o < t3 < 4.

Na construcao do movimento browniano que fizemos acima fica claro que as nogoes
elementares da teoria da probabilidade nao sao suficientes para resolver tal problema. Foi
necessario construir uma sequéncia de variaveis aleatorias e aplicar o Teorema Central do
Limite a ela. Pascal e Fermat ja tinham a ideia de que propriedades importantes podiam
aparecer a partir da analise de um grande nimero de eventos aleatorios, mas somente
na década de 1910, quando E. Borel percebeu que seria interessante conectar a teoria da
probabilidade com a teoria métrica das fungoes de uma variavel real, é que tal abordagem
se tornou efetiva. Na década seguinte, Khintchin, Kolmogorov, Paul Lévy, entre outros,
desenvolveram essas ideias, fazendo com que a teoria da probabilidade passasse a destacar-

se pela rapidez do seu desenvolvimento e pela sua grande aplicabilidade.

Além do Teorema Central do Limite, que utilizamos acima, um outro teorema
muito importante a respeito do limite de uma sequéncia de variaveis aleatorias é a Lei dos
Grandes Numeros, que além de ser fundamental na teoria de processos estocasticos, pode
ser utilizado também para a obtencao de resultados em outras areas do conhecimento.
Vejamos uma pequena aplicacao de tal teorema a analise: sendo f uma funcao continua
em [0, 1], e para cadan € N, p,(z) = i f (%) (Z)xk(l — )" * 0 polindmio de Bernstein
de f, entao {p,}n>1 converge pontu;l_lglente a f em [0,1], quando n — oo. De fato,
fixado « € [0, 1], considere as varidveis aleatérias independentes Xi, Xo,- -, todas com
distribuicdo de Bernoulli com probabilidade z de sucesso, isto é, P(X,, = 1) = x e
P(X,=0)=1—2.Sendo S,, = X; +--- + X,,, temos da teoria basica de probabilidade

que

P(S, = k) = <Z>xk(1 —2)"* 0<k<n

Logo, P(%2 = &) = (Z)xk(l — 2)"*, donde segue que E(22) = Enj %(’I;‘)xk(l — )"k e

consequentemente,
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Como X7, Xo, -+ tém esperanca igual a x, temos pela Lei Fraca dos Grandes Nuimeros
de Khintchin que % L, x, quando n — o0, e como f é continua em |0, 1], segue que
f (Sn—”) L f(z), quando n — oo (CHUNG, 2001, Secdo 4.1). Além disso, como [0,1] é
compacto, f é uniformemente continua em [0, 1], e como |2»| < 1 segue que {f (%)}nZl
¢é limitada. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue que Ef (%) -
Ef(x) = f(x), isto é, pu(x) =5 f(x).

No exemplo acima mostramos que p,, converge pontualmente a f, e usando a de-
sigualdade de Chebyshev, poderiamos mostrar também que a convergéncia é uniforme
(CHUNG, 2001, Teorema 5.5.4). Mas esse ndo é o nosso objetivo aqui, bem como nao
estdvamos preocupados em definir rigorosamente o movimento browniano acima. Na ver-
dade, a ideia é ressaltar a importancia que tém os teoremas limites para sequéncias de
variaveis aleatorias, destacando o Teorema Central do Limite e a Lei dos Grande Nime-
ros, como fizemos. Estes sdo dois dos mais célebres resultados da teoria de probabilidade.
Informalmente, o primeiro assegura que, sob condi¢bes bem gerais, médias amostrais de
variaveis aleatorias, devidamente normalizadas em média e variancia, convergem em dis-
tribuicao para a normal com parametros 0 e 1 quando o tamanho da amostra tende ao
infinito. Da mesma forma, o segundo assegura que a média de um grande nimero de
variaveis aleatorias normalizadas pelas suas respectivas médias, converge a zero em pro-
babilidade. Em ambos os casos, as sequéncias que aparecem sao da forma S"Ttb", onde
a, > 0 e b, sao sequéncias de numeros reais, e somos levados naturalmente a seguinte
questao: além da distribuicao degenerada e da distribuicdo normal, quais sdo as outras
distribui¢oes que podem aparecer como limite das sequéncias {&“‘Tﬂ’"}nzl? Na procura da
resposta de tal questao somos levados a estudar as classes das distribui¢oes infinitamente
divisiveis e estaveis, bem como os correspondentes teoremas limites, o que vem a ser o

objetivo principal desta dissertacao.

O segundo capitulo da dissertacao preocupar-se-a em fazer as defini¢des e enunciar
os principais teoremas que serao utilizados durante a dissertacao. As referéncias para tal

capitulo sao (CHUNG, 2001) ou (JAMES, 2006).

O terceiro capitulo tratard dos diferentes tipos de convergéncia que temos para
uma sequéncia de variaveis aleatorias e da relagao que existe entre elas, enunciando-se os
principais teoremas a respeito. O roteiro descrito é basicamente o encontrado em (JA-
MES, 2006), exceto a segao que trata das familias de medidas de probabilidade rigidas e
relativamente compactas. Tal teoria pode ser encontrada em (SHIRYAEV, 1996). Nesse
capitulo sdo enunciados o Teorema de Poisson e algumas versoes do Teorema Central
do Limite e da Lei dos Grandes Numeros. Para a demonstracao deles utiliza-se o mé-
todo de Lyapunov, o qual consiste na andlise da convergéncia da sequéncia de fungoes

caracteristicas e se destaca pela sua simplicidade e aplicabilidade.

No quarto capitulo é que estudaremos as classes das distribui¢oes infinitamente
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divisiveis e estaveis, e os correspondentes teoremas limites. Nesse intuito faremos primeiro
um estudo detalhado sobre as fungoes caracteristicas, pois isto se faz necessario para

identificar as distribuic¢oes infinitamente divisiveis. As demonstracoes feitas nesse capitulo
tém como referéncia principal (CHUNG, 2001) e (SHIRYAEV, 1996).

Os resultados aqui demonstrados nao podem ser todos obtidos a partir de uma
unica referéncia citada. A maior parte deles estd enunciada e demonstrada em (CHUNG,
2001). No entanto, tal obra nao aborda as distribui¢oes estaveis e nem a convergéncia
dos arranjos triangulares para as distribuigoes infinitamente divisiveis. Tais resultados
podem ser encontrados em (SHIRYAEV, 1996). Ressalto também que as demonstragoes
nesta dissertacao foram feitas tentando sempre detalhar e simplificar os célculos o ma-
ximo possivel, visando que o texto fique acessivel também para alunos de graduacao.
Em particular, a demonstracao do Teorema 4.2.3 aqui feita a partir do Teorema 4.2.1 é
muito mais simples do que a feita em (CHUNG, 2001), ji que 14 o Teorema 4.2.1 nao é
enunciado. Outros resultados, como por exemplo as Proposicoes 4.1.1 e 4.2.2, nos livros
sao apenas enunciados, enquanto que aqui sao também demonstrados, e o Exemplo 3.2.1
foi por mim elaborado para enfatizar que as somas normalizadas nem sempre convergem

para a distribuicao normal.

Aos interessados, resultados similares ou que complementam os que aqui estao,
podem ser encontrados em (GNEDENKO; KOLMOGOROV, 1954).
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2 Nocoes Preliminares

Para compreender a teoria aqui descrita é necessario o conhecimento prévio da
teoria basica de probabilidade. Nesse sentido, este capitulo preocupar-se-4 em fazer as
defini¢oes e enunciar os principais teoremas que serao utilizados durante a dissertacao,
dando-se destaque ao teorema que garante a existéncia de infinitas variaveis aleatorias
identicamente distribuidas, ja que tal fato é que d&a sentido & nocao de distribuicao in-
finitamente divisivel e estavel. Por uma questao de objetividade algumas demonstragoes
serdo ocultadas, mas poderao ser encontradas em (CHUNG, 2001) ou (JAMES, 2006).

2.1 Espacos de Probabilidade e Variaveis Aleatorias

Como ja foi dito na introducao, quando E. Borel percebeu que seria interessante
conectar a teoria da probabilidade com a teoria métrica das fungoes de uma variavel
real é que a teoria da probabilidade passou a destacar-se como ciéncia. Nascia assim o
conceito de variavel aleatoria, o qual abordaremos nesta se¢ao. Como ja foi dito também,
por uma questao de objetividade, apenas enunciaremos as proposigoes e teoremas, sem

fazer as respectivas demonstragoes, as quais podem ser encontradas em (JAMES, 2006)
e (CHUNG, 2001).

Fixado um conjunto €2 nao vazio, uma o—algebra F de {2 é uma colecao de sub-

conjuntos de € satisfazendo:
i. 0eF;
ii. A® € F para todo A € F;
iii. A; € F, j € N, implica que %JN A e F.
J

O par (£, F) é chamado de espago mensuravel.

Dado um espaco mensuravel (€2, ), uma medida de probabilidade é uma fun-
cao P : F — [0,1] tal que:

i. P(A)>0;
ii. P(Q) =1,
ili. Se Ay, As,--- sdo elementos disjuntos pertencentes a F, entao P( U A;) =
jEN
> P(4;).
jEN

Em particular, temos P(A°) =1 — P(A) para todo A € F.

Defini¢ao 2.1.1 (Espago de Probabilidade). O trio (Q,F, P) é chamado de espago de
probabilidade.
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Em Probabilidade comumente refere-se ao conjunto €2 como espago amostral e aos

elementos da o-algebra como eventos aleatorios.

A propriedade acima que diz que P( U A;) = > P(A,) é denominada oc—aditividade
jEN jEN

n n
da medida P. Quando acontece de termos apenas P( U A;) = > P(A;) dizemos que a
j=1 j=1
probabilidade P ¢ finitamente aditiva. Note que verificar se uma medida P é finitamente
aditiva é mais simples do que verificar a o-aditividade. Nesse sentido temos uma valiosa

proposic¢ao:

Proposicao 2.1.1. Uma probabilidade finitamente aditiva é uma probabilidade (o-aditiva)

se, e somente se, € continua no vazio, isto €, se P(A,) \, 0 quando A, 0.

Definigao 2.1.2 (Varidvel Aleatéria). Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Uma
funcao X : Q0 — R serd chamada de varidvel aleatoria se for uma funcao mensurdvel, isto

é, se para todo v € R, [X <z] ={w e N: X(w) <z} é um evento aleatdrio.

De outro modo, denotando por B(R) a o-algebra de Borel para R (isto é, a o-
algebra gerada pelos intervalos), podemos dizer também que X : Q — R é uma varidvel
aleatoria se X 1(A) € F para todo A € By, onde By é qualquer familia de subconjuntos
de R que gera B(R), por exemplo By = {(—oco0,7] C R :r € R} ou By = {(a,b) C R :
a,be R}

Definigao 2.1.3 (Eventos Aleatérios Independentes). Os eventos aleatdrios Ay, Ag, -+, A,
sao ditos independentes se

P(kﬁ Ay) = kf[ P(Ay).

Da mesma forma, dizemos que {Ax}rer € uma familia de eventos aleatdrios independentes

se para todo n € N os eventos aleatorios Ay,,--- , Ay, sdo independentes para quaisquer
A, oo, A, € L.

Definigao 2.1.4 (Variaveis Aleatérias Independentes). As varidveis aleatorias Xy, -+, X,
sao ditas independentes se para todo By,--- , By € B(R) tivermos

P(X, € By,--+, X, € B,) = [[ P(Xx € By).

k=1

Informalmente podemos dizer que as variaveis aleatorias sao independentes se os
eventos aleatérios determinados por varidveis aleatérias distintas, X, ' (B) com B € B(R),
sao sempre independentes. Dai podemos considerar a defini¢do acima véalida também para

um nuamero infinito de variaveis aleatérias.

Definig¢ao 2.1.5 (Fungdo de Distribuigao). Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e
X : Q — R uma varidvel aleatoria. Definimos a fungdo de distribuicio de X, F : R — R,
por

F(z) = P[X <z
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Dada uma funcao F' : R — R, temos que ela é uma funcao de distribuicao se, e
somente se, I’ é ndo-decrescente e continua a direita com F(—oo) = lim F(x) =0 e
r—r—00
F(o0) = li_>m F(z) = 1. Outra propriedade importante é que os pontos de continuidade
xX o

de uma funcao de distribuicao sdo densos em R, como mostra a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1.2. Seja f : R — R uma fung¢do mondtona. Entao, o conjunto dos pontos
de descontinuidade de f é enumerdvel. Em particular, o conjunto dos pontos de desconti-
nuidade de uma fungdo de distribuicdo é enumerdvel, enquanto que o conjunto dos pontos

de continuidade ¢ denso em R.

Demonstracio. Sendo x; < xo pontos de descontinuidade de f, considere os intervalos

Ly={y €R; fmi) Sy < flmit)} e Ly = {y € R; f(22-) Sy < f(wat)}. Como f &
mondétona, dado T tal que 1 < T < x9, temos

flrt) < f(2) < flee—),

se f é nao decrescente, ou entao,

flzo—) < f(2) < fo1t),

se f é nao crescente. Segue que [, e [, sao intervalos disjuntos, e como em cada intervalo
aberto ha um numero racional, podemos construir uma funcao injetiva associando cada
x que é ponto de descontinuidade de f a algum ntmero racional pertencente a [, = {y €
R; f(z—) <y < f(xz+)}. Segue que o conjunto dos pontos de descontinuidade de f é

enumeravel. O

Definicao 2.1.6. Sejam Xy, - -, X, varidveis aleatorias definidas no espago de proba-
bilidade (0, F,P). A fungdo de distribuicio conjunta de Xy, ---,X, € a funcio
F:R" — R dada por

e X (1, ) = P(X0 < a0, X S g).
A partir da defini¢do acima temos o seguinte resultado a respeito da independéncia
de variaveis aleatérias:

Proposigao 2.1.3 (Critério Para Independéncia). Sejam Xy, --- , X, varidveis aleatorias
definidas no espago de probabilidade (Q, F, P).

i. Se Xy,---,X, sao independentes, entao
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71. Reciprocamente, se existem funcgoes I, --- | F, tais que

lim Fj(x) =1 para todo j, e

T—r00

entdo Xy,--- , X, sao independentes e F; = Fx, para todo j =1,---,n.

Definigao 2.1.7. Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade e X : Q@ — R uma varidvel

aleatoria.

e Dizemos que X ¢ uma varidvel aleatoria discreta se existe um conjunto enume-
ravel {x1, 22, -} C R tal que X(w) € {x1, 29, -} para todo w € 2. Se o conjunto
for finito com n elementos, dizemos que a fungio de distribuicao de X possui n

atomos.

e Dizemos que X é uma varidvel aleatoria absolutamente continua se existe
uma funcio f: R — RT tal que a funcio de distribuicio de X é dada por
Flz) :/ ft)dt, zeR
Nesse caso, [ é chamada de densidade de probabilidade de X, ou simplesmente,
densidade de X.

e Dizemos que X € uma varidvel aleatoria singular se a sua funcdo de distribuicdo
F ¢é continua com F'(x) = 0 em quase toda a parte, isto é, se F'(x) # 0 apenas

num conjunto de medida nula.

Note que uma funcao f : R — R* é densidade de alguma varidvel aleatéria se, e

somente se,

/OO f(x)dx = 1.

Por defini¢ao, dada uma medida de probabilidade, existe uma func¢ao de distribui-
¢ao associada a ela. A reciproca de tal fato também é verdadeira, isto é, dada uma funcao
de distribui¢do F, obtemos uma medida de probabilidade p em (R, B(R)). A medida pu
nos intervalos é dada por u(a,b] = F(b) — F(a) e se estende pelo Teorema de Extensao
de Medidas de Caratheodory (SHIRYAEV, 1996, Capitulo 2, Se¢ao 3) a uma medida de
probabilidade u definida em (R, B(R)).

2.2 Existéncia de Infinitas Variaveis Aleatdrias Independentes

Um dos principais objetivos desta dissertacao é investigar o comportamento de

uma sequéncia de varidveis aleatorias. Nesse contexto, precisamos da existéncia de n
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variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas definidas num espago de
probabilidade adequado, qualquer que seja o inteiro positivo n. Assim, antes de qualquer
coisa, é preciso que tenhamos certeza de que tais variaveis aleatorias existem, e isso fica
claro no teorema seguinte (CHUNG, 2001, Capitulo 3, Teorema 3.3.4).

Teorema 2.2.1. Seja {p,}n>1 uma sequéncia finita ou infinita de medidas de probabi-
lidade definidas em (R, B(R)). Entao eziste um espago de probabilidade (2, F, P) e uma
sequéncia de varidveis aleatdrias independentes { X, }n>1 em (Q,F, P) tais que pu, € a

medida de probabilidade de X,, para todo n.

Demonstragio. Sem perda de generalidade podemos supor que a sequéncia {fi,}n>1 ¢
infinita, uma vez que a prova nesse caso também servira para o caso finito. Observe que
para todo n existe um espago de probabilidade (€2, F,, P,) e uma variavel aleatéria X,
nele definida com p,, sendo a medida de probabilidade a ela associada. De fato, basta tomar
(Qn, Fu, Pr) = (R, B(R), i) € X, como a fungdo identidade em R, isto é, X, (w) = w.
Vamos fixar entao um espago (€2,,, F,,, P,) e uma variavel aleatoria X,, para cada n. Resta-
nos construir o espaco (2, F, P) no qual as varidveis aleatérias estdo definidas e provar

que elas sao independentes. Para o espago amostral vamos considerar
_ oo
Q= X724,

que é o conjunto formado pelos pontos da forma w = (wy,ws, ...) com w, € Q, para todo

n. Passaremos agora a determinacao de uma o-algebra de subconjuntos de €.

Dizemos que F C §2 é um conjunto produto finito se
o] def
E= anan = {(wlaw27"');wn€Fn}7

onde F,, € F,, para todo n e F,, # (), para um nimero finito de n’s. Vamos representar a

classe de tais conjuntos por Fj, isto é,
Ey={FE € : E é um conjunto produto finito}

Seja Fo uma classe de subconjuntos de 2 cujos elementos sdo a unido disjunta de um

numero finito de conjuntos produto finito, isto é,

Fo={AcQ:A=JE® com EW,... E™ e Eye EONEY = sei+#j}.
k=1

Vamos verificar que Fy é uma algebra, definir uma medida de probabilidade P,
o-aditiva em Fy, e usando o Teorema de Caratheodory, estenderemos JFy de maneira tnica

a uma o-algebra F e P a uma medida de probabilidade em F.

Claramente Q € Fy. Além disso, dados A, e Ay € Fy, temos

ni n2 .
Alz UE(k), GAQZ UF(]),
k=1 Jj=1
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onde os E®) ¢ os FU) pertencem a Ey, E® NEF®) =@ se k # k e FONFU) = se
J# 7', elogo,
ni na ) ni+n2 )
AU A, = U E® U U U — U G(%)7
k=1 j=1 i=1
onde GO = g0 paral <2< n;e G = pli-m) para n; + 1 <17 < n; + ny. Note que os
G’s ndo sdo necessariamente disjuntos, mas se usarmos H = G —[GWU...uGE~Y],

teremos
ni+ng ni+ng

U cO= () HY,
=1 =1

onde os H"’s sdo disjuntos e pertencem a Fy. Assim, A; U Ay € Fp, e para mostrarmos
que Jy é uma algebra de conjuntos de €2, falta mostrar que Fy é fechado em relagao a

complementacao. De fato, dado E® € E;, temos
EW = x> F,,

onde F,, € F, para todo n e F, # 2, para um nimero finito de n’'s. Logo, E®)e gerg
dado pela unido finita de conjuntos da forma x;f;lﬁn, onde ﬁn = F,, ou 15” = [ para
n<mngeF, =%, para n > ng. Assim, E®)¢ se escreve como unifo de um nimero finito

de elementos de Fjy, e logo temos que,

E®e e F,.
Para o caso geral, dado A € Fy, temos

A:OH@

k=1
Logo,
A¢ = ﬂ E(k)c € .Fo,
k=1

uma vez que a interse¢ao de um ntimero finito de elementos de Fj resulta em um elemento
de Ey (basta observar que [A; x B]N[Ay x B] = [A1 N Ay] x B).

Assim, verificamos que Fy é uma algebra de subconjuntos de 2. Agora vamos

definir uma medida de probabilidade P em JF{ da seguinte maneira:

Se E € Ey (temos E = x> | F,, onde F,, € F, para todo n e F, # (), para um

ndmero finito de n's) vamos definir
P(E) =[] Pu(F)-
n=1

Note que nesse caso existe ny € N tal que P,(F,) = P,(Q,) = 1 para todo n > ng, e

assim temos
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Para o caso geral, se E € F (temos E = G E® com EM ... EM ¢ Eye EONE® = ()
k=1
se j # k) definimos
P(E) =Y P(EW). (2.1)
k=1

Trivialmente temos P(F) > 0 para todo E € Fy e P(Q) = 1. E fcil verificar também
que se A,B € Fy, com AN B # (), temos A = UE®eB={J FU)_ e logo, usando
k=1 j

j=1
GV =FEWge1<i<n eGW=F0=m)gen +1<i< n,y, segue que

ni ng n1+n2
P(AUB) = P (U E®u( FU)) = P( U G“))
k=1 j=1 i=1

_ mep (G = S P (E®) + f:p (FO)
= PEA) + P(B). : "

Assim, P é uma medida de probabilidade finitamente aditiva em JFj. Para verificar que
P é o-aditiva, vamos mostrar que P é continua no vazio, conforme a Proposicao 2.1.1.
Para tanto, considere uma sequéncia {C, },>; em Fy de forma que exista 6 > 0 tal que
para todo n tenhamos C,.3 C C, e P(C,) > 6. Precisamos mostrar que Oﬁ C, # 0.
Recorde que para todo F € Fj existe k € N tal que F ¢ determinado por k cgzidenadas,
isto ¢, dados w = (w1, wy, ) e w’ = (W),wh, ) com w; = w; para 1 < j < k temos
que ambos pertencem a E, ou nenhum dos dois pertence. Note também que sendo ki e
ks o niimero minimo de coordenadas de E; e FEs, respectivamente, temos que Fy, C E;
implica que k1 < k. Além disso, se F é determinado por k coordenadas, sera determinado
também por k 4+ j coordenadas, qualquer que seja o inteiro positivo j. Assim, tomando
uma subsequéncia se necessario, podemos supor que para n grande, C,, é determinado por

n coordenadas. Agora, dado A\ € Q;, defina
(E‘)\l) = Ql X El,
onde
E1 = {(wg,wg, ce ) S X;.LOZQQTL : ()\1,&)2,&}3, . ) c E}

Note que se A\; nao for a primeira coordenada de nenhum ponto de F, entdao (E|\;) = 0.
Outro fato é que se E € Fy, o mesmo ocorre com (E|A;). Além disso, se F € Ey, com

E = x° | F,, temos imediatamente que

Ql><F2XF3X"', Se)\leFl

(E[A) = :
@, Se /\1 ¢ F1

Vamos mostrar que existe \; € Q; tal que P((Cy|\)) > & para todo n. Para tanto,

observe primeiramente que

P(C,) = /Q P((Colen)) APy (1),
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Isso é imediato se C),, € Ej, pois nesse caso temos C,, = X2 F} com F} € Fj para todo
k,F, =, se k>n,e

Ql><F2><F3><"', Sew1€F1
(Calwr) = .
0, sew; ¢ F

Dai segue que

P((Caler)) = I (1) T Pu(F

n=2
onde
1, wy € F
In() =4 T
O, SGW1¢F1
e logo,
LP((Cn|w1))dP1(w1) / T (wn) T] Pa(Fa)dPy(wn) H P((C)).

n=2

No caso geral, se C,, € Fy, entdo C,, = 6 E® e logo temos (O, |w;) = Lrj (E®|w;), onde
k=1
(E®]wy) N (EWw) =0 se k # j. Segue que

P(Cn) = ZP(E(’“))=Z/ P(E™|w,)dP, (w1)
k=1 k=1 951
— /ﬂ (2_: P((E(k)lm))> AP (w)) = / P (L_J( |w1)> APy (w;)

Defina agora o conjunto B, C €}y por

|

B, ={w; € Q1 : P((Cyhlw1)) > =}

Note que para w; € B, temos I < P((C,lwi)) < 1, e para w; ¢ B, temos 0 <
P((Cylwr)) < 2. Segue dai que

5 < P(C,) = /Ql P((Cylwn))dPy (w1)

== / P O |w1 dP1 w1 +/ C |w1))dP1(w1)

< [ dPi(w) + 5dP1(w1):/ (1—2) dPl(wl)—l—/diPl(wl)

Bn

(g

donde temos

|

(1-8) mis -
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e logo
20 )

P(B,) > —— > —,

1(Bn) 2 202 -6) = 2
qualquer que seja n > 1. Observe que B,, decresce junto com C),, uma vez que wy; € B,
implica P((Cplw1)) > P((Cpialwn)) > 3,

Pl(ﬁo B,) > 2, e logo, Oﬁ B, # 0. Tomando \; €
n=1 n=1

e consequentemente w; € B,. Assim, temos
o0

3 an, temos que para todon > 1
n=

vale

P((CalM)) 2

N Sn

Resumindo, partindo de P(C,,) > § para todo n > 1, chegamos a existéncia de \; € () tal
que P((Cy|A1)) > £ para todo n > 1. Repetindo o argumento, partindo de P((Cy|A1)) > &
para todo n > 1, obteremos a existéncia de Ay € Qg tal que P((Cp|\1, Ag)) > g para todo
n > 1, e por recorréncia, obteremos para todo £ > 1 a existéncia de Ay € €2, de forma

que para todo n > 1 vale

)
Segue dai que (Ck|\1, -, k) # 0 para todo k, isto é, sempre existe um ponto em Cj,
cujas k primeiras coordenadas sao Aq,---, \g, respectivamente. Logo, todo ponto cujas
primeiras k coordenadas sdo Aq,--- , Ak, respectivamente, estd em C}, qualquer que seja

k. Assim, tomando A\ = (A1, Ag, -+ ), temos que A € C}, para todo k, e dai

AE ka,

k=1
como queriamos demonstrar.

Assim, P é uma medida de probabilidade definida em Fy, e logo, do Teorema de
Extensdao de Medidas de Caratheodory (SHIRYAEV, 1996, Capitulo 2, Se¢ao 3) temos
que existe uma tUnica o-algebra F que estende JFy e uma medida de probabilidade que
estende P definida em F. Dessa forma fica provado que existe um espaco de probabilidade
(Q, F, P) no qual esta definida a variavel aleatéria X = (X7, X, - ), e além disso, como
P(x2 | F,) = 10_0[1 P,(F},) para todo F,, € F,, temos que as variaveis aleatérias X, Xo, - - -

sao independentes. O

Em nenhum momento se fez necessario que as medidas de probabilidade fossem
todas distintas, e portanto, bastava que existisse uma quantidade finita delas. Em parti-
cular, se tomarmos as medida de probabilidade todas iguais, obteremos a existéncia de

infinitas variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas.

Outra fato que é importante observar é que na equagao (2.1) definimos P(E) para

n

E € Fy usando a decomposicao E = L.J E® com EW, ... EM ¢ E,. E importante
k=1

ressaltar que essa decomposicao nao é unica, mas esse fato nao influencia a definicao de
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P(E), pois se tivermos

EW, (2.2)

C e

E= U E® =
k=1

Jj=1

teremos
n2

S5 P(E®) = 3 P(BEY), (23)

7j=1
De fato, dado E € Fy, consideremos as representagoes de E' como na equagao (2.2). Note
no

que para todo k = 1,---,n; teremos E®) = L.J(E(k) N E(j)), e portanto, P(E®) =
j=1

% P(E® N EW). Segue que
1

J]=

ni ny n2
ZP<E(k)) =Y ZP(E(k) nEY).
k=1 k=1j=1
”.1
Analogamente teremos também para todo j = 1,--- ,ny que EU) = (J(E® N EW), e
k=1
portanto
n2 n2 ni
Zp(E(j)) =3 ZP(E(k) NEW),
j=1 j=1k=1

verificando-se assim a equagao (2.3), como querfamos.

2.3 Esperanca Matematica

Para falarmos sobre a Lei dos Grandes Nuimeros e o Teorema Central do Limite é
necessario definirmos primeiro o que sao a esperanca e a variancia de uma variavel aleato-
ria. Informalmente, a esperanca é o valor que se espera obter ao escolher aleatoriamente
um elemento de X (£2), e a varidncia mede quanto que a esperanga de X? se afasta do
quadrado da esperanca de X. Com isso em mente, é natural pensarmos que no caso da
variavel aleatéria discreta que assume apenas valores positivos, a esperanga coincide com
a média aritmética ponderada dos valores de X (), e em (CHUNG, 2001, Capitulo 3)
ela é definida exatamente dessa maneira. No caso geral, ela é obtida por aproximacao a
partir de uma sequéncia de variaveis aleatérias discretas, analisando-se separadamente as

partes positiva e negativa, chegando-se assim aos resultados que seguem.

Defini¢ao 2.3.1 (Esperanca). Seja X : Q — R wuma varidvel aleatéria cuja fungio de

distribuicao € F'. A esperanca de X € definida como

IEX:/_O:O +dF(z) :/QXdP:/QX(w)dP(w),

desde que as integrais estejam bem definidas. Se EX = u < oo, dizemos X ¢é integravel.
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Note que

0

EX:/_O:OxdF(x):/

—0o0

2dF(z) + / Y wdF(z) = I+ 11,
0

de onde segue que

i. X é integravel se [ e 1] sao finitas;
ii. EX = oo se [ éfinitae Il = oo;
iii. EX = —oo se I] é finita e [ = —o0;

iv. EX nao estd definida se [ = —oco e I = oo.

Proposicao 2.3.1. Seja X ¢é uma varidvel aleatoria.

i. Se X ¢ discreta, tomando os valores {xy,xs,- -}, temos

ii. Se X € continua com densidade f(z), temos

EX = /jo xf(z)dz.

11. Para toda funcao mensurdvel ¢ : R — R, a esperanca da varidvel aleatoria
©(X) € dada por
Eo(X) = [ ()dF().

No caso em que a varidvel aleatoria X for discreta, tomando os valores

{x1, 29, -}, teremos
Ep(X) = Z@(%‘)P(X = ;).

No caso em que a variavel aleatoria X for absolutamente continua, com

densidade f(z), teremos
EX = / o(2) f(z)dz.
Proposicao 2.3.2. A varidvel aleatéria X ¢é integrdvel se, e somente se, | X| é integrdvel.

Proposicao 2.3.3 (Propriedades da Esperanca). Sejam X,Y : Q — R wvaridveis aleato-

rias integraveis. Entdao vale que
e Se X =¢, entao EX = ¢;
o B(aX+bY)=aEX+bEY;

e Se X <Y, entao EX <EY;
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e Se Xq,---, X, sao varidveis aleatorias independentes, entao
E(X; - X,) =EX;---EX,.

Defini¢ao 2.3.2 (Momentos). Seja X uma varidvel aleatéria e b € R. Definimos o k-

7

ésimo momento de X em torno de b como sendo E(X — b)*. Se b = 0, entio EX* ¢
0 k-ésimo momento de X, simplesmente. Se b = EX, entio E(X — EX)* é o k-ésimo

momento central de X .

Obviamente, o primeiro momento de X ¢ EX, e o primeiro momento central ¢é

E(X —EX) = 0.

Definigao 2.3.3 (Variancia). A varidncia da varidvel aleatdéria X corresponde ao seqgundo

momento central de X, isto €,

VarX =E(X — EX)2

Note que pela Proposicao 2.3.3 vale que

VarX = E(X -EX)?=E(X?-2XEX + (EX)?)
= EX?-2EXEX + (EX)* =EX* — (EX)%

Proposicao 2.3.4. Propriedades da Variancia:

1. Se X =c¢, entao VarX =0;

2. Var(aX +b) = a*VarX;

3. Se X eY sdo independentes, entio Var(X +Y)=VarX + VarY;
4. VarX =0 se, e somente se, P(X = k) =1 para algum k € R.

Teorema 2.3.1 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam X, X, Xs, -+ varidveis
aleatorias definidas num mesmo espago de probabilidade tais que {X,},>1 converge em
quase toda parte para X. Se existe uma varidvel aleatoria integravel Y tal que para todo

n—oo

n > 1 tenhamos | X,,| <Y em quase toda parte, entio X e X,, sao integriveis e EX,, —
EX.

2.4 Funcoes Caracteristicas

Analisar o comportamento de uma sequéncia de varidveis aleatérias ndo costuma
ser uma tarefa facil. No entanto, dada uma variavel aleatéria X, existe uma funcao com-
plexa ¢ : R — C unicamente determinada por X que chamaremos de funcao caracte-

ristica de X. Desta forma, dada uma sequéncia de variaveis aleatérias {X,, },>1, existe
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uma sequéncia de fungoes caracteristicas {p,},>1 associada a ela, cujo comportamento
costuma ser mais facil de analisar. Nesse contexto, vamos agora estudar algumas propri-

edades de tal funcao.

Defini¢ao 2.4.1 (Funcdo Caracteristica). Seja X uma varidvel aleatoria cuja fungdo
de distribuicao é F'. Define-se como fungdo caracteristica de X, a fungio px : R — C
definida por

ox(t) = Ee'™™ = Ecos(tX) + iEsin(tX).

Da Proposigao 2.3.1 segue imediatamente que

ox(t) = /_O:O cos(tx)dF (z) + i /_O:O sin(tx)dF (z) = /_o:o e dF(z) = /Qe”X(“’)dP(w).

Quando nao houver risco de confusao, usaremos simplesmente ¢ para nos referirmos a

funcao caracteristica ¢x.

Proposicao 2.4.1 (Propriedades da funcao caracteristica). Seja ¢ uma fungdo caracte-

ristica. Entdo vale que:

[p(t)] < (0) =1 e p(—t) = ¢(t), qualquer que sejat € R;

Gaxs(t) = € (at) e _x(t) = px (D), quaisquer que sejam a,b,t € R;

e © ¢ uniformemente continua em R;

o Se i, -+, p, sao funcoes caracteristicas, entio ¢ = py - - -, também é uma funcao

caracteristica;

A wariavel aleatoria X tem distribuicao simétrica em torno de zero (isto é, P(X <

x)=P(X > —x),x € R) se, e somente se, px(t) € R para todo t € R.

Demonstracdo. A primeira propriedade segue imediatamente das igualdades

©(0) = Ee™ =E1 =1,

0l =| [~ ear

< /°° | dF () :/m dF(z) =1, o,

o(—t) = /_ O:O e~ qF(x) = /_ O:OemdF(x) — 2(0).

Para verificar a segunda propriedade, temos das propriedades da esperanca que

(aX+b) _ eztheztaX

Paxp(t) = Ee” = ey (at),

e consequentemente,
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Vamos provar agora que ¢ ¢ uniformemente continua em R. Para tanto, dado € > 0,
precisamos mostrar que existe 0 > 0 tal que |h| < 0 implica |p(t + h) — ¢(t)| <€, e que o

valor de § nao depende do valor de t. Observemos primeiro que

— | /OO [eihxeitx . eltx]dF(JT)

—00

(4 h) — ()] — | [ dmegp) - [~ e
< /°° || — 1|dF(2) = /°° e — 1|dF(z).

ihx ihx

Como |e 1| converge a zero quando h tende a zero e |¢"* — 1| < 2, temos pelo Teorema

da Convergéncia Dominada que [*_ |e?"® —1|dF(x) converge a zero quando h tende a zero.

Logo existe 6 > 0 tal que |h| < § implica [*_ |ei"® — 1]dF(x) < ¢, e daf segue que

Bl < 8= lplt+h) = pB)] < [ | —11dF (@) < e,

—00

qualquer que seja t € R, como queriamos demonstrar.

Quanto a quarta propriedade, sejam Xi,---, X, as variaveis aleatorias tais que
p;(t) = Ee™™ sdo as respectivas fungdes caracteristicas. Pelo Teorema 2.2.1 podemos

supor que elas sao independentes, e logo,
O(t) = @1(t) - p(t) = Bl Eel&n = Bl ... oitXn — Reit(Xat+Xn)

Assim, ¢ é a fungdo caracteristica da variavel aleatoria X7 + - - - + X,.

A dltima propriedade segue das propriedades anteriores, das propriedades das

funcgoes de distribuicao e do Corolério 2.4.1, segundo as quais

PX<z)=P(X>-z) & Fx(r)=P(X<z)=P(-X<z)=F_x(x)
& ex(t)=¢ ex(t)
= ch(t) € R.

]

Um importante resultado sobre fungoes caracteristicas é que existe uma corres-
pondéncia biunivoca com as func¢oes de distribuicdo. Para provarmos este resultado co-

mecamos com o lema seguinte:

Lema 2.4.1 (Integral Classica de Dirchlet).

/Oo sinl) T
0 t 2

Demonstracao. Observe inicialmente que

/OOO sir;(t) dt = /OOO sin(t) (6:? “:°°> dt = /OOO sin(t) (/Ooo et“du) dt

u=0

= /OO /Oo sin(t)e ™ dudt.
o Jo
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Agora, note que

/00 sin(t d _ Z /(k“ ™ sin (¢
0

é uma série alternada cujos termos convergem para zero, uma vez que dado ¢ € [k, k+ 1],

temos sin(¢ ) > 0 se k é par, e sin(t) < 0 se k é impar, a0 mesmo tempo que “n(t) 20,

—tu

Logo, [5° ) g = M < 00, e dai, o integrando sin(¢)e~*" é continuo e mtegravel. Portanto

podemos trocar a ordem de integracao e temos

/OOO = )dt - / / sin(t)e”"dtdu = /OOO —e~"(cos(t) + usin(t)) t:oodu

t 1+ u?

uU=00

:/o 1+u2du—arctan() :g.

u=0

Proposicao 2.4.2 (Férmula da Inversao). Seja X wma varidvel aleatoria, F sua fungdo

de distribuicdo e ¢ sua fungdo caracteristica. Se x <y, entao

L et e P F) P+ Fa)
Syt € Tl dt = _ .
o woo |y, A0 2 2

Demonstracdo. Seja

m e—ztw _ e—zty
I(u) = [ S —e(tydt,

onde x < y sao pontos de continuidade de F. Logo,

u o—itr _ —ity oo
I(u) = [u £ _—° = ¢ UOO e’tZdF(z)] dt
u 0o e _ ity
= / / iemd}?(z)dt.
—u J—o00 it

Por L’Ho6pital temos

e e . —ize " 4 jye W
lim - = lim : =y—ux,
t—0 1t t—0 1
e logo
u [e.e]
I(u) = / F(z, )dF(2)dt,
onde

Yy —x, set =10
f(zt) =

—itx _ ,—ity :
E—c—e" set#0

Como |f(z,t)] =5 0, temos f limitada, exceto possivelmente em uma vizinhanca de
t = 0. Mas vimos que f é continua em t = 0, e logo, |f(z,t)| < ¢ < co para todo z € R e

t € [—u,u], de onde segue que

‘/_z _o:of(z,t)dF(z)dt‘ < [ [ uenarea s [0 ] ara

=Uu

= c/u/oodF(z)dt:c/udt:ct
—u J—00 —u P

= 2uc.
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Assim podemos trocar a ordem de integracgao, e logo,

0o u eit(z—a:) o eit(z—y)
I(u) = / / . dtdF(z)
—00 J—u ]

/oo /u cos(t(z —x)) + isin(t(z — x)) — cos(t(z — y)) — isin(t(z — y))dtdF(z)

it
o ru [cos(t(z — x)) — cos(t(z — in(t(z — x)) — sin(t(z —
_ / / [cos( (z x)) cos(t(z —y)) +sm( (z —x)) —sin(t(z —y)) dtdF(2)

—o0 J—u it t
Como % é uma funcao impar e M ¢ uma funcao par, segue que

[(u) _ 2/00 /U sm(t(z — :L’)) ; sm(t(z - y)>dtdF(z) _ ]Egu(X),

—o0 JO

onde

gu(z)ZQ/qut—2/oqut.

0
Vamos agora fazer as verificagoes necessarias para aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada a sequéncia (g,(z)),>1. Pela Integral de Dirichlet, dado a € R, vale que:

a>0= /u Sm(at)dt = /au sm(t) dt = lim /u sin(at) dt = E,
0 t 0 t u—0o0 Jg 2

t
L<0o /“ sin(at)dt _ /“ sin(—at)dt
0 0

t t
T A GO im/ sin(—at) p, _ T
u—oo Jq t u—o0 J t 2
a=0= lim wdtzo.
u—o0 fq t

Assim, lembrando que x < y, temos

0, sez < x

, se z=u
1}1_{{}09”(2): 2, sex<z<y-

, se z =1y

0, se z >y

Em termos de variaveis aleatoérias isso significa que

9u(X) =3 mlixay + 27 e x <y + Tl x =y
u sin(t)

Agora, note que a fungao [y =

e portanto é limitada em [0, oc]. Dai,
w sin(at

/ sin(at)
0 t

Assim, temos para todo u > 0 que

lgu(2)] < 2‘ /0 Wdt‘ Lo

dt é continua em [0, o] e converge para 5 quando u — 0o,

< sup
u>0

/usm(t)dt|:M<oo.
0 t

I
0 t - ’
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e logo, do Teorema da Convergéncia Dominada segue que

1}1—{130 Eg.(X) = Euh_{go Gu(X) = TE [ x =g + 27E [z x<y) + TELx =y
= 7P(X =x)+27P(x < X <y) +7P(X =y),

e dal temos

JL%O;TI(U) = P”";%p@ <X < y)+P<X;y)
= F(:L‘) _2F($ ) +F(y—) _ F(SB) + F<y) _2F(y_)

Corolario 2.4.1. Sejam X, e Xs wvaridveis aleatorias cujas fungoes de distribuicao sao
Fy e Fy e as fungoes caracteristicas sao @y e py, respectivamente. Entao temos Fy = F,

se, e somente se, Y1 = Pa.

Demonstracao. Se Fy = F5 temos por definicdo que

o) = [ dRi(0) = [ e dR(@) = ga(1).
Reciprocamente, se 1 = @y temos da féormula da inversao que se y é um ponto de
continuidade de Fj e F3, entao

) ) 1 u e—itm _ 6—ity
Fi(y) = lim [hm —/ ‘gpl(t)dthFl(x)]

—u 1t

u e—it:c _ e—ity
= lim [hm —/ it@g(t)dt+F2(x)]

Como Fi e F, sao continuas a direita, segue que para todo z € R,
1

Fi(z) = lim lim [lim —/

yN\z T—=—00 [u—00 277 J_y it

m efita: o efity

©1(t)dt + Fy (a:)]

1 uw o—itr _ —ity
= lim lim [lim —/ U@g(t)dt+F2($)]

Y\z T——00 |u—00 277 J _y 1t

= FQ(Z),
(§ dai, F1 = FQ. ]

Definigao 2.4.2 (Convolugao). Dadas as fungoes de distribuicao Fy e Fy, a funcio de

distribuicao F € dita convolugdo de Iy e Fy se, para todo x € R,

Fla)= [~ Fi(e - y)dF)

Nesse caso escrevemos F' = F| x 5.
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Teorema 2.4.1. Se X; e X5 sao varidveis aleatorias independentes com funcoes de dis-
tribuicao Fy e Fy, e fungoes caracteristicas @1 e sy, respectivamente, entao a varidvel
aleatoria X = Xy + Xy tem funcao de distribuicio F' = Fy x Fy e fungdo caracteristica
¥ = P1¥2.
Demonstracao. Pela independéncia de X; e X5 temos que para todo t € R,

@(t) — EeitX — Eeit(X1+X2) — ]E<€itXleitX2) — EeitXlEeith = o (t)(pg(t).

Para verificar que F' = F} * I, vamos definir a funcao f : R> — R tal que

1, sexi+ax2 <2
f(thQ) =

0, sexi+x9>x

Logo, pela independéncia de X; e X5, e pela Proposicao 2.1.3, vale que
F(r) = P(Xi+ X <a)= /RQf(xl,a:Q)dF(azl,xg)
fo'e) r—ITo
= / / 171, ) dFl(l‘l)dFQ(l‘Q) / |:/ dFl(ZL‘l):| dFQ(ZEQ)

— /_mpl(x—xg)dFQ(xg). o

m
Corolario 2.4.2. Se X = Z X, onde Xy,---,X, sao varidveis aleatorias indepen-
dentes, entdo X tem fungao de distribuicao F = Fy x --- x F,, e funcdo caracteristica

© = @1, onde F; € a funcdo de distribuicao e p; € a fungdo caracteristica de X,

j=1,---.,n

Demonstracao. Basta aplicar n — 1 vezes o Teorema 2.4.1. O
Corolério 2.4.3. Se ¢ é uma fungio caracteristica, entdo o mesmo ocorre com |¢l|?.
Demonstracdo. Seja X uma variavel aleatéria cuja fungao caracteristica é ¢. Do Teorema
2.2.1 temos que existe uma variavel aleatéria Y tal que X e Y sdo independentes e

identicamente distribuidas, e portanto tém também a mesma funcao caracteristica. Segue

dai que a funcao caracteristica da variavel aleatéria X — Y serd
e = Ee™Ee™ = o(t)p(—t) = p(t)p(t) = |o(t)*.
O

Teorema 2.4.2. Seja X uma varidavel aleatoria cuja fungdo de distribuicdo é F' e a fungdo
caracteristica é . Entao E|X|" < oo se, e somente se, ¢ possui n derivadas continuas,

valendo

o0 (1) = [ O:O(ia:)kemdF(a:).
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Demonstra¢io. Supondo inicialmente que E|X|" < oo, vamos provar a ida por indugao.
Se n = 1, temos E|X| < oo, e queremos mostrar primeiramente que para todo ¢t € R

existe
¢'(t) :/ ire™dF(x),

isto é,

(.p(t + h‘) B ztm
. —9/ dF (z).

Primeiramente observe que para h # 0 temos

ot +h) =) _ /oo W—emdﬂx):/w em<emx_1> IF(2)

h —o0 h o

e ()

ihz_ 1 h—0 . . ihX
S W para todo z € R, temos que X (%) converge pontualmente

Como

para a variavel aleatéria iXe~, quando h — 0. Por outro lado temos
ethr 1 Jlizet*ds Jliestds f(lm |lie™s®|ds féh‘ ds
= < |zl F——| < 2|77 < |7 = |zl,
h h |h| |h

e logo,

< [X].

QitX et —1
h

Como |X] é integravel, segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

E <€itX (eihx )) h=Q E(i X eY),
h
e assim,

_ 4 ihX—1 , o
¢'(t) = lim ot + h}i (1) = /IIH%E <€ti <€h>> = E(iXe"™™) = / ive™dF (z).
— —00

h—0

A continuidade de ¢’ também decorre do Teorema da Convergéncia Dominada, uma vez

. ; s—t . ; . ; . ;
que temos ize®® =% jxe’™ para todo z € R e |ize™®| = |z|, donde segue que iXe*X
converge pontualmente para iX e quando s — ¢, e [iXe®*X| = | X]|, e logo, como |X| é

integravel, temos que
¢ (s) = EiXe™X X Bixe™ = /(t).
Suponha agora que valha ¢ () = [ (iz) e dF(z) e que E|X|U+Y < oo. Logo,

U (t+h) —pU(t) e el _eite
h = [ () <hdF(x)>

-/ O:O(m)f'em (ehh_l> dF(z)
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De modo andlogo ao caso em que k = 1, temos que (i.X)7e¥ (thT_l) converge pontual-

mente para (iX )/ HelX e,

< |XPIX] = X

ihX_l ihX_1|

e (S50 | =l

Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

E ((iX)je“X (”Xh_l» D (X )+ i),

Assim,

. D (t + h) — ) (t) . eihX -1
(+1) — i P ( ¥ i NG oitX
= h e (W ‘ (h ))

= B(EX)He™) = [ (i) Hedr ()

Novamente de modo andlogo ao caso em que k = 1, também temos (iX ) e®* conver-
gindo pontualmente para (i.X )X e |(iX)/Tle!™X| = | X]7T! donde segue do Teorema

da Convergéncia Dominada que
U+ (s) = E((IX) 16X 22 B((XPHe) = Ut (1),
Quanto a reciproca, se
p0) = [ () dF () = (X",

e  possui k derivadas continuas, segue que X* é integravel, e portanto, |X|*¥ também
é. O

Corolario 2.4.4. Seja X uma varidvel aleatéria cuja fungdo caracteristica é . Entao
X € integrdvel se, e somente se, ¢ € uma funcdo de classe C*. Ao mesmo tempo, X
tem wvaridncia finita se, e somente se, ¢ é uma funcdo de classe C*. Em particular,
EX = —i¢/(0), e, VarX = —¢"(0) + ¢'(0)%

Demonstracao. O corolario é apenas uma aplicacao do Teorema 2.4.2 paran =1en = 2.

Quanto ao calculo da esperanca e da variancia, basta observar que

o(0) = / ¥ izdF(z) = iEX = EX = —ig/(0),

— 00

ao mesmo tempo que

©”"(0) = /_ o:o(ia:)QdF(x) = -E(X?) = VarX = E(X?) — (EX)? = —¢"(0) + ¢'(0)°.
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2.5 Exemplos de Distribuicoes

Nesta secao vamos apresentar alguns exemplos de distribuig¢oes importantes e de
grande aplicabilidade. Além da distribuicdo normal e da distribuicdo degenerada que
aparecem respectivamente no Teorema Central do Limite e na Lei dos Grandes Nuimeros,
abordaremos também as distribuigoes de Poisson e de Cauchy, as quais sao dois exemplos

interessantes de distribuicoes infinitamente divisiveis, conforme definiremos adiante.

2.5.1 Distribuicao Degenerada

Definicao 2.5.1. A varidvel aleatoria X tem distribuicdo degenerada, se existe A € R tal
que
P(X=X=1.

Pela Proposicao 2.3.1 é imediato que a funcao caracteristica correspondente a

distribuicao degenerada é

e logo, pelo Corolario 2.4.4, temos EX = A e VarX = 0. Um fato que ocorre em ralacao a
funcao caracteristica da variavel aleatéria com distribuicao degenerada, é que, em modulo,

ela é constante e igual a 1, e a reciproca também é verdadeira, como segue.

Proposicao 2.5.1. Seja X uma varidvel aleatoria, e ¢ : R — C a sua funcao caracteris-

tica. Se |p(t)| =1, entao a distribuicio de X € degenerada.

Demonstragdo. A demonstracao sera feita a partir das seguintes afirmagoes:

i. Se |p(ty)] = 1 para algum ¢y # 0, entdo existe A € R tal que X tem massa

concentrada nos pontos da forma \ 4+ 2%0", n € 7, isto é,

ZP(X:)\+M):1.
ne”L to

ii. Se |p(to)| = |¢(aty)] = 1, onde ty # 0 e a é um ntmero irracional, entao a

distribuicao de X ¢é degenerada.

Note que, provada a segunda afirmacao, a proposicao estara demonstrada.

Para provar a primeira afirmagao, observe que como |p(tg)| = 1 e ty # 0, existe

A € R tal que ¢(ty) = e}, Logo, sendo F a funcio de distribuicdo de X, temos

eltoX :/ erdF(z) = 1 :/

—00

(10N g F () — / " cos(to(z — A))dF(x)

—00

N /_ 2[1 — cos(to(z — \)]dF(z) = 0.
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Como 1—cos(to(z—A)) > 0 para todo = € R, segue da igualdade acima que 1—cos(to(X —
A)) = 0 em quase toda parte, isto é, exceto num conjunto de medida nula. Segue dai que

to(X — A\) = 27n, n € Z, e consequentemente, X = \ + 2”” em quase toda parte, e dali,

2
ZP( _A+7m>=1.
nez tO

Quanto a segunda afirmagao, sendo |p(tg)| = |p(aty)| = 1, temos pela primeira

afirmacgao que existem A\, Ay € R, tais que

ZP< _A1+27m> ZP( _A2+27rt:’>:1.

nez nez
Dai, supondo por absurdo que a distribuicao de X nao é degenerada, existirdao n;, # ns e
my # mg, tais que

2mn 2mm 2mn 2mm
)\1‘0‘ 1:/\2+ 1, e, )\1+ 2:)\24’ 2
to Oéto t() Oét()

)

onde a probabilidade de ambos nao é nula. Segue que

27 27
—(n1 —ny) = —(m1 —my),
to ato
e consequentemente,
my — Mgy
ny —ng .

Chegamos assim a uma contradi¢do, ja que a é um numero irracional, e portanto, nao

pode ser escrito como fracao de ntimeros inteiros. O

2.5.2 Distribuicao Normal

Definicao 2.5.2. A wvaridvel aleatoria X tem distribuicao normal padrdo se ela tiver

funcao densidade dada por

1 2
f(z) = ez, x€eR,

isto €, se a sua funcdo de distribuicao for dada por

+2
F(z) e 2dt, zeR

Nesse caso, escrevemos X ~ N(0,1).

Para verificar que f é de fato uma fungao de densidade, note que f(z) > 0 para

todo = € R, e logo basta mostrar que [~ f(z)dz = 1. Para tanto, observemos primeiro

([ s@as) = [~ san [~ sy = = [7 [ 5 anay

que
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Em coordenadas polares temos x = pcos(f) e y = psin(f), com p € [0,00) e 6 € [0, 27].

Logo,
1 o) 00 (42442 1 27 oo _ 2 ]_ 2 _QPZOO
—/ / e )dxdy = —/ / eTppdpdﬁz—/ —e % deo
27 J—o0 J—o0 2w Jo  Jo 2m Jo p=0
1 2
= — dg = 1.
21 Jo

Assim, como (ffooo f(gﬁ)dyﬁ)2 =1e f(z) > 0 para todo = € R, segue que [* f(z)dx = 1.

Proposicao 2.5.2. A fungdo caracteristica correspondente a distribuicio normal padrao

s

e

p(t) = e
Demonstracao. Pela Proposicao 2.3.1 temos

oo ]_ oo 22
o(t) = / " f(x)dr = \/_/ e T dx
—00 21 J -0

1 00 ) 1 2[00 (z—it)?
= — =) dy = e 2/ e 2z dx

vV 271' —00 vV 27‘(’ —00
V2T v

onde z =x —it e y: R — C é dada por y(s) = s — it.

22 22
Note que [, e”Zdz = limy o0 f|_p_i1n_iy) € 2 d2, € pela teoria da integragio com-

plexa de Cauchy, temos para todo n € R que

22

22 22 —n 22
/ e z2dz+ e 2dz +/ e 2dz +/ e 2dz=0.
[—n—it,n—it] [n—it,n] n [-n,—n—it]

Logo,
22 z2 o 22 z2
/e_sz + lim e 2dz — / e 2dz+ lim e 2dz=0.
~ n—=00 J[n—it,n] —oo n=0 J{—n,—n—it]
Agora, como [n — it,n| é determinado por A(s) = n + is, s € [—t, 0], temos
22 0 (n i5>2 0 —n2—2insts2
’/ e 2dz| = ‘/ e . ds| < / e St ds
[n—it,n] —t —t

s2_n2
e 2

. 0 2 2
|efms|d5 :/ es 2n ds
—t

0 .
/il
—t
—n?

0 2
s_ n—oo
= ¢e2 / ezds — 0.
—t

z2
Analogamente temos também que | f[_ e~z dz| %0, e consequentemente,

n,—n—it|
22 o0 22
/e_sz :/ e 2dz = V2.
¥ —00

Segue dai que
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Definicao 2.5.3. Uma varidavel aleatoria Y tem distribuicao normal com parametros p

e 02 se tivermos Y = oX + p, onde X tem distribuicio normal padrdo. Nesse caso

escrevemos Y ~ N (u,0?).

2

Como veremos no Corolario 2.5.2, os parametros i e 0, s2o a esperanca e variancia

de Y, respectivamente.

Corolario 2.5.1. A fungao caracteristica correspondente a distribuicio normal com pa-

rametros |1 e 0% é

0'2 t2

oy (t) = eith="5

Demonstragio. Como Y = o X + p, onde a fungdo caracteristica de X é px(t) = e 7,

temos da Proposicao 2.4.1 que

oy (t) = e™px(ot) = s S

[
Corolério 2.5.2. Se Y tem distribuicio normal com pardmetros ji e o2, entdo EY = p
e VarY = o2,
) 0242
Demonstragio. Sendo ¢y (t) = €™~ 72 a fungao caracteristica de Y, temos ¢} (t) =
. fed . o . o242
(i — o2t)e ™= "2 ¢ Pl (t) = —o2e™ "2 + (ip— ot)2ei™ 2~ | que sdo fungdes continuas
em R com ¢4 (0) =iu e ¢} (0) = —0? — p?. Segue do Corolério 2.4.4 que
EX = —igy(0) = p o
VarX = —¢1(0) + ¢4 (0)* = o°.
[

2.5.3 Distribuicdo de Cauchy

Definicao 2.5.4. A varidvel aleatoria X tem distribuicio de Cauchy padrdo se ela tiver
funcao densidade dada por
1
o=ty

isto €, se a sua funcgdo de distribuicao for dada por

r € R,

1 = 1

Note que f é de fato uma fungao de densidade, ja que f(z) > 0 para todo = € R,
=00 1

/OO f(x)dx = 1 /OO ! dr = laulrctam(gv)

—oo T Jooo 1+ 22 T

T=—00
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Proposicao 2.5.3. A funcao caracteristica correspondente a distribuicio de Cauchy pa-
drao é
p(t) =M.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.3.1 temos

0o 1 0o eitz
o it .
w(t)—[me f(x)dx—ﬂ/ool_{_#dx.

Note que g(z) = 1‘1—; tem polo simples em x = =4i. Logo, o residuo de ¢ calculado no

ponto i sera
itx —t

. . (x—1d)e e
pu— 1 —_— —_—.
res(g,1) lim — e 5;
Sendo C;. o semicirculo de raio r centrado na origem e percorrido no sentido anti-horario,
e v = C. U[—r, 7], temos pelo Teorema dos Residuos (SOARES, 1999, Capitulo 6) que

para todo r > 1

1 itx 2171
—/ © _dr= ﬂres(g,i) =e "
7 Jy 1+ 22 T

Por outro lado, como = = r(cos(s) + isin(s)),s € [0, 7], ¢ uma parametrizacdo de C,,

temos que dado t > 0,

ezt:c T eitr(cos(s)—i-i Sin(s))r(— Sin(S) + iCOS(S))
/ dr| = / — ds
T b ro{cos(s) + isin(s))? § 1
- |e—trsin(s)|
< d
< rI(cos(s) + isin(s) )2 + 5]
—trsin(s)
< ¢ ds =% 0.

/0 r(cos(s) + isin(s))? + %

Segue portanto, que para todo t > 0,

itx

1 00 itx 1 itx 1
@(t)zf/ c d:czlim—/ ¢ dr— lm - C  dr—=et.
T Jooo 1+ 22 r=00 7 Jy, 14 22 r=oo Jo, 1+ 22

Para t < 0 temos da Proposicao 2.4.1 que

e portanto, para todo t € R,

]

Definicao 2.5.5. Uma varidvel aleatoria Y tem distribuicdo de Cauchy com parametro

0 > 0 se tivermos Y = 0X, onde X tem distribuicio de Cauchy padrao.

Corolario 2.5.3. A funcdo caracteristica correspondente a distribuicao de Cauchy com

parametro 0 > 0 é
vy (t) = e,
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Demonstragio. Como Y = X onde a funcio caracteristica de X é px(t) = e ¥, temos
da Proposicao 2.4.1 que
oy () = ox(0t) = e,
m

Corolario 2.5.4. Se 'Y tem distribuicio de Cauchy com parametro 8 > 0, entao Y nao é

integravel.

Demonstragio. Sendo oy (t) = e~ a funcio caracteristica de Y, temos

—fe™, set>0
py(t) =9
fe?t, set <0,
que ¢ uma fungao descontinua em ¢t = 0. Segue do Corolario 2.4.4 que Y nao é integravel.

]

2.5.4 Distribuicao de Poisson

Definicao 2.5.6. A wvaridvel aleatoria discreta X, que assume apenas valores inteiros

positivos, tem distribuicao de Poisson com parametro X > 0 se tivermos
7)\>\k

P(X =k)= u , para todo k € N.

Nesse caso, escrevemos X ~ Poisson(\).

Note que a funcao de distribuicao de X sera

Flz)=P(X <z)= ) PX

0<k<z
isto é,
0, sex <0
F(x) =9 1z
S, sew >0,
k=0 "

onde |z] denota a parte inteira de x.

Proposicao 2.5.4. A funcgdo caracteristica correspondente da distribuicao de Poisson com

parametro X > 0 é
go(t) _ 6>\(e“—1)‘

Demonstracao. Pela Proposicao 2.3.1 segue que

o) = B =3 cmp(x =)

. itn © 7)\)\n - )n
- 2 >

_ it eit
— A A1)
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]

Corolario 2.5.5. Se X tem distribuicao de Poisson com parametro A > 0, entao EX =
VarX =\

A(

Demonstragio. Sendo ¢(t) = e~V a funcdo caracteristica de X, temos imediatamente

Q' (t) = NielteM D e (1) = (=Aelt — A2e2) M que sdo fungdes continuas em R
com ¢'(0) = i) e ©”(0) = —A? — . Segue do Coroldrio 2.4.4 que

EX = —i¢'(0) =X e

VarX = —¢"(0) + ¢'(0)* = A.

2.5.5 Distribuicdo Uniforme

Definigao 2.5.7. A wvaridvel aleatéria X tem distribuicio uniforme em |a,b] se a sua

funcao de distribuicao for dada por

0, sex <a
F(x) = o sea<z<bh-

1, sex >b

Nesse caso, escrevemos X ~ Ula,b).

Note que tal varidvel aleatéria tem funcgdo densidade dada por f(z) = ;- para

a<z<be f(r)=0paraz <aex>b.

Proposicao 2.5.5. A funcao caracteristica correspondente a distribuicao uniforme em
la,b] é

Iy
tb—_a, S@t?éo
set=20

Demonstragao. Vamos comegar pelo caso em que X ~ U[—1, 1], onde temos pela Propo-
si¢do 2.3.1 que, para t # 0

itz |2=1

0o . 1 ,itx
ex(t)= [ e fydr= [ Srdr=T5

-1

e —e " sin(t)

21t t

r=—1

Para t = 0 é imediato que

©(0) = /_O:Of(x)dx— /1 ;d:z; =1

-1
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Por outro lado, se Y ~ Ula,b], temos que Y = ”_TaX + b%‘l, onde X ~ U[-1,1]. Logo,

pela Proposicao 2.4.1, a funcao caracteristica de Y sera

. bt+a
L sin(t—b;a)

p(t) = = :
1, set=0

, set#0

]

Corolario 2.5.6. Se Y tem distribuicao uniforme em [a,b], entdo EY = HT“ e VarY =
(b—a)*
12

Demonstragio. Se X ~ U[—1,1], entdo, para t # 0, a fun¢do caracteristica de X serd
sin(t t cos(t)—sin(t)

px(t) = 0 ¢ logo, @y (t) = LEWzm o o (1) = C=RdsmO=2esl) guo s30 fungdes

possivelmente descontinuas em ¢t = 0. Mas, pela regra de L’Hopital temos

t cos(t) — sin(t) Y —tsin(t)

. / _ . _ —
L - B T
o (2=#)sin(t) = 2tcos(t) . —tPcos(t) —1
Him ' () = limy e e =3

Assim ¢/(t) e ¢"(t) sdo fungdes continuas em R com ¢'(0) = 0 e ¢”(0) = 3. Segue do
Corolario 2.4.4 que
EX = —ipy(0) =0 e
1
VarX = —4(0) + (07 = 1.
Agora, se Y ~ Ula,b], Y = b_T“X—F HT“, onde X ~ U[—1,1]. Logo, pelas Proposigoes 2.3.3

e 2.3.4 temos

:b—a]EX+b+a b+a
2 2 2

EY

e

b— b—a)?
VarY = (7&)2‘/@7“}/ = ( 12@) :

2.5.6 Distribuicao Exponencial

Definicao 2.5.8. A wvaridvel aleatoria X tem distribuicao exponencial com parametro \
se P(X >x)=e para x >0 e P(X < 0) =0. Nesse caso, escrevemos X ~ exp(\).

Note que a fun¢ao de distribuicao de X sera

l1—e ™, sex>0
0, sexr <0

e que sua funcio densidade ¢ dada por f(x) = Ae ™ parax > 0 e f(x) = 0 para x < 0.
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Proposicao 2.5.6. A funcao caracteristica correspondente da distribuicdo exponencial com

parametro \ €
(1) = -A 1
LT S

A

Demonstragio. Se X ~ exp(\), temos pela Proposi¢ao 2.3.1 que

0o 0o ) Ae(it—)\)x T=00 -\ 1
¢ :/ itx d :/ A (ztfx\)xd — — — — .
)= | e fmdr= jo Adt e =" ST o
]
Corolario 2.5.7. Se X tem distribuicao exponencial com parametro A\, entdo EX = _71
e VarX = %
Demonstrag¢io. Sendo ¢(t) = ﬁ a fungao caracteristica de X, temos, ¢'(t) = (17%)2 e
A A
=2 )
O (t) = ﬁ, que sdo fungoes continuas em R com ¢/(0) = £ e ¢”(0) = 5Z. Segue do
A
Corolario 2.4.4 que
—1
EX = —ip/(0)=— e
A
rnz L
VarX = (0) +¢'(0)* = VL
]

2.5.7 Distribuicao Binomial

Definicao 2.5.9. A wvaridvel aleatoria discreta X, que assume apenas um niumero finito
de valores inteiros positivos, tem distribuicao binomial com parametros n e p, onde n € N

e <p<1, se tivermos
Nesse caso, escrevemos X ~ b(n,p).

Note que a funcao de distribuicao de X é dada por

0, sex <0
Flz)=P(X <z)= ) P(X =4 |z :
0<k<aw > (Z)pk(l —p)"k sex>0
k=0

Proposicao 2.5.7. A funcao caracteristica correspondente a distribuicao binomial com

parametros n e p € dada por

p(t) = (L+ple" —1)"
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Demonstracao. Pela Proposicao 2.3.1 segue que

p(t) = Ee"™ =>" "™ P(X =k)
=0

n

= > <Z> et (1—p)"F = (pe" +1-p)"

(L4 pe =),

onde a pentltima igualdade vem do binémio de Newton. O

Corolario 2.5.8. Se X tem distribuicao binomial com parametros n e p, entdo EX = np
e VarX =np(1l —p).

Demonstragio. Sendo ¢(t) = (1+p(e" —1))™ a fungao caracteristica de X, temos ¢'(t) =
ipne’(1+p(e”—=1))" 1 e "(t) = —npe’(1+p(e* —1))" " —n(n—1)p*e** (1 +p(e” —1))" 2,
que sdo fungoes continuas em R com ¢'(0) = ipn e ¢"(0) = —pn(1 + pn — p). Segue do
Corolario 2.4.4 que

EX = —ip'(0)=np e

VarX = —¢"(0) 4+ ¢'(0)*> = np(1 — p).

O

Para encerrar este capitulo, destaco que a esperanca e a variancia de uma variavel
aleatoria podem ser obtidos sem determinar a sua funcao caracteristica. No entanto, uma
vez que temos a fungao caracteristica, € muito mais facil obter a esperanca e a variancia

a partir dela, como fizemos aqui.
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3 Convergéncia de Sequéncias de Variaveis

Aleatérias

De um modo geral, a convergéncia de uma sequéncia esta associada a noc¢ao de
aproximacao. No nosso caso, estamos preocupados com a convergéncia de uma sequéncia
de varidveis aleatérias. Especificamente, vamos considerar trés tipos de convergéncia: a
convergéncia em quase toda parte, em probabilidade e em distribuicao. Vamos defini-las
e mostrar que ocorrendo a primeira, ocorrera também a segunda, e consequentemente a
terceira. Em seguida vamos apresentar alguns teoremas envolvendo o limite de sequéncias
de variaveis aleatérias. Especificando, vamos enunciar e demonstrar o Teorema de Poisson,
a Lei Fraca dos Grandes Numeros de Khintchin e algumas versoes do Teorema Central
do Limite. Outro assunto que abordaremos neste capitulo sdo as familias de medidas
de probabilidade rigidas e relativamente compactas. Tal abordagem sera fundamental
na demonstracao do Teorema 4.2.1, o qual é um dos principais desta dissertacao. Os
resultados aqui obtidos tém como referéncia (JAMES, 2006) ¢ (SHIRYAEV, 1996).

3.1 Tipos de Convergéncia

Seja { X, }n>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias definidas no mesmo espago de
probabilidade (€2, F, P). Naturalmente, surgem as sequéncias { F}, },>1 € {n }n>1 formadas
respectivamente pelas fungoes de distribuigao e fungoes caracteristicas correspondentes as
variaveis aleatérias, e fica a seguinte questdao: se uma das trés sequéncias converge de
alguma forma, o que acontece com as outras duas? Na resposta de tal questao é que

estaremos preocupados no que segue.

Definicao 3.1.1. Seja { X, }n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias definidas no mesmo
espaco de probabilidade (2, F, P), e { F,,}n>1 a sequéncia formada pelas respectivas fungoes

de distribuicao. Entdo, dizemos que:

1. X, converge para X em quase toda parte se P(X, =3 X) = 1, isto ¢, se X,
converge pontualmente para X em quase toda parte (exceto num conjunto de medida

nula).

n—oo

2. X, converge para X em probabilidade se para todo € > 0, P(|X,, — X| > €) — 0.

P
Nesse caso, escrevemos X,, — X.

3. X, converge para X em distribuigcdo se {F,},>1 converge fracamente para F, isto
é, se F,(x) - F(z), para todo x que é ponto de continuidade de F. Nesse caso,

D
escrevemos X, — X.
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O exemplo a seguir mostra que a convergéncia em probabilidade nao garante a
convergéncia em quase toda parte. No entanto, a convergéncia em quase toda parte garante

a convergéncia em probabilidade, como veremos em seguida.

Exemplo 3.1.1. Seja X uma variavel aleatoria com distribuicao uniforme no intervalo

[0,1]. Considere os intervalos

11:[071],

afo )= b

o )= (4] b3 - 3]
1]

]8:_()’8’..7

onde para todo k € N, IpxU- - -Uly1_y = [0, 1]. Seja para todo n € N, a varidvel aleatoria
Y, dada por
1, seX(w)el,

Y, (w) = ,
0, seX(w)¢l,

Entao, Y, converge a zero em probabilidade, mas nao converge para 0 em quase toda parte.

De fato, dado 0 < € < 1, temos
PY, =01 0 = PV, = 1)~ POX € 1) =5 0

Para ¢ > 1, é6 imediato que P(|Y, — 0| > ¢) = P(0) = 0, e portanto, ¥, — 0. Por outro
lado, dado w € € arbitréario, temos X (w) € I, para algum k tal que 2" < k < 2"t — 1
qualquer que sejan € N. Dai, existe uma subsequéncia {Y}, };>1 infinita tal que Y, (w) = 1
para todo j € N. De modo andlogo, existe também uma subsequéncia infinita {Y;, };>1 tal
que Y, (w) = 0 para todo [ € N, e logo Y,,(w) nado converge. Portanto, Y,, ndo converge

para 0 em quase toda parte. Alids, ndo converge em ponto algum.

Proposicao 3.1.1. Se X,, converge para X em quase toda parte, entao X, X,

Demonstragio. Dado ¢ > 0 arbitrario, precisamos mostrar que P(|X, — X| > ¢) "= 0.

Para tanto, considere os seguintes eventos aleatorios:

Ag={weN: X,(w) =% X(w)}, e
A, ={w e Q: paratodo k > n, | Xi(w) — X(w)| < €}.

Pela definigdo da convergéncia em quase toda parte temos P(Ap) = 1. Além disso, se
w € Ay, entao para n suficientemente grande temos | X (w) — X (w)| < € para todo k > n,

e logo, w € A,. Dal, temos

A()C U A,.

n>1
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Por outro lado, se | Xi(w) — X(w)| < € para todo k < n, obviamente temos |Xj(w) —
X(w)| < € para todo k < n+ 1. Logo A,, C A, 41 para todo n, e portanto,

Ao C |J A, = lim A,.

n—00
n>1

Segue portanto que 1 = P(Ap) < P( U A,). Pela continuidade da probabilidade, temos
n>1

P(A,) /1. Para finalizar, observe que para todo n temos
A, C{weQ: | X,(w) — X(w)] <€},
e logo, P(A,) < P(|X,, — X| < €) qualquer que seja n. Segue dai que
P(|X, — X| <¢) =31,

e logo,
P(X,—X|>e)=1-P(|X, — X]| <e) =30.

Proposicao 3.1.2. Se X, SN X, entao X, L x.

Demonstracao. Sendo F), a funcao de distribuicao de X,,, n > 1, I a funcao de distribuicao

de X, e z um ponto de continuidade de F, precisamos mostrar que F,(z) "= F(x). Para

tanto, observe que dado € > 0 arbitrario e w € €, temos X (w) < z 4 € ou X(w) > x + ¢,
e dai, X, (w) <z implica X (w) <z + € ou X(w) — X,(w) > €. Assim, temos [X,, < z] C
(X <z 4+ U[|X — X,| > €, e logo,
F.(x) = PX,<z)<PX<z+e)+P(|X—-X,|>c¢€
= Flzx+e)+ P(|X —X,| >e).

De modo analogo, temos que
Xw)<z—e= X,(w) <zouX,(w) — X(w) > e

Desta forma, (X < x —¢| C [X, < z]U[|X, — X| > €], e assim, F(x —¢€) < F,(z) +
P(]X, — X| > ¢). Juntando as duas desigualdades obtemos

Flx—¢)—P(|X,—X|>¢) < F,(x) < F(z+e¢)+ P(|X — X,,| >¢).
Como X, Ly x , obtemos, fazendo n tender ao infinito, que

F(z —€) < lim inf Fj,(z) < lim sup F,(z) < F(z + €),

n—oo

e como = é um ponto de continuidade de F, fazendo € tender a zero obtemos

F(z) = lim F,(z),

n—oo

o que conclui a prova da proposicao. O
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Exemplo 3.1.2. Sejam X, X4, Xo, - -+ varidveis aleatorias independentes com distribuicdo
normal com parametros O e % Entao X, L, X, mas X,, nao converge para X em

probabilidade.

De fato, como as variaveis aleatorias sao identicamente distribuidas, é ébvio que
X, L5 X. Por outro lado, sendo ¢ e ¢, as fungoes caracteristicas de X e X, respectiva-
mente, temos da independéncia de tais e da Proposicao 2.4.1 que a fungao caracteristica
de X,, — X sera dada por

+2 +2 ﬁ

P(t) = pn(t)p(t) = e Te T =e" 2,

e assim, X,, — X tem distribuicdo normal padrao, qualquer que seja n. Assim, sendo
52
o(x) = \/%? [f. e =ds a funcao de distribuicdo normal (que é simétrica em torno de

zero), temos

P(IX, = X|>¢) = P(X,~X2>e¢)+P(X,—X < —¢)
= P(X,—-X>)+P(X,—X >¢)
= 2P(X,— X >¢)
= 2(1—g(e)).

Assim temos que P(|X, — X| > €) =3 2(1 — ¢(¢)) # 0 se € # 0, e portanto, ndo temos
X, 5 X,

Proposicao 3.1.3. Se X, 2, ¢, onde ¢ € uma constante real, entao X, L e

Demonstracao. Sejam F, F, F,, - - - as func¢oes de distribuicao de X, X7, X5, --- respecti-

vamente, onde X = c. Temos que

F(z) 1, sex>c
xr) = )
0, sex<c

Assim, todo z # ¢ é ponto de continuidade de F, e como X,, —2 ¢, temos F,(z) "=F F(x)

n—oo

para todo x # ¢, isto é, Fj,(2) =3 1se x > ce F,(r) =3 0 se x < c¢. Logo, dado ¢ > 0,

temos

P(|X,—c|<e€e) = Plc—e<X,<c+e)
Plc—e< X, <c+e)
P(X,<c+¢)—P(X,<c—e¢
Fy(c+e€)— Fy(c—e¢) =3 1.

AV

n—oo

Assim, P(|X, —¢| > €) =1— P(|z, — ¢| <€) "= 0, e portanto, X,, — c. O
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Pelo Exemplo 3.1.2 fica claro que a reciproca da Proposi¢ao 3.1.2 nao vale em geral,
mas como vimos na Proposicao 3.1.3, temos que vale no caso em que X degenera em um

ponto, e isso sera de grande utilidade na demonstracao da Lei dos Grande Nimeros.

Recorde que no inicio da secao fizemos a seguinte pergunta: qual é a relacao entre
a convergéncia da sequéncia de variaveis aleatérias e a convergéncia das sequéncias de
fungoes de distribuicao e fungoes caracteristicas que surgem? Pelo que vimos até agora
temos que a convergéncia em quase toda parte implica a convergéncia em probabilidade,
que por sua vez implica a convergéncia em distribui¢ao, enquanto que a reciproca nao vale
em geral em nenhum dos dois casos. Falta entao apenas analisar como estas convergéncias
se relacionam com as fungoes caracteristicas. Como vimos no Corolario 2.4.1, ha uma
relagao biunivoca entre funcao de distribuicao e fungao caracteristica, e portanto é natural
pensarmos que a convergéncia da sequéncia de fungbes caracteristicas também estabeleca
tal relacdo com a convergéncia em distribuicdo. De fato isso ocorre, como veremos nos
resultados seguintes, os quais podem ser encontrados em (JAMES, 2006, Capitulo 6).
Teorema 3.1.1 (Teorema de Helly-Bray). Sejam F, Fy, Fy,--- fungdes de distribui¢io
com {F,}p>1 convergindo fracamente para F, isto é, F,(x) "3 F(z), para todo x que é

ponto de continuidade de F. Entdo,

| o@dr @)= [ gla)dr)

para toda funcdao g : R — R continua e limitada. Em particular, sendo @, p1, o, -+ as
respectivas fungoes caracteristicas de F, Fy, Fy, - - -, temos que F, L F implica @, (t) -

o(t), para todo t € R.

Demonstragio. Dados a e b tais que —oo < a < b < oo, temos

[ swaro - [~ o

1= [t - [ garo)|

< T4+ 1T+ 111,

onde

11 =| [ g@ar() - [ gw)ar()|,
11 = / " y(@)dF(z) — /_ O; g(2)dF ()|,

Como g ¢ limitada, temos sup |g(z)| = ¢ < oo, e logo,

= ‘/ de +/ <‘/_aoog(a:)dF:E +‘/b°°g(x)de

< [y ) dF (2 +/ 2)|dF (z (/aoodF(a:)+/boodF(:c)>

= c¢(F(a)+1—-F(b))
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Uma vez que, pela Proposicao 2.1.2, os pontos de continuidade de F' sao densos em R, e

lim lim [F(a)+1— F(b)] =0, dado € > 0, podemos escolher a suficientemente pequeno

b—o00 a——00
e b suficientemente grande entre os pontos de continuidade de F', de modo que

I <c¢(F(a)+1—F()) <e.

Como F,, converge fracamente para F', temos para esses mesmos a e b que
I = ‘/ g(x)dF,(x) +/ g(x)dF, / g(x)dF,(z)| + | / g(x)dF,(x
—o0 b

< /_ \g(2)|dF, ( / )|dF,( )<c(/_;an(x)+/b°°an<x))

= ¢(Fy(a)+1— F,(b)) =3 ¢(F(a) + 1 — F(b)).

z)| <

Dali, para n suficientemente grande temos I < €, e logo, I + 1] < 2¢. Agora, como g é
uma funcao continua em R, temos que g é uniformemente continua no intervalo compacto

la, b], e logo podemos escolher zg, x1, -+, xy tais que:

a=x9g<x1<---<xN =D,
Zo, X1, -+ , Ty sdao pontos de continuidade de F, e

lg(z) — g(z;)| < € para todo = € [z, 241, i =0,1,--- N — 1.
Segue agora que

ma, 2 (g(a:) — O[Fu(winn) — Falw)] < /:“g@)an(w)

IA
—
Na
—
S—
_|_
a
.
3
Jr
—
3
s
=
I
5

e consequentemente,
Tit1 Ti41
My, — M; < / g(x)dF,(x) —/ g(x)dF(x) < M,, —m,,

qualquer que seja i =0,1,---, N — 1. Somando termo a termo segue que

N-1 b N—-1

(o, = M) < [ g()F () ~ [ o)) < 3 (M, —m).

i=0 a i=0
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Como os z; sao pontos de continuidade de F' e {F,},>1 converge fracamente para F,

n—oo n—oo
temos que m,,, — m,; e M,, — M,. Logo,

ZO mp, — z' n—)_o>o - (ml _Mz)
= X 10) ~ IF@in) ~ Fw) = gle) + I(F(win) = F@)
= 2 Y (Flag) — Fla)

e analogamente,

Q(Mm m;) =¥ Z% (M; —m;) — 2¢(F(b) — F(a)) < 2.

(2

Assim, para n suficientemente grande temos

—3e < /abg(x)an(x) - /abg(x)dF(x) < 3e,

e consequentemente,

[ saro) - [~

donde segue que

— I+ 11+1IIT < 5e,

/Oo g(x)dF,(z) =% /Oo g(x)dF (z).

—00 —0o0

]

Lema 3.1.1. Suponha que para toda sequéncia de fungoes de distribuicio {Fy}n>1, cu-
jas fungoes caracteristicas correspondentes convergem pontualmente para p, existe uma
subsequéncia {F,, };>1 e uma fungio de distribuicio F de forma que {Fy,};>1 converge
fracamente para F. Entao a sequéncia {F,}n,>1 de fungoes de distribuicao converge fraca-

mente para F'. Note que ainda ndo podemos dizer que ¢ é uma fun¢do caracteristica.

Demonstragdao. Suponha por absurdo que {F,; };>1 converge fracamente para F', mas que
o mesmo nao ocorre com {F,},>;. Entao, existirdo um ponto x no qual F' ¢é continua
e uma subsequéncia {F, },y>1 de forma que F,/(z) e # F(x). Como as fungbes
caracteristicas correspondentes a {F),},>1 convergem para (, 0 mesmo 0COorre com as
fungoes caracteristicas de {F} }n>1, € portanto, pelas hipéteses do lema, {F,, },v>1 possui
uma subsequéncia {Fj}z>1 que converge fracamente para G. Como F e G tém a mesma
funcao caracteristica, temos pelo Corolario 2.4.1 que F = G. Desta forma temos que
Fi(z) 2% G(x) = F(z), a0 mesmo tempo que Fj(z) "=F a # F(z). Chegamos assim a

uma contradicao, e portanto {F},},>1 converge fracamente para F. ]
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Teorema 3.1.2 (Teorema da Continuidade de Paul Lévy). Sejam Fy, Fy,--- fungoes de
distribuicao cujas fungoes caracteristicas correspondentes sao 1, pa, - - -, respectivamente.

Se ¢, converge pontualmente para @ que € continua em t = 0, entdo temos que

a) existe uma fungdo de distribuicao F' tal que F,, converge fracamente para F, e

b) v é a fungio caracteristica correspondente a F.

Demonstracdo. Note inicialmente que é suficiente provar o primeiro item, pois a partir
dai o Teorema de Helly-Bray garante a validade do segundo. A demonstragao seré feita a

partir das seguintes afirmacoes:

Afirmagao 1. Existem uma subsequéncia F),,, F,,,,--- e uma fungao F': R — [0, 1] ndo
decrescente e continua a direita onde F,,,(z) 2% F(x) para todo z que é ponto de

continuidade de F'.

Afirmacgao 2. A fung¢do F' obtida é uma fung¢ao de distribuicao.

Como a sequéncia F, Fy,---, tomada é arbitraria, a existéncia de F' no primeiro item

segue do Lema 3.1.1.

Para provar a afirmacao 1 observe que a sequéncia { F}, },>1 ¢ limitada, e logo, sendo
Q = {ry,re,- -+ } 0 conjunto (enumeravel) dos niimeros racionais, temos, pelo método da
diagonal de Cantor (LIMA, 2009, Capitulo 10, Teorema 21), que existe uma subsequén-
cia {F},,};>1 que converge pontualmente em Q. Vamos definir " entdo no conjunto dos

racionais por

F(z) = lim F, (z), v € Q.

Jj—00
Como temos para todo n que F,(r;) € [0,1] e F, é nao decrescente, o mesmo acontecera

com F' no conjunto dos racionais.

Para x irracional vamos definir F'(z) como lim F'(r), e teremos F' nao decrescente
N\
reQ

em R. Além disso, F),,(x) gy (x) para todo = que é ponto de continuidade de F', pois
dado € > 0, existem 7 e 7 racionais tais que 7 < x < 7 e F(7) —e < F(x) < F(7) + ¢, e
logo
F(z) —e < F(f)= lim F,() < lim inf F}, (z)
j—o0

]-}OO
< lim sup £y (z) < lim F, (F) = F(7) < F(z) + €.
]—)OO J—00
Como a exigéncia é que F, () =% R (z) apenas nos pontos de continuidade de F,
podemos redefinir F' nos pontos de descontinuidade, de forma que F' seja continua a

direita.
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Para provar a afirmagao 2, basta provarmos ainda que F(co) =1 e F(—o0) = 0.
Para tanto, dada a funcao caracteristica g correspondente a uma fun¢ao de distribuicao

G, vamos definir a funcao caracteristica integrada § por

g(t) = /tg(s)ds = /t /OO e dG (z)ds
/ / ¢ dsdG (x /°° - — —Licw),

onde a troca na ordem de integracao se justifica no fato de que

’/0t9<8>d8 < [lo(s)las < [(ds <t

Para t fixo, £o—1 L—te lim eit;’l =
EEH 1 . Assim, de forma andloga a prova do Teorema de Helly-Bray (CHUNG,

2001, Teorema 4.4.1), temos que
itx

/°° ! — iR ()3 /°° @),

—00 X —00 1T

isto é,
N ¢ j*)OO
P, (1) = / O, (5 / / e (3.1)
0

Como ©n; é uma fungéo continua (pOlS € uma fun(;ao Caracterlstlca) temos On; mensuravel
J ’ J

para todo j, e como ¢, =y @, ¢ também é mensurdvel. Assim, sendo Ijg4(s) dada por

1, se0<s<t
Ty (s) =

0, caso contrario,

temos do Teorema da Convergéncia Dominada (aplicado a parte real e & parte imaginaria

de Ijo,(s)¢n,) que

o (6= | o, (5)ds = / Z Ty (8)n, / 0a($)els)ds = [ "o(s)ds. (3.2)

Das equagoes (3.1) e (3.2) segue que

/Ot o(s)ds = /Ot /O:O e dF (x)ds
/ $)ds = 5 / / AR (i (3.3)

Além disso, como " =3 % e |e*| < 1, temos novamente do Teorema da Convergéncia

e logo, para todo t # 0,

Dominada que h(s) = [°° e** é continua em s = 0. Como ¢ também é continua em
s = 0, podemos derivar [j p(s)ds e [i [* e**dF(z)ds numa vizinhanca de s = 0, e logo,
pela regra de L’Hopital temos

lim Ot<p(s>ds:g%¢(t) —o(0) e (3.4)

t—0 ¢t
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1 t oo oo 00
lim f/ / e dF(x)ds = lim e dF(x) = / dF(x), (3.5)
0 J—o0

t—0 ¢ t—0 .J o — oo
onde a tltima igualdade decorre do Teorema da Convergéncia Dominada aplicado a e*.

Como ¢(0) = Lim ©n(0) = 1, temos das equagoes (3.3), (3.4) e (3.5) que

F(o0) = F(—00) = [ dF(z) = 4(0) = 1,

— 00

e como 0 < F(z) <1, temos F(o0) =1 e F(—o0) = 0. O

Corolario 3.1.1. X, Ly x se, e somente se, x, converge pontualmente para @x.

Demonstragio. Se X, Ly x , temos pelo Teorema de Helly-Bray que para t € R fixo,

E cos(tX,) = / cos(tz)dFx, (z) =% /_O:O cos(tr)dFx(x) = Ecos(tX) e

Esin(tX,) = /Oo sin(tz)dFx, (z) =% /Oo sin(tx)dFx (x) = Esin(tX),

uma vez que cos(tz) e sin(tz) sdo fungdes continuas e limitadas. Segue que
ox, (t) = Ecos(tX,) + iEsin(tX,) =% Ecos(tX) 4+ iEsin(tX) = px(t),

qualquer que seja t € R, isto é, px, converge pontualmente para ¢x.

Reciprocamente, suponha que ¢y, converge pontualmente para ¢x. Como pyx €
a funcao caracteristica de X, temos que ¢px é continua em t = 0. Logo, pelo Teorema da
Continuidade de Paul-Lévy, temos X, L x. m

No corolario acima temos, como aplicagao do Teorema de Helly-Bray, que a con-
vergéncia em distribui¢do implica a convergéncia pontual das fungoes caracteristicas. No
teorema que segue vamos mostrar, que nesse caso, a convergéncia das fungoes caracteris-

tica é uniforme em cada intervalo limitado.

Teorema 3.1.3. Sejam F, Fy, Fy, -+ fungoes de distribuicao, com {F,}n,>1 convergindo
fracamente para F, e @, 01, pa, -+, as respectivas funcoes caracteristicas. Entao, {@n }n>1

converge uniformemente para ¢ em todo intervalo limitado.

Demonstragio. Acabamos de ver, no corolario acima, que {¢,, },>1 converge pontualmente
para . Para mostrar que a convergéncia ¢ uniforme, dado ¢ > 0, observe que para

quaisquer t e h em R, temos

|g0n(t + h) — gon(t)| = ‘/OO ei(t+h)zan(:(:) — /OO eitman(x)

/°° e — 1|dF, (x).

VAN
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Dai temos, para A grande, que

[on(t+h) —@u(t)] < / | —1|dF,(x) +/ | — 1|dF,,(x)
lz[<A |z|>A
< ha|dF,(x)+2 [ dF,
N /leA| o (@) |z[>A (=)
< |WA+2 [ dF.().

|z|>A

Por outro lado, como {F},},>1 converge fracamente para F', existe ng > 0 tal que,

n>ny = ’/ dF,(z) — dF (x)
|z|>A |z|>A

= ’ /|x>A dF,(x) /WA dF (z)

<e
6

< + -,

6

e logo,

on(t+h) — ()| < WA+2 [ dF(z)+ <.
lz|>A 3

Agora, tomando A suficientemente grande, temos
2€
[onlt+h) — pa(t)] < [HIA+ 5,
e dai, tomando h suficientemente pequeno, teremos

lon(t +h) —u(t)] < e

Assim, temos que {¢,},>1 ¢ uma familia de funges equicontinua e limitada, e logo, pelo
Teorema de Arzeld-Ascoli (LIMA, 2009, Capitulo 10, Teorema 22), converge uniforme-

mente em cada intervalo limitado. O

3.2 Teoremas Limites

Nesta secao vamos comecar a falar sobre a convergéncia das sequéncias do tipo
S"Ttb’h Antes de enunciarmos a Lei dos Grandes Ntuimeros e o Teorema Central do Limite,
vamos expor alguns exemplos que deixam claro que tais sequéncias nem sempre convergem
para uma variavel aleatoria que tenha distribuicao normal ou degenerada. Tais exemplos
serao a motivagao para estudarmos as distribuigoes infinitamente divisiveis e estaveis no
proximo capitulo. Outro fato que veremos adiante é que as sequéncias mencionadas podem
ser escritas sob a forma de um arranjo triangular, e nesse contexto surge o Teorema de

Poisson, o qual também estaremos abordando aqui.

Exemplo 3.2.1. Sejam X1, Xs, -+ varidveis aleatorias independentes onde X,, tem dis-

tribuicao de Poisson com parametro A, > 0 e >. A\, = A. Entao, sendo S,, = X1+ -+ X,
n=1

Sp—ES, D XA . g . A
temos que Ko — T = SV onde X tem distribuicao de Poisson com parametro .
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Demonstracao. De acordo com a Proposicao 2.5.4, para cada n, a fungao caracteristica

de X, serd oy, (1) = e*© D e como, pelas Proposicdes 2.3.3 e 2.3.4,

Sn—Esn_sn—(A1+ + ) S,
ESy,

.~ ~ o Sp— ’
de acordo com a Proposicao 2.4.1, a fungao caracteristica de HRrargs Serd

n t — e*it )\1++)\n
en(t) ¥ N T

A A

— AT

—ity/ A A (e zt\vA1+ n 1)) . exp ()\n(eit\x/kl+~-+/\n _ 1))

= e exp (
e IVITEN exp (g - Ag) (€W 7))
it
Segue que @, (1) 2 itV A ﬂ_l), que é uma funcao continua em t = 0, e logo, pelo
Teorema da Continuidade de Paul-Lévy, é funcao caracteristica da variavel aleatéria T
tal que 2 ES" L, T. Para finalizar, das Proposi¢oes 2.4.1 e 2.5.4, temos T = ﬁ 2 onde

X tem dlstrlbulgao de Poisson com parametro \. O]

Exemplo 3.2.2. Sejam X1, Xy, -+ waridveis aleatorias independentes com distribuicao
de Cauchy com parametro 0 >0 e S, = X1+ ---+ X,,. Entdo % b, T, onde T também

tem distribuicio de Cauchy com parametro 6.

Demonstracio. De acordo com o Corolario 2.5.3 as fungoes caracteristicas de Xy, Xo, - - -
serdo todas iguais a ¢(t) = e " e de acordo com a Proposicao 2.4.1 a fungao caracterfs-
tica de S—; sera

on(t) = oxi () pxa(t) = ¢ (t) g (t) = (e‘gfyb =e M,

n n

qualquer que seja n. Assim, ¢, (t) =3 e~ e pelo Teorema da Continuidade de Paul-

Lévy % L, T, onde T tem distribuicao de Cauchy com parametro 6. O

Lema 3.2.1. Seja cpp,n>1el <k < n, uma sequéncia de niumeros complexos tais

n—oo

que Z Cnk X, 1max lcnk] — O e Z lcnk| < M < oo, onde M é uma constante que

nao depende de n. Entao,

H(l + Cn,k) rH_o>o e’.

Demonstragio. De Dax okl =3 0 temos que existe ng tal que |c, | < 3 para todo
n > ng, e logo 1+ ¢, € B={z € C;|1 —z| < 3}. Logo podemos considerar o logaritmo
principal em C — R™, o qual em B assume a forma

o0 J 1 J 1ZJ

s 1
a4z =3 ETF Z el <5

Jj=1
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Segue que para n > ng,

n j*l
Z 1 + Cn k Z Cn k + Z Z
k=1 k=1j=2
Agora, observe que
S SIS AT IR By G
Jim ZZ < lim ) an
k=1j=2 k=11j=2
n 0o ‘+1C7'
= lim c
fnm 2 | lenal ]2% J+2
= (=1,
< Jim, 1%?<Xn|c”"’|]; (|an| ;)M
¢ < U™ 10, en
< <k<n
S i, i lenel 2 | lensl) 3 ——25
- o (-1 190 Cok
< i <k<n
< Jim (max fousl) ,;' » ) X7
= 0,
oo (=1)7F1 max c{l,k .
uma vez que max [en il =30, Z |cn k] < M < oo para todo n e » e
7=0

—5. Segue portanto que
Him, > 1+ eng) = Jim D cns =

e consequentemente,

H1+an —exp<2 1+cnk>7H—o>oec.
k=1
H

Teorema 3.2.1 (Teorema de Poisson). Para todo n > 1 considere as varidveis aleatdrias
independentes X, 1, -, X, de modo que se forma a sequinte sequéncia de varidveis

aleatorias, a qual chamaremos de Arranjo Triangular:

S1 =X
So = Xo1 + Xapo
Sz = X371+ X320+ X33

Sn = Xn,l + Xn,? + Xn,S + -+ Xn,n
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Suponha que para todo 1 < k < n, tenhamos P(X,; = 1) = ppr ¢ P(Xprx = 0) = @ui,

com ppg+ank = 1, Max pnk =Foe k; Dn.k % X\ > 0. Entdo, para todom =0,1,2, -
vale que o
—-A\m
n—oo € A
P(S, =m) =3 ,
m)!

isto €, S, —» Poisson(\).

Demonstracao. Paratodo1 < k < n temos da Proposicao 2.3.1 que a fungao caracteristica

de X, ; sera
PXon i (t) = EeitXn’k = Z eimiP(Xn,k = xz) = eitpn,k + qn, k-
1€{0,1}

Como as variaveis aleatérias sdo independentes, temos da Proposicao 2.4.1 que a funcao
caracteristica de 9, sera

n

on(t) = PXn1 (t)-- PXnon (t) = H <€itpn,k + Qi)
k=1

k=1 k=1

Agora, tomando ¢, ; = p, (e — 1), temos claramente do lema anterior que
- n—oo it
> Cur 3 A —1). (3.6)
k=1

Além disso, como ¢, x| = puil(e® — 1) < 2p, . para quaisquer k e n, temos

{I}CaX |cn, k| X0, (3.7)
a0 mesmo tempo que
> lenkl €2 pap F 2) < o0, (3.8)
k=1 k=1

Por (3.6), (3.7) e (3.8), segue do Lema 3.2.1 que

On(t) "2 A
e portanto, do Teorema da Continuidade de Paul-Lévy, S, D, Poisson(\). O
Uma sequéncia de variaveis aleatérias X7, Xo, - - - satisfaz a Lei Fraca dos Grandes

S"_niES" SN 0, onde S,, = X7 + --- + X,,. Analogamente, dizer que

Sn—=ESy

Numeros quando
Xq, Xy, - -+ satisfazem a Lei Forte dos Grandes Numeros significa que ]ES” converge em
quase toda parte para 0. Note que o Exemplo 3.1.1 e a Proposicao 3.1.1 delxam claro que
a Lei Forte implica a Lei Fraca, enquanto a reciproca nao vale em geral, justificando assim
o uso dos termos Forte e Fraca. No caso em que as variaveis aleatorias sao identicamente
distribuidas com média m < oo, temos = n]ES” = %”—m, e logo, w 506 equivalente

Sy P
a v — m.
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Teorema 3.2.2 (A Lei Fraca dos Grandes Numeros de Khintchin). Sejam X, Xo, - - -
varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com EX; = m < oo para
todoi=1,2,---, ¢S, =X+ -+ X,. Entdo,

Sn P

— — M.

n
Noutros termos, X1, Xa, -+ satisfazem a Lei Fraca dos Grandes Numeros.
Demonstragio. Seja ¢(t) a fungdo caracteristica de Xy, Xo,--+, e p,(t) a fungdo carac-
teristica de S—rf = % Como as variaveis aleatérias sdo independentes, temos da

Proposicao 2.4.1 que

)=o) ox 0= (o(5))

n

Por outro lado, como m < oo, temos do Teorema 2.4.2 que ¢ possui pelo menos uma
derivada continua, a qual no ponto t = 0 é dada por ¢'(0) = im. Além disso, pela

expansao de Taylor temos, para t proximo de zero, que
o(t) = p(0) + @' (0)t + O(t) = 1+ imt + O(t).
Dai, para todo t € R vale que, para n suficientemente grande,
o(w) =1 ro o),

e consequentemente, tomando ¢, = thm +0 (%), k=1,---,n, temos do Lema 3.2.1 que

on(t) = (1 + thm +0 (1)> T eitm,

n n

Como 9(t) = €™ é a funcao caracteristica da varidvel aleatéria X degenerada em m,

segue do Teorema da Continuidade de Paul-Lévy que % L, m, e consequentemente,
pela Proposicao 3.1.3, % L m. O

Nas condigoes do Teorema 3.2.2 vale também a Lei Forte dos Grandes Numeros,
isto é, % converge em quase toda parte para m, o que é conhecido como a Lei Forte de
Kolmogorov (JAMES, 2006, Capitulo 5).

Teorema 3.2.3 (Teorema Central do Limite para Varidveis Aleatérias Independentes e
Identicamente Distribuidas). Sejam X1, Xo, - -+ varidveis aleatorias independentes e iden-
ticamente distribuidas com EX; = m < oo e 0 < VarX; = 02 < oo para todoi =1,2,---,

eS,=X1+---+X,. Entdo, quando n — oo,

S, —ES, S,—nm p
= — N(0,1).
VVars, o\/n (0.1)
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Demonstracao. Sem perda de generalidade vamos supor que m = 0, pois considerando

- _ Sp—ESy %
a sequéncia formada por Y; = X; — m teremos que o valor args hao se altera quando

trocamos X; por Y;. Seja entdo ¢(t) a funcdo caracteristica de X7, Xo, -+, e p,(t) a

funcao caracteristica de U‘f%. Como as variaveis aleatorias sdo independentes, temos da

Proposicao 2.4.1 que

Pnlt) = 9.5, (1) 5, (1) = (SO ((jtﬁ»

Por outro lado, como E|X;|?* < oo, temos do Teorema 2.4.2 e do Corolario 2.4.4 que
© possui pelo menos duas derivadas continuas, as quais no ponto ¢t = 0 sao dadas por
©'(0) =im =0 e ¢"(0) = i’EX? = —0?. Além disso, pela expansdo de Taylor teremos,

para t proximo zero, que

p(t) = 9(0) + ¢'(0)t + “DH(S " o2

+0(t?) =1- -+ O(t?).

Dai, segue que para todo t € R, quando n é suficientemente grande,

t " o2 t? )" t2 "
= (o)) = (-2 o (M) (- Ervo(h)
a0 (90 (Uﬁ)) ( 20%n * n ) ( 2n * n
e consequentemente, tomando ¢, , = —% + 0 (%), k=1,--- n, temos do Lema 3.2.1

que
n—oo 2

on(t) — e 2.
2
Como 9 (t) = e"7 éa funcao caracteristica correspondente a distribuicdo normal padrao,

segue do Teorema da Continuidade de Paul-Lévy que

S, —ES, S,—nm p
= — N(0,1).
VVars, o\/n (0.1)

O

Para enunciarmos uma versao mais geral do teorema anterior, observe que para a

expressao f/%% fazer sentido, nao é necessario que as variaveis aleatorias sejam identi-
n

camente distribuidas. Basta que as variancias sejam todas finitas com pelo menos uma
diferente de zero. Um fato que ocorre no entanto é que, sendo s, = /VarsS,, as parcelas

w da soma w sao uniformemente pequenas para n grande. Vamos entao tentar
n

n
.~ . — n—oo .
estabelecer condices sob as quais max 25k " () oy equivalentemente, sendo py a

1<k<n  Sn
média e o, a variancia de X}, estabelecer condigoes sob as quais

2 2
£ — max E(Xk = jae)” = max — (x — ) ?dFy(z) =3 0.
1<k<n s2  1<k<n s2 1<k<n 2 J_co
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Para tanto, observe que dado € > 0 arbitrario, temos
2
o 1 / 9 1 / 9
- = — T — dFy(z) + — xr — dFy(z
 /, m<esn( pik)“dFy. () 52 \x—,uk|>eSn( pix) dFy ()

2

Sn Sn
< —/ 6282dFk +— / — 1)2dF:(z
= 82 Jo—pl<es, " 52 = Ja- ug|>65 ) k(@)

1 oo
< [ esan@s 5 [ @ wPdba)
n J—o0 j=1 |z— ,uj|>eSn

TL

Como o resultado obtido nao depende do indice k£ escolhido, segue que

2 n
o 1
max — < e 4 / x — )2 dFy(z).
1<k<n 82 5721]; |z ,u,k|>eSn< ,U/k) k( )
2
Como € > 0 é arbitrario, para que 1m]?<x —5 "% () é suficiente que tenhamos para todo
n Sh
e>0 |
2 —
5> (x — )2 dFy(z) "5 0,
Sy b= Y lz—pk>€Sn

o que é conhecido como condi¢cio de Lindeberg. Dai temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.4 (Teorema Central do Limite de Lindeberg). Sejam X, Xs, - - varidveis
aleatérias independentes com EX; = p; < oo e VarX; = 0? < oo para todo i = 1,2, -+,
o; > 0 para pelo menos um indice i. Sendo S, = X1 + -+ X, e 5, = VVarS, =
\/0F + -+ + 02, entdo, para que 5”27335" L, N(0,1) quando n — oo, € suficiente que seja

satisfeita a condigdo de Lindeberg.

Demonstracao. Sejam @1, o, - -+ as funcgoes caracteristicas e F, Fy, - -+ as fungoes de dis-

Sn—ESh
Sn

tribuicao de Xy, X, - - -, respectivamente, e ¢, (t) a funcao caracteristica de . Como

as variaveis aleatérias sao independentes, temos da Proposi¢ao 2.3.3 que
S, —ES, L X
©on(t) = Eexp (zt) H E exp (zt Mk) : (3.9)
Sn

Sn

e pelo Teorema da Continuidade de Paul-Lévy é suficiente mostrarmos que para todo

teR, p(t) =T e tz Para tanto, fixado ¢ € R, vamos usar as seguintes versoes da

férmula de Taylor para e¥?:

2,2
=1 —l—itx—i—ﬁl(x)T, onde [0;(z)| <1, e,
tQ 2 t3 3
T =1+1tx — Tx + 92(95)%, onde |0y(z)] < 1.

Dai, dado € > 0 arbitrario, usando a primeira férmula para |z| > € e a segunda
para |z| < €, teremos a seguinte representacao para et

2,2
= 1+it$—7+7’6($),
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onde
() = (1+ 91(33))%, se |z| > €
%(m)%, se |z| <,

e consequentemente,

X. — ] _
Eexp(itk%> :/ exp(itx Mk)dFk(:c)

Sn —00 Sn

_ /_O; [1+z’t(w gn“’“) - t; (x;n“k)ern (x ;n“k)] dFy(z)

X, — X, —
= 1+itE (’““’“)—E (’““’“)
Sn 2 Sn

t2 _ _ 2
4o Lo ()| () aR@)
2 Jiz—pr|>esn Sn Sn

3 xr — T — 3
() (5 o
6 |z—pr|<esn Sn Sn

Agora, como EX}, = py, e VarX), = of, segue que para todo k = 1,--- ,n, E (X_Mk) =0

Sn
2 2
X— X o
e E (¥5m)" = Varke = % e logo,
S’VL S’!L

Sn

X — 202
E exp <ztk’uk> % +&nk,
Sn 252 ’
onde
t2 T — T — 2
for = = 1o (] () ame)
2 Jiz—pi|>esn Sn Sn
t3 _ _ 3
L () (Y
6 |x—pi|<esn Sn Sn,
Note que
t2 _ _ 2
6okl < 5 A “’“)’(‘” M) dF ()
|z —pg|>esn Sn, Sn

L — Hi
STZ

|£°]

6 |lz—pr|<esn

(x - Mk:)QdFk(I)

Sn

0, <$ - Mk)
Sn

_ 2 t3 _ 2
< 2 T\ () + 12 (EEEY aF (2
|z—pp|>€sn Sn |z— ,uk|<esn Sn

¢ 2 €‘t3| 2

S R R B CRVTORTC
Sy, Je—pg|>esn
t2 dt3|a

< - 2dF k

o S% /|:E—,uk>esn (37 ,Uk) k<x) * 68% ’

e logo temos que

n n t3
Sl < 53> [ - mpan)+ 9]
k=1 |z~

n k=1 Lk |>€sn
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Pela condicao de Lindeberg a primeira parcela do termo & direita tende a zero quando

n 3
. t ,
n — 0o. Logo, para n suficientemente grande, temos Y &, x| < %, e dai, tomando uma
k=1

sequéncia de €'s tendendo a zero, temos que a sequéncia &, ; correspondente satisfaz
n
o
> k] =30 (3.10)
k=1

Assim, substituindo E exp (ztx" ’““) por 1 — ’“ F o+ o em (3.9), temos

n 2

e tomando os &, como em (3.10), temos do Lema 3.2.1 que

2
n—oo  —

on(t) — € %,

t202
uma vez que, tomando ¢, = —54 + &k, temos
n n—oo $+2
L4 Z Cn.k ? _57
k=1
n
2 2
. ' l;lo-k . 2 . n—oo 2 .
o Yokl < Sa—+ X ur =5+ X &ur — 5, e logo, existe M > 0 tal que
k=1 n k=1 k=1
n
Z Sn,k S M;
k=1

2
tak

e max |¢, x| < max + max [&ux] < & max oF + > &kl =3 0 por (3.10) e
n k=1

1<k<n 1<k<n 257 1<k<n 1<k<n
pela condicao de Lindeberg.

Para finalizar, o Teorema da Continuidade de Paul-Lévy garante que S"%S" Ly N (0,1).

]

Verificar se uma sequéncia de variaveis aleatérias satisfaz a condi¢ao de Lindeberg
costuma ser uma tarefa bem complicada. No entanto, existem propriedades mais simples
de serem verificadas e que implicam tal condi¢ao. Uma delas é a condicao de Liapunov,

que estaremos definindo no corolario que segue.

Corolario 3.2.1 (Teorema Central do Limite de Liapunov). Sejam X, Xs, - - varidveis
aleatdrias independentes com EX; = p; < oo e VarX; = 02 < oo para todoi = 1,2, -

o; > 0 para pelo menos um i. Sendo S, = X1+ -+ X, es, =/ VarS, = \Jo? +--- + a%,
entao, para que S"%I::S" L, N(0,1) quando n — oo, € suficiente que seja satisfeita a

condicao de Liapunov, isto €, que exista 6 > 0 tal que

1 & n
5 2o BIXk — [ =50,
n =1
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Demonstracao. Basta mostrarmos que a condicao de Liapunov implica a condicao de

Lindeberg. Seja entdo € > 0 arbitrario. Se |z — pu| > €s,, entao |x ”’“‘ > 1, de modo que
teremos
5
T — |
— ) 2dFy(z) < / 2o — il
S%kz:l/m ,u,k\>esn(x ,U/k) k( ) - S%kz; |lz— ,uk|>esn Mk) 6582 k<x>
s 2 o I )
T— U €Sn
m Z [ |z — [P d ()
n k=177

1 n
= S 2 Bk — [T =50,
n k=1

onde a ultima passagem se deve a condicao de Liapunov. Assim verifica-se a condigao de
Lindeberg, e logo, S"%ES" EEN N(0,1). O

Para finalizar esta secao, observemos que da mesma forma que o Teorema Central

do Limite de Liapunov, o Teorema 3.2.3 também pode ser demonstrado a partir da ve-

rificacio da condigao de Lindeberg. Basta lembrarmos que nesse caso temos s> = no? e

1 = fo = --+ = U, e dai, sendo F' a distribuicao comum de X;, X, -+, temos
1 n
z — py)2dF, - / z — p)2dF(z
F o e B = DS e
1 2
= — r— p)*dF(x
e ﬁ( ) dF (x)
n (o] ]' &0
=5 [ - =1
donde decorre que
1 & 9 1 & [ 9
S [ @em)PdRe) = 53 [ (- m)dR)
n =1’z Wi |>€Sn noke1 %)
1 " 9
— — dF,
=D R C
1 " n >
= l-= Z/ (z — ) *dFy(z) =30,
Snk 1 |x—pg|<esn

como queriamos demonstrar.

3.3 Familias Relativamente Compactas e Rigidas

Nesta se¢cao vamos definir o que sao familias de medidas de probabilidade rigidas e
relativamente compactas. Tal abordagem sera fundamental na demonstragao do Teorema

4.2.1, que é um dos principais resultados desta dissertacao.
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Defini¢ao 3.3.1 (Relativamente Compacto). Seja P = {P,;a € L} uma familia de
medidas de probabilidade. Dizemos que P € relativamente compacta se toda sequéncia de

P admite uma subsequéncia que converge fracamente a alguma medida de probabilidade.

Definicao 3.3.2 (Rigida). Seja P = {P,;a € L} uma familia de medidas de probabili-
dade. Dizemos que P ¢é rigida se para todo € > 0 existe um conjunto compacto K C R tal
que

sup P,(Q2 — K) <e.

ael
Defini¢ao 3.3.3. Seja F = {F,;a € L} uma familia de fungoes de distribui¢ao. Dize-
mos que F € relativamente compacta ou rigida se a familia de medidas de probabilidade

correspondente o for.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Helly). Seja Z = {G : R — R} a colegio de fungoes tais

que

a) G é nao decrescente;
b) G é continua a direita;

c) 0 <G(—0) < G(o) < 1.

Entao, a classe T € sequencialmente compacta, isto é, para toda sequéncia {G,},>1 de

fungoes de I, existe uma funcio G € I e uma subsequéncia {Gp, }r>1 tais que
G, (2) =5 G(x),
para todo x que € ponto de continuidade de G.

Demonstragio. Seja T = {x1,2,---} um subconjunto denso e enumerdvel de R. Pelo
método da Diagonal de Cantor (LIMA, 2009, Capitulo 10, Teorema 21), existe uma sub-
sequéncia {G,, }r>1 tal que lilrcn Gn,(x;) = gi, i = 1,2,--+ e a partir dai vamos definir

Gr(x;) = ]}1_{20 G, (z;) = g para x; € T. Agora vamos definir G(z), € R, pondo

G(x) =inf{Gr(y); y €T ey > x}, (3.11)

e vamos mostrar que G(z) é a fungdo tal que G,, () "2% G(x), para todo x que ¢

ponto de continuidade de G e que satisfaz as hipoteses do teorema. Como toda funcao
G, em consideracao ¢ nao decrescente temos G, () < Gy, (y) para todo x,y € T tais
que z < y e para todo k > 1. Dai, para tais x e y temos Gr(z) < Gr(y), e logo, por
(3.11) temos que G é nao decrescente. Para mostrar que G é continua a direita, considere
uma sequéncia {z,, }m>1 tal que x, \yx e d = lim G(z,). Claramente temos G(z) < d
e precisamos mostrar que G(z) = d. Suponhamos entao que G(z) < d. Por (3.11) temos

que existe y € T tal que x < y e Gr(y) < d. Mas para m suficientemente grande temos
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T < Xy <y, e portanto, G(z,,) < G(y) < d. Por outro lado, como G é nao decrescente,
temos G(z,,) N\, d. Em particular, G(x,,) > d, e logo, temos G(z,,) = d para todo m
suficientemente grande. Segue que G(z) = inf{Gr(y); y € T e y > x} = d. Agora, como
0 < Gr(x;) <1 para todo z; € T, teremos também 0 < G(x) < 1 para todo = € R, e

assim G pertencente a Z. Resta portanto provar que Gy, (o) oo G(xg) para todo xy que

é ponto de continuidade de G. Se o < y € T, entao

lim sup Gnk (l’o) S lim sup Gnk (y) = GT(Q),
k k

e consequentemente,
limksup Gn, (x0) <inf{Gr(y); y € T ey > xo} = G(x0). (3.12)
Por outro lado, se ¥ <y < xg, y € T, entao
G(Z) < Gr(y) = liin G, (y) = limkinf Gn, (y) < limkinf G, (%0).
Tomando & 7 xq, teremos
G(zo—) < limkinf G, (o). (3.13)

Como zy ¢ um ponto de continuidade de G, temos G(zy—) = G(xy), e logo, por (3.12) e
(3.13) temos que
G, (10) "= G(x0).

]

Teorema 3.3.2 (Teorema de Prohorov). Seja P = {P,; a € L} uma familia de medidas
de probabilidade definidas no espago (R, B(R)). Entio P é Relativamente Compacta se, e

somente se, € Rigida.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que a familia P é relativamente compacta e nao
é rigida. Entéao existe um € > 0 tal que para todo compacto K C R temos sup P,(R—K) >
€, e portanto, para todo intervalo I = (a,b) teremos sup P,(R — I) > e. %egue que para
todo intervalo I, = (—n,n), n > 1, existe uma medciyda de probabilidade P, tal que
P,

uma subsequéncia {Pank }i>1 que converge fracamente para uma medida de probabilidade

(R—1,,) > e. Como a familia P ¢ relativamente compacta, a sequéncia { P, },>1 possui

n

Q. Logo, para todo n > 1,

limsup P,, (R—1,) < QR —1,).

k
k—o00

Como Q(R — I,) N\, 0 quando n — oo, segue que existe ny, tal que P, (R —1I,) <,
contradizendo assim sup P,(R — I) > e. Assim, toda familia de medidas de probabilidade

relativamente compacta sera rigida.
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Reciprocamente, suponhamos que a familia P é rigida, e considere a sequéncia
{P,}n>1 em P, onde {F,},>1 é a sequéncia de fungdes de distribuigdo correspondente.
Pelo Teorema 3.3.1 existe uma subsequéncia F},, e uma fungao de distribuicao generalizada
G, com 0 < G(—o0) < G(o0) < 1, de forma que F,, (z) "2% G(x), para todo x que é
ponto de continuidade de GG. Para provar que a familia P é relativamente compacta basta
mostrar que G é uma fungao de distribuicao, e para tanto resta mostrar que G(—oc) =0
e G(0o) = 1. Como a familia P é rigida, dado € > 0, existe um intervalo I = (a, b] para
o qual sup P,(R — I) < ¢, ou equivalentemente, 1 — ¢ < P,(a, b] para todo n > 1. Sejam

entdo a’ e b’ pontos de continuidade de G tais que a’ < a e b/ > b. Logo,

1—e< P, (a,b] <P, (d V] =F, (V) — F, (a) =% G() — G(d).

k

Como € > 0 é arbitrério, segue que G(00)—G(—o00) = 1, e como 0 < G(—00) < G(o0) < 1,
temos G(—o00) =0 e G(oc0) = 1. O

O Teorema de Prohorov na verdade é mais geral do que enunciamos. Na realidade
a demonstracao pode ser adaptada para o espaco euclidiano R™, n > 2 arbitrario, e
dai podemos estender o teorema sucessivamente para R, os espagos o-compactos, e
finalmente, para os espagos métricos separdveis e completos. Veja (SHIRYAEV, 1996,
Capitulo 3).
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4 Distribuicoes Infinitamente Divisiveis e Es-

taveis

Como ja dissemos na introducao, o objetivo principal desta dissertacao é estudar
as classes das distribuigdes infinitamente divisiveis e estdaveis, bem como os correspon-
dentes teoremas limites, e isto serd feito neste capitulo. Para ajudar a identificar tais
distribui¢oes faremos primeiro um estudo detalhado sobre as fungoes caracteristicas. Tal
abordagem passara pelas fungoes definidas positivas, pelo Teorema de Pélya, as distribui-
¢oes de Poisson generalizadas e as distribuicoes a-estaveis. Depois mostraremos a relacao
entre as distribuicoes infinitamente divisiveis e os arranjos triangulares no Teorema 4.2.1,
e a relagao entre as distribuigoes estaveis e as sequéncias do tipo S“Ttb" no Teorema 4.3.1,
bem como as principais propriedades de tais distribui¢oes. As demonstragoes feitas nesse

capitulo tém como referéncia principal (CHUNG, 2001) e (SHIRYAEV, 1996).

4.1 Caracterizacao das Funcoes Caracteristicas

Para caracterizar os possiveis limites das sequéncias de varidveis aleatérias que
formam um arranjo triangular como no Teorema de Poisson, bem como as sequéncias
do tipo % da Lei dos Grandes Numeros ou as somas normalizadas do Teorema Central
do Limite, em especial as identicamente distribuidas, torna-se necessario conhecer as dis-
tribuigoes infinitamente divisiveis e estaveis, e para tanto torna-se imprescindivel saber
julgar quando uma fung¢do ¢ : R — C ¢ uma funcao caracteristica. J& vimos no capitulo
anterior que uma funcao caracteristica sempre satisfaz as propriedades da Proposicao
2.4.1. Vimos também, pela mesma proposicao, que o produto de fungoes caracteristicas
continua sendo uma funcao caracteristica e pelo Corolario 2.4.3 o mesmo se da com o qua-
drado do seu médulo. Mas esses critérios nao serao suficientes para caracterizar as fungoes
caracteristicas. Vamos portanto estabelecer a partir de agora, critérios mais especificos em

relagao ao que vamos precisar.

Proposicao 4.1.1. Seja 1, @9, - - - uma sequéncia de fungoes caracteristicas e Ay, Ag, - - -

o0
uma sequéncia de numeros reais tais que A\ > 0 para todo k e Y. A\, = 1. Entdo ¢ =
n=1

(o)
> Anen também € uma funcdo caracteristica, isto €, uma combinacao convexa de funcoes
n=1

caracteristicas é também uma funcao caracteristica.

Demonstracao. Note que no caso de termos uma combinag¢do convexa finita, o resultado
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segue da linearidade da Integral de Stieltjes, segundo a qual temos

k=1 k=1 —© oo k=1 —00

n

onde F}; é a funcao de distribuicao correspondente a ¢;, j = 1,--- ,n, e ' = 3 A\, F,.
k=1

Dali, para mostrar que ¢ é uma funcao caracteristica, basta mostrar que F' é uma funcao

de distribuicao. Para tanto, basta observarmos que

e [ é nao decrescente e continua a direita, ja que é uma composicao finita de fungoes

com estas propriedades,

e F'(—o0) = lim F(z)= Z A lim Fi(z) =0, e,

T—r—00 k= T—r—00

M:

e F(o0) = lim F(x) = Z A lim Fi(x) =

T—00 T—00 k

A = 1.
1

Para o caso geral, vamos definir para todo n,

0= 3" nan(t)+ (1= 320 ()
k=1

k=1
Note que ¢,, ¢ uma combinacao convexa finita de ¢1,--- , ¢,11, € portanto é uma funcao
caracteristica, como acabamos de provar. Além disso, ¢, (t) converge pontualmente para
©o(t) e p(0) = § Anpn(0) = ioj An = 1. Logo, pelo Teorema da Continuidade de Paul-
Lévy, resta mgs:tlrar que @ énc:éntinua em t = 0. Seja entdao € > 0 arbitrario. Como
ioj An = 1, existe ng = ng(e) tal que %%1 An > 1 — ¢, donde segue que
iy

n=1

3 Aen(t) ZM%|simewsimew

n=ngo n=no n=ngo n=no
ng
< 22/\_2<2/\ Z%)
n=ng n=1

<2(i-(1-9)=3

Por outro lado, como as ¢, sao uniformemente continuas, temos que para todo n =
1,--+,ng existe §, = d(n) tal que [t| < 6, = |@n(t) — vn(0)] = [@n(t) — 1| < 5. Tomando
d=4d(ng) = ngin{én}, teremos que para |t| < 4,

n<ng

n@n(t Z Anon (0

no no
<3 Alenl) =1 < 53N < 5
n=1 2 n=1 2
Dal segue que para |t| < 6,

S Agalt) = 32 Apnl0)

n=ng n=ng

|n(t) — ©n(0)

Mm—iMmﬂ+

< €+€
— — =€
2 2

Assim ¢ é continua em ¢t = 0, e portanto, ¢ uma funcao caracteristica. O
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A primeira vista, a demonstracao da proposicao para o caso da sequéncia finita
nos leva a pensar que o caso da sequéncia infinita é uma aplicacao direta do Teorema de

A n
Helly-Bray a sequéncia Fj, = Y AyF). No entanto isso nao pode ser feito, uma vez que
k=1

as F,, nio sdo fungoes de distribui¢ao. Por outro lado, é possivel obter o resultado dessa

maneira se considerarmos a sequéncia F = Z e Fr + (1 — Z )\k) Fy41 (como fizemos
k=1 k=
com as fungoes caracteristicas), que é formada por fungoes de distribuicao, e dai, por

Helly-Bray teriamos
[ emab@) =S [ etar() = e,

Mas, seria preciso ainda provar que F' é uma fun¢do de distribuicdo, o que seria muito

mais trabalhoso do que aplicar o Teorema de Paul-Lévy as fungoes caracteristicas.

Defini¢ao 4.1.1 (Funcao Definida Positiva). Dizemos que uma fungio ¢ : R — C €

definida positiva se para quaisquer conjuntos {t1,--- ,t,} CRe{z, -+ ,2,} C C tivermos

ZZ t—tk2]2k>0
j=1k=1

Teorema 4.1.1. Seja ¢ : R — C uma funcao definida positiva. Entao, para todo t € R
temos p(—t) = (t) e |@(t)] < ©(0). Além disso, se @ for continua em t = 0, entdo serd
uniformemente continua em R, e nesse caso, teremos para toda fungdo continua & : R — C
e para todo T > 0,

/OT /OT o(s — t)&(s)E(t)dsdt > 0.

Demonstracio. Considerando n = 1 e tomando t; = 0 e z; = 1, pela Definicao 4.1.1 temos
11
0< Z Z (t; — tn) 22 = o(t1 — t1) 2171 = 9(0).
j: :

Considerando agora n = 2, novamente da Defini¢ao 4.1.1 temos que

2 2
0 < D> olty—te)zz

J=1k=1
= @(t1 —t1)z1Z1 + ot — to) 1%z + (ta — t1) 2071 + @(ta — t2) 2072

= (2171 + 222)(0) + z21Z20(t1 — ta) + 22Z10(t2 — t1).
Dai, tomando t; =0, t =t e 21 = 29 = 1, teremos
0 < 2¢(0) + ¢(—t) + (1),

donde segue que p(—t) + ¢(t) é um nimero real, e logo, as partes imaginérias de ¢(t) e

©(—t) sao opostas. Por outro lado, tomando t; =0, to =t, z; = 1 e 25 = i, teremos

0 < 2¢(0) +ip(t) —ip(—t) = 2¢p(0) + i(p(t) — (1)),
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donde segue que ¢(t) — ¢(—t) é um nimero imaginario puro, e logo, as partes reais de

o(t) e p(—t) sao iguais, e portanto temos ¢(—t) = ¢(t). Ainda no caso n = 2, tomando
21 = @(t), z0 = —|p(t)|, t1 = 0 e ty = ¢, teremos

0 < (p®)p() +1e(®))p(0) — ) Pp(—t) — o)l (t)]e(t)
= 2p(t)*e(0) — 2lp(t)?
= 2Jp(t)*((0) — (1)),
e dail segue que |p(t)| < ¢(0).

Agora, supondo ¢ continua em ¢ = 0, vamos mostrar que ¢ ¢é uniformemente
continua em R. Se ¢(0) = 0, teremos ¢ = 0, e nao ha mais o que fazer. Se ¢(0) # 0,

vamos supor, sem perda de generalidade, que ¢(0) = 1 (basta observar que 1p = —Z

©(0)
também é definida positiva). Considerando entdo n = 3, e tomando t; = 0, to = t e

t3 =t + h, teremos da Defini¢ao 4.1.1 que

3
> oty —tr)zizk

NE

0 <
j=1k=1
= (0)(|z1]* + |22)* + |28]*) + @(=t)z173 + (=t — h)z1 73
+o(t)Z122 + @(—h) 2073 + @(t + h)Z125 + ¢(h)Z223.
©(0) o(—t) @(—t—nh)

Dai, sendo H = | ¢(t) ©(0)  p(=h) e (21, 29, 23) = v € R?, teremos
p(t+h) o) »(0)

(Hv,v) = ¢(0)(z + 25+ 232,) + o(—t)z120 + (=t — h)z123 + p(t) 2122
+@(—h)zo23 + @(t + h)z123 + p(h) 2223 > 0.

Segue que (Hv,v) é uma forma quadratica nao negativa, e logo, det H > 0, isto é,

1— Jo(t)]> = ot + h)[> = lo(h)[* + 2R(p(t)p(h)e(t + h)) > 0,

ou ainda,
o) + ot + )P < 1—[p(h)? + 2R(p()p(h)p(t + b)),

onde R(z) denota a parte real do complexo z. Note que sendo p(t) = a+bi e p(t+ h) =

¢+ di, temos p(t)p(t + h) = ac+ bd + i(—ad + bc), e dai, usando a desigualdade acima,
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temos

o) —ot+h)*? = (a—c)+ (b—d)?=a®>+ b+ +d* - 2(ac+ bd)
= [ + lp(t + h)[* = 2R(p(t)p(t + h))
< 1= o)) + 2R(p(t)p(h)p(t + h) — 2R(p(t)p(t + h))
= 1= [p(h)]* + 2R[p(t)p(t + h)(p(h) — 1)]
L= lp()[* + 2lp(t)e(t + h)(o(h) - 1)
L= [p(h)]* +2/1 — p(h)]
(1 +le(R)) (L = [e(h)]) +2[1 = p(h)]
2(1 = lp(h)]) +2[1 — ¢(h)|
211 = p(h)] + 21 — p(h)]
41— p(h)].

VAN VAN | B VAN VA

Assim, como ¢ é continua em ¢ = 0, temos que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |h| < §
implica 2
1= ()] = lp(0) = o(h)] < 7,
e assim,
lp(t) — p(t + )| < 24/|1 — @(h)] < e.

Como o resultado nao depende de t, segue que ¢ é uniformemente continua em R. Por fim,
para mostrar que [y [ (s — t)€(s)E(t)dsdt > 0, considere as particoes de [0, 7] dadas
por P, = {vg =0,v; = %,"Ug = 2L ... v, =T}. Logo,

n’

[ els ~DEEEDs = Jim (0~ v )l ~ DEGETD

onde vp_1 < sp < v,. Tomando as mesmas partigoes para a outra integral, segue da

Definicao 4.1.1 que

/ / (s — t)E(s)E(L)dsdt = JLITOIOXTL: [('Uj —vj-1) nh_{f}o Xn:

Lema 4.1.1. Dada uma fungdo continua ¢ : R — C com |p(t)| < ¢(0) = 1, defina

1 T T t —i(S—t)Id dt
pria) = o= [ [ els =) sdt.

Se pr(z) > 0 para todo T > 0 e x € R, entdo ¢ é uma fungao caracteristica.
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Demonstracao. Para mostrar que ¢ é uma funcdo caracteristica vamos mostrar primeiro
que pr ¢ uma funcao de densidade. Depois mostraremos que a funcao caracteristica cor-
respondente a pp é
1-4 t) sel|t|<T

© = (1-F)e) sepi<T

0 se [t| >T
e como @ converge para ¢ quando 71" tende ao infinito, bastard entao aplicar o Teorema
da continuidade de Paul-Lévy. Para comecar, sendo u = s — t, temos du = ds, u = —t

para s =0eu =T —t para s =T. Logo temos

1 T T—t . d d 1 T h/ d
= — T Qudt = —— tYh' (t)dt
pri@) = o= [ [ elwe dudt = o— [ gt (t)dt,

onde g(t) = [T p(u)e ™ du e h(t) = t. Integrando por partes obtemos

Tt , T
t/ o(u)e " du —/ tg'(t)dt
t=0 70

— 271T [T /OT o(u)e ™ du — /OT tg’(t)dt] .

Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos que g(t) = H(T' —t)— H(—t), onde H'(s) =
©(s)e""*ds. Dai temos

t=T

1

PT(f) = T

§(t) = —H'(T = t) + H'(~t) = —o(T = t)e 0% 1 (= p)e™,

e logo,

prle) = o= | [ peinat - /DT;(w(—t)em—c,o(T—t)e‘i(T‘”“”) a

T |/-T
1[0 ; - —t OT—t

- / ap(t)e_mdt—/ —ztzdt / _thdt]
27 |J-1 0

I -/0 go(t)e_mdtjt/ —go(t)e_mdt+/ ;w(t)e_mdt
27 |J-r -r T

_ 217T/_0T< Jﬂ) *mdt+/ ( \t|> )mdt]

Agora, dados a > 0 e t # 0 arbitrarios, temos que

1 a B ) a »—itx z=p zt,B .
—/ dﬁ/ e "dy = —/ ‘ —*/ o 5
a Jo -B

1oy cos(—tﬁ) +isin(—tf) — cos(tﬁ) — zsin(tﬁ)d

- E/o —it P
1 e 2sin(tf) ,, —2cos(tf) = ~2(1 — cos(ta))
= ah M| LT e
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Para t =0,

1 pa (B 1 o 8 1 o |
a Jo -8 ao J-op aJo Q

Segue dai que para todo o > 0 temos

YT P
= w1 o
_ ;ﬂ L ) (1 |t|> / / e dzdfdt

1 foe 1 — cos(ta)
= = t)—————=dt
/ er(t) at?

_ 7/ SOT( )1—(308(15)61757

onde a troca na ordem de integracao se justifica na continuidade do integrando e no fato

B=a

2(1 —
o= lim ( Cos(toz))'
t—0 at?

dos intervalos de integragdo serem limitados. Prosseguindo, como |pr(t)] < ()] < 1 e
1—cos(t) |1—cos(t)|
R 2

R. Dai, usando o Teorema da Convergéncia Dominada temos

lim —/ dﬂ/ pr(x —/ lim ¢r ( )HOS(t)dt, (4.1)

a—oo ¢y a—00 12

¢ limitado em R podemos majorar o integrando por que ¢ integravel em

e como p7(0) = p(0) = 1, segue que

o0 1—cos 2 1 —cos(t)
T e
—2(1 — cos(t 7/00 sin(t d 1,

mt
onde as trés ultimas igualdades decorrem do fato do 1ntegrando ser uma func¢ao par, da

integragao parcial e da Integral de Dirichlet (Lema 2.4.1), respectivamente. Agora, como

pr(z) > 0, temos que [” 5 pr(7)dz ndo decresce em 3. Além disso, como

JE’&;/ dﬁ/ pr(z

temos que f_’BB pr(z)dz é limitado para todo § > 0. Segue portanto que existe M < oo tal
que
B
lim [ pr(x)dr = M.
B

B—o0 J—
Como pr(z) > 0, temos [% pr(x)dx = M. De fato, para quaisquer A, B,, /* 0o, denote
C,, = max{A,, B,} e ¢, = min{A,, B,}, e teremos

Cn Bn
/ pr(x dx</ dx</
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e logo tem-se

Assim, como

By
hm / x)dx = M.

O611_)1210 i Joag f;gﬁ pr(z)dz =1 para todo 5 > 0, temos

= din fim o [0 [ oo =i 3 [T [ orte
= /_OOPT diCalggloa/ dp = / pr(z)dz.

Dai segue que para todo T' > 0, pr é uma funcdo de densidade de probabilidade. Para

calcular a fungao caracteristica correspondente a pr, observemos primeiramente que

B . ) B . e
/ em—a:efztzdx _ / 61,(7—7t)mdx = -
-8 -8 i(T—1)|,

i(r—t)x B

=8
cos(B(T —t)) +isin(B(T —t)) — cos(—p(T —t)) —isin(—5(17 — 1))
i(T —t)

2sin(B(1 —t)) '

T—1

Assim, para todo a > 0,

Sas [ e = L[ e L[ (1—‘;’) Pt dsdzd?

S Ay

= 5 [ 7)s0n [ 281“2“_1‘ Lapa

1 e —2cos(B(r — 1)) "™
= 5./ e =07 |,
B 1 — cos(a(T —t))

= et atr—nz

_ 7/ @T(T—t>1_cos(t)dt.
T Jco a t?

Pelo mesmo argumento que usamos para pr(z) em (4.1), temos de Teorema da Conver-

géncia Dominada que

.1 e t\ 1 — cos(t)
tim = [Tas [ e = Jm [ (- L)

= f/ lim (pT(T—> 1Los(ﬂdt

a—00 12

_ 7/ or(r l_COS(t)dt

_ SDT; )/O:ol_;OS(t>dt
= pr(7).
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T

Uma vez que pr(z) é uma densidade de probabilidade e | pp(z)| < pr(x), podemos

usar o Teorema da Convergéncia Dominada para obtermos que

er(t) = lim lim —/ dﬁ/

= g [l [ e

= /Oo e pp(x) dxo}ggoa/ s

—0o0

= /Oo e pr(x)dz.

—00

Assim, pr é a fungdo caracteristica correspondente a densidade pr(x), qualquer que seja
— 0

T € R. Além disso, pr(t) — o(t) para todo t € R e ¢ é continua em ¢ = 0. Logo, do

Teorema da Continuidade de Paul-Lévy segue que ¢ é uma fungao caracteristica. n

Teorema 4.1.2. Seja ¢ : R — C uma fungao continua tal que (0) = 1. Entao ¢ é uma

funcao caracteristica se, e somente se, é definida positiva.

Demonstracao. Se ¢ é uma funcdo caracteristica, entao temos

Z Z o(t; —ty)zZr = Z Z /OO ei(tj_tk)IZkadF(x)

Jj=lk=1 J=1k=1"7"%°

= / SN 2 ZpdF ()
T j=1k=1

= / DN et zeitnt i dF ()
T j=1k=1
o) n 2

:/ S etvz| dF(x) > 0,
=1

quaisquer que sejam ty,--- ,t, € Re 2z1,---,2, € C. Dai, ¢ é definida positiva.

Reciprocamente, sendo ¢ definida positiva, defina pr(z) como no Lema 4.1.1. Ob-

serve que tomando &(t) = e~ * no Teorema 4.1.1, temos para todo T > 0 que

pr(z) = 27‘(1'T /OT /OT o(s —t)e D2 sdt = 271T /OT /OT o(s — t)E(s)E(t)dsdt > 0.

Além disso, ainda do Teorema 4.1.1 temos |¢(t)| < ¢(0) = 1, e dai, segue do Lema 4.1.1

que ¢ é uma fungao caracteristica. O]

Observe que a partir do Lema 4.1.1 a demonstracao do teorema acima se torna
razoavelmente simples, e esse é o tinico motivo pelo qual estd sendo enunciado aqui. Na
realidade ele nao desempenha nenhum papel em relagao aos objetivos da dissertagao, e
portanto nao justifica a energia gasta na demonstragao do Lema. No entanto, o préximo

teorema sera de grande utilidade e também serd demonstrado a partir dele.
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Teorema 4.1.3 (Teorema de Pdlya). Seja ¢ : R — R uma fungio ndo crescente, continua
e conveza em RT = [0,00). Se ¢(0) =1, o(t) = p(—t) e p(t) > 0 para todo t € R, entdo

@ € uma funcao caracteristica.

Demonstragao. Como ¢ é convexa em R*, temos que existe ¢/, (t) e ¢’ (t) com ¢/, (t) =
¢’ (t) em quase toda parte, isto ¢, exceto num conjunto enumeravel, de modo que ¢ ¢é
a integral de uma dessas derivadas, que vamos denotar por ¢’. Note que como ¢ é nao
crescente em R, temos ¢/(t) < 0 para t > 0. Além disso, como ¢ é convexa, temos
©"(t) > 0, e consequentemente, ¢’ crescente em RT. Vamos definir entdo pr(x) e ¢or(x)

como no Lema 4.1.1. Observe que

[
S
—~

~
~

|

—~
—_

|

Nl

)(p’(t), se0<t<T
set>1T,

e logo, como p(t) > 0,1 — 2 >0e ¢'(t) <0para 0 <t < T, temos —¢f(t) > 0 em RF.

Do mesmo modo, como ¢, 1 — % e —¢' sdo nao crescentes para 0 < ¢t < T, temos —¢/.

nao crescente em RT.

Agora observe que para todo x # 0,

o) . 0
/ e_mgoT(t)dt — / —ztac dt+/ —zt:c t
— /O &1 oo (£)dt + /0 eI oo (1)t

= 2/000 cos(tx)er(t)dt

t=00

B /000 sin:itx) @'T(t)dt] ‘

Supondo ¢(o0) = lim ¢(t) = 0, segue que para todo = # 0,

t—o00

= 2 [Sin(t$)$90T(t) B

0o . 2 00 (k+1)7r
/ e op(t)dt = —/ sin(tx) @/ (t) / sin(tx) @l (t)dt.
—00 0

T

Como —/(t) > 0 em RT e sin(tz) troca de sinal em t = 2T para todo inteiro positivo A,
temos que a série acima é alternada e tem o primeiro termo positivo. Além disso, como
—¢' é nao crescente e positiva em RT, temos que os termos da série decrescem em méodulo
convergindo para zero, e dai temos
it
/ e~ o (t)dt > 0.
—0oQ

Para x = 0 ¢ trivial que

/Oo e op(t)dt = /Oo or(t)dt > 0.

Assim, temos pp(x) > 0 para todo = € R, e a partir dai, como ¢ ¢ continua com |¢(t)] <

©(0) =1, temos do Lema 4.1.1 que ¢ é uma fungao caracteristica.
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Se p(00) # 0, entdo p(oo) =1 ou ¢(oco) = A € (0,1). No caso em que p(00) = 1,

temos ¢ = 1, e logo ¢ ¢é a fungdo caracteristica da variavel aleatéoria X = 0.

No caso em que p(o0) = A € (0,1), vamos considerar a fungao

p(t) — A

ot = 2

Note que 9 satisfaz todas as hipoteses que utilizamos na demonstracao do teorema para

o0 caso em que p(oo) = 0, isto é:

o (—t) = 2LHA = A — gy,

e ¢ é continua e convexa em R, pois é a composi¢ao das funcoes ¢ e A(z) = %,

ambas com tal propriedade, e

o d(o0) = L =0,

Assim temos que 1) é uma fungao caracteristica, e para finalizar, como p(t) = (1—=\)¥(t)+
A, temos que ¢ é uma combinagao convexa das funcoes caracteristicas ¢ e 1, e logo, pela

Proposicao 4.1.1 ¢ é uma funcao caracteristica. n

Teorema 4.1.4. Se ¢ : R — C ¢ uma funcao caracteristica, entao para todo \ > 0,
() = AP
serd também uma fungdo caracteristica.

Demonstragio. Fixado A > 0, para n > A\ temos que

1= 24 2p(0) = 14 2(p(t) - 1)

é uma combinacao convexa das funcoes caracteristicas ¢ e 1, e portanto, pela Proposicao

4.1.1 sera uma funcao caracteristica, e pela Proposicao 2.4.1, o mesmo ocorre com
)\ n
1+ —(p(t) —1 ,
(14260 -1)
qualquer que seja o inteiro n > \. Dai, como
A " oo _
(14260 - 1) =5 60— )

que é uma funcao continua em ¢t = 0, temos do Teorema da Continuidade de Paul-Lévy

que ) é uma fungao carateristica. O
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As distribuicoes correspondentes as funcoes caracteristicas oy (t) = eM¥®~1 onde
©(t) é uma fungao caracteristica, sdo chamadas de Distribuicdes de Poisson Genera-

lizadas. No caso particular em que ¢(t) = e (que obtemos de X = 1), temos
SD)\(t) — 6)\(eit_1)’

que é a funcao caracteristica correspondente a distribui¢do de Poisson com parametro \

usual.

Teorema 4.1.5. Para todo o € (0,2],

Pa (t) = 1"

¢ uma funcao caracteristica.

Demonstracao. A prova é dividida em dois casos: 0 < a < 1lel < a < 2. A prova no
primeiro caso consiste em verificar as hipdteses do Teorema de Pélya (Teorema 4.1.3). O

segundo caso é uma aplicagdo do Teorema da Continuidade de Paul-Lévy.

Para 0 < a < 1, temos claramente que ¢,(0) = 1, o (—t) = Yalt), pa(t) >0, v,
é continua e decrescente em RT. Além disso, para t € RT temos ¢/ (t) = —at* e ™™ e
logo,
Ol(t) =e " (a2t2°‘_2 —a(a— 1)t0‘_2) >0,

uma vez que a? > 0 e —a(a — 1) > 0 para 0 < a < 1. Dai, ¢, é convexa em RT, e logo,

pelo Teorema de Pélya, ¢, é uma funcao caracteristica.

Para 1 < a < 2, considere a funcao p, : R — R dada por

et ose x| >1
pule) = | T Sl > T
0, se |z] <1

Observe que p, é uma fungao par, e logo,

[e’s) [e’s) o) o _1
. d:2/ . d:/ dr = —
/oop (z)d o ” (z)dz et T e

T=00

= 1.

=1
Dai temos que p, ¢ uma fun¢do densidade de probabilidade. Denotando por ¢, a funcao

caracteristica correspondente, @, (t) = [0 € p,(x)dz, segue que

— 00

1—@u(t) = /_O:O Po(x)dx — /o:o e po(z)dx

= /o:o(l — " po(x)dx

— /|x>1(1 — cos(tx) — isin(m))2|$(‘j;+ldx

o (1 — cos(tx)) i sin(tx)
— ————dr — — x.
2 Jiz|>1 |z|ott 2 Jizj>1 |x|ott
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C sin(tz) £ ~ 1—cos(tz) - £ ~
omo -1 € Ulna Iuncao 1mpar e 11 € ullla Iuncao par, segue que
|| F ||t )

5 a 1 — cos(tx) % ] — cos(tx)
1—@u(t) == 7dx:a/ ————dx.
Pall) 2 Jjgj>1 |x|ott 1 xotl
Suponha que ¢ > 0 e tome u = tx. Logo, © = ¥, dq::%“,u:tparaleeu:oopara

r = 00, e dai,

= Gu(t) = O‘/too (1 — cos(u)) du _ g0 /too 1 — cos(u) du

w a+1 t
()
o 1 —cos(u) t 1 — cos(u)
= ot </0 et du—/oiuwrl du | .

Para t < 0, como @, (t) € R para t > 0, temos @, (—t) = Pa(t) = @u(t), e assim,

_ o [°1—cos(u) t 1 — cos(u)

/ . . . 2 ..
Como 1 — cos(u) é assintoticamente equivalente a %- em uma vizinhanca u = 0, temos

2
t1- R .
que quando ¢ tende a zero, [y ui?jﬁ“) du é assintoticamente equivalente a

t ul—a u?—a
/ du =
o 2 2(2 - «)

tQ—Oé
22— a)

u=0

Dai, como [, l_ucﬁ(l“) du < oo para todo t > 0, temos

oo 1 — t1 — oo 1 —
/ 1 cos(u)du :/ 1 cos(u)du+/ 1 — cos(u) du— M < o
0 0 ¢

ua-l—l ua—i—l ua-i—l

Segue que
_ N t1 — cos(u)
1-— QOa(t) = a|t\ (M —/0 Wdu) y
e logo,
@a(t) =1- Coc|t|a + wa(t)a

onde C, = aM é uma constante positiva que depende de a e 1, (t) = alt| [3 jiﬁ“) du é

uma funcao de ordem quadréatica quando t tende a zero, ja que nesse caso é assintotica-

at?
2(2—a) "’

(-G - (-4 ()

¢ uma funcdo caracteristica, e como lim 4 = 0, fixando ¢t € R temos

mente equivalente a Agora, pela Proposicao 2.4.1 temos que para todo n,

n—oo né
t t2 t2
n—o00 ne n—o00 2(2 _ Oz)nE n—o00 2(2 _ O_/)TLT

e dai, tomando ¢, ; = =Caltl® | (N ( > para k =1,---,n, temos

t
T
n no
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o 3% np = —Cult]® + i () (S JMGANTS
k=1 no

_ Calt|® t ) M0 .

® max [Cp | =~ - ) —0

1§k§n| n,k| n +¢a (né) ’
n ~ ~

o X ekl < Cult]* + [nth, (tl) < M < oo, onde M é uma constante que nao
k=1 na

depende de n.

Segue do Lema 3.2.1 que

t n
(@a (1)) = e*C‘*Ma,
na

que é uma func¢ao continua em ¢ = 0, e consequentemente, pelo Teorema da Continuidade

de Paul-Lévy é uma fungdo caracteristica. Como ¢,(t) = exp (—C’a|ct1|a>, segue da
=
&

Proposicao 2.4.1 que ¢, também é uma funcao caracteristica.

A mudanca de pardmetro que fizemos no final da demonstracao deixa claro que
para qualquer nimero real positivo v, ¢, 4(t) = e " também é uma funcio caracte-
ristica. Na verdade, Lévy mostrou em 1923 que existem constantes v (que dependem de
«), complexas e nao reais, para as quais ¢, (t) = e M ¢ uma funcao caracteristica, e
determinou a forma exata de tais constantes. A partir dai obteve-se a forma candnica das
fungoes caracteristicas correspondentes as distribuicoes estaveis que veremos no Teorema
4.3.2.

4.2 Distribuicoes Infinitamente Divisiveis

Pela Lei dos Grandes Numeros de Khintchin (Teorema 3.2.2) temos que se as va-
ridaveis aleatérias Xi, Xs, -+ sdo independentes e identicamente distribuidas, com EX; =
m < oo paratodoi=1,2,---,eS5, =X+ ---+X,, entdo %” 5 m. Se tirarmos a hipé6-
tese de que a esperanga das variaveis aleatorias é finita e bem definida, temos do Exemplo
3.2.2 que Sn—” converge para a distribuicdo de Cauchy com parametro 0 se Xy, Xo,--- tive-
rem tal distribuigao, e fica seguinte questao: o que podemos dizer do limite T se % N N

A resposta para a pergunta acima é que T' é uma variavel aleatéria com distribuicao
estavel, como veremos na préxima secao. Mas antes vamos mostrar que existe uma relacao
entre as sequéncias acima e os arranjos triangulares, e analisar o limite de tal sequéncia.
Dadas as sequéncias {a, },>1 € {b,}n>1 de niimeros reais com b, < 0o e 0 < a,, < 00 para
todo n, defina

X b
Xpp="2_"" 1<k<n. (4.2)

Logo, temos
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formando-se assim a seguinte sequéncia:

Sy —b
1 1 ~ X,
a1
Sy —b
2 2 = Xo1+ X2
a2
S, — by
T: n,1+Xn72+"'+Xn,n

Sn—

nES” da Lei dos Grandes Nuimeros (Teorema

3.2.2)e S”%ES” do Teorema Central do Limite (Teorema 3.2.3) sdo os mesmos que podem

Assim, os possiveis limites das sequéncias

aparecer no arranjo triangular do Teorema de Poisson (Teorema 3.2.1).

Definigao 4.2.1 (Distribui¢do Infinitamente Divisivel). Seja X uma varidvel aleatdria
cuja funcao de distribuicio é F. Dizemos que X tem distribuicao infinitamente divisivel
se para todo n > 1 existe uma funcao de distribuicao F,, tal que

F=F,*---xF,.

—_——
n— fatores

Proposicao 4.2.1. Seja X uma varidvel aleatoria cuja fungdo de distribuicio é F' e a

fungdo caracteristica é p. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. X tem distribuicao infinitamente divisivel;

2. Para todo n > 1 existem varidveis aleatdrias X, 1, -+, X, independentes e identi-
camente distribuidas tais que X L Xpi1+ -+ X,

3. Para todo n > 1 existe uma fungdo carateristica p, tal que p = (@,)".

Assim, fard sentido nos referirmos também a funcdo caracteristica ¢ como infinitamente

divisivel.

Demonstracao. No Teorema 2.4.1 e Corolario 2.4.2 ja mostramos que a validade da se-
gunda afirmagao implica a validade da primeira e da terceira. Para mostrar que a primeira
implica a segunda, observe que se X tem distribuicao infinitamente divisivel, entao para
todo n existe uma funcao de distribuicao F;, tal que F' = F), x---x F,,. Por outro lado,

n— fatores
pelo Teorema 2.2.1 existem varidveis aleatérias X, 1, -, X, independentes com fun-

¢ao de distribuicdo comum e igual a F,, e logo, pelo Corolario 2.4.2, a distribuicao de
Xpa1+ -+ X, serd F, isto é, X L Xpa1+ -+ X, . A prova de que a terceira implica

a segunda ¢ analoga. O]
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2

Exemplo 4.2.1. A distribuicio normal com parametros p e o € infinitamente divisivel.

Demonstracao. Pelo Corolario 2.5.1 temos que a fungao caracteristica correspondente é

o(t) = explitp — #) Assim, dado n > 1, temos

olt) = <exp (“‘ _ ‘”)) — (palt))"

n 2n

itu  o%t?

Para n fixo, novamente pelo Coroldrio 2.5.1 temos que ¢, (t) = exp(“* — %) ¢ a funcao

/oL N .z o 2 .
caracteristica correspondente a varidvel aleatéria Y, tal que Y, ~ N(%,%-). Assim a

distribuicdo normal é infinitamente divisivel, quaisquer que sejam os pardmetros p e o2.

]

Exemplo 4.2.2. A distribuicao de Poisson com parametros X\ > 0 € infinitamente divisi-

vel.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.5.4 temos que a funcao caracteristica correspondente é
o(t) = M1 Assim, dado n > 1, temos

A

p(t) = (7 )" = ()"

Para n fixo, novamente pela Proposigao 2.5.4 temos que ¢,(t) = ex(e" =D ¢ g funcao

caracteristica correspondente a variavel aleatéria Y,, tal que Y,, ~ Poisson (’\) Assim a

distribuicao de Poisson ¢ infinitamente divisivel, qualquer que seja o parametro A > 0. [J

Exemplo 4.2.3. A distribuicio de Cauchy com parametro 8 > 0 € infinitamente divisivel.

Demonstracao. Pelo Corolario 2.5.3 temos que a fungdo caracteristica correspondente é

o(t) = el Assim, dado n > 1, temos

o]t

olt) = (%) = (et

.- oltl ~ ;
Para n fixo, novamente pelo Corolario 2.5.3 temos que ¢, (t) = e wéa fungao caracteris-

tica correspondente a distribuicdo de Cauchy com parametro %. Assim a distribuicao de
Cauchy ¢ infinitamente divisivel, qualquer que seja o parametro ¢ > 0. [
Lema 4.2.1. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias discretas independentes cujas distribuicoes
Fx e Fy tém m e n dtomos respectivamente. Entao Fx x Fy terd no minimo m +n — 1

e no mdximo mn datomos.

Demonstragio. Como Fx e Fy tém m e n atomos, respectivamente, temos X () =
{'Ila"' 7xm} € Y(Q) = {yh'" 7yn}7 € 10g07 (X+Y)(Q) = {J;’L+yj7 1= ]-7 , M ej =
1,--+,n}. Como X e Y sdo independentes, temos que Fx * Fy é a distribuigdo de X +Y,

e portanto tem uma quantidade de atomos limitada por #(X +Y)(£2) < mn, o que prova
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que a quantidade maxima de atomos de Fx * Fy é mn. Por outro lado, supondo sem perda

de generalidade que 1 < 2o < - <z ey <yYs < --- < Yy, temos que
1+ <o+ < < Tyt <Tpty < - <TytyYn

sao m +n — 1 elementos distintos de (X + Y)(2), o que prova que m +n — 1 é uma cota
inferior para a quantidade de dtomos de F % Fy-. B facil verificar que o minimo é atingido
quando X () = {x,x+9, - ,x+(m—1)6} e Y (Q) = {y,y+9, -+ ,y+(n—1)d}, com d > 0,
pois nesse caso, (X+Y)(Q) = {z+y,z+y+9,--- ,z+y+(m+n—2)J}. O maximo, por sua
vez, ¢ atingido quando X () = {z,z+d,--- ,x+(m—1)d} e Y () = {y, y+md, - - - , y+(n—
1)md}, com § > 0, pois nesse caso, (X+Y)(QQ) = {z+y, x+y—+9, - - ,x+y+(mn—1)0}. O

Proposicao 4.2.2. Seja X wma variavel aleatoria discreta com imagem no conjunto
finito {x1,--- ,x}. Entao X tem distribui¢io infinitamente divisivel se, e somente se, é

degenerada num ponto A € R.

Demonstracao. Se X é degenerada em A\ € R, entdao a funcao caracteristica de X ¢é
o(t) = e, t € R. Logo, para todo n > 1 temos ¢(t) = (e”%)n, onde €'n é a funcao
caracteristica das variaveis aleatoérias degeneradas em %, e portanto, X tem distribuicao

infinitamente divisivel.

Reciprocamente, se X(Q) = {x1, -+ ,x,} comn > 1, entdo X nao tem distribuigao
infinitamente divisivel, pois dado k& > n, temos pelo Lema 4.2.1 (aplicado k — 1 vezes)
que a soma de k variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas ou é
degenerada num ponto (no caso em que as varidveis aleatérias o sdo), ou entdao possui
no minimo k + 1 dtomos (no caso em que as varidveis aleatérias possuem dois dtomos).
Logo, nao temos como decompor X como a soma de k variaveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas, e portanto, X nao tem distribuicao infinitamente divisivel.
Para verificar que o nimero minimo de atomos de X; + - - - + X}, é realmente k 4 1, onde
X4, , Xy sdo variaveis aleatérias independentes nao degeneradas com n atomos cada,

basta observar que o minimo ¢ atingido para n = 2, onde temos que

e X; + X, tém no minimo 2 + 2 — 1 = 3 atomos,

e X; + X5+ X3 tém no minimo 3 + 2 — 1 = 4 atomos,
e por recorréncia,
o X+ X5+ -+ X, tém no minimo k+ 2 —1 =k + 1 atomos.

]

Exemplo 4.2.4. Como aplica¢io direta da Proposi¢ao 4.2.2 temos que se X ~ b(n,p),

entdo X nao tem distribuicao infinitamente divisivel, a ndao ser quen =p = 1.
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Teorema 4.2.1. Considere a sequéncia de varidveis aleatorias que formam um arranjo
triangular, isto €,

Ty = X1

Ty = Xo1 + Xop

T3 = X31+ X32 + X33

Tn = Xn,l +---+ Xn,n (43)

Suponha que X, 1, , Xy, S0 varidveis aleatorias independentes e identicamente distri-
buidas para todon > 1. Entdo T, Ly se, e somente se, T tem distribuicao infinitamente

divisivel.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que T' tem distribuicdo infinitamente divisi-
vel. Logo, para todo n > 1 existem variaveis aleatérias e identicamente distribuidas
Xpa, 0, Xy tais que

T2 Xy + -+ Xow = T,

e trivialmente T, D7

Reciprocamente, suponha que T, L5 7. Precisamos mostrar que para todo k > 1
existem variaveis aleatorias ny, - - - , 1, independentes e identicamente distribuidas tais que
T2 M + -+ - + . Para tanto, dado k > 1, vamos definir X*) por

Xﬁbl) = Xppa o+ Xokms o, Xék) = Xokntk—1)41 + + Xk
e logo, por (4.3)
Ty =Xy
Ty = Xo1+ Xopo

Top = Xogg + Xogo+ Xokg + Xopa+ -+ + Xogop—1 + Xow ok

1 2 k
—xV —x{ _x ()

Tnk = Xnk,l + - Xnk,n +Xnk,n+1 + - Xnk:,Zn +- 4+ Xnk,(k—l)n—i—l + -+ Xnk,nk:

—xV —x® —x
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ou seja, T = XV 4 -+ + X k),

Como Ty L, T, a sequéncia de fungoes de distribuicao correspondente as varia-
veis aleatorias T, é relativamente compacta, e logo, pelo Teorema de Prohorov (Teorema
3.3.2) é rigida. Além disso, como Xr(ll), e ,X,(Zk) sao independentes e identicamente dis-

tribuidas, temos

[P(XWM > ) = P(X) > 2, -0 X > 2) < P(Thr > k2),

n

a0 mesmo tempo que

(PIXD < )P =P(XD < 2o X < 2) < P(Ty < k2),

n

onde as desigualdades se justificam no fato de termos {w; X{)(w) > 2,5 = 1,--- ,k} C
{w;Th(w) = XW(w)+- , XP(w) > kz} e {w; XD (w) < 2,5 =1, k} C{w; Ty (w) =
XMO(w) + -+, X¥(w) < kz}. Dai temos que a sequéncia de distribuigoes de {X(V},51
também ¢é rigida, e novamente pelo Teorema de Prohorov, é relativamente compacta. As-

sim, tomando uma subsequéncia se necessario, temos que existe uma variavel aleatoria

m tal que XV D, m. Além disso, como XV, --.  X® sio identicamente distribuidas,
temos também, Xr(f) 2, N, -+ ,X,(Lk) 2, Nk, onde 1, --- ,m sao identicamente distri-

buidas. Dessa forma

n
a0 mesmo tempo que T, 2, T, e portanto
D
T=m+-+nk,

qualquer que seja k > 1. Para provar que a distribuicdo de T é infinitamente divisivel,

falta apenas verificar que 7, - - - , 1 sao independentes, o que decorre da Proposicao 2.1.3,
j4 que, pela independéncia de XV .- X*) para todo n > 1, temos
Eope (@, sae) = Pl <y, me < a)
= lim [P(X,(Ll) <z)--- P(XP < $k>]

= Pim <) - Pl < ),

a0 mesmo tempo que lim P(n; <z)=1paratodo j=1,---, k, uma vez que P(n; < x)
¢ a funcao de distribuicao de 7;. O

Uma vez provado o teorema, fica clara a importancia das distribui¢des infinita-
mente divisiveis, visto que, tratando-se de variaveis aleatoérias independentes e identica-
mente distribuidas, tanto os arranjos triangulares quanto as sequéncias do tipo &LTJ;’)"
convergem exclusivamente para tais. Precisamos portanto, conseguir propriedades que

ajudem a identificar as distribui¢oes infinitamente divisiveis.
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Proposicao 4.2.3. Uma fungdo caracteristica infinitamente divisivel nunca se anula.

Demonstragio. Seja ¢ : R — C uma funcao caracteristica infinitamente divisivel. Logo,

para todo n > 1 existe uma funcao caracteristica ¢, : R — C tal que
o(t) = [en(t)]"
Sejam g : R — R* e g, : R — R" definidas por
gty =le®F e gt) = lea(®)*

Note que pelo Corolario 2.4.3, g e g, também sao fungdes caracteristicas. Além disso, como
g(t) > 0 para todo t € R, sua n-ésima raiz, real e positiva, é unicamente determinada.

Vamos denoté-la por [g(t)]. Observe que
g(t) = e = llen®]"* = o) = [ga(t)]".
Logo, como g,(t) > 0, temos
gn(t) = [g(t)]%, para todo t € R.

Por outro lado, como 0 < g(t) < 1, temos que [g(£)]7 "=F 0 se g(t) = 0 ¢ [g(t)]* =3 1
se g(t) # 0. Assim g, (t) converge pontualmente para a func¢ao h(t) definida por

0, seg(t)=0
1, seg(t)#0 .

Além disso, como g é continua em ¢t = 0 com ¢(0) = 1, existe to > 0 tal que g(t) # 0 para

h(t) =

todo t € (—to, to), € logo temos h(t) = 1 para t € (—tg,tg). Assim h é uma fungao continua
em ¢t =0 com h(0) = 1, e assim, pelo Teorema da Continuidade de Paul-Lévy, h(t) é uma
fungao caracteristica. Segue que h é continua em R, e portanto, h(t) = 1 para todo t € R,

o que acarreta em ¢(t) # 0, e consequentemente, ¢(t) # 0 para todo t € R. ]

Uma consequéncia imediata da Proposicao 4.2.3 é que a distribui¢cao uniforme nao
¢ infinitamente divisivel, ja que para t # 0, a funcdo caracteristica correspondente é da
forma '

() = sm(s(ft) i
onde 6 > 0 e u > 0, e portanto se anula infinitas vezes. Nesse sentido, tal proposicao
torna-se uma ferramenta eficaz em identificar distribui¢oes que nao sao infinitamente
divisiveis. No entanto, a reciproca nao é verdadeira, isto é, uma func¢ao caracteristica que
nunca se anula nao é necessariamente infinitamente divisivel. Um exemplo nesse sentido
é p(t)=(1—p)cos(dt) +p, 0 <p<led>0,queéa funcio caracteristica da varidvel
aleatéria X tal que P(X =) = P(X = —§) = 152 e P(X = 0) = p. Vimos na Proposi¢do
4.2.2 que tais fungoes caracteristicas nao sao infinitamente divisiveis para 0 < p < 1, e ao

mesmo tempo, nunca se anulam para 0 < p < 1.
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Lema 4.2.2. Seja ¢ : R — C uma fungdo caracteristica que nunca se anula. Entao existe

uma tinica fungio continua A : R — C tal que A\(0) =0 e ¢(t) = ¥ t € R.

Demonstragio. Fixemos um inteiro positivo n. Como [—n,n| é compacto e ¢ nunca se
anula, existe p = p(n) > 0 tal que |p(t)| > p para todo t € [—n,n|. Além disso, como ¢ é
uniformemente continua, existe 6 = & ( (n )) tal que para quaisquer ¢ e ' em [—n,n| com
[t — '] < 9§ tem-se |p(t) — p(t)] < & . Consideremos entdo uma particdo de [—n,n|
dada por

—n=1t< <t 1 <ty=0<t1 < - <t =n,

onde |ty —tp_1| < 0 para k = =]+ 1,--- ,I. Consideremos também a fun¢ao L : C — C
dada por '
i ' (z — 1)
=1 J
que ¢ a tnica determinagio de In(z) em [z — 1| < 1 que se anula em z = 1. Para
t_1 <t <ty, vamos definir A(¢) por
_1)1'

Nesse caso, temos [t—0| = [t| < 4, elogo, [p(t)—1] = [p(t)—¢(0)| < 1. Dal, § (%%)j(gp(t)—
=7

1)7 converge uniformemente a uma fungdo continua, no caso, A(t). Além disso, temos

trivialmente que A\(0) = 0.

Agora, supondo A bem definida em [t_y, tx], vamos definir A(t) em [tg, txy1] por

B = (=1 (o(t)
)\(t)—/\(tk)-f-j:l j' <¢<tk) 1) .

Nesse caso, como |t —t;| <6, temos [p(t) — ¢(tr)| < §, e como |p(t)| > p, segue que

Dai, Z (G 1 (% — 1)] converge uniformemente a uma func¢ao continua, no caso, L (:’(tk)).

Logo )\ ¢ uma funcao continua em [t_g, tx1] com

L(p()), set1 <t<t

Mtw) + L (20), sety <t < tha

At) =

De modo andlogo podemos estender A(t) continuamente a [t_;_1,%_x] pondo

o(t)

P(t—)

At) = At_p) + L (

>, set g1 <t <ty



Capitulo 4. Distribuicées Infinitamente Divisiveis e Estdveis 88

e assim teremos A(t) bem definida e continua em [t_j_1, t541]. Por recorréncia conseguimos
estender A(t) continuamente para [—n,n] com A(0) = 0. Além disso, da forma como A(¢)

foi construida, teremos também

MO = exp (A(tk) +L (;0&))» = At exp (L <Sf((3)>> - go(tk);p((ti)) — o(b).

Agora, tendo A(t) bem definida em [—n,n], podemos estender A(f) a [-n — 1,n + 1] da

seguinte maneira: obtemos p = p(n + 1) > 0 tal que |¢(t)] > p para t € [-n — 1, —n)]
et e nn+1],ed =dpn+1)) > 0 tal que, para quaisquer ¢t e ¢’ em [—n — 1, —n)]
e [n,n+ 1] com [t —t'| < 0, tem-se |p(t) — p(t')] < £; depois estendemos a particdo de
[—n,n] para [-n — 1,n + 1] pondo

n:tl<tl+1<~~-<tl+j:n—|—1,

—n—1=t ;< - <ty <t =-n,

onde |ty —tg] < d para k = =l —j,---, =l —1,1,--- [+ j — 1. A partir dai basta
procedermos de modo andlogo a construcao que fizemos para t € [—n,n| e teremos A(t)
bem definida em [—n—1, n+1]. Repetindo sucessivamente o processo, obteremos A(t) bem
definida em [—o0, oc]. Por fim, para provar que A(t) é tinica, basta observar que se \(t) é
continua em R com A(0) = 0 e ¥ = (t) para todo ¢ € R, entdo A(t) — A(t) = 2xim(t),

onde m(t) € Z para todo t € R. Como A(t) e A(t) sdo continuas, segue que m : R — Z é
A0)=A(0)

continua, e portanto, constante. Além disso, temos m(0) = =5

donde segue que \(t) = A(t) para todo t € R. ]

=0, e logo, m = 0,

Teorema 4.2.2. Seja p : R — C uma funcgdo caracteristica infinitamente divisivel. Entdo,
para todo n > 1, a fungdo caracteristica @, tal que p = (p,)" € o ramo da n-ésima raiz

de ¢ obtido pelo ramo de logaritmo A do Lema 4.2.2.

Demonstragio. Pela Proposigao 4.2.3 temos que ¢(t) # 0 para todo ¢t € R. Logo, fixado
n, teremos também ¢, (t) # 0 para todo t € R, ja que ¢(t) = (¢, (t))". Assim, pelo Lema
4.2.2 existem A(t) e A\,(t) continuas tais que A(0) = A\, (0) = 1, *) = ¢(t) e M) =
@n(t). Logo, como e™® = (o, (t))" = p(t) = *V, temos A(t) — nA,(t) = 2mim, (),

onde m,(t) € Z para todo t € R. Por outro lado, A e A, sdo continuas em R, e logo,

— M0)=2(0)
- 27

m, : R — Z é continua, e portanto, constante. Logo, como m/(0) =

= 0, temos

que A(t) = nA,(t), para todo t € R. Segue portanto que

e como A é um ramo do logaritmo de ¢, segue que ¢,, é o ramo da n-ésima raiz corres-

pondente. O
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Corolario 4.2.1. Uma fungdo caracteristica ¢ é infinitamente divisivel se, e somente se,
para todo n > 1, o ramo da n-ésima raiz de @, , tal que v,(0) = 1, for uma fungdo
caracteristica. Em particular, se a fungdo caracteristica for real, entdo ¢ € infinitamente

divisivel se, e somente se, para todo n > 1, ¢, = /p for uma fungdo caracteristica.

Corolario 4.2.2. Para todo o € (0,2], a fungao
palt) = e LR,
¢ uma funcao caracteristica infinitamente divisivel.

Demonstracio. Ja vimos no Teorema 4.1.5 que ¢, é uma funcdo caracteristica. Para
mostrar que ¢, ¢ infinitamente divisivel, pelo Corolario 4.2.1 basta mostrar que para
todo n > 1, Ve ltl* = eﬁ ¢ também uma fungao caracteristica. Para tanto, observe
que sendo X a variavel aleatéria cuja funcao caracteristica é ¢, entao, pela Proposicao

2.4.1, a funcio caracteristica da varidvel aleatéria —-X serd

nao

Isto conclui a prova. O

Corolario 4.2.3. Para todo X\ > 0, e para toda funcao caracteristica ¢, a fungdo
pa(t) = POV e R,
¢ uma funcao caracteristica infinitamente divisivel.

Demonstracdo. Ja vimos no Teorema 4.1.4 que ¢, é uma funcdo caracteristica. Para

mostrar que ¢, ¢ infinitamente divisivel, pelo Corolario 4.2.1 basta mostrar que para
Ae®)=1) p ~ - . . .

todon > 1, e~ = ¢é também uma funcao caracteristica, e isso decorre imediatamente

do Teorema 4.1.4, visto que % > 0. O

Proposicao 4.2.4. A convolucdo de duas distribuicoes infinitamente divisiveis € infini-

tamente divisivel.

Demonstracao. Sendo ¢ e ¢ as fungoes caracteristicas correspondentes, pela Proposicao
4.2.1, basta mostrar que ¢(t) = ¢(t)p(t) é uma fungao caracteristica infinitamente divi-
sivel, e isso é imediato, pois dado n > 1, como @ e ¢ sdo infinitamente divisiveis, existem

Vn € Y, tais que

p(t) = P)p(t) = (Ln()" (Ln(t)" = (&n(t)&n(t))",

onde @, (t)p,(t) é uma fungao caracteristica, ja que é o produto de tais. ]
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Teorema 4.2.3. Seja {¢r}tr>1 uma sequéncia de fungoes caracteristicas infinitamente
divisiveis tais que @i converge pontualmente para uma fungdo caracteristica p. Entao, ¢

também € infinitamente divisivel.

Demonstracao. Por defini¢ao, para todo £ > 1 existem varidveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas Xj 1, -, Xix tais que ¢y é a fungao caracteristica de T}, =
Xpa1+ -+ X . Como gy, converge pontualmente para a funcao caracteristica ¢, temos
do Teorema da Continuidade de Paul-Lévy que ¢ corresponde a variavel aleatoria T tal

que T, D, T, a qual pelo Teorema 4.2.1 tem distribui¢ao infinitamente divisivel. O

Vamos encerrar esta secdo mostrando que a classe das distribui¢oes infinitamente
divisiveis coincide com o fecho (no sentido da convergéncia vaga) do conjunto gerado pela
convolugao de um numero finito de distribuigoes de Poisson generalizadas. Para obter tal

resultado vamos precisar do seguinte lema:

Lema 4.2.3. Seja F uma fungdo de distribuicio. Entao, para todo n > 1 existe k > 1 e
uma particio P = {—o00 < uy < -+ < up < oo} de R, tal que

sup | > (€™ — 1)n[F(u;) — F(uj-1)] - /OO (e = 1)ndF(u)| <

1

Demonstragio. Dado n > 1, temos imediatamente que existem u; < @ tais que F'(uy) <
ﬁ e F(u) >1— #. Por outro lado, sendo p(u) = €™ — 1, temos que ¢ ¢ uniformemente
continua em R, e dai, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que |u—u/| < § implica |p(u)—p(u')| < €,

e logo,
/ 0 / / itu itu’
lt|<nelu—u|<—=ltu—td]| <d=|p(tu) —p(tu)| = [ —1) — (" —1)| <e.
n

Assim, sendo € = vamos considerar a particao

2n2)

P={-oc0o<u <up <+ <u < oo},

onde w41 — u; = % para j =1,--- Jk—1eup_1 <0 < uy, e logo, teremos
|<€ituj . 1) . (eitu . 1)| < L
2n?

para todo u; < u < wjy e [t| < n. Agora, sendo

N ei — 1, seu € [uj,uj1)
o (u) =
0, se u < up ou U > Ug,
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segue que

S (e = DIF() = Flu)] - [ (€™ = DaF()

— /_ °:O ©F (u)dF (u) — /_ O:O p(tu)dF (u)

e}

= | [ ek = pltwldF )| < [ ek - ptu)ldF(w)

= [ letldF ) + [T - 1)~ (@ = Djar) + [ o) |dF(w)

—00

Ul 1 u 0
< 2/ dF(u)+ﬁ/ CaF) +2 [ dF(w)
—00 n ul U
1 1 1 1 1
< 2F — 4+ 2|1 - F —t— 4+ — = —.
- () + 2n2 +2| (ue)] < 4n? + 2n? - 4n?  n?

Isso completa a prova do lema. O

Teorema 4.2.4. Seja ¢ : R — C uma funcao caracteristica. Entao ¢ é infinitamente
divisivel se, e somente se, existem duas sequéncias de numeros reais, anj € Upj, COM
1<j<kp,n>1ea,; >0, tais que

kn

o(t) = lim Hlexp (amj(eit""’j - 1)) :
=

Demonstragao. Dadas as sequéncias a,, j € u, ;, temos do Coroléario 4.2.3 que para todon =

L, kn, exp (an, (€™ — 1)) é uma fungao caracteristica infinitamente divisivel, e logo,

kn )
pela Proposicao 4.2.4, H exp (a, ("™ — 1)) também o é. Segue portanto do Teorema

4.2.3 que p(t) = hrgO H exp (ay j(e" — 1)) é uma fun¢do caracteristica infinitamente

divisivel.

Reciprocamente, seja ¢ uma funcao caracteristica infinitamente divisivel. Fixado
n > 1, sejam ¢, a funcdo caracteristica tal que p(t) = (¢, (t))", F,, a fungao de distribuigao
correspondente a ¢, e A o logaritmo de ¢ como no Lema 4.2.2. Dai, pela regra de L’Hopital,

para todo t € R vale que

) A1) . oen —1
B nea() =1) = Jimn (¢ 1) = Jim S
_A(t)e¥ A)
= Jim —or— = lim Af)e ™ = A(0),
e consequentemente,
6n(<ﬂn(t)_1) TH_O>O eA(t) = Sp(t) (44)

Por outro lado, observe que pelo Lema 4.2.3, para todo n > 1 existe k, > 1 e uma particao
dada por —oo < U, 1 < -+ < Upg, < 00 tal que
kn,

sup Z ztung — Dan, —/ (eit“—l)nan(u) <

1
[tI<n | j=1 n
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onde a, ; = n[F,(uy ;) — Fp(up j—1)]. Observe também que dados z e 2’ € C, temos

!

e —e”| = |e*|(e = 1) < [eF|(e 7T — 1),

. kn .
Dai, tomando z = [%_(e"™ — 1)ndF,(u) e 2’ = Y ("5 — 1)ay, ;, segue que

—00

j=1
En . )
sup [" 0D T] explany (e — 1)) = sup |e* — ¢
[t|I<n =1 [t|I<n
< sup e = 1)
[t|<n

1
< en—1"2%0,

onde a tltima desigualdade se justifica no fato de termos e* < 1 (pois % = eml@n()=1 ¢
uma fungao caracteristica) e |z — 2’| < 1. Segue dai e de (4.4) que
kn ‘ X
T}gngojl;ll exp(ay, (™ — 1)) = lim " =D = o(4).

n—o0

]

Como consequéncia do teorema acima temos que a classe das distribui¢oes infini-
tamente divisiveis coincide com o fecho (no sentido da convergéncia fraca) do conjunto
gerado pela convolugao de um numero finito de distribui¢cdes de Poisson generalizadas.
A partir dai é possivel obter também a forma canonica exata das fungoes caracteristicas

correspondentes.

Teorema 4.2.5 (Representacao Canodnica de Lévy-Khintchin). Toda fungdo caracteristica

infinitamente divisivel pode ser representada canonicamente por

S
o(t) = exp lait +/ (e”“ -1

1ty 14+ u?
1 +u2) 2 dG(u)} ’

u

onde a € R, G é uma fungao nao decrescente e limitada em (—o0,00) e o integrando é

continuo em u = 0, sendo o seu valor dado por

. it 1+ u?
lim (e”“—l— o ) tu
1+ u? 2

U—00 U
(@M =1)(1 +u?) —itu
= 2
ite™ (1 4 u?) + 2u(e™ — 1) — it
= lim
_ —t2e™ (1 + u?) 4 2itue™ + 2(e"™ — 1) + 2itue™
—¢2
= 5

Uma prova deste resultado pode ser visto em (GNEDENKO; KOLMOGOROV,
1954, Capitulo 3).
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4.3 Distribuicoes Estaveis

O Exemplo 3.2.2 deixa claro que nem sempre as sequéncias do tipo 577 (onde S,
é a soma das varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas Xy, -+, X},)
convergem para uma variavel aleatoria com distribuicao degenerada, como na Lei dos
Grandes Nimeros de Khintchin (Teorema 3.2.2). Assim somos levados a estudar os pos-
siveis limites das sequéncias do tipo S’”‘aﬂ onde a, > 0 e b, sao constantes reais. No

S”H’” converge para uma variavel aleatoria T', esta tera dis-

Teorema 4.2.1 vimos que se
tribuigao infinitamente d1v181ve1. Mas, nesta se¢do veremos que a classe das distribuigoes

dos possiveis limites para tais sequéncias é um pouco mais restrita.

Defini¢ao 4.3.1 (Distribuigao Estével). Seja X wuma varidvel aleatéria cuja fungdo de
distribuicao é F. Dizemos que X tem distribuicao estdvel se para todo n > 1 existem

constantes a, > 0 e b, tais que

F(x_b"> = Fo(z) % Fy(x).

an

n— fatores

Proposigao 4.3.1. Seja X uma varidvel aleatoria cuja fungdo de distribuicao é F e a

fungdo caracteristica é p. Entao as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. X tem distribuicao estavel;

2. Para todo n > 1 existem varidveis aleatorias X, --- , X, independentes e identica-

mente distribuidas a X, e constante a, > 0 e b, tais que a, X + b, 2 X1+ 4+ X,

3. Para todo n > 1 existem constantes a, > 0 e b, tais que (p(t))" = (a,t)e’.

Assim, fard sentido nos referirmos também a funcao caracteristica ¢ como estdvel.

Demonstracao. Para mostrar que a segunda afirmacao implica a primeira e a terceira,
basta observar que pelo Corolario 2.4.2; a fun¢ao de distribuicao e a fungao caracteristica

de Xj+---+ X, sdo, respectivamente, F,(z) * --- % F,,(x) e (¢(t))", a0 mesmo tempo que

n—fatores

a fun¢ao de distribuicao de a, X +b, é F,, x4, (z) = P(a, X +b, < x) ( )
F (%), e pela Proposigao 2.4.1, a func¢do caracteristica de a, X + b, é p(a,t +b,) =
o(ant)eitn,

Para mostrar que a primeira afirmacao implica a segunda, observe que se X tem
distribuicao estavel, entao temos que para todo n > 1 existem constantes a,, > 0 e b, tais

que F (‘” b") = F(x) % --- % F,,(z). Por outro lado, pelo Teorema 2.2.1 existem varidveis

n— fatores
aleatorias Xy, ---, X, independentes e identicamente distribuidas a X, e pelo Corolario
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2.4.2 a func¢ao de distribuicao de X; + --- + X,, serd F,(x) *---x F,(z), e portanto,

n— fatores

a, X + b, L X1+ -4+ X,. A prova de que a terceira implica a segunda é analoga. n

2

Exemplo 4.3.1. A distribuicio normal com parametros p e o € estavel.

Demonstracao. Pelo Corolario 2.5.1 temos que a fungao caracteristica correspondente é
o(t) = exp(itu — #) Assim, dado n > 1, temos

. 02t2 ! it(n—+/n 7
(o0 = exp (it = 75} = VA (),

onde a, = \/n e b, = (n—+/n)u. Temos portanto que a distribuigdo normal é estavel. []

Exemplo 4.3.2. A distribuicio de Cauchy com parametro 8 > 0 é estdvel.

Demonstracao. Pelo Corolario 2.5.3 temos que a fungao caracteristica correspondente é
o(t) = el Assim, dado n > 1, temos

(o))" = e~ = p(nt) = p(ant)e™,
onde a, = n e b, = 0. Temos portanto que a distribuicdo de Cauchy é estavel. [

Exemplo 4.3.3. A distribuicio de Poisson com parametro X > 0 ndo é estdvel.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.5.4 temos que a func¢ao caracteristica correspondente

é p(t) = M Assim, dado n > 1, temos (p(t))" = "~ a0 mesmo tempo que

@lapt)eitn = M =Deithn - Agsim | se a distribuicao de Poisson fosse estével terfamos
e =) — A =) pithn A1) o o a, > 0 e b, sdo constantes. Nesse caso
terfamos

eton 14 Zt)lf" —ne' +n = cos(ta,) +isin(ta,) — 1+ Zt)[?n —ncos(t) —nisin(t) +n = 2km,

onde k € Z. Segue que sin(ta,) — nsin(t) + £ = 0, e consequentemente,

A(nsin(t) — sin(tay,)) .

b, =
t

Dai, tomando t = = et = z—” respectivamente, teremos

Y
n n

T (E) e (E) oy ()

T 2 an an,

= 2sin <W> CcoS <W> = 2sin <W>
an a?’l an

= 2sin <7T> {cos <7T> — 1} =0

an, Qn,

1
= —ecZ
anp

= b, =0.
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Tan

5 ) = n, 0 que é impossivel para
n> 1. O

Agora, tomando ¢ = 7 teremos por (4.5) que sin(

Proposicao 4.3.2. Toda distribuicao estavel é infinitamente divisivel.

Demonstracao. Se X é uma variavel aleatéria com distribuicdo estavel, entao, para todo
n > 1 existem constantes a,, > 0 e b,,, e variaveis aleatorias Xy, -+, X,, independentes e

identicamente distribuidas a X tais que a, X + b, L X;+ -+ X,,. Segue que

bn bn
xe Xt A Xambe Nz, A
Qp, Qp, G,
X;-tn Xp—tn . . . C e . .
onde G, T 880 independentes e identicamente distribuidas. Assim, a distri-
buicao de X ¢é infinitamente divisivel. m

Proposicao 4.3.3. Seja X wuma varidvel aleatoria discreta com imagem no conjunto
finito {xy,--- ,xr}. Entao X tem distribuicao estdvel se, e somente se, é degenerada num
ponto A € R.

Demonstracao. Se a distribuicao de X nao for degenerada, entdo pela Proposicao 4.2.2
nao sera infinitamente divisivel, e logo, pela Proposicao 4.3.2 também nao serd estavel.
Reciprocamente, se a distribuicao de X é degenerada num ponto A € R, entdo a funcao

caracterfstica de X sera o(t) = €. Logo, dado n > 1 temos

()" = ™" = p(nt) = p(ant)e™,
onde a, =n e b, =0, e portanto, a distribuicao de X é estavel. O

Proposigdo 4.3.4. Para todo o € (0,2], a fungio o(t) = e " t € R, é uma funcdo

caracteristica estdavel.

Demonstragio. J4 vimos no Coroldrio 4.2.2 que a funcdo caracteristica ¢(t) = e ",
t € R, ¢ infinitamente divisivel. Para verificar que ela é estavel basta observar que dado
n > 1 temos

(p(t)" = eI = eTFU" = (a,t)e,

onde a, = ne e b, = 0. Segue que ¢ é estavel. [

Lema 4.3.1. Seja X1, Xs, -+ uma sequéncia de varidveis aleatorias e tal que X, L, X,

) . , . . D ¢
e sejam a, > 0 e b, duas sequéncias de niumeros reais tais que a,X, + b, — X. Se X

e X sio nio degeneradas, entdo existem a > 0 e b € R tais que a, — a, by, — b e

X =aX +b.
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Demonstragao. Sejam ¢(t), pn(t), P(t) € @a,x,+b, () as fungoes caracteristicas de X, X,,,
X ea,X, + b,, respectivamente. Logo, como a, X, + b, Py Xe X, D, X, temos pelo

Corolario 3.1.1 que

" g (ant) = Pa, x40, (1) =3 (1), e (4.6)
Pult) =5 (t), (4.7)

onde, pelo Teorema 3.1.3, a convergéncia é uniforme em qualquer intervalo compacto.
. N k—o0

Seja agora {a,, }r>1 uma subsequéncia de {a,},>1 tal que a,, — a. Afirmamos que

a < 0o e a ¢ tnico. Logo, todas as subsequéncias de {a,},>1 convergem para o mesmo

. n—oo
valor a < oo, e assim, a, — a.
Para provar que a < oo, suponha por absurdo que a = co. Logo, por (4.6) temos

ithn

[on(ant)] = [e*pn(ant)] = [2(1)],
onde a convergéncia é uniforme em cada intervalo compacto, e logo,

sup ||on(ant)| — [@(t)|| = 0

jt]<c

)

para todo ¢ > 0. Dai, tomando ¢t = at—o, e usando o fato de que a,, "% 50, temos que
Tk

to - [ to
n Apy — - —
Py k I, ¥ I,

k—o0

|oni (o)l — [2(0)] = 1,

k
—00 07

donde temos que

n—oo

para todo ty € R. Por outro lado, de (4.7) temos |, (to)] — |¢(to)|, donde segue que
lo(to)| = 1 para todo ty € R, e consequentemente, pela Proposi¢ao 2.5.1, a distribuigao
de X é degenerada. Chegamos assim a uma contradi¢do, e portanto a < oo.

Para provar que a é tnico, considere as subsequéncias {an, };>1 € {an, };>1 tais

que ay, 2% ae an i , supondo sem perda de generalidade que 0 < a’ < a. Por
J
(4.6) e (4.7) temos

) —00 | —00 | ~
|on; (ant)] = [p(at)] e |on, (ant)] = [@(1)],

donde segue que |¢p(at)| = |p(t)]. De modo andlogo temos também que |p(a't)| = |p(t)],
e portanto, |p(at)| = |p(a’t)], para todo ¢t € R. Segue que

t a a'\" \ | oo
o0 = ¢ (a2 ) | =lo (St) | = =] ((Z) ¢) =5 el =1,
a a a
e logo, |p(t)] = 1 para todo t € R. Novamente chegamos a contradi¢do de que X ¢

degenerada, e portanto a ¢é tnico.
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Agora vamos provar que existe b < oo tal que b, =3 b e que a > 0. Por (4.7)
n—oo

temos que @, (a,t) — @(at), e logo, por (4.6) segue que

gitbn M09 o(t)
p(at)’
para todo t tal que ¢(at) # 0. Note que como ¢ é continua em ¢t = 0 com ¢(0) = 1, existe
ithn

(4.8)

d > 0 tal que ¢(at) # 0 para |t| < J, e logo existe lim e"”n para tais t's. Dal segue que

a sequéncia {b,},>1 ¢ limitada, e portanto possui uma subsequenma convergente. Sejam

entao {by, };>1 € {by, };->1 subsequéncias tais que by, 2% e by, T2 Y. Por (4.8) temos

itbn, . itbn , ztb

para [t| < § que e = lim """ = lim et = ™ e consequentemente, b = b'. Assim

j—o0 j'—oo

temos que existe b < oo tal que b, "= b. Para finalizar, por (4.6) temos ¢(t) = e™p(at),

donde segue que X 2aX + b, e como X é nao degenerada, segue que a > 0. O

Teorema 4.3.1. Sejam X1, Xo, - -+ varidveis aleatorias independente e identicamente dis-

tribuidas, e S, = Xy + --- + X,,. Entdo, existem constantes reais a, > 0 e b,, e uma

Sn+bn
an,

distribuicao T tal que L7 se, e somente se, T' tem distribuicao estavel.

Demonstragdo. Seja T uma varidvel aleatoria com distribuicao estavel. Logo, para todo
Sp—bn

an

n > 1 existem constantes a,, > 0 e b, tais que a,T + b, 2 Sp, e logo, T2

Obviamente a_b" 2.7

. _ D .

Reciprocamente, suponhamos que S"aibn — T'. Precisamos mostrar que T tem
distribuicao estavel. Para tanto, vamos supor que 1" nao é degenerada, pois caso contrario,
ja sabemos da Proposicao 4.3.3 que ela tem distribuicao estavel. Dai, dado n > 1 e

1 < k < n, facamos as seguintes defini¢oes:

S = Xp-tmar + - + X €,

T
n a, .

Note que para todo k = 1,--- ,n, temos SV (k) 2 Sp, € logo,

T¢ — T.

an, ap
Agora, defina UF) por
Ur(zk) = Tél) 4t T,ﬁ’“’
Imediatamente temos que U® -2y T 4 ... 4 T®) onde 7MW £ ... 2 70 2 7 pop
outro lado, temos

X1+ + Xpw — Kby

UR =7W® 4. 4T = - = o™V, + W),
onde a%) = ‘Z‘j", Vin = Xl*"'ZkX’“"fb’“" = S’“Zk n g fF) = b’“” kb" , € consequentemente,
Uk _ gk
an = = /671

P
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onde Vi, E T,UW® Lo 44 T®) e pelo Lema 4.3.1 existem a® > 0 e * tais
que aP) =5 o e gR =X g Segue que T 2 T(I)Jr"';r(j;)(k)_ﬁ(k), e consequentemente,

a7 4+ g8 270 4 ... 4 7(® Como o resultado vale para qualquer k > 1, temos que a

distribuicao de T" é estavel. O

Da mesma forma que as fungoes caracteristicas infinitamente divisiveis, as estaveis

também possuem uma representacao candnica determinada por Lévy-Khintchin.

Teorema 4.3.2 (Representagao Canonica de Lévy-Khintchin). Toda fungao caracteristica

estavel pode ser representada canonicamente por

t
o(t) = exp [itﬁ —dJt]* (1 + i@mG(t,a)ﬂ , (4.9)
onde0<a<2, feR,d>0,10] <1, ﬁ:Oset:O e

Gt ) = tan(%r), sea#1

21n |t sea=1

Uma prova deste resultado pode ser visto em (GNEDENKO; KOLMOGOROV,
1954, Capitulo 7). Observe que as fungoes da Proposicao 4.3.4 resultam do caso particular
8=0,0=0ed=1. Una consequéncia interessante da representacao de Lévy-Khintchin
¢é que ela permite calcular a média e a variancia das variaveis aleatérias com distribuicao

estéavel.

Proposicao 4.3.5. Sendo X uma variavel com distribuicao estdvel e fung¢do caracteristica
dada em (4.9), temos que X nao é integrdvel para 0 < o < 1, EX = 8 para 1 < a < 2,
VarX =2d para a =2 e VarX = oo para 0 < a < 2.

Demonstragio. Sendo o # 1, temos da representagao de Lévy-Khintchin (Teorema 4.3.2)

que para t > 0,
() = {zﬂ —ad <1 + i0 tan ﬂ;) to‘_l] o(t), e,

P'(t) =

enquanto que para t < 0,

—a(a—1)d (1 + 160 tan ﬂ;) t* 2 4 [if — ad (1 + 16 tan W;) ta_1]2] o(t),

o'(t) = {zﬁ + ad (1 — 16 tan ﬂ;) (—t)a_l} o(t), e,

o(t) = {—a(a —1)d (1 _ iftan “;‘) (—t)*2 4 [if + ad (1 — iftan ”20‘) (—t)aﬂ o(f).

A partir dai, para 0 < a < 1 temos Ilfi_r)ré]gp’(t)] = 0 e %ir%kp”(t)\ = 00, e logo, pelo
—

Teorema 2.4.2 segue que X nao ¢ integravel e que VarX = oo.
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Para 1 < a < 2 temos ¢'(0) = if e %1_{% | (t)| = o0, e logo, pelo Teorema 2.4.2 e
pelo Corolario 2.4.4 segue que EX = 3 e VarX = oo.

Agora, para o = 1, temos

{iﬁ—d—%deln(t)—ziﬂﬂ}, set>0

/
o' (t) = . . :
{iﬁ—i—d—mw—deln(—t)—m—;w], set <0

Se 0 # 0, entao lim |¢/(t)] = oo, e se § = 0, entdao lim ¢'(t) =i —d #i+d= lim ¢'(t),
t—0 t—07t t—0—
para d # 0. Logo X nao ¢ integravel e VarX = oo.
Para a = 2 temos ¢(t) = e#~% ¢ logo, pelo Corolario 2.5.1, EX = f e VarX =
2d. O



100

5 Consideracoes Finais

Para finalizar esta dissertacao, vamos neste capitulo fazer algumas consideracoes
sobre a teoria descrita nos capitulos anteriores, em especial sobre os Teoremas 4.2.1 e
4.3.1. Salvo as citagoes que sao feitas, as ideias aqui expressas sdo fruto do conhecimento

adquirido durante o processo de elaboragao da dissertacgao.

5.1 Diferencas entre os Teoremas 4.2.1 e 4.3.1

Sendo a, > 0 e b, constantes reais, e 5,, a soma das variaveis aleatorias inde-

pendentes e identicamente distribuidas Xi,---, X,,, temos pelo Teorema 4.3.1 que os

Sn

possiveis limites da sequéncia *b” tém distribuicao estavel. Por outro lado, pela equa-

+b

cdo (4.2) temos que 22tbn pode ser escrito como arranjo triangular, e logo, pelo Teorema

4.2.1 o limite, caso ex1sta tem distribuicao infinitamente divisivel. A diferenca entre tais

Sn+bn

teoremas é que o Teorema 4.3.1 trata especificamente das sequéncias da forma , en-

quanto que o Teorema 4.2.1 analisa o comportamento dos arranjos triangulares. Como ja

Sn

dissemos, +b” sempre pode ser escrito como arranjo triangular, e portanto tem distribui-

¢ao mﬁmtamente divisivel e estavel, mas se tentarmos escrever um arranjo triangular na

Sn “’” , nem sempre conseguiremos fazé-lo de forma que S,, seja a soma de varidveis

forma
aleatorlas independentes e identicamente distribuidas, e assim, o limite de um arranjo
triangular, caso exista, serd infinitamente divisivel, mas nao necessariamente estavel. Um
exemplo nesse sentido é o Teorema de Poisson (Teorema 3.2.1), onde temos um arranjo
triangular convergindo para uma variavel aleatéria com distribuicao de Poisson, a qual é

infinitamente divisivel, mas nao ¢é estavel, conforme os Exemplos 4.2.2 e 4.3.3.

5.2 Consequéncias do Teorema 4.3.1

Na Secao 4.3 estudamos a classe das distribuigoes estaveis, e como motivacao para
tal abordagem usamos a Lei dos Grandes Numeros de Khintchin (Teorema 3.2.2) e o
Exemplo 3.2.2, a partir dos quais obtemos que dada a sequéncia %, onde S,, é a soma
das variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas Xi, Xo, -+, a classe
dos possiveis limites de % contém pelo menos as distribui(;()es degeneradas e de Cauchy.

S"+b" b, T, onde a, > 0 e b, sao

Posteriormente, no Teorema 4.3.1, vimos que se
constantes reais, entao 7' tem distribuicao estavel. Mas no caso da sequen01a n podemos
restringir um pouco mais a classe dos possiveis limites. Observe que como as varidveis

aleatérias sao identicamente distribuidas, temos trés possibilidades:

i. EX; = p < oo,
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iii. EX; nao esta definida.

No caso de termos EX; = pu < oo, sabemos do Teorema 3.2.2 que o limite de Tj tem
distribuicao degenerada em p. Quando EX; = oo, temos de (JAMES 2006, Capitulo 5,
Teorema 5.3) que S" diverge. Se EX; ndo estiver definida, e 52 25 T entdo ET também

nao estara deﬁmda. De fato basta observar que para todo n € N ,

SN 1
E<S> — “E(X) + -+ X)) = ~nEX, = EX;
n n n

Assim, a classe dos possiveis limites da sequéncia Sn—” se reduz as distribuicoes estaveis
degeneradas ou com esperanca indefinida, excluindo-se assim o caso em que 1 < o < 2 na
representacao de Lévy-Khintchin do Teorema 4.3.2; ja que neste caso temos EX; = 5 < oo

pela Proposicao 4.3.5.

Um raciocinio semelhante pode ser feito a respeito do Teorema Central do Limite
para varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (Teorema 3.2.3), se-

gundo o qual ivﬁg :SU?}’”&N(O )se EX; =m < occel< VarX; = 0% < .

Observe que S’;?/%m LN (0,1) equivale a S“ng LN (0,0?%), e daf nao precisamos

da hipdtese 0 < VarX; = 02 < oo para que a sequéncia exista. Nesse caso, temos trés
possibilidades a respeito da variancia das variaveis aleatérias:

i. 0 < VarX; = o? < oo,

ii. VarX; =0,

iii. VarX; =

_ D

No caso de termos 0 < VarX; = 0% < oo, temos do Teorema 3.2.3 que Sn% —
N(0,0?). Se admitirmos VarX; = 0 (o que ocorre se, e s6 se, as varidveis aleatorias

Sp—nm
n

tém distribuicdo degenerada), temos trivialmente que L, 0. No tltimo caso, se

VarX,; = oo, obtemos de modo andlogo ao raciocinio desenvolvido no paragrafo anterior
que se S”% TN T, entao T tem distribuicao estavel com média zero e variancia infinita.
Assim, pela representacao de Lévy-Khintchin do Teorema 4.3.2 e pela Proposicao 4.3.5,

_ D ~ L ,
se S"% — T, a funcao caracteristica de T tera a forma

o(t) = exp [—d|t|°‘ < + zﬁﬂtan O‘)]

ondel <a<2,d>0,]0]<lel=0set=0.

ftl

5.3 Variaveis Aleatérias com Distribuicdes nao Idéenticas

Em vez de alterarmos as hipoteses sobre a esperanca e a variancia das variaveis

aleatorias como fizemos acima, podemos retirar a condicdo delas serem identicamente
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distribuidas e analisar os possiveis limites das sequéncias do tipo % Se considerarmos,
n
por exemplo, que na sequéncia X, Xo,--- temos EX; = pu < 00, 0 < VarX; < co e

que todas as outras variaveis aleatoérias sao degeneradas, temos que para todo n € N,

f/’z/ﬁg: = )\%/_G]EQ, e logo, \S/%% converge em distribuicao para %. Assim, qualquer

variavel aleatéria com média igual a zero e variancia igual a um é um possivel limite das

somas normalizadas 222222 Uma condicdo que podemos impor para restringir a classe
vVarSy

dos possiveis limites é a seguinte:

Defini¢ao 5.3.1 (Uniformidade Infinitesimal). Considere o arranjo triangular

Ty = X,
To = Xo1+ Xop
T3 = X371+ X320+ X33

Dizemos que a sequéncia (X, ) € uniformemente infinitesimal, se para todo § > 0 tiver-

mos
dim lzggnp[\)(nk\ > 0] =0.

No Teorema 4.2.1 vimos que caso as varidveis aleatérias X, 1, -+, X, , sejam sem-
pre identicamente distribuidas, entao o limite da sequéncia T,,, caso exista, é infinitamente
divisivel. Ao mesmo tempo, o exemplo acima deixa claro que se tomarmos uma sequén-
cia arbitraria, ndo ha restricdo quanto aos limites que podem aparecer. No entanto, se
a sequéncia for uniformemente infinitesimal, temos por (VARADHAN, 2001, Capitulo 3,
Teorema 3.19) ou (BREIMAN, 1992, Capitulo 9, Teorema 9.19) que os possiveis limites da
sequéncia T,, + A,,, onde A;, Ay, --- sdo constantes reais, continuam sendo infinitamente
divisiveis, mesmo que as variaveis aleatorias nao sejam identicamente distribuidas.

Quanto as sequéncias da forma S’Laib", recorde que por (4.2) podemos escrevé-la
n

como arranjo triangular pondo X, = % + an", 1 < k < n. Assim, uma condicao
suficiente para que o limite da sequéncia seja infinitamente divisivel é que tenhamos para
todo ¢ > 0,

. X b
lim sup P ||— — —~| >4d| =0.
n—oo 1<k<n p, nay
Vale ressaltar que o objetivo em (4.2) é deixar as varidveis aleatorias X, 1, - - - , X, ,, identi-
camente distribuidas. Mas uma vez que tiramos esta exigéncia, podemos tomar X,, ; = %
e A, = 2 e logo, para que o limite da sequéncia 22tbn seja infinitamente divisivel é su-
Qn an
ficiente que para todo d > 0 tenhamos
. Xk
lim sup P||—|>d| =0.

N0 1 <k<n Qp,
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Sn—=ES Sn—=ESy,

VVarSy,
Numeros e o Teorema Central do Limite, respectivamente, temos que os limites, caso

Assim, mesmo que as sequéncias e nao satisfacam a Lei dos Grandes

existam, serao infinitamente divisiveis, desde que tenhamos para todo § > 0,

X
n

>0l =0 e lim sup P >4 =0.

X
li P —_—
im sup [ oo | e l Varx,

n—00 1<k<n
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