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Resumo

Elie Cartan desenvolveu o conceito de conexdo afim como uma maneira de estabelecer
uma relacao de equivaléncia local entre as se¢oes do espago tangente ao espago-tempo
quadridimensional. Esse conceito permitiu descrever de forma intrinseca as propriedades
geométricas locais, independentemente de um sistema de coordenadas externo. Ao adotar
o método do referencial mével, Cartan proporcionou uma descricdo geométrica precisa
do espacgo-tempo, enriquecendo nossa compreensao da teoria da relatividade geral. Esta
dissertacao se propoe a estudar os trabalhos de Cartan e destacar suas contribuicoes,
através da conexdao afim, para a geometrizacao do sistema fisico newtoniano, bem como
identificar possiveis conexoes com a Teoria de Calibre contemporanea, a qual oferece um
arcabougo poderoso para descrever as interagoes fundamentais dessa natureza. Nesse
contexto, o objetivo principal deste estudo é propor equacoes que permitam encontrar
uma conexao afim que seja uma conexao de Yang-Mills que modele o sistema fisico em
estudo. Ao buscar essa conexao entre a teoria de Cartan e a teoria de Calibre, almejamos
avancar nossa compreensao das interagoes fundamentais e, possivelmente, abrir caminhos

para trabalhos futuros.

Palavras-chave: Conexao afim, Sistema fisico newtoniano, Teoria de Calibre, Conexao
de Yang-Mills.



Abstract

Elie Cartan developed the concept of affine connection as a way to establish a local
equivalence relation between sections of the tangent space to four-dimensional spacetime.
This concept allowed for an intrinsic description of local geometric properties, independent
of an external coordinate system. By adopting the method of moving frames, Cartan
provided a precise geometric description of spacetime, enriching our understanding of the
theory of general relativity. This dissertation aims to study Cartan’s works and highlight
his contributions, through the affine connection, to the geometrization of the Newtonian
physical system, as well as to identify possible connections with contemporary Gauge
Theory, which offers a powerful framework for describing fundamental interactions of this
nature. In this context, the main objective of this study is to propose equations that allow
for finding an affine connection that is a Yang-Mills connection modeling the physical
phenomena under study. By seeking this connection between Cartan’s theory and Gauge
Theory, we aim to advance our understanding of fundamental interactions and possibly

pave the way for future work.

Keywords: Affine connection, Newtonian physical system, Gauge Theory, Yang-Mills

connection.
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1 Introducao

Este trabalho versa sobre os artigos fundadores da teoria de Einstein-Cartan (cf. [9],
[10], [11]). Neles Elie Cartan introduz o conceito de conexio afim e o método do referencial
movel com o intuito de fornecer uma nova abordagem para a teoria da relatividade geral
de Einstein, com vistas a uma possivel integracao com a teoria eletromagnetica até entao

conhecida.

Tendo como pano de fundo a abordagem original de Einstein, Cartan introduz
o conceito de conexao afim como forma de estabelecer uma relacao de equivaléncia
infinitesimal (local) entre as se¢bes do espago tangente ao espago-tempo quadridimensional.
Em outras palavras, sendo {e;}?_, segoes do fibrado tangente, ele introduz um novo

conceito de derivacao através das relagoes

dm=uw'®e)+w' @e +w? ®ey+w? R es,
dey = w) @ e+ wi @ e; + wi ® ey + Wi D es,
de; = W) ® ey +wi ® e +wi ®es +w! R es,

dez:wg®eo—|—w21®61+w§®62+wg®83,

des = w) @ ey +wi @e +w?® e+ wi Q es,

onde m descreve a posi¢ao de um observavel no espaco tempo quadridimensional e wf
sao 1-formas diferenciais. Munido dessa nova forma de derivacao e usando a teoria dos
invariantes integrais de Poincaré-Cartan (cf. [8]), ele introduz o (3, 1)-tensor momento
massa P = Z?:o P’ ® e;, onde

3 3
P = Y (1Y i+ Y (1Y
j=0 j=1
com (—1)'w! A W= WO AW AW A Wi v =37 vie;, v° = 1. Na sequéncia, ele define,

respectivamente, o tensor massa-momento generalizado e for¢a generalizada por
P=m,1)APeF=(m,1)\F,

e mostra que

dP = dt \F,

onde a derivada aqui descrita é a derivagao de (3,1)-tensores induzida pela derivacao
covariante acima definida. A partir dai, ele obtém uma conexao afim que anula a equagao
acima (diremos neste trabalho que tais conexoes geometrizam o sistema mecanico newto-

niano) e estuda a existéncia de outras conexdes com a mesma propriedade, concluindo



Capitulo 1. Introdugdo 12

a existéncia de uma tnica conexao satisfatoria para a mecanica newtoniana. A ideia
fundamental aqui é trocar o papel de um sistema dinamico induzido por um campo de

forcas por “geodésicas” de uma geometria bem escolhida.

A seguir, Cartan recaracteriza a mecanica newtoniana através da abordagem da
mecanica do continuo para, com um raciocinio muito astuto, reobter as equagoes de
Einstein. De fato, ele repete os argumentos idealizados por Henri Poincaré para a obtengao
de uma correcao da gravitagao newtoniana em face de sua abordagem da relatividade
restrita (cf. [25], [26]), considerando as equagoes fudamentais da mecéanica do continuo
para a mecanica newtoniana como meras aproximagoes da equagao geral (e.g., as equagoes

de Poissson).

A ideia original deste trabalho era reobter as equagoes de Einstein substituindo-se
o funcional que depende da métrica no trabalho seminal de A. Einstein por uma acao
do tipo Yang-Mills ([29], [31]) sobre o espago das conexdes que geometrizariam o modelo
gravitacional de Einstein. Mas acontece que um dos pontos chaves da abordagem de E
Cartan é a alegada unicidade da conexao que geometriza o sistema mecanico newtoniano
([9, pp. 349-350]). No entanto, neste trabalho, observamos que houve um descuido
nos calculos de Cartan (ver Secdo 3.2) e mostramos que, ao menos localmente, existem
infinitas conexoes que fazem o papel de geometrizar o sistema mecanico newtoniano.
Nesse momento, percebemos que era necessario adaptar nossa abordagem prieiramente
ao sistema mecanico newtoniano, a fim de compreender o papel da conexao de Cartan
neste contexto. Assim, tendo como ponto de partida o grupo de Galileu, introduzimos
o conceito de fibrado tangente estendido e formalizamos o conceito de deslocamento de
Cartan como sendo o transporte paralelo ao longo desse fibrado. A seguir, mostramos que
o deslocamento de Cartan associado a uma conexao que geometriza o sistema mecanico
newtoniano coincide com o que determina a segunda lei de Newton, concluindo assim que
esta abordagem é coerente com o conceito de geometrizagao do sistema fisico idealizado

por Cartan.

Tendo em vista que o deslocamento de Cartan, como definimos acima, coincide
com a resposta conhecida pela fisica, e que a natureza nao desperdica energia (Teorema
5.5), é natural imaginarmos que uma conexao que minimize o funcional de Yang-Mills
para a cuvatura da conexao induzida no fibrado estendido acabe por geometrizar o sistema
mecanico newtoniano. Apesar de nao conseguirmos dar uma resposta afirmativa para essa
questao, avancamos no sentido de obter uma equacao que descreve quais sao as conexoes
ASD nesse caso (Teoremas 6.3 e 6.6).

Este trabalho é dividido em cinco capitulos, faremos agora uma breve apresentagao
da organizagao de seu conteido a fim de destacar os principais pontos e facilitar sua leitura

pela “diagonal”.

No Capitulo 1, faremos uma revisao da mecanica newtoniana através da 6tica do
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espaco tempo quadridiensional, enfatizando o papel do grupo de Galileu. A seguir, iremos
introduzir os invariantes integrais de Poincaré-Cartan com éfase na obten¢ao do elemento

de matéria do meio quadridimensional ([8]).

Ja no Capitulo 2, faremos uma revisdo da mecanica newtoniana em face da teoria
da relatividade geral através do método do referencial mével e do elemento de matéria do
meio. Introduziremos o conceito de conexado que geometriza um sistema fisico, devido a
Elie Cartan, a partir do tensor momento-energia (ou momento-massa). Ao final, faremos

um estudo das propriedades fundamentais de uma conexdo afim segundo Elie Cartan.

No Capitulo 3, faremos uma breve introdugao aos conceitos de teoria de Calibre dos
quais faremos uso, com foco na nocao de conexao de Yang-Mills, em especial no conceito

de instanton.

No Capitulo 4, realizaremos a materializacao do deslocamento de Cartan como o
transporte paralelo no fibrado tangente estendido (cf. Cap. 3), mostrando assim que essa
¢é a abordagem adequada para o assunto, tendo em vista que as conexoes que geometrizam
o sistema mecanico newtoniano levam a delocamentos de Cartan que concidem com a
segunda lei Newton. Aqui talvez este trabalho tenha uma contribuigao original ao tema,

ao menos em linguagem contemporanea.

Por fim, no Capitulo 5, avancamos no uso do método da Teoria de Yang-Mills com

a finalidade de buscar uma conexao ASD que geometrize os sistema mecanico newtoniano.
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?2 Mecanica classica e os invariantes de

Poincaré-Cartan

Faremos nesse capitulo uma revisao dos fundamentos da mecéanica newtoniana
classica para em seguida reposiciona-la no contexto do espaco-tempo quadridimensional.

As principais referéncias para este capitulo sao [1], [4], [3], [5], [8], [20] e [19].

2.1 Mecanica newtoniana

Faremos nesta se¢do uma revisao da mecanica newtoniana sob a otica dos principios

da relatividade e determinacao.

2.1.1 Principio da relatividade de Galileu Galilei

Na mecanica newtoniana o universo ¢ tratado como uma espaco euclideano tridimen-
sional enquanto que o tempo é unidimensional e completamente independente do espago.
Nesse espaco podemos discernir uma origem dos tempos, uma unidade de tempo, além de
um sistema de referenciais espacial canonico previamente fixado. Nesse espago tridimensi-
onal é valida a lei da inércia, também conhecida como principio da relatividade de
Galileu:

“Na mecanica, um corpo suficientemente afastado de outros corpos perma-

nece em estado de repouso ou de movimento retilineo uniforme.”

A partir dessa lei, podemos identificar os sistemas de referenciais que se deslocam
com relagao ao referencial original através de um movimento retilineo e uniforme. Em
outras palavras, a lei da inércia afirma que existe um sistema de referenciais satisfazendo

as seguintes condigoes:

1. Todas as leis de movimento dos corpos em qualquer momento do tempo sao as

mesmas em qualquer referencial galileano;

2. Um referencial é galileano se, e somente se, estar em movimento retilineo com relacao

ao referencial espacial canonico previamente estabelecido.

Com o avango do nosso conhecimento do universo préximo, tornou-se cada vez
mais evidente que o conceito de um referencial absoluto com relacao ao qual todos os

eventos seriam comparados nao passava de uma quimera, sendo, portanto, necessario
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refrasear a teoria newtoniana. Assim, diremos que {em, e\, - >€>\,4}/\eA ¢ um sistema
de referenciais inerciais (ou galileano) se cada um dos referenciais desse sistema se

move com relagdo ao outro em um movimento retilineo e uniforme.

2.1.2 O espaco-tempo quadridimensional

Levando-se em consideracao todas as grandezas em jogo, podemos identificar os
eventos no universo como um espaco-tempo quadrimensional em que cada ponto é descrito
na forma

m =tey+ r1€1 + r9e9 + T3€3

através do referencial galileano {ey, €1, s, €3}, onde eq é o referencial dedicado a descrigao
do tempo e {eq, ey, e3} é o referencial dedicado a descrigdo do espago. Note que escolhido
um referencial, é possivel identificar os pontos materiais do universo com R* através da
relacao
[mle = (t,x) = (¢, 21, 2, 3).

A questao natural que surge é exatamente qual relagdo existe entre as diferentes represen-
tagoes de um ponto material com relacao a referenciais inerciais. Sendo {ej, e}, e}, e}
um outro referencial galileano, entao a lei de inércia nos diz que o ponto material m se

escreve a na forma [m|. = (t',2’), onde

t'=t+r,

Ty = 01171 + Q1229 + a13%3 + Ult —+ ai,
Ty = Q2171 + 292 + 9373 + Ugt —+ as,
T3 = A31%1 + 322 + az3x3 + vst + as,

7 € R é o lapso de tempo entre uma medigao e outra do tempo e v = (v, va,v2) é a

velocidade com que {e], €}, €}} se afasta de {e;, €3, €3}.

De forma um pouco mais elaborada, a escolha de um sistema de referenciais
galileano é na verdade a escolha de um atlas especifico que fornece ao espaco Euclideano
E* e a seu espaco tangente uma estrutura de variedade tal que as leis da mecanica

coincidem em qualquer das cartas desse atlas.

2.1.3 O grupo de Galileu

Passaremos agora a verificacdao de que as coordenadas de um mesmo ponto material

no espaco quadrimensional newtoniano mudam pela acao de um grupo.

Lema 2.1. O subconjunto Aff(R") C GL(n + 1,R) cujos elementos sio da forma

7 v o4
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onde v = (vy,--+,v,) € R", A€ GL(n,R) ec é a base candnica de R™ forma um subgrupo
de GL(R™1).

Demonstragio. Pelas propropriedade de determinante, temos Aff(R") € GL(n + 1,R).
Sejam g, ¢ € Aff(R"™), entao

L 1 0
g = ( LA, A ) . (2.1)

O subgrupo Aff(R") ¢ GL(R""!) serd chamado de grupo afim de R™. J4 o
subgrupo de Aff(R™) dado por

Euc(R") = {g € Aff(R") : A€ SO(n)}
serd chamado de grupo euclideano de R".

Lema 2.2. O subconjunto G, C Aff(R®) cujos elementos sio da forma

onde s € R, s = (51, 82,83),v = (v1,v2,v3) € R}, A € GL(3,R) e ¢ € a base canonica de
R3 é um subgrupo de Aff(R®).

Demonstragio. A fim de verificar que I € Aff(R%) é um elemento de G, basta tomar
s=0eR,s=v=0€R*e A=1 € GL(3,R). Por outro lado, se g, ¢ € Gyu, entao

1 0 0 1 0 0
g-g = s 1 0 s’ 1 0
s], [v]. A s, [v]. A

1 0 0

= s+ s 1 0
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Em particular,

O subconjunto Gy, acima definido serd chamado de grupo de Galileu. Em

particular, sua algebra de Lie é dada por
Goa =~ R* x R? x gl(R?).

J& o subgrupo O, = Gy N Euc(R®) serd chamado de grupo de Galileu ortogonal.

Sem dificuldade podemos verificar que
Ogat = Gyat NEuc(R®) = {g € Gya : A € SO(3)}
Em particular, sua algebra de Lie é dada por
0ga == R* X R? x 50(3).

Observacao 2.3. Caso g € Oyq, entao sua inversa se escreve na forma

1 0 0 1 0 0
g = —s 1 0o |= —s 1 0 (2.3)
R tsv—s|. —R'v]. R R'lsv—s]. —R'[v]. R'

uma vez que R € SO(3).

Mergulhando-se R* em R® através da aplicagao (t,x) + (1,t,x), podemos conside-

rar a acao do grupo de Galileu em R* dada por

1 1 0 0 1 1
t — s 1 0 t = t+s
[x]. s, [v]. A [x]. Alx], 4 t[v], +[s].

Assim percebemos que o grupo de Galileu (respect. ortogonal) se decompoe na forma
g = g1 0 g2 © g3 onde:

1. ¢1(t,x) = (t,x + tv) é um movimento uniforme com velocidade v;

2. ¢2(t,x) = (t + s,x +s) é uma translacao da origem;

3. g3(t,x) = (t, Ax) é uma transformacdio linear de R? (respect. uma rotagio dos eixos

coordenados em R?).
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2.1.4 Principio da relatividade e segunda lei de Newton

Tendo em vista a dicussao realizada nos paragrafos acima, podemos reler o principio
da relatividade de Galileu da forma a seguir, o que nos permite obter importante informacao

a respeito da segunda lei de Newton:

Proposicao 2.4. As leis de movimento de wm sistema mecanico ndao se alteram em um
sistema de referenciais inerciais. Logo, uma aplicagio F: R3 x R3 x R — R? satisfaz a
sequnda lei de Newton

¥ = F(x,%,t),
se, e somente se, FFo G = Ao F para todo G(z,y,t) = (Ax+vt+c, Ay +v,t+s) € Gga-
Em particular, tomando-se A =1id, v =0 e ¢ = 0, concluimos que F ndao depende do

tempo.

Demonstragio. Recordemos que na mecanica todos os movimentos sao regidos pela equagao
¥ = F(x,,t),

onde t é o tempo, a posicao ¢ dada por x € R?, a velocidade dada por & e a forca é
uma aplicacdo do tipo F: R3 x R? x R — R3. Assim, basta mostrar que a equacao
acima é invariante (a menos de uma rotacgao) pela acdo do grupo de Galileu, ou seja,
FoG(z,i,t) = Ao F(x,2,t). De fato, G(x,2,t) = (Ax + vt + ¢, AT + v,t + ), pois

1 0 0 1 1
s 1 0 |- t = t+s
[d]. [v]. A (2], [c]. +tv]. + Alz].

Assim, a acdo de G no espaco tangente a R* é dada por

1 0 0 0 0
s 1 0| 1 |= 1
. v, A []. [v]. + Alal,

Seja (z,x,t) = (Az + vt + ¢, AT + v,t + s), entdo temos

= F(x,1,t).

Segue o resultado desejado. O]
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2.2 Invariantes integrais de Poincaré-Cartan

Daremos aqui uma breve ideia do conceito de invariantes relativos e invariantes
absolutos associados a um campo de vetores. Tais conceitos nascem a partir dos invariantes

integrais de Poincaré e Cartan.

2.2.1 Motivacao variacional

Apébs os trabalhos do matematico, fisico e astronomo irlandés William Howan
Hamilton (1805 — 1865), sabemos que é possivel reduzir todo o estudo da mecénica ao
chamado principio da menor acdo de Hamilton. Recordemos esse principio no caso
de um ponto material submetido a uma forca oriunda de uma funcao pontencial U que

depende da coordenadas retangulares (z,y,z) € R? e do tempo t € R.

“Em meio a todos os movimentos possiveis que levam um ponto material com
uma dada posi¢ao (xo, Yo, z0) no instante ty para outra posicao (x1,y1,21) no
instante t1, o movimento verdadeiro é aquele que minimiza a integral definida:
tr]
W — {m(l’/? + y/2 ‘I‘ 2/2) + U dt. ”
to L2
Na expressao acima, m denota a massa do ponto e z’, Y, 2’ denotam as componentes
da velocidade. A quantidade sob o sinal integral é chamada de agdo elementar e a
integral W é a agao no intervalo de tempo (¢p, t1). A fim de verificarmos que esse principio
efetivamente retorna as equagoes da mecanica, devemos considerar x,y, z como fungoes
de t e de um parametro arbitrario «, e assim calcular a variacao de W quando dermos

a o um incremento de da, enquanto supomos ao mesmo tempo que x,y, z se reduzem a

To, Yo, 20 para t = tg e a x1,yp, 21 para t = t; qualquer que seja . Assim temos

t1
W = m(x’éx’+y'5y’+z'5z)+a—U5x+a—UcSy 8—[](5,2 dt,
to ox dy 0z
onde
50 = Psa 6 aya 52— 82
Oa
, 0 [0z _ 0 [0z -
i 9 (YN s, 9 (Y5 _
% 8a<3t>5a_8< O‘)‘
0 [0z 0
Y U< _ Y _
0z =% <8t>5a T ( 5a>
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Aplicando-se integragao por partes e recordando-se que dx, dy, 6z se anulam em ¢ e tq,

obtemos

00 ,000r) 0 (0) nfou. oU_.  oU
W = [m(w 5 +y 5 +z 5 )dt+/t0 —5m+—5y+%52 dt

ox oy
= m(a'Sx + y/'dy + 2'62)|,;

to

t1 t1
— / [m(z"ox + y"dy + 2"02)] dt + a—Uch + a—chy + a—U(SZ dt
to to | Ox dy 0z

t1
_ 8£ —max" | dx + an —my" | dy + an —mz" | dz| dt,
to ox dy 0z

Assim, o anulamento da variacdo W implica no sistema de equagoes diferenciais

n __ oU
mx = Bz’
n __ oU
my- = 3,
n _ ou
mz = 55"

Disso resulta entao que os movimentos que o ponto material descreve sob a acao de
uma dada forca realiza o extremo para a integral W com respeito a todos os possiveis
movimentos infinitamente préximos que correspondam as mesmas posicoes inicial e final
do ponto. Além disso, esses sao os Unicos movimentos que gozam dessa propriedade. Para
ser rigoroso, pode-se falar apenas do extremo da agdo e nao do minimo, porque a condi¢ao
de que a primeira variagdo dW se anule é necessaria, mas nao uma condi¢ao suficiente

para garantir um minimo. Note que a agao elementar

;m(:v'Q +y? + %)+ U| dt,

parece ter sido introduzida aqui de uma forma puramente artificial, a fim de estabelecer as
leis do movimento em uma forma condensada. Veremos que é possivel substituir o principio
de Hamilton por outro principio que é equivalente a ele, no qual uma expressao linear
em dz, dy, dz, dt também aparece, mas onde todos os coeficientes tém um significado
mecanico simples. Para vermos esse fato, continuemos a usar a mesma acao W, mas agora
suponhamos que ty e t; sdo eles préprios fungoes do parametro «, enquanto os valores

correspondentes xg, Yo, 20, 1, Y1, 21 também sao func¢des de a. Assim, aplicando-se a



Capitulo 2. Mecanica cldssica e os invariantes de Poincaré-Cartan 21

derivacao anterior a integral definida, obtemos

1 2 2 2 1 2 2 2

5W:{2m(x +vy —I—z)—kU} 5t1—[2m(x +vy +z)—|—U] oty
t=t1 t=t1

t1 ,0(0x) ,0(0x) ,0 (0x) t [ QU oU oU
/t [m(x pr +y o + z o )dt—i—/to %M—i—a—yéy—%@&z dt

+

0
1 1

= {m(x’Q +y? 4+ 2+ U} oty — [m(m'2 +y?+ 2% + U] dto
2 t=t1 2 t=t1

+ m(z'dx + y'oy + ,2’5,2)|§(1J

t 1 i " t aiU aiU aiU
_/to [m(z"ox + y" oy + 2"02)] dt + A [ax&c—l— aydy—ir 8,252] dt

= {m(x'éx + oy + 2'0z) (z? 4+ 9% +27) + U) 54

+(5
—m
2 t=t1
1
— {m(m'&t +y'dy + 2'0z) + (zm(a:’2 + 9%+ 2% + U) 51&]
t=to

| (OU " oU y oUu y
+/t0 Kax—mx>5x+<ay—my>5y+<8z mz)éz]dt.

Uma vez que

entao temos

Com isso a expressao para W assume a forma

oW =

1
ma’ (dzy — 2y 0ty) + my; (dyr — y10t1) +mzy(dz1 — 210t1) + <2m(x’12 + oy 4 2P + U1> (54

1

mag(dzg — xpdte) + mys(dyo — yedto) + mzg(dz0 — 250ty) + (Qm(xgz + Yyl + 28) + Uo) 5t0}

t | (OU y oU " ou y
+/t0 Kax—mx >5zv—|— (ay—my >5y+ (82 mz )5,2] dt.

Assim, ao tomarmos

1
ws = ma'(0x — 2'6t) + my'(oy — y'6t) + mz2'(6z — 2'6t) + §m(m'2 + 9%+ 2?) + UGt
1
= ma'dx + my'dy + mz'dz — [Qm(x'Q + 9?4 2%) — U] ot,

obtemos uma expressao diferencial em cujas coordenadas espaciais encontra-se a expressao
do momento linear P = (ma’, my’,mz’') e na coordenada temporal a expressao da energia
E = im(z” + y? + 2?) — U. Com essa notagao, podemos escrever a variagao de W na
forma

t1
W = [wy];! + /to Kgg — ma:”) Sz + (%Z — my”) Sy + (gg — mz”> 531 dt.
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Considere agora uma colecao de trajetorias reais que dependam de um parametro
a, estando cada uma delas limitada a um intervalo de tempo (g, t;) que varia com . A

formula que da a variagdo da acao ao longo dessas trajetérias varidveis se reduz entao a
oW = (w5)1 — (W5)0.

Finalmente, consideremos um tubo de trajetorias, i.e., um cilindro continuo formado por
uma cole¢do de trajetdrias, cada uma das quais limitada a um intervalo de tempo (%o, ;).
Quando retornamos a trajetoria inicial, a variacao total da acao nitidamente se anula, de
tal forma que, se integramos (ws); ao longo do bordo 7; desse ciclindro (i.e., curvas que

variam com o pardmetro «), obtemos a igualdade

[n (ws), = /70 (ws)o -

A fim de melhor interpretarmos o resultado obtido, denominamos as quantidades:

/ / /
x’y?'Z’x?y?Z?t

de estado do ponto material, onde as trés primeiras quantidades definem a posi¢ao do
ponto, os préoximos trés definem sua velocidade, e o ultimo define o instante em que o
ponto é considerado. Pode-se considerar um estado como um ponto em um espaco de sete
dimensoes: o espacgo de estados. Uma trajetéria pode ser definida como a colecao de todos
os estados que correspondem a exatamente um movimento real do ponto, i.e., uma solucao

do sistema de equagdes diferenciais

de. __ ./ da’ _ OU
a =T m gy = 9z
dy _ dy' _ oU
dt _yJ mdt - oy’ (24)
ds _ &' _ U
dat — dt — 0z

Dessa forma, a integral
/w(; = / maz'dx + my'dy + mz'dz — E'ot
gl gl

quando tomada ao longo de uma curva fechada v no espago de estados nao ira variar ao fa-
zermos os pontos de «y variarem continuamente ao longo das trajetorias do sistema mecanico

(2.4). Passaremos agora a formalizacao dessas ideias em linguagem contemporanea.

2.2.2 QO invariante integral momento-energia

Por uma questao de simplicidade, passaremos a considerar o espago de estado com
as coordenadas (p, q,t), dadas por p = (mz',my’,mz’) e q = (x,y, z). Sendo essa uma
mudanca de sistema de coordenadas, as propriedades de invaridncia integral verificadas

neste novo sistema de coordenadas irao necessariamente implicar nas propriedades de
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invaridncia integral no sistema de coordenadas original e vice-versa. Assim, a forma

diferencial momento-energia assume
3 1
wyg =Y pidg; — Hdt, H = TP'P—U(Q) :
i=1 m
O sistema dindmico gerado por (2.4) assume entao a forma

dp  9H dq OH

- A _ 2.5
dt dq’ dt  Op (25)
Em outras palavras, o sistema dindmico gerado em R*" por (2.4) é descrito pelo campo de
vetores SH 8
H OH
X =|-——,—=—.

Dessa forma, no espaco de estados R*"*1 a dindmica induzida por (2.4) é aquela dada pelo
campo de vetores Xy = % + X y. Assim, diremos que wy é a 1-forma de momento-

energia associada ao campo de vetores X g.

Proposicao 2.5. Sendo wy a 1-forma de momento-energia associada ao campo de vetores
Xy, entdo
zinwH =0

ondGXH:%+XH.

Demonstracao. Derivando-se wg, obtemos

5 3. (OH H
dwy = Z dp; N\ dq; — Z (gdpi + gd%) A dt. (2.6)
i=1 i=1 \ODi q;

i, don =Y (45, dps A da; — dp; Nig, da)

oH . oH . oOH OH .
(api’t)}Hdpi + (9qzz)~(quZ> Adt — <8pzdpz + 8(]@(1%) A Z)}Hdt]

oOH OH
=3 (5 10~ )

> OHOH OHOH Ol on
- Z K_ Ipi 0g; * dq; Gpi> Adt = (apidpi + d%’)]

O

Diremos que duas curvas fechadas diferencidveis 7o, v1: I — R?**! formam um

tubo de trajetorias de X i se exitir uma superficie diferenciavel S C R***! composta
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exclusivamente por trajetérias de X de tal forma que seu bordo é composto pela
uniao vo U y;. Em outras palavras, existe uma fungao diferenciavel a: I — R tal que

71(5) = da(s)(70(s)), onde ¢ = exp[t] X i ¢ o fluxo do campo de vetores X p.

Trajetoria de X 4

Proposicao 2.6. Sejam vy, v1: I — R* L duas curvas que formam um tubo de trajetérias

de Xy, entdao temos
/ wg = WH.
™ Y0

Demonstracdo. Sendo S o tubo de trajetorias tal que 0.5 = ~; —~g, entao segue do Teorema

de Stokes e da Proposicao 2.5 que

/wH—/wH:/ WH:/deZO,
7 Y0 oS S

uma vez que a restricado de dwy a T'S se anula identicamente. O

O resultado anterior mostra que a forma momento-energia wy é aquilo que Cartan
([?]) denomimou um invariante integral, generalizando a abordagem introduzida por
Poincaré ([?]). De fato, o truncamento de wy aos mesmos instantes do tempo, i.e., a
remocdo da componente —Hdt de wy, leva a forma de momento wp = p - dq = 3_, pidg;,

que ¢ fundamental na formulagdo de Hamilton da mecénica classica (cf. [?]).

Note que para sistemas dindmicos com as mesmas trajetérias, mas velocidades e
percursos distintas, a forma de energia continuara sendo um invariante integral. Portanto, a
invariancia da forma momento-energia ndo nos permite reobter o mesmo sistema dinamico
em retorno, mas, na melhor das hipéteses, a folheacao gerada por ele. Vamos mostrar que

esse é exatamente o caso.

Sendo w € A*(TM*,R), diremos que v € T,M anula w(p) se w(p)(v,w) = 0 para
todo w € T,M. O conjunto dos anuladores de w(p) serda denotado por Nuc(w(p)).
Analogamente, diremos que um campo X € X (M) de vetores anula a forma w se X (p)
¢ um anulado de w(p) para todo p € M. O conjunto dos anuladores de w serd entao

representado por
Nuc(w) ={X € X(M) : ixw = 0}.

Considere R?"™! com as coordenadas dadas por (p,q,t) = (1, ,Pn, Q1"+ 5 Gns t)-
Se H: R*" — R é uma fungao diferencidvel, entdao diremos que wy = 3%, p;dg; — Hdt

¢ a forma de Cartan sobre R?*"*! com energia H.
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Proposicao 2.7. Sendo wy a forma de Cartan sobre R***1 com energia H, entdo

~ OH 0H
Nuc(dwy) = ( Xy =|—=—, =—,1] ) Cc X(R*™H),
(o) = (X = (-52.501) ) c gy

Demonstragio. Sendo X = Y7, (aia%l_ + b2 ) + ¢ € Nuc(dwy), entdo segue de (2.6)

1 9q;
que
3
idwg = (i;(dpi A dg; — dp; A iidqi)
i=1
> [(0H OH OH OH
— b wdp; + —1tdg; | Ndt — | =—dp; + ——dg; | N\ t3dt
i=1 l(apszx it aQiZX q) (apz‘ bt 0q; q) ‘X ]
= Z (adez bldp'L)
=1
0H OH oH oH
— 7&1'4‘761' Adt —c 7dz+7dl
; Kapi 9q; ) (81% P Iqi q)]
3 8H> ( 6H> ) <8H OH )
; << dg; Ipi ; i Ogi
Segue o resultado desejado. O]

O resultado anterior mostra que qualquer sistema dinamico que tenha wy como

invariante integral necessariamente define a mesma folheac¢ao no espaco de estados M =
_oH oH

0q’ Op’
fica unicamente determinado o sistema dindmico dado pelo campo de vetores X y(p, q) =

OH OH
(— 5 G) em M.

R x M que o campo de vetores )N(H(p, q) = ( 1). Dessa forma, a partir de wy

2.2.3 Invariantes relativos e invariantes absolutos

Diremos que uma p-forma w é um invariante relativo do campo de vetores X se
txdw = 0. Um exemplo de invariante relativo é a 1-forma momento-energia da dindmica
newtoniana. Por outro lado, diremos que uma p-forma w é um invariante absoluto do

campo de vetores X se txdw = txw = 0.

s

Proposicao 2.8. Todo invariante absoluto por um campo de vetores X € X (M) é

invariante ao longo das orbitas. Mais precisamente,

_de)|

Lxela) = S (670(2)) =

t=0

para todo invariante absoluto w € AP(TM*;R) e todo x € M.

Demonstracao. Segue imediatamente da formula de Cartan

EXw = ide + d'in.
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]

Dado um campo de vetores X = (X',--- X" ) =" | X2 € X(M), diremos
J
que f € C'(M;R) é uma integral primeira de X se f for constante ao longo das érbitas

de X, i.e, ao longo das orbitas do sistema dinamico

dxq dr,

Podemos caracterizar tal propriedade através da equacao funcional
df(z) - X(z) =0, Vze M. (2.8)

Note ainda que a cada campo de vetores X = 37 XJ— € X(M) definido sobre M
podemos definir um tnico campo de vetores X € X (M) sobre M =R x M, dado por

X =(1,X) + Z XJ
dx;
Por abuso de linguagem, diremos que f € CI(M ;R) é uma integral primeira para o
sistema dindmico (2.7) se for uma integral primeira para o campo de vetores X. Nesse

caso, segue imediatamente de (2.8) que

of(t,x) Of(t,x)
o om

ILAGED

Xl
(z) + oz,

LX) =0 V() € M. (2.9)

Proposicao 2.9. Dado um campo de vetores X = 377, Xj% € X(M), entao para cada
—~ 9T
funcgio f € CH(M;R), existem (inicos), g, g1, -.,gn € CO(M;R) tais que

df = gi(da' — X'dt) + -+ + gn(da™ — X" dt) + gdt.
Em particular, f é uma integral primeira de X se, e somente se, g = 0.

Demonstracdo. Segue imediatamente da definicao que df = %dt + %d:cl +- 4 a(%dmn~

Como {dt,dx',---  dz"} é um referencial local para o espaco cotangente, entdo podemos

tomar g; := go{i’ 1=1,...,neg:= %{ + g X 4+ + g, X" Por fim, a segunda afirmacao

do enunciado segue imediatamente de (2.9). O

O resultado anterior sugere que as formas dz* — X'dt, i = 1,...,n, tém um papel

fundamental na descricdo do espaco de invariantes absolutos de um campo de vetores.

Proposigao 2.10. Seja wi(z) = w(t,z) = Xrecon ar(t, v)dx! uma familia de p-formas
sobre M e X = Y, Xj% € X(M) um campo de vetores sobre M, entio w =
Y reern g (dait — Xdt) A -+« A (da'e — Xivdt) € AP(TM*;R) se escreve na forma

w=w—dt N txw.



Capitulo 2. Mecanica cldssica e os invariantes de Poincaré-Cartan 27

Demonstracao. Basta observar que

G=> a(da’ — X"dt) A+ A (da' — Xdt)

Iecpm

=w— aydz Ao AN XEAENA - A date
> 2

Iecprm k=1

n
=w—dtn D Y (D" tada™ A Ndxda™ A Ada'
Iecrm k=1

n
=w—dt A Z Zalix (dxil/\~-/\dxi’“/\~-/\dxi")
Iecpm k=1

:w—dt/\ixw.

O préximo resultado estabelece um diciondrio entre os invariantes integrais de Poin-
caré e Cartan. A fim de simplificar nossos calculos, vamos introduzir alguma notagao: ire-
mos denotar a derivaciao exterior exterior em M por d: A*(TM*;R) — A*"Y(TM*;R) en-
quanto que a derivada exterior em M ser denotada por d: A*(TM*;R) — A*t1(TM*;R).
Em particular, d = 8, + d.

Teorema 2.11. Seja w; uma familia de p-formas sobre M, X € X(M) um campo de
vetores sobre M e w € A”(TM*;R) dada por w = w; — dt N\ ixw;. FEntdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

1. {w,},ex C AP(TM*,R) é uma familia de p-formas satisfazendo a relagio %2 +

Lxw, = 0;

2. & =uw,—dt Nixw, € AP(TM*;R) é um invariante relativo de X = 2+Xe X(M);

3. & =w,—dt Nixw, € AP(TM*;R) ¢é um invariante absoluto de X = %+X e X(M).

Demonstragio. Sendo w(t,x) = w(x), segue da Proposigao 2.10 que

’L)}(:) = z)}w — 'I,)N((dt /\’in)
= ’in — iidt/\ixw + dt A ix’in
:’in—in+dt/\0

=0.
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Portanto, (2) e (3) sdo equivalentes. Além disso, se w;(7) = X recom ar(t,x)da! e X =

NI 9 anta
i1 X Ba; entao

Ao = dw — d(dt N ixw)
= (0 + d)wy — d*t Nixw, + dt A dixw,
= dw; + Oywy + dt A (0 + d)ixw
= dw; + Oywy + dt N (Oixw + dixw)
= dwy + Oywy + dt N dixw;

0 ]
=dw;+ AL 3t A da? + dt A dixeeo,.
récon Ot

uma vez que dt A (Oyixw) = dt A jeeon Z2Ldt A ixdz’ = 0. Segue da férmula de Cartan

que
T . aa[ . I . .
ipdo =ixdo + Esz(dt Ndx") + iz (dt A dixw,)
Iecpm
. day I day . I . ..
=ixdu + >, S-di' = > ——dt Nixdr' + dixw, — dt N ixdixw,
Iecp:m ot Iecp:m ot
ow . oa .
— a—tt + Lxw, —dt Nix (Ie%;n a—;dxl + dzxwt>
ow . [Ow
Logo, 'L;(cz& = 0 se, e somente se, % + Lxw; = 0. Segue o resultado desejado. O

No caso de familias estaciondrias, temos a seguinte caracterizacao.

Corolario 2.12. Seja w uma p-forma sobre M e X € X (M) um campo de vetores sobre M.
Entio & = w—dt Nixw € AP(TM*;R) ¢ um invariante absoluto de X = S+Xe X(M)

se, e somente se, w € AP(TM*,R) satisfaz a relagao

EXw =0.

Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 2.13. Observe que a 1-forma w(z,y) = ydx + xdy é um invariante relativo do

campo de vetores X = %. De fato, temos
dw(z,y) = dy Ndx + dx N dy =0,

de onde seque que txdw = 0. Por outro lado,

dixw =d ((yda: + xdy) - (j) = dy # 0.
x
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Concluimos do coroldrio anterior que w(x,y) = y(dx — dt) + xdy ndo é um invariante

absoluto de X = % + %. De fato, um cdlculo direto mostra que

do(z,y) = dy A (dx — dt) + dx AN dy
=—dy ANdt
=dt ® dy — dy ® dt.

Logo,

i;(dcﬁ:iidt@)dy—i}dy@dt
=dy—0-dt
=dy # 0.

Isso se deve ao fato de termos Lxw # 0.

Exemplo 2.14. Sendo wy = 3%, pidg; — Hdt a forma de Cartan de R*"*! com energia
H e Xy e X(R?*™) o campo de vetores dado por X g(p,q) = (—%—I;, %—g), entdo seque da
Proposicao 2.7 que wy € um invariante relativo de Xy= % + X g. No entanto, a forma
de Cartan ndo € um invariante absoluto do sistema dindmico gerado pelo campo de vetores

X 5. De fato, temos
iy(HwH = i)~(H (Zpidqi — Hdt)
i=1

1

-
Il

Assim,

" (OH oH

0*H 0*H " OH
{ ) 35 g

=1

0*H ( 0*H 6H>
N Di dq;,

"0qi0p; Ogi
que nao se anula em geral.

Observacgao 2.15. O exemplo acima mostra que, ao contrdrio do que se possa imaginar,
a forma de Cartan wy nao pode ser obtida pela relacdo wy = wp — txwp a partir do
invariante integral de Poincaré wp (a forma de momento p-dq). De acordo com o Teorema

2.11, isso se deve ao fato de que Lx ,wp # 0 .
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2.2.4 O principio da conservacdo da massa e o elemento de matéria do meio

Vejamos agora algumas consequéncias do Teorema 2.11 com relagdo ao comporta-
mento da densidade de massa em um meio continuo. Sendo w;(z) = pdz! A da? A dz?, a
densidade de massa por unidade de volume e X = 32 v'e; o campo que determina as

velocidades dessa densidade, entao
ixw = pvida® Adx® — pvPdat A da® 4 poddat A da?

Dessa forma, segue do principio da conservacao de massa que

dw dw
ditt +£th = ditt + Eth
= g?dxl A dx?® A da® + ixdw, + dixw,
= g/t)dxl A dx? A da® + dixw
= @dxl A dx? A da®
ot
1 2 3
+ Md:vl Adz? A dae® — 9 (pv )de Adxt Adz? + deg Adxt A dx?
8:61 i) ((9%3
dp  O(pv') O(pv®) O(p*)] 1 o 3
= | — dr- Ndx* Nd
ot T om Oy | 0my | 0T AT A
=0.

Assim, a 3-forma
(D:wt—dt/\'Lth

3
=w, —dt A (=1)" " pv'da
i=1

3 —_—
=> (—1)'pvidz.
i=0

¢ um invariante absoluto de X. Note que se ﬁ = E?:o pvie;, entao

& =igdV, (2.10)

onde dV = daz® A dx' A da® A dz?® é a 3-forma cujo nicleo gera a folheacdo induzida pelo

campo de vetores ﬁ
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3 A Geometria de Cartan e a dinamica do

continuo

Neste capitulo iremos abordar as ideias fundamentais introduzidas pelos irmaos
Cosserat e desenvolvidas por Elie Cartan a partir da 6tica do método dos referenciais
moveis e dos invariantes integrais de Poincaré-Cartan. Nossas principais referéncias para
este capitulo sdo [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15] e [16].

3.1 Conexao afim e a dinamica dos meios continuos

Iremos aqui construir um modelo geométrico que descreve um sistema mecanico
baseado na dindmica classica dos meios continuos dos irméaos Cosserat ([14], [27]) para em
seguida construir o modelo geométrico de E. Cartan. Com essa abordagem, o arcabouco
geométrico basico é uma conexao afim no fibrado de referenciais cujo grupo estrutural é

dado pelo grupo de Galileu.

3.1.1 O espaco-tempo e a dindmica de uma particula

Sendo m igual a massa de uma particula e {eq, €1, €2, €3} um sistema de referenciais

galileanos, entao os vetores

dm _ e dy o de g e dy s
paa dtel+dte2+dt63 e —meo+mdte1+mdteg+mdteg
independem da escolha do referencial inercial. Note ainda que a primeira componente
deste vetor, a massa, é invariante por mudanca de coordenadas. No entanto, as tltimas
trés coordenadas, que definem o momento linear, ndo sao invariantes por um referencial
galileano. Este tltimo vetor sera chamado de vetor momento-massa. Sem dificuldade,
se verifica que a derivada temporal do vetor momento-massa ¢ igual ao vetor espacial forca,

i.e., valem o principio da conservacao de massa e a lei que relaciona a forga a aceleracao.

3.1.2 Dinamica classica dos meios continuos

Passaremos agora a considerar o modelo fisico introduzido por Eugene Cosserat
e Frangois Cosserat em 1909. Considere uma regiao tridimensional V no espago-tempo.

Sabemos® de (2.10) que a massa total contida nessa regiao V é dada pela integral

m(V) :/VPO :=A§(—1)jpvjifj,

L Cf. [8, pp. 35-37).



Capitulo 3. A Geometria de Cartan e a dinamica do continuo 32

onde p é a densidade de massa, 1° = 1, v, v? e v3 denotam as componentes da ve-
locidade de cada elemento de matéria nas diregoes e;, es; e ez, respectivamente, e
do’ = (=1)'i,,dz®?3 = (=1)id, dz® A da' A da? A da®. Segundo a teoria dos irmdos
Cosserat, assumindo que a matéria é livre de pressao e tensao, as componentes nas dire¢oes
€1, e; e e3 do momento deste mesmo elemento de volume serao dadas, respectivamente,

por

3
/pi:/vipoz/Z(—l)jpvivjda:j, i=1,2,3.
v v Vi

O (3,1)-tensor P = Y% | P' ® e; sera chamado de tensor momento-massa de um

elemento de matéria do meio.

Teorema 3.1. A taza de variagio do tensor momento-massa por unidade de tempo

coincide com o campo de forcas por unidade de volume. Mais precisamente,
dP =dtN\F,
onde F=Y?_, Fidr® ® e; € o campo de forgas.

Demonstracao. Primeiramente, note que

3
Z Y d(pv”) dwﬂ

3
pv’)
dz? A dxi
; 8% "

> I(pv) 0,1,2,3
) (Za N

J=0

Segue do principio da conservagao da massa (na mecanica dos fluidos ou mecanica do

continuo) que dP° = 0. Por outro lado,
dP" = d(v'P°) = dv' ATI° +v' A dP”

3 —_—
=dv' A (Z( 1) vjdxﬂ) Z pv? (— g;) : dz’ A dai
7=0

Jj=0 J

3. Ovt dad 0.1.2.3 3.0 dvt
= Zp —_ dx R e Zp dx0,1,2,3
(jz() a$j dt =0 dt
> dPa 0,1,2,3
pr— (Z pidt2 ) d./Lr ISy .

J=0

Segue da segunda lei de Newton que
dP’L — dl'o A (pAid$1’2’3) — de A (Fid$1’2’3>.

Concluimos entao o resultado desejado. O
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No caso particular acima, nos desconsideramos por completo a presenca de pressao,
no entanto, o caso geral pode ser reduzido ao anterior, apenas corrigindo-se o tensor
momento-massa através da introdugao das componentes espacias da pressao sobre um
elemento de matéria (cf. [9, p. 342]). De fato, iremos definir o tensor momento-massa

(generalizado) através da expressao P = Zf’zo P'® e;, onde P’ é o mesmo e

3 3 —
P =S (=1) prividai + 3 (=1)pidai, i=1,2,3. (3.1)

5=0 j=1
Na teoria cinética dos gases, a pressao pode ser considerada como o fluxo do momento
resultante de irregularidades nas velocidades moleculares. Nesse caso, as componentes
da velocidade sao consideradas como velocidades médias. Como a forca por elemento de
volume serd dada pela variagdo do momento (generalizado) por unidade de tempo, i.e.,
dP = dtN\F, ao expandirmos essa equacao em coordenadas, teremos as equagoes usuais

de mecanica dos meios continuos:

8t 8.7?1 81’2 81:3
(81}1 ovt ot o' ) Opui | Op1z | Opis
p +

<5P L) 9 0(pv3)> o,

— ol —+twv +0° + + = F,
81& 8x1 8x2 8x3 8x1 81’2 8x3 !

381}2> i Opa1  Opae  Opas

= F
82& 8m1 T 8@ v 8m3 8m1 * 81‘2 + 8x3 2

381’3) 4 Ops1  Opse  Opss

(8@2+ Lot O?
pl—=+v

= F3.
6m1 +(95L‘Q +8ZE3 3

— +o +v +v
825 0m1 61’2 8m3

) ( ov? o o0

Essas trés ultimas equagoes sao as conhecidas equagoes de Euler e sao algumas das

equacoes fundamentais da dinamica de fluidos.

Mas essas nao sdo as unicas equagoes. De fato, outro aspecto importante da
dindmica de um corpo é determiando pelo vetor momento angular. Sabemos que o
vetor momento angular de um elemento de matéria de um meio continuo é dado por
f =T xmd =7 X ?, onde ¥ é o vetor velocidade e 7 é o vetor posicao de cada
elemento de matéria, respectivamente. Sendo T =7 x F o torque, entao o teorema do

dL

momento angular no diz que G- = 7. Como o produto alternado estende de maneira
natural o conceito de produto vetorial, diremos que o (3,2)-tensor L = m A P é o tensor
momento angular, enquanto que o (3,2)-tensor T' = mAF serd chamado de tensor
torque. Assim, o segundo teorema fundamental da dinamica pode ser reformulado como

segue:

Teorema 3.2. A taxa de variagio do tensor momento angular por unidade de tempo

coitncide com o torque por unidade de volume. Mais precisamente,

dL = dt AT,
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onde T = mAF ¢ o tensor de tor¢do.

Demonstracio. Sendo L = m A P, entao temos dL = dm AN P +m A dP. Agora observe

que o primeiro termo desta equacgao se anula. De fato,

3 3
dmAP=> di'®@eANY P Qe
i=0 =0
3 . .
= Z(d:z:z/\PJ)@)ei/\ej

i,j=0
3 3 o
= > (d2' A (-1 privtdat) @ e; N e,
i,j=0 k=0

3
= Z p'v? dz®?P @ e; A e
7”.7:0

3
= Z p (UZU] — UJUZ) dz"1?? @ e; N e;

§>i=0
— ()’

Por outro lado, o Teorema 3.1 nos assegura que o segundo termo assume a forma

MmMAAP=mAdtN\NF
=dtAmAF
=dtN\NT.

Segue o resultado desejado. O]

Vejamos como ficam essas equacoes em coordenadas locais. O tensor momento

angular assume a forma

L=mAnNP
3 3 )
=0 =0

3
= Z :r:in®ei/\ej
7,5=0
3 . .
= Z (J}ZP] —l'jpz)®€i/\€j,

§>i=0
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enquanto que

T=mANF
3 3
:in®ei/\ZF9®ej
i=0 §=0

3
= Z xi®ei/\F3®ej
1,j=0
3 . .
= Z ([EZFJ —ijZ)®eZ~/\ej.

§>i=0

Dessa forma, em coordenadas locais a segunda equac¢ao da dindmica assume a forma

d(x2P3 — J}3P2) = (I‘2F3 _ $3F2)d$0’1’2’37
d(z3P' — 2, P3) = (23F" — 21 F3)dz®23,
d($1P2 — xQPl) = (:L'lF2 _ IgFl)deJv?v?{

Mas recorde da prova do Teorema 3.2 que

3 3
O=dmAP=)>Y (di'\NP)oeNe;j= > (dz' NP —dz' NP')®e; Ne;,

i,j=0 J>i=0

de onde concluimos que

dxz® A P3 — dx® A P? =0,
dz3 AN PY —dz' NP3 =0, (3.2)
dzt A P? —dx? A P = 0.
Observe que no caso particular em que ha auséncia de pressao, essas equacoes sao
automaticamente satisfeitas, j4 no caso geral (sem torque) as seguintes relagoe precisam

ser satisfeitas:

P32 — paz = 0,
p13 — p31 = 0,
p21 — pi2 = 0.

Passaremos agora a reinterpretar todas estas informagoes em uma tnica equacao
tensorial. Por uma questao de simplicidade, comecaremos analisando o caso de uma

particula. Recorde que o momento-massa de uma particula de massa m é dado por

dxq dx dxs
m|ey+ e + e + e Sendo m = (t, z1, x2, x3) um ponto do espago-tempo,
- . _ , m dxq
entao a derivada deste ponto em relacao ao tempo é dada pelo vetor o e+ Eel +

dx dx m
d—;eg + d—tgeg. Logo, o momento-massa de uma particula ¢ dado por m——. Mergulhando-

se 0 espaco-tempo em R® através da identificagio de R* com R* x {1}, dada por (m, 1) =
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tey + r1e; + xroes + x3e3 + ey, e tomando-se um segundo ponto (m’, 1) =tey+ e +
xhes + xhes + ey, obtemos a seguinte expressao para o produto alternado entre esses dois

vetores:

(m, 1) A (m’, 1) = teo + r1€e1 + x99 + r3€3 + 64) VAN (té)e() -+ x'lel + 5(7/262 + 172))63 + 64)

(
(tz) —t'x1)eg N ey + (toy — t'xg)eg A ey + (tog — t'zz)eg A es
+ (x12y — 2ywo)er A es + (w125 — xjw3)er A es + (w22 — rhaz)es A es
+(t—thegNes+ (r1 —x))er Aey+ (2 — x5)es A ey + (3 — x5)es A ey.
Chamado por Cartan de vecteur glissé, este (0, 2)-tensor sobre R’ tem a capacidade de
registrar nado somente a diferenga entre m e m’, assim como o rotacional entre suas

projegoes tridimensionais.

Teorema 3.3. A taza de varia¢io do tensor m(m,1) A % com rela¢ao ao tempo é
dada por (m, 1)AF, onde F=Y?_, F'e;.
Demonstracao. Comecemos observando que,
d(m, ].) dl‘l d[L‘Q d[L‘g
1) A =m(t A - i s
m <(m, ) i ) m( €p + T1€1 —+ T9o€o + T3€3 -+ 64) (60 + di €1 + di €9 + dt 63)
dx dx dx
= m(tditl — .Tl)eo,l + m(td—; — .’13'2)60,2 + m(td—; — 1'3)6073 — e€g 4
dl‘g dl’l dl’g dl‘l d.ﬁlfl
m(r1—— — ——x3)e m(ry— — ——x3)ej 3 —m—e
Fmans = gy )e b mlan T = S rr)ens de
4 ( dl‘g d(L’g ) dlEQ dlEg
m(ro—— — ——x3)€33 —M——€34 — M———€
27 7 va)exs 2 &t qr &3

onde e; ; = e; A e;. Por outro lado,

(m, 1) ANF = (teo + r1€e1 + xo€e9 + r3€3 + 84) VAN (Flel + F2€2 + F363>
= tA16071 + tA2€072 + tA3€073 + ($1F2 — I'2F1)6172
-+ (.731F3 — 33’3F1>6’173 + ([L’QF?) — $3F2>€273

- F1€174 - F2€2’4 - F363’4.

Dessa forma, os teoremas de conservacao de massa e momento angular e o principio

fundamental da dindmica, expressos nas equagoes abaixo, nos dao o resultado desejado:

dm d dxq
a dt(m> =

d d
m%) _p,

dt dt

dx d
p <mt1 - m:ﬁ) =tA, it (m

d dl‘g d dl’g dl’g
el —tA el hnind:]

dt < ) ts: dt (

dt dt
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O teorema acima nos mostra que a equagao

d d(m,1)

—m|(m,)AN—"—"%) =(m, 1)\ F

i (me) A 1) — )

contém, de uma sé vez, o principio fundamental da dindmica e o teorema do momento

angular.

Retornemos agora a mecanica dos meios continuos com a notacao precedente. Sendo
(m, 1) = teyg + z1€1 + 1265 + 1383 + €4 € R® 0 (0, 1)-tensor de posicio, P =37 P'® e;
o (3,1)-tensor massa-momento dado por (3.1) e F= % , Fidi® @ e; o (3, 1)-tensor de

forga, entao os (3, 2)-tensores
P=m,1)APeF=(m,1)A\F,

serao chamados, respectivamente, de tensor massa-momento generalizado e forca
generalizada. Note que estes tensores encerram ao mesmo tempo o momento linear e

angular assim como a forca e o torque. De fato temos

P=(mU)AP=mAP+e,ANP=L+e, P,
F

mHOANF=mAF+e, NF=T+e,\NF.

Assim as equacoes da dinamica dos meios continuos podem ser encapsuladas no seguinte

resultado.

Teorema 3.4. A taza de variagao do tensor de massa-momento generalizado por unidade
de tempo coincide com o tensor de forca gemeralizada por unidade de volume. Mais

precisamente,
dP =dt \NF.

Demonstra¢io. Sendo P = (m, 1) A P, temos

dP =d(m,1) NP+ (m,1) NdP
3 3
- <dei®ei> A (ZPi ®ej> + (m, 1) A (dt A F)
i=0 Jj=0

=> (dz'P’ — Pldi’) ® e; Nej + dt NF

1<J

— dt AT,

Uma vez que (dz'P? — Pidz’) = 0 por (3.2). O
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Note ainda que se além da forca tivermos um torque gerado pela pressao e tensao,

entdo a expressao da forca generalizada deverad ser modificada para F'= mAF+GQG, onde
G = G2’367£F)62 N es + Gl’gcfx\oel N es+ GLQCZ%\Oel N €s.
Em outras palavras, teremos

F = C?il?o[tAle(),l + tA2€0’2 + tA36073]
+ CTJI\O[(JilFQ — $2F1 + G1’2)€1,2 + ($1F3 - JIgFl + G1’3>€1,3 + ($2F3 - $3F2 + G2’3>6273]

— d$0[FleL4 — F2€2,4 — F363’4].

Nesse caso, segue do teorema fundamental da dinamica e do teorema do momento angular
que

P32 — P23 :d$2/\P3 —CZJTB/\P2 = G2’3,

P31 — P13 :dZEl /\P3 —dx?’/\Pl = G1’3,

P21 — P12 :dﬂfl /\P2 —dIIIQ/\P1 = G1’2.
O resultado anterior nos mostra que numa s6 equacao estd encapsulada toda a dinamica
newtoniana de meios continuos com um referencial fixo. Passemos agora a analise do

mesmo resultado com referenciais moveis.

3.1.3 Conexdes afins em sistemas de referenciais galileanos

Tendo sempre em mente o principio da relatividade de Galileu, iremos nos utilizar
de argumentos de natureza geométrico-diferenciais a fim de estudar o comportamento de

referenciais na vizinhanca de um ponto.

A mecénica newtoniana se desenvolve no espaco euclideano quadridimensional E*,
sendo o tempo uma variavel absolutamente independente do espaco tridimensional. Como
queremos estudar a relagao entre referenciais em pontos vizinhos, a derivada usual é um
instrumento natural para desenvolver este conceito. Iremos entao considerar um ponto m
num aberto U do espaco-tempo newtoniano e considerar e, es, e3 campos diferenciaveis
de vetores em U, com origem em m. A partir do referencial {e;} podemos definir formas
diferenciais lineares pela condi¢io w'(e;) = d;; (delta de Kronecker); em outras palavras,
no ponto m € U, a base {w'} é a base dual da base {e;}. O conjunto das formas
diferenciais {w'} ¢ chamado o correferencial associado ao referencial {e;}. Definindo-se
dm = wley + wle; + w?ey + wies, vemos que dm: TM — TM é a identidade da algebra
de Lie associado ao espaco tridimensional euclideano. De fato, basta calcularmos dm na

diregao {e;} para verificar esta afirmacao.

Agora, cada campo de vetores local e;, pode ser pensado como uma aplicacao
diferenciavel e;: U C R* — R* Dessa forma, a diferencial de;: R* — R* calculada

no ponto m é uma aplicacdo linear. Portanto, para todo v € R?, podemos escrever
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de; - (v) = Y2, w; (v)e;. Mais precisamente,

dey = w) @ ey +w e +wi ey +ws e
de; =w) ey +wl Qe +w? ey +wd®es

dey = w) ®eg+wj ® e +wj ® ey +wi ® eg

de3:wg@)eo—i—w%@el—l—wg@eg—i—wg@eg

Como e; é um campo diferencidvel (classe C*° em geral), entdo obtemos a matriz de
1-formas diferenciais w = (w}), ie., w} representa a entrada na linha ¢ e coluna j de w,
chamada de matriz de conexao que vive na algebra de Lie associada ao grupo de Lie
induzido pelo referencial {e;}. Mais precisamente, se {e;} for um referencial qualquer, entéo
a matriz que tem como colunas as entradas e; vai habitar o grupo GL(R*) em geral, dessa
forma, a matriz de conexao (w}) ird habitar na algebra de Lie gl(R"). Ao considerarmos
a métrica euclideana R* podemos requerer, através do método de ortonormalizacao de
Gram-Schmidt, que estes referenciais sejam ortonormais, o que nos levaria a matriz de
conexao (w;) a habitar a algebra associada ao grupo ortogonal, i.e., s0(R™). Raciocinio

analogo pode ser realizado no caso da relatividade especial com a métrica de Lorentz.

Dessa forma, levando-se em consideracao o caso particular do referencial fixo estu-
dado até aqui, as observacoes de Einstein sobre a queda livre em um campo gravitacional
e tendo como motivacao a dindmica do meios continuos dos irmaos Cosserat, Cartan
define como uma conexao afim um sistema de referenciais locais (mével) interligados

pelo sistema diferencial

dm=uw'®Re;+w ®e +w? ey +w?Re;
dey =wy ®eg+wy ®e +wi ®es+wi ®e;
de; =wdRey+wl @e +wl®er+wiRe;

des = w) ® ey +wy ®e; +wi ®es+wi ®e;

des =w) R ey +wi e +wi®e;+ws e

que mensura tanto o deslocamento infinitesimal de um elemento de matéria no espaco,
assim como sua rotagdo infinitesimal com respeito a referenciais préximos. Note que dm
define um (1, 1)-tensor sobre T'M , enquanto que a matriz (w;) € gl(R") define uma conexao
linear sobre 7M. Em linguagem contemporanea, uma conexao afim ¢é essencialmente a
introducao de um (1, 1)-tensor dm sobre o espaco-tempo afim M que, a principio, faculta
uma nova forma de medir distancias infinitesimais em M. Em tese, tal tensor poderia
refletir, por exemplo, uma auséncia de homogeneidade no meio. Além disso, uma conexao
afim introduz também um operador diferencial d: T'(TM) — AYTM*;TM) do espago
das se¢oes do espaco tangente a M no espacgo das 1-formas sobre M assumindo valores em

TM.
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Vejamos agora como se comportam as equagoes da dindmica dos meios continuos
com respeito a um sistema de referenciais méveis dotados de uma conexao afim. Come-
cemos observando as consequéncias da invariancia das leis da mecanica sobre sistemas
de referenciais dotados de uma conexao afim. Como observamos, na mecanica classica
o tempo ¢é absoluto e independente do espaco; logo, a componente temporal de ey sera
sempre igual a 1, enquanto que a componente temporal de e; se anula para todo i =1, 2, 3.

Portanto, a conexao afim assume necessariamente a forma:

dm=uw'®Re+w @e +w’ ey +w? R e;
deg = wi @ e +wi @ es + wi ® es
de; = w; Qe +wi ® ey + wi ® es
des = wi ®e; +wi ® ey + ws ® e

des =wi @ ey +w: ® ey + ws ® es

Note ainda que w” pode ser interpretado como o intervalo de tempo infinitesimal entre

dois eventos m e m’ numa mesma vizinhanca. Assim temos

Uma conexao satisfazendo tais condigoes sera chamada de conexao galileana.

Vejamos agora como se escreve a equacao fundamental da dindmica neste cenario.

Nesse referencial temos P = Z?:o P! ® e;, onde

3 3
PP = (1) pr'v’wl + Y (=1 pyw,
J=0 Jj=1
com (—1)wi Awl = Wl Awr Aw? Aw?, v =32 vie;, v° = 1. Além disso, o tensor de forca
assume a forma F = Y% | Fiwle;. Analogamente, o tensor momento-massa generalizado
se escreve na forma P = (m, 1) A P, enquanto que o tensor de forga assume a forma

F=%, Fiie;. Assim, a forca generalizada assume a forma F= (m,1)ANF +G.

Defini¢ao 3.5. Diremos que {(Uy, €4.i) }aca € um sistema de referenciais mdveis

para uma variedade M, se esta admitir uma atlas {(Uy, 9a) taca tal que 604,1:902(321.)-

Por abuso de linguagem, um ponto m € M serd denotado por
My = PaxT = Ty 0€0,0 + Ta,1€a,1 + Ta,2€0,2 + Ta,3€q,3-

Definicao 3.6. Diremos que um sistema de referenciais moveis {(Uy, €a,i) }aca dotado
de uma conexdo afim obedece o principio da relatividade de Galileu se satisfizer a
equagao

dP =dt \NF .
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Uma vez que o referencial {eg, e, e, €3} nao é mais constante, entao temos:

Teorema 3.7. Um sistema de referenciais moveis {e;} € dotado de uma conexdo afim

que obedece o principio da relatividade de Galileu se, e somente,

3
ZPj/\w;-:0
j=1

para todo 7 =0,...,3.

Demonstracdo. Primeiramente, note que

dP = i (dP' @ e; + P’ A de;)

=0

3 3 3 .
=Y dP'®e;+> > P Aw ®e;

§=0 i=0 j=1
3 . 3 . .
=dP’®ey+ Y (dPJ +ZP1/\W§> ® e;
i=1 =
3 3 .

=y <de +> P Awﬁ) ® ej,

j=0 i=0

uma vez que w) = 0 para todo i = 0,1,2,3. Segue que

dP =dm AP + (m,1) NdP

:(iwi@)ei)/\(ipj@ej) /\i( +§:PiAWf>®€j

=0 =0 =0
3
=Y WAP —w AP)Qe Nej+ /\Z(dPJ—i—ZPZ/\w >®ej.
1<j 7=0 =0

Agora observe que

3 3 .
W' AP =W A <Z(—1)gpvjv€w€ + Z(—l)epjgcﬂ)
=0 =1
=w'A ((—1)ipvjviwi + (—1)ipjiwi)
= (pv’v’ —|—pjz-)w0’1’2’3.
Dessa forma,
WINPT —wi AP = (puiv' — puivd + pi; — iy )O3 = G023,
Logo, segue do Teorema 3.2 que

3 3 A
dP =Y Guw"*? @ (e; N ej) Z (de +>Y P'A wf) ® e;

i<j i=0

O

3 .
=W AG+(m, ) AdtAF + (m,1) A (ZPiAwg)G@ej.

,j=0

=dt ANF + (m,1) (Z PW\w)@ej.

,J=0
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Segue o resultado desejado. O

3.2 Geometrizando a dinamica newtoniana

Nosso objetivo agora é determinar o formato dos sistemas de referenciais méveis em
cujo ambiente nao ha dinamica. Em outras palavras, vamos buscar um modelo geométrico
no qual as orbitas da dindmica newtoniana sejam dadas pelo deslocamento de Cartan de

uma certa conexao afim.

3.2.1 Geometria versus dinimica

Iniciemos pelos conceitos mais elementares.

Definicao 3.8. Diremos que um sistema de referenciais moveis {e;} dotado de uma
conexdo afim d geometriza um sistema mecanico dado pelo tensor momento-massa
generalizado P se

dP = 0.

Como consequéncia da demonstracdo do Teorema 3.7, sabemos que dP = 0 se, e

somente se,

WAPI—wi AP =0
(3.4)

dP'+ Y% PI AWl =0

Dessa forma, na presenga de pressao, segue de (3.3) que
Pij = Pjis Z)j = 17273'

Por outro lado, na auséncia de pressao, como é o caso da mecanica Newtoniana, a tultima
dessas duas equagoes equivale ao anulamento da forca. Vejamos um exemplo onde isso

acontece.

Exemplo 3.9. Considere um sistema de referenciais {e;} dado por um referencial orto-
normal firo em R* (base canénica) e nele tome a conezdio afim galileana d = (wi,wé) dada

por



Capitulo 3. A Geometria de Cartan e a dinamica do continuo 43

para todo 1,7 = 1,2,3, onde F =3, pAid/aE) ® e; € o campo de forcas que determina o

movimento de uma particula (i.e., F* = pA®). Seque da equagio (3.4) que dP° =0 e

dP' = —PY Awi = Alda® A P
3 —
= Aldz" A (O (—1)epvwt

=0

_ pAide’l’Z?’

para todo i = 1,2,3. Note que essas sao as equagoes da dinamica cldssica de um meio
continuo que esta sujeito a forca por unidade de volume proporcional a massa. Em resumo,

esta conerdo afim geometriza o sistema fisico newtoniano.

Proposigao 3.10. Seja {e;} um sistema de referenciais méveis para R dotado de uma
conexdo d = (w*, w;) que geometriza o sistema mecinico P = (m, 1)AP, P =Y? P'®e;,

entdo as conexoes afins que geometrizam este sistema mecanico sao da forma

3
d = +nwi+n), P AP —p AP =0, S P An=0.

=0

Demonstragio. Se d e d' geometrizam o sistema mecanico, entao segue de (3.4) que

W AP —w NPT =0, dP"+ 35 P/ Awj =0,
(W' +7") AP? = (W + ') NPT =0,

dP'+ 2 PI A (Wi 4 1t) = 0.

Em ambos os casos, subtraindo-se a segunda equacao da primeira, obtemos o resultado
desejado. O]

Em termos da conexao dada no exemplo acima, podemos caracterizar as conexoes

que geometrizam a mecanica newtoniana da seguinte forma:

Proposigao 3.11. Seja {e;} o sistema de referenciais galileano com conexdo afim dada
pelo Exemplo 3.9, entio d' = (dz' + ﬁi,w§ + 77;) ¢ uma conexdo afim que geometriza o

sistema mecdnico newtoniano se, e somente se,

3
> vjvgcpjfg =0, (3.5)

7,4=0

onde
3

3 . ) ) 3 .
0= gpuda, PO=3 (=1 puidat, P'=0'P’+ Y (=1) pudat,
k=0 £=0 (=1
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Demonstracao. De fato, segue da Proposicao 3.10 que a conexao d' geometriza o sistema

mecanico se, e somente se,

v/ PO A 77]
7=0
3 . _ .
S (=) potdat A gp;’kdxk
J,4,k=0

pu (p Z Uj ) dm071’273-

7,6=0

Mas isso equivale a dizer que 3%, v/vf¢l, = 0. O

Note que uma familia de exemplos é aquela que satisfaz as relagoes

906,0 = 07 80;',0 + SO%),] = 07 SO;,Z + 802] - 07 Z.,j,f = 17 27 37 (36)

nao possuindo esta nenhuma relacdo mais estreita com as velocidades. A observacao
acima nos permite a seguinte reformulacao: Sendo £ um espaco vetorial sobre R, entao
diremos que ¢: E* — R ¢ uma forma quadratica sobre E* se existir um 2-tensor
7: E* x E* = R tal que ¢(v) = 7(v,v). Em outros termos, sendo diag(E* x E*) =
{(u,v) € E* x E*: u = v}, entdo a restrigao de 7 € T?(E*) a diag(E* x E*) é uma forma

quadratica.

Proposicao 3.12. Seja {e;} o sistema de referenciais galileano com conezxdo afim d =
(dz',w?) dada pelo Exemplo 3.9, e d’ = (da' + 9", w} +n}) uma conexdo galileana tal que
as formas quadrdticas qn( v) = j:O nj ® d(v,v) se anulam identicamente para todo

j=1,2,3. Entio d ¢é uma conexdao que geometriza o sistema mecanico newtoniano.

Demonstrag¢io. Comecemos observando que se ?73- =33, goé- LAk, entdo

3 3
G 0) = 33 @it @ dod(v,0)
7=0k=0
3

= > (@;,k + 902,9‘) dz* @ da’ (v, v)

k>j=0

Logo, ¢’ se anula identicamente se, e somente se, as equacoes (3.6) sao satisfeitas. ]

No entanto, no caso geral, para cada ponto = = (g, x1, T2, T3) a expressao em

(3.5) define uma equagao linear cujo espago de solugoes é um espaco vetorial de dimensao
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maior ou igual a 15. Assim, temos uma infinidade de possiveis conexdes geometrizando tal

sistema mecanico.

Em [9, pp. 349-350] (cf. e.g. [12, §§16-17]), Cartan afirma que a reciproca da
Proposicao acima se verifica em geral. Na verdade ha uma imprecisao na prova que ele
apresenta, que se deve a uma interpretacao equivocada do papel do tensor momento-massa

na formulagdo geométrica. In verbis:

< Plagons-nous d’abord au point de vue le plus général possible, la connexion
affine permettant l’équipollence de deux systemes de référence de Galilée dont
Pun aurait un triédre (T') trirectangle, Uautre un triédre (1) non trirectangle.
Supposons encore, ce qui est permis, que les vecteurs ey, e;, ey, €3 utilisés dans les
formules (7) soient toujours équipollents entre eux au sens habituel, ¢’est-a-dire

que tout soit rapporté a un systéme de Galilée fixe. Posons

w(z) = 'yéodt + ’yéldl‘ + ’Yégdy + ’763d27
@l =yt + v dz + vhdy + Aldz.

Les coefficients des formes II, 11, IL,,, II, sont

Py PU,  PU, W,
pu2 + Pz, puv + Pxy, puw + Pzz, Ty pr + D2z,

on peut, pour annuler les trois expressions entre crochets des formules (7),
les regarder comme indépendants. En portant successivement son attention
sur chacun d’entre euzx, les autres étant regardés comme nuls, on arrive aux
formules

Yoo =Yy Yo; = Yo2o Vij = Vi

elles expriment tout simplement que les trois formes différentielles qucidratiques
whdt + widr + whdy + widz (i =1,2,3)

sont identiquement nulles.>>

e fato, como vimos em (3. emos a relacao antissimétrica v = —77; em vez
De fato, 3.6), t 1 t t v x
da relagao simétrica em (10). Devido ao equivoco na abordagem de E. Cartan, torna-se

natural o seguinte:

Problema 3.13. Sendo d = (dmi,w;-) a conexao afim dada pelo Exemplo 3.9, existe uma
conexdo galileana d' = (dz' + Hi,w§ + 7];) que geometrize o sistema mecanico newtoniano
tal que a forma quadrdtica ¢ (v) = ¥7_gnt ® dai(v,v) ndo se anule identicamente? Em
caso afirmativo, que relacao guardam os espaco de moduli de tais conexdes com as formas

quadrdticas q;(v)?
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Recordemos, por outro lado, que fatos empiricos levaram Galileu a postular o
principio da relatividade que carrega seu nome; portanto, as leis fisicas nao dependem das
velocidades de desolcamento das densidade de matéria do meio. Sendo assim, do ponto de
vista fisico, arguir uma conexao a satisfazer as equagoes (3.6) é algo natural. Dessa forma,
iremos chamar as conexoes afins que anulam identicamente as formas quadraticas q% (v)
de conexoes estaveis que geometrizam o sistema mecanico newtoniano, ou somente de

conexoes de Galileu-Cartan para o sistema mecanico newtoniano.

3.2.2 Conexdes newtonianas

Iremos agora caracterizar as matrizes de conexoes galileanas em referenciais orto-

normais.

Definicao 3.14. Diremos que um sistema de referenciais moveis {e;} dotado de uma

conexao afim é newtoniano se satisfizer as sequintes condigoes:

1. {e;} é um referencial galileano;

2. {eg(m), e1(m), es(m), es(m)} é uma base ortonormal de R* para todo m € R*;

3. a conexdo afim é galileana e preserva os produtos internos de R*, i.e.,
dlu-v)=du-v+u-dv.

Neste caso diremos que a conexdo d é newtoniana.

Em outras palavras, uma conexao newtoniana é uma conexao métrica (i.e.,

satisfaz (3)) e galileana.

Proposicao 3.15. Seja {e;} um sistema de referenciais méveis dotado de uma conexdo

afim newtoniana d = (w',w}), entdo a matriz de conexdo (w}) € so(n), i.e.,

para todo i,5 =0,...,3.

Demonstragdo. Comecemos observando que (e;)*> =e; - e; =1 e que e; - €; = 0 para todo

1,7 = 1,2,3 tal que i # j. Desta forma, segue da definicao de conexao que
0=d(e;-e;) =de;-e;+e;-de; :w§+wf.

Segue o resultado desejado. O]
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3.2.3 Conexao afim e mudanca de coordenadas

Antes de continuarmos o estudo de conexbes que geometrizam o sistema me-

canico newtoniano, ¢ preciso introduzir alguns conceitos. Iremos agora considerar o
i
%) uma

conexao afim e {e,;}, {es;} dois sistemas distintos de referenciais galileanos. Sendo

comportamento da conexao afim por mudanca de coordenadas. Seja d = (6%, w

0, =dm,=3%",0" Re,;aforma que mensura a translacdo de um conexao afim, recorde
da algebra linear que os referenciais no espago tangente se relacionam na forma

n

€3 = Z(gaﬁ)ijea,i,
i=1

assim podemos relacionar as componentes dos vetores 8, e 83 através da relacao
05 = > _(98a)is0%
j=1
onde gg, sao os isomorfismos lineares nas fibras induzidos pelas aplicagoes de transicao
Dpa(T,y) = (7, ggalz) - y).
Proposicao 3.16. O (1, 1)-tensor local 8, representando dm no referencial e,; define

um tensor global.

Demonstracao. Basta notarmos que

j=1

=D _05®) (dap)ijea
j=1 i=1

= Z Z(goaﬁ)ueﬁ X €a;
i=1j=1

= Z 0;, @ eq;
=1

=40,.

Passemos agora a parte linear da conexao.

Proposicao 3.17. Sendo w, a matriz de formas que representa a parte linear de uma

conezdo afim com relagio ao referencial {e,;}, entio

W8 = JaiWaPas + Jus19as;

onde wg é a matriz de conexdo associada ao referencial {egp;}.
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Demonstracao. Basta notarmos que

des; =d ) (gap)rj€ark

WE

1

Il
M:ﬁ

(d(gap)ij ® €ar + (Gap)rjdenr)

b
Il
—

(d(gaﬁ kj ® eak + Z gaﬁ kj wa ® eoa,é)
k=1

I
NE

b
Il
—

I
NE

(d(gaﬁ kj & €o.k + Z gaﬁ 45 wa ® ea,k)
k=

>
I
—_

(@(908)ts + (9ap)es(wa)f) © €a

~

Il
™=

—_

(d(gap)rj + (gap)ei(wa)i) (gpa)in @ €p,

Il
M=

k7

~
S
Il

I
™=

((980)it (dgap)ki + (ga)it(wWa )i (Gas)ei) @ €p.;

k 1

~

,’L

Por outro lado, como deg ; = Z?Zl(wg)ée/g,i, segue que wg = g;édgag + ggﬂlwagag. O

3.2.4 Derivadas de ordem maior e a curvatura de uma conexao afim

Passemos agora a tratar o conceito de curvatura. Comecemos observando que o
operador diferencial d: T'(TM) — AY(TM*;TM) nos permite definir, por recorréncia,
um operador diferencial do espaco das k-formas sobre M assumindo valores em T'M no

espago das (k + 1)-formas sobre M assumindo valores em T'M. De fato, basta-nos tomar
d=dy: AX(TM*;TM) — A*(M;TM) dado por

dw®e)=dw®e+ (—1)wA de,

onde w € A¥(TM*;R) e e € T(TM). Sendo assim, é natural que a segunda derivada das
secoes de um referencial déem testemuho de como a variedade se curva em funcao da
presenca da conexdo. Sendo d*> = d; ody: A°(TM*;TM) — A?(M;TM), entao a matriz
Q = (€)) dada por

3
o= M®e, j=0,123 (3.7)
=0

serd chamada de matriz de curvatura da conexao afim d = (wi,w;-) com respeito ao

referencial {e;}.

Proposicao 3.18. Sendo w a parte linear da matriz de conexao de uma conexao afim
d: T(TM) — ANTM*;TM) e Q a sua matriz de curvatura com respeito a um referencial
{e;}, entao

Q=dw+wAw. (3.8)
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Demonstracao. Segue da definicdo de conexao que

3
d2€j =d (Z w; ® 8i>
=0
Z d (w; & ei)

1=0
3 3
=Y dvi®e— (wé/\wf)@ek
i=0 i,k=0
3 3
=Y dvi®e— ) <wjk/\w;€)®ez
i=0 i,k=0
3 A 3 ‘
=> <dw§- +> (w}c /\wf)) ® e;
i=0 k=0
De onde se conclui o resultado desejado. 0

A equacao do enunciado anterior é conhecida como segunda equagao estrutural.

Corolario 3.19. Se d = (Hi,wé) ¢ uma conexao métrica com respeito ao referencial

ortonormal {e;}, entdo
Q40 =0.

Demonstra¢ao. Uma vez que w§ +w! =0, entdo temos

Qg:dw{—l—Zwi/\wf
k=0

_ i k i
k=0

_ i i Ak
= —dw}; — > wp Awj
k=0

- -

Vejamos como se comporta a matriz de curvatura em termos de mudancga de

sistemas de referenciais.

Teorema 3.20. Se Q, € a matriz de formas de curvatura associada a conexdo afim d com

respeito ao referencial {e,;}, entao

Qﬁ = gﬁaQag/go%a

onde Qg € a matriz de curvatura associada a conexao afim d com relagio ao referencial

{es.i}-
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Demonstragao. Por definicao, temos (23 = dwg — wg A ws, mas recorde que wggs, =
dgsa + gpawa (Proposicao 3.17). Tomando-se a derivada exterior em ambos os lados desta
tltima equacao, obtemos dwggga —ws A dgsa = dgsa N wa + gaadw,. Concluimos entao que
dwﬂgﬂ@ =wg A\ dgga + dgﬁa N Wo + gﬂcxdwa
= (dgﬂaggi + ggawagﬁ_;) N dgsa + dgaa N Wa + Gpadw,,

uma vez que wg = dgﬁagﬁ_; + ggawagﬁ_;. Logo,

1 2 3

dwﬁ = dg,@agﬁ_i A dg,é’agﬁ_o{ + 9BaWa A gﬁ_o{dg,b’agﬁ_o% + dgﬁa A wagﬁ_i +gﬁadwo¢gﬁ_o{'

Por outro lado,

wp Aws = (dgsa + Ysawa)9pa N (A9sa + JpaWa)I5a
1 3 2

= dgﬁag/;; A dg,@ag/go% + dg,é’a A Wagﬁ_o% + 9BaWa A gﬁ_o%dgﬁag/;; _'_gﬁawa A Wagﬁ_(i

Segue da definicao de €23 que

Qs = gﬁadwaggi — JpaWa N wagﬁj = gpa(dws — W N wa)ggi = ggaQaggi

]

A partir das entradas da matriz de curvatura de uma conexao newtoniana, podemos

definir um (2, 2)-tensor global como segue:

Proposigao 3.21. Sendo {ep;} um referencial movel ortonormal, entdo

Q=> () @ (esiNesy)

1,j=1

¢ um (2,2)-tensor global.

Demonstragio. Sejam {e,;} e {es;} dois referenciais ortonormais, entao temos

n n

> ()iesiNess) = D (28)(gap)ri€an A (gap)ej€a

ZJZI i7j7k’€:1

(908)ki(28)5(gap)tj€ak N €ay
1

ko

Il

N

40

(gaﬁ)ki<96)}<gﬁa)jéea,k A=W

I
NE

1,5,k 0=1

= (Qa)lzea,k A\ €a,ls
k=1

onde a terceira igualdade segue do fato de g,s € SO(n), uma vez que ggﬁ = g;é = 8o U

O tensor €2 definido pelo teorema anterior serd chamado de tensor de curvatura

de um referencial ortonormal.
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3.2.5 Torcao de uma conexao afim

Ja vimos que = dm = Y 0" ® e; € AY(TM*, TM) define um (1, 1)-tensor
global oriundo da derivagao do (0, 1)-tensor de posi¢do m. Vamos agora verificar o que

acontece ao derivarmos uma segunda vez o tensor de posicao.

Proposigao 3.22. Sejam 0 = [0]e,; € © = [O(e,y as matrizes-coluna que represen-
tam os tensores 0 € AY(TM*;TM) ¢ ® = d§ € A*(TM*;TM) no referencial {e;},
respectivamente. Entao

©=di+wNb. (3.9)

Demonstracao. De fato, temos

0 =S d(t" @ e;)

'Mﬁ

<
Il
—

I
M=

dt’ @ e; — 07 A de;

<.
I
—

n

' @e; — > (¢ /\w;) ® e;

I
M=

i=1 7j—l

=Y dif®e; + Z WINPT ® e
=1 1,j=1

Y |+ S Wi a )| e
=1 7j=1

O

A matriz © = (0") do enunciado anterior serd chamada de matriz de torgao da
conexao com respeito ao referencial {e;}. Além disso, a expressao (3.9) serda chamada de

primeira equagao estrutural.

Proposicao 3.23. Sendo ©, a matriz de tor¢io com relagio ao referencial {e,;}, entdo

temos

@5 = gga@a.

Demonstragio. Segue das Proposigoes (3.17) e de (3.18) que
Op = dfg +ws A O3
= d(9paba) + (9apwalos + agddas) N goala
= dgga N ba + gsadla + (9asWalas + 9asdgsa) A gsaba
= dgsa N o + gpadba + (905@ades = 9usIpad9sadsa) N Gpabo
= dgga N o + gsadle + goswa A 0o — dgsa A Oq
= Gpa(d0s 4 wa A by)
= 98aOa-
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n
Teorema 3.24. © =37 |, 0 ®@e,; ¢ um (1,1)-tensor global.
Demonstracao. De fato temos,
Z @]B X 6573' = Z @]ﬁ (024 [gag]ijea,i
j=1 ij=1
= > [9aplii®% ® €a,
ij=1
= Z @L & €qi-
i=1
n

O tensor © definido pelo teorema anterior serd chamado de tensor de torgao.

Exemplo 3.25. Considere um sistema de referenciais {e;} dado por um referencial

ortonormal fizo em R* (base candnica) e nele tome a conexdo afim galileana dada por

0" = da',
wi = —Alda?,
wh = 0.

para todo i,j = 1,2,3, onde A =3, Aldro @ e; é o campo de aceleracdo que determina o
movimento de uma particula. Vimos no Exemplo (3.9) que esta conexao afim geometriza
o sistema mecanico newtoniano. Vamos agora calcular a tor¢io dessa conexdo. De fato,

temos
. . 3 . .
O =db" + 3 (w; AN )
j=0
=0+wy AO°
= —A'dz’ A da”
= 0.
Problema 3.26. Ezistem conexoes que geometrizam o sistema mecanico newtoniano com

torcao nao nula?

3.2.6 Conexoes galileanas com torcao nula

Introduzidas as devidas formalidades, voltemos agora a questao das conexoes que

geometrizam um sistema mecanico newtoniano.



Capitulo 3. A Geometria de Cartan e a dinamica do continuo 53

Proposicao 3.27. Seja {e;} o sistema de referenciais galileano com conezxdo afim d' =
(dxi,w;») dada pelo Exemplo 3.9, entio d' = (dz' + 19i,w§- + 77;) € uma conexdo galileana

livre de tor¢cao que geometriza o sistema mecanico newtoniano se, e somente se,

W0 =0,
Z Uzvegng
i,0=0
0y 0v i i S i 000 ,
k0 Pro — Pok T Z(‘Pe,oﬁi - W,kﬁg) - A, =0, i,k=1,23;
Oxg  Oxy vt
0 (%“

3
T B TP et ler ke — ety =0, i=123 1<j<k=23
J £=0

onde
3

3 3
= Zﬁ;d:pk, n= goé-vkdxk, P’ = Z(—l)epvecjm\z, P ='PY.
k=0 k=0 =0

Demonstracao. Vimos no Exemplo 3.25 que existe uma conexao newtoniana satisfazendo as
condig¢oes do teorema. Portanto, basta-nos verificar a unicidade. Consideremos o sistemas
de referenciais e a conexdo d = (dz’,w}) do Exemplo 3.9. Seja d’ = (dz’ 4+ ¥*, w! + n}) uma
outra conexao que geometriza o mesmo sistema mecanico e também tenha torcao nula.
Iniciemos recordado que o tensor momento-massa generalizado da mecanica newtoniana
é da forma P =m A P, onde P =3%?  P'®e; é o (3,1)-tensor massa-momento cujas
entradas sdo dadas por P' = >7_(—=1)/pviv dzi. Dessa forma, segue de (3.4) que a

geometrizacao do sistema mecanico equivale ao anulamento da equacoes
dP’ =0,

3
Y PIAR =0, j=1,...,3.
j=0
Em particular, ao escrevermos n;'- =2> = goé-’kdxk, entao esta ultima equacao assume a
forma (cf. Proposi¢ao 3.11)
3
Z v"vggp;g =0.

JA=0
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Por outro lado, ao tomarmos ¥ = 323 _, ¥4 dx*, o anulamento da tor¢do equivale a

3
0 = d(dz’ + ") + S (wi + 7)) A (da' +9')

=0

—dz?’—irZw /\dwj—l—Zw /\19]+an (da? + ¥7)

Jj=0 Jj=0 JO

= d’ — A'da® A\ da® — A'da® NO° + Z n; A (da? + %)

7=0

= dy' — A'da® /\190+an A (da? +97)

7=0
v}, 5. i 10 k Sk j j
= Z ——rda? Nda® =Y A da® Nda® + Y @ pdat A (da? 4 97)
k,j 0 97; k=0 k,j—O
aﬁk i,91
:Z —dx? A da® —ZAﬁdx A dx® —|—Zg0]kdm A da?
kj— 0 0z; k=0 k,j—0
+ Z ngjkﬁj da® A da*
k=0 \j=0
para todo ¢ = 0,1,...,3. Temos entao a equagao
ot
0= Z —Edxd A da* —ZA%“d:c A da® +Zgokjdxj/\d:c
kyj—= 0 0z; k=0 k,j=0
+ Z (Z @E’jﬁf;) da? A da®
k,j=0 \(=0
3 % 3
ooy 0V} . . , .
_ i z'ﬂe_zﬁlf d]/\dk
j;k;l(a% Dy + O — %,wg(w,] kT~ Pok g)> x x
3
— " AW da® A da”,
k=1

onde A° = 0. Agora observe que que a conexao d’ é galileana; logo, ¥° = 0, i.e., 93 = 0
para todo k = 0,1,2,3. Além disso, 0 =1," = 33_ ¢,5%dz*, de onde concluimos que todas
as equagoes acima se anulam para ¢ = 0. Sendo assim, a equagao anterior equivale ao

sistema de equagoes:

o, 9 i gy i iqi ,
+ Vo — Pox + Z(S%o% - S%k?%) — AW, =0, 4,k=1,23;
81’0 8 =0
ool o0

3
a 87:2 g — Ol T O (00 — et =0, =123, 1<j<k=23

Ox; =0

]

Observacao 3.28. Em [12, §71] Cartan afirma que existe uma dnica conexdo galileana
com tor¢ao nula geometrizando um sistema mecanico newtoniano. Acreditamos que hd
uma imprecisao na prova que se deve a uma interpretacao equivocada do papel do tensor

momento-massa na formulacao que se dd em §§16-17.
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Devido a falha na abordagem de E. Cartan, tornam-se naturais as seguintes
questoes:

Problema 3.29. Ezistem outras conexoes galileanas com torcao nula que geometrizam o
sistema mecanico newtoniano? Em existindo, sao todas equivalentes por calibre d nossa

conexdo original? Em caso contrdrio, como descrever tal espago de moduli?

Observagao 3.30. A auséncia de unicidade na abordagem acima nos sugere procurar um
principio de menor acdo como no caso do funcional de Yang-Mills para a teoria de calibre

cldssica, ou um invariante integral, como na visio de Cartan da Mecanica.

Por outro lado, sob a 6tica do principio da relatividade de Galileu, o mais natural

¢é seguirmos com o seguinte resultado.

Corolario 3.31. Seja {e;} o sistema de referenciais galileano com conexdo afim d' =
(dz*,w}) dada pelo Exemplo 3.9, entdo d' = (dz'4+9°, W’ +1n}) € uma conexdo de Cartan livre
de torcio para o sistema mecdnico newtoniano com tensor momento-massa P = P ® e;,

se, e somente se,

90 =0,
oY), 9 i i & i i i,qi :
£ -0y Pro — Pok + Z(W,o'ﬁi - 904,1#96) — AW, =0, 4, k=123;
%, 00 S i : :
Oz O T Orj — Pk T ;)(Wdﬁk - W,kﬁj) =0, =123, 1<j<k=23,

3 3 3 — , .
Oh=Y"0dat, i =" da”, PO =3 (=1)'pidat, PP=0'P°

e 90?‘,@ satisfaz as equagoes (3.6)
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4 Conexoes lineares e a teoria de Yang-Mills

Faremos aqui uma breve sinopse de alguns elementos da teoria de Yang-Mills que
nos serao de fundamental importancia a fim de indentificarmos as conexdes naturais que

geometrizam um sistema mecanico. Nossas principais referéncias para este capitulo sao

6], [18], [22] e [30].
4.1 Fibrados Vetoriais

Antes de discutir os assuntos desse capitulo é necessario apresentarmos a defini¢ao
de fibrado vetorial. Sejam E e M variedades topolécias e 7: F — M uma aplicagao
continua sobrejetiva. Dizemos que £ é um fibrado vetorial de posto m sobre M quando

as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) Para cada p € M,
E, = 71—_1(27)

¢ um espaco vetorial real de dimensao m, chamado de fibra sobre o ponto p de M.

(ii) Para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p e um homeomorfismo
Y: N U) — U xR™,

chamado uma carta do fibrado, tal que se m: U x R™ — U ¢ a projecao na
primeira coordenada, entao

T =1 0.

(iii) Para cada q € U,
Y|g,: B, — R™

¢ um isomorfimo entre espagos vetoriais, onde R™ ~ {¢q} x R™.

Seja m: £ — M um fibrado, diremos que uma secao de E é uma aplicacao
s: M — F tal que

WOS:idM.

Assim, uma se¢ao local é uma aplicagao s: U — F, na qual U é um aberto de M tal
que mo s = idy. Sendo M uma variedade diferenciavel e F¥ um fibrado vetorial sobre M,
entdo diremos que uma aplicagdo V: I'(E) — A'(M*; E') é uma conexao linear em F se

satisfaz as seguintes condigoes:
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(i) V(s1+82) =V(s1)+ V(sy),
(if) V(f-s)=df @ s+ f-V(s),

quaisquer que sejam 8, 81,8, € ['(E) e f € C*(M).

4.2 Formas diferenciais e derivacao exterior covariante

Um tensor alternado é um tensor multilinear cujo o valor muda de sinal quando se

troca a ordem de qualquer par de vetores:

T(V1, ey Uiy ey Uy U) = T(01, 0, U, o, V4, Up)

Seja M uma variedade diferenciavel. Uma forma diferencial ¢ um campo tensorial
alternado w, no qual para cada p € M, w, ¢ um tensor alternado variando diferenciamente
com p. Uma k-forma com valores em um fibrado vetorial F (ou uma E-forma de
grau k) é um elemento do espago vetorial A*(TM*, E) := A*(TM*,R) @ I'(E). Utilizando
o operador diferencial operador diferencial d: I'(F) — AY(TM*; E) podemos definir, por
recorréncia, um operador diferencial do espaco das k-formas sobre M assumindo valores
em E no espago das (k + 1)-formas sobre M assumindo valores em E, o qual chamamos
de derivada exterior covariante. De fato, basta-nos tomar d = dy: A*(TM*; E) —
A YT Mx; E) dado por

dy(w® s) =dw® s+ (—1)fw A V(s),

onde w € A¥(TM*;E) e s € I'(E). Sendo assim, ¢ natural que a segunda derivada das

secoes de um referencial déem testemuho de como a variedade se curva em funcgao da
presencga da conexao. Sendo d3 = dy jodyo: AY(TM* E) — A*(TM*; E), entao a matriz
Q = (€)) dada por

3
2 i -
dysj = ZQj ®s;, 7=0,1,2,3.
=0
serd chamada de matriz de curvatura da conexado afim d = (w",w;) com respeito ao
referencial {s;}.

Vejamos agora algumas das propriedades da derivagao exterior covariante.

Proposicao 4.1. Seja E' um fibrado vetorial sobre M munido de uma conexao linear V,

entao

dy(aAB)=danhpB+(—1)PaNdyp
para todo o € AP(TM*R) e B € AYTM* E).
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Demonstracao. Por uma questao de linearidade, basta verificar o enunciado para 8 =

B*® s;. Sendo assim, temos

dy(a A B) =dy((anf)®s)
=d(anp)@s;+ (-1 (aAB) A Vs
= (da A Bi) ® s+ (—1)? (a A dﬁ’) ® 8; + (—1)P+e (oz A ﬁi) AVs;
=da A B+ (—1)’a A (df' @ s+ (=1)78 A Vs)
=daAB+ (—1)Pandy(f @ s;)
=da B+ (—1)PaAdyp.

4.3 Curvatura

Veremos aqui a primeira e mais natural das versoes do conceito de curvatura de uma

conexao linear e estudaremos seu comportamento diante da derivacao exterior covariante.

Sendo £ — M um fibrado vetorial munido de uma conexao linear V, entao a
curvatura de V ¢ definida como sendo o operador RY = d% ods: I'(E) — A*(TM*, E).

Proposicao 4.2. O operador curvatura é C*°(M)-linear, i.e.,
RY € End(A°(TM*, E), A>(TM*, E)).
Demonstracio. Segue da defini¢do de curvatura que

RY(fs) = dg odgy(fs)
= dy(dy(fs))
=de(df @ s+ f.Vs)
= d%(df ®@ 8) + dv(f A Vs)
=d*fANs—df NVs+df NVs+ f.do(Vs)
= f.d3(Vs)
= fRY(s).

Como queriamos mostrar. O

Proposicao 4.3 (2* equacao estrutural). Seja E um fibrado com conexdo. Se w = (w}) é
a matriz da conexdo de V e () = (Q;) ¢ a matriz de curvatura associadas a uma carta do
fibrado, i.e.,

RV(Sj> = ZQ; ® S;,
i=1
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entao
Q=dw+wAuw.

Demonstragio. Ja fizemos acima, cf. [6, p. 356]. O

Corolario 4.4. Sendo € a forma de curvatura de uma conexao V com forma de conexdo

w, entao temos

dQA=QNw—wAS.

Demonstragao. Utilizando o resultado anterior

dQ = d(dw + w A w)
= d*w + (dw A w — w A dw)
=d*w At (dw+wAw—wAW AW —wA (dw+wAw—wAw))
=(dw+wAw—wAwW) Aw—wA (dw+wAw—wAw))
=Q-wAwWAw—-—wA(Q—-wAw))
=QANW—WAWAW—-—wAQFwAwAW
=QANw—-wAQ

]

Proposicao 4.5 (2* identidade de Bianchi). Seja V uma conexdo sobre o fibrado vertorial

E com curvatura RV e {sy,--- , 8, } um referencial local para E, entdo
dvRY¥(s;) = > (U Awf) @ s;.
i,k=1
Demonstragio. Sendo RY(s;) = 31" Q) ® s;, entdo segue do Coroldrio 4.4 que

dyRY(s;) = dy (R¥(s))

~Yds (2 ®s)
=1

rlﬁs

(dQl ® i+ Q AV(s))

N
I
—

dQZ®sZ+ Z (Q’/\w)@sk

tnqs

=1 i,k=1

=Y (A A @it Y (U Au)) s,
i,k=1 i,k=1

=Y (9 aut) @,
ik=1

uma vez que wj, A Qk Qk A wh. O
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4.4 O fibrado End(E) e a conexdo induzida VEnd

Veremos agora como a agao adjunta faz de End(FE) um fibrado vetorial sobre M
para todo fibrado vetorial E — M.

Sejam E, E' — M dois fibrados vetoriais sobre M, entdao End(FE, E’) denota o
conjunto dos homomorfismo fibrados de £ em F’, i.e., aplicacoes fibrados diferenciaveis
cujas restrigoes as fibras sao transformagcoes lineares. No caso em que E e E’ coincidem,
usamos a notacao End(F) := End(E, E). Seja E um fibrado vetorial com atlas g =
{(Uq, o) : a € L}, entdo podemos definir um atlas para End(FE) a partir de um atlas de

E da seguinte forma: Apyqp) = {(Ua, To) : @ € L}, onde as cartas locais sdo dadas por

T,: End(E) — End(Rk),
T = Y01 o w;l

Proposicao 4.6. Seja V: ['(TM) x I'(E) — I'(E) uma conexdao no fibrado vetorial

n: E — M, entdo a aplicagio VE™: T'(TM) x T'(End(E)) — I'(End(E)), dada por
VI(T)(s) = Vx(T(s)) = T(Vx(s))

para todo X € I'(TM), s € I'(E), T € I'(End(E)), € uma conexdo no fibrado vetorial

End(E).

Demonstracdo. Pelo que vimos anteriormente V"4 é R-linear em ambas as varidveis uma

vez que V e T sao R-lineares.

Além disso, V também é uma derivacao na segunda variavel, pois

VXU(fT)(s) = Vx(fT(s)) = fT(Vx(s))
= (XN)T(s) + fVx(T(s)) = fT(Vx(s))
= (XN)T(s) + f(VXT)(s)

Essa derivacdo se estende a A*(TM*, End(E)) através do mapa
dyena: A¥(TM* End(E)) — AT M~ End(E))
o' @T; — da' @ T + (—1)kai A VER(T)

4.5 A curvatura como uma End(FE)-forma de grau 2

Veremos aqui uma segunda versao do conceito de curvatura que sera extremamente

util para a obtencao das equacoes de Yang-Mills.
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Proposicao 4.7. A aplica¢io ®: I'(End(E, E')) — Endee ) (I'(E),T'(E')), dada por
O(T)(s) = T(s),

para todo T € I'(End(E, E')) e s € I'(E), define um isomorfismo de C*(M )-maédulos.

Demonstragio. Primeiro devemos mostrar que ® estd bem definida, ou seja, ®(7T')(s) €
Endeee ) (I'(E), T'(E')). Sejam s, s € I'(E), f € Ende=(ay € p € M, entao

Assim, ®(T')(s) € Endeee(ar)(I'(E),T'(£')), uma vez que T,: E, — E}, é uma transformagio
linear entre as fibras FEj, e E,. Vamos agora mostrar a injetividade de ®. Sejam T,

T" € I'(End(E, E')) tal que ®(T)(s) = ®(71")(s), entdo
O(T)(s)y = O(T")(8)y-

Ou seja, Tps, = 15, para todo s € I'(E) e Vp € M. Portanto, T = T". Para ve-
rificar a sobrejetividade ®, tomamos H € Endesn(I'(E),['(E')) e desejamos obter
T e I'End(E, E')) tal que H = ®(T"). Assim, podemos definir

Tp(v) = (H(s))p

compe M, ,veE,esec'(F) uma secao tal que (s), = v. Note que T é linear. De fato,
se s, =0, s, =v" e feC®M)étal que f(p) =\, entao

T,(Av+")=[H(f.s+5)].

No entanto, ainda precisamos mostrar que 7" estd bem definida. De fato, seja {sq,..., s, }

um referencial local, entao
n

s(p) =>_ ai(p)si(p)

~
[y

Portanto,

]

Seja F um fibrado vetorial sobre M munido de uma conexao linear V com curvatura
RY, entdo a aplicacao
®: End(T(E), A2(TM*, E)) — A*(TM* End(E))
RY — RY
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onde End(E) := End(E, E) e RV € A*>(TM*,End(FE)) é a secio dada pelas matrizes de

conexdo de RV, i.e.,

m . m
v v i
R(SJ):Z[R}@)SZ:ZQ]@S“
i=1 J i=1
define um isomorfismo de modulos. Dessa forma, se s = >°7" a’s;, entao temos

RY(s) = iaij(sj) = f_: a’ {RVE ® s; = RV (s). (4.1)

Jj=1

Definimos o produto exterior entre End(E)-formas e E-formas por linearidade

através da seguinte relacao entre geradores

AN AP(TM* End(F)) x AATM* E) — APTYTM* E)
(T.8)=('@T;,f ®@s;) = TAB:=(a"NP)RTis)).
Em termos de trivializagoes locais, essa defini¢ao representa a multiplicacdo da matriz

de ordem m de p-formas representando T pela matriz coluna m linhas de g-formas

representando 3.

Proposicao 4.8. Seja E um fibrado vetorial munido de uma conexao linear V com

curvatura RV, entdo a derivacdo

d2 = dy j1 0 dyp: ANTM* E) — A¥2(TM*, E)

satisfaz a relagdo

dea =R A a.

Demonstracio. Por uma questao de lineraridade, basta provar o resultado para o = o' ®s;.

Dessa forma, segue de (4.1) e da Proposi¢ao 4.1 que

o = dy (dy (o' @ s1))
= dy (do ® s; + (—=1)*a’ A Vs)
= dy (do/ ® si) + (=1Dkdy (o/ A Vsi)
= d*a' @ s; + (—1)"da’ @ Vs; + (—=1)fda’ A Vs; + (=1)*(=1)*a’ Ady (Vs;)
=a' Ndy (Vs))
=a' A RY (s;)
=o' ARY(s;)
=RA(0'®s;)
=RV Aa.
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Proposicao 4.9. Seja E um fibrado com conexdo V e dy a derivada exterior covariante
induzida por V. Seja VE* q conerdo induzida por V em End(E) e dyma a derivada

exterior covariante induzida por V¥, Entdo
dy(F A a) = dgea F Ao+ (—=1)*F N dya

para todo F € A¥(TM*,End(E)) e a € AY(TM*, E).

Demonstracao. Por uma questao se simplicidade, iremos mostrar o resultado para F =
n®Fea=w®s. Assim,
dyea AN o = dgena(n @ F) A (w® 8)
= [dn®@ F + (=1)fp AV A (w® s)
= (@ F)A (w®s)+ (=) (n AVEYF) A (w® s)
= (dn Aw) A F(8) + (=1)F(n Aw) A VEY(E)(s).

Por outro lado,

F/\deé: (77®F)/\dv(w®s)
= (@ F) A (dw® s+ (—1)'w A V(s))
= (n A dw) NF(s) + (1) (n Aw) AF(V(s)),

ou ainda,
(—1)*F ANdya = (=1)*(n A dw) A F(8) + (=1 T (n Aw) A F(V(s)).
Utilizando a Proposicao 4.1, obtemos

dv(FAa)=dy[(n®F) A (w® s)]
=d(n®@ F)A(w®s)+ (=1
=d@F)AN (w®s)+(-1)*n® F)A(dw® s+ (—1)'w A V(s))
= (d@F+ (—1)"p AVPYEN(w®s)+ (—1DfF(n @ F) A (dw ® s + (—1)'w A V(s))

= (dn Aw) A F(s) + (=1)*(n Aw) AVUF)(s) + (=1)"(n ® F) A (dw ® 5)
+ (=) (n® F)(w A V(s))
= (dn Aw) A F(s) + (=1)*(n A w) AVE(F)(s) + (=1 (n A dw) A F(s)
+ (=DM Aw) A F(V(s))
=dyaF N+ (—1 )kF/\dva

N F)Ndy(w® s)

O

Proposigao 4.10 (2* identidade de Bianchi). Seja E um fibrado vetorial sobre M munido

de uma conexdo V e curvatura associada RY€A*(TM* End(E)), entdo

dgeaa RY = 0.
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Demonstragio. Sendo s € I'(E), entao temos
d3s = dy(dss) = dy (R A 8).
Segue da Proposicao 4.9 que
dy(RA s) =dymaR A s+ RAdys.
Por outro lado, a Proposi¢ao 4.8 nos diz que
dis = d5(dys) = R A dys.

Assim, obtemos
R/\dv s = dvEndR/\S+R/\de,

ou seja,
dyena RN\ s = 0.

Uma vez que s € I'(F) foi tomado arbitrario, obtemos entao que

dvEnd R — O

4.6 As duas algebras exteriores de A(TM*, End(FE))

Definimos o produto exterior entre End(E)-formas por linearidade através da
seguinte relacao entre geradores
A AP(TM* End(E)) x AY(TM*, End(F)) — APT(TM* End(E))
(T,8)=(a'®T;, ' ®8,) = TAS:=((@ANBF)RT;08;.
Em termos de trivializagoes locais, essa definicao representa a multiplicagao da matriz de

ordem m de p-formas representando T" pela matriz de ordem m de g-formas representando

S. Note que esse produto fornece a
A(TM*,End(E)) = @ AP(TM*,End(F))
p=0

uma estrutura de dlgebra graduada associativa. Ja o colchete de Lie entre duas End(E)-

formas é definido por linearidade através da seguinte relacao entre geradores
[,]]: AY(TM* End(E)) x AY(TM* End(F)) — APT(TM* End(E))
(T,S) :(al®TZ,/6’9®S]) — [T,S] = (Oél/\ﬁj)@[T“S]]

Observe que este produto fornece a A(T'M*, End(FE)) a estrutura de uma algebra de Lie

graduada. A relagdo entre esses produtos exteriores se da através do seguinte resultado.
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Proposicao 4.11. Se T € A*(TM*,End(FE)) e S € AY(TM*,End(F)), entao

[T,S]=TAS+ (—-1)P""'SAT.

Demonstracao. Por uma questao de simplicidade, iremos mostrar o resultado para T =
wTeS=n®S. Assim,

[T, S] =

(wAn) &[T, 9]
= (wAn)
(wAn)
)

®
®(TS ST)
QTS —(wAn)@ST

= (WAD ®TS+( NP Aw) @ ST
=TAS+ (-1)M"SAT.

wAn

= (wAnM

Como era de se esperar, este colchete de Lie satisfaz as propriedades naturais.

Proposicao 4.12 (Anticomutatividade do colchete de Lie). Se T € AP(TM*, End(FE)) e
S € AYTM* End(FE)), entao

T, 8] = (-1 (T, 8].
Em particular,

T, T) = 0.

Demonstragao. Basta aplicar a Proposicao 4.11. ]

Proposigao 4.13 (Identidade de Jacobi). Se § € A?(TM*,End(F)), T € AY(TM*, End(E))
eU € A"(TM*,End(F)), entao

(=D [S, [T, U] + (-1)*"[T,[U, S]] + (-1)"[U, [S,T]] = 0.
Demonstragdo. Por uma questao de simplicidade, multiplicamos cada membro da igualdade
por (—1)P", obtendo assim

(S, [T, U]] + (=1)"“* [T, [U, S]] + (1) " [U, [S, T]] = 0.

A linearidade da equacao nos permite concluir entdo que basta mostrar o resultado para
T=w®T, S=n®SelU =o0®U. Dessa forma, temos

S, [T, U]] =[S, (wAo)®[T,U]
=S, (wAo)R[T,U]]
=nAwAo)®I[S,[T,U]].
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Da mesma forma,

T,[U,S||=(wAoAn) [T, [U,S]|
U,[S,T||=(c AnAw)®[U,[S,T].

Reorganizando, obtemos

T.[U, S]]

(_1)pr (w AN/ A U) ® [Tv [U7 SH
= (=) (nAwAo)® [T, [U, 5]
()P (pAwA o) @[T, [U, 5]

[U’ [S’ TH (=1 (77 NoAw)® [U’ [S’ TH
(=D (nAwAo)@ (U, [S,T]]

(=1 (g Aw A o) @ [U,[S, T]]-

Logo,
[S, [T U] + (=)P [T, [U, S]] + (~1)"**9 [U, [S,T]) =
= AwAo)@ (S [T, U] + [T, [U, S]] + [U, [S, T]])
=0.

Finalizamos esta se¢ao observando que, em geral, temos

T AT #0.

4.7 O tensor diferenca e as derivadas exteriores covariantes

Na secao anterior definimos o produto exterior e o colchete de Lie entre duas
End(FE)-formas. Agora nosso objetivo é expandir tais conceitos através da introdugao
do tensor diferenca e, consequentemente, estabelecer a relacao natural com a derivada

exterior covariante induzida por VFnd,

Vamos comegar descrevendo o espago das conexoes em um fibrado vetorial £ — M

em termos de um tensor assumindo valores em End(E).

Proposigao 4.14. Sendo E um fibrado vetorial sobre M e V1,Vy: I'(E) — A TM*, E)

conexoes em E, entao a diferenca
Ay =Vy =V,

determina um tensor Asy € Endeeea)(D(E), A (TM*, E)).
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Demonstragio. Seja {s1,- - , 8, } um referencial local induzido por uma carta trivializa-

dora de F, entao temos
aj X S; + CLjVZ(Sj)

Vg(S) = Z d
=1
=Y dd®s;+ > [wg];. @ @ s;
i=1 ij=1
=2
- =

(dai +> [wg]; aj> ® 8;
=1

para toda segao local s = Y a’s;, £ = 1,2. Dessa forma,

Ap(s) = 3 ([wnl) = [wil}) 0 @ 51 = (wz — 1) (s):
ij=1
Segue o resultado desejado. O]

O tensor acima ¢é chamado de tensor diferencga entre V5 e V. No caso particular
em que E é o fibrado trivial e V; := V é a derivacao covariante (flat) candnica, entao
A := Ay sera chamado de campo de calibre de V. A demonstracao do resultado acima

mostra que o mapa

: Endewon(T(E), A (TM",E)) —s A'(TM*,End(E))
Agl — A21 =Wy — Wq.

¢ um isomorfismo de C*°(M)-moédulos.

Lema 4.15. Seja E um fibrado vetorial V1, Vo conexdes em E e Vi VI a5 conezdes

induzidas em End(FE), respectivamente. Se Ay; = Vo — V4, entdo
vEnd _yEnd 14
Demonstragio. Sendo T' € A°(TM* End(E)), precisamos mostrar que
ViT) — VY T) = (A, T] = Ay AT — T A Ay
Segue da definicio de VI que
VX (T)(s) = Vex(T(s)) = T(Vex(s), (=12,
para todo X € X(M), s € I'(E). Assim,

(VER(T) = VIR(T)) (5) = (Varx = Vix) (T(s)) = T(Vax(s) = Vix(s))
=(Anx - T—T- Ay x)(s).

para todo X € X(M),s e (E) e T € A°(TM*,End(E)). Segue o resultado desejado. [
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Proposicao 4.16. Seja E um fibrado vetorial munido das conexoes lineares V1, Vo, entdo
dy,o = dy,a0 + Ay AN
para todo o € A¥(TM*, E). Mais ainda,
dyenaT = dgeaaT + [Ag, T

para todo T € A°(TM*,End(E)).

Demonstracao. Em ambos os casos, por uma questao de lineraridade, basta considerar o
caso de geradores. Vejamos a primeira afirmacdo. Sendo o = o' ® s; uma E-forma de

grau k, entao

dy,0 = dy, (o' ® 5;)
=da' ® s; + (—=1)"a’ A Vy (s;)
=da' ® 8; + (— )koél/\(vl‘i‘Am)()
=do’ @ s; + (—1)*a' AV (8;) + Az (8;) Ao’
=dy, (' ®8;) + A A (0 ® ;)
=dy,a+ Ay N a,

de onde segue a primeira afirmacao do enunciado. Vejamos agora a segunda afirmacao.

Sendo T' = o ® T'; uma End(FE)-forma de grau k, entdao segue do Lema 4.15 que

dypnaT = dyea (o © T)
=da' @ T; + (—1)Fa’ A VEM(T)
=do' @ T; + (—1)ka’ A VYT + (=1)ka’ A [Ay, T
= dypma (o' @ T3) + (1"’ A (AT — T; Agy)
= dypma (0 @ T3) + Ay A (o' @ T) + (1) (o' @ Ti) A Ay
= dgpna (T) + Ay AT + (=1)"'T A Ay
= dyenaT + [An, T7.

Lema 4.17. Sendo o uma E-forma e T, S duas End(E)-formas, entio temos

ASAa)=TAS A«
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Demonstracio. Mais uma vez, devido a linearidade da relagdo, basta-nos verificar o

resultado para T =T ®w, S =5 ®n e a = s ® a. Assim, temos

TASNa)=(TRw)A[(S®n)A(s® )
= (Tow)A[(S(s)® (nAa)
= (TS)(s) ® [wA (nAa)
= (T

S)@WAn)A(s®a)

TASAca.

]

Proposicao 4.18. Seja E um fibrado vetorial munido das conexoes lineares V1,Va com

curvaturas dadas, respectivamente, por Ry, Ry € A*(TM*, End(FE)), entdo
R, =R, + dvllandAm + Ao A\ Agy.
Em particular, se E € um fibrado munido de uma conexdo linear flat Vg, entdo

Demonstracao. Segue da Proposicao 4.8 que dv a=R,N\Na, { =1,2. Por outro lado,
segue das Proposicoes 4.8, 4.9 e 4.16 e do Lema 4.17 que

Ry Na=dg,o
= dy, (dy,)
=dy, (dy,a + A N a)
— dy, (dy,@) + dy, (Ay A @)
=dy, (dy,a) + Ao Ndy,a +dy, (A Na) + Ao A (Ao A @)
= dy, 0+ Ay Adyg, e+ dgmaAgy Ao — Ay Ny, + (A A Ag) A
= dy, o+ dymma Ay N+ (Ag A Agy) N
= (Ry + dypua Ay Ao+ (A A Ay)) A ex

para todo a € A(T'M*, E); concluimos entao o resultado desejado. O

Lema 4.19. Sendo a uma End(E)-forma, entio temos

o, N = 0.

Demonstracao. Seja o uma k-forma, entao segue da Proposicao 4.11
[a,ana]=aA (aha)+ (1) (ana)Aa
=aN(laha)— (aha) N«
= 0.
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4.8 Meétrica no espaco de k-formas

Utilizando o fato que o espago de k-formas é um espacgo vetorial, é possivel definir
uma métrica nesse espago a partir da métrica usual de R* ([2]). Torna-se necessario para o
nosso trabalho abordar tal assunto, que serd de fundamental importancia para a definicao
do produto interno L? entre forma diferenciais e matrizes de G-conexdes sobre fibrados
munidos de métrica. Tal abordagem culmina na definicao de conexao de Yang-Mills, que
serda um dos mais importantes assuntos a serem abordados neste trabalho. Portanto,
discutiremos métricas em um espaco vetorial que por sua vez induzem produtos internos

no espaco de k-formas.

Seja E um espago vetorial de dimensao finita dotado de uma métrica g = (-, ),
entao a fungdo ¢: F — R, dada por g(e) = (e, e), serd chamada de forma quadratica
induzida por por g. Neste caso, diremos que e¢ é um vetor de tipo luz com respeito
a q se q(e) = 0. Por outro lado, v serd dito um vetor unitario se g(v) = +1. Assim,
uma base € = {ey, -+ ,e,} de E serd dita ortonormal se se os seus vetores sao dois a dois

ortogonais e todos unitarios.

Proposigao 4.20. Seja E um espago vetorial n-dimensional e g = (-,-) € T**(E) um
tensor simétrico de posto r, i.e., um mapa e € E — g(e,-) € E* com posto r. Entao,

existe uma base ordenada {e1,--- ,e,} de E com base dual {e',---  e"} de modo que

g = Zciei ® ei,

i=1

onde ¢; = £1 er <n.

Demonstragio. Supondo g # 0, entdo existe e; € E tal que g(ej,e;) # 0. Seja ¢; =
g(e1,e1), sem perca de generalidade, podemos redimensionar para que ¢; = +1. Dali,
definimos E; como o espaco vetorial gerado por e; e By = {e € E, g(e;,e) = 0}. E
evidente que Ey N Ey = @, ou seja, caso z € E entdo z — c19(z,e1)e; € Fy. Sendo
assim, £ = FE; @& F,. Da mesma forma, caso g # 0 em F,, existe e; € Fy tal que
co = g(eq,e9) = £1. Como feito anteriomente, seja E3 = {e € Es, g(e2,e) = 0}, obtemos
que EF = E; @& E> & E5. Repetindo esse processo recursivamente encontramos uma base

{e1,...,en} de E' como queriamos. ]

O resultado anterior nos diz que na base ¢ = {e, -+, e,} a matriz de g se escreve
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na forma
C1 0
0 Co
¢
0
00 - 00 ---0
A base {e1, - ,e,} serd chamada de g-ortonormal. Além disso, o nimero de vetores de
base para os quais g(e;, e;) =1 (resp., g(e;, e;) = —1) é tnico e coincide com a dimensao

maxima de qualquer subespago no qual a restri¢do de g é positiva (resp., negativa) definida.
O nimero s = o numero de +1’s menos o nimero de —1’s é chamado de assinatura de g.
O ntmero de —1 é chamado de indice de g e serd denotado por Ind(g). Note que no caso

em tela, o vetores do tipo luz serdao gerados por {e, 41, ,€n}.

Corolario 4.21 ([6]). (Processo de Ortogonalizagio de Gram-Schmidt) Seja E
um espago vetorial real dotado de um produto interno de assinatura s. Se {vy, -, v,}
¢ uma base para E |, entdo E possui uma base ortonormal {ey,--- ,e,} tal que e; é uma
combinagao linear dos vetores {vy,--+ ,v,} com coeficientes que sao fungoes racionais dos

produtos escalares (v;,v;) e nenhum e; € do tipo luz.

Demonstracao. A existéncia de vetores do tipo luz impede a aplicagao do processo usual
de Gram-Schmidt. Portanto, iremos tratar o caso onde existem vetores do tipo luz. Caso
um vetor v; € {vy,--- ,v,} seja de tipo luz, a nado-degenerescéncia do produto interno
garante a existéncia de um vetor v; € {vy,--- ,v,} tal que (v;,v;) # 0. Com isso podemos

definir vetores ortogonais da seguinte forma:

(vj, v;) )
u = 1 — ——< v+,
( 2 (vi, v5) !

Pois,

v (- S N o) N,
(i ) <(1 2<vi,vj>> o ”<”2<v@-,vj>> : >

- (1 - m> (v, v) + (1 - m> (vj, vi) = (v, v5)
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Além disso, u; e u; nao sao do tipo luz uma vez que

R o G C 15C7) 20 U SR G250 ) D
s ) <<l 2<vi,vj>> o J’(l 2<vz-,vj>> o >

=2 <1 - W) (vj, vi) + (vj,05)

2 <Ui7 Uj)

Analogamente,

() = {

Assim, substituimos v; e v; por u; e u; na base e caso ainda reste algum vetor do tipo luz,
basta repetir o processo. Assim, obtemos uma base {uy,...,u,} que nao possui vetores
do tipo luz e que todos os vetores sao combinagoes lineares dos vetores vy, -+ , v, com
coeficientes que sao fungdes racionais dos produtos escalares (v;,v;). Portanto, sem a
presenca de vetores do tipo luz, seja w; = u; podemos definir uma base ortogonal com:

: (Upt1, w;)

W41 = Ug4+1 — Z

i=1 (wy, w;) -

Dessa forma, obtemos uma base ortogonal {wy, ..., w,} que cumpre os requisitos propostos

pelo corolario; em particular, podemos normalizar cada vetor, a fim de construir uma base

ortonormal. O

Seja I/ um espago vetorial munido de um tensor simétrico e nao degenerado
g = (-,-) € T?(E), vamos estabelecer um isomorfismo entre £ e E* induzido por essa

métrica. De fato, chamamos de operador bemol induzido por g a aplicacao linear
. B — E*
e — €

onde €’(¢/) = g(e, ') para todo ¢’ € E. Segue do fato de g ser ndo degenerada que este

operador define um isomorfismo linear, cuja inversa seré chamado de operador sustenido.!

1 A motivacdo para esta nomenclarura estd relacionada aos simbolos que descrevem a elevacio ou

abaixamento de uma nota musical.
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Um céalculo imediato mostra que tal operador assume a forma

t. F* — E
a — of

onde g(af,e) = a(e) para todo e € E. Dessa forma, o produto interno em A'(E*) é

definido de maneira natural por
(o) = (o)
Isso induz um produto interno em A*(E*) definido por
<w1/\~~/\wk,771/\-~~/\7]k>:det {<wi,nj>], (4.2)

onde wh,--- Wk n! ---  n¥ sdo 1-formas, que pode ser estendido a todas a k-formas por

lineraridade.

Proposicao 4.22. A expressao em 4.2 define, por linearidade, um produto interno em

AR(E™).
Demonstragio. Sendo w,n k-formas, devemos verificar as seguintes propriedades para (-, -).
Por simplicidade, iremos mostrar para w = w! A---AwFen=ntA--- A0k
(i) (w,n) = (n,w). De fato, temos
<w1 A AP A /\77k> = det Kwi,njﬂ
= det Knj, w’>}

(ii) (w+3,m) = (w,n) + (V,n) . Segue da defini¢do que

<w1/\---/\wk+19/\---/\19k,771/\~--/\77k> = det [<wi,77j>} + det [<19i,77j>}
= det [<19i,nj>} + det Kwi,njﬂ
= (WA A A AW A AE)

(iii) (w,w) > 0 e (w,w) <= w = 0. Seja {e1, -+ ,e,} um referencial ortonormal

local de E, com base dual {e!,---  e"}, podemos escrever w € A¥(E*) na forma

3
w = Z are!, el =€t Ao Ne
IeCkn



Capitulo 4. Conexdes lineares e a teoria de Yang-Mills 74

Assim, a expressao para o produto interno (w,w) assume a forma

o) = (3 el 3 ar!)

Ieckn Ieckn

= 23: araydet Keik,ej’fﬂ

Ieck:m

= 23: araydet Ke"’“,ej’“ﬂ

IeCkn

3
= Z (I]a,]det [5%7%]

Ieck,n

= (ar)”.
Concluimos entao que (w,w) >0 e (w,w) <= w = 0.
(iv) (Aw,n) = X {w,n). Basta observar que

()\w,n>:<)\~ 23: are’, 23: b161>

IeCkn IeCk:n

= 23: Aarar det [<ei’“,ej’°>}

IeCk:n

=)\ 23: araydet [<ei’“,ej’“>}

IeCkn

= A(w, 7).

[]

Proposigao 4.23. Seja E um espago vetorial orientado n-dimensional, g = (-,-) € T%*(E)
um tensor simétrico nao degenerado (i.e., uma métrica em E) e dV, a forma de volume de

E associada a g, entdo existe um tinico isomorfismo *: A¥(E*) — A"*(E*) satisfazendo

aA*B = {a, B)dV, para todo a, B € A*(E*). (4.3)

Se {e1, -+ ,en} € uma base g-ortonormal positivamente orientada de E e {e',--- "} ¢é
sua base dual, entdo

k(€PN NETF) =Coy ot Cop (—1)7 (TN A e, (4.4)

onde 0 € Sy, 01 <+ <0 €01 <+ < 0p.

Demonstragdo. Comecemos observando que o mapa *: A*(E*) — A"*(E*) dado por (4.4)

define uma transformacao linear. Para mostrar que * é um isomorfimo, basta observar que a

trasformagao linear dada por 1 (e7%+1 A+ - - Aem) = ﬁ(e"l A---Ae%*) é sua inversa.

Vamos agora mostrar a unicidade. Suponha que x: A*(E*) — A""¥(E*) é um isomorfismo
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(linear) satisfazendo (4.3). Tome 3 = e A---Ae%F e v = e;, A\---Ne;, tal que iy < -+ < .
Por uma questao combinatorial, & A %3 = 0, a menos que (i1, - ,ix) = (01, ,0%). Mas
observe que x5 = ce”*+1 A --- A e, onde ¢ € R. Em particular, 5 A % = ¢(—1)7dV,. Por
outro lado, segue de (4.2) que (3, 5) = ¢o, - - - ¢5,,- Dessa forma, a equagao (4.3) assegura
qUe € = Cy, -+ - Co (—1)7, Lo, k(€TV A== NeTF) = Coy -+ - Co (—1)7 (7R A=+ - Ae™); de onde

segue a unicidade do isomorfismo linear satisfazendo (4.3). O

Podemos estender esses conceitos de maneira imediata para variedades diferencidaveis
munidas de uma métrica. Seja M uma variedade diferencidvel munida de um tensor bilinear
nio degenerado g = (-,-) € '%*(T'M), podemos estabelecer um isomorfismo entre X' (M) e
AYTM*,R) induzido por essa métrica. De fato, chamamos de operador bemol induzido
por g a aplicagao linear

o X(M) — AYTM*R)

X — X’

onde X*(Y) = ¢g(X,Y) para todo Y € X(M). Segue do fato de g ser ndo degenerada
que este operador define um isomorfismo linear, cuja inversa sera chamado de operador
sustenido. Novamente, um calculo imediato mostra que tal operador assume a forma

AW TMYR) — X(M)

oY — o

onde g(af, X) = a(X) para todo X € X(M). Assim sendo, a métrica em A'(TM* R) é
definida por

(w.n) (0) = (), n(p)), = (). 7 (P)) .

onde (-, -)  é o produto interno induzido na fibra A*(7,M*) por (4.2). Naturalmente, isso

induz uma métrica em A*(TM* R) definida por
<w1/\---/\wk,771/\---/\77k>:det Kwi,njﬂ, (4.5)

onde wl, -+ Wk pt .- pF e AL(TM* R), que pode ser estendida a todas as k-formas

por linearidade. A demonstragao é analoga a dada em (4.2).

Proposicao 4.24 (Operador estrela de Hodge). Seja M uma variedade diferencidvel de
dimensional n, g = (-,-) € T**(TM) uma métrica em M e dV, a forma de volume de
M associada a g, entio existe um tinico isomorfismo x: A¥(TM* R) — A" *(TM* R)

satisfazendo a relagdo
a A B = {a, B)dV, para todo o, B € A*(TM*,R).

Se {e1,...,en} € um referencial g-ortonormal local positivamente orientado de TM e

{e',---,e"} é o referencial dual de TM*, entdo
k(€N NETF) =Coy ot Cop (—1)7 (TN AT,

onde 0 € Sy, 01 <+ <0 €01 <+ < 0p.



Capitulo 4. Conexdes lineares e a teoria de Yang-Mills 76

Demonstracao. Basta usar a continuidade e o processo de ortonormalizacdo de Gram-
Schmidt como no caso de espacgos vetoriais, a fim de obter um referencial ortonormal
numa vizinhanga de um ponto qualquer da variedade. A partir dai, a prova torna-se um

corolario imediato da Proposigao 4.23. O]

Proposigao 4.25. Seja E um espago vetorial n-dimensional orientado, g = {-,-) € T"*(E)
um tensor simétrico e nao degenerado e dV, a forma de E volume induzida por g, entdo o

operador estrela de Hodge possui as sequintes propriedades:

aNxf=xaAp = (a,fB)dV, (
«1=dV,, *dV,=(—1)"d0 (

¥k Q= (—1)Ind(g)(—1)k(”_k)a, (
(@, 8) = (=1)"1 (xa, ). (

quisquer que sejam o, 3 € A*(E*).

Demonstragio. A equagao (4.6) segue diretamente da Proposi¢do 4.24 e da simetria
(a, ) = (B, ). Para verificar (4.6), basta ver que *x1 = (=1)7(e; A--- Ne,) = dV, e

xdVy = c1...cn(=1)7 = (=1)49) onde o é a identidade. Para a 2.6, seja v = €71 A+ - - A ek,

Segue da Proposicao 4.24 que
k(€PN NETF) = Coy v Cop (—1)7 (TN - A e,
*[Coy t Cop (—1)T(e7FE N A7) = oy Co (—1)7 % (€T A - A e
= Cqy " CopCopyy Can(_l)a(_l)gl(eal ARRENAN eak)'

Sendo 0’ = (0k11, .., On, 01, ..., Ok ), €ntao temos

*[001 "'Cﬁk<_1)a(eak+l /\"'/\ean)] = Coy """ CopCopyy " Un( 1) ( )U( )k(n k)( A
(=

NV ICININED
:< 1)Ind(g ( )k(n k)(eal eok)

Coy """ CoCopyy """ Co

Por fim, vamos usar as equagoes (4.6) e (4.8) para mostrar (4.9). De fato,

(xa, *B) AV, = xa A x % B = (—1)™ME (—1)FO=F) o A B
= (—1)M@Z A xa
- (—1)Ind(9) (xav, %) dV,

A €e7%)
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Seja (M;g) uma variedade Riemanniana orientada de dimensao 4. Diremos que

uma 2-forma w em M é autodual se
*W = W

e que w ¢ antiautodual se

W = —w

Seja M uma variedade de dimensao n munida de uma métrica g com indice Ind(g) = p,
entdo fica bem definido o operador codiferencial d*: A**Y(TM*,R) — A*(TM*,R),
dado por

d*w = (=1)PT*H y d s w.

Proposicao 4.26. Seja M uma variedade de dimensao n munida de uma métrica g com

indice Ind(g) = p, entdo
d? =d* od* =0.

Demonstra¢io. Em vista de (4.8), basta usar a propriedade andloga para a derivada

exterior. O

O produto interno L? de formas diferenciais com suporte compacto é definido

globalmente por

o = [ {w.ndv,,
quaisquer que sejam w,n € A*(TM* R).

Proposicao 4.27 (propriedade adjunta). Seja M wuma variedade métrica (sem bordo),
entio o codiferencial é o operador adjunto da derivada exterior com respeito a métrica L?.

Mais precisamente,
<dw7 77>L2 = <w7 d*77>L2

quaisquer que sejam w,n € AX(TM* R).

Demonstragio. Segue da definigdo do operador codiferencial e das equagoes (4.6) e (4.8),

que

—w A *d'n = —w A [(=1)PT R ok d % ]
_ _(_1)p+nk+1<_1)k(n—k)+pw A d * n

= (=D)*wAdx*n.
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Portanto,

(o) = (o ) 2 = [ (deom) aVy = [ '),

[{dw, n) = (w, d"m)]dV,

dw A xn—w A *xd'n

I
S Bl

dw A*n+ (=1)*w A d*n

d(w A *n)

I
o
S

4.9 Fibrados munidos de uma métrica

Seja E um fibrado vetorial sobre M e considere o fibrado tensorial E*®@E* ~ T%?(FE).
Uma métrica em F é uma se¢io global g € T'(E*® E*) ~ I'%?(E) simétrica, nao degenerada
em cada ponto de M. Um fibrado vetorial dotado de uma métrica serd chamado um
fibrado vetorial métrico. Mais precisamente, para cada p € M fica bem definida
uma forma bilinear simétrica e nao degenerada g, = (-,-), : B, x E, — R variando

diferenciavelmente com p.

Proposicao 4.28. Todo fibrado vetorial métrico admite um referencial ortonormal de

secoes locais.

Demonstracao. Basta usar a continuidade e o processo de ortonormalizacao de Gram-
Schmidt como no caso de espacos vetoriais, a fim de obter um referencial ortonormal numa

vizinhanca de um ponto qualquer da variedade. O

Dado um fibrado vetorial métrico F, diremos que uma conexao linear V: I'(E) —

AYTM*, E) é uma conexao linear métrica sobre E se
d(s1,82) = (Vs1, 82) + (81, Vs2)
quaisquer que sejam sy, Se € I'(E).

Proposigao 4.29. As matrizes de conexdo e de curvatura de uma conexdo linear métrica

em relacao a um referencial ortonormal de secoes locais sao antissimétricas.

Demonstracdo. Por definicao, temos

V(sj) =) w! ®s;
i=0
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Dessa forma, como (s;, s;) = d;;, entao temos
0=d <Si, Sj>
= <VSZ', Sj> + <3i7 VS]‘>

= <Z wf & Si, Sj> + <Si,l;)w;-€ X Sk>

k=0

n n
= wa (Sk,8;) + Z wf (84, Sk)
k=0 k=0

n n
= Z cufékj + Z wfélk
k=0 k=0
= wZ + w;
Utilizando o resultado anterior e a segunda equacao estrutural, obtemos

n
Q= dw; + > wy, A\ w;
k=0

n
— J k i
= —dw! =) w; A wy
k=0

n
— J J k
= —dw! =) wj, Aw;
k=0
— J
= Q)

]

Seja F um fibrado vetorial métrico sobre uma variedade métrica M, definimos o
produto interno entre duas k-formas assumindo valores em E, w®s, w'®s’ € A¥(TM*, E)

através da seguinte expressao (suave)
(w®s,w®§):=(wuw)(ss).

Naturalmente, essa definicdo pode ser estendida por linearidade a uma combinacao linear
qualquer de k-formas assumindo valores em E. De maneira andloga ao caso de k-formas
ordinérias, podemos definir o produto interno L? de formas assumindo valores em E

através da relagao
<w7 wl>L2 = /M <w7 w,> d‘/;]

quisquer que sejam w,w’ € A¥(TM*, E). Em posse de uma métrica, podemos entio definir
o operador estrela de Hodge para forma assumindo valores em E de maneira analoga ao
caso de formas ordinarias. De fato, o operador

x: AY(TM,E) —  AK(TM,E)

. . (4.10)
W=WweEs;, H— *xw=*xw'QRS§s;
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serd chamado de operador estrela de Hodge para formas assumindo valores no fibrado
métrico £.> Seja dy: A¥(TM*, E) — A*(TM* E) a derivada exterior covariante de
E-formas induzida pela conexao linear V definida no fibrado £ munido de uma métrica g
com indice p = Ind(g), entao definimos o operador codiferencial covariante induzido
por g através da relacao

ds: AW TM,E) — A¥(TM, E)

w o (=1D)PEEL s d x w,

onde n = dim M.

Proposicao 4.30. Seja E um fibrado métrico sobre uma variedade métrica orientada
(sem bordo), entao o codiferencial covariante é o operador adjunto da derivada exterior

covariante com respeito a métrica L*>. Mais precisamente,
(dyw,n) 2 = (W, dym) 2
quaisquer que sejam w,n € AH(TM* E).

Demonstragao. Pela linearidade de dy e dg, basta-nos mostrar o enunciado para w,n €

A¥(TM*, E) da forma w = w' ® s; e n = ' @ e;, onde s;, e; € I'(E). Por definicdo, temos

dyw = dy (W' ® 5;) = dw' @ 5; + (—1)*w’ A V(s;),

— 1P s dy # () © e;)

_1)p+nk+1 « [(d % ni) ®e; + (_1)"_k(*77i) N V(ei)]
1P [(d ) @ €5 + (= 1) F(x) A V(e5)]

— 1P (dx ') @ e + (—1)PTEHETE Gty AV (65).
(dyvw, )2 — (W, dgm) 2 =

= <dwi ® s+ (=Dfw' AV(s:),n' @ €i>L

2

_ <wi ® si, (1P s (dx ') @ e 4 (= 1)PFRHFRE iy A V(ei)>L

= dw' A0’ (s, €Yo+ (1) " Adxn' (si, ;)

+ (=1 (w0 (V(s)s e3) o + (=17 (', (1) 55’ (1, V(en) o
= d (W' A ) (si,ei) o+ (1) (1) (V(5:), €0) 12 + (53, V(€2)) 12)

= d((w' A’ (i, e3) 2)

]

Note que a linearidade do operador estrela de Hodge definido para k-formas diferenciais garante que a
defini¢do anterior ndo depende do referencial local escolhido para o fibrado E.

2
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Encerraremos esta se¢ao definindo o laplaciano covariante de E-formas como
sendo o operador linear
. * *
A:=dyody +dyody

4.10 (G-Conexdes em (G-Fibrados Vetoriais

Diremos que um fibrado vetorial £ é um G-fibrado vetorial, se as aplicagoes de
transicdo de um atlas fibrado de E se reduzirem ao subgrupo G C GL(n,R). Seja F
um G-fibrado vetorial, entdo uma conexao V em E é uma (G-conexao se sua matriz de
conexao para qualquer carta do fibrado esta em g. O conjunto das G-conexoes sobre o
fibrado métrico F serd denotado por Conxg(F). Em meio a tais conexdes, iremos destacar
aquelas com suporte compacto, que serdo denotadas por Conxg .(E). Seja E um G-fibrado
métrico, entdo o grupo de transformacgoes de calibre de E é o conjunto das sec¢oes do
fibrado End(E) que associa a dada p € M um isomorfismo de E, que preserva a métrica,

ie.,
Gp = {T € End(E) : T, € End(E,) ~ G C GL(E,) ¥p € M, (Ty(5,), Ty(s,)), = (Sp.8p) }

onde GL(V') denota o grupo de isomorfismos do espago vetorial V. Sendo T' € Gg e V
um conexao em F, entdo podemos obter uma outra conexao em FE induzida por 1" através
da relacao

V7(s) = To Vol \(s),
i.e., tal que o diagrama abaixo comute

I'(E) T (E)

| b

v
[(E) —>T(E)

Proposicio 4.31. Se V ¢é uma G-conezxdo, entio VT também é uma G-conexdo.

Demonstracao. Por hipdtese V é uma G-conexao,entdo seja w a sua matriz de conexao,

temos que w € g. Como T,T! € G e sabemos que Ad,(h) = ghg™' € g para todo h € g

e g € G ([21, p. 63]). Entdo, seja w a matriz de conexao de V7, temos

w = Adp(w) =TowoT

Logo, w € g. O
Proposicao 4.32. Sejam E,F espacos vetoriais dotados de métricas g = (-,")p €
gr = (-,-)p de indices p = Ind(gg) e p = Ind(gr), respectivamente, e ¢ = {e1, -+ ,en}

uma base ortonormal para E. Entao a aplicacao
(- ->End(E7F) : End(E,F) x End(E,F) — R
(1,17) = (T, T,>End(E,F) =2t (T(e), T"(e:))
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induz uma métrica de indice p no espago vetorial (de dimensao finita) End(E, F). Além

disso, tal aplicacao independe da base ortonormal escolhida.

Demonstragio. Por hipétese g = (-,-)p € gr = (-,-)p sd0 métricas nos espagos E e
F, respectivamente. Vamos mostrar que <',~>End(E p) € um 2-tensor. Seja a € R e
Q,R,T € End(E, F), entdo temos

&, 10

(@ + R), T)pnae.ry = 2_ (@ + R)(e:), T(e:)) p

)

(0%

(@ + R)(e:), T(ei) p

@
I
—

g

s
I
—

(Q(e:) + R(ei), T(e:)) g

g

s
Il
—

[{Q(e:), T(ei)) p + (Rlei), T(e:)) gl

[(Q(ei), T'(ei)) p + (R(ei), T(ei)) ]

g

= a[(Q, T>End(E,F) + (R, T>End(E,F)]

Supondo € = {ey, -+ ,e,} e ={e}, -, €.} duas bases ortonormais para E, podemos

escrever

onde g = (g;) ¢ a martiz ortogonal, tal que

3 = (el e}) = <Z gfek7zgiej> = > gfgl lene) = 3 giglon=">_dig;.
k=1 =1 k=1

k=1 k=1

Assim,

(D gfek>7T'<l§;gfez>>F
_ Mig GE g8 (T(e), T'(e1)) 5
_ 5’; 5E(T(ex), T'(e1)) 5

- i (T(e). T'(e)
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Portanto, se E' é um fibrado métrico, entao a métrica de E induz uma métrica em
End(FE) da seguinte forma: sendo {ej,--- ,e,,} uma referencial ortonormal local numa

avizinhanca de p, entao
(T, T ) gnaey = 2 (T(€:), T'(e:))
i=1
para todo T, 7" € End(£). Um célculo imediato mostra que essa métrica nao depende da

escolha do referencial ortonormal local escolhido.

Seja End(E) um fibrado vetorial sobre M, entdo o operador estrela de Hodge®
para k-formas assumindo valores em End(E) fica bem determinado através da relagao nos

geradores dada por
x: AM(TM,End(E)) — AFTM,End(E)) (411)
T=uwxT, = « T =x0'®T;. .

Seja dymna: A¥(TM*, End(E)) — A*(TM*,End(E)) a derivada exterior covariante de
End(E)-formas induzida pela conexao linear V definida no fibrado £ munido de uma
métrica g com indice p = Ind(g), entdo definimos o operador codiferencial covariante

induzido através da relagao
Cona: ATHTM* End(E)) —  A¥TM*,End(E))
T = (=1)PT L xdy « T,
onde n = dim M. Analogamemente, o laplaciano covariante de End(E)-formas ¢ definidor

por

AEnd = dvEnd O d*vEnd + d*vEnd e} dvEnd.

Proposicao 4.33. Seja E um fibrado métrico sobre uma variedade métrica orientada
(sem bordo), entao o codiferencial covariante é o operador adjunto da derivada exterior

covariante com respeito a métrica L. Mais precisamente,
(dyT,8) ;. = (T,dS) ;-

quaisquer que sejam T, S € A¥(TM* End(E)).

Demonstracao. Segue imediatamente das Proposicoes 4.30 e 4.32. ]

Proposicao 4.34. A norma da curvatura € um invariante por transformagoes de calibre.
Mais precisamente, se E é um fibrado métrico sobre uma variedade métrica M, T € Gg
uma transformagao de calibre e RY € A*(TM* End(E)) o tensor de curvatura de uma

G-conezxdo linear métrica V. Entao

|&7] = =]

Note que a linearidade do operador estrela de Hodge definido para k-formas diferenciais garante que a
defini¢do anterior ndo depende do referencial local escolhido para o fibrado End(E).

3
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Demonstragio. Seja T' € Gg, sabemos que T preserva a métrica. Portanto, se {s;} é um
referencial ortonormal de segoes, entdo {T1(s;)} também ¢ um referecncial ortonormal.

Assim,
2
|Bt = (BT BT

= S (B (s) R (),
= > (T [RY (17(s)] T [RE (174(s)]),

4.11 O funcional de Yang-Mills

Seja E' um fibrado métrico sobre uma variedade métrica orientada M, entao o funci-
onal de Yang-Mills (agao, ou lagrangiano de Yang-Mills) é o funcional YM: Conxg .(E) —
R dado por

ym) = [ || av,, (4.12)
M

onde Conxg (F) denota o conjunto das G-conexdes sobre o fibrado métrico E' com suporte
compacto. Dizemos que uma conexao em E é uma conexao de Yang-Mills se ela é um

ponto critico do funcional de Yang-Mills.

Lema 4.35. Sendo RY a curvtura da conexio ¥V no fibrado vetorial métrico E, entdo

temos
<AEndRV7RV> _ ‘

L2

d*vEnd .RV

2
L2’

Demonstragio. Segue imediatamente da propriedade adjunta (Proposigao 4.27) e da

segunda identidade de Bianchi (Proposigao 4.10) que

(APMRY, RV>L2 = (dyrns (dYe.aRY) ,RV>L2 + (dyena (dyens RY) ,RV>L2

= (dgea R, dgeaRY) , + (dyea R, dyea RV RY)

L2 L2

d*vEnd .RV

2
2’
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Teorema 4.36. Seja V é uma conexao sobre o fibrado vetorial E, entdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1). V é uma conexdo de Yang-Mills;
(2). dopaRY = 0;
(3). APMRY = (.
Demonstracao. Dada uma conexao V, obtemos uma variagao da conexao na diregao de

uma 1-forma arbitréria fixada A € A'(TM*, End(E)) (isto é, uma curva passando por V

na direcao de A) definindo para cada t € R a conexao
V.=V +tA.
Segue da Porposigao 4.16 que
dy,a =dyva+tAN o
para todo a € A(TM*, E). Por outro lado, a Proposicao 4.18 nos diz que
RV = RY + tdyena A + A N A.

Dessa forma,

|RY[" = |RY[ +2(RY, dyema A) L O(?).

End(E)
Segue da da propriedade adjunta (Proposigao 4.27) que

jtyM(Vt) ) _ %E% YM(Vy) t— YM(V)
Lo [BTET
= —lim av,
2t—=0 Jpr t
- %I—E% M <Rv’ dVE“dA>End(E) vy
i (B A),

Concluimos entao que V é uma conexao de Yang-Mills se, e somente se,
d*VEnd Rv - O

Isso mostra que (1) e (2) sdo equivalentes. Vamos agora mostrar a equivaléncia entre (2) e
(3). Segue da segunda identidade de Bianchi (Proposicdo 4.10) que dyea RY = 0. Dessa

forma, se d*vEnde = 0, entao
AEnde = dvEnd (d*VEndRV) + d*VEnd (dvEndRV> = O

Reciprocamente, se AP RY = 0, entdo segue imediatamente do Lema anterior que

de onde segue que dygna RY =0. O]

dienRY |, = (AR, RY)

=0,

L2



Capitulo 4. Conexdes lineares e a teoria de Yang-Mills 86

A primeira equacao do teorema anterior é chamada de equacao de Yang-Mills; a
segunda equagdo diz que a curvatura de uma conexao de Yang-Mills ¢ uma End(E)-forma

harmonica.

4.12 Instantons

Passemos agora a um estudo mais preciso das conexdes de Yang-Mills que se

candidatam a minimos locais para o funcional de Yang-Mills em variedades de dimensao 4.

Sendo M ¢é uma variedade compacta (sem bordo) suave de dimensao 4 munida
de uma métrica riemanniana g, entdo segue de (cf. 4.8) que o operador estrela de
Hodge *: A¥(TM*, E) — A**(TM*, E) associado a essa métrica (4.10) satisfaz a relacio
x2 = (—1)k. Em particular, esse operador decompoe A*(T'M*, E) em dois subfibrados

associados aos autovalores £1, respectivamente:
AQ(TM*, E)= Ai(TM*, E)® AQ_(T]\/[*, E).

Note que essa decomposicao é ortogonal com respeito ao produto interno L ([18, p. 41]).
Uma FE-forma w de grau 2 é dita autodual se «w = w e antiautodual se xw = —w.

Qualquer 2-forma w assumindo valores em um fibrado vetorial E se decompoe na forma
w=w+w, (4.13)

onde wt € A>T (TM*, E) é chamada de componente autodual de w e w™ € A>~(TM*, E)
é chamada de componente antiautodual de w, respectivamente. Observe que se RY for
autodual ou antiautodual como uma forma 2 assumindo valores em End(E), entdo segue
da identidade de Bianchi que a equacao de Yang-Mills é automaticamente satisfeita. De

fato,
>:<Rv:iRV———>d*vRV —+xdg*xRY =+ xdyRY = 0.

Dessa forma, diremos que uma conexao linear suave V é um instanton se sua curvatura
RY é antiautodual, i.e., se
v _
R} =0.

Sem dificuldade se verifica que a decomposicao (4.13) é um invariante de calibre (e mesmo
conforme com respeito & métrica L?). Em particular, o conceito de instanton é invariante
por transformagoes de calibre. Decompondo a curvatura em suas componentes autodual e

antiautodual, temos

YM(V) = ||RY|

A

L2
Entao, por intermédio da Proposicao 4.20, é possivel verificar que cada conexao antiautodual

V é um minimo absoluto para o funcional Yang-Mills.
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Observagao 4.37. Note que a a carga topologica do instanton V € definida por
1 w2
1672 /M HR H Vs,

de onde seque que YM(V) = 872k ([22, p. 9], [18, p. 43]). Em outras palavras, Y M(V)

coincide com a carga topoldgica do instanton V vezes 8m2.

E importante observar que é possivel construir conexdes de Yang-Mills que ndo sdo
nem autoduais nem antiautoduais para varias variedades de dimensao 4, sendo S* a mais
interessante delas; no entanto, essas solu¢oes nado minimizam (4.12). De fato, pelo menos
para o grupo de calibres SU(2), SU(3) e SO(4), pode-se mostrar que nao hi minimos
locais: qualquer ponto critico que nao seja autodual nem antiautodual é instavel e deve
ser um “ponto de sela” ([7], [22]).

4 Veremos mais adiante que precisaremos verificar a afirmacio acima para um subgrupo de SO(5).
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5 A conexao afim de Cartan e o fibrado es-

tendido

Iremos formalizar um conceito introduzido por E. Cartan em [9] de maneira
informal. Salvo engano, este conceito ainda nao foi formalizado na literatura especializada,

i.e., o conceito de conexao afim.

5.1 Conexoes afins e conexoes lineares no fibrado estendido

Comecemos recordando o conceito de conexao linear!. Sendo M uma variedade
diferenciavel e m: £ — M um fibrado vetorial de posto m, entao diremos que uma aplicacao

V:T(E) — AY(M; E) ¢ uma conexao linear em F se satisfazer as seguintes condigdes:

(i) V(s1+82) = V(s1) + V(s2),
(i) V(f-s)=df@s+ f-V(s),

quaisquer que sejam 8, 81,82 € ['(E) e f € C*(M).

Assim, dada uma conexdo linear V: I'(E) — AYTM*; E) e 0 € AY(TM*; E) uma
1-forma assumindo valores no fibrado F, entao o par d := (V, ) serd chamado de uma
conexao afim sobre E. No caso particular em que F = T'M e 6(z) é a identidade de
T M, esta conexao sera chamada de conexao de Levi-Civita ([9, §§ 16-28]) em T'M.

Sendo M uma variedade diferenciavel e 7: E — M um fibrado vetorial com grupo
estrutural G C GL(n,R) e atlas fibrado A = {(U,, ¢) : o € A}, i.e., uma familia de
difeomorfiosmos fibrados ¢o: El; — Uy X R™ tais que ¢pa(r,y) = (7, gap(z) - y) para
todo x € Ug, € y € R™, onde gap(x) € G ¢ R~ Ry o fibrado em retas trivial sobre M,

entdo a soma direta F = R @ E, munida da aplicacao de projecao

7 E=ROoE — M
(s,€) = 7(e)

e do atlas fibrado 2 = {(U,,id ®¢a) : o € A}, serd chamada de fibrado estendido de E.

Em particular, os cociclos associados a esse atlas sao da forma

Jop(x) = 1@ gup(z) €10 G C Ry @ GL(n,R).

1 Na literatura corrente, tal conceito é conhecido como conexdo afim. No entanto, esta nio é a definicdo

original introduzida por Elie Cartan em [9, §§ 16 — 28].
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Dessa forma, sendo d = (V,6) uma conexao afim em FE, iremos construir uma
conexdo linear V: ['(E) — AYTM*, E) no fibrado estendido E da forma como segue.

Sendo ¢ = (81, g, -+ , 8,) um referencial local de E e sy = % o referencial canonico de TR,
entao denotaremos por < o referencial local de E dado por € := (so, S) =(80,81,82, " ,Sn).
Assim, se w = (w;;) é a forma de conexdo de V com respeito ao referencial g, i.e.,
Vs; =YL, wi®8;,j=1,...,m, entdo definimos
—_—~ n .
V(sj):Z(IJ;.@)si, j=0,...,n, (5.1)
i=0
onde
0 0 0
. o' wl o wl m
w:(w;): A : , 9227;:191@81'-
0" wy wy

Em particular, %(so) = 0. Vamos agora verificar que w satisfaz as condi¢des de compati-

bilidade de uma conexao linear.

Proposicao 5.1. A aplica¢io V: T(E) — AYTM*, E) dada por (5.1) define uma conexdo

linear em E.

Demonstragio. Primeiramente observe que se sg; = Z;-Z:l(gaﬁ)gsa,j, entdao § € AY(TM*; E)

se escreve localmente na forma 6, = Z;”:l 07 ® 8q,j. Sendo assim, temos

o= 0, ®@Sar=> ( ei(gﬁ,aﬂ) CEIVEDY (Z(Qﬁ,@?%) ® 83,
Jj=1

=1 =1 j=1 \£=1

Como 03 = 0, em U,p = U, N Us, entdo 02 = Y7 (9s.0)i0%. Em outras palavras,
05 = g3.a0a. Além disso, sendo V uma conexao linear, entao wg = g;éwagag + g;édgaﬁ.

Logo, se gga := 1 @ ggo em Uyg, entao temos
N 0 0 )
Wg =
05 ws
0 0
- -1 -1 -1
9apba  YapWagap + Japdda,s

0 0 0
9;51 901 Walap + dga,ﬁ

1

0

1 0 0 0 1 0 0 0
= -1 + -1

0 gos 0o WaGap 0 gos 0 dgap

1

B 0 0 O 1 0 L 1 0 0 0
0 g;ﬁl 9& Wa 0 Jap 0 g;ﬁl 0 dga,ﬁ

= g;ﬁlwagaﬁ + g;ﬂldgaﬁ'
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]

A conexao linear V: I'(E) — AY(M, E) ser4 chamada de conexdo linear em E

induzida pela conexao afim d = (V,6).

5.2 O transporte paralelo em um fibrado vetorial

Iremos agora recordar o conceito de transporte paralelo numa conexao linear.
Sendo E um fibrado vetorial sobre M, V: I'(E) — AY(TM*; E) uma conexao linear e
S = (81, ,8,) um referencial local, entdo a derivada de uma secao local s =1 | a;s;

assume a forma

> da; @ s;+a;V(s;)

J=1

Il
M= T

da; ® s; + ZZa]wU ® 8;

j=1:=1

(dai + Z ajwij) S;

Jj=1

@
Il
—_

I
.M:

@
Il
—

Sendo 7: £ — M um fibrado vetorial e v: I — M uma curva diferenciavel,
diremos que uma aplicagao diferencidvel s: [ — F| (D) ¢ uma sec¢ao ao longo de de 7y se
s(t) € By = n ' (7(t)) para todo ¢ € I. Por analogia, definiremos a derivada covariante

de uma secao ao longo de uma curva da seguinte forma:

Definicao 5.2. Sendo V uma conexdo linear sobre o fibrado vetorial m: E — M, v: [ —

M uma curva diferencidvel e s: I — E uma se¢ao ao longo de v, entao a aplicacao

Dzit) = V(s(t) -+ (t) = Zn: ( ) + Za] Ywii (7Y 7’(t)) 8; (5.2)

=1

serd chamada de derivada covariante de s(t) = YI, a;(t)s; com respeito a V.2 Além

disso, diremos que s(t) é uma se¢@o paralela ao longo de v se

Ds(t)
dt

=0, Vt e l.

Dessa forma, sabemos do estudo das EDOs homogéneas que para todo v € E )
existe uma tnica se¢do paralela s(t) ao longo de ~(¢) de tal forma que s(ty) = v. Sendo
assim, s(t;) serd o transporte paralelo de v ao longo de ~(t), I = [to, t1]. Em particular,
se V é uma conexao linear no espago tangente 7'M, diremos que v é uma curva geodésica

com respeito a V se 7/(t) for uma secdo paralela ao longo de v(t).

2 Aqui estamos usando o abuso de notagio s(t) = Y1, a;(t)s;, onde a;(t) := @; o y(t), a;: y(I) — R.
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5.3 O deslocamento de Cartan de uma conexao afim

A defini¢ao original de Cartan pressupunha escolher um referencial e a partir
dele integrar as solugoes locais dadas em termos dos coeficientes de um secao do fibrado
tangente ao longo de uma curva diferencidvel por partes ([9, § 28]). Acontece que nao
¢é possivel definir uma integracao de forma assumindo valores num fibrado vetorial de
maneira a independer do referencial local escolhido, o que levou alguns especialistas a crer
que essa definicao s6 faria sentido localmente e dependeria do referencial local escolhido.
Acontece que Cartan se referenciava explicitamente a uma construcao global independente
de referencial ( [9, §§ 28-29]). Mostraremos aqui que o uso do transporte paralelo da
conexao linear no fibrado estendido nos fornecera a independéncia de referencial desejada

na construcao do deslocamento de Cartan.

Sendo d = (V, #) uma conexao afim sobre o fibrado vetorial £, considere o fibrado
estendido E = R x E e nele a conexao conexao linear V: T'(E) — AY(TM*, E) induzida

por d = (V,0). Logo, a derivada covariante assume a forma local dada por

Djft) = V(a0 (1)

t)so + Z ( )+ ao(t)0;((t) )+ Za] i (v fy’(t)) s (5.3)

Concluimos entdo que a derivada covariante de 3(¢) se anula se, e somente se,

ap = const
{ a;(t) + ao(t)8;(v(t)) - v/ (t) + Xj—y a;(Hwi; (1(2)) - 7'() = 0.

para todo i = 1,...,n. Em particular, o transporte paralelo de (1,v) € E;(to) ao longo de
~(t) é da forma $(t;) = (1,w) € E~( Assim sendo, w = m,(8(t1)) é o deslocamento
de Cartan de v = my(3(ty)), onde m: E=R®F - Rem: E=R®E — F sio as

projecoes no primeiro e segundo fatores de R @ F, respectivamente.

A argumentacao acima, em termos do transporte paralelo no fibrado estendido,
mostra que a definicio do deslocamento de Cartan nao depende do referencial escolhido.
Concluimos entao que o deslocamento de Cartan se da por sucessivas composic¢oes de

aplicacoes que assumem localmente a forma da solu¢ao da EDO linear

.Tll a1 (t) cee (111<t> T b1

x! an1(t) -+ ann(t) Ty, b,

onde zj(t) = aj(t), ai;(t) = —wi;(y(2)) - 7' (t) e bi(t) = —aobi((t)) - ' (1).
Sendo M uma variedade e V uma conexao em 7'M, entao podemos dizer, por abuso

de linguagem, que V define uma conexdo linear em 7M. Dessa forma, sendo M=RxM
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e~: 1 — M uma curva em M, entdo a curva 7,: I — M, dada por Fa(t) = (a,7(t)), seréd
chamada de curva estendida de v em M por a € R. Sendo assim, diremos que v é
uma curva geodésica com respeito a conexao afim d = (V,0) em T'M se () for uma
geodésica com respeito a conexao linear induzida V no espaco tangente estendido M ,

i.e., se

D'Y1(
dt

Vejamos agora como se comportam as geodésicas no caso particular da conexao

v

=V(F(t) -3 (t) =0, Vt € I.

mecénica de Cartan.

Exemplo 5.3. Seja d = (V,0) a conexdo afim galileana dada no Exemplo 3.9, i.e., a

conexdo cuja matriz de conexdo na base canonica de R* assume a forma
0" =dz', i=0,1,2,3,

0 0

( z) —Aldl'o 0
W =

! —A2%dz° 0

—A3d2® 0

Entdo a matriz da conexio linear V: T(E) — AY(TM*, E) induzida por d = (V,6) assume

a forma

o O O O

0
0
o |’
0

0 0 000
dx® 0 000
w=| daet —Aldz® 0 0 0
dz®> —A%dz® 0 0 0
dz® —A3dz® 0 0 0
Passemos entao ao cdlculo das geodésica com respeito a conexao V. Para isso vamos
calcular DZ O onde v_1 = 1. Seque de (5.3) que
D~'(t 3
0 s+ <% (1) + A1 (1) (1)) - () + z% e 7/(2?))
=0
3 ' 3
t)s_1+ Y [+ ()da (v(1) (1) + DA (Owis (v(1) -7 (1) | i
=0 §=0
ou seja,
DY) _ o t)s +Z( )+ A4 O (4(1)) - () + 2 (Dwin(r(B) 7))
It 1 7 T\ Y Yol)WiolY Y S;

)s-1 +Z t) + 7 (wio(Y(1) - 7' (1)) 8

Fazendo Zlit(t) = 0, basta resolver

> (0 (8) + o (Dwin (v (1)) -7 (1)) 8 = 0. (5.4)

=0
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Mas esta equacao equivale a

S () = A(1)%) s =D (W (1) = %) Ada®(4(t)) - /(1)) 8: = 0

=1 =1

Note que quando i = 0 em (5.4), v(t)so = 0. Portanto, v(t) = cy, onde ¢y é uma

constante. Substituindo na equagdo acima, obtemos
3
Z ( Co) ) = O
=1
Portanto, temos
7% (t) — A'co)* =0

Em particular, caso A® seja constante, chegamos em 7;(t) = A (Cot)

+c, para 1 =1,2,3.
Logo,

A(cot
() =1-s_1+cot- 80+Z<(;0) —I—c)si.
=1

Observacgao 5.4. Note que a ultima equagdo acima se assemelha d equagdo de Torricelli.

5.4 Deslocamento de Cartan em uma conexao que geometriza o

sistema newtoniano

Segue do estudo realizado na Se¢ao 2.2 que uma matriz de conexao que geometriza

0 sistema mecanico newtoniano se escreve na forma

0 0O 0 0 0 O 0 0 0 0
a® 0 0 0 0 a® 0 0 0 0

T=| 0" wytng om o om |=| 0 wy w w wy |, (5.5)
0 wi+ng miomsom3 0 wp wi w; wi
00 wytmg moms m 0’ @y w ws w

onde a condigbes de Cartan e Galileu nos dizem que
(,Ué = —AidIO, 1= 1,2,3,

wi=0, sei=0ej=0,1,2,3
nt = Yioo @l pda®,  @h = —ol .



Capitulo 5. A conexdo afim de Cartan e o fibrado estendido 94

Passemos entao ao calculo do deslocamento de Cartan (“geodésica”) com respeito a conexao

V. Iniciemos calculando Dz;(t), onde y_; = 1. Segue de (5.3) que

PO itss+ 3 (40) + 51100

wl] () '7/(t)) Si

0+ 27
=" (t)s_1 + zi: )+ Z V()i (y )
")+ 3 {0+ =) A () + o

=0

=3 ( )+ 70(t) (wh+ ) (v(£) /() + ;%(ﬂ%@(ﬂ) -w’<t>)

Mas, observe que
Yo(t) (wh+m) () -7 (8) = ((9000—,41

_ ((wa,o—fv‘)

Por outro lado,

Portanto,

NI

(7 + 7o(t (wo + 770) (v(t) )+ Z% 7’(75)) S;
2 (7 ( (E)70(t)* + Z wﬁ,k(v(t))%(t)%’c(t)) 8.

=0 7,k=0

iy
o

Utilizando a condigdo de geometrizagdo de Cartan (3.5), obtemos 7/ (t)—A*(vy(t)) = 0,
i=1,2,3.

Em resumo, acabamos de mostrar o seguinte resultado.
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Teorema 5.5. Se @ ¢ uma conexdo que geometriza o sistema mecanico newtoniano, entdo
o descolamento de Cartan coincide com a trajetoria dada pela seqgunda lei de Newton. Mais

precisamente,

7 ()= A(y(t)) = 0.

O resultado acima mostra que a estratégia de estudar os deslocamentos de Cartan
para conexoes que geometrizam o sistema mecanico newtoniano possuem sentido fisico.
Observe ainda que as condigoes de Cartan nos levam a equacao do movimento e sao
necessarias para que a conexao possa geometrizar o sistema mecanico newtoniano. Dessa

forma, torna-se natural o seguinte:

Problema 5.6. Eziste uma conexio ASD (ou de Yang-Mills) que satisfaca a condi¢io de

geometrizacao de Cartan?

5.5 Conexoes de Yang-Mills no fibrado tangente estendido

Seja M = R*, entdo £/ = T'M se torna automaticamente um fibrado métrico com
métrica euclideada induzida nas fibras gp := (-,)p : £ x E — R. Assim, definimos a

métrica natural em E = R @ E, dada por

9z = (g E x
((s,0), (

Note que tanto gr quanto gz sao métricas nao degeneradas de indice nulo. Em particular,
(_1)Ind(gE) — (_1)Ind(9§) = 0.

E — R
/

s ') — (s+5)+(v,0)g.

Exemplo 5.7. Seja d = (V,0) a conexao afim galileana dada no Exemplo 5.9, i.e., a

conezdo cuja matriz de conexdo na base canonica de R* assume a forma
0'=dz", i=0,1,2,3,

0
(wi) B —Alda®
J — A2dx0
— A3dx?

o O O O
o O O O
o O O O

V a conezio linear induzida no fibrado estendido e : A¥(TM* E) — AY¥(TM*,E) o

operador de Hodge induzido pela métrica gz. Faremos entao o cdlculos sequintes:

1. O resultado do operador de Hodge em Al(TM*,E), i.€e.,

xdx', i=0,1,2,3;
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2. O resultado do operador de Hodge em A2(TM*,E’), i.e., calcule

*(de' Adx?), i,j=0,1,...2,3;

3. *dvEnd * Rv,'
4. Iremos verificar que d*vEnde #0;

5. Iremos calcular R%

E

Comecemos cosiderando R* dotado do produto interno candnico com o sistema de
coordenadas

(t,z,y,2) = (2°, 2", 2%, 2%).

Logo,
dV = da® A dzt A da® A da?

¢ a forma de volume induzida por essa métrica. Assim, seque da Proposicao (4.24) que

(=1)OL23dzt A da® A da® = dat A da® A da®,

(=1) 302320 A da® A da® = —da® A da® A da®,
— )(
)

(=103 20 A dat A da® = da® A dat A da?,
= (=10 da0 A dat A da? = —da® A dat A da?.

sdz®
wdx!
s«dz?
swd a3

(dz® A dxt) = (=1) 0823 dg? A da® = da® A da?,
#(da® A dx?) = (=1) 0233 agt A da® = —dat A da®,
(dz® A da?) = (=1) 031D dat A da? = dat A da?,

(dzt A da?) = (=1)3203dg0 A da® = da® A da?,
#(dzt A da®) = (=1)330D a0 A da? = —da® A da®,

s(dz’® A da®) = (=1)30Dda0 A dat = da® A dat,

uma vez que
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(_1)(1,2,0,3) — (_1)2(_1)(0,1,2,3) — 1,
(_1)(1,3,0,2) — (_1)2(_1)(1,0,2,3) — (_1)(_1)2(_1)(0,1,2,3) — _1’

(_1)(2,3,0,1) _ (_1)2(_1>(2,0,1,3) _ (_1)2(_1)2(_1)(0,1,2,3) -1
Isso responde os itens 1) e 2).

Seja v: RY — R® a aplicagio de inclusao dada por 1(zo, T, T2, 23) = (1,10, 21, Ta, T3),
entdo tomamos E = 1*(TR®). Nesse caso, a base candnica {e_1,eg, ey, es, €3} forma um
referecncial ortonormal global de E. Passemos agora ao cdlculo de RY . Para isso, devemos

recordar que a expressio da matriz de conexao de V é dada por (ver 7.1)

0 0 0 00
dx? 0 000
D= de' —AYd® 0 0 0 (5.6)
dz? —A%dz® 0 0 0
dz® —A3dz® 0 0 0
Seque da equacgao estrutural de Cartan que a matriz de curvatura de V € dada por
Q=do+oAD
0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0
0 000 da® 0 000 dax® 0 0 0
=10 —dA'Adz® 0 0 0 [+ | dzt —A'da® 0 0 0 | A| dat —A'd2® 0 0
0 —dA2Adz® 0 0 0 de?> —A%dz® 0 0 0 dz? —A%dz® 0 0
0 —dA>Adz® 0 0 0 de® —A3dz® 0 0 0 dz® —A3dz® 0 0
0 0 00 0 0000
0 0 00 0 0000
=] 0 —dA'Adz® 0 0 0 [+ | —AYd2®Ad2® 0 0 0 0
0 —dA?Adxz® 0 0 0 —A%da®Ad2® 0 0 0 0
0 —dA>Adx® 0 0 0 —A3dz®Adx® 0 0 0 0
0 0 0 00
0 0 0 00
=10 d®AdA* 0 0 0O
0 d®AdA2 0 0 0
0 d®AdA® 0 0 0

Dessa forma, seque de (4.1) que essa matriz representa RY no referencial {T;;:j5=
—1,0,...,3}, onde T;; € representado na base ¢ = {e_1,eq, - ,es} pela matriz com

todas as entradas nulas, exceto aquela de linha i e coluna j, que assume valor 1. Em

o O O O O
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outras palavras,

(5.7)
dz0 A dA?
dz0 A dA3

0
i 0
[RV} —Q=| 0 dzOAadAl
0
0

o O O O O
o O O O O
o O O O O

ou ainda
RY = (d° AdAY) @ T + (dz A dA%) @ Tap + (dz° A dA®) @ T,
Logo,
*RY = #(da® AN dAY) @ Ty o+ #(da® A dA?) @ Ta + #(da® A dA®) @ T3

3
:Z* (dx® A dA") @ T

s
Il
—

At
7dl‘]) X Ti,O

I
NE
*
D
5
>

ij=1 €
3 Ai )
= Z gw * (d.ﬁl’o A dl"j) ® T@'70
ij—1 OTj
3 . JOA —
= > (-1 —(da' A AT A A d2) @ T
ij=1 Oz ’
A 0A! 0A!
= de' Nda?® + =—dx' ANda? )| @ Ty
;(8351 8952&7 :B~|—ax3x z° | @ T

uma vez que
#(dz® A da?) = (—=1)7 T dzt A - - Adzi A Ada?, j=1,2,3.

Passaremos agora a usar a Proposi¢cdo 4.0 e os comentdrios que a sequem a fim de calcular

d%End x RY. De fato, temos

~ 3 aQAz /\'
dopa * RY = Y (—1)'7! 5u7 —da? A (dzt A ANdpi A Nda) @ T
ij=1
3 L OA — ~
+ (=12 Y (—1)J*18—(daz1 Ao Adad A - Ada®) AVEYT )
ij=1 Ly
O?A

dz' A dz? A da? ® T

-y

ijl

ox?
—l—z 04 dl‘l/\-'-/\cjm\j/\.../\d$3)/\AVJEnd(T')
3 2,0)-

7,7=1
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Passemos agora ao cdlculo de AVSEnd(TLO). De fato, admitindo um certo abuso de linguagem,

obtemos

m=—1
3
= 5i,jV(eZ) Z (:};n X Tz 0(6m>
m=—1
3 3
:6z] Z wf®eé_ Z (/D;n@ézmez
{=—1 m=—1

3
o~ A Z ~0
{=—1

Sendo i = 1,2,3, entdo seque de (5.6) que &f = 0. Dessa forma,

3
V(T 0)(€) = -0 @ e+ 0> 0 @ eg = -0k @ e;.

/=0
Concluimos entdo que
0 O 0 0 0 0 0 000
0 O 0 0 0 0 0 000
VET)| = | -ty —@ —o) —@) -@) | = | —de' Alda® 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 000
0 O 0 0 0 0 0 000
0 O 0 0 0 0 0 000
0 O 0 0 0 0 0 000
V(T =1 0 0 0 0 0 [=| 0o 0 000
2, - - -2 -t dz® A%dz° 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 000
0 O 0 0 0 0 0 000
0 O 0 0 0 0 0 000
VeI =] 0 0 0 0 0 [=| o0 0 000
0 O 0 0 0 0 0 000
&%, - - -2 -2 —da® A3dz® 0 0 0
Logo,

’vJEnd(Tl’O> — —dl‘l ® Tiyfl + Aldl'o ® T,L'70’ Z = ]‘7 27 3



Capitulo 5. A conexdo afim de Cartan e o fibrado estendido 100

Concluimos entao que

- 3
dSEna * RY =) AA (dxl A dz® A dx?’) ®T;o

=1
: L 0A! — . .
+ Z o dxl/\-~-/\dx3/\~--/\dx3)/\(—dx’@Ti,q—i—Alda:O@Tiyo)
3,7=1 J
3 .
=Y AAT(da' Ada® Ada®) @ T
=1
_LOAT — ,
+Z —— A2 A (dat A ANdaI A AN daP) @ Ty
i,0=1 (L’]
+Z 104 dxl/\---AEE/\---Adﬁ)A(—dazi@T,-_l)
89&1 ’
:ZAAZ' (da' A da® Ada*) @ Tig
=1
04 — ;
+Z ——AMdx® A(dat A ANdaI A ANd2) @ T
1,j=1 l']
A — ,
—Z dx A(dat A ANdzi A Ndr) @ T .

Logo,

- 3
ASEna * RY = S AA (dxl A da® A da:g) ®Tio

=1
3 _OA — 5
+ > (- xAldx A(dx' Ao ANdxd A ANda?) @ T
i,7=1 J
3
— Z V- A(de' Ada? Ada®) @ T ;.
=1

Seque da Proposicio 4.6 que

# (da' Ada? Ada®) = (=1)1250da = (—1)%(=1)©"2Vda® = —da®
= (—=1)0230 gt = (—1)}(—1) 129 ge! = da!

= (=1)ODda? = (=1)'(=1) OV = —da?
= (-1)

1 (0,1,2,3)(1333 _ dﬂfg.

*(dz° A dz® A dx®
#(dz® A dat A da?
(dz® A dat A da?

\/\/\_/v

Logo,
#(=1)7 Y (da® A (dz" A Adad A -+ Ada®)) = dad
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Dessa forma,

- 3
#lgpg * RY =" AA « (dz' Ada? A da®) @ Ty
& aAl i 0 1 o 3
+ > (- — A"« (da” A (dzt Ao ANdad AN ANda?)) @ T
2,7=1 x]
3
— Z V- Ax(de ' Adae' Ada® Adx?) @ T ;.
(Z AA'dz® + Z A’da:’) ®T;p— Zdw Az’ @ T; ;.
7] 1 =1
Sendo U a fungdo potencial do campo A= Y3 | Ale;, entdo temos A; = —é’%- Assim
sendo,

GenaRY = (=) e+ RY
3 3 ] 3
= | Y. 9;0;0,Uda® + > (0;0,U - 8,U)da’ | @ Tip— > AUd® @ T} .
3,j=1 4,7=1 i=1

Logo, a conexdo de Cartan introduzida no Exemplo 3.9 nao é uma conexao de Yang-Mills.

Encerramos esta se¢ao com alguns comentarios a respeito da nogao de Calibre de
Coulomb ([18, p. 39], [28]). No contexto geral de teoria de calibre, é por vezes importante
encontrar um calibre local, i.e., um sistema local de referenciais para o fibrado FE, de tal
forma que a matriz de conexao w = (w;) de uma conexao (linear) com respeito a esse
referencial satisfaca a equacao

d*w=0.

Agora recorde da Proposicao 2.4 que, de acordo com o principio de Galileu, a for¢a em
um sistema mecénico ndo varia com o tempo (cf. [4, p. 9]). Assim, se w é a matriz de

conexao de Cartan no fibrado estendido (5.6), vista no exemplo anterior, entao
d*wh = —dx A'dx®
= d (Aldz' Ada® A da)
3 8 z

¥,

=0,

dz’ A (dxl Adz? A dx3)

T

para todo i = 1,2, 3. Logo as coordenadas canonicas do R* geram um sistema de referenciais

nas quais a conexao de Cartan estd no Calibre de Coulomb (cf. [17, p. 55]).
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6 Conexoes ASD e mecanica newtoniana

Neste capitulo iremos tratar das conexées ASD com tor¢ao nula geometrizando o

sistema mecanico newtoniano.

Recorde que o Teorema 5.5 nos garante que a estratégia de estudar o deslocamento
de Cartan em uma conexao no fibrado estendido é uma abordagem adequada ao estudo da
mecanica newtoniana. Embora Elie Cartan tenha encontrado uma conexdo que geometrize
o sistema fisico da mecanica newtoniana, ela ndo minimiza o funcional de Yang-Mills.
Como no caso de um sistema fisico mais complexo nao se sabe exatamente quais sao as
leis do movimento e nao se espera que uma solucao explicita seja tao facil de alcangar, é
razoavel que busquemos uma solugdo que minimize o funcional de Yang-Mills no caso mais
simples. Tal abordagem oferece um roteiro seguro para casos mais gerais que o sistema

mecanico newtoniano.

Neste capitulo vamos obter as equagoes que caracterizam uma conexao ASD que
geometriza o sistema mecanico newtoniano, que se caracterizam por pontos criticos do

funcional de Yang-Mills.

6.1 Conexdes ASD com torcdo nula

De inicio iremos verificar quando uma forma w € A*(TM*,R*) é antiautodual.
Recorde que C?* = {I = (i1, ,iy) € Zy : 1 <y < -+ < i, < n}.

Proposigao 6.1. Seja w = Y11 41)eczati;de’ Adx? € A*(TM*,RY), entdo w é antiau-

todual se, e somente se,

Qp,1 = —Aa23
Gp,2 = 1,3
Qp3 = —a12

Demonstracao. Sendo
w = aovldxo/\dxl+a072dm0/\dx2+a0,3da70/\dx3—|—a172d$1/\dx2+a173dx1/\dx3+a273dx2/\dx3,
entao temos,

*W = a071dx2 Adx®— aojgdxl Adzx? +a0,3dl’1 Adx? +a172dx0 Adx®— G1’3d$0 Adzx? +a2,3dl’0 Adxt

Uma vez que *w = —w, para que w seja antiautodual, concluimos entao que
Gp,1 = —Q23
Qp2 = 1,3

ap3 = —a12

)
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]

Com base na proposicao anterior, podemos verificar quando uma conexao afim é
ASD.

Proposicao 6.2. Seja V a conezio estendida com torcao nula e forma de conexdo no
fibrado estendido dada por

onde 6 = (0), 0" = da' + 9" e w = (W), wi = Xj_gol,da®. Entio a sua forma de

curvatura 2 € ASD se, e somente se,

. . 3 . . . . 3 . .
(80‘13‘71 - 810‘3‘,0) + sz_:o(ai,oaj,l - 042,10‘;,0) = _(820‘;‘,3 - 830'/;',2) - 820(0{?9,20{;,3 - 042,304;,2)
. . 3 . . . . 3 . .
(8()@;-72 - a20‘;',0) + Sgo(a;,oajg - O‘é,2a§,o> = (8104;',3 - a30‘;',1) + Sgo(a§,1a§,3 - 0‘2,3“?,1)
. . 3 . . . . 3 . .
(8004},3 - 8304;‘,0) + ;0(0425,004;,3 - ai,saj,o) = _<8104;‘,2 - 8204},1) - Szz:o(azmaiz - O‘i,2a§,1)
(6.1)

Demonstracao. Observe que a matriz de conexao de V ¢ dada por

0 0 0 0 O

00 0 0 0 0

o= 0" w w wi wil,
2,2 2 2 92
0° w; wi w; w;

3.3
0 wy wy wy ws

de onde segue que sua curvatura satisfaz a relacdo Q = dw + & A @, i.e.,

Q_oo+ovoo_ 0 0 (o0
\ dh dw 0 w 0 w/) \dod+wnd dotwirw /| O Qf°

Agora recorde que Q é ASD se, e somente se, O = —0 e *Q = —. Como a primeira
das duas condigoes segue imediatamente do fato da conexao ser livre de torcao, basta
verificarmos sob que condigoes esta ultima condicao é satisfeita. De fato, sendo w;- =

3 i k i ox ~ =
> k=0 @ - dz”, onde af; sdo fungoes suaves, entao temos

3
dwf =Y 8la}7kdxl A dat = > (0, — &Ca;l)dxl A da®
1,k=0 1<k
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Além disso,

3 3
zg)wi/\w;:Z[
—

Dessa forma, podemos escrever €2;; como

3
— { i s
Qij = dw; + > Wy A\ Wj
s=0
3

=" [0y, — Ot + D (a0, — ol pad)) | dat A dat
<k s=0

Por fim, utilizando a Proposi¢ao 6.1, obtemos as equagoes (6.1). O

6.2 Conexdes ASD livre de torcao e e mecanica newtoniana

Nesta ssecao iremos estudar as conexoes ASD com tor¢ao nula que geometrizam o

sistema mecanico newtoniano.

Naturalmente, a ideia agora é escolher as funcoes aé i de tal forma a geometrizar o
sistema mecanico newtoniano. Recorde do Exemplo 3.9 que ao considerarmos um sistema
de referenciais {e;} dado por um referencial ortonormal fixo em R* (base candnica) e nele

tomarmos a conexao afim galileana d = (da:i,wé), onde

0 000
| —Ad® 0 0 0
w=(u5) = —A%z° 0 0 0
“A%d® 0 0 0

Entdo segue da Proposicao 3.11 que d' = (dz’ 4 n',w} + 7}) é uma conexao afim que

geometriza o sistema mecanico newtoniano se, e somente se,

3

i, 0, J _
ZUUQOM—O,
i,6=0

onde
3

W=D phadet, PV =S (1t P = o P 3 (1)
k=0 £=0 (=1
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Consideremos como primeira abordagem o caso da conexao afim da forma d’ = (dz*, wj- —|—77§).

Assim, a matriz de conexao no fibrado tangente estendido assume a forma

0 0 0 0 0
dz” o Y n n

" dz' —A'da®+nf 0t omy i |,
dz* —A%ds®+n2 ni 03 n3
dr® —A%dx®+uf mi o ng

&
Il

onde ,
n. = Z goé»’kdxk .
k=0

Utilizando as equagdes (6.1), obtemos

, A A 3 ,
> (0058 = Pha0) = = [(8190},2 — 0a0) + 2 (€515 — <pi,2<p§,1)] :
(6.2)
onde afy = @h, — A para todo i = 1,2,3 e o}, = ¢} para todo i,j = 1,2,3. Mais

precisamente, como go?k = 0, entao temos

' j S i [ i i S i s i ]
(Oo51=0195.0)+ 2 (50951~ %an950) = = | (02055=0s052)+ & (0205594 5052)

] ) 5 i 5 ( s i s
(952025504 X (P0850—Plabio) = |(O1655=0s50)+ X (#L1655=¢ha5a)

i ) 5 i 5 ( s % s |
(30903‘,3_8390},0) 32 (905 0901, 902,390}?,0) = - (61%‘,2_82%‘71) 521 (S05,1Wj,2_80s,2¢j71)

(6.3)
para todo j # 0. Por outro lado, se j = 0, temos
) ) 3 ) ) 3
(80‘96,1_81906,0)"‘2(9915,0903,1_99;,1998,0) (82900 3 83900 2)— Z ‘Ps 2990 3 Sps 3‘»00 2)— 1A~ Z L»Os 1A°

s=1 =1 571
3 3

(80900 2 82‘90 0 +Z ‘Ps 0990 2 ‘Pa 2‘90 0)= (81900 3 63‘90 1 +Z(‘Ps 1900 3 ‘Pa 3900 1)— 521‘”-2 ‘92,2‘45

571 s=1 s=1

3
(60‘»06,3_83906,0)"'2(5015,0‘198,3_‘9;3508,0) (81%902 82900 - Z @5,1‘98,2_902,2908,1)_83’41_Z 90;3‘48

s=1 s=1

6.3 Conexdes ASD de Galileu-Cartan

Tendo por base a abordagem original de Elie Cartan, nesta secio iremos estudar
as conexoes ASD que satisfazem as condic¢oes de antissimetria de Galileu-Cartan (3.6).
Essencialmente, iremos estudar a influéncia das antissimetrias sobre as equacoes encontra-
das na se¢ao anterior. Iniciamente apresentaremos o resultado para o caso geral; ao final,

estudaremos o caso particular de uma dimensao espacial.
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Recorde que uma conexao afim que satisfaz as equagoes (3.6) é da forma

d' = (da', Wi+ 1)),
onde
wh = —Adz® Vi=1,2,3,
;=0 Vj=0,1,23,
77; = Zi:@@ikd:ﬂka @;Jg = _902;,] \V/] = 07 17 2a 37 .

Em particular, ela geometriza o sistema mecanico newtoniano. Dessa forma, sua matriz
de conexao ¢é da forma

0 0 0 0 0 0 0 00 0
d® 0 0 0 0 d® 0 0 0 0
w=| 0 wytm m om ony [ =] 0 @
02 wit+ng mon om 0 =i
07 wi+m mioms o n 0> @

Vamos agora estudar as equagoes (6.2) para esta matriz de conexao. Para j =0ei =1
temos

3

1
(‘909"(1),1*8190(1),0)+ Z (90;0‘108,1*‘/’5’1998,0) (82‘190 3*83500 2)— Z ‘Ps 2900 3 9"5 3‘{’0 2)—04 Al— Z ‘P 1
s=1
3

1 :
(80905,2*3259(1),0)+ Z (90;,0908,2*@52903,0):(31900,3*33%0,1)+ Z (%,1908,3*5"5,3908,1)*82‘41*Z 90;,2‘4 )
s=1 s

7

@ \

=1 s=1

w

3 3
1 1
(3050(1),3*83‘9(_1),0)+ Z (WS,OLPS,3*¢;,3W3,0):*(‘9150(1),2*829"%),1) Z (Ws,1W8,2*‘P§,2W8,1)*‘93A1*Z Wi,BA
s=1 s=1 s=1

Aplicando as antissimetrias, obtemos

3 3
8090(1),1+ Z 90;0@8,1: _(82<P(1),3_83<P(1),2)_ Z (¢i,2908,3_90i,3¢8,2) - 31141 P, 1142 s, 1A3
s=1 s=1

a0900 2T Z 905 0900 2= 6)1900 3 6)3900 1 Z 905 1900 3 905 3%00 1) — DAt — 90%,2A 903 2A

s=1

3
S 1 S S 1 2
8090(1),37L Z ‘Pi,o%,:&: _(81805,2_82900 1 Z 905,1%,2_(?;2%00,1) — 03A" — 90%,314 - 90%,344 )

s=1 s=1

ou ainda,
3 .

a09‘7(1J,1 — 01 A + a290(1),3 - a390(1),2 = 21(80;,090(5),1 + 80;,290(5),3 - Soi,s@é,z) - 90%,1142 - 90:13,11437

(9080(1),2 - 81905,3 + 0, A" + 83<P(1),1 =X (- @i,o%Oaz + ¢;,1903,3 - 90;,3908,1) - 90%,2141 — P3, 2A3

=1

vl

3
a090(1),3 + 81905,2 - a290(1),1 + O3 Al = 21(@1,0%08,3 + ‘P;,l@gz - 80;,2903,1) - 90%,3‘41 — ¥ 3142
(6.4)
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Para o caso j =0 e ¢ = 2, temos

3 3 3
(60@3,1*81‘9(2),0)+Z (‘PS,OW(S)J*‘/’5,1@8,0):*(82503,3*83503,2)*Z (9"?,2‘/’3,3*‘93,39"8,2)*‘91‘42*Z 9"?,1‘45:
s=1 s=1 s=1
3 3 3
(80‘9(2),2_6290(2),0)+2 (WE,O‘PSJ_‘Pizﬂag,o):(aﬂpgs_8350(2),1)"‘Z(903,1908,3_‘95,3908,1)_82‘42_Z 995,2’4
s=1 s=1 s=1
3 3 3
(80‘P%,3_8399?),0)+Z (993,0903,3_903,3998,0):_(81@3,2_82908,1)_Z (<P§,1<P8,2—90§,2<P8,1)—BBAQ—Z ‘P§,3As-
s=1 s=1 s=1
Aplicando as antissimetrias, obtemos
3 ) 3 ) 3
2 S \__ 2 2 S 2 S 2 2 S
80900,1"’ Z (903,0900,1)— _82800,3 + a3§00,2_ Z (<P372900,3_905,3900,2) - 8114 - Z 905,114 )
s=1 s=1 s=1
3 ) 3 ) 3
2 S \__ 2 2 s 2 s 2 2 s
oo ot Z (Pe090,2)= 0195303051+ Z (Pe1P03—Ps3P01) — O2A” — Z ©soA,
s=1 s=1 =1
3 ) 3 ) 3
2 S \__ 2 2 s 2 s 2 2 S
a0%,34’ Z (@570900,3)— —31%,2 + 82900,1_ Z (@5,1800,2_%05,2800,1) — 03A” — Z %,314
s=1 s=1 s=1
Reorganizando as equacoes, chegamos as equagoes
3
2 2 2 2 2 s 2 s 2 s 2 42 2 A3
80900,1 + 01 A + a2900,3 - 83900,2— Zl (905,0300,1 + o, 2900,3_905,3900,2) - 902,114 - 903,114 )
s§= ’
3
2 2 2 2 2 s 2 s 2 s 2
@0900,2 - 81900,3 + 0y A + 83g00 21 (— ©50%02 T ¢, 1@0,3_%,3900,1) - 801,214 — ¥3 2A
s= ’
3
2 2 2 2_ 2 s 2 s 2 s 2
a0%00,3 + a1§00,2 - a2900,1 — 03A 21 (%,0900,3 + P 1900,2_903,2900,1) - S01,3A — P2 3A
s= ’
(6.5)
Para o caso j =0 e 7 = 3, temos
3 3 3
(60903’1—81@870)—&— Z(992,09"8,1_‘Pg,l9"8,0):_(82@08,3_83‘98,2)_ Z (995,2‘?3,3_‘93,39"3 5) =01 A%~ Z ‘1" A
s=1 s=1
3 3 3 3
s < K s s
(‘3)0‘!"8,2*829"8,0)+ Z (‘Ps,oﬂ%g*@2,2@5,0):(61@3,3*‘93‘/’(3),1)+ Z (@s,l‘PS,s*‘Pg,:’,%@o,l)*32‘43*Z @2,2A
s=1 s=1 s=1
3 3 3 3 3
(60908,3_83993,0)+ Z (Ws,o‘PS,s_‘92,3508,0):_(81@8,2_82@8,1)_ Z (%,1908,2_‘»"2,2903,1)_63‘43_Z 603,314
s=1 s=1 s=1
Aplicando as antissimetrias, temos
3 , 3 , 3
3 s \__ 3 3 s 3 S 3 3 s
ao(ﬂo,ﬂL Z (Sﬁs,o‘POJ)— _82900,3 + a3‘P0,2_ Z (905,24%,3—805,3900,2) —0,A°— Z Sps,lA
s=1 s=1 s=1
3 ; 3 5 3
3 s \__ 3 3 s 3 s 3 3 s
80900,2"‘ Z (903,0900,2)— 81900,3_83900,1+ Z (903,1900,3_905,3‘:00,1) — O A” — Z 905,214
s=1 s=1 =1
3 ; 3 \ 3
3 s \__ 3 3 s 3 s 3 3 s
a0900,3"‘ Z (90570900,3)— —31900,2 + 82800,1— Z (80371900,2_903,%00,1) — 034 — Z 803,314
s=1 s=1 =

ou seja,
S 3 S S 3
a0%03,1 + 01 A% + 82903,3 - 83903,2: - 21 (‘PZ’,O‘POJ + (PS’2<P0,3_90§,3900,2) - 902,1142 — ¥3, 1143

3
S 3 S S
60903,2 a1900 g+ 0 A% + 6)38001 > (‘@30900,2 + Sps’l%,s_@g,s%g) - 90?,214 903 2A

s=1 ’
3 3
iz + O1ph0 — Dol + 03 A= — 21 (03 00 5 + 90871908,2_903,2903,1) - 90?,3/4 ©5 3A
(6.6)
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Vamos agora aos casos em que j # 0. Analisando ¢ = j, para ¢ = 1 temos

3 3
1 s s 1 s s
(80%,1—3190%,0)4' Z (S03,0S0171_90i,1901,0>: - [(82@%,3_83@%,2)“‘ Z (905,2901,3_@,3901,2)]
s=1

s=1

3 3
1 s s 1 s s
(Bp1.2—02010)+ D (P45 001 2= 08 207 0)= l(alwi,g—aswi,lﬂ > (sos,lsol,s—sai,gwl,l)]
s=1 s=1

w

3
1 s s 1 s s
(8090%,3_8390%,0)"‘ Z (905,0901,3_90;3901,0): - [(8190%,2_3290%,1)"‘ Z (905,1§01,2_<Pi,2901,1)]
s=1 s=1

Segue que

3 3
1 s 1 s s
—8190%,0‘1‘ Z (_(&71901,0): - [(82‘1@%,3_83@%,2)"‘ Z (90572<P1,3_‘P§,3%01,2)]
s=1

s=1
S L
B0t 3= 0201 o+ D (0,08 2= 125 0)= 01015+ D (95191 3)
s=1 s=1
1 1 > 1 >
80901,3_63901,0"' Z (9037090?3_903,390?,0): [ 1%01 2)+ Z 905 1901 2 ] .
s=1 s=1

Simplificando a expressao acima, chegamos em

3 1
—31%0%,0"‘8280%73_83@%,2: - 321 (—Spi,ﬁpio + 9057290?3_‘/3;,390?,2)
3

S S 1 S
3080%,2 - 8190%,3_3290%,0: 21 (_90;,0801,2 + (10;,2901,0 + 9057180173) (6.7)
3 1
Dop1s = O1p12=05010= — X (00015 = Paspio + 0, 910)-

Para 1 = 7 = 2, temos

3 3
2 s s 2 s s
(60903,1—61%03,0)4‘ Z (905,0902,1_903,1902,0): - [(82903,3_83903,2)"‘ Z (905,2902,3_905,3902,2)]

s=1 s=1

3 3
2 s s 2 s s
(80<P§,2—8290§,0)+ Z (€0570<P2,2_90§,2902,0): [(81903,3—83903,1)"‘ Z (905,1902,3_@?,3902,1)]
s=1 s=1

3 3
2 s s 2 s s
(80903,3_83903,0)"” Z (%70902,3_90?,3%02,0): - [(81903,2_82903,1)+ Z (905,1@2,2_<P§,2902,1)]

s=1 s=1

4

3 3
2 s s 2 s
80903,1_@1903,0"‘ Z (9057()%02,1_%0?,1%02,0): - [32903,3"‘ Z (905,2%02,3)1

s=1 s=1

3 3
_32903,0"' Z (—@igsﬁi,o)z 81803,3_83%03,1+ Z (¢§,1¢§,3_90§,3903,1)
s=1 s=1
> 2 5 2
2 2 S 2 S 2 S
80<p273—33<p270+ Z (%,0902,3_903,3902,0): a2902,1_ Z (_‘Ps,z‘Pz,l)
s=1 s=1
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4

3 2
8090%,1_3190%,0 + 8280%,3: 52:31 (9030%05,1 - 903,1905,0 - 905,2('0573)

3 2
—alSO%,s_a?SO%,o + (9390%,1: > (@3,2803,0 + 90571%03,3_90?3903,1) (6.8)

=1

3 2
8090%,3 - 82(?%,1_83‘:0%,0:_ > (80§,090§,3 - Spg,:a%og,o - 905,2905»0

s=1

Caso i = j = 3, temos

3 3
3 s s 3 s s
(3090%,1—8190%,0)4‘ Z (903,090371_90:;1903,0): - [(82@2,3—83902,2)"‘ Z (90572903,3_902’,3903,2)]
s=1 s=1
3 3
3 s s 3 s s
(80903,2_82903,0)"‘ > (903,0903,2_902,2%,0): l<81%0§,3_8390§,1)+ > (905,1903,3_903,3803,1>1
s=1 s=1
3 3
3 s s 3 s s
(80¢§,3_83¢§,0)+ Z <905,0903,3_90§,3903,0): - [(a1¢§,2_a290§,1)+ Z (903,1903,2_<P2,2903,1)]
s=1 s=1
U
3 3
Ao 1= 01939 + D33 o=~ P (V20951 — Li1¥50 — P, 3P52)
3 3
Do o023 o +035 1= Py (—020¥ia + ¥la950 — ¢, 4051) (6.9)
3 S 3 S S
81¢§,2_8280§,1_8390§,o:_ 521 (_902,3%03,0 + <P571903,2_90§,2903,1)

Caso (7,7) = (1,2), temos

Mee

(‘%‘P%J—aﬂpio)"‘

»
I
—

1 s s 3 1 s s
(%,0%02,1_%0;,1902,0) == {(8290%,3_8390%,2)"‘ > (805,2‘@,3_@;3902,2)]

s=1

Mee

(80905,2_82905,0)4'

s=1

3
(@i,o¢§72_90;,290§,0) = [(81%05,3_33905,1)"‘ > (901 1903,3—90;3905,1)}

s=1 ’

3 1 S S 3 1 S S
(80805,3_03905,0)‘1‘ 521 (90570902,3_90;,3802,0) = - {(8190%,2_8290%,1)‘*’ 321 (905,1802,2_90;,2902,1)]
I3
1 1 1 3 1 s 1 s I s
80<P2,1_81€02,0+82902,3: - 21 (%,0%02,1 — Ps1P20 T 808,2902,3)
3 1
—81%0%,3—3290%,0"‘83%0571: 21 (_ﬁpi,zﬁpg,o + 905,190573_90;390571) (6.10)
3 1
6090%73_8280%71_8%03,0: -2 (90;,0905,3 - 90;,3905,0 - 9087280371)

1

»
Il

Caso (i,7) = (1,3), temos

3 3
1 s s 1 s s
(8090:%,,1—8190%,,0 + Z (SDS,0903,1_‘P;,1<P3,0):_ [(8290:%,3_8380:%,2)"‘ Z (903,2903,3_(?;,3803,2)]
s=1 s=1

> 1 1 1 1 > 1 1

> (ovtamrhariol= | Qupls—dap )+ 3 (whavtsmvharty)

—

s s=1

)
(6090:15,2_8290;,,0)
)

+
& 1 1 1 1 J 1 1
1 1 s S S S
(60903,3—83903,0 + Z (@3,0903,3—905,3903,0):_ [(81803,2—82903,1)"‘ Z (90571903,2_%,2%03,1)]

s= s=1

—_
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\I%
3 1
Qo031 =01930= 050307 2 (Pao¥hn = Paaio = ¥, 5952
3 1
8090%,2_6290%,04'83%0%,,1: 21 (‘@i,o‘ﬁgg + 0t o050 — 90373903,1) (6.11)
3 1
O1p32= 02031 05030=— 2 (—0a30i0 + 0, 1 Pi2—Pa2i)

S=

Caso (7,7) = (2,3), temos

NE

(60903,1 -0 ‘Pg,o)"‘

—_

S

3
2 s s 2 s s
(905,0903,1—903,1903,0):_ [(82@3,3—53@3,2)"‘ Z (905,2903,3_90?3%03,2)]
1

3 3
2 s s 2 s s
(80903,2_82903,0)"‘ Z (903,0903,2_9032@3,0): [(01¢§,3—0390§,1)+ Z (905,1803,3_9033@3,1)]
s=1 s=1
2 2 > 2 2 2 2 & 2 2
(80903,3_83903,0)+ Z (903,0905,3_805,3@3,0):_ [(81@3,2_82@3,1)"' Z (905,1903,2_%05,2903,1)]
s=1 s=1
U
3
o931 =01950=0505,=— 2 (Plo9hn — iaho — ¥ia¥i)
3 2
Oop52= 02050 + 0a030= 2 (—@loPha +¥laho = ¥ %51 (6.12)
S 2 S S
—63903,0"‘81%03,2_82%03,1:_ 321 <_90§,3<P3,0 + 90511@3,2_@?,2903,1)

Caso (i,7) = (2, 1), temos

Mee

(8090%,1_8190%,0)4'

s=1

3
(@i,oﬁg_@g,ﬁpio) == {(8290%,3_83%0%,2)4‘8;1 (Spg,z@i?,_%,?,@iz)]

e

(6080%,2_5290%0)‘1'

@
Il

2 S S 3 2 S S
) (905,0901,2_90§,2801,0) = [(61%0%,3_63%0%1)4‘ 321 (905,1801,3_903,3901,1)}

w
w

(80<P%,3_8390%,0)+

S

2 S S 2 S S
1(905,0901,3_903,%0170) == {(6190%,2_6290%,1)+ 1(9057190172_9032901,1)]

s

4
—8190%,0+3290%,3_3390%2: - 5231 <_90§,190§,0 + 90?290?3_90?3%01?,2),
0080%,2 - 8190%,3_8290%,0: Siil (_903,080?2 + ‘P?z%pio + ‘Piﬁph)a (6.13)
6090%,3 + 8180%,2 - 63S0%,0: - 531 (SDg,OSDi?) - 903,390?0 + 90219012)-

Caso (7,7) = (3,1), temos

e

(8090?,1_8190?,0)"‘

Vol
[y

3 S S 3 3 S S
(905,0901,1_(??,1%01,0) == [(8290:1),3_8390:1%,2)"‘821 (903,2901,3_90?3‘?1,2)} )

303 s 503 s
(8090?,2—8290:{’,0)4‘8;1 (90570901,2_@?,2901,0) = [(81<P?,3_83<Pi1)+s;1 (‘PS,1901,3_90§,3801,1)] )
3
(0008 3—030% o)+ 2

©
Il
-

3
(Penis—Piaeio) = — [(3190?,2—3290?,1)+s§1 (@i,lsﬁi‘,z—wi’,wil)} :
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4
_al@io + 82<p“;’73—8390§’72: - Sil (_Soiﬁpio + 80372@,3_@?,390?2)7
30%0:%,2 - 3180?,3_6280?,0: 523:1 (_90:;,090?2 + @3,290?0 + ‘Pi,l%@i?))a (6.14)
8090:{),3 + 8190:{,2_8390‘%,0: - s§1 (@i,o%piza - 903,390?0 + 90;37190?2)-

Caso (4,7) = (3,2), temos

503 s 503 s
(80<P%,1_81<P%,0)+8¥1 (‘PS,0902,1_90§,1§02,0) = - {(62@3,3_6%0%,2)"' > (%72%02,3_%02,3902,2)]

s=1

(8090%,2_82903,0)4' ;331 (@3,0905,2_902,2905,0) = [(81903,3_83903,1)+ 52:21 (903,1905,3_90?,3%05,1)}
(80‘93,3_83‘93,0)"‘ Z: (‘P::p@g,z_g’g,s%@;,o) == [(8180%,2_8290%,1)"‘;: (@3,1‘?3,2_<P§,290§,1)]
4

D31 —01ph0 + Doz = — 21 (P20031 — 91950+ @, ,935)
—8190?2),3_8290?2),0 + a3‘?%’,1: 5231 (@2,2905,0 + 903’1805,3_902,3@31) (6.15)
Dopl 3— 023 1 —D3iph o= — ; (V20083 — P2s080 — ©0,081)

Em resumo, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 6.3. Seja d' = (dxﬂwé + 77;) uma conexdo afim tal que wh = —A'dz" para todo

i=1,2,3, w) =0 para todo j = 0,1,2,3 e ni = X4_o ¢l pda®. Entio para que d' seja uma

conexdo ASD e de Galileu-Cartan é necessdrio que equagoes (6.4)-(6.15) sejam satisfeitas.

Exemplo 6.4. Vejamos agora o que acontece com essas equagoes em um modelo com uma

unica dimensao espacial. E razoavel propor a conexdo da sequinte forma:

0 0 0
o=\ 6 0 0
o — Al 4} )
onde,
1 _ 0 1 2 3
{ Mo = Po0dx” + @o1dr” + @o2dx” + @ozdr
7’]% = (,0170dl‘0 + (,0171dl‘1 + (,0172(11'2 + (,0173(11'3
Primeiro iremos analisar o caso j = 0. Utilizando as equagoes (6.2):

1 1
(Dop01= (g o—A"))+ > (@ 0P01=051(000—A")) = —(0y003—D30,2) — ) (42003~ ¥ 3%0,2)

S=

1 1
(80900,2_82(900,0_A1))+ 20 (O‘s,oSOO,Q_SOs,Q((Po,o_Al)) = (81900,3_83900,1)+ 20 (90571900,3_905,3900,1)

1

Z (908,1 0,2 _30572900,1>

1
(P03 =Ds(po0=A"))+ 3 (00205 ual(Poo=A")) = —(9102=02001)— 32
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Recorde que as condicoes de geometrizacao sao dadas por

gp}k =0, sej=k,
Yix T er; =0, sej#k

Sendo assim,
1
2 (¢s,200,3 — Ps,300,2)

1
Dopo1 + O AL + 2_:0(045,0800,1 + 51 AY) = —(Dapo,3 — B3002) — A

S

1 1
Dopo2 + Da AL + 2_:0(%,0%00,2 + ps2AY) = (B1p03 — O3p0,1) + Z_:O(@s,l%,?, — ¥s3%0,1)

1 1
dopo,s + 05 A + 20(05,0900,3 + s 3AY) = —(O1po2 — Do) — 20(905,1@0,2 — Ps,290,1)

S=

80p0,1+01 At +(—Alpo,1+¢0,1 AN +(p1,000,1+91,1 AY)=—(02¢0,3—300,2) — (0,20,3 —0,390,2) — (1,2$0,3—¢1,3¢0,2)
op0,2+02 A1 +(— Al o 2+00,2AN)+(¢1,000,2+¢1,2A1)=(0100,3—03%0,1) +(0,190,3—%0,3%0,1)+(1,190,3—¥1,300,1)

Bop0,3+03 At +(— Ao 3+00,3A1)+(01,000,3+¢1,3A1)=—(8100,2—02¢0,1) —(0,1%0,2—0,2¢00,1) — (¥1,190,2—%1,2600,1)

Ou ainda,

oo + A — (900,1)2 = —02p03 + 03002 — ©1,290.3 + P1,390.2,
a0<P0,2 + 5’2141 + ©1,000,2 + 901,2141 = a1%00,3 - a3<P0,1 — ©1,390,15
Dopos + O3 A + 10003 + p13A = —01002 + G201 + P1.2¢0.1-

Vamos supor que @19 = @13 = o2 = o3 = 0

Oopoa + O Al — (@0,1)2 =0,
DAY = D500 1,
(93A1 = a2%00,1-

Natural supor que po1 e A', nio depende de x®. Portanto, sé nos interessa a primeira
equacao
a04,00,1 = (900,1)2 - 61A1'

Para 7 =1 temos as sequintes equacoes:
1 3
(Qospr,1 — O1p1,0) + 20(043,0801,1 — Ps1¢10) = — (213 — O3p12) — 20(805,2901,3 — Ps3012),

1 1
(30901,2 - a2%01,0) + 20(043,0901,2 - %,2%01,0) = (51901,3 - 83301,1) + 20(905,1901,3 - 805,3901,1),

1 1
(30<P1,3 - a3901,0) + 20(043,0801,3 - %,3801,0) = —(31901,2 - azwm) - 20(905,1%,2 - %,2%,1)-
Utilizando as mesma suposicoes do caso anterior e as equagoes de simetria, obtemos as
equagoes
1
—01p10 + 20(—90571%01,0) =0

—0Oa10 =10
O3p10=0
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Nos interessa a primeira delas que é

dpo = —(900,1)2
Com analise do caso 7 =0 e j = 1, resta apenas duas equacoes, que Sao:
{ Dopos = (po1)* — H A
dipo1 = —(po,1)?

Trocando por uma notagdo mais apropriada, temos

2 _ 1
L0

{ dp = p* — 0, A drp = p* — 9, A
—
Opp = —

g
g (1) —g(t) " = (_1@)> 0.4

g
gt)=1-08A(x—g(t)"

Observe que 0,A = 0, pois 0, A = 0,0,0,x = 0;0,0,x, pelo teorema de Cauchy-Schwarz.

Portanto, ¢'(t) = 1 e entdo chegamos a sequinte conclusdo:

1

i s

Note que temos uma solugao local para a nossa conexdo, visto que x # (t + c).

6.4 Conexoes ASD newtonianas de Galileu-Cartan

Nesta secao iremos estudar as conexdes ASD que satisfazem as condigoes (fisicas)
de invariancia de Galileu-Cartan e as condicoes de simetria devido a estrutura euclideana
do espago, i.e., as conexoes newtonianas (cf. §3.2.2). Comecemos recordando que se d’' é

uma conexaonewtoniana e de Galileu-Cartan, entdao é da forma

d' = (da',w} + 1)),

onde ‘ A
wh = —Aldz® Vi=1,2,3,

W=0 Vj=0,1,23,
77; = 22:0 w;,kd‘rk7 Soé,k = _SD;@] Vj = 07 17 27 37
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Assim, sua matriz é da forma

0 0 0 0 0 0 0 00 0
a® 0 0 0 0 d® 0 0 0 0
D= 0 wytmy oy omy oy | =| 0 @ )
02 wi+ms moms 0 wy o
07 witmg mons 3 0> wp

onde:

i) 0° = da®, ) =0 para j =0, 1,2,3 (conexdo galileana);

ii) n' = (77;)7 77; = —n), para i,j = 1,2,3 (4lgebra de Lie do grupo de Galileu ortogonal

Ogal)Q

iii) 7! = Y0_g ¢f pda® com ¢ = —¢j ; (condigio de geometrizacdo de Galileu-Cartan).

A combinacao de i), ii) e iii) nos diz que

0 se 1 =0,
Pin =14 —@lp se i,j=1,2,3, (6.16)
—@}%J se i,7=0,1,2,3.
Agora podemos analisar as equacoes da secao anterior com foco nesse tipo de conexao.

Contudo, antes estabeleceremos o seguinte resultado técnico.

Afirmacao 6.5. goék = 0 sempre que o terno (i,7,k) possui ao menos dois elementos

tguais, para todo 1,=1,2,3 e j,k=0,1,2,3.

Demonstracao. Vamos supor inciamente ¢ = 7, entao 902 P —<p§ > por 6.16. Dal,

%0§k + @ik =0

E analogo para o caso j = k. J& para o caso i = k, basta utilizar 6.16, ou seja,

$%p = —¥},; € retornamos ao primeiro caso. [l

Retornando & andlise, as equagoes (6.7) — (6.9) se anulam identicamente, uma vez
que gpék = —gp{"k para todo 7,7 = 1,2,3. E segue do lema anterior que a equacao (6.10)

assume a forma
_8190%,04'3280%,3: - Zgzl (90;,0905,1 + 90;2905,3)
—8190%,3_8290%,0: §:1 (_90;,2%05,0 - 801,3805,1)
6090%73_8390%,0: - Z?:l (90;,0905,3 - 90;73903,0 - 90;2805,1)
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ou ainda,
—31%05,0"‘82805,3: _90%,0903,1
—8190%,3_8290%,0: _‘Pég‘ﬂg,o (6.17)
3090%,3_83(?%,0: 80:1),,290;1
A equacgao (6.11) assume a forma
1 1 5 1 s 1 s
—61903,0_63903,2:_ 32—:1 (905,0903,1 - 90373903,2)
S S 1 S
Dops o —0203 o= 321 (50952 + Paowio — 90573903,1)
3 S 1 S
81905,2_83905,0:_ 521 (_90;3%03,0 - 80372903,1)
U
_8190%;,0_83‘?:1’),2: _90%,0903,1
8090:%,2_0290:%,0: _90%,390:2),,1 (6.18)
81@%,2_8390:13,0:%,390%,0
A equagao (6.12) assume a forma
2 2 3 2 s 2 s 2 s
6’0903,1_81903,0: - s§1<¢s,0903,1 — ¥s1¥3,0 805,3903,2)
S 2 S
—82@:2),,0 + 83903,1: 21 (_803,0903,2 - 905’3@3,1)
3 S 2 S
— 0303 0023 1= — 2 (=¥ 3050+ 905’1903,2)
U
00031 —01930= 15032
_82%23,0 + 83903,1: _‘Pio%@%,z (6.19)
—33903,0_82903,1: 90%,390:13,0
A equagao (6.13) assume a forma
2 2 3 2 s 2 s
—31901,0—1-32801,3: - 52::1 (_803,1901,0 - 903,3901:2)
3 2
—5’190%,3_8290%,0: 2 <_90§,080i2 + 9057180?,3)
3 2
8080%,3_8380%,0: - sgl (903090?3 - 905,3@?,0 + 905’1@?,2)
U
—814P?,0+8290%3: ‘Pg,ﬁOio
_(9190%,3_8290%,0: _903,090?,2 (6-20)

2 2 _ 2 3
80<P1,3_83<P1,0— —¥3.1¥1,2
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A equagao (6.14) assume a forma

3 S 3 S
_8190:%,0_8390:%,2: - 32:31 (_<P§,1901,0 + 90572901,3)

w

3080?,2_3280?,0:

S=

S S 3 S
> (_9030%01,2 + @5,2901,0 + 90571901,3)
3

1
S 3 S
8180?,2_8390?,0: -2 (902,0901,3 + 90571901,2)

s=1
4
—8190?,0_8390?,2: +90%,190%,0
8090:1)’,2_8290?,0: 903,190%,3 (6.21)
81@?,2_8%0?,0: _903,080%,3
A equagao (6.15) assume a forma

3 S S 3 S
80903,1_81903,0: - Sgl (902),0902,1 - @2,1@2,0 + 80572@2,3)

3 3
—82@3,0 + 33@371: 521 (@3,2%03,0 + 905,1905:3)

3
S 3 S
—82S0§,1_8390§,0: - Sgl (902,0902,3 - 905,290271)

4

Ao 1= 0195 9= — 97 23 3
—a%@%,o + 83803,1: 90:%,2905,0 (6.22)
—82903,1_83903,0: _90?,0@%,3

Observando o caso quando j = 0, temos a seguinte equacao para

3
—0; A" + 8280(1),3 - a390(1),2 = Z:IWS 0¥01 T 905 20 3 ‘Pig%pg,z)a
3
80@(1),2 - 61803,3 + DAl = 21( 905 0900 2 @§,3¢3,1) - 80%)721437
3
dopps + Or1pg + O3 AT = 21(905 0P8 — Phah 1) — P34
U
—0; A" + 8290(1),3 - 83@(1),2 = —905,090(2),1 - 90:1’),0@8 15
3090(1),2 - a190(1),3 + 0, A = _90:15,0903,2 - 90%,3803,1 ¥3, 2A3 (6-23)
a090(1),3 + a190(1),2 + 05A! = —‘P%,t)@g,?) + 90%,,2903,1 '2) 3A2
Para a (6.5)
3 s 2 3
90373900,2) — 3147,

Dohy + LA + Do 3= — Z (02 0081

=1

2 S S
—8190%,3 + 0, A% + D505 1= ( o ,0900 2 808’1900,3_905,3900,1),

S S 1
Qo5 — Oopp ) — OsA’= — 32:21 (9300, + 90571%,2) — A

4

O.D
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2
8090%,1 + 01 A% + 32803,3: - 90%,090%,1 + 80173@(1),2 - ¢§,1A37

—0195 5 + 02 A% + 0308 1= — 5 005 2, (6.24)
2 1
Oopt,s — 0251 — 03 A= =% 4055 — 03 102 — Plad -
Para a (6.6)
3 3
a0908,1 + O A — 83903 2= 21 (3 0%0,1 T 903,2903,3) - 903,1‘42
3
s o + 02 A® + D303 1= 2 (=3 0085 + 90:2 Po3) — 90:1)’,2A1
3
D1y — Oapiq + O3 A= — 2 (93053 + 903 (Poa—PaP01) — 80?,3A1
U
3
80903,1 + A — 33803,2: _803,()%03,1 - 9017290%,3_903,1142
3 1
Dopho + DA + D308 1= =3 gpb .0 + 902,1903,3 — ¢} A (6.25)
1
D193 s — Oapr + 03 A= —t 4053 — P3990 5 — i34
Em resumo, obtemos o seguinte resultado:
Teorema 6.6. Sejo d' = (da*,w’ + n%) uma conexdo afim tal que wy = —A'dx® para todo

i=1,2,3, w) =0 para todo j = 0,1,2,3 e ni = 3} _g ¢ dak. Entdo para que d seja uma

conexdo ASD, newtoniana e de Galileu-Cartan é necessdrio que equagoes (6.17)-(6.25)

sejam satisfeitas.
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7 Conclusao

Uma vez que as trajetorias do movimento dos corpos ja ficam estabecidas pelo
deslocamento de Cartan para qualquer que seja a conexao que geometriza o sistema
mecanico newtoniano (§5.4), é natural que o leitor se pergunte por qual motivo ainda
nos preocupamos em obter uma conexao de Yang-Mills para a agdo determinada pela
curvatura no fibrado tangente estendido. A explicagdo é simples e se encontra aludida
na introdugao deste trabalho. Logo no inicio de [10, Cap. V, §§70-74.], Elie Cartan

caracteriza a dindmica dos meios continuos em R* através de trés equacoes fundamentais:

) Q= —dF'Adl, Q2= —dF’pAdt, Q3= —dFSAdl, O2=Q=Ql=0,
M) w A +wa A2 +ws AQE =0,
OI) W AW AQ+WP AW A2+ W Aw? AQS =4nGpuwt A w? Aw? AWl

Cartan mostra que a primeira dessas equagoes é equivalente a dizer que em cada
instante do tempo o espago ambiente da mecanica newtoniana é dado pelo espaco euclideano
tridimensional R3, a segunda é equivalente & existéncia de um potencial gravitacional e a
ultima delas é exatamente a equacao de Poisson. Facamos uma rapida discussao sobre
a importancia desta ultima equagao no contexto em que estamos inseridos. No caso de
uma campo gravitacional g devido a uma densidade de massa p, a lei de Gauss para a
gravidade em sua forma diferencial pode ser usada para obter a correspondente equacao
de Poisson para a gravidade ([23, §§5.1-5.2]). De fato, temos

V.-g=—4nGp,

mas como o campo gravitacional é conservativo, ele pode ser escrito em termos de um

potencial escalar ¢ na forma
g = Vo.
Substituindo-se essa informacao na lei de Gauss acima, obtemos a equagao
V- (=V¢) = —4nGp,
que gera a equagao de Poisson

V3¢ = 4nGp.

Pois bem, levando-se em consideracao que é exatamente a modificacdo desta ultima
equagdo que leva a equagao de Einstein (ver Introducao e [10]), fica claro que, no
contexto das conexdes afins, as duas derivagoes acima devem ser modificadas pela derivagao

covariante induzida pela conexao afim, se pretendemos preservar esta mesma abordagem
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de minimizacao do funcional de Yang-Mills para a forma de curvatura no fibrado tangente
estendido a fim de extrairmos as equacoes de Einstein. Nesse caso, a versao newtoniana
da conexao seria uma aproximacao da conexao correta no caso geral quando tomamos a
velocidade da luz indo para o infinito. Portanto, obter tal conexao corretamente é um
passo importante para se chegar a uma formulagao de tipo Yang-Mills para a teoria da

relatividade geral.
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