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Resumo

O presente trabalho visa analisar a dinâmica quântica contida na era de Planck do Uni-

verso, seu mecanismo de emersão para a fase inflacionária e a sua dinâmica clássica em

um modelo homogêneo e isotrópico, composto por um fluido perfeito na forma de poeira e

um gás de Chaplygin. A análise deu-se através de cálculos probabilísticos de tunelamento

quântico de um modelo quantizado numericamente pelo método de Crank-Nicolson, cujos

cálculos foram realizados em termos dos parâmetros do modelo. Os resultados apresentam

uma maior propensão para o surgimento clássico de um Universo preenchido com poeira e

gás de Chaplygin, se comparados a resultados encontrados na literatura para um modelo

no qual o Universo é preenchido com gás de Chaplygin e radiação.

Palavras-chave: Cosmologia Quântica, Tunelamento Quântico, Era de Planck, Poeira, Gás

de Chaplygin.



Probability of Quantum Tunneling for the Emergence
of a Classical Universe Filled with Chaplygin’s Gas and

Dust

Author: Nathália Mattos Novaes da Rocha

Supervisor: Prof. Dr. Sergio Vitorino de Borba Gonçalves

Co-supervisor: Prof. Dr. Germano Amaral Monerat

Abstract

The present work aims to analyze the quantum dynamics contained in the Planck era of the

Universe, its emergence mechanism for the inflationary phase and its classical dynamics

in a homogeneous and isotropic model, composed of a perfect fluid in the form of dust

and a Chaplygin gas. The analysis was carried out through probabilistic calculations of

quantum tunneling of a numerical model quantized by the Crank-Nicolson method, whose

calculations were performed in terms of the model parameters. The results show a greater

susceptibility for the classical emergence of a Universe filled with dust and Chaplygin gas,

when compared to results found in the literature for a model in which the Universe is

filled with Chaplygin gas and radiation.
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1 Introdução

Carl Sagan uma vez disse: “Se você deseja fazer uma torta de maçã do zero, primeiro você

deve inventar o Universo.” Parece óbvio mas, para que pudessemos estar aqui hoje estu-

dando e discutindo sobre o Universo e toda a sua grandiosidade, primeiramente sobreveio

a sua gênese e eventual evolução até o presente momento. Faz-se, então, relevante o pro-

cesso de tentativa de elucidação de como o Universo, um adoslescente em expansão com

cerca de 14 bilhões de anos, adveio (ADAMS; LAUGHLIN, 1999; PASACHOFF; FILIPPENKO,

2007; BENNETT et al., 2018).

Sob esta perspectiva, o nosso trabalho consistirá em uma tentativa probabilística de ve-

rificação da emersão do Cosmo e a análise da sua dinâmica quântica e clássica para um

modelo homogêneo e isotrópico composto por um fluido perfeito na forma de poeira e gás

de Chaplygin. Para tal, começaremos por tracejar a história evolutiva do Universo, ao

transpassar os seus vários estágios (Figura 1).

1.1 A Evolução do Universo

Se colocarmos a evolução do Universo sob uma perspectiva temporal de um dia (com

duração de 24 horas), ao iniciar sua história à meia noite, a formação da Terra teria

ocorrido após às 16h, e os primeiros humanos teriam surgido nos últimos 2 segundos antes

do relógio bater meia noite novamente (PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007), como pode ser

observado na Figura 2.

Seja, p = αρ a equação de estado de um fluido perfeito, com p a pressão, ρ a densidade

de energia, e α um número adimensional, temos que o fator de escala do Universo pode

ser definido como a(t) ∝ t2/3(1+α), no qual a(t) é utilizado para caracterizar a expansão

do Universo, com a(t) = 0 em t = 0 para a singularidade inicial do Universo, e a(t) = 1

para o Universo atual.
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Figura 1: O Universo e suas eras. (Imagem: History of the Universe - Gonzales, A. 1989
Fermilab).

A história do Universo pode ser dividida em dois grandes grupos, o grupo de eras e/ou

épocas cuja dinâmica é dominada pela radiação, e o grupo de eras e/ou épocas cuja

dinâmica é dominada pela matéria, acrescido de uma era adicional cuja dinâmica seria

dominada pela energia escura (a era atual de expansão do Universo).

O grupo de eras e/ou épocas cuja dinâmica é dominada pela radiação contempla as eras de

Planck, a época da Teoria da Grande Unificação (TGU) , a inflação, a época eletrofraca,

a era dos quarks, a era dos hádrons, a era dos léptons, a era dos fótons, e a era da

nucleossíntese.
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Figura 2: História evolutiva do Universo. (Imagem: A sense of time - Pasachoff e Filip-
penko (2007)).

Este primeiro grupo compreende um período que durou até aproximadamente 300.000

anos após o Big Bang, no qual o Universo era dominado por matéria ultra relativística,

com pressão p = ρ/3, fator de escala a(t) ∝ t1/2, redshift (desvio para o vermelho)

z ≥ 3000, e α = 1/3.

Já o grupo de eras cuja dinâmica é dominada pela matéria abrange a era dos núcleos, a

era da recombinação, a era dos átomos, a era de formação das galáxias e estrelas, e a era

de formação do Sol e do Sistema Solar, isto é, a sucessão de eventos que vão de cerca de

300.000 anos à ∼ 9, 2× 109 anos desde o Big Bang.

Este grupo de eras é caracterizado por suas componentes sem pressão (p = 0), as quais

determinam a taxa de expansão do Universo, fator de escala a(t) ∝ t2/3 com α = 0, e

redshift 3000 ≥ z ≥ 0, 5.

A era atual, na qual o Universo encontra-se em ∼ 13, 8× 109 anos após o Big Bang, tem

a sua dinâmica dominada pela energia escura, e é caracterizada por uma componente

com pressão negativa (α < −1/3 para p = αρ), a qual conduz a expansão acelerada do

Universo. O fator de escala e o redshift são, respectivamente, a(t) ∝ t2/3(1+α), e z ≤ 0, 5,
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com a(t) ∝ exp(Ht) e p = −ρ, caso seja considerado o exemplo da energia escura como

uma constante cosmológica. É importante frisar que a era atual do Univero não poderia

ter iniciado antes, uma vez que um período de dominação da matéria seria necessário para

a formação de estruturas (LIDDLE, 1996; GARY, 2005; MUKHANOV, 2005; RYDEN, 2006;

FRIEMAN; TURNER; HUTERER, 2008; TUOWA, 2011; WMAP, 2011; LYTH, 2016).

A evolução do Universo e suas várias eras (com suas principais características) serão

descritas, cronologicamente, a seguir (PEEBLES et al., 1994; LIDDLE, 1996; SARAIVA; FILHO;

MüLLER, 2001; GARY, 2005; MUKHANOV, 2005; RYDEN, 2006; PASACHOFF; FILIPPENKO,

2007; FRIEMAN; TURNER; HUTERER, 2008; TUOWA, 2011; WMAP, 2011; RIEKE, 2014;

LYTH, 2016).

< 10−43 s: os primeiros momentos após o Big Bang, ou seja, a era de Planck, é

caracterizada por uma energia média de cerca 1019 GeV e temperatura da ordem da

massa de Planck (Mp = 1/
√
G = 1, 22 × 1019 GeV) ou maior. Nesse período, as quatro

interações da natureza, possivelmente, encontram-se unificadas, e o espaço e o tempo

perdem os seus significados convencionais. Apenas as leis da física quântica são passíveis

de explicar os acontecimentos decorridos aqui.

∼ 10−43 s ∼ 10−38 s: com uma energia média entre 1019 GeV e 1014 GeV e temperatura

entre 1032 K e 1028 K, a época da TGU é caracterizada por uma confusão flutuante e

quente de partículas e campos interagentes. Nesse período ocorre a separação da interação

gravitacional das demais interações (as quais, possivelmente, encontram-se unificadas),

isto é, as interações eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca.

∼ 10−38 s ∼ 10−12 s: com uma energia da ordem de 1014 GeV e temperatura da ordem

de 1028 K, os períodos da Inflação e era eletrofraca são caracterizados pela separação

da interação nuclear forte da interação eletrofraca (união das interações eletromagnética e

nuclear fraca). Essa separação seria responsável pela liberação de uma grande quantidade

de energia geradora de uma expansão extrema do Universo, por um fator de cerca de 1035

em 10−32s, conhecida como Inflação.

∼ 10−12 s ∼ 10−6 s: a era Quark é caracterizada por uma energia média entre 100 GeV

e 200 MeV e temperatura de 1015 K. Nessa era, as interações eletromagnética e nuclear

fraca se separam, estabelecendo-se um Universo governado pelas quatro interações da

natureza de forma separada. A interação gravitacional começa a governar a expansão do

Universo e é descrita através da Teoria da Relatividade Geral de Einstein (TRG); as outras

três interações são descritas através do Modelo Padrão (baseado na ideia de invariância de

calibre local). Ainda nessa era, os quarks, os léptons e suas respectivas antipartículas se
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formam, e os léptons se separam em elétrons, neutrinos e suas respectivas antipartículas.

Essa era se encerra com a aniquilação mútua de matéria e antimatéria, e finaliza com um

excesso significativo de partículas de matéria.

∼ 10−6 s ∼ 10−4s: a era Hádron caracteriza-se por uma energia média entre 200

MeV e 3 MeV e temperatura da ordem de 1014 K. Nessa era os quarks deixam de existir

como partículas isoladas e combinam-se em dois e três para formar os prótons, nêutrons,

e suas respectivas antipartículas. Os prótons e nêutrons se aniquilam com suas respectivas

antipartículas mas finalizam essa era com um excesso de prótons e nêutrons.

∼ 10−4 s ∼ 10−1 s: a era Lépton caracteriza-se por uma energia média da ordem

de 4 MeV à 1 MeV, com uma temperatura de cerca de 1012 K. Nesse período, também

conhecido como era das partículas leves, a temperatura não é suficiente para a colisão de

fótons produzirem prótons e nêutrons, há apenas a produção de pares de elétron-pósitron.

Prótons e nêutrons aniquilam-se com suas respectivas antipartículas, mas o número de

nêutrons sobreviventes determina as abundâncias dos elementos primordiais. Os léptons

e anti-léptons aniquilam-se, respectivamente, e produzem um excesso de léptons igual

ao número de prótons. Com isso, a carga líquida do Universo torna-se nula. Por fim,

neutrinos e anti-neutrinos não interagem mais com prótons e nêutrons, o que torna o

Universo transparente para os neutrinos.

∼ 1 s ∼ 10 s: com uma energia média da ordem da massa do elétron, de cerca de 0, 5

MeV e temperatura da ordem de 1010 K, a era dos Fótons caracteriza-se pela aniquilação

dos pares de elétron-pósitron quando a temperatura cai abaixo de sua massa de repouso.

Apenas um pequeno excesso de elétrons (mais ou menos um a cada bilhões de fótons)

sobrevive após a aniquilação. Os fótons produzidos encontram-se em equilíbrio térmico

e a temperatura de radiação aumenta, se comparada à temperatura dos neutrinos (os

quais desacoplaram anteriormente). Colisões entre partículas e antipartículas continuam

a adicionar fótons ao Universo, mas a colisão de fótons não adiciona mais partículas à

ele. Apesar da taxa de aniquilação de matéria ser superior à taxa de produção (o que

gera uma diminuição do conteúdo de matéria do Universo, e um aumento do conteúdo de

radiação), existe uma não-simetria entre matéria e antimatéria, a qual acarreta em um

excesso de matéria no Universo em relação à quantidade de antimatéria.

∼ 3 min ∼ 20 min: a Nucleossíntese é uma era caracterizada por uma energia média

da ordem de 0, 05 MeV e uma temperatura de cerca de 109 K, na qual o Universo esfriou ao

ponto de prótons e nêutrons se fundirem para a formação de hélio e núcleo de deutério, ao

utilizar todos os nêutrons sobressalentes. A nucleossíntese primordial formou hidrogênio,
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deutério, hélio, e uma pequena quantidade de lítio. Ao final dessa era, o Universo continha

uma espécie de mistura primordial de hidrogênio, hélio e lítio necessária para a formação

das estrelas. Os demais elementos se formaram, posteriormente, no interior das estrelas e

em explosões de supernovas.

∼ 300.000 anos ∼ 380.000 anos: a era dos Núcleos caracteriza-se por uma energia

média da ordem de elétron-volt e temperatura superior à 3000 K, na qual o Universo seria

constituído de um plasma com núcleos de hidrogênio, núcleos de hélio e elétrons livres.

Uma grande parte dos elétrons livres mantinha os fótons em colisão contínua com eles, o

que acarretaria na opacidade do Universo.

∼ 380.000 anos ∼ 500.000 anos: a era da Recombinação1 caracteriza-se por uma

energia média da ordem de 0, 1 eV e temperatura de cerca de 3000 K, na qual fótons

não mais interagem com partículas carregadas, o que faz o Universo parecer transparente

para eles. Tais fótons são evidentes nos dias atuais na radiação cósmica de fundo (Cosmic

Microwave Background Radiation), a CMB. As flutuações de temperatura da CMB, indu-

zidas pela distribuição de matéria heterogênea na recombinação, sobrevive até o presente

momento e fornece informação direta sobre o estado do Universo na última superfície de

dispersão. É importante destacar que o hélio recombinou e tornou-se neutro antes deste

período, e sua relevância está ligada à sua influência na velocidade do som, se levarmos

em conta o cálculo das flutuações de fundo em microondas.

∼ 500.000 anos ∼ 1 bilhão de anos: a era dos Átomos caracteriza-se por uma

energia média de cerca de 0, 03 eV e temperaturas entre 3000 K e 20 K, na qual o Universo

continuou a expandir e esfriar, a medida que átomos, inicialmente quentes, combinaram-se

lentamente e esfriaram-se, ou seja, a matéria lentamente se condensou, e formou nuvens

protogalácticas.

∼ 108 anos ∼ 109 anos: a era de formação das Galáxias e Estrelas caracteriza-se

por uma energia média entre ∼ 0, 013 eV e ∼ 0, 0013 eV e temperaturas entre ∼ 20

K e ∼ 3 K, na qual a formação de estruturas pode ser descrita através da gravidade

newtoniana. As primeiras estrelas formaram-se entre 100 e 200 milhões de anos, onde,

como dito anteriormente, elementos foram produzidos em seus núcleos e em explosões

de supernovas. Em cerca de ∼ 1 bilhão de anos após o Big Bang, ocorreu a formação

das galáxias e os aglomerados de galáxias, a partir de pequenas inomogeneidades iniciais

(resultantes de instabilidades gravitacionais).
1O nome dessa era vem da recombinação dos elétrons com o núcleo atômico, apesar dos elétrons e o

núcleo atômico não terem se combinado em uma era anterior.
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∼ 9, 2 × 109 anos: a era de formação Solar e do Sistema Solar caracteriza-se por

uma energia média de cerca de ∼ 0, 0009 eV e temperatura da ordem de ∼ 3 K. A

formação do Sol, e do Sistema Solar teria ocorrido através do colapso de uma onda de

choque (proveniente de uma explosão de supernova), com uma nebulosa conhecida como

nebulosa Solar.

∼ 13, 8×109 anos: a temperatura do Universo atual, o qual encontra-se em expansão

acelerada (decorrente da energia escura), é de ∼ 3 K com uma energia média de cerca

de ∼ 0, 0006 eV. Em grandes escalas, o Universo pode ser considerado homogêneo, mas

no Universo local (composto de galáxias e aglomerados de galáxias) a distribuição dos

aglomerados de galáxias é aproximadamente uniforme, ou seja, à medida que a escala

da estrutura que está sendo investigada aumenta, as flutuações na densidade média da

matéria diminuem, e o número de aglomerados de galáxias contidos em uma região de

um determinado volume, contendo muitos aglomerados, é essencialmente independente

da localização dessa região. Em outras palavras, apesar de estar em expansão acelerada,

o Universo, em grandes escalas, pode parecer o mesmo não importa em qual galáxia

estejamos situados, isto é, não existe um centro definido para o Universo. A nossa galáxia

(a Via Láctea) reside em um aglomerado de cerca de duas dúzias de galáxias que faz parte

de um outro aglomerado chamado superaglomerado local. A Via Láctea, juntamente com

a galáxia M31, são as galáxias mais massivas e luminosas do Grupo Local, e contribuem

com cerca de 86% da luminosidade total compreendida em uma esfera de 3 Mpc.

Um breve resumo da história evolutiva do Universo pode ser observado na Figura 3.

1.1.1 O Universo Atual

A composição de matéria do Universo é permeada por CMB com temperatura T ≃ 2.73

K, e matéria bariônica (cerca de um bárion por 1010 fótons, sem uma quantidade subs-

tancial de antimatéria), cuja composição química da matéria bariônica é de cerca de 75%

hidrogênio, 25% hélio, mais traços de elementos mais pesados.

Pode-se afirmar que os bárions contribuem com apenas uma pequena porcentagem da

densidade de energia total do Universo, cerca de 4, 9%, onde o resto seria formado por uma

componente escura, a qual é composta de matéria escura fria (cold dark matter), CDM,

com pressão desprezível (∼ 26, 6%), e energia escura com pressão negativa (∼ 68, 5%).

Para temperaturas abaixo de alguns MeV, os principais componentes da matéria do Uni-

verso, os quais desempenham papéis importantes, são: a radiação primordial, os bárions,
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Figura 3: Breve resumo da evolução do Universo. (Imagem: The birth of the Universe -
http://abyss.uoregon.edu/ js/cosmo/lectures/lec20.html).

os elétrons, os neutrinos, e a energia e a matéria escura (MUKHANOV, 2005; RYDEN, 2006;

LIDDLE, 2015; LYTH, 2016).

O Universo atual encontra-se em expansão acelerada segundo a Lei de Hubble (v̄ =

H0r̄), com H0 a constante de proporcionalidade conhecida como constante de Hubble, e,

apesar de poder ser homogêneo e isotrópico em escalas maiores que 100 Mpc, possui uma

estrutura inomogênea bem desenvolvida em escalas menores, isto é, em grandes escalas

o Universo seria suave e pode ser definido através do princípio cosmológico (também

conhecido como o princípio de Copérnico), o qual declara que o Universo em grandes

escalas é uniforme e deve parecer o mesmo para todos os observadores.

A homogeneidade afirma que o Universo assemelha-se em cada ponto, isto é, possui um

valor de densidade média igual em todos os lugares em um dado momento (apesar da
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densidade poder variar com o tempo). Já a isotropia afirma que o Universo parece o

mesmo em todas as direções.

Ou seja, não há um eixo preferencial ao longo do qual a maioria das galáxias esteja

alinhada. Todavia, a homogeneidade não implica em isotropia, e a isotropia ao redor de

um ponto único também não implica em homogeneidade, porém, a isotropia ao redor de

qualquer ponto do Universo, combinado com o princípio cosmológico, implica em isotropia

em todos os pontos do Universo, e isso implica necessariamente em homogeneidade. Uma

das evidências mais fortes do princípio cosmológico é a CMB que permeia o Universo,

uma vez que ela parece a mesma em todas as direções de observação (RYDEN, 2006;

PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007; LIDDLE, 2015).

(a) Universo homogêneo e não isotrópico (b) Universo homogêneo e isotrópico

Figura 4: Ilustração para um universo homogêneo e não isotrópico (a), e um universo
homogêneo e isotrópico (b). O círculo pontilhado é a parte observável do Universo. (Ima-
gens: Pasachoff e Filippenko (2007)).

A métrica responsável por descrever o Universo homogêneo e isotrópico é a métrica de

Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) , definida como,

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
, (1.1)

com assinatura (−,+,+,+), onde t é a variável temporal, conhecida como tempo próprio

cosmológico, ou tempo cósmico, isto é, a medida temporal de um observador cujo universo

expande uniformemente ao seu redor; r, θ, e ϕ são coordenadas esféricas comóveis2, e a(t),

como mencionado anteriormente, é o fator de escala do Universo, o qual descreve como as
2r, θ, e ϕ são consideradas coordenadas comóveis à expansão do Universo, se, não havendo a atuação

de forças externas, uma partícula em um determinado conjunto de coordenadas (r, θ, ϕ) permanecer em
repouso.
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distâncias em um universo homogêneo e isotrópico crescem ou decrescem com o tempo,

ou seja, é uma medida da taxa de expansão e ou contração do Universo. Por fim, temos

que a constante k corresponde à curvatura espacial constante, com k = 0, 1,−1 para

um universo plano, fechado (curvatura constante positiva), e aberto (curvatura constante

negativa), respectivamente (LIDDLE, 1996; RYDEN, 2006).

A forma de a(t) depende do tipo de material do qual o Universo encontra-se preenchido.

Este material é determinado pela densidade de energia ρ e pela pressão p, relacionados

através da equação de estado definida como p = p(ρ), cujas propriedades do material são

responsáveis pela expansão do Universo.

Seja,

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = 8π

G

c4
Tµν , (1.2)

as equações de campo de Einstein, com,

Tµν = (p+ ρ)uµuν − pgµν , (1.3)

o tensor energia-momento, Rµν o tensor de Ricci, gµν o tensor métrico, Λ a constante

cosmológica, G a constante gravitacional, c a velocidade da luz, e R o escalar de curvatura;

a fim de particularizar as equações de Einstein para um universo homogêneo e Isotrópico,

definimos Rµν e R a partir dos símbolos de Christoffel da métrica de FLRW (1.1), isto é,

Γl
ji =

1

2
glm(∂jgmi + ∂igmj − ∂mgij) , (1.4)

do qual inferimos,

R = gikRik = −6ä

a
− 6

(
ȧ

a

)2

−6
k

a2
. (1.5)

A partir de (1.2), e (1.3) para o fluido perfeito, é possível definir,

H(t)2 +
k

a(t)2
=

8πG

3
ρ(t) , (1.6)

a equação de Friedmann, a qual descreve a expansão do Universo, e para a qual assumimos

Λ = 0, com H = ȧ
a

o parâmetro de Hubble, e (̇) a derivada com relação ao tempo t.
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Ao considerar a conservação do tensor energia-momento do fluido perfeito em (1.2), defini-

se também,

ρ̇ = −3H(ρ+ p) , (1.7)

a equação de conservação da matéria, a qual descreve como a densidade do material que

preenche o Universo evolui com o tempo.

Ademais, a partir de ambas as equações é possível derivar uma terceira equação,

ä = −4π

3
G(ρ+ 3p)a , (1.8)

a equação da aceleração, a qual descreve a aceleração do fator de escala, e para a qual

também assumimos Λ = 0.

Ao levar-se em consideração as equações (1.6) e (1.8), percebe-se que a taxa de expansão

do universo é determinada pela densidade de energia e pela equação de estado dos seus

constituintes, como dito anteriormente. Ou seja, a combinação das equações (1.6) e (1.7)

ou (1.8), acrescida da equação de estado p = p(ρ), forma um sistema completo de equações

que determinam as funções a(t) e ρ(t).

Em outras palavras, o futuro do Universo não depende apenas da sua geometria mas tam-

bém da sua equação de estado, definida como p = αρ para fluidos perfeitos de importância

cosmológica, com p = 1
3
ρ para a radiação e p = 0 para a matéria não-relativística, isto é,

poeira (LIDDLE, 1996; MUKHANOV, 2005; RYDEN, 2006; PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007;

LIDDLE, 2015).

No que diz respeito ao futuro do Universo, muitas galáxias ainda produzem novas estrelas,

mas muitas outras já esgotaram o seu suprimento de gás, e em cerca de 30 bilhões de anos

as galáxias estarão cada vez mais escuras, e preenchidas com estrelas mortas e/ou em

suas últimas fases evolutivas. Este fenômeno acarretaria em uma menor quantidade de

planetas capazes de suportar a vida (como a conhecemos hoje em dia).

O Universo poderá, então, expandir para sempre, e entrar em um processo conhecido

como Big Chill (Grande Frio, em tradução livre), também chamado de Big Freeze. Ou, em

alternativa ao Big Chill, teríamos o chamado Big Crunch, isto é, se a massa do Universo for

grande o suficiente, a gravidade começaria a agir de maneira contrária à expansão, ou seja,

a gravidade reverteria a expansão, e toda a matéria do Universo e sua energia colapsariam

(PEEBLES et al., 1994). Uma outra possibilidade seria o Big Rip (Grande Ruptura), uma
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teoria cosmológica a qual exprime que à medida que o universo se expande, toda a matéria

será gradualmente dilacerada, caso a taxa de expansão acelerada continue elevada.

Acerca da nossa existência aqui na Terra, em cerca de 5 bilhões de anos, a fusão esgotará

o hidrogênio no centro do Sol e a pressão interna do seu núcleo diminuirá, uma vez que

as temperaturas ainda não são altas o suficiente para fundir o hélio em elementos mais

pesados. A gravidade agirá no núcleo, o que causará o seu reaquecimento. O hidrogênio

começará, então, à queimar de forma mais intensa. Essa nova energia causará uma expan-

são das camadas externas do Sol, e fará com que ele se torne uma estrela do tipo gigante

vermelha.

Em uma segunda fase, o núcleo do Sol, em contração, se tornará tão quente que eventu-

almente o hélio começará a se fundir em núcleos de carbono e oxigênio, e transformará o

Sol em uma estrela mais fria e mais fraca. Sua atmosfera aumentará durante essa tran-

sição, para uma distância de cerca de 1 unidade astronômica (atual distância média da

Terra ao Sol), o que implicará em Mercúrio, Vênus e, possivelmente, a Terra gradualmente

engolidos pelo Sol (PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007).

As características do Universo atual, e seu provável destino, são possíveis indicativos dos

acontecimentos que ocorreram nos primórdios do Universo, o qual será o foco da nossa

análise, e, portanto, explanado de forma mais aprofundada no item (1.1.2) do presente

Capítulo.

1.1.2 O Universo Primitivo

Ao compreender o reino das eras iniciais da história do Cosmo, o Universo primitivo

corresponde a um período anterior à 1 s após o Big Bang (WEINBERG, 1993; PASACHOFF;

FILIPPENKO, 2007; LIDDLE, 2015; LYTH, 2016).

Nesta época, o Universo era composto por várias espécies de partículas separadas, as

quais interagiam entre si, como prótons, nêutrons, fótons, elétrons, pósitrons, neutrinos e

anti-neutrinos, cujas propriedades são especificadas através da função de distribuição de

cada espécie (LIDDLE, 2015; LYTH, 2016).

Destacam-se os seguintes processos de colisão, que ocorriam com frequência nesse período:

(i) a colisão de dois fótons gerando um elétron e um pósitron; (ii) a colisão de um neutrino

com um anti-neutrino, gerando um elétron e um pósitron; (iii) a colisão de um fóton e

um elétron, gerando um nêutron e um neutrino. Para os quais, tornam-se válidos todos

os processos reversos, o que corresponde ao chamado equilíbrio térmico, como pode ser
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observado na Tabela 1 (LYTH, 2016).

Tabela 1: Processos de colisão de partículas.

fóton + fóton ⇌ elétron + pósitron
neutrino + anti-neutrino ⇌ elétron + pósitron

fóton + elétron ⇌ nêutron + neutrino

O estado de equilíbrio térmico, no qual o número de distribuições de todas as partículas

fora determinado pelas leis da mecânica estatística, perdurou durante todo o primeiro

estágio do Universo, e encerrou próximo ao primeiro segundo de existência do mesmo.

Lembranças do estado de equilíbrio térmico podem ser observadas ao medirmos a abun-

dância atual de hélio, da radiação de microondas, ou até mesmo dos neutrinos (WEINBERG,

1993).

Tocante às interações fortes entre as partículas elementares no Universo primitivo, uma

característica importante é que tais interações prendem os prótons e os nêutrons juntos em

um núcleo atômico, e afetam apenas uma classe de partículas conhecidas como hádrons.

Mas como lidar com altas temperaturas, quando hádrons e anti-hádrons estavam presentes

em grandes quantidades? Alguns pesquisadores acreditam que não existe um hádron ele-

mentar, enquanto outros pesquisadores defendem que nem todas as partículas são iguais,

isto é, algumas são elementares e outras são meras combinações das partículas elementares.

Neste caso, as partículas elementares consistiriam do fóton e todos os léptons conhecidos,

mas nenhuma delas de hádrons. No entanto, os hádrons seriam combinações de partículas

mais fundamentais, isto é, os quarks (partículas normalmente ligadas por glúons, para a

formação de prótons e nêutrons) (WEINBERG, 1993; PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007).

Em t ≃ 1 s a temperatura do Universo era da ordem de 1010 K, e as energias típicas dos

fótons não eram suficientes para produzir, espontaneamente, pares de elétron-pósitron.

Com a aniquilação de pósitrons e elétrons, mais fótons foram produzidos, e nêutrons co-

meçaram a decair em prótons, elétrons e neutrinos, o que teria acarretado no desequilíbrio

entre prótons e nêutrons, devido ao não reabastecimento rápido do suprimento de nêu-

trons (uma vez que nêutrons são levemente mais massivos do que os prótons e, portanto,

mais difíceis de se produzir). O número de nêutrons seria de apenas um quarto do número

de prótons (PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007).

Para temperaturas acima de 1010 K, as energias típicas dos fótons poderiam ser compara-

das às energias de ligação nuclear (da ordem de 1 MeV), e para um Universo ainda mais
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anterior à esse momento, os fótons seriam energéticos o suficiente para destruir núcleos

(ao separar prótons e nêutrons uns dos outros), o que torna incoerente pensar em nêutrons

e prótons em temperaturas da ordem de 1012 K. Ao invés disso, os quarks (seus consti-

tuintes) encontravam-se livres para vagar em um mar denso. Essa fase é conhecida como

quark-hádron, a transição na qual os quarks iniciaram a sua condensação em prótons e

nêutrons (LIDDLE, 2015).

Em uma temperatura ainda mais elevada, da ordem de 1015K, o Universo teria passado

por uma transição de fase associada não às interações fortes mas às interações fracas

(responsáveis por certos processos de decaimento radioativo, como o decaimento de um

nêutron, ou de forma mais geral, por qualquer reação que envolva um neutrino), chamada

temperatura crítica. Para temperaturas abaixo dessa temperatura, ocorre a quebra de

simetria entre as interações eletromagnética e fraca (WEINBERG, 1993).

No intervalo temporal de t = 10−35 s à t = 10−6 s após o Big Bang, o que equivale a

temperaturas acima da temperatura crítica, existia equilíbrio entre partículas, antipartí-

culas, e fótons. Pares de partículas-antipartículas aniquilavam-se e produziam fótons, e

fótons, espontaneamente, formavam pares de partículas-antipartículas. Em grande parte

desse período, quarks eram abundantes e não vinculados. Cada quark (matéria) possuía

um antiquark (antimatéria) correspondente, mas devido à uma pequena assimetria na

formação deles (cerca de 1 em cada bilhão) deu-se início ao processo de existência da vida

atual (PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007).

A teoria das partículas, a qual descreve interações abaixo da escala de TeV, e que compre-

ende a teoria eletrofraca unificada e a cromodinâmica quântica, é conhecida como Modelo

Padrão. Duas questões cosmológicas importantes, além do Modelo Padrão, são a natu-

reza das partículas massivas de interação fraca (uma possível componente da CDM), e a

geração da assimetria bariônica no Universo (MUKHANOV, 2005).

Grande parte do que sabemos atualmente sobre o Universo, nos foi apresentado através

dos fótons, isto é, observações precisas do Universo atual são capazes de elucidar os tipos

de processos que ocorreram no decurso dos primeiros estágios do mesmo, e/ou talvez

esclarecer a natureza das leis físicas em energias tão altas que seria inconcebível explorar

por outros meios. Por exemplo, este período denso e quente do Universo é corroborado

através das evidências observacionais da CMB, uma vez que este cenário seria a condição

necessária para a produção de radiação (PEEBLES et al., 1994; LIDDLE, 1996; RYDEN, 2006).

Portanto, saber que existem mais bárions do que anti-bárions no Universo, e esse rela-

tivo excesso de bárions ser suficiente para explicar a abundância de elementos leves e as
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observações das flutuações da CMB, torna o Modelo padrão detentor dos ingredientes ne-

cessários para a geração da assimetria bariônica, no qual o número de bárions por fóton é

da ordem de 10−10 para o Universo atual (corroborado por dados observacionais), mas da

ordem de 10−9 para os primeiros estágios do Universo (MUKHANOV, 2005; LYTH, 2016).

Porém, permanece o questionamento sobre o quão próximo do início de tudo o nosso

conhecimento atual das leis da física é capaz de chegar, ao considerar a possibilidade

lógica de um começo em t = 0 para a(t) = 0 (conhecido como o momento da singularidade

inicial) (WEINBERG, 1993).

Em cerca de 10−24 s, apesar da interação gravitacional ser fraca em altas temperaturas,

cogita-se que o campo gravitacional do Universo teria sido grande o suficiente para produ-

zir pares de partículas-antipartículas. Contudo, o número de partículas produzidas dessa

forma teria tido uma contribuição desprezível comparada à quantidade de partículas já

existentes no equilíbrio térmico. Portanto, ao referir-se ao Universo primitivo, a gravidade

não teria um efeito significativo em suas propriedades internas, ainda que tenha desempe-

nhado um papel importante na história do Universo, visto que ela controla a relação entre

a densidade e a taxa de expansão do mesmo. No entanto, para temperaturas da ordem

de 1032 K, as energias de partículas em equilíbrio térmico podem ser tão grandes que

a interação gravitacional entre elas torna-se tão importante quanto as outras interações

(WEINBERG, 1993).

Portanto, independentemente de t < 1 s após o começo de tudo compreender algo pra-

ticamente desprezível (em um contexto macroscópico como é o caso do Universo atual),

muito aconteceu, ou especula-se que aconteceu, uma vez que as escalas temporais e de

distância das interações eram muito menores que as atuais (PASACHOFF; FILIPPENKO,

2007).

Posto isto, apesar das limitações dos atuais aceleradores de partículas de altas energias à

certas temperaturas, somos aptos a atingir, com confiança substancial, conclusões para t =

10−12 s após o Big Bang, cujas maiores energias de partículas alcançadas pelos aceleradores

atuais são da ordem de 100 GeV (o que equivale à 1015 K).

Se quisermos obter informações sobre momentos ainda mais próximos à t = 0, dependemos

da análise do nosso grande acelerador de partículas, o Universo primitivo. Assim como,

de observações astrofísicas e cosmológicas, de fontes astrofísicas de partículas altamente

energéticas, uma vez que os fenômenos físicos de calor do Universo primitivo evidenciam

a simplicidade essencial da natureza (WEINBERG, 1993; MUKHANOV, 2005; RYDEN, 2006;

PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007; LIDDLE, 2015).
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Quando o Universo excede uma certa densidade, e certas temperaturas, efeitos quânticos

entram em ação e tornam-se importantes (inclusive para a física gravitacional), o que faz

com que a relatividade geral (a qual parece ser inconsistente com a mecânica quântica)

não possa ser aplicada no breve intervalo de tempo do nível de Planck (t < 10−43 s), do

qual sabe-se praticamente nada. Contudo, vale ressaltar que em energias um pouco abaixo

dessa escala, o espaço-tempo clássico começa a fazer sentido. Por exemplo, para t = 10−38

s (momento no qual ocorreu a inflação), as leis da física que regem os acontecimentos

desta época seriam as leis da física clássica e não da física quântica (MUKHANOV, 2005;

LIDDLE, 2015).

Assim sendo, a fusão da física quântica com a física gravitacional, a qual recebe o nome

de teoria da gravitação quântica, estabelece-se como fundamental em escalas de energia

da ordem de Planck, ou seja, cerca de ∼ 1019 GeV, onde cogita-se a concepção de uma

espécie de espuma espaço-temporal na qual pacotes de tempo e espaço teriam oscilado

entre existência e não existência (MUKHANOV, 2005; PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007;

LIDDLE, 2015).

Sob esta perspectiva, ocorre na década de 1960, com os trabalhos pioneiros de Bryce

Dewitt (DEWITT, 1967), Charles Misner (MISNER, 1972), e John Wheeler (WHEELER,

1968), o estabelecimento da cosmologia quântica, isto é, a aplicação das leis da física

quântica à cosmologia, com a qual surge a possibilidade da explicação e/ou do entendi-

mento dos eventos que desenrolaram-se no Universo primitivo, mais precisamente na era

de Planck, uma vez que ainda não há uma concordância sobre uma definição precisa e

fundamentada ao que concerne a teoria da gravitação quântica (GUTH, 1981; HARTLE,

1987; WEINBERG, 1993; ATKATZ, 1994; LIDDLE, 1996; HALLIWELL, 2002; PASACHOFF;

FILIPPENKO, 2007; LYTH, 2016).

Deste modo, o presente trabalho visa, através da aplicação de cálculos numéricos, elucidar

os possíveis eventos dos primórdios do Universo, tais como a emersão de um modelo de

universo homogêneo e isotrópico, preenchido com um fluido de poeira e gás de Chaplygin

cuja métrica é a de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker com k=1, através do processo

de tunelamento quântico.

Para isso, após esse momento introdutório, no qual estabelecemos a ambientação e carac-

terísticas principais da evolução do Universo, com ênfase em seus primórdios, faremos um

breve resumo dos tópicos e formalismos fundamentais da cosmologia quântica, assim como

delinearemos os aspectos teóricos, base para a compreenção dos processos aqui analisados.

Em seguida, apresentaremos todos os pontos chave do modelo de universo por nós con-
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siderado, tanto do modelo clássico, quanto da sua eventual quantização. Ulteriormente,

será exposta a metodologia aplicada ao nosso modelo, os resultados, e, por fim, nossas

considerações finais e perspectivas para futuros trabalhos.
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2 Cosmologia Quântica

Com a publicação da relatividade geral em 1915, e da mecânica quântica em 1926, não

demorou muito para que já na década de 1930 assimilassem a possibilidade do campo

gravitacional se comportar de forma quântica. Podemos destacar o trabalho de Rosenfeld

(1930), o qual buscou desenvolver métodos gerais para lidar com as dificuldades técnicas

que envolviam quantizar a gravidade, ao aplicar o método de Pauli para a quantização

de campos com grupos de calibre, para as equações de campo de Einstein linearizadas.

Contudo, sugestões teriam sido propostas anos antes, mais precisamente em 1916, quando

Einstein havia alertado sobre a possibilidade de efeitos quânticos provocarem modificações

na relatividade geral, e em 1926 com a indicação de Oskar Klein sobre uma eventual

modificação dos conceitos de espaço-tempo, decorrente da gravidade quântica (DEWITT,

1967; ROVELLI, 2004; ESPOSITO, 2011).

Na medida em que a natureza e as leis da física são fundamentalmente quânticas, a

cosmologia quântica é a aplicação da mecânica quântica ao Universo como um todo, o

que permite uma maior compreensão ao que concerne sua origem, evolução e destino,

assim como o comportamento da matéria e da energia em estágios primordiais do Cosmo,

e as condições iniciais as quais levaram à sua existência e à formação de estruturas como

as que conhecemos atualmente (BOJOWALD, 2015).

As leis clássicas divergem em energias e temperaturas da ordem da escala de Planck (t <

10−43 s), na qual a densidade média é demasiadamente maior em ordens de magnitude do

que a densidade média encontrada em qualquer regime observacionalmente acessível, o que

equivale à mais de um trilhão de massas solares em uma região do tamanho de um único

próton, e a medida de distância dada pelo comprimento de Planck lp =
√

Gℏ
c3

≈ 10−35 m é

muito menor do que qualquer coisa que possa ser sondada por aceleradores de partículas.

Assim, a cosmologia quântica, a qual foi fundamentada em uma das primeiras teorias de

gravitação quântica, a Teoria da Relatividade Geral Quântica, pode ser utilizada como

ferramenta para a compreensão dos eventos que ocorrem em tais condições de temperatura

e energia (HARTLE, 1987; ATKATZ, 1994; ESPOSITO, 2011; BOJOWALD, 2015; KIEFER;
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SANDHÖFER, 2022).

Ademais, apesar de todas as perguntas ainda sem resposta, a cosmologia quântica apre-

senta desafios e reflexões fascinantes, na qual uma de suas maiores expectativas é uma

possível solução para a singularidade da cosmologia clássica (derivada da relatividade

geral), dado que a(t) = 0 não pode ser evitado classicamente (BOJOWALD, 2015).

Embora a cosmologia quântica tenha, efetivamente, iniciado com o trabalho de Bryce

DeWitt (1967) para a quantização do universo fechado de Friedmann preenchido com

matéria, ao longo dos anos, inúmeros trabalhos foram propostos e desenvolvidos com

ênfase em três linhas principais de pesquisa: (i) a linha de pesquisa covariante, a qual

busca construir uma teoria quântica de campos das flutuações da métrica, sobre um

espaço plano de Minkowski, ou alguma outra métrica espacial de fundo; (ii) a soma sobre

histórias, uma tentativa de definição da teoria através da utilização de uma versão quântica

da integral funcional de Feynman; e, por fim, (iii) a linha de pesquisa canônica (ROVELLI,

2004).

Iniciada na década de 1950 por Bergmann e Dirac, a linha de pesquisa canônica, a qual

consiste no desenvolvimento da estrutura canônica da relatividade geral, foi simplificada

por Arnowitt, Deser e Misner (ADM) na década de 1960, e por Ashtekar na década

de 1980, em que, uma das maiores dificuldades do formalismo canônico seria o fato da

relatividade geral ser uma teoria com vínculos.

As abordagens canônicas1 procuram dividir o espaço-tempo em espaço e tempo e almejam

um formalismo hamiltoniano, como o formalismo ADM, no qual a métrica quadrimensi-

onal pode ser interpretada como a evolução de uma métrica tridimensional no tempo,

em analogia à mecânica quântica, e o qual permite reescrever as equações de campo de

Einstein em primeira ordem (KIEFER; SANDHÖFER, 2022).

O formalismo ADM, o formalismo canônico da relatividade geral, base para a cosmologia

quântica, será descrito em maiores detalhes na Seção (2.1) do presente Capítulo.

2.1 O Formalismo ADM

O formalismo canônico da relatividade geral, desenvolvido na década de 1960 por Ar-

nowitt, Deser e Misner (2008) é um dos passos necessários para a estruturação da cos-
1Trabalhos que seguem a linha de estudo canônico, podem ser conferidos em (ESPOSITO, 2011). Tra-

balhos e formalismos, os quais ajudaram a estabelecer a cosmologia quântica, inclusive a base teórica da
análise aqui apresentada, encontram-se (cronologicamente) no apêndice B de (ROVELLI, 2004).
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mologia quântica, uma vez que a equação de Wheeler-DeWitt (equação fundamental da

cosmologia quântica) advém da aplicação deste formalismo.

O desenvolvimento do capítulo se dará da seguinte forma, primeiramente será introduzido

o formalismo lagrangiano da relatividade geral, seguido de um breve prelúdio matemático

(composto de definições necessárias para o desenvolvimento do formalismo hamiltoniano).

Posteriormente, após as explanações sobre a decomposição 3 + 1 do espaço-tempo, e da

projeção das equações de campo de Einstein, será apresentado o desenvolvimento da

formulação hamiltoniana da relatividade geral.

As referências utilizadas para a construção e desenvolvimento desta Seção são: (DANIELI;

MOLINARI, 2020; JHA, 2022).

2.1.1 Formalismo Lagrangiano da Relatividade Geral

Conhecida como equações de campo de Einstein,

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν =

8π

c4
GTµν , (2.1)

a relação acima (introduzida brevemente no Capítulo de introdução) pode ser definida

como a distribuição da matéria para a geometria do espaço-tempo, na qual a gravidade se

acompla ao tensor energia-momento da matéria, com Rµν o tensor de Ricci, R o escalar de

curvatura, Λ a constante cosmológica, G a constante gravitacional, c a velocidade da luz,

Tµν o tensor energia-momento, e gµν o tensor métrico. Assumiremos Λ = 0 e G = c = 1.

A abordagem variacional para a relatividade geral foi desenvolvida inicialmente por Eins-

tein e Hilbert em 1915. Nesta abordagem, define-se a ação gravitacional como,

SH =
1

16π

∫
V

d4x
√
−gR , (2.2)

com V o volume sobre o qual a integração é realizada e g o determinante (negativo) do

tensor métrico.

A ação da matéria,

SM =

∫
V

d4x
√
−gLM , (2.3)

é a contribuição dos campos de matéria ϕ, com LM a lagrangiana dependente apenas dos
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coeficientes do tensor métrico gµν .

Seja a ação total definida como,

S = SH + SM , (2.4)

as equações de campo de Einstein podem ser derivadas a partir da estacionaridade de S

sob variações arbitrárias de gµν .

Variação do termo gravitacional.

Dada a variação da lagrangiana LH

δLH =
1

16π
[δ(gµνRµν

√
−g)] = − 1

16π

[
δg

2
√
−g

gµνRµν + (δgµνRµν + gµνδRµν)
√
−g
]

,

(2.5)

aplica-se a fórmula de Jacobi

δg = ggµνδgµν = −ggµνδgµν , (2.6)

com o intuito de obter o seguinte resultado para δLH ,

δLH =
1

16π

[(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν + gµνδRµν

]√
−g . (2.7)

Se for considerada a identidade de Palatini, isto é,

δRρ
σµν = ∇µδΓ

ρ
σν −∇νδΓ

ρ
σµ , (2.8)

ou, de forma análoga,

δRµν = ∇λδΓ
λ
µν −∇µδΓ

λ
λν , (2.9)

é possível encontrar a seguinte relação para o último termo de (2.7)
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√
−ggµνδRµν =

√
−ggµν [∇ρδΓ

ρ
µν −∇µΓ

ρ
ρν ]

=
√
−g∇ρ[g

µνδΓρ
µν − gρνδΓµ

µν ] , (2.10)

o qual é ignorado pois os termos de fronteira não são considerados.

Após realizar as devidas substituições, tem-se por fim, a variação do termo de Hilbert,

isto é, a variação do termo gravitacional da ação (2.4)

δSH =
1

16π

∫
V

(
Rµν −

1

2
gµνR

)√
−gδgµνd4x . (2.11)

Variação do termo de matéria.

De maneira análoga à variação do termo gravitacional, a variação do termo de matéria se

dará da seguinte forma,

δSM =

∫
V

[
δLM

δgµν
δgµν

√
−g + LMδ

√
−g
]
d4x

=

∫
V

[
δLM

δgµν
− 1

2
LMgµν

]√
−gδgµνd4x

= −1

2

∫
V

Tµν
√
−gδgµνd4x , (2.12)

com,

Tµν ≡ −2
δLM

δgµν
+ LMgµν , (2.13)

para o tensor energia-momento.

Visto que a variação da ação total (2.4) é δS = δSH + δSM , temos,

δS =
1

16π

∫
V

[
Rµν −

1

2
gµνR− 8πTµν

]√
−gδgµνd4x . (2.14)

Com a arbitrariedade de δgµν , a estacionariedade de S requer que o integrando seja

idêntico à zero, ou seja, δS = 0 (o princípio de mínima ação), o que resulta em,

Rµν −
1

2
gµνR = 8πTµν , (2.15)
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ou seja, implica nas equações de campo de Einstein satisfeitas, e o sistema em estado de

equilíbrio, como gostaríamos de encontrar.

Logo, é possível inferir a conservação do tensor energia-momento, isto é

∇µT
µν = 0 , (2.16)

uma vez que (2.15) pode ser reescrita como Gµν = 8πTµν , e as identidades de Bianchi

determinam que ∇µG
µν = 0 (com Gµν o tensor de Einstein).

2.1.2 Formalismo Hamiltoniano da Relatividade Geral

2.1.2.1 Prelúdio Matemático e Definições

Considere ℵ ⊂ M , uma subvariedade, através de uma incorporação Φ̃ : ℵ → M , com

Φ̃ : ℵ → Φ̃(ℵ) um difeomorfismo, no qual Φ̃(ℵ) ⊂ M é uma subvariedade de dimensão k

tal que k < n, em que n é a dimensão total da variedade M .

Figura 5: Incorporação de uma variedade 3D em uma varidade 4D. (Imagem: Jha (2022)).

Com M uma variedade quadrimensional real e suave, e g uma métrica lorentziana de

assinatura (-,+,+,+) em M , definida como g : Tp(M) × Tp(M) → R (um mapa bilinear

simétrico de valor real), assume-se que o espaço-tempo quadrimensional (M, g) é global-

mente hiperbólico, isto é, adimite uma hipersuperfície do tipo espaço Σ, tal que toda

curva do tipo tempo ou nula intercepta Σ apenas uma vez, e cuja topologia é R× Σ.
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Σ é uma hipersuperfície de M se Σ = Φ(ℵ), isto é, se Σ for a imagem de ℵ através de Φ,

com ℵ uma variedade tridimensional.

O espaço-tempo pode ser foliado por hipersuperfícies Σt do tipo espaço, com t = constante

e Σt(t ∈ R), tal que M =
⋃
t∈R

Σt, com {t} × Σ e t̂ = t a direção do tempo de Σt à Σt+dt

(com t̂ :M × R).

Algumas propriedades de Σt:

• Duas hipersuperfícies Σt não se interceptam;

• Assim como estabelecido pelas equações de movimento, a hipersuperfície inicial,

Σt=0, incorpora o conhecimento fundamental que dá origem ao espaço-tempo.;

• Todas as hipersuperfícies Σt são do tipo espaço;

• As hipersuperfícies Σt surgem como superfícies de nível de uma função escalar t, a

qual será interpretada como um tempo de função global.

A métrica do espaço-tempo induz uma métrica riemaniana γij tridimensional chamada de

métrica induzida em Σt, tal que γµν = gµν + nµnν ↔ γµν = gµν + nµnν , com nµ um vetor

normal em cada Σt, onde nµnµ = −1.

Seja, nµ = Ω∂µt̂, com Ω = Ω(xµ) uma constante de normalização para a qual nµnµ = −1

(o que garante que nµ seja um vetor normal). Temos que, −1 = nµnνg
µν = Ω2gtt, com

gtt = g00, o que significa que t̂ é a coordenada temporal, e Ω = ± 1√
g00

, da qual escolhemos

Ω < 0 para que nµ seja um vetor do tipo tempo, e, portanto,

nµ =
−δ0µ√
−g00

, (2.17)

nµ =
−g0µ√
−g00

. (2.18)

Ou seja, o vetor normal é utilizado para calcular a métrica induzida, a partir da métrica do

espaço-tempo original gµν , em que, o delta de Kronecker é empregado na equação (2.17)

para isolar o componente temporal do vetor, o que torna a expressão igual a −1 se µ = 0,

e 0 caso contrário. O sinal negativo é aplicado para garantir que o componente de tempo

seja direcionado para dentro e a raiz quadrada de −g00 seja utilizada para normalizar o

vetor. Na expressão (2.18), a componente temporal já está isolada no numerador.
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Logo, a hipersupefície Σ pode ser definida como do tipo espaço, com assinatura (+,+,+),

com vetor normal do tipo tempo se γ for positivo-definida.

Figura 6: Foliação do espaço-tempo.

A métrica induzida (γ) pode funcionar como um projetor do tipo espaço (projeção espa-

cial), e do tipo tempo (projeção normal), sendo T S
µν = γαµγ

β
ν Tαβ a parte espacial do tensor

Tµν e πµ
ν ≡ −nνn

µ = δµν − γµν o projetor normal.

Dado que o tensor de Riemann Rα
βµν e suas formas contraídas, associadas à conexão ∇µ

de Levi-Civita em (M, g), expressam a curvatura intrínseca do espaço-tempo, também é

possível construir, de forma análoga, uma conexão única de Levi-Civita Di em (Σ, γ) e

seus tensores de curvatura correspondentes,

[Dµ, Dν ]V
α = (3)Rα

βµνV
β , (2.19)

a curvatura intrínseca de Riemann2 de cada hipersuperfície, induzida pela 3-métrica γµν ,

e denotada por (3)R, a qual relaciona o tensor de Riemann ao comutador das deriva-

das covariantes, com V um vetor qualquer que pode ser separado em partes espacial e

temporal,

V µ = δµνV
ν = (γµν +Nµ

ν )V
ν = V S + V T . (2.20)

Contudo, como apenas consta informação sobre a curvatura inrínseca de Σ, faz-se neces-

sário obter informação sobre como Σt se encaixa em (M, g). Define-se, então, a medida da

variação da normal n ao longo do vetor tangente, o tensor de curvatura extrínseca Kµν ,
2Quantidades marcadas com sobrescrito (4) fazem referência a (M, g), e as quantidades marcadas com

(3), ou sem sobrescrito, referem-se a variedade (Σ, γ).
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Kµν ≡ −γαµγβν∇αnβ , (2.21)

o qual é simétrico em µ e ν, é puramente espacial, mede como a normal à hipersuperfície

muda de um ponto a outro, assim como a taxa com a qual a hipersuperfície se deforma, ao

ser carregada ao longo da normal, isto é, captura a noção intuitiva de como a curvatura

varia de uma hipersuperfície para outra.

A rapidez com a qual a curvatura muda de uma hipersuperfície para a próxima é chamada

de aceleração de uma foliação aµ, definida como

aµ ≡ nν∇νnµ . (2.22)

Isto permite que Kµν possa ser expressa de outras formas equivalentes,

Kµν ≡ −∇µnν − nµaν , (2.23)

Kµν = −1

2
Lnγµν , (2.24)

onde Lnγµν é a derivada de Lie de γµν ao longo de n.

Assim como o escalar de Ricci, temos a curvatura média, ou escalar de curvatura extrínseca

K,

K ≡ gµνKµν = γµνKµν , (2.25)

a qual mede a mudança fracionária de um volume tridimensional ao longo da normal nµ

de uma hipersuperfície do tipo espaço para a próxima.

Por fim, temos as três últimas relações necessárias para nos aprofundarmos na decompo-

sição 3 + 1 do espaço-tempo (a base do formalismo ADM):

Dada a relação de Gauss,

γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

σ
δ

(4)Rρ
σµν = (3)Rγ

δαβ +Kγ
αKδβ −Kγ

βKαδ , (2.26)



42

uma vez que,

γαλγ
λ
β = γαβ , (2.27)

estima-se a relação de Gauss contraída:

γµαγ
ν
β
(4)Rµν + γαµn

νγρβn
σ(4)Rµ

νρσ = (3)Rαβ +KKαβ −KαµK
µ
β . (2.28)

Ao contrair novamente com relação à métrica γµν , temos a generalização do Theorema

Egregium de Gauss (ou relação escalar de Gauss),

(4)R + 2(4)Rµνn
µnν = (3)R +K2 −KijK

ij . (2.29)

Dada a relação de Codazzi-Mainardi,

γγρn
σγµαγ

ν
β
(4)Rρ

σµν = DβK
γ
α −DαK

γ
β , (2.30)

efetua-se a contração dos índices livres restantes (com o objetivo de obter novos índices),

e os aplicar a γ e a α no lado esquerdo da relação, o que resulta em,

γµρn
σγνβ

(4)Rρ
σµν = (δµρ + nµnρ)γ

ν
βn

σ(4)Rρ
σµν

= γνβn
σ(4)Rσν + γνβ

(4)Rρσµνn
ρnσnµ . (2.31)

Por fim, devido a auto-simetria de (4)Rρσµν com respeito aos primeiros dois índices, o

último termo de (2.31) cai, o que permite definir a relação de Codazzi-Mainardi contraída,

γµαn
ν (4)Rµν = DαK −DµK

µ
α . (2.32)

2.1.2.2 Decomposição 3 + 1 do Espaço-Tempo

Para este tópico, será nossa inteção separar o espaço-tempo (M, g) em duas partes, uma

puramente espacial, e uma puramente temporal.

Como apontado anteriormente, diz-se que M é globalmente hiperbólica, se adimite uma

superfície de Cauchy, isto é, uma hipersuperfície Σ do tipo espaço, e adimite uma foliação
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por um conjunto de hipersuperfícies {Σt}t∈R, onde cada Σt é uma superfície de nível t̂

(campo escalar regular) em M .

Desse modo, introduzimos quatro novas variáveis com o intuito de especificar a geometria

entre as hipersuperfícies, ou seja, a função lapso N e o vetor deslocamento N⃗ ,

N ≡ 1√
−g00

, (2.33)

N i ≡ N2g0i , (2.34)

as quais são utilizadas para descrever a maneira como o espaço-tempo é dividido em uma

série de hipersuperfícies do tipo espaço, e definir as coordenadas nas quais o tensor métrico

é expresso, onde os índices gregos variam entre valores de 0 a 3, enquanto que os índices

latinos variam de 1 a 3.

Figura 7: Interpretação geométrica das funções lapso e deslocamento. (Imagem: Jha
(2022)).

Interpretação geométrica das funções lapso N e deslocamento N⃗

Ao definirmos o vetor de evolução normal mµ como,

mµ ≡ Nnµ , (2.35)
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temos que nµNdt ≡ mµdt, uma vez que nµ é o vetor normal à hipersuperfície (Figura 7).

A função lapso determina o lapso do tempo próprio δτ entre Σt+δt e Σt (com δτ = Nδt),

enquanto que o vetor deslocamento N i mede a diferença das coordenadas na hipersuper-

fície Σt+dt entre os pontos b e c (o ponto de evolução temporal de a).

Portanto, a função lapso mede o tempo próprio para ir de uma hipersuperfície para a

próxima, ao passo que o vetor deslocamento mede as mudanças nas coordenadas espaciais

na mesma hipersuperfície.

Posto isto, o acoplamento destas quatro funções com a métrica γij, isto é, {N, N⃗, γij},
determina completamente a geometria espaço-temporal de M .

Seja,

gµν =

(
NiN

i −N2 Nj

Ni γij

)
e gµν =

(
− 1

N2
Nj

N2

N i

N2 γij − N iNj

N2

)
,

temos que det(gµν) = g (com g < 0 devido a assinatura da 4-métrica ser (−,+,+,+)) e

det(γij) = γ (com γ > 0 na hipersuperfície Σt devido a assinatura (+,+,+)).

Portanto,
√
−g = N

√
γ nos fornece a densidade do espaço-tempo

√
−g em termos da

densidade √
γ e da função lapso N , em que g00 = detγ

detg
= γ

g
= − 1

N2 , com g o determinante

da 4-métrica, e γ o determinante da 3-métrica.

Com este resultado, é possível definir explicitamente nµ e nµ em função de N e N i, ao

combinarmos as equações (2.17), (2.18), (2.33), e (2.34),

nµ = (−N, 0, 0, 0) , (2.36)

nµ = (
1

N
,−N

i

N
) . (2.37)

O próximo passo consistirá em substituir o tensor de Riemann (4)Rρ
σµν com os tensores

de curvatura intrínseca e extrínseca tridimensionais, e com as funções de lapso e desloca-

mento, ou seja, decompor em 3 + 1 o tensor de curvatura de Riemann.

Seja o tensor de Riemann aplicado à normal nµ, definido como,

[∇µ,∇ν ]n
ρ = (4)Rρ

σµνn
σ , (2.38)
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projeta-se este resultado duas vezes em Σt e uma vez ao longo de nµ, o que resulta em,

γραγ
µ
β

(4)Rρ
σµνn

σnν = −KαλK
λ
β + γµαγ

ν
β∇nKµν +

1

N
DαDβN . (2.39)

Esta relação permite substituir o tensor de Riemann do espaço-tempo com as quantidades

tridimensionais. Ao compará-la e combiná-la com (2.28), é possível obter a expressão

simplificada,

γµαγ
ν
β

(4)Rµν = (3)Rαβ +KKαβ − γµαγ
ν
β∇nKµν −

1

N
DαDβN , (2.40)

que nada mais é do que a projeção do tensor de Ricci, e do escalar de Ricci com o intuito

de obtê-los em termos das variáveis 3 + 1.

Finalmente, uma última contração com respeito a γµν proporciona o resultado o qual

buscávamos encontrar, isto é,

(4)R = (3)R +K2 +KijKij − 2∇nK − 2

N
DiDiN , (2.41)

no qual houve uma substituição dos índices gregos por índices latinos, ao se explorar o

caráter puramente espacial de K e γ,

γµν (4)Rµν = R +K2 − γij∇nKij −
1

N
γijDiDjN . (2.42)

Conclui-se assim, a decomposição 3 + 1 da curvatura do espaço-tempo.

2.1.2.3 Projeção das Equações de Campo de Einstein

Neste tópico serão expostas as projeções das equações de campo de Einstein no formalismo

3 + 1, visto que o tensor de curvatura foi decomposto.

A partir da contração das equações de campo de Einstein com relação a gµν , para Λ = 0,

(2.15), é possível derivar a seguinte relação,

gµν
[

(4)Rµν −
1

2
gµν

(4)R

]
= 8πgµνTµν ⇒ (4)R = −8πT , (2.43)
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da qual, infere-se

(4)Rµν = 8π[Tµν −
1

2
gµνT ] . (2.44)

Visto que nµ é do tipo tempo, e pode ser identificada com a quadrivelocidade de um

observador movendo-se perpendicular à Σt, projeta-se Tµν na densidade de energia E,

medida por este observador,

E ≡ Tµνn
µnν ; (2.45)

na densidade de momento pα (na qual o projetor γνα garante que pα é tangente à Σt),

pα ≡ −Tµνnµγνα ; (2.46)

e no tensor Sαβ, isto é, na projeção total de Tµν em Σt,

Sαβ ≡ Tµνγ
µ
αγ

ν
β , (2.47)

com,

Sαβ ≡ Tµνγ
µ
αγ

ν
β = Tαβ + Enαnβ + nρ(Tαρnβ + Tρβnα) , (2.48)

cujo traço S correspondente (ou escalar de tensão) com respeito a γµν será definido como,

S = Sαβγ
αβ = Sijγ

ij . (2.49)

Ao combinarmos (2.48) e (2.49), obtemos o escalar energia-momento T ,

T = Tµνg
µν = Tµν(γ

µν − nµnν) , (2.50)

e, por consequência, uma relação entre S, E, e T , isto é,

T = S − E . (2.51)

Estas definições descrevem todas as quantidades decorrentes da projeção de Tµν .
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Como as equações envolvem tensores de grau 2, a projeção das equações de campo de

Einstein em termos das variáveis 3 + 1 podem ser realizadas de três formas (com duas

projeções correspondentes à cada índice):

• Puramente espacial: duas vezes ao longo de Σt;

• Puramente temporal: duas vezes ao longo de nµ;

• Espacial e temporal: uma vez ao longo de Σt e uma vez ao longo de nµ.

Ao aplicar γµν duas vezes em (2.44), obtém-se,

(3)Rαβ − 2KαλK
λ
β +KKαβ −

1

N

[
LmKαβ +DαDβN

]
= 8π

[
Sαβ −

1

2
γαβ(S−E)

]
, (2.52)

na qual, todos os tensores envolvidos são tangentes à Σt.

Ao projetar as equações de campo de Einstein com relação à nµ, estima-se,

(3)R−KijK
ij +K2 = 16πE . (2.53)

Finalmente, ao projetar uma vez ao longo de nµ e uma vez ao longo de Σt, temos,

DβK
β
α −DαK = 8πpα . (2.54)

Estas três equações contêm, coletivamente, a mesma quantidade de informações que a

forma covariante das equações de campo de Einstein.

2.1.2.4 Desenvolvimento da Formulação Hamiltoniana da Relatividade Geral
(ADM)

A abordagem canônica tem como vantagem a possibilidade de uma formulação clara do

problema de Cauchy, o problema de valor inicial. Ela também esclarece os problemas

decorrentes das redundâncias das variáveis gµν na abordagem covariante da relatividade

geral. Um outro aspecto de destaque desta abordagem é a conexão entre os colchetes

de Poisson e as equações de Hamilton, e a relação com a mecânica quântica através

das relações de comutação. Logo, a formulação hamiltoniana é base para a quantização

canônica da gravidade.
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Seja,

SH =
1

16π

∫
(4)R

√
−gd4x , (2.55)

a ação puramente gravitacional de Eistein-Hilbert; Se d4x = dtd3x e
√
−g = N

√
γ, temos,

SH =
1

16π

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

d3xN
√
γ((3)R +K2 +KijKij − 2∇nK − 2

N
DiDiN) , (2.56)

para a qual temos as seguintes relações (para os dois últimos termos),

√
γDiDiN =

√
γDi(∂

iN) = ∂i(
√
γ ∂iN) , (2.57)

N
√
γ∇nK = N

√
γ nα∇αK = ∂α(

√
γNKnα) +

√
γNK2 , (2.58)

as quais ao serem substituídas em (2.56), nos fornece,

SH =
1

16π

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

d3xN
√
γ ((3)R−K2 +KijKij − 2(∂i

√
γ ∂iN) + ∂α(

√
γNKnα)) ,

(2.59)

para a qual ignoraremos os dois últimos termos, pois ambos contêm divergências e não

influenciam as equações de movimento, que são obtidas devido as variações no interior da

região considerada, ou seja, elas não são influenciadas por termos de fronteira.

Dessa forma, após as substituições necessárias na ação de Einstein-Hilbert, é possível

obter a ação gravitacional (2.2) em termos das variáveis 3 + 1, isto é,

SH =

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

d3xN
√
γ((3)R−K2 +KijKij) , (2.60)

da qual infere-se a densidade lagrangiana,

LH = N
√
γ((3)R−K2 +KijKij) , (2.61)

para L =
∫
d3xLH , a lagrangiana L de SH =

∫
dtL.
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Em mecânica clássica, L =
∫
d3xL com L = L(q, q̇), tal que q = {qi} para i = 1, 2, 3, ..., n

é a coordenada generalizada, e possui um momento canônico πi correspondente a q̇i, isto

é, πi ≡ ∂L
∂q̇i

.

É possível recuperar a densidade hamiltoniana H através da transformação de Legendre

de L, isto é,

H(q, π) ≡ Σiπ
iq̇i − L . (2.62)

Da mesma forma, é possível encontrar os momentos conjugados correspondentes a {γ, γ̇ij, N, N⃗},
e aplicar a transformada de Legendre em LH (2.61).

Primeiramente, definimos os momentos conjugados correspondentes a N e N⃗ :

πN ≡ ∂LH

∂Ṅ
= 0 , (2.63)

πN i ≡ ∂LH

∂Ṅ i
= 0 , (2.64)

dos quais, temos que LH e SH dependem de {γ, γ̇ij, N, N⃗ , ∂iN, ∂iN⃗} mas não dependem

de {Ṅ , ˙⃗
N}, uma vez que N e N⃗ são multiplicadores de Lagrange, isto é, não são variáveis

dinâmicas.

Dessa forma, restam os seis momentos conjugados independentes πij, correspondentes às

componentes de γij,

πij ≡ ∂LH

∂γ̇ij
, (2.65)

cuja expressão explícita de πij é definida como,

πij =
√
γ(Kγij −Kij) . (2.66)

Com a finalidade de escrever o resultado final em termos de {(3)R, γ,N, N⃗}, elimina-se a

referência da curvatura extrínseca de πij, ao aplicar a relação,

Kij =
1

2N

[
DiNj +DjNi − γ̇ij

]
, (2.67)
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em,

πij =
√
γ(Kγij −Kij) =

√
γ [Kabγ

abγij −Kabγ
iaγjb] , (2.68)

o que resulta em,

πij =

√
γ

2N

[
2γijDkN

k −DiN j −DjN i + (γikγjl − γijγkl) ˙γkl

]
. (2.69)

Assim também, elimina-se os termos da curvatura extrínseca de (2.61), em favor das

funções lapso e deslocamento.

Para tal, reorganiza-se (2.66) para obter,

K = γijKij =
1

2
√
γ

(
3π − 2π

)
=

π

2
√
γ

, (2.70)

ao contrair,

Kij =
1

2
√
γ

(
πγij − 2πij

)
, (2.71)

com respeito a 3-métrica, para γijKij = K, na qual γijγij = 3 e γijπij = π.

Agora, é possível definir a equação de evolução da 3-métrica, ao substituir (2.71) em

(2.67),

γ̇ij = DiNj +DjNi −
N
√
γ

(
πγij − 2πij

)
, (2.72)

e ao aplicar (2.70) e (2.71) em (2.61), obter a densidade lagrangiana em termos de

{(3)R, γ,N, N⃗},

LH = N
√
γ(3)R +

N
√
γ

(
πijπij −

1

2
π2

)
. (2.73)

Visto que a densidade hamiltoniana HH (densidade hamiltoniana ADM) pode ser obtida

através da transformada de Legendre de LH , isto é, HH ≡ πij γ̇ij − LH , com o emprego
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das equações (2.63), (2.64), (2.72) e (2.73), é possível estimar,

HH = πNṄ + πN iṄ i + πijγij − LH

= πij[DiNj +DjNi −
N
√
γ
(πγij − 2πij)]− [N

√
γ (3)R +

N
√
γ
(πijπij −

1

2
π2)]

= 2πijDiNj −N
√
γ (3)R +

N
√
γ
(πijπ

ij − π2

2
) , (2.74)

da qual, é possível inferir a hamiltoniana HADM , a partir da relação,

HADM =

∫
Σt

d3xHH . (2.75)

Se estabelecermos as quantidades,

R0 = −√
γ (3)R− 1

√
γ

(
π2

2
− πijπij

)
, (2.76)

Ri = 2Djπ
ij , (2.77)

temos que HADM se torna,

HADM =

∫
Σt

[NR0 +NiR
i]d3x , (2.78)

com N = N0, onde,

H[N ] =

∫
Σt

N

[
−√

γ (3)R− 1
√
γ

(
π2

2
− πijπij

)]
, (2.79)

a restrição hamiltoniana, e,

D[N⃗ ] =

∫
Σt

Ni[−2Djπij]d
3x , (2.80)

a restrição de difeomorfismo (ou restrição de momento).

O próximo passo consistirá em determinar as doze equações de movimento de Hamilton

correspondentes à,
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γ̇ij =
δH

δπij
, (2.81)

π̇ij = − δH

δγij
. (2.82)

Primeiro, definimos a ação SADM , a partir da aplicação de (2.74) em (2.60), isto é,

SADM =

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

d3x(πij γ̇ij −HH)

=

∫ t2

t1

dt

∫
Σt

d3x[πij γ̇ij − (2πijDiNj −N
√
γR +

N
√
γ
(πijπ

ij − π2

2
))] . (2.83)

Para calcular as equações de movimento, faz-se necessário a imposição das condições de

contorno,

δN |∂Σt = δN i |∂Σt = δγij |∂t= 0 , (2.84)

nas quais, ∂Σt exprime o contorno da hipersuperfície Σt. Em que, para os momentos

conjugados não impomos restrições, pois eles são tratados como variáveis independentes.

Ao variarmos SADM em relação a {N, N⃗, πij, γij}, um conjunto independente de variáveis,

obtemos as equações de movimento de Hamilton,

γ̇ij =
δHH

δπij
= DiNj +DjNi − 2NKij , (2.85)

π̇ij = −δHH

δγij
= −N√

γ(Rij − 1

2
γijR) +

N

2
√
γ
(πcdπ

cd − π2

2
)γij

−2N
√
γ
(πicπj

c −
1

2
ππij) +

√
γ(DiDjN − γijDcD

cN)

+Dc(π
ijN c)− πicDcN

j − πjcDcN
i , (2.86)

em que, N e N⃗ , isto é, as funções lapso e deslocamento, são multiplicadores de Lagrange

e, portanto, não contribuem para a dinâmica, pois se variarmos SADM em função de N

e N⃗ , temos 4 restrições (uma proveniente da variação com relação à função lapso, e três

provenientes da variação com relação ao vetor deslocamento) as quais são satisfeitas na
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hipersuperfície Σt, ou seja, para ∂SADM

∂N
= 0 temos que a densidade de energia E = 0

(2.45), enquanto que para ∂SADM

∂N⃗
= 0 temos que a densidade de momento pα = 0 (2.46),

o que implica em (2.79) e (2.80) iguais a zero na hipersuperfície Σt.

Com as equações dinâmicas, é possível, enfim, definir os colchetes de Poisson,

{γij, γkl} |(γ,π) = 0 ,

{πij, πkl} |(γ,π) = 0 ,

{γij, πkl} |(γ,π) = δki δ
l
j . (2.87)

os quais são calculados com respeito às variáveis γij e πkl.

Com a definição dos colchetes de Poisson, é possível recuperar as relações de comutação

canônicas,

{γij, γkl} |(γ,π)= 0 → [γ̂ij, γ̂kl] = 0

{πij, πkl} |(γ,π)= 0 → [π̂ij, π̂kl] = 0

{γij, πkl} |(γ,π)= δki δ
l
j → [γ̂ij, π̂

kl] = iℏδki δlj , (2.88)

visto que,

{A,B} → 1

iℏ
[Â, B̂] . (2.89)

Ou seja, quando as variáveis canônicas do sistema (γij e πij) são identificadas, é possível

transformá-las em operadores quânticos correspondentes (γ̂ij e π̂ij), assim como introdu-

zir um funcional de onda ψ[γab], definido no espaço de configurações de campo (γab), e

caracterizar a ação de γ̂ij e π̂ij no estado |ψ⟩ (ao adotarmos a notação de Dirac),

γ̂ij |ψ⟩ ≡ γijψ[γab] , (2.90)

π̂ij |ψ⟩ ≡ −iℏ δ

δγij
ψ[γab] . (2.91)
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Se considerarmos,

R0 = −√
γ (3)R− 1

√
γ

(
π2

2
− πijπij

)
= 0 , (2.92)

Ri = 2Djπ
ij = 0 , (2.93)

as restrições secundárias (provenientes de ∂HH

∂N
= 0 e ∂HH

∂N⃗
= 0), e aplicarmos (2.90) e

(2.91) em (2.92) e (2.93), derivamos a equação que está no centro de toda abordagem

canônica da cosmologia quântica, a equação de Wheeler-DeWitt,

ĤΨ[γkl] =

[
√
γ (3)R− ℏ2

√
γ

(
1

2
γabγcd − γacγbd

)
δ

δγab

δ

δγcd

]
Ψ[γkl] = 0 , (2.94)

e os vínculos dos momentos,

ĤkΨ[γkl] = 2i
δ

δγkl
Ψ[γkl] = 0 , (2.95)

com Ψ a função de onda do Universo, e a qual será exposta em maiores detalhes na Seção

(2.2) do presente Capítulo.

2.2 A Equação de Wheeler-DeWitt

Ao quantizar o universo fechado de Friedmann, preenchido com matéria, Bryce DeWitt

(1967) deu início à cosmologia quântica propriamente dita, com o desenvolvimento de um

modelo cosmológico com um número finito de graus de liberdade, o modelo de minisupe-

respaço, sendo a configuração espacial infinito-dimensional da relatividade geral chamada

de superespaço.

Ou seja, enquanto superespaço (o conjunto de todas as geometrias Riemannianas na vari-

edade tridimensional ℵ) é uma construção matemática que descreve toda a complexidade

do Universo, incluindo todas as suas configurações possíveis, para a qual, cada ponto na

variedade M do espaço-tempo (M, g) corresponde a uma configuração particular do Uni-

verso, isto é, desempenha o papel de domínio para a função de onda que está sujeita à

equação de Wheeler-DeWitt, o minisuperespaço refere-se a um modelo simplificado do

universo com um número finito de graus de liberdade, geralmente considerados o fator de
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escala do universo e um pequeno número de campos de matéria.

A combinação de ambos os modelos, juntamente com outras ferramentas teóricas e dados

experimentais, são utilizadas para fazer previsões e testar teorias com observações, o que

permite a exploração de uma ampla gama de cenários possíveis para a evolução do universo

e a obtenção de uma compreensão mais profunda de sua natureza mais fundamental.

Modelos dimensionalmente reduzidos, como são o caso de modelos de minisuperespaço,

têm sua importância fundamentada em aspectos como o fato de fornecerem meios de inves-

tigação de questões matemáticas, como as condições de contorno, e a estrutura da equação

de onda, ou o modo como permitem a comparação de vários esquemas de quantização;

assim como podem desempenhar o papel de toy models, isto é, modelos simplistas, com

o intuito de analisar problemas teóricos os quais não dependem do número de variáveis,

como é o caso do papel dos observadores, o problema do tempo (o qual será explorado ao

longo deste Capítulo), e a emersão de um universo clássico (objetivo do presente trabalho).

Como exemplo de modelo de minisuperespaço, temos o modelo de um universo homogêneo

e isotrópico preenchido com um fluido perfeito, o universo de FLRW com apenas um grau

de liberdade, isto é, o fator de escala a, com constante cosmológica Λ ̸= 0, o qual será

quantizado em seguida.

As referências utilizadas para a construção e desenvolvimento desta Seção são: (AT-

KATZ, 1994; MANSOURI; NASSERI, 1999; GOUSHEH; SEPANGI, 2000; FALCIANO, 2004; SEN;

SCHERRER, 2005; WANG et al., 2005; GORINI et al., 2005; KIEFER, 2007; ANDERSON, 2012;

AVELINO; AZEVEDO, 2018; FILHO, 2020; MONERAT et al., 2020; MENDOZA; SILVA, 2021;

KIEFER; PETER, 2022; KIEFER; SANDHÖFER, 2022).

2.2.1 Quantização de um Modelo de FLRW

Seja,

H(p, x) =
p2

2m
+ V (x) = E , (2.96)

a hamiltoniana de um sistema em uma dimensão, isto é, a energia total expressa como

uma função da coordenada x e do momento canonicamente conjugado p, de um sistema

clássico.

O primeiro passo, para a quantização canônica deste sistema, ocorre a partir da aplicação

das seguintes transformações:
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x→ x̂ = x , (2.97)

p→ p̂ = −i ∂
∂x

, (2.98)

E → Ê = i
∂

∂t
. (2.99)

O segundo passo, consiste na introdução de uma função de onda, que depende das variáveis

do sistema físico considerado e do tempo, isto é, Ψ(x, t), a qual descreve as propriedades

do sistema.

Ao realizar as devidas transformações e substituições em (2.96), e aplicar a equação re-

sultante na função de onda, obtemos,

ĤΨ(x, t) =

(
− 1

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

)
Ψ(x, t) = i

∂

∂t
Ψ(x, t) , (2.100)

a equação de Schrödinger dependente do tempo, isto é, a equação de movimento quântica

do sistema, na qual, Ĥ (o operador hamiltoniano resultante das transformações (2.97),

(2.98), e (2.99)) age na função de onda Ψ(x, t).

De semelhante forma, seja,

ȧ2 +

(
1− Λ

3
a2
)

= 0 , (2.101)

a equação de Friedmann (1.6) para Λ ≡ 8πGρvac, com ρvac a densidade de energia do

vácuo com k = 1, equivalente à hamiltoniana para uma partícula de energia nula, cuja

posição é descrita por a (fator de escala).

A ação gravitacional de Einstein-Hilbert (2.2), toma a forma,

SFLRW ≡
∫
dt LFLRW =

3π

4G

∫
dt

[
−ȧ2a+ a

(
1− a2

a20

)]
, (2.102)

para um universo com geometria espacial positiva de FLRW, com a0 ≡
√

3/Λ a fase

inflacionária de Guth.
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A partir da ação (2.102), é possível reescrever a equação de Friedmann (2.101) para,

pa ≡
∂LFLRW

∂ȧ
= − 3π

2G
ȧa , (2.103)

isto é,

p2a +

(
3π

2G

)2

a2
(
1− a2

a20

)
= 0 . (2.104)

Seja,

pa → p̂a = −i ∂
∂a

, (2.105)

a transformação canônica do momento conjugado de a, e k = 1 (para um universo com

geometria espacial positiva de raio a), ao aplicar esta transformação em (2.104), temos,

[
∂2

∂a2
−
(
3π

2G

)2

a2
(
1− a2

a20

)]
Ψ(a) = 0 , (2.106)

ou seja, a equação de Wheeler-DeWitt para um universo fechado de FLRW, análoga à

equação de Schrödinger independente do tempo (para uma partícula com meia unidade

de massa e energia nula), cuja função de onda Ψ(a) é a função de onda do universo, e

cujo potencial V (a) é definido como,

V (a) ≡
(
3π

2G

)2

a20

(
a2

a20
− a4

a40

)
, (2.107)

com a20 = G, ou seja, o universo quantizado de FLRW é equivalente ao problema unidi-

mensional da mecânica quântica não-relativística.

Portanto, a quantização hamiltoniana suscita em uma equação matematicamente equi-

valente à equação de Schrödinger da mecânica quântica. Porém, algumas características

intrínsecas à equação de Wheeler-DeWitt, a diferencia da equação de Schrödinger e serão

expostas no ítem (2.2.2) do presente Capítulo.

2.2.2 Peculiaridades da Equação de Wheeler-DeWitt

Iremos destacar três aspectos da equação de Wheeler-DeWitt:
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• Definição no espaço de configurações;

• Ausência de um parâmetro de tempo externo;

• Determinismo dos pacotes de onda.

Um dos principais atributos da equação de Wheeler-DeWitt diz respeito a sua definição no

espaço de configuração. Por ser uma equação diferencial parcial, e sua solução (a função

de onda Ψ) não ser definida no espaço, no tempo, ou no espaço-tempo, a equação de

Wheeler-DeWitt não depende dos pontos do espaço-tempo, e sim dos graus de liberdade

gravitacional e de matéria do sistema.

Ou seja, a equação de Wheeler-DeWitt é uma equação diferencial parcial que descreve

a evolução da função de onda do universo3 em um espaço de configuração, isto é, um

espaço matemático que descreve as possíveis configurações do sistema, representadas por

um conjunto de variáveis que descrevem os graus de liberdade do mesmo.

A segunda característica citada, concerne o chamado problema do tempo da cosmologia

quântica, isto é, a ausência de um parâmetro de tempo externo, e a não unicidade de

variáveis temporais internas.

Por fim, temos o determinismo dos pacotes de onda, isto é, uma das principais caracterís-

ticas da equação de Wheeler-DeWitt é o fato dela ser determinística, o que significa que

ela dita a evolução da função de onda do universo, e das variáveis do espaço de configura-

ção, as quais representam os graus de liberdade geométricos do universo, dadas condições

iniciais, ao especificar as restrições que a função de onda do universo deve satisfazer, isto

é, a equação determina como essas variáveis mudam ao longo do tempo, à medida que o

universo evolui.

Em outras palavras, um pacote de ondas, um tipo de solução para a equação de Wheeler-

DeWitt, descreve a distribuição de probabilidade de um universo em um determinado

conjunto de configurações, ou seja, uma superposição de diferentes configurações possíveis

cuja evolução é determinada pela equação.

Ademais, apesar de não haver um parâmetro de tempo externo, a equação possui uma

forma hiperbólica, o que afeta como as condições de contorno são impostas. Isso ocorre

porque a equação diferencial clássica no tempo é substituída por uma equação diferencial

hiperbólica, o que altera o determinismo da teoria.
3A função de onda do universo é uma função matemática que descreve a amplitude de probabilidade

do universo encontrar-se em uma configuração particular.
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O fato da equação de Wheeler-DeWitt ser uma equação diferencial parcial do tipo hiper-

bólica, significa que ela permite soluções que descrevem ondas que se propagam através

do universo, as quais são utilizadas para estudar o comportamento do Cosmo em um nível

quântico, assim como fornecer informações sobre suas origens, e a natureza do espaço e

do tempo.

Nos aprofundaremos na problemática temporal e suas possíveis soluções no ítem (2.2.2.1)

do presente Capítulo.

2.2.2.1 O Problema do Tempo da Cosmologia Quântica

Como expresso anteriormente, a cosmologia quântica é a aplicação da teoria quântica

ao Universo como um todo, e dado que a sua dinâmica é uma característica de grande

importância, a noção não bem definida do tempo se torna um problema, uma vez que o

papel do tempo é central para a dinâmica.

Este problema surge da divergência entre os significados de tempo, tanto para a teoria

canônica clássica, isto é, a relatividade geral, quanto para a teoria quântica usual. Para

a relatividade geral, o tempo está em pé de igualdade com o espaço, como manifestado

pela invariância do difeomorfismo da teoria, já para a teoria quântica usual, o tempo é um

parâmetro externo fixo, assim como na física newtoniana. Em outras palavras, o tempo

para a relatividade geral é dinâmico, enquanto que para a teoria quântica ele é absoluto.

Quando ocorre a quantização da relatividade geral através de uma abordagem canônica,

mais precisamente de uma equação com dependência de momento, isto é, com restrição

hamiltoniana, este procedimento não nos fornece uma equação de onda com dependência

temporal, mas sim uma equação estacionária, isto é,

ĤΨ = 0 , (2.108)

a equação de Wheeler-DeWitt, a qual implica em,

[Ĥ, Â(t)] = 0 , (2.109)

a comutação do operador Hamiltoniano com um observável qualquer, ao invés de,

iℏ
dÂ(t)

dt
= [Ĥ, Â(t)] , (2.110)
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para alguma noção de tempo t e algum hamiltoniano quântico Ĥ, como ocorre na teoria

quântica usual, ou seja, não fornece uma equação de onda dependente do tempo, como,

i
∂Ψ

∂t
= ĤΨ . (2.111)

Inúmeras estratégias para estabelecer uma possível resolução deste problema foram desen-

volvidas, e podem ser verificadas, de forma mais elaborada e completa, em (ANDERSON,

2017), e em suas referências.

Uma destas estratégias é a incorporação da variável temporal através de campos de ma-

téria ao aplicar o formalismo de Schutz (1970, 1971), uma vez que o conteúdo material

desempenha o papel de variável temporal neste formalismo.

Dado que este método foi empregado no desenvolvimento do presente trabalho, será ex-

posto no ítem (2.2.2.2) do presente Capítulo.

2.2.2.2 Campos de Matéria e o Formalismo de Schutz: Uma Solução Para o
Problema do Tempo da Cosmologia Quântica.

Em 1970, Schutz desenvolve uma representação de potencial de velocidade para a qua-

drivelocidade Uν de um fluido perfeito na relatividade geral, expressa em termos de seis

potenciais, isto é,

Uν =
1

µ
(ϕ,ν + αβ,ν + θS,ν) , (2.112)

na qual, os potenciais possuem equações de movimento próprias.

A partir da descrição do potencial de velocidade, deriva-se um princípio variacional, no

qual a densidade lagrangiana é L =
√
−g(R + 16πp), e da qual define-se a ação,

S =

∫
d4x

√
−g(R + 16πp) , (2.113)

cuja variação leva às equações de campo de Einstein, caso ela seja efetuada com respeito

à métrica; e às equações de movimento eulerianas, caso a ela seja efetuada com respeito

aos potenciais de velocidade; assim, todas as equações conhecidas para um fluido perfeito

são recuperadas.
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Já em 1971, Schutz introduz a teoria hamiltoniana de um fluido relativístico, ao aplicar

o método de Dirac, e transformar as equações da hidrodinâmica do fluido perfeito na

forma hamiltoniana, para teorias degeneradas, cuja densidade hamiltoniana corresponde

à densidade de energia do fluido.

Portanto, utiliza-se o formalismo de Schutz para descrever o fluido perfeito, com o intuito

de selecionar a variável dinâmica do fluido como referência temporal, para então, aplicar

a quantização canônica na hamiltoniana resultante, e obter uma equação de Wheeler-

DeWitt no minisuperespaço (correspondente à equação de Schrödinger com dependência

temporal), uma vez que o acoplamento da gravidade a um fluido perfeito recupera a noção

de tempo para alguns casos da cosmologia quântica4.

Os fluidos perfeitos têm como característica a não viscosidade, a não condução de calor, e

possuem uma equação de estado definida como p = αρ, com p a pressão, e ρ a densidade

de energia. Para a análise aqui desenvolvida, foram considerados dois fluidos perfeitos, o

gás de Chaplygin e poeira.

O gás de Chaplygin.

Sabemos, com base em evidências observacionais, que o Universo encontra-se em um

estágio de expansão acelerada, cuja matéria responsável por essa condição ser satisfeita,

em algum estágio da evolução cosmológica, seria a energia escura. Para que esta expansão

acelerada seja verdadeira, é preciso que a pressão p e a densidade de energia ρ violem a

condição ρ+ 3p < 0.

Existem alguns candidatos a energia escura, dentre eles o gás de Chaplygin, cuja equação

de estado é definida como,

p = −A
ρ

, (2.114)

com A uma constante positiva, o que implica em um fluido perfeito com pressão negativa,

onde o gás de Chaplygin descreve um fluido que se comporta como um gás em altas

pressões e um fluido com pressão negativa em baixas pressões.

Se considerarmos um universo de FLRW preenchido com gás de Chaplygin, ele descreve a

transição entre um estágio de expansão cosmológica desacelerada a um estágio de expansão
4Uma descrição mais detalhada do formalismo de Schutz encontra-se exposta no Apêndice A do

presente trabalho.
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acelerada, e sua inomogeneidade é capaz de combinar os papéis de energia e matéria escura,

pois ao passo que a energia escura seria responsável pela expansão acelerada do universo,

a matéria escura fornece a atração gravitacional que mantém as galáxias unidas.

O que ocorre, é que o gás de Chaplygin possui uma equação de estado que pode conectar

o comportamento de um fluido em altas pressões ao comportamento em baixas pressões,

e isso permite que ele imite o comportamento da energia escura e da matéria escura.

No entanto, deve-se atentar ao fato do modelo de gás Chaplygin ser um modelo teórico,

e o fato dele ser um fluido do tipo politrópico, isto é, um caso particular dos fluidos

barotrópicos (cuja equação de estado p = αρ).

Poeira.

Matéria não relativística a qual interage consigo mesma apenas através do campo gravi-

tacional, e a qual é um fluido perfeito cuja equação de estado é definida como p = αρ,

para α = 0. Ou seja, poeira, em um modelo de FLRW, é um tipo de matéria que tem

pressão nula, o que significa que sua energia interna não contribui para a expansão ou

contração do universo, em vez disso, a densidade do fluido de poeira determina a dinâmica

do universo através das equações de Friedmann, isto é, as equações de campo de Einstein

para este fluido (no modelo de FLRW) são dadas pelas equações de Friedmann, as quais

descrevem a evolução do fator de escala a(t) em função do tempo.

Aplicação do Formalismo de Schutz.

Seja a métrica de um universo homogêneo e isotrópico de FLRW, caracterizada pelo fator

de escala a(t), definida como,

ds2 = −N2(t)dt2 + a2(t)

(
dr2

1− r2
+ r2dθ2 + r2sen2θdϕ2

)
, (2.115)

com N a função lapso5, dΩ2 = dθ2 + sen2θdϕ2 o elemento de linha de uma esfera de duas

dimensões e raio unitário, e k = 1 para um universo com curvatura espacial positiva.

O conteúdo material do modelo analisado no presente trabalho é descrito de acordo com

o formalismo de Schutz, no qual (2.112) toma a forma reduzida,

Uν =
1

µ
(ϕ,ν + θS,ν) , (2.116)

5Na equação (1.1) N = 1. Devido a invariância de difeomorfismo, a função lapso pode ser eliminada
ao considerarmos N = 1.
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com α e β ausentes no modelo, devido a ausência de rotação6, µ a entalpia específica, S

a entropia específica, e ϕ e θ sem um significado físico claro.

É possível expressar µ em termos dos potenciais, isto é,

µ =
1

N
(ϕ̇+ θṠ) , (2.117)

uma vez que UνUν = −1, a condição de normalização da quadrivelocidade, e,

µ2 = −gσν(ϕ,σ + θS,σ)(ϕ,ν + θS,ν) = −g00(ϕ̇+ θṠ)2 =
1

N2
(ϕ̇+ θṠ)2 . (2.118)

Seja,

S =
1

16πG

∫
M

d4x
√
−gR +

1

8πG

∫
∂M

d3x
√
hK +

∫
d4x

√
−g p , (2.119)

a ação de Einstein-Hilbert, acrescida de um termo de contorno ∂M da variação quadri-

mensional M , e na qual o último termo é a ação de Schutz (conteúdo de matéria da

ação), a qual descreve a dinâmica do fluido perfeito que interage com o campo gravi-

tacional em termos dos potenciais de velocidade, onde h é o determinante da métrica

induzida hij ≡ γij na hipersuperfície espacial tridimensional, K = hijK
ij o traço da cur-

vatura extrínseca Kij, R o escalar de curvatura, e G a constante gravitacional de Newton,

para 8πG = 1 (uma normalização arbitrária escolhida por conveniência para a ação de

Einstein-Hilbert).

Da métrica (2.115), deriva-se o escalar de Ricci,

R =
6ä

N2a
− 6Ṅ ȧ

N3a
+

6ȧ2

N2a2
+

6

a2
, (2.120)

no qual, R = gµνRµν = g00R00 + gijRij, com,

gµν = diag

(
−N2(t),

a2(t)

1− r2
, a2(t)r2, a2(t)r2sen2θ

)
, (2.121)

as componentes da métrica, e gij = a2(t)hij, com hijhij = 3, para i, j = 1, 2, 3 os índices

espaciais, e (̇) = d
dt

.

6α e β estão conectados a rotação.
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Para K = hijK
ij, com Kij = − 1

2N
ḣij, temos,

K = − 3ȧ

Na
(2.122)

a curvatura extrínseca.

Ao substituir ambos os resultados para R e K na ação gravitacional,

S =
1

2

∫
M

d4x
√
−gR +

∫
∂M

d3x
√
hK , (2.123)

obtemos,

Sg =

∫
dt

(
−3ȧ2a

N
+ 3Na

)
, (2.124)

em que, d4x = dtd3x, e
√
−g = N

√
h.

De (2.124), é possível inferir a lagrangiana,

Lg = −3ȧ2a

N
+ 3Na . (2.125)

Como visto no ítem (2.1) do presente capítulo, através do formalismo canônico é possível

encontrar a hamiltoniana Hg, isto é, a hamiltoniana gravitacional,

Hg = − p2a
12a

− 3a , (2.126)

em que, Lg = (ȧpa −NHg), com pa =
∂Lg

∂ȧ
, o momento canonicamente conjugado de a.

Para um fluido perfeito com equação de estado p = αρ, tem-se as seguintes relações

termodinâmicas:

ρ = ρ0(1 + Π) ;

µ = (1 + Π) +
p

ρ0
;

ΘdS = dΠ+ pd

(
1

ρ0

)
, (2.127)
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com Π ≡ (ρ−ρ0)
ρ0

a energia interna específica, µ = (ρ+p)
ρ0

a massa inercial específica, Θ =

(1 + Π) a temperatura, S = ln (1+Π)
ρα0

a entropia, e ρ0 a densidade de massa de repouso.

Seja a ação de Schutz,

S =

∫
d4x

√
−g p , (2.128)

é possível inferir a lagrangiana,

Ls = Na3p , (2.129)

com,

pθ = 0 (2.130)

pS = θpϕ (2.131)

pϕ =
∂Ls

∂ϕ̇
= Na3ρ0

∂µ

∂ϕ̇
= Na3

(p+ ρ)

µ
U0 , (2.132)

os momentos canonicamente conjugados de θ, S e ϕ, respectivamente, e para os quais

utilizamos µ = (p+ρ)
ρ0

, e equações (2.116) e (2.117), cujo único potencial tido não nulo será

ϕ, com o intuito de obter as equações de movimento corretas, já que o fluido considerado

é o fluido de poeira.

Por consequência, encontra-se,

Hs = −Na3T 0
0

Hs = N3a3[(p+ ρ)U0U0 + pg00] , (2.133)

a hamiltoniana do fluido, com T µν = (p + ρ)uµuν + pgµν o tensor energia-momento para

o fluido perfeito, com uµ as componentes da quadrivelocidade.

Seja poeira o fluido em questão, (2.133) toma a forma,

Hs = Npϕ , (2.134)
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com, Hs = N3a3ρU0U0 = N2U0pϕ = pϕN , para U0 = 1
N

e U0N = 1.

Portanto, temos,

Hp = pT , (2.135)

a hamiltoniana do fluido de poeira, após a aplicação de p = 0, µ = 1, e ϕ = T (no qual,

o tempo foi escolhido como o tempo próprio das partículas de poeira), ou seja, a variável

T pode ser tomada como tempo, uma vez que a hamiltoniana Hp é linear no momento

canonicamente conjugado ao tempo7 pT .

Nosso modelo considera um segundo fluido, isto é, o gás de Chaplygin, portanto, dada a

métrica (2.115), e a combinação da equação de estado do gás de Chaplygin (2.114) com

a evolução do fator de escala,

(
ȧ

a

)2

= ρ− k

a2
, (2.136)

e a conservação da energia relativística (1.7), é possível obter,

ρ(a) =

(
A+

B

a6

)1/2

, (2.137)

a evolução da densidade de energia8, com B uma constante de integração, para a qual,

ρ ∼
√
B

a3
, (2.138)

para valores de B > 0 e pequenos valores de a, o que significa que ρ(a) corresponde a

densidade de energia de poeira;

ρ ∼
√
A , (2.139)

para a → ∞, o que significa que ρ(a) corresponde a um universo vazio com constante

cosmológica; e,
7Esta afirmação encontra-se vinculada à condição da derivada com relação ao tempo ser de primeira

ordem na equação de Schrödinger.
8Com a evolução da densidade de energia do tipo matéria escura em períodos primordiais (early times),

e do tipo energia escura em períodos tardios (late times), o modelo de gás de Chaplygin serve como um
modelo unificado de matéria e energia escura.
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ρ ≈
√
A+ a−6

√
B

4A
, (2.140)

para uma fase intermediária, com a6 ≫ B
A
, o que significa que ρ(a) pode descrever uma

combinação de matéria e constante cosmológica.

Conforme a literatura9, a ação de um fluido perfeito pode ser expressa como,

SM = −
∫
d(D+1)x

√
−gρ , (2.141)

com D a dimensão espacial efetiva, logo, a ação de Schutz (2.128) para o gás de Chaplygin

se torna,

Sc = −
∫
d4x

√
−gρ , (2.142)

da qual, inferimos a lagrangiana Lc = −Na3ρ.

Por consequência, temos a hamiltoniana correspondente ao gás de Chaplygin, isto é,

Hc = a3
(
Ā+

B̄

a6

)1/2

, (2.143)

com Ā = A
π2 e B̄ = B

π2 , os parâmetros do gás de Chaplygin.

Por fim, ao combinar todas as equações das hamiltonianas aqui definidas para o modelo

de FLRW, com k = 1, de um universo preenchido com gás de Chaplygin e poeira, tem-se

a super hamiltoniana total,

H = − p2a
12a

− 3a+ a3
(
Ā+

B̄

a6

)1/2

+pT . (2.144)

Ao aplicar o procedimento de quantização canônica ao resultado, obtemos a equação de

Wheeler-DeWitt correspondente à equação de Schrödinger, genuinamente dependente do

tempo, como consequência da contribuição linear ao momento associado ao fluido, ou seja,

pT .

O resultado deste procedimento será melhor explorado no Capítulo 3 do presente trabalho,

juntamente com a exposição aprofundada do nosso modelo aqui analisado.
9(MANSOURI; NASSERI, 1999; MENDOZA; SILVA, 2021).
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2.3 Condições de Contorno

Para a cosmologia o Universo é visto como distinto e suas condições de contorno não

estão totalmente a nossa disposição, mas tais condições são de suma importância para a

compreensão dos primeiros instantes do Universo, e, portanto, crucial para a estrutura

fundamental da cosmologia quântica, pois as condições iniciais do sistema são estabeleci-

dos a partir da imposição das condições de contorno. (KIEFER, 2007).

Quais seriam condições de contorno apropriadas para a equação de Wheeler-DeWitt?

Apresentaremos duas das mais discutidas propostas para a definição das condições de

contorno para a cosmologia quântica, a proposta de não contorno, também conhecida como

proposta de Hartle-Hawking, e o tunelamento quântico do Universo (proposta utilizada

em nossa análise), para as quais, apresentaremos os seus principais aspectos, assim como

uma breve comparação entre ambas.

As referências utilizadas para a construção e desenvolvimento desta Seção são: (VILEN-

KIN, 1982; HARTLE; HAWKING, 1983; VILENKIN, 1993; ATKATZ, 1994; MERZBACHER, 1998;

HALLIWELL, 2002; KIEFER, 2007; BAND; AVISHAI, 2013; VILENKIN; YAMADA, 2018; KIE-

FER; SANDHÖFER, 2022).

2.3.1 A Proposta de Não Contorno de Hartle-Hawking

Se a relatividade geral está correta, existiu um ponto de densidade infinita na curvatura

do espaço-tempo, conhecido como ponto de singularidade, o qual prevê um início para o

Universo, mas o qual não explica como ocorreu este princípio.

Neste contexto, Hartle e Hawking (1983) propõem a aplicação das ideias desenvolvidas

por Hawking na década de 1970, para a singularidade de buracos negros, mas agora à

singularidade do início do Cosmo. O objetivo é explicar quanticamente o surgimento do

Universo, uma vez que seria inevitável a aplicação da teoria quântica, em um momento

no qual a gravidade teria se tornado tão intensa que ocorreria a quebra das leis da física

clássica.

Hartle e Hawking, dissertam sobre a importância da especificação dos possíveis estados

quânticos, os quais o Universo pode ocupar, ao se aplicar a mecânica quântica a ele como

um todo, e a possibilidade desta especificação determinar o seu comportamento dinâmico.

Seja uma superfície finita em tamanho, formada pelo espaço e pelo tempo, a qual não

possui limites e/ou bordas. Se tais limites não existem, quais seriam então, as condições
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físicas do Universo primitivo, necessárias para satisfazer tal condição? A proposta de

Hartle-Hawking prevê que se voltarmos no tempo, para o seu princípio, o espaço e o

tempo se tornam difusos, e apesar desta superfície dos primórdios do Universo ser suave

e finita, não possui um ponto de origem específico.

Fundamentada na formulação de soma sobre histórias de Feynman, da teoria quântica (a

qual descreve que se uma partícula se desloca de um ponto A a um ponto B, ela não

percorre apenas um caminho, mas todos os caminhos possíveis entre os pontos A e B), a

proposta de Hartle-Hawking impõe uma integral de caminho à qual atribui-se um peso,

isto é, probabilidades relativas às diferentes histórias possíveis do Universo.

A estrutura geométrica da proposta de não contorno de Hartle-Hawking pode ser obser-

vada na Figura 8.

Figura 8: Estrutura geométrica da proposta de não contorno de Hartle-Hawking, na qual
foi eliminada uma dimensão espacial do espaço-tempo quadrimensional. (Imagem: Kiefer
(2007)).

Na parte inferior desta estrutura tem-se uma geometria euclidiana (com 4 dimensões no

espaço, mas sem dimensões de tempo), e um universo de De Sitter em expansão no topo. A

dimensão espacial, isto é, os circulos espaciais permanecem circulares e crescem, enquanto

que a dimensão temporal se abre e se torna distinta em relação a dimensão espacial, o

que acarreta na não intercalação do espaço e do tempo.

Por ser um princípio de seleção, a proposta de Hartle-Hawking seleciona subconjuntos

de histórias do Universo, assim como permite a determinação de quais histórias teriam

as maiores contribuições derivadas da geometria descrita na Figura 8, ou seja, esta pro-

posta atribui diferentes probabilidades para diferentes histórias do Universo, e realiza isso

através da associação de cada história a uma construção geométrica, na qual a história
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arredonda-se no tempo imaginário τ , que, neste contexto, se comporta como uma direção

no espaço.

Seja,

Ψ[hij, ϕ] =

∫
NC

δgµνδϕ exp
−IE[gµν , ϕ]

ℏ
, (2.145)

uma função de onda para o universo, a qual fornece um peso, para as diferentes configu-

rações, dado pela exponencial da ação, com NC ≡ não contorno , IE a ação euclidiana,

hij a métrica induzida na única fronteira, e ϕ equivalente às configurações de campo na

única fronteira de não contorno. Seja (hij, ϕ) uma amplitude para diferentes configurações

em um momento de tempo, h e ϕ representam, cada um, um universo cuja amplitude é

dada por uma integral de caminho euclidiana na qual não aparece a noção de tempo, e a

qual não possui outro contorno a não ser aquele no qual a função de onda é avaliada.

Portanto, o passado e o futuro seriam probabilísticos, isto é, simétricos e se comporta-

riam como uma função de onda, assim como na teoria quântica usual, e descreveriam um

conjunto de caminhos, através de uma integral de caminho sobre a métrica euclidiana

sem contorno, em que, um dos principais objetivos da cosmologia do conjunto de histó-

rias descrita nesta seção, ou seja, a cosmologia dos multiversos, é tornar esta cosmologia

uma estrutura física passível de verificação, a qual seria acessível através das predições

probabilísticas realizadas pela proposta. Se o multiverso for uma estrutura de previsão

verificável, pode vir a ser utilizado para prever observações em nosso próprio Universo.

2.3.2 Tunelamento Quântico do Universo

Análoga ao processo de decaimento α da mecânica quântica, a segunda proposta aqui

descrita será o tunelamento quântico do Universo, uma perspectiva quântica para o sur-

gimento do Cosmo, idealizada inicialmente por Alexander Vilenkin (1982), e adotada na

análise do presente trabalho.

Nas palavras de Vilenkin: “A singularidade (do Universo) não é algo útil a se ter na teoria

física, pois você quer que a sua matemática funcione, você não quer que ela quebre.”

Se voltarmos no tempo alguns modelos para o Universo, quase sempre existirá algo, ou
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uma idealização de algo, que possa ter ocorrido antes. Qual seria uma possibilidade plau-

sível capaz de quebrar essa ressurgência? Vilenkin sugere que a sua proposta, de origem

quântica e espontânea de um universo a partir do nada, seria uma alternativa eficaz para

encerrar essa percepção, assim como também evitar a singularidade inicial, onde o nada

refere-se a um estado sem espaço clássico, tempo e matéria. Halliwell (2002), ademais,

aponta que a proposta de tunelamento quântico do universo substituiria a singularidade

inicial ao torná-la uma região classicamente proibida.

Na cosmologia quântica, o Universo pode ser descrito por uma função de onda Ψ(h, ϕ)

definida no superespaço, com h a 3-geometria, e ϕ configurações de campo de matéria, cuja

equação, que desempenha o papel de equação de Schrödinger, é a já discutida equação de

Wheeler-DeWitt (2.108), da qual a função de onda Ψ é solução. Portanto, assim como na

proposta de Hartle-Hawking, a proposta de tunelamento quântico lida com uma função

de onda Ψ para o Universo.

No caso particular do modelo proposto por Vilenkin (1982), um modelo de interação de

campos gravitacionais e de matéria (a qual pode ser considerada como sendo a da Teoria

da Grande Unificação), supõe-se que um universo origina-se no estado de vácuo simétrico

e é descrito pela métrica de FLRW (1.1) com k = 1 (universo fechado)10, o qual contrai

em t < 0, atinge uma dimensão mínima em t = 0, e expande em t > 0.

Neste modelo, o universo emerge com tamanho finito (a = H−1) e velocidade ȧ = 0. Este

comportamento é análogo ao de uma partícula quicando em uma barreira de potencial

em a = H−1, com a (fator de escala) a coordenada da partícula, onde,

[
d2

da2
− u(a)

]
Ψ(a) = 0 , (2.146)

com u(a) = a2(1 − H2a2), o potencial que possui a forma de uma barreira que separa

a = 0 e a = H−1, já que no modelo de Vilenkin o universo tunela de a = 0 para a = H−1,

com Ψ composta apenas de ondas propagatórias, isto é, nos limites do superespaço, Ψ

deve incluir apenas ondas de saída, onde a singularidade inicial é descartada (mesmo com

a possibilidade de haver uma singularidade final).

Se considerarmos o exemplo de modelo de universo de FLRW quantizado, descrito em

(2.2.1), temos que o mesmo equivale matematicamente ao problema unidimensional da
10O modelo precisa ser para um universo fechado pois, caso o contrário, seu volume seria infinito e a

probabilidade de nucleação seria nula.
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mecânica quântica não-relativística, com potencial V (a) definido como (2.107),

V (a) ≡
(
3π

2G

)2

a20

(
a2

a20
− a4

a40

)
,

conforme pode ser observado na Figura 9, com a região (0 < a < a0) classicamente

proibida para a partícula de energia zero, e classicamente permitida para (a ≥ a0).

Figura 9: Barreira de potencial para um universo quantizado de FLRW. (Imagem: Atkatz
(1994)).

A função de onda Ψ do Universo, solução da equação de Wheeler-DeWitt, é essencial

para definir as condições iniciais de um modelo de universo, o qual pretende-se analisar,

porém, como a equação de Wheeler-DeWitt possui um número infinito de soluções, torna-

se necessário especificar as condições de contorno de Ψ.

Tais condições precisam ser adicionadas à equação de Wheeler-DeWitt como uma lei física

independente, visto que não há uma configuração externa ao Universo para determiná-

las, como ocorre na mecânica quântica usual. Logo, a fim de selecionar uma solução

particular da equação de Wheeler-DeWitt, como a função de onda de minisuperespaço11

(para o caso de um universo quantizado de FLRW), as condições de contorno precisam

ser especificadas.

Para um modelo de universo de FLRW, ao considerar a região classicamente permitida,

sua função de onda (complexa) deve conter apenas ondas de saída, e representar um
11Em um contexto de minisuperespaço, considera-se apenas um número finito de graus de liberdade.
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universo em expansão, cuja partícula em a = 0 tunela quanticamente através de uma

barreira de potencial e surge em a = a0, com a0 uma dimensão finita.

Uma vez definida a função de onda Ψ para o evento de tunelamento quântico, calcula-

se então a probabilidade de ocorrer este evento, em que, para o exemplo de modelo de

universo quantizado de FLRW descrito em (2.2.1), temos,

P ≡ | ⟨FLRW (a0)| |NADA⟩ |2 ≃ exp

[
−3π

G

∫ a0

0

da a

(
1− a2

a20

)1/2]
, (2.147)

com ⟨FLRW (a0)| |NADA⟩ a amplitude de criação quântica, para o qual verifica-se a

emersão de um espaço-tempo clássico de FLRW na região de minisuperespaço, com a0

uma dimensão finita, e no qual a função de onda oscila.

Portanto, a quantização de um modelo de universo de FLRW nos permite calcular a pro-

babilidade do evento de surgimento quântico de um universo clássico a partir do processo

de tunelamento, ao tornar a singularidade inicial do Universo uma região classicamente

proibida, como é o caso do nosso modelo de universo, o qual será exposto em maiores

detalhes no Capítulo 3 do presente trabalho.

Caso sejam escolhidas ondas de entrada e de saída em uma mesma quantidade, para a

região classicamente permitida, tem-se a função de onda da proposta de não contorno de

Hartle-Hawking, descrita previamente, e a probabilidade não nula do surgimento de um

universo colapsante.

Conforme Hartle, uma comparação possível entre ambas as propostas é a de que elas são

propostas para a função de onda do Universo mas, que competem quanto à previsões para

temas como a estrutura em larga escala.

Já para Vilenkin, a grande diferença entre a sua proposta e a de não contorno de Hartle-

Hawking seria, precisamente, as condições iniciais. Onde, em seu modelo, o universo surge

preenchido com vácuo de alta energia, e possui (inicialmente) um tamanho muito pequeno,

enquanto que na proposta de Hartle-Hawking, o universo deve surgir preenchido com vácuo

de energia muito baixa, e possuir um tamanho inicial muito grande.

A proposta de tunelamento quântico do Universo seleciona soluções particulares da equa-

ção de Wheeler-DeWitt, complexas, enquanto que as soluções da proposta de não contorno

de Hartle-Hawking são soluções reais, ou seja, a proposta de tunelamento é imposta no

regime oscilatório da função de onda, e a proposta de não contorno no regime euclidiano.



74

Contudo, apesar das demais diferenças entre as propostas, sabe-se que para ambas a

função de onda pode ser bem definida na aproximação semiclássica.

2.3.3 Aproximação Semiclássica

No que concerne a aproximação semiclássica, há a possibilidade do sistema analisado ser

aproximadamente clássico, isto é, o sistema pode ser descrito classicamente, mas também

permite uma descrição quântica.

Um exemplo é o da teoria da gravitação quântica, a qual (como já indicado) não pos-

sui uma concordância definitiva, contudo, se a gravidade semiclássica e o princípio da

correspondência12 forem considerados, um evento como o tunelamento quântico pode ser

descrito.

Nomeada a partir da junção dos nomes dos físicos Gregor Wentzel, Hendrik Kramers,

e Léon Brillouin, um exemplo de aproximação semiclássica é a aproximação WKB, a

qual consiste em um método para a obtenção de soluções aproximadas para a equação

de Schrödinger independente do tempo e em uma dimensão. Esta aproximação pode ser

utilizada para determinar taxas de tunelamento quântico através de barreiras de potencial.

2.3.3.1 Aproximação WKB

Seja,

d2Ψ

dx2
+

2m

ℏ2
(E − V )Ψ = 0 , (2.148)

a equação de Schrödinger, para uma partícula de energia E que se move em uma região

cujo potencial V (x) é constante, ou varia lentamente com x.

Para V (x) constante, as soluções de (2.148) são do tipo Ψ(x) = e±ikx; se V (x) é aproxi-

madamente constante, as soluções são do tipo Ψ(x) = eiu(x).

A função u(x) satisfaz a equação não linear,

i
d2u

dx2
−
(
du

dx

)2

+[k(x)]2 = 0 , (2.149)

12O princípio da correspondência afirma que no limite dos grandes números quânticos, o comportamento
dos sistemas descritos pela teoria da mecânica quântica reproduz a física clássica, isto é, um limite
adequado da teoria quântica deve conduzir à concepção de um espaço-tempo clássico.
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equivalente a (2.148), com,

k(x) =

√
2m

ℏ2
[E − V (x)] , (2.150)

para E > V (x), isto é, a região classicamente permitida, e

k(x) = −i
√

2m

ℏ2
[V (x)− E] = −ik(x) , (2.151)

para E < V (x), isto é, a região classicamente proibida.

Seja,

u
′

0
2 = [k(x)]2 , (2.152)

uma primeira aproximação para u, cuja integração é definida como,

u0 = ±
∫ x

k(x)dx+ C , (2.153)

uma solução exata se V constante.

Caso V varie com x, temos,

(
du

dx

)2

= k2(x) + i
d2u

dx2
, (2.154)

uma outra forma para (2.149), a partir da qual uma sucessiva aproximação pode ser

estabelecida.

Obtemos,

un+1(x) = ±
∫ x√

k2(x) + iu′′n(x) dx+ Cn+1 , (2.155)

a aproximação (n + 1), ao substituir a enésima aproximação no lado direito da equação

(2.154), resultando em,

u1(x) = ±
∫ x√

k2(x)± ik′(x) dx+ C1 , (2.156)

para n = 0.



76

Como solução geral de (2.149) temos,

u(x) = u+ − i ln [1 + Aei(u−−u+)] +B (2.157)

= u− − i ln [A+ ei(u+−u−)] +B ,

com A e B constantes arbitrárias, onde u− e u+ representam os sinais das equações (2.153),

(2.155), e (2.156).

Seja,

| k′
(x) | ≪ | k2(x) | , (2.158)

isto é, u1(x) próximo de u0(x), a condição necessária para que (2.155) tenda ao u(x)

correto. Se a condição (2.158) for válida, temos,

u1(x) = ±
∫ x

k(x)dx+
i

2
ln k(x) + C1 , (2.159)

a aproximação WKB de (2.149), cuja função de onda WKB aproximada é,

Ψ(x) ≈ 1√
k(x)

exp

[
± i

∫ x

k(x)dx

]
. (2.160)

Para E > V (x) e k(x) real, ambas as ondas de (2.160) se propagam de forma independente

e em direções opostas.

Para E < V (x), reescreve-se (2.160) como,

Ψ(x) =
1√
k(x)

exp

[
±
∫ x

k(x)dx

]
, (2.161)

sua forma real mais reconhecível.

Como aplicação deste método, temos o cálculo do coeficiente de transmissão para uma

barreira na qual partículas incidem pela esquerda mas não possuem a energia necessária

para atravessar classicamente a barreira de potencial da Figura 10, cujos pontos de retorno

são a e b.
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Figura 10: Barreira de potencial para exemplificar a aplicação do método WKB. (Imagem:
Merzbacher (1998)).

De forma geral, as soluções da equação de Schrödinger, para as regiões (x < a), (a < x <

b), e (b < x) da Figura 10 são, respectivamente,

Ψ(x) =
A√
k(x)

exp

(
i

∫ x

a

kdx

)
+

B√
k(x)

exp

(
−i
∫ x

a

kdx

)
,

Ψ(x) =
C√
k(x)

exp

(
−
∫ x

a

kdx

)
+

D√
k(x)

exp

(∫ x

a

kdx

)
,

Ψ(x) =
F√
k(x)

exp

(
i

∫ x

b

kdx

)
+

G√
k(x)

exp

(
−i
∫ x

b

kdx

)
. (2.162)

Para estabelecer uma relação linear entre os coeficientes de (2.162), utilizam-se fórmulas

de conexão as quais servem para vincular soluções WKB do tipo (2.160) e (2.161), na

região classicamente acessível, e na região classicamente inacessível, respectivamente, ou

ainda, conectar funções de onda entre regiões de k(x) imaginário e real.

Com isso, temos,

(
A

B

)
=

1

2

 2θ + 1
2θ

i

(
2θ − 1

2θ

)
−i
(
2θ − 1

2θ

)
2θ + 1

2θ


(
F

G

)
, (2.163)

uma matriz M que conecta os coeficientes de (2.162) com,
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θ = exp

(∫ b

a

k(x)dx

)
, (2.164)

o qual fornece a medida da expessura e da altura da barreira em função da energia.

A partir da relação entre os coeficientes em (2.163) e do coeficiente de transmissão, isto

é,

T =
| Ψtrans

√
Ktrans |2

| Ψinc

√
Kinc |2

=
| F |2

| A |2
, (2.165)

é possível calcular,

T =
1

|M11 |2
=

4(
2θ + 1

2θ

)2 , (2.166)

o coeficiente de transmissão quando se assume que não existe onda incidente da direita,

isto é, G = 0, com M11 o elemento 11 da matriz M , Ψtrans a função de onda transmitida,

e Ψinc a função de onda incidente.

Para θ ≫ 1, temos,

T ≈ 1

θ2
= exp

(
−2

∫ b

a

kdx

)
, (2.167)

o que representa uma barreira alta e larga, e, por consequência, θ uma medida da opaci-

dade da barreira.

Um bom resultado para os cálculos de tunelamento quântico do Universo, isto é, a pro-

babilidade de emersão quântica de um universo clássico, é aquele cujos resultados proba-

bilísticos coincidem com os resultados da aproximação semiclássica em regiões próximas

ao topo da barreira de potencial, como é o caso dos resultados que serão apresentados no

Capítulo 5 do presente trabalho.

2.4 Interpretação Quântica

Após explanar sobre a dinâmica e as condições de contorno, falaremos agora sobre o

terceiro elemento que rege a cosmologia quântica, a interpretação quântica.
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As referências utilizadas para a construção e desenvolvimento desta Seção são: (PINTO-

NETO, 2000; KIEFER, 2003; LAZAROU, 2007).

Historicamente, a primeira interpretação quântica é a interpretação de Copenhagen, cujo

desenvolvimento se deu entre os anos de 1925 e 1927, e encontra-se atrelada às discus-

sões intensas entre Niels Bohr e Werner Heisenberg, dentre outros cientistas, na qual,

fudamentalmente, tem por caraterísticas principais:

• A indispensabilidade de conceitos clássicos para a descrição do processo de medição;

• A complementaridade entre partículas e ondas (propriedade intrínseca da Natureza);

• A redução do pacote de ondas como uma regra formal sem significado dinâmico.

Para a interpretação de Copenhagen, o aparato de medição não pode ser separado do

sistema quântico o qual encontra-se sob investigação, em que, o experimento escolhido

define o conjunto apropriado de autofunções que será utilizado para construir o estado do

sistema, porém, ela não resolve o problema da medição: o por que e como ocorre o colapso

da função de onda durante o processo de medição; além de não fornecer informação sobre

a física do sistema, apenas o seu formalismo matemático mais fundamental, para fazer

predições precisas e calcular as probabilidades dos mais diversos resultados.

Ademais, ao que concerne a gravitação quântica, ao contrário do que ocorre para situações

normais de laboratório, onde é possível adotar uma interpretação como a de Copenhagen

como um tipo de background conveniente para uso pragmático, torna-se impossível a sua

aplicação se efeitos quânticos do campo gravitacional encontram-se envolvidos.

Quanto à cosmologia quântica propriamente dita, como ela é a aplicação das leis da física

quântica ao Universo como um todo, e como o Universo contém, naturalmente, todos

os seus observadores, busca-se uma interpretação quântica que não contenha domínios

clássicos no nível fundamental.

Portanto, uma vez que a interpretação de Copenhagen não pode lidar com a cosmologia

quântica, já que esta interpretação impõe a existência de um domínio clássico, usualmente

adota-se uma interpretação alternativa a de Copenhagen para lidar com a cosmologia

quântica. Uma das interpretações alternativas seria a interpretação de Everett, isto é, a

interpretação de Muitos Mundos.

Adotada em nosso trabalho, a interpretação de Muitos Mundos torna-se adequada às

análises as quais há a tentativa de descrição do Universo como uma função de onda, e as

quais assume-se que não há observadores externos.
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Nesta interpretação, Everett assume que a função de onda faz parte da realidade e que

não há colapso, ou seja, todos os resultados possíveis coexistem em diferentes ramos (com-

ponentes) do Universo, isto é, após uma medição, todos os componentes correspondentes

aos diferentes resultados estão igualmente presentes, em que, tais componentes não podem

interferir ou se comunicar entre si, com o intuito de proteger a própria teoria de produzir

situações ilógicas.

Em outras palavras, para a interpretação de Muitos Mundos, na qual há a coexistência

de todos os ramos (uma realidade simultânea), temos que em cada componente existe

um observador com conhecimento do autovalor correspondente a ele, mas o qual não está

ciente dos outros observadores e possibilidades, por conta da não interferência entre os

ramos.

Enquanto que para a interpretação de Copenhagen, ao levarmos em conta uma medição

impulsiva de um observável, a junção do aparato de medição macroscópico e a função

de onda do sistema observado se divide em vários ramos, os quais, para gerar um bom

resultado, quase nunca se sobrepõem, contudo, ao final da medida, observa-se apenas

um dos autovalores, isto é, a medida é robusta de tal forma que se o procedimento de

observação e medida for repetido (imediatamente após a primeira medida), obtem-se o

mesmo resultado, ou seja, há o colapso da função de onda e os demais ramos desaparecem.

Apesar dos possíveis problemas da interpretação de Muitos Mundos, tal qual a ideia

extrema de um Universo eternamente dividido (com uma divisão para cada resultado

possível), temos que esta interpretação preserva o caráter determinista da Natureza.

Outra interpretação alternativa a de Copenhagen é a interpretação de Bohm-de Broglie, na

qual a função de onda é suplementada com partículas e campos, isto é, variáveis clássicas

que possuem valores definitivos de posição e momento, cuja dinâmica da partícula depende

de um campo guia, enquanto que a função de onda obedece uma dinâmica autônoma.

Para esta interpretação, a partícula pontual no espaço de configuração, o qual descreve o

sistema observado e o aparato de medida, deve existir, independente de qualquer observa-

ção, e a depender da sua posição inicial (antes da medida), ocupa um dos ramos quando é

iniciada a divisão dos mesmos. Ou seja, após a medida, a partícula encontra-se presa em

um pacote de ondas específico, cujos demais encontram-se vazios, e o observador do ramo

ocupado não tem consciência dos pacotes de ondas não ocupados, pois estes não podem

interagir com outras partículas, tampouco com a partícula pontual que ocupa o ramo,

pois os pacotes de onda estão espacialmente separados da partícula e não a influenciam.
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Temos, dessa forma, um colapso efetivo, não real, uma vez que os componentes vazios

continuam a existir, só que sem a multiplicação dos observadores, com a possibilidade de

interferência dos pacotes de onda vazios com o componente que contém a partícula, mas

com uma probabilidade muito pequena deste fenômeno ocorrer em situações macroscópi-

cas.

De uma perspectiva da cosmologia quântica, a interpretação de Bohm-de Broglie pode ser

aplicada a modelos de minisuperespaço, bem como, afirma que a geometria tridimencional

das hipersuperfícies do tipo espaço, como também a sua curvatura extrínseca, deve existir

independente de qualquer medida ou observação, e sua evolução, identificada por um

parâmetro temporal, seria regida por uma evolução quântica, devido a presença de um

potencial quântico que surge naturalmente da equação de Wheeler-DeWitt.

Outros tipos de interpretações quânticas, assim como uma descrição mais aprofundada

sobre as interpretações citadas acima, encontram-se nas referências estabelecidas como

base para a construção dessa Seção.

Na próxima etapa do presente trabalho, apresentaremos os modelos clássico e quântico do

nosso estudo, bem como o método estabelecido para o tratamento numérico do modelo,

os decorrentes resultados, e nossas conclusões e considerações finais.
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3 O Modelo

O modelo por nós analisado é definido por uma geometria do tipo FLRW com k = 1,

isto é, um universo com geometrial espacial positiva, preenchido com gás de Chaplygin e

poeira1.

Por se tratar do cálculo probabilístico do surgimento quântico de um universo clássico

através do processo de tunelamento, os dois fluidos escolhidos para nossa análise, os quais

representam estágios diferentes do conteúdo de matéria do universo, são: (i) poeira, cujo

comportamento do potencial efetivo (Vef ), ao se levar em conta α = 0 para p = αρ

(em conjunto com os demais parâmetros do sistema), exibe um perfil de potencial de

barreira, e (ii) gás de Chaplygin, uma vez que modelos com esse tipo de fluido descrevem

uma transição suave entre uma expansão desacelerada do universo e a presente época

de aceleração cósmica, ou seja, a transição entre um período dominado por poeira e

um estágio de expansão acelerada (BOUHMADI-LOPEZ; MONIZ, 2005; GORINI et al., 2005;

BERNARDINI; BERTOLAMI, 2013).

O trabalho base utilizado para a construção e desenvolvimento deste Capítulo é: (ROCHA

et al., 2022).

3.1 Modelo Clássico

Como previamente mencionado, a métrica de FLRW para um universo com geometrial

espacial positiva (k = 1) é definida através da equação (2.115),

ds2 = −N2(t)dt2 + a2(t)

(
dr2

1− r2
+ r2dθ2 + r2sen2θdϕ2

)
,

cujo sistema de unidades é o natural, isto é, ℏ = 8πG = c = 1.

Para um universo de FLRW preenchido com gás de Chaplygin e um fluido perfeito (não
1Ambos descritos em maiores detalhes no ítem (2.2.2.2) do presente trabalho.
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necessariamente poeira), no qual ambos representam o conteúdo de matéria do sistema,

considera-se a hamiltoniana,

H =
p2a

12a1−3α
+
Vef (a)

a1−3α
− pT , (3.1)

com,

Vef (a) = 3a2 − a4
√
Ā+

B̄

a6
, (3.2)

o potencial efetivo, no qual Ā = A
π2 e B̄ = B

π2 são os parâmetros associados ao gás de

Chaplygin, ou seja, o potencial contém os termos relacionados com a curvatura da seção

espacial, e os termos do gás de Chaplygin, com pa e pT os momentos conjugados a a

(fator de escala) e T , com pT a variável canônica associada ao fluido, isto é, a variável

que descreve o fluido perfeito, em que, para (3.1), considera-se a equação barotrópica do

fluido (p = αρ), com −1 ≤ α ≤ 1.

Se considerarmos como fluido perfeito poeira com α = 0, e gás de Chaplygin2 com p = −A
ρ

,

temos que (3.1) torna-se a super hamiltoniana (2.144),

H = − p2a
12a

− 3a+ a3
(
Ā+

B̄

a6

)1/2

+ pT ,

previamente calculada no Capítulo 2 do presente trabalho, com pT a variável canônica

agora associada ao fluido de poeira, cuja dinâmica clássica do modelo foi obtida através

do formalismo ADM, e do formalismo de Schutz, ambos também descritos no Capítulo 2,

onde a parte gravitacional da hamiltoniana foi derivada a partir do formalismo ADM, e

a parte de matéria derivada a partir do formalismo de Schutz, cuja aplicação resultou na

introdução da variável temporal.

Como o primeiro termo de (3.1) apresenta problemas de ordenamento do operador3, já que

o processo de quantização será aplicado a a e pa, adotamos as seguintes transformações

canônicas (SILVA et al., 2009),
2Por ser um fluido politrópico, já que sua equação de estado é do tipo politrópica, o gás de Chaplygin

pode ser considerado um caso particular dos fluidos barotrópicos
3Refere-se aos operadores cuja ordem de aplicação afeta o resultado, isto é, o problema de ordena-

mento de operadores surge quando múltiplas ordenações possíveis dos operadores dão origem a diferentes
expressões quantizadas, levando a ambiguidade nos resultados finais. Tais problemas ocorrem na quan-
tização de sistemas clássicos, onde variáveis clássicas são substituídas por operadores que atuam em um
espaço de Hilbert (DIRAC, 1925).
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a =

(
3(1− α)x

2

) 2
3(1−α)

, (3.3)

e,

pa = pxa
1−3α

2 , (3.4)

válidas para α ̸= 1, ou seja, introduzimos novas variáveis do espaço de fase com o intuito

de resolver tais problemas de ordenamento, e simplificar o tratamento quântico do modelo,

uma vez que encontrar a ordem correta das variáveis em uma equação pode levar a soluções

únicas, cuja função geradora da transformação, a qual relaciona as variáveis originais com

as novas, é definida como,

F =
2

3(1− α)
pxa

3(1−α)
2 , (3.5)

com a = 0 para x = 0 em (3.3).

Ao efetuar as devidas substituições das novas variáveis em (3.1), e em (3.2), temos,

H̄ =
p2x
12

+ Vef (x, α)− pT , (3.6)

Vef (x, α) = 3

(
3x(1− α)

2

) 2+6α
3(1−α)

− 1

π

(
3

2
(1− α)x

) 2(1+α)
(1−α)

√
A+B

(
3x(1− α)

2

) 4
α−1

,

(3.7)

respectivamente, a hamiltoniana H̄ e o potencial efetivo Vef para um universo de FLRW

preenchido com gás de Chaplygin e um fluido perfeito ao considerar as novas variáveis e

α ̸= 1.

Para α = 0 (poeira), temos,

a =

(
3x

2

) 2
3

, (3.8)

pa = pxa
1
2 , (3.9)
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F =
2

3
pxa

3
2 , (3.10)

ou seja, para α = 0 a torna-se maior à medida que x torna-se maior. Assim, se conside-

rarmos (3.8), (3.9), e (3.10), temos,

H̄ =
p2x
12

+ Vef (x, α)− pT , (3.11)

Vef (x, α) = 3

(
3x

2

) 2
3

− 1

π

(
3

2
x

)2
√
A+B

(
3x

2

)4

, (3.12)

H̄ e Vef para um universo de FLRW preenchido com gás de Chaplygin e poeira (α = 0),

ao considerar as novas variáveis.

O potencial efetivo (Vef ) para o fluido de poeira, com α = 0, ao levar em conta todos os

parâmetros do sistema, tal qual as novas variáveis, assim como os parâmetros do gás de

Chaplygin (A e B), exibe um perfil de potencial de barreira, como pode ser observado

na Figura 11, cuja conjuntura torna-se necessária para que sejam possíveis os cálculos

probabilísticos de tunelamento quântico aqui analisados4.

Figura 11: Comportamento do potencial efetivo Vef (x) para o caso de poeira (α = 0).
(Imagem: Rocha et al. (2022)).

4Esta característica, de perfil de barreira de potencial, também é observada quando o fluido considerado
é o de radiação.
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Com o propósito de analisar todas as possíveis trajetórias do sistema, podemos observar o

retrato de fase do modelo, para o qual, cada conjunto de condições iniciais é representado

por uma curva ou ponto diferente (MONERAT et al., 2021).

Ou seja, o retrato de fase é uma ferramenta inestimável no estudo de sistemas dinâmicos,

por ser uma representação das trajetórias do sistema no plano de fase, o qual é uma

exibição visual de algumas características de certos tipos de equações diferenciais.

Para o nosso modelo, com poeira (α = 0) e gás de Chaplygin, a dinâmica clássica é

governada pelo sistema de equações de Hamilton,

ẋ =
∂H̄

∂px
=

1

6
px ;

ṗx = −∂H̄
∂x

= −∂Vef (x)
∂x

;

Ṫ =
∂H̄

∂pT
= −1 ;

ṗT = −∂H̄
∂T

= 0 , (3.13)

com H̄ (3.11) e (̇) a derivada com respeito ao tempo cósmico5.

Na Figura 12 temos o retrato de fase do nosso sistema, o qual apresenta um ponto fixo

do tipo sela hiperbólica, que representa um universo estático de Einstein quando a re-

pulsão cosmológica contrabalança a atração gravitacional, preenchido por poeira e gás de

Chaplygin.

Ademais, o retrato de fase da Figura 12 encontra-se separado em quatro regiões (diferentes

classes de soluções), por separatrizes, isto é, as órbitas em preto (cuja energia é a mesma

do ponto fixo); onde as soluções para x e px são válidas somente na vizinhança linear

do ponto. As órbitas no plano (x, px) representam modelos de FLRW, isto é, universos

homogêneos e isotrópicos, preenchidos com poeira (α = 0) e gás de Chaplygin, cujos

parâmetros assumem os valores A = 0.001 e B = 0.001.

Descrição das regiões do retrato de fase da Figura 12:

• Região 1: as órbitas surgem na singularidade em x = 0, e expandem indefinidamente

com px > 0;
5O tempo cósmico é a coordenada temporal que pode ser definida para um universo homogêneo,

isotrópico, e em expansão tal que o universo possua a mesma densidade em cada momento no tempo.
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Figura 12: Retrato de fase, no qual as órbitas do plano (x, px) representam modelos de
universos de FLRW homogêneos e isotrópicos, com A = 0.001 e B = 0.001). (Imagem:
Rocha et al. (2022)).

• Região 2: para px < 0, as órbitas representam universos os quais encontram-se

inicialmente em seu estado de expansão máxima, e iniciam o processo de colapso

até a singularidade x = 0, px = 0.

• Região 3: as órbitas que surgem na singularidade com px > 0 expandem até um certo

ponto, no qual o processo de contração se inicia, devido à supressão da repulsão

cosmológica;

• Região 4: no início, o universo com px < 0 e x > 20.97834927 encontra-se em um

estado de expansão máxima, passa por um processo de contração até um certo ponto,

no qual as contrações gravitacionais cessam, e a repulsão cosmológica se itensifica

ao ponto do universo expandir indefinidamente.

O movimento torna-se restrito às regiões 1 e 2 em cenários cujas órbitas possuem energia

maior que a energia do ponto fixo. Assim, como para quando as órbitas possuem energia

menor que a energia do ponto fixo, o movimento estará restrito às regiões 3 e 4.

Na Figura 13, encontra-se um exemplo genérico de um retrato de fase com ponto fixo do

tipo sela hiperbólica, no qual é possível observar o movimento das órbitas do retrato de

fase da Figura 12.
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Figura 13: Exemplo de retrato de fase com um ponto fixo do tipo sela hiperbólica.

Ao combinar as primeiras duas equações de (3.13), temos,

1

12

d2x(t)

dt2
+
∂Vef (x)

∂x
= 0 , (3.14)

o qual será utilizado para investigar numericamente o comportamento do fator de escala

x(t) no tempo cósmico para as quatro regiões do retrato de fase da Figura 12, cujas

condições iniciais para cada uma das quatro regiões do retrato de fase serão estabelecidas

com um dado valor do fator de escala x(0) = x0 localizado em uma dada superfície de

energia, enquanto que ẋ(0),

ẋ(0) = ±1

6

√
12(pT − Vef (x0, α)) , (3.15)

a derivada temporal do fator de escala, será determinada ao se aplicar a restrição da

hamiltoniana, isto é, H̄ = 0.

O comportamento do fator de escala x(t) pode ser observado na Figura 14, do qual infere-

se que soluções de expansão são plausíveis, mas limitadas às condições iniciais das regiões

1 e 4 do retrato de fase, como pode ser observado nas Figuras 14.a e 14.d.

Para as regiões 2 e 3 do retrato de fase, as Figuras 14.b e 14.c retratam o processo de

colapso gravitacional de universos cuja configuração final é o chamado Big Crunch, isto

é, o colapso na singularidade.
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Apenas soluções cujas condições inicias são escolhidas na região 4 do retrato de fase, são

livres de singularidade (para soluções que descrevem um universo em expansão).

(a) Condições iniciais região 1: x(0) =
21, ẋ(0) = 0.1478042479, px(0) =
0.8868254874, e energia pT = 20

(b) Condições iniciais região 2:
x(0) = 50, ẋ(0) = −4.093367192,
px(0) = −24.56020315, e energia
pT = −24.56020315

(c) Condições iniciais região 3:
x(0) = 5, ẋ(0) = 0.8202095112,
px(0) = 4.921257067, e energia
pT = 12.94657931

(d) Condições iniciais região 4:
x(0) = 80, ẋ(0) = −3.377915430,
px(0) = −31.92020424, e energia
pT = 12.94657927

Figura 14: Comportamento do fator de escala x(t), com respeito ao tempo cósmico, para
o nosso modelo, com A = 0.001 e B = 0.001. (Imagem: Rocha et al. (2022)).

3.2 Modelo Quântico

A quantização6 do modelo seguirá o formalismo de Dirac, no qual as coordenadas são

elevadas ao grau de operadores, e seus momentos em operadores diferenciais, da seguinte

forma,
6A quantização do sistema torna-se necessária devido a relevância da aplicação deste processo à dinâ-

mica dos primeiros instantes do Universo, como explicado nos Capítulos 1 e 2 do presente trabalho.
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p̂x → − i∂

∂x
,

p̂T → − i∂

∂T
, (3.16)

Seja,

ĤΨ(x, T ) = 0 , (3.17)

a equação de Wheeler-DeWitt, na qual Ψ(x, T ) é a função de onda de um universo que

descreve as propriedades físicas do Universo como um sistema quântico, e da qual x e T

são variáveis.

Ao considerar as variáveis canônicas do sistema, isto é, x, px, T , e pT , a equação (3.17)

torna-se,

(
1

12

∂2

∂x2
− Vef (x, α)

)
Ψ(x, τ) = − i∂

∂τ
Ψ(x, τ) , (3.18)

a equação de Wheeler-DeWitt, mas agora com uma variável temporal, isto é, com a forma

de uma equação de Schrödinger dependente do tempo, com T = −τ .

Devido à imposição do operador Ĥ ser autoadjunto com respeito ao ponto interno (LEMOS,

1996), temos,

(Ψ, ϕ) =

∫ ∞

0

dx Ψ∗(x, τ)Ψ(x, τ) , (3.19)

conjuntura a qual restringe a estrutura do espaço de Hilbert às funções de onda que

satisfazem as condições de contorno estabelecidas por Hartle-Hawking, isto é,

Ψ(0, τ) = Ψ(∞, τ) = 0 , (3.20)

visto que é imprescindível impor condições de contorno às funções de onda, em razão da

existência das mesmas apenas em [0,∞), em que, Ψ(0, τ) = 0 ou Ψ′(0, τ) = 0, com ()′

derivada parcial com respeito a x.

Para o nosso modelo, consideramos,
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Ψ(x, 0) = D . x exp (−Cx2) , (3.21)

um pacote de onda inicial (MONERAT et al., 2022), no qual D e C são constantes positivas

e reais, e o qual satisfaz as condições de contorno (3.20).

As constantes D e C da equação (3.21) podem ser determinadas ao se fazer uso da

condição de normalização, e do valor médio da energia cinética do fluido de poeira EM ,

dados, respectivamente, por,

∫ ∞

0

Ψ+(x, 0)Ψ(x, 0)dx = 1 , (3.22)

∫ ∞

0

Ψ+(x, 0).
p2a
12

Ψ(x, 0)dx = EM . (3.23)

Por imposição da norma do pacote de onda ser igual a 1, temos que (3.22) e (3.23) dão

origem a um sistema algébrico de duas expressões, as quais podem ser resolvidas para D

e C, o que conduz aos respectivos valores,

D =

(
8192 E3

M

π

) 1
4

, (3.24)

C = 4EM , (3.25)

cuja substituição em (3.21) nos fornece,

Ψ(x, 0) =

(
8192 E3

M

π

) 1
4

x. exp (−4EMx
2) , (3.26)

o pacote de onda normalizado dependente do fator de escala x e do parâmetro EM , ou

seja, a condição inicial do nosso modelo.

Uma vez estabelecida a condição inicial do modelo, permite-se que a função de onda se

propague até um infinito numérico (xmax), na direção de x > 0, o qual será estabelecido

em xmax = 100 para o nosso modelo, ou seja, como nossa análise refere-se ao cálculo

de probabilidades de tunelamento quântico do universo, apenas consideramos ondas pro-

pagatórias, isto é, ondas de saída, como definido na proposta de tunelamento quântico,

descrita no ítem (2.3.2) do presente trabalho.
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Como soluções analíticas para (3.18) não são conhecidas, resolvemos (3.18) numericamente

ao empregar o método de diferenças finitas, mais especificamente o método de Crank-

Nicolson, o qual será descrito em maiores detalhes no Capítulo 4 do presente trabalho.
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4 Tratamento Numérico

4.1 Método de Diferenças Finitas

O método de diferenças finitas é uma técnica numérica utilizada para resolver equações

diferenciais ordinárias e parciais, (EDO) e (EDP), por aproximação de derivadas com

diferenças finitas, isto é, este método converte EDOs e EDPs em um sistema de equações

lineares, as quais podem ser resolvidas ao empregar-se técnicas de álgebra matricial.

As equações diferenciais são aproximadas ao se utilizar fórmulas de diferenças finitas em

pontos de uma grade, espaçados uniformemente (Figura 15), e converter uma equação

diferencial em um conjunto de equações algébricas (KONG; SIAUW; BAYEN, 2020).

Figura 15: Grade método de diferenças finitas.

Na Figura 15 observa-se um intervalo [a, b] dividido em n subintervalos iguais de compri-

mento h.

Seja y uma função suave, cuja derivada (KVAERNO, 2020) é definida como,
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y′(x) = lim
h→0

y(x+ h)− y(x)

h
, (4.1)

com,

y′(x) =
y(x+ h)− y(x)

h
, (4.2)

uma aproximação do tipo posterior,

y′(x) =
y(x)− y(x− h)

h
, (4.3)

uma aproximação do tipo anterior, e,

y′(x) =
y(x+ h)− y(x− h)

2h
, (4.4)

uma aproximação do tipo central, cuja segunda derivada é definida como,

y′′(x) =
y(x+ h)− 2y(x) + y(x− h)

h2
. (4.5)

Costuma-se utilizar fórmulas de diferenças centrais devido ao fato delas fornecerem uma

melhor precisão aos métodos de diferenças finitas.

Para uma análise de erro, executa-se uma expansão em série de Taylor do erro em torno

de x, onde,

e(x;h) = y′(x)− y′(x+ h)− y(x− h)

h
= − 1

12
(y′′′(ξ1)+y

′′′(ξ2))h
2 = −1

6
y′′′(η)h2 , (4.6)

com η ∈ (x − h, x + h) para diferenças centrais, e(x;h) = −1
2
y′′(ξ)h com ξ ∈ (x, x + h)

para diferenças do tipo posterior, e e(x;h) = +1
2
y′′(ξ)h com ξ ∈ (x−h, x) para diferenças

do tipo anterior.

As fórmulas com os termos de erro são,

y′(x) =
y(x+ h)− y(x− h)

2h
− h2

6
y′′′(η) , (4.7)
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y′′(x) =
y(x+ h)− 2y(x) + y(x− h)

h2
− h2

12
y(4)(η) , (4.8)

para diferenças centrais, e

y′(x) =
y(x+ h)− y(x)

h
− h

2
y′′(ξ) , (4.9)

y′(x) =
y(x)− y(x− h)

h
+
h

2
y′′(ξ) , (4.10)

para diferenças do tipo posterior e anterior, respectivamente.

Se a equação diferencial for linear, as expressões de diferenças finitas serão aplicadas para

substituir as derivadas de y na equação, o que resulta em um sistema de n + 1 equações

algébricas lineares, em que, equações algébricas também serão não lineares caso a equação

diferencial seja não linear.

De forma resumida, ao implementar o método de diferenças finitas, realizamos os seguintes

passos:

• Definimos a equação a resolver, e suas condições de contorno;

• Discretizamos o domínio no qual a equação é definida;

• As derivadas na equação são substituídas por aproximações de diferenças finitas;

• Formamos um sistema de equações lineares com base nas aproximações;

• Resolvemos o sistema de equações resultantes;

Para o nosso modelo, estamos interessados em soluções para EDPs, uma vez que a equação

de Wheeler-DeWitt é uma EDP do tipo hiperbólica (como definido no ítem 2.2.2 do

presente trabalho). Para este tipo de equação, procura-se uma função com mais de uma

variável que satisfaça relações entre várias derivadas parciais. Para se obter uma solução

única de uma EDP é necessária alguma informação sobre a solução, geralmente fornecida

pelas condições de contorno (LEVEQUE, 1998).

Assim, após performar uma semi-discretização do sistema, também chamada de semi-

discretização de EDP, isto é, combinar a discretização de problemas de contorno com

técnicas para resolver EDOs, desempenha-se uma análise de estabilidade do sistema.
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Devido a sua incondicionável estabilidade (IITAKA, 1994; TEUKOLSKY, 2000), o método

escolhido para a nossa análise foi o método de Crank-Nicolson, o qual será apresentado

no ítem (4.1.1) do presente Capítulo.

4.1.1 Método de Crank-Nicolson

A equação de Wheeler-DeWitt, a ser tratada aqui, é definida como,

(
1

12

∂2

∂x2
− Vef (x, α)

)
Ψ(x, τ) = − i∂

∂τ
Ψ(x, τ) ,

ou seja, a equação (3.18), com valores discretos para as variáveis x e τ dentro de intervalos

de tempo e espaço apropriados, no qual o método de Cranck-Nicolson (CRANK; NICOLSON,

1947) consiste em calcular numericamente os valores da função de onda Ψ(x, τ) em pontos

de uma grade (Figura 16).

Figura 16: Grade método de Cranck-Nicolson - Intervalo [0, T ] dividido emN subintervalos
iguais indexados por n = 0, ..., N , e [xmin, xmax] dividido em subintervalos J indexados
por j = 0, ..., J , para U(x, t) a função de onda, e cujos tamanhos dos intervalos: dt na
direção temporal; dx na direção espacial.

Vamos aplicar o método a equação de Schrödinger,

iℏ
∂Ψ

∂t
= ĤΨ . (4.11)
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Primeiramente, discretizamos no tempo para obter,

iℏ(Ψj,n+1 −Ψj,n) = dtĤΨj,n , (4.12)

com,

iℏ(Ψj,n+1 −Ψj,n) = dtĤΨj,n+1 , (4.13)

devido a simetria.

No limite para dt→ 0, (4.12) e (4.13) são equivalentes; para dt finito, podem surgir erros,

portanto, consideramos a média,

Ψj,n+1 =

(
1 +

idt

2ℏ
Ĥ

)−1(
1− idt

2ℏ
Ĥ

)
Ψj,n , (4.14)

para uma maior precisão, com,

E = 1 +
idt

2ℏ
Ĥ , (4.15)

E+ = 1− idt

2ℏ
Ĥ+ . (4.16)

Com a substituição de (4.15) e (4.16), em (4.14), temos,

Ψj,n+1 = E−1E+Ψj,n , (4.17)

em que,

Ĥ = − ℏ2

2m

∂2Ψ

dx2
+ Vef (x)Ψ , (4.18)

é o operador hamiltoniano.

Com o intuito de calcular os valores de Ψ nos diferentes pontos da grade, executa-se uma

expansão em série de Taylor,

Ψj+1,n = Ψj,n +
∂Ψ

∂x
dx+

1

2

∂2Ψ

∂x2
dx2 + ... , (4.19)
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Ψj−1,n = Ψj,n −
∂Ψ

∂x
dx+

1

2

∂2Ψ

∂x2
dx2 + ... , (4.20)

da qual é possível encontrar a primeira e a segunda derivadas de Ψ, ou seja,

∂Ψ

∂x
=

Ψj+1,n −Ψj−1,n

2dx
, (4.21)

com,

Ψj+1,n −Ψj,n = 2dx
∂Ψ

∂x
, (4.22)

e,

∂2Ψ

∂x2
=

Ψj+1,n − 2Ψj,n +Ψj−1,n

dx2
. (4.23)

Com este resultado, obtemos,

ĤΨ = − ℏ2

2m

(
Ψj+1,n − 2Ψj,n +Ψj−1,n

dx2

)
+Vef (xj)Ψj,n , (4.24)

do qual, infere-se que (4.14),

Ψj,n+1 =

(
1 +

idt

2ℏ
Ĥ

)−1(
1− idt

2ℏ
Ĥ

)
Ψj,n ,

é a solução do problema em termos do operador hamiltoniano Ĥ devido à aproximação

por diferenças finitas centrais na variável tempo, com j e n índices os quais representam,

respectivamente, o índice espacial e o índice temporal, isto é, os pontos de localização da

grade (MONERAT et al., 2022).

Como exemplo, para j = 0, .., 4, temos (4.24) na forma de uma matriz tridiagonal (M×M),

ĤΨ =


ℏ2

mdx2 + Vef (x1) − ℏ2
2mdx2 0

− ℏ2
2mdx2

ℏ2
mdx2 + Vef (x2) − ℏ2

2mdx2

0 − ℏ2
2mdx2

ℏ2
mdx2 + Vef (x3)

 .


Ψ1

Ψ2

Ψ3


com,
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ĤΨ = − ℏ2

2m

(
Ψ2,n − 2Ψ1,n +Ψ0,n

dx2

)
+Vef (x1)Ψ1,n , (4.25)

ĤΨ = − ℏ2

2m

(
Ψ3,n − 2Ψ2,n +Ψ1,n

dx2

)
+Vef (x2)Ψ2,n , (4.26)

ĤΨ = − ℏ2

2m

(
Ψ4,n − 2Ψ3,n +Ψ2,n

dx2

)
+Vef (x3)Ψ3,n , (4.27)

para j = 1, 2, 3, respectivamente, onde Ψ0 = Ψ4 = 0, devido as condições de contorno,

U(0, t) = U(∞, t) = 0 . (4.28)

Para j = 0, ...n, temos,

Ĥ =



ℏ2
mdx2 + Vef (x1) − ℏ2

2mdx2 0 0 . . . 0

− ℏ2
2mdx2

ℏ2
mdx2 + Vef (x2) − ℏ2

2mdx2 0 . . . 0

0 − ℏ2
2mdx2

ℏ2
mdx2 + Vef (x3) − ℏ2

2mdx2 . . . 0

. . .
...

0 0 0 . . . − ℏ2
2mdx2

ℏ2
mdx2 + Vef (xn−1)



onde,

E = 1 + idt
2
Ĥ =



b1 −a 0 0 . . . 0

−a b2 −a 0 . . . 0

0 −a b3 −a . . . 0

. . .
...

0 0 0 . . . −a bn−1


com,

a =
iℏ2dt
4mdx2

, (4.29)

bj = 1 + 2a+
idt

2
Vef (xj) , (4.30)
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para (4.17),

Ψj,n+1 = E−1E+Ψj,n .

Como mencionado no início, o método de Crank-Nicolson permite calcular numericamente

os valores de Ψ(x, τ), ou seja, permite obter soluções para (3.18) na forma de pacotes de

onda de norma finita, bem definidos em todo espaço de solução, inclusive quando o fator

de escala (x) vai à zero.

No ítem (4.1.1.1) do presente Capítulo apresentaremos a aplicação do método ao nosso

modelo.

4.1.1.1 Aplicação do Método de Crank-Nicolson ao Modelo

Seja,

(
1

12

∂2

∂x2
− Vef (x, α)

)
Ψ(x, τ) = − i∂

∂τ
Ψ(x, τ) ,

a equação de Wheeler-DeWitt (3.18) do modelo, e,

Ψ(x, 0) =

(
8192 E3

M

π

) 1
4

x. exp (−4EMx
2) ,

a condição inicial, isto é, o pacote de onda (3.26), ambos definidos em nosso modelo

quântico (Capítulo 3).

Tomemos como exemplo, uma energia cinética média do fluido de poeira, com α = 0,

EM = 19.9 menor que o valor máximo da energia Emax = 19.9344758644320 da barreira de

potencial Vef da Figura 11, para o nosso modelo com fluido de poeira e gás de Chaplygin,

com parâmetros A = 0.001 e B = 0.001.

Um dos critérios para avaliar a confiabilidade dos cálculos numéricos da evolução temporal

das funções de onda, e a eventual estabilidade do método, é a conservação da norma. Com

esta finalidade, realizamos cálculos para estabelecer o comportamento da norma em termos

do número de pontos N (discretização espacial), para τ = 0 e τ = τmax, como pode ser

observado na Figura 17.
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Figura 17: Comportamento da norma em função do número de pontos N (discretização
espacial) em τ = 0 (asterisco) e τ = τmax (ponto), para A = 0.001, B = 0.001, α = 0,
τmax = 15, dt = 0.05, e xmax = 100. (Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

Ao analisar o comportamento da norma, verifica-se que a norma tende à 1 em todos os

instantes de tempo τ , ao aumentarmos o número de pontos N , o qual foi estabelecido

entre N = 5000 e N = 35000, em concordância com a determinação da condição de

normalização (3.22), a partir da qual é possível inferir a excelente estabilidade do método

aplicado ao nosso modelo.

Ademais, com a aplicação do método de Crank-Nicolson também é possível obter o com-

portamento da densidade de probabilidade,

ρ =| Ψ(xmax, τ) |2 , (4.31)

Figura 18, em que, xmax = 100 (o infinito numérico), τmax = 15, N = 9000 (a discretização

espacial), e dt = 0.05, a partir da qual é possível verificar que os pacotes de onda retêm a

norma ao longo do tempo com um erro menor que 5%, bem como que parte do pacote de

onda atravessa a barreira de potencial Vef , apesar da energia EM ser menor que Emax.
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Figura 18: Comportamento da densidade de probabilidade (ρ), com xmax = 100, τmax =
15, N = 9000 (discretização espacial), e dt = 0.05, com o ponto mais à direita da barreira:
x2 = 22.0497989282069. (Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

Dessa forma, o comportamento da densidade de probabilidade (4.31) indica a possibilidade

do nosso modelo de universo tunelar quanticamente e surgir do lado direito da barreira de

potencial como um sistema clássico de tamanho finito, cuja taxa de tunelamento numérico,

isto é, a probabilidade do evento de tunelamento ocorrer, pode ser calculada a partir da

seguinte relação,

PT =

∫ xmax

x2
| Ψ(x, τmax) |2 dx∫ xmax

0
| Ψ(x, τmax) |2 dx

, (4.32)

na qual, o denominador é a norma, xmax é o infinito numérico, e xi é o ponto de retorno

da barreira de potencial efetivo (3.7), com x1 o ponto de retorno à esquerda e x2 o ponto

de retorno à direita (como pode ser observado no esquema da Figura 19).

Os resultados das probabilidades de tunelamento para o nosso modelo serão apresentados

no Capítulo 5 do presente trabalho, para os quais será realizado um comparativo com

resultados da probabilidade de tunelamento WKB (aproximação semiclássica), assim como

um comparativo com resultados da taxa de probabilidade de tunelamento quântico obtidos
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Figura 19: Exemplo de barreira de potencial, na qual os pontos de retorno x1 e x2 são,
respectivamente, os pontos de retorno à esquerda e à direita da barreira.

através das mesmas técnicas1, mas para o fluido de radiação ao invés do fluido de poeira,

previamente calculados por (MONERAT et al., 2007).

1A técnica numérica utilizada em nossa análise foi desenvolvida e aplicada em publicações tais quais
(MONERAT et al., 2007), (SILVA et al., 2009), (MONERAT et al., 2020), (MONERAT et al., 2021), e (MONERAT
et al., 2022).
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5 Resultados

Neste Capítulo apresentaremos nossos resultados para as probabilidades de tunelamento

quântico em função de (i) a energia cinética média EM do fluido de poeira, e (ii) dos

parâmetros A e B do gás de Chaplygin.

Também realizaremos um comparativo com resultados para (i) probabilidades de tunela-

mento WKB, e (ii) probabilidades de tunelamento para um modelo semelhante ao nosso,

mas com fluido de radiação ao invés de poeira, cujos resultados foram previamente calcu-

lados por (MONERAT et al., 2007).

Os dados da nossa análise foram gerados ao se utilizar uma rotina (MELLO et al., 2018) do

Mathematica 12.3.1, cujas tabelas, nas quais constam os dados utilizados para os nossos

principais resultados, encontram-se no Apêndice B do presente trabalho.

5.1 Tunelamento em Função de EM

Como mencionado ao final do Capítulo 4 do presente trabalho, a probabilidade de tune-

lamento quântico é calculada a partir de (4.32),

PT =

∫ xmax

x2
| Ψ(x, τmax) |2 dx∫ xmax

0
| Ψ(x, τmax) |2 dx

, (5.1)

e, para a aproximação semiclássica WKB, temos,

PTWKB =
4(

2θ + 1
2θ

)2 , (5.2)

isto é, equação (2.166), cujo numerador representa o módulo quadrado da amplitude

transmitida da função de onda WKB, e o denominador o módulo quadrado da amplitude
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incidente da função de onda WKB, com,

θ = exp

(∫ x2

x1

dx
√

12(Vef (x)− EM)

)
, (5.3)

uma medida da opacidade da barreira.

O comparativo entre PT e PTWKB torna-se relevante pois analisamos a emersão de um

sistema clássico a partir do processo de tunelamento quântico (o universo tunela através da

barreira de potencial e surge ao lado direito da mesma, como um sistema clássico e finito),

cuja comparação entre ambas as probabilidades expõe a existência de uma concordância

apenas para valores de energia EM próximos ao topo da barreira de potencial, uma vez

que esta região corresponde à região semiclássica, na qual a aproximação WKB é válida.

Ao considerar o evento de tunelamento, temos que para PT , uma onda incidente (ΨI)

atinge a barreira de potencial no ponto de retorno x1, em que, parte de ΨI é transmitida,

e parte é refletida (ΨR); a parte da onda refletida, isto é, ΨR, atinge x = 0 (uma vez que o

fator de escala não pode ser menor que zero), reflete e se torna uma nova onda incidente.

Esta nova onda incidente passa pelo mesmo processo de transmissão e reflexão, e sua nova

onda transmitida contribui com a onda transmitida original.

Porém, próximo ao topo da barreira de potencial, na região semiclássica, o PTWKB calcu-

lado quantifica a densidade de probabilidade que atravessa a barreira e vai até o infinito

numérico (xmax), isto é, considera-se apenas a componente transmitida da função de onda

Ψ nesta região, onde o mesmo ocorre para PT na região semiclássica, pois quanto maior

a energia EM maior o tempo que a componente refletida leva para retornar até a barreira

depois de ser refletida em x = 0, ou seja, a componente transmitida tem tempo suficiente

de chegar até o infinito numérico (xmax) sem contribuições das componentes refletidas

(ΨR).

Assim, como a concordância entre PT e PTWKB se dá próximo ao topo da barreira, esta

concordância será mais nítida para valores os quais EM , apesar de menor que a energia

máxima Emax do potencial efetivo Vef , encontra-se muito próximo de Emax.

Dessa forma, ao fixarmos os parâmetros A e B do gás de Chaplygin, realizamos cálculos

para diferentes valores de EM < Emax, os quais são calculados para a condição inicial

(3.26),

Ψ(x, 0) =

(
8192 E3

M

π

) 1
4

x. exp (−4EMx
2) ,
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e cujos resultados podem ser observados na Figura 20, na qual verifica-se que quanto

maior o valor de EM , maior o valor de PT (para um dado valor fixo dos parâmetros A e

B), no qual PT encontra-se em escala logarítmica devido aos seus pequenos valores.

Figura 20: Probabilidades de tunelamento PT (em escala de log) em função de EM , para
α = 0 (poeira), B = 0.001, e diferentes valores de A, com τmax = 15, dt = 0.05, N = 9000
(discretização espacial), e xmax = 100. (Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

Ao efetuar a comparação dos resultados de PT , em função de EM , com os resultados

obtidos para PTWKB para as mesmas especificações, é possível perceber a concordância

entre ambos para valores de EM próximos ao topo da barreira (Figura 21).

5.2 Tunelamento em Função dos Parâmetros do Gás de
Chaplygin

Dependência de PT com relação ao parâmetro A

Fixamos as condições do sistema (com B = 0.001), para diferentes valores fixos de EM , e

variamos os valores de A com o intuito de obter a dependência de PT com relação a A,

onde é possível verificar, a partir da Figura 22, que PT cresce com A.

Dependência de PT com relação ao parâmetro B

De semelhante forma, para avaliar a dependência de PT com relação ao parâmetro B,
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(a) A = 0.001 com Emax = 19.9344758644320 (b) A = 0.0008 com Emax = 21.0781424981805

Figura 21: Comparativos entre PT e PTWKB (em escala de log) em função de EM , para
α = 0 (poeira), B = 0.001, com τmax = 15, dt = 0.05, N = 9000 (discretização espacial),
e xmax = 100. (Imagem: Rocha et al. (2022)).

Figura 22: Probabilidades de tunelamento PT (em escala de log) em função do parâmetro
A, para α = 0 (poeira), B = 0.001, e diferentes valores fixos de EM , com τmax = 15,
dt = 0.05, N = 9000 (discretização espacial), e xmax = 100. (Imagem: (ROCHA et al.,
2022)).
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fixamos as condições do sistema (com A = 0.001), para o valor fixo de EM = 19, e

variamos os valores de B.

Ao analisar os resultados da Figura 23, é possível perceber que PT também cresce com

B, mas de forma mais lenta, e menos nítida se comparado aos resultados de PT obtidos

para a dependência com relação ao parâmetro A.

Figura 23: Probabilidade de tunelamento PT (em escala de log) em função do parâmetro
B, para α = 0 (poeira), A = 0.001, e EM = 19, com τmax = 15, dt = 0.05, N = 9000
(discretização espacial), e xmax = 100. (Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

5.3 Comparativos com Resultados Preexistentes

Previamente calculados por (MONERAT et al., 2007), os cálculos de probabiblidade para o

modelo com gás de Chaplygin, para um universo homogêneo e isotrópico, mas com fluido

de radiação (α = 1
3

para p = αρ) no lugar do fluido de poeira (α = 0), serão comparados

aos resultados probabilísticos do nosso modelo.

Com (3.6) e (3.7) para α = 1/3 (radiação),

H̄ =
p2x
12

+ Vef (x, α)− pT , (5.4)
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Vef (x, α) = 3(x)2 − 1

π
(x)2

√
A+B(x)2 , (5.5)

cujo potencial efetivo Vef para o modelo com fluido de radiação também apresenta um

perfil de barreira de potencial, ao se considerar todos os demais parâmetros do sistema,

assim como acontece com Vef para o modelo com fluido de poeira, mas com o topo da

barreira muito mais elevado, e, efetivamente, de largura mais estreita, como pode ser

observado na Figura 24.

Figura 24: Comparativos entre os potenciais efetivos Vef para ambos os modelos com gás
de Chaplygin e radiação (α = 1

3
), e gás de Chaplygin e poeira (α = 0), para A = 0.001,

B = 0.001, Emax = 223.5282022 para o fluido de radiação, e Emax = 19.9344758644320
para o fluido de poeira. (Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

Reproduzimos alguns dos cálculos de PT para o fluido de radiação, e os comparamos

com os resultados de PT para para o fluido de poeira, no qual consideramos os mesmos

parâmetros para ambos os modelos, mas com α = 1
3

para o fluido de radiação e α = 0

para o fluido de poeira.

Na Figura 25 é possível observar o comparativo de PT para ambos os modelos, no qual

verifica-se que PT (em escala de log) é expressivamente maior para o nosso modelo com

gás de Chaplygin e poeira, no qual, o universo surge classicamente muito maior em tama-

nho se comparado ao caso de radiação, ou seja, o fator de escala x assume grandes valores,

e, como visto no ítem (2.2.2.2) do presente trabalho, para grandes valores de x temos que
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a evolução da densidade de energia ρ(x) do gás de Chaplygin (2.137), para x → ∞, cor-

responde a um universo com constante cosmológica, ou seja, o termo do gás de Chaplygin

no potencial efetivo Vef se comporta como um termo do tipo constante cosmológica, isto

é, após o processo de tunelamento quântico para o nosso modelo é possível inferir uma

eventual fase acelerada para o Universo.

Figura 25: Comparativo entre as probabilidades de tunelamento de modelos com gás de
Chaplygin e poeira (α = 0) e gás de Chaplygin e radiação (α = 1

3
), para A = 0.001,

B = 0.001, com τmax = 15, dt = 0.05, N = 9000 (discretização espacial), e xmax = 100.
(Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

Portanto, os resultados para os calculos de probabilidade de tunelamento quântico de

um sistema clássico, para o modelo de um universo de FLRW com k = 1, homogêneo e

isotrópico, preenchido com poeira (α = 0) e gás de Chaplygin, podem ser considerados

bons resultados, em virtude do seu bom comparativo com os resultados da probabilidade

de tunelamento semiclássico (para os mesmos parâmetros), assim como requerem uma

atenção especial em razão do comparativo com os resultados para o modelo com fluido de

radiação, os quais apontam uma maior probabilidade do universo preenchido com gás de

Chaplygin e poeira surgir ao lado direito da barreira de potencial, mesmo com a barreira

para o fluido de poeira mais larga do que a barreira para o fluido de radiação.
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6 Considerações finais

O trabalho aqui apresentado teve como objetivo a análise probabilística do tunelamento

quântico de um modelo de universo de FLRW, homogêneo e isotrópico, com geometria

espacial positiva (k = 1) preenchido com poeira e gás de Chaplygin.

Com esse propósito, em um primeiro momento, traçamos a história evolutiva do nosso

objeto de estudo, o Universo, bem como ambientamos os seus estágios iniciais, com foco

no Universo primitivo, onde também destacamos possíveis evidências observacionais de

seus primórdios, tal qual a CMB.

Ademais, apontamos a divergência das leis da física clássica em escalas do nível de Planck,

e a consequente necessidade da criação de uma teoria gravitacional capaz de abranger e

ser aplicada em escalas nas quais apenas as leis da física quântica são passíveis de atuação.

Assim, como uma alternativa a (ainda) não definitiva teoria da gravitação quântica, foi

proposta a utilização das ferramentas disponíveis da cosmologia quântica (a aplicação das

leis da física quântica ao Universo) como modo de análise dos primórdios do Cosmo.

Os fundamentos e formalismos, os quais constituem essa área da cosmologia, foram deline-

ados no Capítulo 2 do presente trabalho, com notoriedade para o formalismo hamiltoniano

da relatividade geral (o formalismo ADM), base para a descrição da equação fundamental

da cosmologia quântica, a equação de Wheeler-DeWitt.

De igual relevância, foram apontados os principais aspectos do formalismo de Schutz, cuja

aplicação nos permitiu acrescentar à equação de Wheeler-DeWitt uma variável temporal,

uma vez que esse formalismo associa o tempo com os graus de liberdade de um fluido

perfeito acoplado à gravidade, o que torna a equação de Wheeler-DeWitt uma expressão

correspondente a equação de Schrödinger dependente do tempo, a partir da qual nos é

concedida a possibilidade de avaliação da dinâmica do sistema.

Com a finalidade de encontrar a condição inicial do modelo, ou seja, a solução para a

equação de Wheeler-DeWitt, Ψ (a função de onda do Universo), delineamos propostas
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que fornecem as condições de contorno apropriadas para a nossa análise, com destaque

para as propostas de Hartle-Hawking e a de tunelamento quântico do Universo.

Para os resultados, foram construídos pacotes de onda de norma finita como soluções da

equação de Wheeler-DeWitt, bem definidos em todo o espaço de configuração (mesmo

quando o fator de escala x→ 0), os quais foram produzidos numericamente, uma vez que

resultados analíticos não são conhecidos para a equação de Wheeler-DeWitt do modelo,

cujo método numérico escolhido foi o método de diferenças finitas de Cranck-Nicolson,

devido a sua aplicabilidade a equações do tipo EDP (como é o caso da equação de Wheeler-

DeWitt), assim como por sua incondicionável estabilidade.

Após a quantização do modelo (a partir da aplicação do formalismo de Dirac), e a avalia-

ção da estabilidade do sistema através da observação do comportamento da norma, assim

como a análise do comportamento da densidade de probabilidade, isto é, a constatação

da possibilidade do evento de tunelamento quântico por parte da aplicação do método ao

nosso modelo, foi possível realizar os vários cálculos das taxas de probabilidade de tune-

lamento quântico PT do nosso modelo de universo, ao levar em conta a sua dependência

quanto aos parâmetros A e B do gás de Chaplygin, bem como sua dependência da energia

cinética média EM do fluido de poeira para α = 0.

A partir dos resultados, constatamos que PT cresce com os parâmetros A e B, apesar do

crescimento com relação a B (para valores fixos de A e EM) ser mais lento, e portanto,

menos nítido se comparado com o crescimento de PT em função do parâmetro A (para

valores fixos de EM e B), bem como, verificamos o crescimento de PT em função de EM

(para valores fixos de A e B), cuja evolução da densidade de energia do gás de Chaplygin

ρ(x) (2.137) infere que o parâmetro A encontra-se relacionado com uma constante cosmo-

lógica, enquanto que o parâmetro B encontra-se relacionado com a densidade de energia

do fluido de poeira.

Os resultados para PT foram comparados com os resultados para os cálculos probabilísti-

cos da aproximação semiclássica PTWKB, para os mesmos parâmetros, a partir dos quais

identificamos a concordância para valores de EM < Emax próximos ao topo da barreira

de potencial (Vef ).

Nossos resultados também foram comparados a resultados preexistentes, calculados por

(MONERAT et al., 2007), para um modelo com gás de Chaplygin, mas com fluido de radiação

ao invés de poeira, do qual constatamos uma maior probabilidade de tunelamento quântico

para o nosso modelo de universo (preenchido com gás de Chaplygin e poeira), apesar da

barreira de potencial para este tipo de modelo ser significativamente mais larga que para
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o modelo com fluido de radiação, onde, após o processo de tunelamento quântico para o

caso de poeira, o universo surge classicamente muito maior em tamanho se comparado ao

caso de radiação, ou seja, após o tunelamento do nosso modelo de universo com poeira e

gás de Chaplygin, o fator de escala x assume grandes valores, e para grandes valores de

x o termo do gás de Chaplygin no potencial efetivo Vef se comporta como um termo do

tipo constante cosmológica, o que implica em uma fase acelerada para o Universo.

Deste modo, obtemos os seguintes resultados qualitativos: um modelo bem definido em

todo o espaço (mesmo quando o fator de escala x→ 0), bem como a função de onda Ψ à

direita da barreira de potencial (mesmo com uma amplitude muito pequena).

Como resultados quantitativos, temos: o crescimento de PT em função de EM , a con-

cordância entre PT e PTWKB para resultados no topo da barreira de potencial (região

semiclássica), a conservação da norma, e o crescimento de PT em função dos parâmetros

A e B.

Os resultados aqui apresentados, para o surgimento de um sistema clássico ao lado di-

reito de uma barreira de potencial, através do processo de tunelamento quântico, aponta

uma relevância significativa atrelada a sua concordância com os valores da aproximação

semiclássica (ao se considerar as mesmas condições e os mesmos parâmetros), bem como

requer atenção quanto a sua comparação com resultados de um modelo similar contido

na literatura, ao qual foi aplicado o mesmo método.

A previsão de uma fase acelerada para o Universo após o fenômeno de tunelamento,

por parte do modelo, proporciona questionamentos, e, possivelmente, um entendimento

mais aprofundado ao que concerne os eventos que circudam os primórdios do Universo

e, por consequência, uma provável contribuição ao aperfeiçoamento dos fundamentos da

cosmologia quântica, cuja perspectiva almeja a aplicação do método em modelos mais

sofisticados, nos quais consideraremos outras fontes de matéria, tal qual campos escalares,

e a sua possível aplicação em modelos anisotrópicos, para os quais será necessária uma

extensão do método para (2 + 1) dimensões e um aperfeiçoamento computacional.

Portanto, a análise aqui apresentada não apenas alcançou o objetivo desejado, mas tam-

bém contém perspectivas significativas, tanto para a cosmologia quântica quanto para a

cosmologia como um todo.
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APÊNDICE A -- Formalismo de Schutz

As referências utilizadas para a construção e desenvolvimento deste Apêndice são: (SCHUTZ,

1970, 1971; FALCIANO, 2004; ALVARENGA et al., 2017).

O formalismo de Schutz decorre de dois trabalhos publicados por Schutz em 1970 e 1971

os quais têm por objetivo a análise do comportamento dos fluidos perfeitos, sob uma

perspectiva relativística, e cuja aplicação à cosmologia quântica possibilita a introdução

de uma variável temporal (associada ao fluido) à equação de Wheeler-DeWitt.

Fundamentado do teorema de Pfaff, o formalismo descreve as equações hidrodinâmicas do

fluido perfeito a partir de seis potenciais de velocidade, os quais encontram-se distribuídos

da seguinte forma: cinco campos escalares (µ, ϕ, α, β, θ), e um potencial representado

pela entropia (S), cuja quadri-velocidade,

Uν =
1

µ
(ϕ,ν + αβ,ν + θS,ν) , (A.1)

é expressa em termos dos seis potenciais, com µ a entalpia específica (ou massa inercial

específica), α e β potenciais conectados ao rotacional do campo, e ϕ e θ sem um significado

físico claro.

A massa inercial específica µ pode ser definida como,

µ =
(p+ ρ)

ρ0
, (A.2)

com p a pressão, ρ a densidade de energia, e ρ0 a densidade de massa de repouso, uma vez

que a componente relativística do fluido perfeito é representada pela equação de estado

p = p(µ, S), e pelo tensor energia-momento T µν ,

T µν = pgµν + (p+ ρ)UµUν = pgµν + ρ0µU
µUν , (A.3)
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o qual não apresenta viscosidade, ou condução de calor, já que trata-se de um fluido

perfeito, onde, em um sistema de coordenada comóvel, o tensor é diagonal, isto é, T µν =

diag(ρ, p, p, p). Para um fluido perfeito, temos ainda as seguintes relações termodinâmicas,

ρ = ρ0(1 + Π) ;

µ = (1 + Π) +
p

ρ0
;

ΘdS = dΠ+ pd

(
1

ρ0

)
, (A.4)

com Π ≡ (ρ−ρ0)
ρ0

a energia interna específica, Θ = (1 + Π) a temperatura, e S = ln (1+Π)
ρα0

a

entropia.

Seja,

(ρ0U
µ);µ= 0 , (A.5)

a condição de conservação do número de bárions, a qual corresponde classicamente à

conservação da massa, e, seja a condição de normalização da quadri-velocidade: UνUν =

−1 (a qual implica em UνUν ;σ = 0), temos que as equações de movimento são dadas pela

imposição de T µν ;µ= 0, a divergência nula do tensor energia-momento, e sua projeção

perpendicular e paralela (sobre a hipersuperfície), isto é, as equações de evolução podem

ser expressas na forma de leis de conservação.

Para a componente paralela da quadri-velocidade, temos,

UµT
µν ;ν = Uµ[ρ0µU

µUν + pgµν ];ν

= Uν(p,ν −ρ0µ,ν )

= −Uν(ρ0TS,ν ) , (A.6)

com p,ν = ρ0µ,ν −ρ0ΘS,ν (versão relativística de dp = ρdµ − ρΘdS). Ou seja, para um

fluido perfeito, o seu movimento preserva a entropia por bárions, isto é, a entropia se

conserva (UνS,ν = 0) ao longo das linhas de universo do elemento de fluido, o que está

de acordo com ΘdS = dq, a característica de não condução de calor por parte do fluido

perfeito.
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Para a componente perpendicular, consideramos primeiramente o tensor projeção,

P σ
µ = δσµ + UσUµ , (A.7)

cuja ação em T µν ;ν fornece,

P σ
µ T

µν ,ν = P ν
σ (p,ν +ρ0µUσ;ν U

ν) = 0 , (A.8)

ou mais precisamente,

−P ν
σ p,ν = ρ0µUσ;ν U

ν , (A.9)

isto é, a lei de força para um fluido relativístico, em que, se Uν = δν0 , temos,

−∇⃗p = ρ0µ
dv⃗

dτ
= (p+ ρ)

dv⃗

dτ
, (A.10)

com τ o tempo próprio e v⃗ a tri-velocidade.

Se considerarmos um sistema homogêneo, temos que (A.1) torna-se,

Uν =
1

µ
(ϕ,ν + θS,ν) , (A.11)

na qual o termo αβ,ν foi suprimido, pois α e β estão associados com o movimento rota-

cional o que os torna nulos em teorias cujo sistema é homogêneo.

Como UνUν = −1, temos que o campo é normalizado, o que nos fornece,

gσνUσUν = −1 ⇒ µ2 = −gσν(ϕ,σ +θS,σ )(ϕ,ν +θS,ν ) , (A.12)

isto é, a entalpia específica em função da métrica e dos potenciais de velocidade ϕ, θ, e S.

Seja,

S =

∫
d4x

√
−g(R + 16πp) , (A.13)

uma ação cuja lagrangiana L =
∫
d3x

√
−g(R + 16πp), com R o escalar de curvatura

do espaço-tempo e p a pressão do fluido. Utilizamos esta ação para reproduzir todas as
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equações conhecidas para um fluido perfeito ao variarmos ela cm relação a métrica e aos

potenciais ϕ, θ, e S, uma vez que a representação de Schutz encontra-se associada ao

princípio lagrangiano variacional.

Dessa forma, temos,

δ(
√
−gR)
δgµν

=

(
Rσν −

1

2
gσνR

)√
−g , (A.14)

δ(
√
−gp)

δgµν
=

(
−1

2
pgσν +

∂p

∂µ

∂µ

∂gσν

)√
−g . (A.15)

Como, ∂µ
∂gσν = −µ

2
UσUν e ∂p

∂µ
= (p+ρ)

µ
= ρ0, temos,

δ(
√
−gp)

δgµν
= −

√
−g
2

[pgσν + (p+ ρ)µUσUν ] . (A.16)

Devido ao princípio de mínima ação, temos δS
δgσν = 0, a partir do qual encontramos a

equação de Einstein para o fluido perfeito, isto é,

Rσν −
1

2
gσνR = 8π[pgσν + (p+ ρ)UσUν ] , (A.17)

com Tσν = [pgσν + (p+ ρ)UσUν ].

De forma análoga, realizamos o mesmo procedimento de variação da ação, agora com

relação aos potenciais ϕ, θ, e S, a partir das quais encontramos,

δS

δϕ
= 0 ⇒ (ρ0U

ν);ν = 0 , (A.18)

δS

δθ
= 0 ⇒ S,ν U

ν = 0 , (A.19)

δS

δS
= 0 ⇒ Θ = θ,ν U

ν , (A.20)

respectivamente, a condição de conservação do número de bárions (A.5), a conservação

da entropia, e a definição da temperatura a partir do potencial θ

Afim de estabelecer a hamiltoniana do sistema, determinamos os momentos conjugados

aos potenciais ϕ, θ, e S (para a matéria), assim como o momento associado a parte

gravitacional.
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Seja o sistema considerado um universo de FLRW homogêneo e isotrópico com métrica

definida como,

ds2 = −N2(t)dt2 + a2(t)

(
dr2

1− r2
+ r2dθ2 + r2sen2θdϕ2

)
, (A.21)

com N(t) a fução lapso, a(t) o fator de escala do universo, e k a curvatura espacial (com

valores de k = 0, 1,−1), temos que (A.12) se torna,

µ2 =
1

N2
(ϕ̇+ θṠ)2 ⇒ µ =

1

N
(ϕ̇+ θṠ) . (A.22)

Se considerarmos a parte gravitacional da ação (A.13),

Sg =

∫
d4x

√
−gR , (A.23)

podemos aplicar o formalismo ADM (Capítulo 2), a partir do qual obtemos,

Hg = − p2a
24a

− 6ka , (A.24)

a hamiltoniana gravitacional, com pa o momento canonicamente conjugado ao fator de

escala a.

Para o conteúdo de matéria da ação (A.13), isto é,

SM =

∫
d4x

√
−gp , (A.25)

aplicamos o formalismo de Schutz, cuja hamiltoniana HM pode ser calculada a partir de

H ≡ Σipiq̇i−L, ou seja, NHM = ϕ̇pϕ+ θ̇pθ+ṠpS−LM , com LM a lagrangiana de matéria.

Sejam os momentos conjugados aos potenciais ϕ, θ, e S, respectivamente,

pϕ ≡ ∂LM

∂ϕ̇
= −

√
−gρ0U0 (A.26)

pθ ≡ ∂LM

∂θ̇
= 0 (A.27)

pS ≡ ∂LM

∂Ṡ
= −

√
−gρ0U0θ = θpϕ , (A.28)
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com LM =
∫
d3x

√
−gp, temos,

HM = µU0pϕ −
√
−gp (A.29)

= µU0(−
√
−gρ0U0)−

√
−gp (A.30)

= −
√
−g[(p+ ρ)U0U

0 + p] (A.31)

=
√
−g T 0

0 , (A.32)

a hamiltoniana do fluido, expressa a partir de (NHM = ϕ̇pϕ + ṠpS − LM), já que pθ = 0.

Por fim, obtemos assim a hamiltoniana total, ou seja, a soma da hamiltoniana gravitaci-

onal com a hamiltoniana de matéria, isto é,

H = Hg +HM , (A.33)

a qual descreve o comportamento dinâmico do universo, e cuja quantização nos possibilita

obter a equação de Wheeler-DeWitt, agora com uma variável temporal associada ao fluido

perfeito.
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APÊNDICE B -- Tabelas

Tabela 2: Resultados para α = 0 (poeira), com B =

0.001, A = 0.00080, Emax = 21.0781424981805, τmax =

15, dt = 0.05, N = 9000 (discretização espacial), e

xmax = 100.

EM PT x1 x2 PTWKB

21.07 6.66363× 10−10 22.261012485 23.359118398 4.44236194638648× 10−1

21.06 3.07743× 10−11 21.991415985 23.630519207 2.60186661049263× 10−1

21.04 3.66387× 10−13 21.624497499 24.001048002 7.69009312586492× 10−2

21 5.08979× 10−16 21.115694961 24.517077926 5.64600250802772× 10−3

20 8.85937× 10−49 16.602440569 29.214016069 1.09402274735820× 10−31

19 1.07226× 10−69 14.264792065 31.741371951 2.54006477139099× 10−60

18 5.46636× 10−87 12.486971953 33.715329751 7.15154667239488× 10−89

17 3.67537× 10−102 11.010251388 35.395069362 2.46613946386146× 10−117

16 7.36285× 10−116 9.7313864241 36.884337215 1.05298323292470× 10−145

15 1.93722× 10−128 8.5968774375 38.237195497 5.63364375587524× 10−174

14 3.99836× 10−140 7.5749220704 39.486079862 3.82667195296508× 10−202

13 4.54771× 10−151 6.6449560786 40.652271915 3.34827359654494× 10−230

12 2.20405× 10−161 5.7929371874 41.750632252 3.83528490235682× 10−258

11 3.73995× 10−171 5.0089408902 42.792026449 5.85587448702708× 10−286

10 1.90037× 10−180 4.2858284199 43.784685743 1.21628387782904× 10−313

9 2.5403× 10−189 3.6184684195 44.735023929 3.51687279532158× 10−341

8 7.98253× 10−198 3.0032730694 45.648154678 1.45364289817580× 10−368

7 5.31395× 10−206 2.4379328434 46.528233551 8.85693290487120× 10−396

6 6.74456× 10−214 1.9212977373 47.378692292 8.24804991974136× 10−423

5 1.44505× 10−221 1.4533964480 48.202404187 1.22613440472891× 10−449

Continua na próxima página
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Tabela 2 – continuação da página anterior

EM PT x1 x2 PTWKB

4 4.40831× 10−229 1.0356306431 49.001803774 3.06989249365875× 10−476

3 1.36345× 10−236 0.67120078202 49.778975433 1.38615356793378× 10−502

2 1.5958× 10−244 0.36572815518 50.535720202 1.23504554705470× 10−528

1 5.63119× 10−255 0.13024323289 51.273607031 2.46929371956256× 10−554

Tabela 3: Resultados para α = 0 (poeira), com B =

0.001, A = 0.00085, Emax = 20.7610874836932, τmax =

15, dt = 0.05, N = 9000 (discretização espacial), e

xmax = 100.

EM PT x1 x2 PTWKB

20.07 1.17509× 10−11 20.820988474 23.783213868 6.73080169223172× 10−9

20.04 3.63963× 10−24 18.730114955 25.928147763 5.98178500126180× 10−11

20 1.38028× 10−35 17.144286003 27.586870833 2.90875951783196× 10−22

19 3.18561× 10−57 14.531307308 30.386304651 1.72366651166648× 10−39

18 1.30819× 10−74 12.648347416 32.462075789 1.23523263260423× 10−78

17 1.02888× 10−89 11.116078530 34.193960000 1.08113820152316× 10−106

16 2.77287× 10−103 9.8035503320 35.713406824 1.16824390466186× 10−134

15 1.04152× 10−115 8.6470673833 37.084670820 1.57703308771923× 10−162

14 3.14653× 10−127 7.6101182082 38.344893137 2.69437431015770× 10−190

13 5.28221× 10−138 6.6696407620 39.517849366 5.91073682704668× 10−218

12 3.77711× 10−148 5.8101369073 40.619851954 1.69180958192118× 10−245

11 9.40738× 10−158 5.0207731160 41.662671293 6.43244326533460× 10−273

10 6.96089× 10−167 4.2938123012 42.655132534 3.31506605245695× 10−300

9 1.34204× 10−175 3.6237124262 43.604055555 2.36958604293488× 10−327

8 6.01767× 10−184 3.0065939307 44.514840975 2.41189224552366× 10−354

7 5.65026× 10−192 2.4399339536 45.391852695 3.60438421466806× 10−381

6 9.98749× 10−200 1.9224225104 46.238677198 8.19868664319760× 10−408

5 2.93781× 10−207 1.4539655579 47.058304926 2.96418535305590× 10−434

4 1.2096× 10−214 1.0358691259 47.853260600 1.79689214158544× 10−460

Continua na próxima página
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Tabela 3 – continuação da página anterior

EM PT x1 x2 PTWKB

3 4.93367× 10−222 0.67126474310 48.625699010 1.95540250557053× 10−482

2 7.15917× 10−230 0.36573416122 49.377476858 4.17935928848540× 10−512

1 1.57285× 10−240 0.13024330376 50.110207582 1.99490235190530× 10−537

Tabela 4: Resultados para α = 0 (poeira), com B =

0.001, A = 0.00090, Emax = 20.4665292083541, τmax =

15, dt = 0.05, N = 9000 (discretização espacial), e

xmax = 100.

EM PT x1 x2 PTWKB

20.04 3.00334× 10−9 20.305990144 23.353445050 1.37846154117922× 10−2

20.03 1.02018× 10−13 19.428357791 24.248916306 2.24326404105508× 10−5

20 1.99377× 10−23 17.833548245 25.89759024 9.57038512512012× 10−14

19 4.75649× 10−46 14.821999067 29.092570282 1.35531592106532× 10−41

18 1.54467× 10−63 12.816717775 31.287568899 2.31522360949340× 10−69

17 9.05785× 10−79 11.224112129 33.076623349 4.81766704488168× 10−97

16 3.23875× 10−92 9.8762600440 34.628151836 1.23428777606423× 10−124

15 1.70836× 10−104 8.6971949228 36.018676804 3.93936763327206× 10−152

14 7.41114× 10−116 7.6450500109 37.290691227 1.58664355177835× 10−179

13 1.79779× 10−126 6.6940246466 38.470705676 8.18063548931536× 10−207

12 1.85422× 10−136 5.8270650513 39.576584411 5.48608041671048× 10−234

11 6.62047× 10−146 5.0323848901 40.621046610 4.87128919191228× 10−261

10 6.96316× 10−155 4.3016292735 41.613531014 5.84329262638500× 10−288

9 1.88943× 10−163 3.6288371972 42.561272060 9.68771616311508× 10−315

8 1.17954× 10−171 3.0098344188 43.469960456 2.27886924101688× 10−341

7 1.52399× 10−179 2.4418843864 44.344168997 7.84105927928200× 10−368

6 3.659× 10−187 1.9235180132 45.187638233 4.09050848565444× 10−394

5 1.43999× 10−194 1.4545199448 46.003474552 3.37807578597470× 10−420

4 7.79549× 10−202 1.0361021072 46.794291448 4.65790057754268× 10−446

3 4.13698× 10−209 0.67132787158 47.562312701 1.14794363798645× 10−471

Continua na próxima página
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Tabela 4 – continuação da página anterior

EM PT x1 x2 PTWKB

2 7.24347× 10−217 0.36574015543 48.309449321 5.53226968917372× 10−497

1 5.07521× 10−228 0.13024337462 49.037357985 5.92742986264540× 10−522

Tabela 5: Resultados para α = 0 (poeira), com B =

0.001, A = 0.00095, Emax = 20.1917482467770, τmax =

15, dt = 0.05, N = 9000 (discretização espacial), e

xmax = 100.

EM PT x1 x2 PTWKB

20.01 4.26717× 10−8 19.628622438 23.159143845 2.96544470309033× 10−3

20 7.87979× 10−12 18.851250436 23.954250122 5.23477409415780× 10−6

19 5.21575× 10−36 15.144094420 27.842013515 1.67204592543364× 10−33

18 1.32816× 10−53 12.993346470 30.179589671 6.42685799134584× 10−61

17 1.50025× 10−68 11.334715585 32.031711806 3.00169103346776× 10−61

16 7.56607× 10−82 9.9496646293 33.617410218 1.72170165971782× 10−115

15 5.8635× 10−94 8.7473413476 35.028089886 1.22696075995239× 10−142

14 3.77853× 10−105 7.6797707542 36.312348719 1.10041445255862× 10−169

13 1.35922× 10−115 6.7181458561 37.499700140 1.25980791516593× 10−196

12 2.06312× 10−125 5.8437496565 38.609667966 1.87043595312294× 10−223

11 1.07289× 10−134 5.0437967364 39.655966608 3.66576044472038× 10−250

10 1.62442× 10−143 4.3092940337 40.648668936 9.67484810774436× 10−277

9 6.26748× 10−152 3.6338529064 41.595432798 3.51762413503772× 10−303

8 5.49396× 10−160 3.0130012628 42.502242330 1.80846403286446× 10−329

7 9.84055× 10−168 2.4437883277 43.373879939 1.35516372214282× 10−355

6 3.23309× 10−175 1.9245866260 44.214239715 1.53400027928672× 10−381

5 1.71772× 10−182 1.4550607637 45.026542918 2.73836012104991× 10−407

4 1.23546× 10−189 1.0363299659 45.813490542 8.12944155164408× 10−433

3 8.42332× 10−197 0.6713902001 46.577374056 4.29593037975292× 10−458

2 1.80917× 10−204 0.3657461379 47.320157541 4.42082768020548× 10−483

1 1.10401× 10−214 0.1302434454 48.043539773 1.00711837786061× 10−507
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Tabela 6: Resultados para α = 0 (poeira), com B =

0.001, A = 0.001, Emax = 19.9344758644320, τmax = 15,

dt = 0.05, N = 9000 (discretização espacial), e xmax =

100.

EM PT x1 x2 PTWKB

19.9 8.34857× 10−4 19.912949964 22.049798928 1.09056919606997× 10−4

19.8 1.38894× 10−7 18.880435977 23.099901530 2.20367859865101× 10−4

19 5.62318× 10−27 15.508568628 26.614611533 4.14592890516908× 10−26

18 1.13616× 10−44 13.179764900 29.127535969 3.406988744600880× 10−53

17 1.6079× 10−59 11.448280120 31.049739800 3.394101468817760× 10−80

16 1.1398× 10−72 10.023910786 32.671916866 4.14245075026068× 10−107

15 1.28468× 10−84 8.7975817364 34.103692063 6.26596591623660× 10−134

14 1.21191× 10−95 7.7143279457 35.400650186 1.18973547545198× 10−160

13 6.35274× 10−106 6.7420378535 36.595605893 2.87589943487092× 10−187

12 1.39202× 10−115 5.8602151790 37.709858774 8.99049073062144× 10−214

11 1.0331× 10−124 5.0550265178 38.758167527 3.69936407495571× 10−240

10 2.20491× 10−133 4.3168193654 39.751260583 2.04377852279185× 10−266

9 1.18417× 10−141 3.6387684028 40.697228395 1.55067454448431× 10−292

8 1.4266× 10−149 3.0161003177 41.602352068 1.65830991455862× 10−318

7 3.46686× 10−157 2.4456494218 42.471624472 2.57620773691694× 10−344

6 1.52494× 10−164 1.9256304240 43.309092839 6.02475674582604× 10−370

5 1.06922× 10−171 1.4555890263 44.118092346 2.21391673279029× 10−395

4 9.98365× 10−179 1.0365530395 44.901410329 1.34789719083793× 10−420

3 8.653× 10−186 0.67145175933 45.661404755 1.45508874447286× 10−445

2 2.22424× 10−193 0.36575210868 46.400091636 3.04693378733106× 10−470

1 3.63503× 10−203 0.13024351633 47.119210800 1.40674229260008× 10−494
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Tabela 7: Resultados para α = 0 (poeira), com A =

0.001, EM = 19, τmax = 15, dt = 0.05, N = 9000 (discre-

tização espacial), e xmax = 100.

B = 0.001 e Emax = 19.9344758644320

EM PT x1 x2 PTWKB

19 5.62318× 10−27 15.508568628 26.614611533 4.14592890516908× 10−26

B = 0.002 e Emax = 19.9344707817318

EM PT x1 x2 PTWKB

19 5.62814× 10−27 15.508595319 26.614601898 4.14737806690712× 10−26

B = 0.003 e Emax = 19.9344656990381

EM PT x1 x2 PTWKB

19 5.63282× 10−27 15.508622011 26.614592263 4.14882773063588× 10−26

B = 0.004 e Emax = 19.9344606163510

EM PT x1 x2 PTWKB

19 5.63732× 10−27 15.508648702 26.614582629 4.15027789652928× 10−26

B = 0.005 e Emax = 19.9344555336701

EM PT x1 x2 PTWKB

19 5.64168× 10−27 15.508675393 26.614572994 4.15172856475720× 10−26

B = 0.006 e Emax = 19.9344504509961

EM PT x1 x2 PTWKB

19 5.64593× 10−27 15.508702084 26.614563359 4.15317973549360× 10−26

B = 0.007 e Emax = 19.9344453683281

EM PT x1 x2 PTWKB

19 5.6501× 10−27 15.508728775 26.614553725 4.15463140891192× 10−26

B = 0.008 e Emax = 19.9344402856669

EM PT x1 x2 PTWKB

19 5.65419× 10−27 15.508755466 26.614544090 4.15608358518296× 10−26

B = 0.009 e Emax = 19.9344352030119

EM PT x1 x2 PTWKB

19 5.65822× 10−27 15.508782157 26.614534455 4.15753626447760× 10−26
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Tabela 8: Resultados para α = 1
3

(radiação), com B =

0.001, A = 0.001, Emax = 223.5282022, τmax = 15, dt =

0.05, N = 9000 (discretização espacial), e xmax = 100.

EM PT x1 x2 PTWKB

19.9 1.03232× 10−280 2.6054155174 17.066039688 5.46902658087064× 10−497

19.8 9.91595× 10−281 2.5987057198 17.067062738 4.33402893033764× 10−497

19 7.12562× 10−281 2.5444510324 17.075235914 6.77947906256704× 10−498

18 4.60464× 10−281 2.4751158078 17.085424460 6.76569034353356× 10−499

17 2.88407× 10−281 2.4039577511 17.095582199 6.86365884259176× 10−500

16 1.73905× 10−281 2.3308086704 17.105709367 7.08232029638092× 10−501

15 1.00075× 10−281 2.2554736016 17.115806193 7.43814695904628× 10−502

14 5.43312× 10−282 2.1777244358 17.125872908 7.95741787533848× 10−503

13 2.73971× 10−282 2.0972914567 17.135909736 8.67996777924676× 10−504

12 1.25522× 10−282 2.0138518811 17.145916900 9.66531358242420× 10−505

11 5.05675× 10−283 1.9270139973 17.155894621 1.10027932926446× 10−505

10 1.69879× 10−283 1.8362946354 17.165843117 1.28287947115992× 10−506

9 4.31458× 10−284 1.7410861929 17.175762602 1.53571386567315× 10−507

8 6.55391× 10−285 1.6406066018 17.185653289 1.89352727406723× 10−508

7 1.98793× 10−286 1.5338200242 17.195515388 2.41546227577630× 10−509

6 1.39035× 10−286 1.4193041259 17.205349107 3.20844877468783× 10−510

5 2.12499× 10−286 1.2950118710 17.215154650 4.48199514402724× 10−511

4 1.1499× 10−286 1.1578021228 17.224932220 6.69542491964104× 10−512

3 5.70509× 10−287 1.0023838957 17.234682019 1.10424931805836× 10−512

2 2.43896× 10−287 0.81841198810 17.244404242 2.17004947676598× 10−513

1 6.8548× 10−288 0.57906177042 17.254099088 7.14070505287416× 10−514
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