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Resumo

O objetivo deste trabalho é servir como um texto introdutério aos seguintes assuntos:
quantizacao canonica, quantizacao de lagos e modelo BF. Para tal, desenvolvemos ferra-
mentas matematicas apropriadas para se tratar uma teoria de calibre topoldgica do tipo
Yang-Mills em geral, para formular uma acao covariante e estudar suas simetrias via o
método de quantizagao canonica de Dirac, também conhecido como método hamiltoni-
ano vinculado. Este método é desenvolvido extensamente, embora mantenha o carater
introdutoério, para o caso do modelo BF de 2+1 dimensoes, que em seguida quantizamos
via lagos e encontramos identificagoes de todo este processo com a teoria da relatividade
geral expressa como uma teoria de calibre. Por tltimo, nds veremos como se desenvolve a
mecanica quantica destas teorias de calibre descrevendo a base para nossas funcoes de es-
tado que é chamada de rede de spin, bem como a dinamica destas teorias quantizadas por
lagos que é descrita pelo formalismo dos spin foams e ainda o calculo de alguns observaveis
associados a nossos estados.



Abstract

The main goal of this work is to serve as an introductory review on the following subjects:
canonical quantization, loop quantization and BF model. To achieve it we develop the
proper mathematical tools to study a topological Yang-Mills gauge theory in general, to
formulate a covariant action and study its symmetries via Dirac’s canonical quantization
method, also known as constrained hamiltonian method. This method is extensely de-
veloped, although at an introductory level, for the case of 2+1 dimensional BF model,
which then we quantize via loops and we find analogies with the general relavity theory
expressed as a gauge theory. Finally, we’ll see how to develop the quantum mechanics of
these gauge theories describing the basis for our state functions, called spin networks, as
well as the dynamics of these quantized loop theories which is described by the formalism
of spin foams and still the calculation of some observables related to our states.
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Capitulo 1

Introducao

Grande parte dos frutos colhidos da fisica estudada no ltimo século tem sido cultivados
em duas teorias fundamentais: a mecanica quantica (MQ) [1], [2], [3] e a relatividade geral
(RG) [4], [5], [6]. Mas além do progresso cientifico, estas duas teorias também trouxeram
desarmonia a estrutura da fisica pré-relativistica classica, uma vez que ambas teorias
foram formuladas sobre conceitos que sao contraditos na outra teoria! A MQ é formulada
utilizando uma varidvel temporal externa (o t que aparece na equagao de Schrodinger)
ou ainda como um espago-tempo de background fixo (o espago-tempo definido na teoria
quantica de campos), e ambos os conceitos sdo incompativeis com a RG. Por sua vez,
a RG ¢é formulada em termos da geometria Riemanniana aonde a métrica é um campo
dinamico deterministico. Ora, mas na MQ todos os campos dinamicos sao quantizados,

isto é, em escalas pequenas temos quantas discretos regidos por leis probabilisticas.

Sendo assim, é de se esperar que em escalas pequenas exista um quantum de espago e um
quantum de tempo, superposigao de espagos, etc. uma vez que tenhamos uma gravitagao
quantica [7], [8], [9], [10], [11]. Formular esta teoria que combina a MQ e a RG é um
dos maiores desafios da fisica fundamental atualmente. O objetivo deste trabalho de
dissertacao é construir uma teoria de calibre topolégica tipo Yang-Mills (YM) [12], [13]
conhecida como modelo BF [7], [14], [15] em 241 dimensoes e desenvolver para este modelo

o método de quantizacao candnica culminando na aplicacao das técnicas de quantizagao
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de lacos, discutir brevemente a estrutura da teoria quantica obtida por este processo
bem como sua dinamica e estudar alguns operadores e observaveis dos nossos estados
quanticos, e finalmente, mostrar que todos estes resultados para o modelo BF em 2+1
dimensoes podem ser generalizados para a teoria da gravitacao tridimensional — que de

fato pode ser expressa como um modelo BF particular.

No capitulo 2 veremos as bases para a formulagao e construgao do modelo BF, cuja
principal caracteristica é ser uma teoria de calibre topoldgica, por consequéncia indepen-
dente de background, isto é, uma teoria independente de métrica. O modelo BF também
possui outras propriedades interessantes por ser uma teoria de calibre (gauge theory),
como invariancia sobre transformagoes gerais de coordenadas (difeomorfismos ativos) e
invariancia sobre transformacgoes de calibre locais sobre as representacoes do grupo in-
dicado (enfocaremos o grupo SU(2)), que no caso de uma teoria tipo YM é um grupo

nao-abeliano.

No capitulo 3 estda uma das principais contribuicoes deste trabalho que é o desenvolvimento
do método de quantizagao canonica para o modelo BF em 2+1 dimensoes, método que foi
proposto por Dirac [16], [17] para resolver sistemas cuja transformada de Legendre nao é
trivial, por existirem relacoes entre as coordenadas e os momentos generalizados chamadas
de vinculos. Historicamente o método foi desenvolvido para que se pudesse quantizar
pelo método hamiltoniano a teoria eletrodinamica, que é uma teoria de calibre com a
representagao do grupo U(1). A partir dos resultados da quantizagdo candnica obtemos
as grandezas cldssicas (varidveis dinamicas, vinculos e multiplicadores de Lagrange) que
posteriormente se transformam em operadores ou parametros de evolucao de calibre. Com
o método de quantizacao de lacos introduzido no capitulo 4 podemos descrever um espaco
de Hilbert cinematico para estes operadores derivado do espaco de configuracgoes classico

e descrever os estados quanticos no formalismo das redes de spin. [18], [19], [20], [21]

No capitulo 5, fica clara a razao para a escolha de trabalhar com o modelo BF de 2+1
dimensoes com a representagao do grupo SU(2), que é devido a semelhanca que o modelo

BF escrito nestes parametros tém com a teoria da Gravitacao descrita pela Relatividade
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Geral em 3 dimensodes expressa pelo formalismo ADM. [22], [23] De fato, mostramos que
nestas condicoes as duas teorias sao isomorficas, logo todos estes resultados obtidos nos
capitulos anteriores podem ser generalizados para a teoria da Gravitagao 3D — pelo menos
na sua versao Euclidiana. Seguimos com uma breve revisao de RG analisando a acao de
Palatini-Holst, que nada mais é do que a acao de Einstein-Hilbert escrita como uma

equacao de primeira ordem devido a uma mudanca de base nas variaveis dinamicas.

Esta revisao é uma introducao para uma discussao sobre as simetrias que prevalecem
na teoria quantica, isto é, a implementacao dos vinculos canonicos na teoria quantica, e
como estas simetrias afetam a estrutura das nossas teorias de calibre quantizadas é um dos
assuntos abordados no capitulo 6, assim como outra grande contribuigao deste trabalho,
que é a discussdo de casos aonde temos observéveis [24] e transigao entre estados de rede
de spin, dinamica estudada pelo formalismo dos spin foams. [7], [18], [25], [26] Vale a
pena ressaltar que esta dinamica em uma teoria de calibre topoldgica nada mais é do que
a soma das histérias de uma transicao de amplitude de estados e que a implementacao

completa dos vinculos é uma tarefa ardua e ainda nao concluida em 3+1 dimensoes!
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Capitulo 2

O Modelo BF

O modelo BF ¢é uma teoria de campos topoldgica que quando quantizada se torna uma
teoria quantica de campos topologica. Na sigla BF, como vamos ver adiante, B e F' sao
as variaveis que aparecem na acao da teoria. O modelo BF é o que conhecemos como toy
model, ou modelo de brinquedo, devido ao fato de ser uma teoria construida apenas para

estudar a aplicacao da quantizagao de lagos em uma teoria de campos topoldgica.

Contudo, o modelo BF tridimensional possui uma semelhanca notavel com a teoria da
relatividade geral tridimensional formulada via o formalismo de primeira ordem, e no
decorrer do trabalho vamos ver que a menos do grupo de calibre (que é SU(2) para o

modelo BF e SO(1,2) para a RG) estas duas teorias sao andlogas.

Nota: O leitor que nao estd familiarizado com as notacoes, conceitos e propriedades da

geometria diferencial é convidado a visitar o Apéndice A antes de prosseguir!
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2.1 Definicoes e Convencoes

2.1.1 Indices

E conveniente adotar uma notacao para os indices que aparecem nas variaveis, campos e

formas ao longo do texto. Considerando que dim(D) =2+ 1:

e Os indices gregos (u, v, p,...) assumem valores (0,1,2) ou (¢,1,2);
e Os indices latinos mintsculos (a, b, ... ) assumem valores (1, 2);

e Os indices latinos maitsculos (I, J, K, ...) sao indices de grupo e os valores que
estes assumem dependem do grupo de calibre G em questao. (Por exemplo, G =

SU(2) — (1,2,3))

2.1.2 A Derivada Covariante

O modelo BF também é uma teoria topoldgica, entao possui invariancia de calibre local.

Isto é, dado um campo (Z) € G, onde os valores de ¥ (%) sdo elementos do grupo:

(&) = P(@)g(T) (2.1)

Também queremos que a derivada deste campo se transforme da mesma maneira que o

campo, o que nos leva a definicao de derivada covariante:

O (%) = Qu(@)g(F) + U(F)9,9(2) (2.2)

Para calcularmos a derivada covariante levamos em consideracao um grupo de Lie nao-

abeliano (faremos o célculo para G = SU(2)). Entao, consideramos o caso de um campo
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Y € SU(2), e queremos (D, (%)) = D,)(Z)g(Z) entdo fazemos um Ansatz:

D/ﬂz’ = au¢ - ¢Au

(2.3)
Al =g 09+ 9 " Aug
E verificamos que com esta solucao (D,1)" se transforma de maneira covariante:
(D) = Bubg + 089 — vg(g~ 0.9 + g Aug)
= g+ V0.9 — Y09 — YAug
= (0w =9 A)g = (Dub)g (2.4)

Entao, tomamos g infinitesimal para determinar a transformacao infinitesimal de A,,:

g ~ l+w
gT:g_1 ~ 1l-w

A, = (1-wiw+(1-wA,(1+w) (2.5)
Escrevendo os termos lineares em w:

A, = A+ 0w+ [A W]

0A, = Ouw+[Ay,w] (2.6)

Com este resultado e a dlgebra dos geradores de SU(2) descritos na equagao (A.11),
ja temos o necessario para definir nossa derivada covariante e escrevemos novamente a

equacao (2.6) passando da notacao matricial para a notacao em componentes':

(SA{LT] = auwIT[ + [AZTJ’ wKTK] (27)
= GMwITI + fJKIT]Ain
(5A{L = 8uw1 + fJK]AiU)K

= (8u51K - fIKJA;DWK = (Duw)l (2.8)

Ver apéndice A para notacoes e definicdes.
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Renomeando alguns indices livres, é facil ver que:

0A, = (6" 0, — frix A )w’ = D/w’ = (Dyw)! (2.9)

onde chamamos D!’ de matriz derivada covariante, ou sé derivada covariante.

Da definicao das formas diferenciais? podemos escrever nossos campos, operadores e ten-
sores na representacao adjunta, apenas multiplicando nossas equagoes pela direita com a

forma dx*:

A =g 09 +g ' Aug ldat = A =g ldg+g Ay (2.10)

D,x =0, x +A,x |dz"' = Dy =dx+ Ax (2.11)

sobre um campo y € G na representacao adjunta. Pode-se que mostrar que, se X’ = g1,

entao:

(Dx)' =g~ 'Dx (2.12)

Isto é, nossa derivada exterior é covariante. Note que a lei de transformacao utilizada
para ' é diferente da utilizada para ¢’ (equagao 2.1). Pode-se mostrar que as duas leis

de transformacoes sao equivalentes para a mesma lei de transformacao de A.

Agora vamos calcular a derivada covariante de um tensor X arbitrario que esta na repre-

sentacao adjunta, entao seja X uma p-forma cuja derivada exterior se escreve como:
DX =dX + [A, X] (2.13)
Entao queremos verificar que se X’ = g~' X g entao:
(DX)' =g¢~'DXyg (2.14)

Verificacao:

(DX)' =d(g7'Xg)+ g 'dg + g "Ag, 97 ' Xg] (2.15)

2Ver apéndice A.
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Precisamos conhecer dg—'. Note que usamos ¢~ g = 1:

dlg7'g)=0 = dg'g+g 'dglg"
dg~' = —g 'dgg™! (2.16)
dai:
(DX) = d(g ' Xg)+[g'dg+ g "Ag, g7 X ]

= dg ' Xg+g¢ 'dXg+g ' Xdg+ g 'dgg ' Xg— g ' Xgg'dg
+g ' Agg ' Xg— g ' Xgg " Ag

= g M dX +[A X]))g=9g 'DXg (2.17)

Se X esta na representacao adjunta, também DX estd na representagao adjunta.

2.1.3 A curvatura de Yang-Mills F'

Definimos também a curvatura de Yang-Mills:

Fo = 0,A,—0,A,+[A, A) (2.18)

FL{V = 0.4, - 81,AI€ + fIJKA,{Af (2.19)

Podemos escrever a curvatura na notagao de forma diferencial tomando o tensor F),, de

rank 2 e o multiplicando por uma 2-forma, e utilizamos a antissimetria do tensor F),,:

1
F. = 0,A, —0,A,+[A,A]| (édx“ A dx”) (2.20)
1 u L, 1 u Y
5(8MA,, — 0,A,)dz" A dz” + Q[Au,Ay]dx A dx
F = 0,A da"dx” + A, A, dxtdx”

F = dA+ A (2.21)
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Nao é diffcil mostrar que a atuagao do grupo sobre F é a adjunta: F’ = g~'Fg. Com-
parando (2.11) com (2.21), fica evidente que a curvatura F' pode ser chamada de derivada

da conexao A.

Uma relacao importante entre as derivadas covariantes e a curvatura de YM pode ser
obtida considerando um campo X na representacao adjunta X’ = ¢~'Xg, quando con-

veniente e que temos um comutador graduado para as formas diferenciais (vide apéndice

A4.2):

D*X = (d+ A)(d+ A)X (2.22)
= d(dX +[A, X]) + [A,dX] + [A, [A, X]]

= [dA, X]+[A* X] = [F, X] (2.23)

Este resultado pode ser escrito como:

Dy, D)X = [Fl, X] (2.24)

ns

Essa relagdo (2.24) entre o comutador das derivadas covariantes e a curvatura tem um
analogo na Relatividade Geral, onde F' é a curvatura de Riemann. Uma consequéncia
importante desta relacao no modelo BF, observado que neste caso uma das equagoes
de movimento é F' = 0, é que as derivadas covariantes comutam — se as equagcoes de

movimento estao satisfeitas.

2.1.4 A derivada de um tensor e as identidades de Bianchi

Como F' é adjunto, também deve ser DF'. Mas vamos ver que DF é de fato nulo. Com

efeito:

DF = d(dA + A%) + [A,dA + A% (2.25)
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Usando a regra de Leibniz generalizada para calcular o termo dA%:

dA? = d(ANA)=dANA— ANdA =[dA, A (2.26)
DF = [dA Al +[A, dA] + AA* — A%A

DF = 0 (2.27)

Esta equagao (2.27) é chamada de Identidade de Bianchi, e aparece também na Relativi-

dade Geral.

2.2 Construindo o modelo BF

Para comegarmos a constru¢ao do modelo BF (considerando a priori o caso D dimen-

sional), temos que definir os objetos presentes na teoria.

Entao temos:

e Uma 1-forma conexao (do espago dual T M) Al nao-abeliana, onde (1 = 0,..., D—
1);
e Uma (D — 2)-forma campo (do espago dual TpM) B) _, ~ (antissimétrico);

e Um grupo de calibre GG, G sendo um grupo de Lie.

Nao definimos nenhuma métrica pois o modelo BF é independente do background, portanto
independente de métrica. E também introduzimos a curvatura de Yang-Mills (2.18), que

é o nosso “F” da sigla “BF”, como veremos mais adiante.

2.2.1 O campo B e a invariancia sobre difeomorfismos

O “F” do modelo BF ja foi introduzido na secao anterior, entao vamos introduzir agora o

campo “B”. A idéia do modelo BF é termos uma teoria de curvatura nula, isto é, F' = 0.
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Ao mesmo tempo, F' tem que estar representado na acao e esta tem que ser consistente com
o principio variacional e gerar uma densidade lagrangiana consistente afim de realizarmos
o método de quantizacao canonica de Dirac. Como precisamos construir uma integral
invariante sob difeomorfismos, precisamos que o integrando seja uma D-forma entao, na
agao deve-se introduzir um termo multiplicador de Lagrange (D-2)-forma sobre F' que
também possa ser definido no espago tangente dual 75(M), para a principio garantir

estas condigoes de invariancia e consisténcia.

2.2.2 A invariancia de calibre

Queremos também que nossa acao seja invariante de calibre, entao temos que buscar
um B na representagao adjunta onde o produto B A F' seja invariante de calibre. Seja

X =g 'XgeY = g 'Y g D-formas adjuntas, entdao pelas propriedades do traco:

Tr(X'Y') =g 'Xgg 'Yg=9g'XYg=Tr(XY) (2.28)

entdo Tr(XY) é um invariante de calibre. Se B é uma forma se transformando na rep-
tacao adjunt B =g 'Bg, enta ao S d it invariant
resentacao adjunta como g~ Bg, entao a acao Spp pode ser escrita como invariante

de difeomorfismos e também invariante de calibre da seguinte maneira:

Spr = Tr / B A F(A) (2.29)
Mp

Agora vamos escrever B em termos de componentes B = B!Ty utilizando as propriedades
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que definimos de (A.5) a (A.6) para o grupo SU(2):

B = (1-w)B(l+w)=B-w,B]
6B = —|w,B] (2.30)
(6BNYT; = —w/BX[T;,Tk] = —w’BX f1,.T;
sBl — _wJBKffKEwJ(;JBI
6;B' = —BXfl. (2.31)

e B escrito em componentes é:

1
B = gy By e (232

2.3 As invariancias de calibre das variaveis dinamicas

Vimos na segao anterior que podemos tomar uma agao (2.29) tal que esta seja invariante

de calibre e invariante de difeomorfismos:

5, Tr( / BF) = 0 (2.33)
M

S Tr( /MBF) =0 (2.34)

Escrevendo a acao na forma de coordenadas, vale lembrar que:

—161s
I J 1 Il
Tr(BF) = B'F'Tr(TiT;) = —=;B'F (2.35)
entao:
Spr :/ B'F = -2 Tr/ BF (2.36)
M M

Agora vamos escrever todas as invariancias de calibre do nosso sistema, isto é, as trans-

formacoes sobre os campos que levam a invariancias do modelo BF.
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2.3.1 As simetrias de calibre

O primeiro conjunto de transformacoes que deixa a acao invariante ja é conhecido, sao as

transformacoes do tipo Yang-Mills:

0A = dw + [A, W]
(2.37)
0B = [B,w]
O segundo conjunto de transformacoes véem da identidade de Bianchi DF' = 0:
0A=0
(2.38)

0B = Dn = dn+ [A,n]

Repare que se B é uma (D-2)-forma, n vai ser uma (D-3)-forma, isto é, tém a paridade
oposta a de B. Temos que ter cuidado com o comutador generalizado [A, 7] nesta situagao,
pois este é um comutador graduado. Deste segundo conjunto de transformacoes, se 6 F' = 0

entao:
=0
—_——~
6Tr/BF = T'r/cSBF = Tr/DnF = (—1)P2 Tr/nDFJrT'r/d(nF) (2.39)

onde aplicamos a regra de integragao por partes que esta mostrada no apéndice A.4.3.

Nossa teoria possui outras invariancias além das ja mostradas, como a invariancia por
difeomorfismos, isto é, sob as transformacoes:

SA= LA
(2.40)

5B — ﬁgB

que é 6bvia, mas é interessante ver que ela é consequéncia das duas invariancias de calibre

definidas acima. No capitulo seguinte discutiremos melhor estas transformagoes.
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2.3.2 As equagoes de movimento do modelo BF

Vamos agora analisar as equacoes de movimento da teoria, deduzidas da estacionariedade

da agao sob variagoes arbitrarias dA e 0 B. Uma variagao d B arbitraria gera a equagao:

5S:—2Tr/6BF = 0 VB

F =0 (2.41)
E para uma variacao 6 A arbitraria:

OF =0(dA + A?) = dSA+6AA+ ASA

= déA+[A,0A] = DA (2.42)
Utilizando a regra de integracao por partes encontramos:

65:—2TT/BD(5A:2T7"/DB(5A = 0 VJiA

DB = 0 (2.43)

Vamos estudar primeiramente a equa¢ao de movimento (2.41). Tomamos um ansatz para
a solucdo desta equacao como sendo uma conexao do tipo “puro gauge” A = e~ ?de?, onde

¢ é uma 0-forma tal que e® = h e e=® € G, que podemos verificar:
dA = dh™'dh = —h~'dhh~'dh = —A* . F =0

Mas A = e ®de? nao ¢ solucao geral, da mesma forma que para F' = dA — A = d¢
também nao vale em espagos nao-triviais, como um toréide. Contudo, o lema de Poincaré
nao-abeliano diz que localmente (em um aberto U C M) vai existir um h(x) € G tal que

A = h7ldh. Isto significa que a solucao A é, localmente, a transformada de calibre da
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conexao nula. Com efeito, fazendo uma transformacao de calibre com g = h~':

A = g ldg+ g tAg
= hdh "+ hAh™' = hdh™' + hh~'dhh~!

= hh'dhh™' +dhh™' =0 (2.44)

Estudando a equagao de movimento (2.43), que com A = 0 se escreve dB = 0, e con-

siderando que uma forma fechada é localmente uma forma exata, entao segue que:

B=dB=DB (2.45)

Isto nada mais é do que a transformagao de calibre de tipo (2.38), com n = B , do campo
B = 0. Esta discussao mostra que, localmente, a solucao das equagoes de movimento ¢é

dada pela solugao trivial A = B = 0 a menos das transformagcoes de calibre.

Vamos voltar a discutir as equagoes de movimento apds formularmos o Hamiltoniano da
teoria. Para tal, precisamos desenvolver um método para a partir da acao do modelo BF
sermos capazes de escrever a Lagrangiana e converté-la para uma Hamiltoniana, e ai sim
estudar estas equacoes “de movimento” no espaco de fase apropriado. Este método sera

discutido no capitulo 3.
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Capitulo 3

Quantizacao Canodnica

A quantizacao canonica é uma das varias maneiras na fisica de se quantizar uma teoria
classica. A palavra canonica se refere a estrutura classica que é preservada na teoria
quantica, que chamamos de estrutura simplética. Historicamente, a quantizagao canonica
foi o método utilizado por Dirac (que o denomina de método hamiltoniano) para se
construir pela primeira vez a formulagao de Mecanica Quantica mais conhecida e utilizada
hoje, mostrando que a MQ das fungoes de onda de Schrodinger é a mesma MQ das
matrizes de Heisenberg. Os passos desta construgao para os campos de Schrodinger estao

no Apeédice B.1 e sao uma boa introducao a quantizacao canoénica.

3.1 Visao geral

Antes de tratar o caso da quantizacao canonica do modelo BF em 241 dimensoes vamos
enumerar brevemente os passos do método para um sistema mecanico com um nimero
finito de coordenadas. A generalizagao para infinitas coordenadas é trivial e serd tratada

no caso do modelo BF.
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3.1.1 O formalismo lagrangiano

Seja um sistema fisico com coordenadas generalizadas ¢ onde i = 1, ..., d. Primeiramente,
vamos escrever uma lagrangiana L(q, ¢), integrante de uma agao S, e a partir do principio

variacional encontramos as equacoes de movimento de Euler-Lagrange:

d  OL oL
E(ﬁ_q’n) = o0, (3.1)

Vamos definir os momentos conjugados as coordenadas generalizadas ¢ como sendo:

oL
p === 2
g (32)

Se estes momentos sao tais que podem ser resolvidos para as velocidades generalizadas
¢* como funcoes de ¢ e P;, a transformada de Legendre é inversivel e a hamiltoniana é

obtida de forma trivial:

. g—’;eqzq@,m (3.3)
H@.P) = [P — L0 )limiter) (3.4)

3.1.2 A notacgao simplética

Utilizamos o formalismo dos Colchetes de Poisson para expressar as equacoes do nosso
sistemas nas varidveis ¢‘, P; de forma mais sucinta e algebricamente vantajosa para a

quantizacao:

_OFOG  OF G

F(q,P),G(q, P . — , 3.5

(Flg.P).Gla.P)} = Goom = S50 (35)
e os colchetes entre as coordenadas generalizadas e os momentos sao:
o dq* OP, ,

{¢.¢} =0 1 {P,P}=0 : {¢".B}="52"0 =06k = o (3.6)

dq' OP;
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3.1.3 Sistemas vinculados

Uma vez que temos a lagrangiana e os momentos conjugados, tentamos definir H(q, P)
e as equagoes de movimento de Hamilton fazendo uma transformada de Legendre, o que
nem sempre funciona em sistemas que sao vinculados (caso onde as equagoes (3.2) nao
podem ser resolvidos para as velocidades ¢'(q’, P;)), como é o caso do modelo BF, onde
temos que analisar os vinculos, que chamamos de fungées ¢,,(q, P), antes de escrever
H(q, P). Veremos que verificar a estabilidade dos vinculos e garantir que a hamiltoniana
seja bem definida nao é uma tarefa trivial para o modelo BF (e para teorias de calibre

em geral). Este procedimento é conhecido como algoritmo de Dirac-Bergmann.

3.1.4 O algoritmo de Dirac-Bergmann

Primeiro, vamos escrever a hamiltoniana adicionada de uma combinacao linear de ¢’s, o

que determina unicamente a hamiltoniana numa teoria vinculada. Escrevemos entao H.:

onde os coeficientes u,, sao multiplicadores de Lagrange. As equagodes de movimento de
Hamilton valem também para sistemas vinculados e utilizamos o formalismo dos colchetes
de Poisson para escrevé-las. Seja uma fungao F'(q, P) qualquer (neste trabalho consider-

amos que F'(g, P) ndo tem dependéncia explicita em t):

F(q,P) = {F, H.} (3.8)

Entao, comecamos o Algoritmo de Dirac-Bergmann verificando as condigoes de con-
sisténcia dos vinculos, tomando a equacao (3.8) e trocando F' por cada um dos ¢’s, que
chamamos de vinculos primérios. Um vinculo ¢ dito consistente ou estavel quando este

nao evolui no tempo, isto é, colocando F' = 0 e F' = ¢,,, temos a priori que fazer m



32

verificagoes:

onde o simbolo & representa a igualdade fraca, o que significa que os vinculos sao con-
siderados como valores nao-nulos durante o processo de quantizagao canonica mas que
serao tomados nulos quando resolvidos no final. E possivel que estas verificacoes levem
a uma inconsisténcia, como achar um resultado do tipo 1 = 0. Se isto acontecer, sig-
nifica que nossa lagrangiana ¢é tal que as equacoes de movimento de Euler-Lagrange sao
inconsistentes, o que possivelmente significa um erro ao construir a acao da teoria e que a
lagrangiana nao pode ser arbitraria. Nesta situagao, as equagoes (3.9) podem ser divididas

em 3 tipos:

1. O primeiro tipo de equagoes (3.9) se reduz a 0 = 0, isto é, é identicamente satisfeito

com a ajuda dos vinculos primarios;

2. O segundo tipo de equagoes (3.9) se reduz a uma equagao independente dos u’s
envolvendo apenas os ¢’s e P’s, isto é, uma equacao da forma x(q, P) = 0. Estas
equacoes devem ser independentes dos vinculos primérios para nao se reduzirem a

equagoes do primeiro tipo.

Chamamos estas equacoes de vinculos secundarios, que sé se diferem dos vinculos
primarios na maneira de como chegamos até eles, pois os vinculos primérios sao
obtidos da definicdo dos momentos (3.2) e os vinculos secundérios s6 aparecem
quando utilizamos as equagdes de movimento (3.8). Os vinculos secundarios geram
outras condigoes de consisténcia para a teoria (estes também devem ser estdveis) e
também devem ser verificados pelo algoritmo, isto é, devem ser tratados em pé de
igualdade com os vinculos primarios, podendo inclusive gerar mais outros vinculos

secundarios.

3. O terceiro tipo de equagdes (3.9) ndo devem se reduzir em nenhuma das duas
maneiras postas anteriormente, isto é, gera uma equacao que impoe uma condi¢ao

sobre os u’s.
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Uma vez que esgotamos nossas verificagoes e todos os vinculos primarios e secundarios sao
consistentes, o algoritmo encerra e como resultado obtemos tantos vinculos secundarios
X(gq, P) e outros tantos coeficientes u e podemos escrever a hamiltoniana total, levando

em consideracgao estes resultados.

3.1.5 O principio da correspondéncia

Por fim, uma vez que temos nossa hamiltoniana resolvida podemos aplicar sobre a equacao
(3.8) o principio da correspondéncia da MQ, que afirma que o comportamento de sistemas
descritos pela mecanica quantica reproduzem o comportamento de sistemas classicos no
limite de nimeros quanticos muito grandes. Uma vez aplicado o principio da corre-

spondéncia concluimos o método de quantizagao canonica e temos o seguinte quadro:

e Todas as coordenadas generalizadas ¢‘, momentos P; e fungoes F(q, P) sdao agora
operadores ¢, P, F num certo espago de Hilbert;

—

e Podemos substituir o colchete de Poisson {X, Y} pelo comutador [X,Y] = ih[X, Y].

Em particular [¢%, P;] = ihd’;

e Podemos construir um espago de Hilbert contendo uma representacao da algebra

dos operadores ¢, P;.

Sendo assim, a equagao (3.8) se torna a equagao de Heisenberg, que descreve a evolugao

de um operador no tempo:

A

dF

[F, H] (3.10)

1
dt — ih
sobre a qual pode ser deduzido o teorema de Ehrenfest, que é o analogo quantico da
segunda lei de Newton uma vez que tomamos os valores esperados dos operadores rela-

cionados.
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3.2 O formalismo lagrangiano do Modelo BF

Na secao passada definimos os passos para a quantizagdo canoOnica para um sistema
mecanico de coordenadas finitas e agora vamos aplicé-los sobre o nosso modelo BF. Note
que por nao termos definido nenhuma métrica, nao temos nenhuma receita para manipu-
lar os indices de “espago” e de grupo (que sao indices discretos e finitos) e as coordenadas
da variedade (indices continuos (7)), exceto pelas relagoes canonicas destas variaveis que

serao definidas adiante.

Entao seja a acao Spr dada pela equagao (2.29):

D! 1
S:/'MBIFI = //MdDZL’?SM'“quBmm#D2§F#D1MD

= /dt/ dPtaL(t, ) (3.11)
R \MD—l

~
L

onde as coordenadas generalizadas no caso do modelo BF sao:

g — AB

q - 5tA,8tB

As equagoes de Euler-Lagrange sao dadas por (2.41) e (2.43). Vamos escrever a a¢ao em

2 + 1 dimensoes:

SBF = / glﬂ/ﬂd3$[Bl€ (&,Ag — apA£ + f[JKAiAﬁ()] (312)
M

J/

DO | —

N
I
F,

Quando definimos a lagrangiana estamos gerando sobre o espago uma restri¢ao topoldgica,
que € a hipotese de existéncia de uma dimensao temporal e calculamos a lagrangiana sobre
as demais dimensoes. A priori, na nossa teoria de calibre topolégica nao ha nenhuma
dimensao privilegiada mas introduzimos o conceito de tempo para realizarmos o método de

quantizagao canonica. Esperamos poder recuperar na teoria ja quantizada esta liberdade
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de calibre para a dimensao temporal. Em suma, restringimos nossa variedade a ser uma

foliacao:

Mp=RxY¥ (3.13)
R:—oco<t<oo (3.14)
A<D (3.15)

onde a = 1,2 e R é uma dimensao nao-compacta, entao ¢ é uma direcao privilegiada. O
“espago” ¥ é uma variedade de dimensao 2. Todas as folhas 3; (Fig. 3.1) possuem a

topologia de .

tro {

parame

Figura 3.1: Foliacao de uma variedade M = R ® ¥ que mostra a decomposicao da
variedade em varias “folhas” >,

Assim, a “evolugao temporal” preserva a topologia do espaco, de forma que possamos
montar nossa estrutura canonica independente do valor de t. Sendo assim, separamos a

acao em partes temporal e espacial, onde usamos 0 =t e a,b = 1,2. Temos:

SBF— //dzl’dt Oab BIF )_|_ bOa(B FI)_i_gabO(BinIt)]

b0a ab0

note que g% = gt — g0 — 2ab eptz0:

Spp = / / Padt[™(BIFL) + e (BIFL) + (B L) (3.16)

os tensores €% e Fl, sdao antissimétricos e o primeiro termo reescreve-se: Bl (e®FlL) =

Bl(e2Fyy + e Fy) = 2BIF], e o segundo termo pode se combinar com o terceiro, de



36

forma que Spr fica:

Spr = / / d*xdt[Bl FL, + (B FL)] (3.17)
RJXE

escrevendo o tensor Ftla explicitamente e reagrupando os termos:
SBF / / d2$dt BIF 12 -+ 8tAI€abB; abB 8 AI + €abBb f[JKAJA ]

utilizamos a definigdo de Derivada covariante (2.9) nos dois dltimos termos da integral

acima:
Spr / / d*xdt|Bl Fl, + 0,Ale® B} — e Bl D17 A/]
fazemos uma integral por partes (A.89) no terceiro termo e a integral da a¢ao Sgr é:
Spr = /R /E d*xdt|Bl Fl, + 0,ALe® B} + D!’ B{ A] (3.18)
e podemos escrever a Lagrangiana do nosso sistema simplesmente como:

L= / d*x|BlF|, + 0,ALe® B} + Al DI’ B/ (3.19)
P

3.3 O método hamiltoniano

3.3.1 Os vinculos primarios

Entao, comegamos o método hamiltoniano convertendo esta lagrangiana para uma hamil-

toniana. Para passar para o formalismo hamiltoniano introduzimos os momentos II con-
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oL

= sy
M) = 5555 ="
T = ) =
" = ) =

37

(3.20)

cujos colchetes com as coordenadas generalizadas formam uma estrutura simplética:

{AL@) AT ()} = 51600%(@ — ) {BL(@).” 15§} = 61625°(& — §)

e todos os demais sao nulos:

{AL@), AV} = {17 (@), ()} = {A,(@), B/ ()} = ... =0

(3.21)

(3.22)

Este resultado é preocupante, pois quando consideramos L(q, ¢), os momentos conjugados

sao independentes das velocidades ¢ e esperamos poder escrever as velocidades também

como funcao dos momentos, o que nao é possivel aqui: temos entao um sistema vinculado.

As equagdes (3.20) sao vinculos, como definidos na segao 3.1.3:

a — Ajyta ab Rl
o7 = T —e¥B, =0

Do

¢3r = =0

BIY ~ 0

¢ = PI~0

(3.23)
(3.24)
(3.25)

(3.26)

que chamamos ¢,,, para m = 1,2,3,4, como sendo uma forma de agrupar as equacoes

(3.23) a (3.26), as 4 familias de vinculos ¢.
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3.3.2 A hamiltoniana canonica

Levando estes vinculos em consideragao, podemos agora escrever a hamiltoniana como a

integral H = / H(7)d*z da densidade hamiltoniana:
H(T) = “M90,AL — £ =—Ale*D! B — BIF, (3.27)

Sé que esta hamiltoniana nao é unicamente determinada porque podemos adicionar qual-

quer combinagao linear de ¢’s, que sao zero. Escrevemos entao H.:

H.(Z) = / &2 TH(T') + Ao (T) 017 (F) + Ao (F) 00 (T) + X5(T) 31 (') + A (T)bar (7))
” (3.28)
onde as fungoes arbitrarias A(z) sado multiplicadores de Lagrange. Usando o formalismo
dos colchetes de Poisson podemos escrever, conforme a equagao (3.8), a derivada temporal

de um funcional g das coordenadas generalizadas e momentos conjugados:

g=1{9,H.} ={g, /2 d*y' (H + Z Am®m) } (3.29)

3.4 A estabilidade dos vinculos

3.4.1 O algoritmo de Dirac-Bergmann aplicado ao modelo BF
Comecamos o Algoritmo de Dirac-Bergmann verificando as condi¢oes de consisténcia dos

vinculos, tomando a equagao (3.29) e trocando g por cada um dos ¢’s. Um vinculo é dito

consistente ou estavel quando este nao evolui no tempo, isto é, colocando ¢ =0 e g = ¢:

/Z &2y {6, 1(E), H(T)} + / P L) 6, 4E), o)} <0 (3.30)

Observe que devemos ter cuidado com a notacao p, pois u = a para ¢, e ¢ e =t para
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o3 e ¢y, entao temos a priori que fazer m = 4 verificacoes de estabilidade. Note que essas
verificagoes envolvem o célculo de todos os colchetes de Poisson (m' = 1,2,3,4) entre os

vinculos e faremos este exercicio primeiro.

Para simplificar a notagao: A2 = {¢1(Z), 9.5()}, ete.

A = {MYT) — e®BL(),PI5())} = —e*050% (& — §) (3.31)
Ay = {PI(@), T15(5) — e By (§)} = e*6{6°(Z — §) = Ar2
Az = {"Y(&) — ”BL(@), T} =0

A = {M5(F) - By (a)," ()} = 0
segue diretamente da estrutura simplética que Asz =0, Aoy =0 e Azy = 0.

Voltando a verificagao da estabilidade dos vinculos, fazendo qﬁ.lcf‘(f) = 0:

0@ = [ P05 H@D+ ML) 05))
= [ @) - B, Al @B @) ~ L AN B )
B ey 7y + / Py(~NL (@ (T~ 7))
= | P @ kB R~ )+ B0~ ) +

B ()e** frac Az ()0°(F — ) + /Z Ay (=g (™0 (T — 7)) =0 (3.32)

depois de uma integracao por partes (A.89) no termo com a derivada parcial, reescrevemos

a ultima equacao como:

e"Ne(T) = e fruxc Al (1) By (T) — €08 (7) + e frix Ag (¥) B (7)

Me(@) = frow A (&) B () + D B (7) (3.33)

Caimos no caso onde ¢; = 0 determina A,. O vinculo ¢; é consistente.
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Agora, fazendo gb';}(f) = 0:

03 = [ P DY+ ML) 05
— [ EPT@), Al B @) ~ L AN BE ) +
[ Evolme i@ - )
= [ Pl 0@ )~ A Ean AL~ ) +
| Evl@esa - ) = o (3.34)
CNL@E) = e0ANT) — e L ALE) A (@) = DY AY(@) (3.35)

Caimos no caso onde ¢o = 0 determina \; e o vinculo ¢, é consistente. Agora estudaremos

a consisténcia dos vinculos ¢3 e ¢4.

Fazendo ¢s;(Z) = 0:

bur(7) / Pyldsi (7). H(@)) = / Py [T (2), — A ()= D% BY (7))

= /E d?ye“ DY'E B (i/)6%(Z — ¢) = e“DI* BX () = ¢“Y(D.By)' (%) (3.36)
este resultado ¢3; = £“/DIX BX gera um vinculo secundario:
¢sr = e DY B ~ 0 (3.37)
Fazendo ¢ (%) = 0:

(@) = / Pyl ou(@), 1)) = / Py{PTI(2), B! () FL(0)}
_ / &2y (~FL )P (@), B (§)}) = / Py FL () (7 — )
= FL(@) (3.38)
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e este resultado ¢,; = F, também gera um vinculo secunddrio:

8ab ;
¢61 = 7Fab ~0 (339)

3.4.2 A estabilidade dos vinculos secundarios

Alguns vinculos primarios geram vinculos secundarios, e estes ainda precisam ser estaveis
para que seus geradores também o sejam. Logo, o algoritmo se estende aos vinculos

secundarios, entao devemos fazer também a verificacao da estabilidade dos vinculos ¢5; e

¢6I .

Fazendo ¢s;(Z) = 0:

bur(@) = / Py E (D) 631(2), b1 () + M () 651 (D). 625, (D))
_ / Pyl MG fr By ()ESEE(E — §) + e\ ()DL 6518 (7 — )

=A@ frai B (F) — e DA (7) (3.40)
de (3.33) e (3.35), podemos escrever (3.40) como:

¢s1 = —eDELAL f1 B — e DY DM BM — e DI BY fraun AN (3.41)
Ao analisar os trés termos acima, encontramos que cada um deles é fracamente nulo:

L —e?frx DEF AP B = (frinAf)gss = 0

2. —e® DI DIMBM — _cab(D D, B,)! = —({Dy, D3} B,)! = —{F5, B}

= —fUMﬁf?fsJBtM ~0

3. =D BN frunAM = ¢sn(—frunAM) ~ 0

no segundo termo utilizamos a relacao (2.23). Entado ¢s;, e consequentemente ¢s3; sao

estaveis.
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Finalmente, fazendo ¢g; (%) = 0:

ould) = [ Py NG 0u (@), 050)
= o [ Ry NDRE - )+ hund] |y NH@E - )
b} >

= “Oaie — frxAS M) (3.42)
de (3.35), podemos escrever (3.42) como:
(0700 — froxAg NI = €Dy’ DI AL = {66, A} = 0 (3.43)

0 que mostra que ¢g; e ¢4 sao consistentes e nenhum vinculo secundario gera mais

vinculos, entao o algoritmo encerra.

Calculamos agora os colchetes de Poisson entre os vinculos restantes: A,.5, A6 € Asg,

comm =1,2,3, 4.

NI = (69, ¢s5] = [T} — B, e“ DX BY] = [*T14, e f 15 AL BX)
A = —edf BRS? (7 — i) = AL (3.44)
A = [0y, ¢55] = [P, DJX BY] = —e* D" 8*(% — i) = ALy (3.45)

observe que Ags = Ays = Asg = 0.

€Cd
MG = [0 des] = [T — e By, Fy| = [0, —-(0:A7 — 04A] + frxr ASAD))
Mg = —e%(670F — frixAD)* (T — §) = —e* D7 0%(7 — §) = Ag{ (3.46)

e Nog = N3g = Ay = 0.
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Resumo dos vinculos:

Vinculos Primarios | Vinculos Secundarios

a . ATTa ~ ~abpRl
a . Byra ~ L ab DI RJ
AT A~ R n

Gar : PIL =~ 0

3.4.3 A Hamiltoniana total

Antes de escrever novamente a hamiltoniana, note que os vinculos ¢3; e ¢4; sao vinculos
que comutam fracamente com todos os outros', entdo uma vez definida a hamiltoniana
nés tomamos as igualdades fortes 4II* = 0 e PII* = 0, o que define A; e B, como funcdes
arbitrdrias. No caso do modelo BF conseguimos determinar explicitamente \,.(Z) (3.35)
e \1(Z) (3.33) e os demais A sao multiplicadores de Lagrange arbitrarios. Com isto, a

hamiltoniana total se escreve como:
Hr = / d*r — Aje"(D,By)" — B/ F{y + (Do Ar) 61§ + (frax A} BY + (DaBy)") 957 (3.47)
N

note que os dois primeiros termos sao os vinculos ¢5; € ¢g; da teoria, entao esta expressao

da hamiltoniana identifica os multiplicadores de lagrange A\ e Af.

Com esta hamiltoniana podemos aplicar o principio da correspondéncia sobre a teoria
canonica. Na teoria quantica correspondente, onde A, B sao operadores, os vinculos ¢,,

também sao operadores que restringem o funcional de onda v, gerando condicoes do tipo:
q@mzb =0, ou, equivalentemente, Hy =0 (3.48)

S6 que quando temos alguns vinculos que nao comutam entre si (chamados de segunda

classe) aparecem alguns A,,, # 0, tais como (3.31), etc. Se tomdssemos estes colchetes

!Também conhecidos como vinculos de primeira classe. Ver apéndice B.1.3.
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como ponto de partida para a quantizacao, terifamos por exemplo:

[6,5(Z), 6o5(3)] = —ihe846*(& — §)

mas este comutador ¢ inconsistente com ¢ = 0 e ¢o10 = 0, pois:

[017(2), 625 ()10 = —ihe"856* (& — )y # 0 (3.49)

Neste caso nao podemos construir uma teoria quantica a partir destes comutadores. Entao
seguimos o procedimento proposto por Dirac, de redefinirmos os colchetes de Poisson em

colchetes de Dirac.

3.5 Colchetes de Dirac

Os colchetes de Dirac nada mais sao que os colchetes de Poisson subtraidos dos graus de
liberdade nao-fisicos de um sistema. Para definirmos o colchete de Dirac escrevemos os

colchetes entre os vinculos como sendo elementos de uma matriz My, isto é, as linhas e

colunas desta matriz sao representadas pelos vinculos ¢1, s, . . ., ¢g:
0 —5a05{752 00 —éadf]JKBé((;Q —€acD£J52
—g¢§L 52 0 00 —g D17 §2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
—Eadf[L]KBé((SZ —€GCD£J52 0 0 0 0
—ga DI 52 0 00 0 0

A partir desta matriz podemos realizar uma troca de base dos vinculos com um procedi-
mento de diagonalizagao em blocos, o que simplifica bastante a definicao dos colchetes de

Dirac, como veremos a seguir.
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3.5.1 Troca de base dos vinculos

Podemos aproveitar a possibilidade de que os vinculos ¢; ~ 0 possam ser substituidos por
combinagoes lineares deles — o que constitui uma troca de base no espaco dos vinculos.
Vamos escolher uma base de maneira que tenhamos quantos vinculos forem possiveis
escritos como vinculos de primeira classe, isto €, escritos como vinculos que comutam
fracamente com todos os outros. Os vinculos secundéarios Gy e F; (G = ¢5 e Fr = o)

podem ser combinados com os vinculos y; (x1 = @1 € X2 = ¢2):

Gr = Gr+al’xy

Fi o= Fr+0lxs

(3.51)

onde a e b sao constantes. Podemos utilizar a notagao matricial para calcularmos a com-

binagao, primeiro dividimos M, em blocos. Se ¢ = (G, F) e x = (¢1, ¢2), simbolicamente:

M, = X Y_ Doxt {xvd (3.52)

Y oo {,x} {¢, ¢}
M, é a matriz formadas pelas linhas e colunas nao-nulas de M (1,2,5,6). Reescrevemos

as equagoes (3.51) de uma maneira um pouco mais geral:

v = oy + B (3.53)

/7

X7 = X (3.54)
onde a e 3 sao matrizes. A matriz M, na nova base fica:

M- X 6 av} +{x, Bx} (3.55)

{a, x} +{Bx,x} {ow,Bx}+ {Bx, b} + {Bx, Bx}
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Note que a submatriz X = A, ¢ inversivel. Entao para diagonalizar a matriz queremos

Y’ =0, e encontramos os o em funcao dos f:

Y =aY +8X = 0 (3.56)
aY +8X = 0 |X! (3.57)
B = —aYX! (3.58)
substituindo em (3.53):
Y =a(—-YX 1) (3.59)

escolhendo o como a matriz unidade, e escrevendo 1 e ¢’ explicitamente?:

g/ g gacf Bg( 6“D£J €C(J,XC
_ n 1JK 2J (3.60)
F' F g DIJ 0 EcaXy
Gr = Gr+ frixBExS, + DX, (3.61)
F; = Fr+DMys, (3.62)

Para verificar este resultado vamos calcular os colchetes entre os x;, G' e F":

~—~

{Q}(f), i@} = {9:(¥) + fIJKBf(f)XgJ(f) + DéJXCfJ(f)a Xaz(9)}

e? fri By (£)6%(Z — §) — e fr1 BE(Z)6% (T — §)+ o X1 ,(F) =~ 0 (3.63)

Q

{G1(@), x5} = {Gr(@) + frare By (Z)x5,(%) + Dg?x45(2), x27. ()}

= —"DIE(T — §) + e DI (T — )+ o< x5,(F) = 0 (3.64)

2Cometemos um leve abuso de notacdo com os indices de grupo de X!, mas que nao afeta os
comutadores que seguem nem o resultado final.
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{F1@), 1@} = {F@) + D'x5,(@), xi5.(9)}

= —e“DE§2(7 — i) + D55 (Z — i)+ o< x5, (%) =~ 0(3.65)

{FH@), 0D}y = AF1@) + Da’x5,(2), xo1 (D)} = {FL(), x2L(5)} = 0 (3.66)

e temos que verificar se {¢/,¢'} ~ 0, isto é, se a troca de base mantém os colchetes de
Poisson dos 1) fracamente nulos entre si. Note que devido aos colchetes calculados acima

(3.63) a (3.66), precisamos verificar apenas os colchetes {¢/, ¢ }:

{G1(@), 6.} = {G1(D) + frix By (#)x2,(%) + Da”x1,(), NL(9)}
xG =0 xGr=~0
= —frir e™(DyB)* 6% — firx e*(DyBy)* 8* =~ 0  (3.67)

{G1@). FL@)} = {G1(@) + frax By (1)x5,(%) + Da"x1,(®), FL(i)}

OC]:JNO
= —e“DIVDIL§2~0 (3.68)
{(F(@),F@)} = {Fr(@) + Dy'x5,(2), Fu(@)} = 0 (3.69)

Entao os novos vinculos G’ e F’ sao vinculos de primeira classe, enquanto os vinculos
b
Xi = (¢1, ¢2) s@o vinculos de segunda classe. Um resumo dos nossos vinculos de acordo

com a classe e origem na nova base:

Vinculo Primario Secundario

B3+ AL~ 0 G Gr + frx Bixs, + Dy’ x4,

¢4[2 BHtI%O F;ZF[—FDiJX%J

Primeira Classe

a ATTa ab I
xi; o Al —e®B, =0
Segunda Classe Y ! ’
X357+ PlI§ 0




3.5.2 A definicao do colchete de Dirac

Chamamos A, de matriz dos vinculos de segunda classe x; remanescentes:

48

, 01
Ay = X4 (@), X0 ()} = —e*05e™ 6% (T —§) = — e650%(7 —g)  (3.70)
10
Invertendo® a matriz:
0 1
AL = =200 (G- D) (3.71)
10
com esta matriz A7 ! podemos definir os colchetes de Dirac:
{&ntp = {&n} — {& x A s} (3.72)
que definimos com o simbolo { , }p. Neste novo colchete, podemos colocar os s = 0,
uma vez que, sendo g uma funcao qualquer dos campos A e B:
{9.xs}p = {9.x:} — {9 XA {xes X6}
= {g.xs} — {9, xsJALT - A
= {o.xs} —{9,x:1 =0 (3.73)

Logo, as equagoes ys = 0 podem ser consideradas igualdades fortes. Definimos também,

para simplificar a notacao, o dual de B:

Ble = gang

entao:

xi = 0— "lf=5"

xo = 0— PII$=0

(3.74)

(3.75)

(3.76)

3No sentido da dlgebra de convolugao para os indices continuos (%) e (§): (g f)(z) = [dy g(y) f(z—y).
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Como A11¢ o< B e PII¢ = 0, excluimos os momentos “11¢ e BI1¢ da teoria e passamos a

considerar (3.75) como o momento da variavel AZ.

3.5.3 A estrutura simplética

Os colchetes de Dirac fundamentais na nova definigao sao:

{AL(@), 47 ()}

{B:(@), B/ (i}

{AL(), By (

!

<

)}

(L@, A -3 / 22 2y (AL (2, (7} AT e (), A7 ()
0- / o' Py {AL(E), 31 ()} A5 {xa(@), A7 (9))

=0

- / ' Py {ALE), o)} Ayt (@), A ()} = 0 (3.77)

0 (andlogo) (3.78)

{A4@, B/ (@)} - ) / o' dy { Ag(@), X (9} AL o (@), BY (5)}

0— / &' dy {ALF), x1 (V) } AL {xe(2'), B (i)}

_ / d'd?y {AL(T), xo(0)} As 0o (@), BY (@)

—£4a07 02 (§ — @) (3.79)

onde suprimimos o sub indice p do colchete de Dirac. Note que o ultimo colchete fica

bem mais simples na notacao dual de B:

{AL(D), B (§)} = —ePe0 6] 8%(§ — T) = 6;076°(§ — 7) (3.80)
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3.6 O problema da quantizacao

Nas subsecoes seguintes escreveremos a hamiltoniana total resolvida e veremos como
as nossas variaveis dinamicas se comportam em relacao a esta, e depois aplicaremos o

principio da correspondéncia sobre as variaveis do nosso modelo BF.

3.6.1 A hamiltoniana completamente vinculada
A Hamiltoniana total (3.47) do nosso sistema agora fica:
Hp = / d*x(—Ale® DY B) — B! FYL) (3.81)
s

como os campos —A! e —B] sdo multiplicadores de Lagrange para os vinculos ¢5; = G;

e ¢g; = JF1, podemos reescrever a hamiltoniana total como:

Hy = / d*z ()\ég[ + )\éf[) (382)
b

e encontramos esta hamiltoniana completamente vinculada, que é o que esperavamos de

uma teoria de calibre topoldgica.

3.6.2 As transformacoes infinitesimais geradas pela hamiltoni-

ala

Pela definigao de vinculos de primeira classe (B.20), podemos ver que estes geram trans-
formacoes de calibre. Entao vamos agora calcular os colchetes de Dirac destes termos
da hamiltoniana (vinculos) com as varidaveis A e B, para descobrir os parametros das
transformacoes infinitesimais de calibre associadas aos termos da hamiltoniana, e uma

vez que H ¢é um invariante sobre as transformacoes geradas por estes vinculos, estas
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transformacoes sao simetrias do sistema:

Sal@) = {o(@), [ Euxoi) (3.83)

Escrevemos agora a transformacao ds), que age sobre as varidveis AL e B*!, fazendo uso

da integracao por partes (A.89) e da definigdo de derivada covariante (2.9):

S Al(T) = {AL@). / Py>d () DYE B ()
>

_ / Py DN ()57 8052 — &) = —DIF K () (3.84)
>

Sy B (E) = {BU(), / Py (7) DY BK ()}
>

— [ PN @Iadlgs @ - DEE@ = @B @) (359)
b
escrevendo estas transformagoes na notacio matricial A, = ALT}, etc.:

5(5)Aa = O, )\ + [Aa, /\] (3 86)

d5)B* = [B, )]
onde A = — ;5. Isto é, G ou d(5) gera as transformacoes de calibre tipo YM espaciais.

Agora, escrevemos a transformacao d(), que age sobre a varidvel B, fazendo uso da

integracao por partes (A.89) e da antissimetria dos tensores €% e frx:
5 AL(E) = 0 (3.87)

be
~ . . . _,6 o
S B@) = (B@). | NS @)

= / &Py " (ON(Y) — fran AL (DN ()8 (& — §) = =D A[(Z) (3.88)
>
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escrevendo na forma matricial:

d)Aa =0
o (3.89)
5(6)Ba — Dbnab
onde 7 = —Xg. F ou d(g gera o segundo tipo de transformacoes de calibre do modelo BF,

chamadas de tipo 2.

Entao os conjuntos de simetria d5 ¢ sao nada mais que transformacoes de calibre da teoria.
Na teoria quantica, ¢s¢ serao promovidos a operadores ¢sg, geradores do grupos de
simetria. Os estados |¢)) que obedecem ¢5¢|Y)) = 0 vao ser estados fisicos e invariantes

sobre as transformacoes de calibre.

A invariancia sobre as transformacgoes gerais de coordenadas (difeomorfismos), é uma
consequéncia das invariancias sobre transformagoes de calibre (3.86) e (3.89). Para ver-
mos isto, consideramos um campo vetorial espacial v = v®0, com o qual definimos os
parametros:

M(v) = v Al

(3.90)

Uabl(?]) — BaIUb
Verificamos facilmente que um difeomorfismo infinitesimal dado pela derivada de Lie ao
longo do campo vetorial v pode ser expresso como uma transformacgao de calibre com os
parametros 3.90:

L,A {l = O\ AY
( ) A(w) 41 (3'91)

(‘CUB)CLI = 5/\(v)BaI + 5n(v)BaI

é o resultado (2.40) anunciado no capitulo 2.
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3.6.3 A algebra dos geradores de transformacoes

Na secao anterior escrevemos a hamiltoniana do modelo BF completamente vinculada
e mostramos que estes vinculos geram as transformacoes de calibre da teoria. Vamos
entao analisar a algebra dos vinculos da hamiltoniana do modelo BF, escritos como trans-

formacoes de calibre:

g(\) = /d2x M(z)D,B(x) (3.92)
Fy = 5 [ domla)Fy (3.99

E os colchetes nao-nulos sao de fato os colchetes entre os vinculos G e F que fazem parte

da hamiltoniana, embora sejam fracamente nulos:

{G(M),G(N)} = G\ x Ag) (3.94)

{GA), Fn)}y = FAxn) (3.95)

onde (61X €)= fileleX e (exn)r = f;,5¢/nk, lembrando que em SU(2) : f;, X =¢,,%

(tensor antissimétrico) e (e x €) é um produto vetorial. Logo, a édlgebra dos vinculos é

fechada.

Q
=

\ .
Fyea g
—_———

Figura 3.2: Esboco do espaco de fase cinematico, onde ha um subespaco dos pontos que
obedecem os vinculos.

Podemos pensar nos vinculos da hamiltoniana também como sendo equagoes que re-
stringem o espaco de fase a uma hipersuperficie vinculada, como a Fig. 3.2, e nesta

hipersuperficie todas as varidveis dinamicas evoluem arbitrariamente. Reescrevendo a
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hamiltoniana como:
H =G\ + F(n) (3.96)

deixa manifesto que a dinamica da teoria na verdade é uma evolucao arbitraria dada pelas

transformacoes de calibre gerada pelos vinculos.

3.6.4 O problema do produto escalar

Antes de abordar a quantizagao desta teoria no formalismo de lacos no capitulo 4 faremos

algumas consideracoes, em um nivel mais formal.

Primeiramente devemos definir o funcional de onda ¥ = W[AI] sobre o espago de con-
figuragoes das conexdes AL. Devemos também definir os operadores A e B, que devem

obedecer as relacoes de comutacao:
[AL@), By(H)] = ihd,550%(T — §) (3.97)
os operadores atuam em W[A| da seguinte forma:

Al = Alw (3.98)

. SV
BI\I/ = —ZE,W (399)

Note que o operador Al é autoadjunto e B¢ nio é autoadjunto. Dirac comegou a estudar
a quantizacao da gravitagao com este esquema tomando A como a métrica e B como o

conjugado da métrica.

Agora vamos definir o produto escalar. Na mecanica quantica, o produto escalar é:

wle) = [ @' v (@l (3.100)

onde q representa as coordenadas generalizadas. Este produto escalar pode ter uma forma
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mais geral:

(1) = / dyu(g) v (0)9(q) (3.101)

onde dp é uma medida de integracao. O produto escalar no modelo BF teria a forma:
(U|P) = /DA(\IJ[A])*@[A] (3.102)

onde DA é uma medida de integracao no espago de configuragio das conexoes AX(F). Nao
¢ dificil de ver que esta medida de integracao corresponde a medida num espago muito
maior que os espagos de Hilbert construidos, por exemplo, sobre o produto escalar (3.100),

o que torna sua definicao dificil.

Para construir um espaco com produto interno bem definido, substituiremos o espaco de
configuragoes dos AZL(Z) pelo espago das holonomias h,[A], que é o primeiro passo para a

quantizagao de loops. Estudaremos a construcao deste espaco no proximo capitulo.
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Capitulo 4

Quantizacao de Lacos

4.1 Regularizacao de uma rede versus redes de spin

Um exemplo do desenvolvimento para definir o produto escalar pode ser encontrado em
Teoria Quantica de Campos e em outras teorias da fisica, que é aproximar o continuo
por uma rede, o que constitui uma regularizacao. Em TQC temos a integral funcional
de Feynmann, a partir da qual podem ser desenvolvidas as séries de perturbacao de
Feynmann, e também construgoes nao-perturbativas baseadas na regularizacao de rede.
Na regularizacao de rede, em vez de considerarmos todos os pontos dentro de um volume

V' consideramos apenas os vértices da rede, separados por uma distancia e.

£l

£

Figura 4.1: Espaco de Minkowski (mostrados apenas x; e x9) com uma rede que gera uma
restricao na qual o volume finito contém um nimero finito de pontos.
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Sendo assim, nosso continuo pode ser substituido por um conjunto de pontos z,, a =

1,..., N e a integral funcional serd uma integral ordinaria:
N
[P ) = [ aA@) ...z (11)
a=1

Existem teoremas sobre aproximacoes de rede, para achar o limite para quando € — 0, que
em TQC ja foi resolvido rigorosamente para espacos-tempo de dimensao até 3 e por meio
de integragoes numéricas para dimensao 4 [3], cujos resultados podem ser aplicados no
calculo de parametros fundamentais dos hadrons. Uma construcao da integracao funcional

deste tipo pode ser aplicada a definicao do produto escalar.

Em teorias independentes de background como o nosso modelo BF, geralmente adota-se
um outro esquema, baseado na nocao de redes de spin que discutiremos em mais detalhes
nas secoes seguintes, mas vale a pena apontar algumas analogias do procedimento de

regularizacao de rede com a construcao da rede de spin.

Entao, considerando uma variedade M, vamos trabalhar com objetos chamados grafos
orientados (como o da figura 4.2), que sao objetos formados por curvas orientadas v, € X
na foliagcao de M e vértices v, € X, que sao pontos na folha aonde estas curvas se
interceptam.

U3

it

U1

Figura 4.2: Um exemplo de grafo orientado I', composto por trés linhas v, 7, e v3 e dois
vértices v1 e vs.

A cada linha +, de um grafo, definimos um novo funcional de A, a holonomia de A ao

longo desta linha':

/ dxaAéT]
[A] = Pe o (42)

'Neste trabalho notamos a holonomia como h,, [A], mas também ¢é usual encontrar na literatura a
notagao U[A, v,].

h

Tp
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onde P é o operador de ordenagao a ser definido na se¢ao seguinte e a integral no expoente
¢ uma integral de linha sobre 7,. Mostraremos que as holonomias sao elementos do grupo
de calibre e que isto é uma das motivacoes para se trabalhar com as holonomias, pois elas

possuem leis de transformagcao mais simples, o que facilita a construcao de invariantes.

Consideraremos funcionais de onda definidos como fungoes dessas holonomias — os chama-
dos funcionais “cilindricos”. Observamos que se um tal funcional cilindrico esté definido
sobre um conjunto finito de linhas (grafo), entao ele depende s6 dos valores da conexao
nestas linhas, e nao dos valores da conexao no espaco inteiro, andlogo ao caso da sub-
stituicao do continuo por pontos x, no caso da regularizacao de rede. Poderemos assim
construir um produto escalar, numa primeira etapa, a partir de uma medida de integracao

definida num espaco muito menor que o espaco das configuracoes de A.

4.2 As holonomias de A

O primeiro passo para construir um espago com produto interno bem definido é substituir

o espago de configuragoes dos A(Z) pelo espaco das holonomias h.[A].

b

Figura 4.3: A curva y; em ¥ = Mp_; parametrizada na variavel s.

As equagbes paramétricas de 7 : [0, 1] — ¥ sdo:
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e os vetores tangentes:

dx®
e 4.4
v ds (44)

onde a=1,...,D —1, 2%(0) = zf; e 2°(1) = z{;). A holonomia ¢ o transporte paralelo
ao longo da curva .

T1 21

E(1)

Figura 4.4: Holonomia como transporte paralelo, onde 7} é o vetor r; transportado para
0 espago tangente em xy).

4.2.1 Definicoes e propriedades das holonomias

Seja ry e ry dois vetores definidos nos extremos ;) e () de uma curva . Como eles nao
fazem parte do mesmo espaco vetorial, para compara-los é preciso transportar r; para o
espaco tangente em sy, onde estd contido 75 (ver Fig. 4.4). Se o deslocamento ¢ infinites-
imal, o transporte é calculado pela derivada covariante e a holonomia é a generalizacao

disto, como veremos na subsecao 4.2.3.

Escrevemos (4.2) de maneira mais geral, sendo h,[A](s), s € [0, 1]:

=+ sds’:)':a AL (x(sNTy + [ A
hy[A](s) = Pe /0 (AL = Pe [/ (4.5)

onde P é um operador que ordena por valores crescentes de s se o sinal da exponencial
é positivo e ordena por valores decrescentes de s se o sinal da exponencial for negativo

(path ordering), e na forma compacta A = Aldx'*Ty e ds'c® = dx'®.
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A expansio de holonomias (4.5), pela definigao do operador de ordenagao P, escreve-se?:

00 1 1 n 0 1 S1 Sn—1 . 5 . =

Sp (ﬁ ( / A(m(s))) ) -y / ds, / dsy - / dsn #(s1) - A(s1) - 2(sn) - A(sw) (4.6)
n=0 ’ 0 n=0+0 0 0

onde s; > sy > --- > s,. Note que o caso abeliano é 6bvio pois nao ha problema de

ordem.

Figura 4.5: Pontos s1,..., s, de uma curva 7.

Por causa dos s maiores alocados perto de (f) e os menores perto de (i) (ver Fig. 4.5),
temos uma propriedade de fatoracao. Podemos, por exemplo, fatorar esta holonomia em

duas holonomias sobre duas curvas vy, y2, tal que v = v, 0 Y;:

hoy[A] = hop[A] - iy, [A] (4.7)

Note que esta fatoracao vale até para curvas continuas por pedacos.

Como consequéncia da definicao (4.5), h,[A](1) = U,[A] é a solugao da equacao diferencial:

hy[A](s) — @(s) Aa(2(s)) 1 [A(s) = 0 (4.8)

ds

ou.

dh, [A)(s) = dA h,[A)(s) (4.9)

com a condigao de contorno h,[A](0) = 1.

Outra propriedade interessante das holonomias é que se v vai de (i) — (f), podemos

2A notacdo A= A,,onde a=1,2.
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definir v~! que vai de (f) — (i), isto é, a mesma curva porém orientada no sentido

oposto, para ter:

hZ'A] - b [A] =1 (4.10)

4.2.2 A transformacao de calibre de uma holonomia

Agora que temos uma propriedade de fatoracao, vamos considerar a holonomia infinites-

imal dh, definida no trecho de curva infinitesimal [s, s + ds]:

5405
/ ds'v*(s") AL (s Ty
e = Ny s (4.11)

s+6s
dh =1 +/ ds'v(s") AL(s") Ty + O((05)?) (4.12)

como ds é muito pequeno, note que nao temos P e a integral pode ser aproximada, com

dr = x(s+ 0s) — x(s):
§h = 14 62"AL(s)T; 4+ O((65)%) (4.13)

Agora vamos tentar descobrir como se transforma uma holonomia infinitesimal sob uma

transformacao de calibre. Lembrando que A’ = g~'Ag + ¢~ 'dg:

(0h) = 1+ g '(x)0x"Au(2)g(x) + (97 (z + 0z) — g~ ' (2))g(x)
= g 'z +dx)g(z) + g (z + 0x)d2" Ag(2)g(x)

= g o+ d2)[1 4+ 52°A,(2)]g(x) + O((6x)?) (4.14)

considerando a aproximacao (4.13) e a defini¢ao (4.11), este resultado pode ser escrito

COomo:

o ds'v*(s") AL (s Ty
(6h) = g Ha(s + 55))e/s g(x(s)) + O((05)?) (4.15)
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Figura 4.6: Uma curva v finita dividida em N segmentos.

Lembrando que quando consideramos uma curva v finita temos que utilizar o operador

de ordenagao P. Vamos decompor agora a curva v em N segmentos (ver Fig. 4.6):

h,[A] = 1v11—1>noo Pasy_y - Psy_ysns  Psy0 (4.16)
e a transformacao de calibre fica:
h[A] = dim g @) sy 9(@(sn-1)) - 97 (@(sn-1)) Py s _29(T(SN—2))
g7 (@(51))hsy 09(2 ()
e finalmente temos:
L [A] = g7 () by [Alg (i) (4.17)

Com a lei de transformacao de calibre (4.17) podemos construir exemplos de invariantes

desta teoria tomando v como uma curva fechada e em seguida tomamos o traco de A/,

lembrando que Tr(XY) =Tr(YX):

Tr h[A] = W,[A] (4.18)

W séo as holonomias que conhecemos como lagos (ou loops) de Wilson. O lago de Wilson
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é invariante de calibre:

WI[A] = Tr(h[A]) = Tr(g™ " (zu)hy[Alg(z@))

= Tr(h[Alg(za)g™ (@) = W,[A] (4.19)
TG = L)
~

Figura 4.7: Laco v, obtido tomando x;y = x(y).

Os lagos de Wilson foram utilizados na primeira tentativa de quantizar a gravidade com
grafos [20], [22] (dai o nome loop quantum gravity para a teoria). W.,[A] sdo as holono-
mias sobre lacos v e A é a conexao de Ashtekar, que é relacionada a conexao do campo

gravitacional como veremos no capitulo seguinte.

4.2.3 O transporte paralelo

Agora veremos que as holonomias sao geradas do transporte paralelo de um vetor de um
espago tangente para outro espaco tangente (ver Fig. 4.4). Para tal, vamos considerar os

campos que se transformam de maneira covariante e suas possiveis leis de transformacao.

Primeiro, consideramos um campo ¢(z) que se transforma como ¢'(z;)) = ¢~ (z))d(z())

no ponto x(;) e queremos transportar este campo como:

() 7)) = hy[A]o(2(3)) (4.20)

vamos ver que isto se transforma de maneira covariante:

(Bzyizw) = 9 (2ol za) (4.21)
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Prova:

M [Al¢ (zs)
onde utilizamos a equagao (4.17).

Para um campo x(x) que se transforma como x'(z@;)) = x(@))g(z)) no ponto x;y vamos

ter o transporte do campo definido como:

X(x (s aw) = x(@@)hy A] (4.22)

que se transforma como?:

X 2@)) = X(@;26)g9(z)) (4.23)

E por tltimo, consideramos um campo ¥ (x) que se transforma como um campo na repre-
sentagao adjunta ¢'(z¢)) = ¢~ (xu)Y(24))9(2@)) no ponto x;y. O transporte do campo

¢é definido como:

Y(@(pyiaw) = ha Al (za)hs [A] (4.24)

cuja transformagao é dada por:

W(zgyam)) = g @)@ ze)gleg) (4.25)

Estes objetos (4.20), (4.22) e (4.24) que s@o os campos transportados pela holonomia sao
covariantes, isto é, o campos transportados se transformam localmente da mesma maneira
que os campos iniciais. Logo, as holonomias sao objetos que realmente podem descrever

nossa teoria, que possui campos covariantes.

*Lembre que se ' = g~ (x(5))hg(z(;)) entao Bl = g Hxw)h gz ).
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4.3 A construcao do espaco de Hilbert cinematico

Comegamos escrevendo nosso funcional de onda W[A] como uma funcao que depende de
um ntimero finito de holonomias, lembrando que A = Al com a = 1,2 e I = 1,2,3
(SU(2)). Como vamos calcular transformagoes de calibre queremos objetos que se trans-
formam de maneira mais simples, por isso trocamos o funcional de A por uma funcao das

holonomias de A.

A priori, as holonomias de A sdo uma restricdo em nosso espaco, uma vez que as holono-
mias sé estao definidas sobre as curvas . A idéia é tomar as holonomias sobre todas as

curvas possiveis, em vez de todos os pontos do espaco das conexoes.

4.3.1 As funcoes cilindricas

Definimos entao um grafo como sendo um conjunto de um nimero finito de curvas v e

vértices v (exemplo na figura 4.8):

F'={v,....%te{v,...,u} (4.26)

V2

it

U1

Figura 4.8: Grafo I' fechado e conexo.

E tomamos um funcional de onda da forma:
Ury[A] = (b [A], ..o By [A]) (4.27)

onde a funcao ¢ : G x G x --- x G — C. Agora vamos fazer uma restricao sobre os grafos

~
p vezes
I'. Vamos tomar apenas grafos fechados e conexos, isto é, grafos onde as linhas sao todas
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juntas e fechadas.

Chamamos Wr ,[A] definida por (4.27) de funcao cilindrica. O espago vetorial cilindrico

Cyl é o espaco de todas as combinagoes finitas de funcionais U ,:

N k
1=1 k=i

Este espago vetorial Cyl possui como fecho (completamento de Cauchy) o espago de

Hilbert cinematico (C_yl = J ), a ser definido na segao seguinte.

4.3.2 O produto escalar de funcoes cilindricas

Vamos considerar novamente o grupo de Lie G = SU(2) (definido no Apéndice A.1) e sua

integral de Haar (A.15) representada na base dos angulos esféricos (0, o, v):

s s 2
/ duf(0,o,v) :/ dusin21// dQSiHG/ def(8,p,v) (4.29)
s3 0 0 0

A medida de Haar é o angulo sélido invariante de rotagao tridimensional. Consideramos
ent@o o espago Cyl, que é o espaco das combinagcoes lineares finitas de W ,[A] (equacao

4.27). Agora vamos utilizar notagao de brakets (Dirac) para estes funcionais:
Ury[A] = (AL, ¥) (4.30)

Vamos primeiro definir o produto interno de ¥’s diferentes mas do mesmo grafo: Wr ,

Wy

T,y = [ du(gr) | dulge) -~ (Urp[A])" (Prw[A])
) (

i) |
= [ dutan) [ autee

(g1, 92,--.)) Y (91,92, .) (4.31)
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Este produto estd definido num espago vetorial Cyl(I'). Agora vamos definir o produto
interno em grafos diferentes. Seja [ =TUl’ um grafo de n linhas formado pela uniao de

grafos de p e p' linhas respectivamente?.

(T, 9|1, = /du(gl) cdp(gn) - (WG, -5 99) Y (g1, 9) (4.32)

No exemplo da Fig. (4.9): T = {v,...,7%}.

Y4
ST
7 . Vs :
F i
------ [
==y 3
V3
L r
______ P
Yo

Figura 4.9: Grafos I' e I” distintos. Note que neste caso I' NI # 0.

e temos I' = {71,72, 73} e IV = {73 ", 74,75, 76 }. O produto escalar fica:

(T, |l 4f) = /du(gl) -~ dp(ge) - (¥(91, 92, 93))* ¢ (957, 94, 95+ 96)

Note que a orientacao relativa ainda é importante I' < IV. O produto escalar também é

linear:
<(l\111 + b\I/2|C\I/3> = c(a*<\111]\113> + b* <\I/2|\I/3>> (433)

Note que as defini¢oes dadas acima também valem para grafos disjuntos: T' N T” = ().

Agora com um produto escalar bem definido, podemos definir uma norma:

1l = [ dulgr) -+ dutg.) oo ...92) = (L. 0IT.0) (4.3

E queremos que ¥ seja quadrado integravel. Com a norma, podemos definir o com-

40 ntmero total de linhas de I' é n < p+ p’ para contar os casos onde os grafos I' e IV possuem linhas
coincidentes, como veremos no exemplo que segue.
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pletamento de Cyl notado por Cyl = %, = { conjunto das sequéncias de Cauchy

de Cyl}, de forma que o espago Cyl seja denso em J7,,. Uma sequéncia de Cauchy

{|Wy),...,|Wk),...} é tal que a norma da diferenga entre os |¥) tem o limite nulo:
lim |[|¥,, —¥,[|=0 (4.35)

Logo, 74, é completo por construcao, isto é, toda sequéncia de Cauchy {¥,, € 74, n =

1,...,00} possui um limite forte na topologia induzida pela norma.

Algumas propriedades do espaco cinemaético 77, e do espaco das funcoes de onda criados
a partir de um procedimento de quantizacao candnica para um sistema com graus de

liberdade finitos podem ser revistas no Apéndice B.2.

4.4 A construcao de uma base ortonormal

O produto interno das fungoes cilindricas é invariante sob:

1. As transformacoes de calibre, como consequéncia da invariancia da medida de Haar

(equagao A.2);

2. Os difeomorfismos espaciais, porque o produto s6 depende da topologia dos grafos.

Existe também um estado particular |¢) onde I' = () (conjunto vazio).

(Alg) = y[A] =1
W[ [* = (¢l¢) =1

(4.36)

Agora vamos tentar achar uma base utilizando o teorema de Peter-Weyl para G = SU(2).
Vamos considerar a representagao unitéaria irredutivel de spin j de G, que é composta por

um espaco vetorial V) j =0, %, 1, %, ... de dim(2j 4 1) com vetores de base |j, m), onde
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—7 <m < j. Um elemento g € GG é representado pela matriz Rgzn, = R , chamadas de

matrizes de rotacgao.

4.4.1 O teorema de Peter-Weyl para uma linha

Enunciamos agora o teorema de Peter-Weyl, considerando as holonomias sobre um grafo

I' de uma linha.

Teorema 1 (Peter-Weyl - 1? parte) A integral de Haar do produto de elementos de

matrizes das representagoes irredutiveis do grupo:
/ dyu(g) (R (9))" RY (9) = (25 + 1)67 8ur 6™ (4.37)

Entao os elementos jo)ﬁ(g) constituem um sistema de vetores ortogonais.

A partir desta parte do teorema, podemos definir o nosso produto escalar conhecendo j e

g, que pode ser escrito como:
(T, o, BID 5, 0, )25 + 1) = (2 + 1)07 80000% (4.38)

onde I' é uma linha.

Teorema 2 (Peter-Weyl - 22 parte) Qualquer func¢do f(g) de valores complezos pode

ser expandida no sistema de vetores ortogonais descrita na parte (1) do teorema:
+j

F@=>_> Y ciapRP(g) (4.39)

i a=—jpB=—j

Assim os |I', 7, «, #) formam uma base ortonormal do espaco Cylr, onde I" é uma linha.
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4.4.2 A generalizacao para um grafo qualquer

Para realizarmos a aplicacao do teorema de Peter-Weyl para quaisquer grafos precisamos
definir o funcional de onda seguinte, aonde atribuimos a cada linha (link) v, do grafo uma

representacgdo irredutivel unitaria de SU(2) com spin j,:

\IJFJ}Oéﬂ[A] = <A|Fa jv O_Za > = R(jl)ﬁl (h’Yl [AD e R(jp)ﬁz)(h% [AD (440)

Qp

O teorema de Peter-Weyl implica em:

<F’j’ O{, /8|F7j/’ a/’ 5’) = 6]]l5a06l55ﬂ/

(T.j,a B, f,a.8) = N / d(gn) - dulga) (RID (g1) - ) (BRI (gy) ) (4.41)

onde N é um fator de normalizacao que depende da representacao do grupo . Agora,

se I' # I, temos que considerar [ =T UT, conforme discutido na secao 4.3.2.

r I

-/

J1 21

Figura 4.10: Grafos I' e I com I' N I”. Note que I é igual a I" sem a 3* linha.

No exemplo da Fig. (4.10) o produto vai ser:

(L. joc BT, o ) = / dpa(gn)dpi(g2)dp(gs) (RO (91) B2 (92) RES™ (g3))" -
R (g1) R (go) (4.42)
Esse exemplo é equivalente & situacao onde I é substituido por I', mas com o spin 0 na
terceira linha (ver Fig. 4.11). Podemos comparar com a situa¢ao onde podemos substituir
IV com I', entao:

Ut g o [A] = RO (90) R9 (g2) RO (g5) (4.43)

ay
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Figura 4.11: O grafo I'' como um caso particular do grafo I'.

Pois R (g3) = 1, entdo os vetores deste exemplo sdo iguais do exemplo acima. Entdo
temos duas versoes do mesmo vetor, isto é, vamos ter uma infinidade de funcionais de
onda idénticos para grafos diferentes, pois podemos adicionar quantas linhas spin 0 quanto
quisermos. Entao, para evitar este problema de redundancia, fazemos uma restricao de

tomar apenas funcionais de onda ¥ com spins # 0.

4.4.3 Redes de spin

Como consequéncia da 2* parte do Teorema de Peter-Weyl, todo funcional cilindrico € Cyl

-

pode ser expresso como uma combinagao linear finita dos vetores |I, j, &, §) que formam

uma base chamada de redes de spin, ou spin networks:

|\Ij> - Z Z Z CFk,fn,anﬁn|Fk’jn7 O_Zna gn) € Cyl (444)
PR

Jk G0k

Onde as somas acima sao somas finitas e j; # 0. Em particular, podemos considerar |¥)’s

sobre um mesmo grafo I':
(Wr =" cagl.7,a,8) € Cyl(D) (4.45)
ioap
Onde j # 0. Veremos que o produto escalar entre W’s de grafos diferentes vai ser nulo.
Tomamos como exemplo os grafos I' e I' anteriores (ver Fig. 4.10) :

=0

N
<F7j17j27j37alua27a37ﬁl7ﬁ27ﬁ3|rl7ji7jéa0705/1705,27075175é70> = 5]131532]2 6]30 5a1a11 = 0(446)
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Em geral, p(V|W)r = 0se I' # IV, ou seja, Cyl(I') L Cyl(I”). O espago Cyl pode entao

ser escrito como uma soma direta dos subespagos Cyl(I'):
Cyl = P Cyl(I) (4.47)
r

E interessante notar que tanto Cyl quanto seu completamento Cyl = 2., (definido na
subsecao 4.3.2) sao espagos vetoriais de dimensao infinita nao-enumeravel. Portanto, J#,,
é um espago de Hilbert nao-separdavel. Contudo, os subespagos Cyl(T") sao separaveis,

pois tem uma base enumeravel (Xg), entdo Cyl(I") forma um espago vetorial separavel.

4.5 A aplicagao do vinculo de Gauss

Agora que ja temos uma base para o espaco .74, vamos aplicar nossos vinculos sobre
os estados de .77, para selecionar quais sao estados fisicos. Neste final de capitulo re-
alizaremos a aplicacao do vinculo de Gauss G e a aplicacao do vinculo curvatura F serd

discutida no inicio do capitulo 6.

4.5.1 A diferenciagao de uma holonomia

Entao vamos primeiro aplicar o vinculo de Gauss G (3.92):
Gle) = /d%DaeIff‘} = /d2x(8ael — K QT Be (4.48)

onde B} = —ih—AI. A aplicagao deste vinculo é basicamente diferenciar uma holonomia.
a
Para fazer esta diferenciacao vamos expandir a exponencial como uma somatoria, e vamos

decompor a integral em n intervalos e definir um ponto de corte z(,) da curva, para evitar

problemas de ordenacao com P (ver Fig. 4.12):

T(f) Z(p) Z(f)
_ / A — / A — / A
hyA] = Pe =0 L (4.49)

=€ - e
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Figura 4.12: curva 7y cortada em duas 7 = 7, 0 1.

Sobre o corte z(, temos A (z,). Entao®:

By(x)h,[A] = 5A1 /dsl/ dsg - - / dsy, -

2" (s ) w"(sn) Aft (1) - A () - T (@1) - T (@a) - (450)

CA]
Bi(x)h,[A] = —ihZZégpd}]P- / / / &z, -
p)

n=0 p=1

0w —wy) AP (@) A () AL () TE (@) - TP () (4.51)

onde o sinal () indica que o termo sinalizado deve ser omitido. Note que §}IPT§Z;p) = Tl(jp)

e resolvendo a integral / d*z, 0*(x — x,) = 1, nosso B vai ficar:

A ~fa o —[a
Bi(x)h[A] = —ihe S T (xg) e In (4.52)

onde v = ¥ 0. Comparando com (4.49), vemos entdo que a agdo do operador B‘}(x)
sobre uma holonomia é inserir um gerador da representacao do grupo Tl(j") no ponto de

corte x(,) da curva. Utilizamos entao (4.52) em (4.48) para obter:

5 1
X! (x)— h.[A :/ dt hq n X7 T;h 4.53
/ i ( )5Abj<x) +[A] i 1.0 X " Trht 0 (4.53)

onde X (t) = X'(t)T;(t) foi inserido na curva v no ponto z(, (ver Fig. 4.12), logo:

g(€>he[A] = —Zh/o dt h(Lt)l.‘a(t)DQGI(ZL‘(t))T[h(tjo) (454)

onde €(z) = €l(x)T; e usamos que De = dax®D,e = dti®(t)D.e(x(t)) para escrever a

Parametrizando a curva com 2(s) temos: z%(0) = z(;) , 2(t) = z¢p) e (1) = ().
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aplicacao do nosso vinculo na notagao matricial:

A

G(e)haolA] = _ih/o hi (de + [A, €]) () he,0) (4.55)

Para calcular esta integral, precisamos saber como o campo A se relaciona com as holono-

mias de A, entao diferenciamos a holonomia em relacao ao parametro da curva:

d d — [t dsi®(s)Aq(s -a
Eh(t’o) = %Pe Jo dsi(94a(s) — g (8)Aa(8)ht0 (4.56)

Note que esta expressao relaciona A e as holonomias de A. Utilizando a equacao diferencial

(4.8) para uma holonomia A ):
dh(tﬂgO) — _A(t)h(t,to) (457)
para a holonomia inversa h, ;) temos a seguinte propriedade (lembrando que A, 1) = 1):

dh(to,t) - dh(_t,lto) - —h_l

(t,to)

dh(t7t0) h_l
——

(t7t0

) — hto,n) A(t) (4.58)

—A®)h(1,10)

Entao agora podemos calcular (4.55), utilizando (4.57) e (4.58):

1
Gy = =ih [ ho(de+ ) (bheo
0

1
= —ih / (ha,pde(t) o) + dhapne(t)ho) + hape(t)dh,o)
0

1
. d .
= —ih / dt%(hu,t)e(t)h(tm)Z—Zh(h(l,t>€(t)h(t,o>)lé
0
G(e)haoy = —ih(e(1)h o) — ha0e(0)) (4.59)

A equacao (4.59) ¢ a transformacao infinitesimal de calibre da holonomia h4 o, ou seja, o

operador G(e€) gera transformagoes de calibre da teoria.
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4.5.2 A aplicacao de G sobre grafos de um laco

A aplicagao do vinculo de Gauss (4.59) corresponde ao requerimento de invariancia sobre
as transformagoes de calibre infinitesimais. A seguir, consideramos holonomias que obe-
decem a lei de transformacao de calibre finita (4.17). Em particular, tomamos primeiro

holonomias sobre lagos, que sao curvas 7y onde o x;) = x(y) = z:

WA = g7 @) [Alg(a) (4.60)

5

Vamos considerar agora funcionais de holonomias sobre lagos ¥ € Cyl(I') dados por

matrizes de representacao do grupo — redes de spin:
Ur ja5lA] = R (R, [A]) (4.61)

onde I é o grafo constituido pelo lago . A transformacao de W é:

U v

[ sl = (RVg(x) RYY(h,[A]) (RVg(2)),” (4.62)

v

note que RY)(g7'(x)) = (RY(g(z)))~". Para esta funcdo de onda ser invariante temos

que tomar o traco:
Tr Wy, =Tr Up; (4.63)

Pois o traco permite que fagamos permutacoes ciclicas em um produto de holonomias.

Este é o objeto que chamamos antes de lago de Wilson (4.18).
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4.6 Caso de um grafo geral: os intertwinners

No caso de um grafo geral, temos que contrair os indices « e (3 de um funcional cilindrico
U ligados as extremidades das linhas® com os indices de tensores invariantes nos vértices,
denominados intertwinners, de um grafo I' de maneira a obter expressoes invariantes de

calibre.

Em geral, temos vértices (n-m)-valentes’, como o vértice representado na Fig. (4.13).

& [
Jm4 m 1

|

=Sk

Jrmtn [a T

Figura 4.13: Vértice (n-m)-valente.

Como queremos estudar as transformacoes de calibre no vértice da Fig. (4.13), associamos
a este vértice um simbolo T%?.::;)Eiﬁ") BmirBminonde os indices oy, correspondem s linhas
que saem do vértice e os indices B as linhas que entram no vértice. A atuacao do grupo

de calibre neste vértice é expressa pela seguinte lei de transformacao:

Pl Bt = G o T
'R(IJ/:E) pm+1 | R(Z::i:) Bm+n (4.64)

Definimos entao um tensor invariante (intertwinner) v; que satisfaz:

v a1 Om, _ (jm+1) Pm+1 . R(]m+n) Pm+n vy 01 Om .
@ Brmt1Bmn - Bm+1 Bm+n L P41 Pmtn
-1 (1) a1 =1 (Jm) am
R . gt ln (4.65)

SConvencionamos chamar de 3, os indices correspondentes & extremidade da linha que estd entrando
no vértice e «,, os indices das linhas que saem.
"Isto é, vértices com n linhas “entrando” e m linhas “saindo”.
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tal que a insercao deste tensor no vértice gera uma expressao invariante de calibre:

Ui BB YU min) Brmsr-Bmin = Tpvariante (4.66)

onde ao tomar o trago de (4.66) impomos ao nivel das representagoes que ]’1 4+ ]m =
ij + o+ fm+n, isto é, temos condigoes sobre os valores de j conforme as regras de
adicao de momentos angulares. Nas subsecoes seguintes veremos exemplos da construcao
de funcionais cilindricos invariantes para o caso de vértices bivalentes, que por ser o
caso mais simples o escolhemos para verificar (4.66), e vértices trivalentes, que é um
caso fundamental para G = SU(2) uma vez que os intertwinners de vértices de valéncia

superiores podem ser construidos a partir do caso trivalente [7].

4.6.1 Vértices bivalentes

Vamos comegar analisando o caso dos vértices bivalentes, como o da Fig. (4.14). No
vértice desta figura temos uma funcao cilindrica T e entao inserimos um tensor invariante

V;.

9

Figura 4.14: Vértice bivalente.

T/(jl)(gi) P _ gt (ill) p1 T(h)(izi) vy R(Z;) B2 (4.67)
v — RpUDe or prli) o (4.68)
i B2 B2 i p2 o1 :

e queremos verificar se (4.66) é invariante de calibre sob as transformacoes de calibre no

vértice deste exemplo. S6 existe solu¢ao para (4.68) se j; = ja, isto é, se nossos R forem
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matrizes com dim(2j; + 1) = dim(2j5 + 1):
v; ﬂ“T(g) B = Tr(yY) (4.69)
Dai:
Tr(vY) = Tr(v; 2 B P70 *RY %) = Tr(RW o, PRI YD @) = Tr(nT)  (4.70)
onde o tltimo passo de (4.70) determina o intertwinner v; para um vértice bivalente:

v; 5" =08 (4.71)

que é um tensor delta de Kronecker. Este resultado verifica a equagao (4.66) para o caso

bivalente. A invariancia de calibre nestes vértices sé é possivel se j; = js.

4.6.2 Veértice Trivalente

Vamos analisar agora outro caso, um vértice trivalente como o representado na Fig. (4.15).

Figura 4.15: Vértice trivalente.

Para a invariancia sobre transformacoes de calibre devemos entao inserir um intertwin-
ner v; 5 5°° no vértice dado pela Fig. (4.15), de modo que (4.66) do caso trivalente,

Y ﬁlﬁzasT(jl)(jQ)(J;’; A% seja invariante.

Relembramos que temos condicoes sobre os j. No caso do vértice trivalente, temos um
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exemplo da teoria de combinagao (adi¢ao) de momento angulares jg = j’l + fgz
J1®Je =1 — Jo| ®lj1 — Jo| + 1 @ [j1 + j2 (4.72)

é uma expansao de Clebsch-Gordan, que implica na condigao |j; — jo| < js < 71 + Jjo.

Os intertwinners v, ,
i 5182

vao ser entao coeficientes de Clebsch-Gordan e sao unicamente
determinados, como no caso bivalente. Para vértices de valéncia > 4, existem em geral

mais que um intertwinner.

4.7 Uma base para as redes de spin

Uma base para o espago de Hilbert dos estados que obedecem ao vinculo de Gauss (4.59) é
dada pelas redes de spin constituidas de produtos invariantes de calibre como os estudados

na secao passada®:

Vy[A] = {Als) = ((X) RW(MJN)) ‘ (@ U) (4.73)

Vamos mostrar esta nova base com um exemplo.

4.7.1 Exemplo da aplicacao do vinculo de Gauss

Seja o vetor |s), um vetor de base da rede de spin, definida sobre um grafo como o da

Fig. (4.16).

Ao considerarmos intertwinners diferentes aparecem condigoes de invariancia diferentes

para os j;, entao o vetor invariante |s) depende dos jj, e dos v,. No exemplo da Fig. (4.16):

U, [A] = (Als) = NRUVI RUE Ry, - 102y, a3 (4.74)

8Note que as holonomias sao definidas sobre um grafo I' de p-linhas e ¢ vértices e seus valores sobre
todo o grafo sao elementos do grupo de calibre.
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431 Vg

Q3

Figura 4.16: Grafo I" associado ao vetor |s) da base de rede de spin.

onde N é um fator de normalizacao. Note que ¥, é invariante por construcao.

Podemos entao escrever uma base com os niimeros quanticos I, j, v, isto é, |s) é a base de

um espaco S : |I', j1 ... jn; ¥4, ... v;,) ortogonal e diagonal nos spins:
<F,j, 17|F’,j', ?7/> 0.8 5FF’§;‘]—‘7 (475)

Com I' e y fixados, podemos diagonalizar em v e no final podemos gerar uma base ortonor-

mal:
=k a A A A
<F,j,U‘F yJ U > - 5FF’53’3'/51717/ (476)

Com esta base para a rede de spin |I', 7, ¥) definida em %), temos uma base para os nosso
funcionais W,[A] que j& é invariante sobre transformagoes de calibre, ou seja, é uma base

onde o vinculo G(€) ja estd satisfeito.

4.7.2 Como construir o espaco de Hilbert fisico

Nosso préximo passo € aplicar o segundo vinculo da teoria BF, o vinculo curvatura F,
sobre W,[A] escrito na base de rede de spin invariante sobre transformagoes de calibre,
para entao construirmos um espago fisico 7%, ou seja, o vinculo F aplicado sobre um

U € S C 7 é andlogo a uma projegao:

P:S— . (4.77)
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Onde 57, C S*, o dual de S.

Como esta construcao é razoavelmente complicada, vamos consideré-la no inicio do capitulo
6. No Apéndice C o leitor pode encontrar o caso de 1+ 1 dimensoes do modelo BF, isto é,
o caso com apenas 1 dimensao espacial onde nao temos o vinculo F (e nem curvatural) e
podemos construir um espaco de Hilbert fisico e alguns operadores observaveis de maneira

bem direta.
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Capitulo 5

A Relatividade Geral e o Modelo BF

Antes de continuar com a aplicacao do vinculo F no modelo BF 241 dimensional, vamos
revisar brevemente a teoria da RG desenvolvendo-a em um formalismo hamiltoniano co-
variante conhecido como formalismo ADM, e vamos trabalhar neste formalismo com uma
acao de primeira ordem, apontando as semelhancas desta teoria com o modelo BF, discu-
tido nos capitulos anteriores. A acao de primeira ordem é a reformulacao da Relatividade

Geral utilizando a base dos vierbein e a conexao de spin w, que sao definidos adiante.

5.1 O formalismo de primeira ordem

5.1.1 A acao de Einstein-Hilbert

Comegamos a nossa revisao de RG escrevendo uma grandeza que ¢é invariante sob trans-

formacoes de coordenadas, o intervalo ds? elementar do espaco-tempo:
ds® = g, (v)dz"dz” (5.1)

Na RG temos a conexao de Christoffel I' | - que define a derivada covariante V, e o tensor

de Riemann R’, , que representa a curvatura no espago-tempo, que pode ser definido todo
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em funcao da conexao de Christoffel:
RPUW/ = aﬂrpua - aVFp,ua + Fpp)\r)\ua - FPVAF/\ua (52)

O tensor de curvatura define a geometria do espago-tempo, se por exemplo R’;,, = 0 em
um sistema de coordenadas, vamos ter R’,,, = 0 em todos eles (pela definicdo de um

tensor) e temos um espago-tempo plano. Podemos definir ainda:

Ruw = R%., (5.3)

R = R, (5.4)
1

GHV = Rl“’_ag.LWR (55)

onde (5.3) ¢ o tensor de Ricci, (5.4) é o escalar de Ricci e (5.5) ¢ o tensor de Einstein. A
equacao de Einstein é:

1
Gw = Ruw-— égWR = 81GT,, (5.6)

onde G ¢é a constante de Newton para a gravitagao e T}, é o tensor energia-momento, que
obedece a equagao de continuidade V, 7" = 0. Como consequéncia de (5.6), o tensor de

Einstein (5.5) também obedece a equagao da continuidade:
V.G =0 (5.7)

Da agao de Einstein-Hilbert podemos derivar as equagoes de campo de Einstein (5.6) pelo

principio da acao minima. A acao se escreve:

1 1
Sen =150 | VIR 5 [ delglo,00,00" + - (53)

onde g = det(gu) € R é o escalar de Ricci. O primeiro termo desta acao corresponde
ao campo gravitacional e os demais termos correspondem a campos de matéria, onde
um deles foi escrito explicitamente. Consideraremos por simplicidade apenas a parte

puramente gravitacional da agao na revisao que se segue.
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5.1.2 A variedade M na vizinhanca de um ponto P

Vamos agora analisar como nossa teoria se comporta na vizinhanca de um ponto P da

variedade enunciando um postulado de Einstein para a Relavitidade geral.

Postulado 1 (Principio da correspondéncia) Na vizinhan¢a de um ponto P pode-
mos tomar o plano tangente T,M (ver Fig. 5.1) que é uma aproximagdo linear da var-
tedade que funciona bem para pontos suficientemente prozimos de P, o que significa que

podemos tratar esta vizinhanca com as regras da Relatividade Restrita.
1,M

LT

Figura 5.1: Espaco tangente em P de uma variedade M.

Uma possivel base associada a um sistema de coordenadas x*, = 0,...,3 de Tp sao os

vetores 0, ou seja, nesta base os indices gregos p,v sao indices de coordenadas.

Entao, em Tp usaremos as regras da Relatividade Restrita e para tal introduzimos uma

base ortonormal de Minkowski e;(x), I =0, 1,2, 3.

€r = ell;ap (59)

er-e; = guehe; =ni; (5.10)

onde 1y = diag(—1,1,1,1) é a métrica de Minkowski. Esta base é chamada de tetrad ou

de vierbein.

Definimos agora o espago cotangente 17, onde a base associada ao sistema de coordenadas

x* ¢é dada pela 1-forma dz*, definida por sua atuagao sobre os vetores de base 0,,:

da*(9,) = 6" (5.11)

v



Na base de vierbein, definimos as formas:
el = eldat
o
com:

e'(es) =65

ou seja, I,J sao indices tangentes correspondentes a métrica de Minkowski.

propriedades e resultados desta base:

1.
LY SR vV
ef e, = 0o
I B I
e, €5 = 0y
2.

() = e, (e (2)n1s

Definimos os inversos:

@) =(gw) e (") =)

5.1.3 Transformacgoes do grupo de Lorentz
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(5.12)

(5.13)

Algumas

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

A troca de base de wvierbein que preserva a ortonormalidade é um transformacao de

Lorentz:

/ J

e/I — AIJeJ

(5.18)

(5.19)
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onde A’; = n'fn; A%, sdo os geradores das transformagoes de Lorentz. O grupo de

transformacoes de Lorentz mantém invariante a métrica de Minkowski:

Ny = AIKAJLTIKL (5.20)

Localmente (em cada ponto P) vamos ter um grupo de calibre G = SO(1,3) (Lorentz)
associado. Vamos procurar invariantes sobre as transformacoes de Lorentz locais. Seja o

campo vetorial v(z) : v = v*0, = vle;, que possui a seguinte relacio entre as bases:
“w )

v = el (5.21)
vl = eiv“ (5.22)

Vi) = Aj(aw/(z) — =AM (5.23)

o' = A9+ 0,A\v (5.24)

e introduzimos uma conexao w : w’ sudxt que faz com que esta derivada seja covariante.

w € conhecido como conexao de spin, ou apenas conexao:
I _ I 7
(Dyv)' = 0" +w' ;0 (5.25)

Isto é, queremos que sob uma transformagao de Lorentz (5.23), D,v"f = A’ ;D,v’. Para

isso, a conexao w deve se transformar como:

W =AT9N+ AW, A (5.26)

I

Na notacao de formas diferenciais (5.25) se escreve como:

Dv' = dv’ + whv’ (5.27)
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onde d é a derivada exterior. Note ainda que este objeto possui apenas indices latinos,

entao ele se transforma como um escalar ¢(z) sob as transformacoes gerais de coordenadas:

¢(a) =¢(x) ou  ¢(z)=¢(f(2)) (5.28)

se ' = f(z). Um objeto que s6 possua indices gregos é invariante sobre transformagoes

de Lorentz.

5.1.4 Transformacoes gerais de coordenadas

Vamos verificar os difeomorfismos (transformagoes gerais de coordenadas), que sao as
transformagoes que atuam sobre os indices p,v. Um escalar de difeomorfismo ¢(z) se
transforma infinitesimalmente como d¢(x) = &£*(x)0,¢(x), uma vez que ozt = &H(z).

Exemplos de tensores e suas leis de transformacao:

ot = 0Nt — 10N + 0,6, (5.29)
59;;1/ - anng + aug)\gku + aug)\guk (530)
56;1; = gAakg;w + 3/15)‘%11 (531)

E também temos em cada termo da acao (5.8) um termo |e| = /|g| que se transforma

COIMoO:

5v/ =g = 0.(6"/~9) (5.32)

Se ¢ é um escalar:

0(vV=9¢) = 0u(§"V=9)0 + V=9§" 0 = 0,(£"V/~g0) (5.33)

Tais quantidades se transformam como “densidades escalares” e o termo |e| = 1/|g| é quem
garante que a integral (5.8) é invariante de difeomorfismos. Em geral, uma densidade

escalar ®(z) se transforma como 0@ = 9,({#®), o que define ® como densidade escalar.
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5.1.5 A acao de Palatini

Agora vamos estudar a agao de Einstein-Hilbert Sgg[g] no formalismo de primeira ordem.

Os objetos que vamos usar para construir a agao sao os seguintes:

o ¢/(x) = ¢ (z)dz" a base de vierbein;

o W= wljﬂ(x)dx“ a conexao de spin;
1.

® g =T11s€,€, a métrica.

Temos também as transformagoes de Lorentz locais para e (5.19) e w!; (5.26).

Note que a maneira como e e w se transformam sobre o grupo de Lorentz é andloga a
maneira que B e A se transformam sobre o grupo de calibre SU(2) no modelo BF. A acao

do modelo BF (2.29) com dimensao D = 3 é:
S=Tr / BAF

Onde F = dA + A% e B é uma 1-forma. Para o caso da gravitacao, podemos fazer a
correspondencia:

Al — Wl

(5.34)

BT — ¢!
escolhendo o grupo de Lorentz como o grupo de calibre. Uma diferenca aparece na
posicao dos indices, pois no modelo BF sempre trabalhamos com a constante de estrutura
do grupo. Mas podemos introduzir particularmente no caso 3D o tensor é;; = e e’ e

introduzir a curvatural:

RIJ — deJ + CUIKCUI(:] (535)

Note que R;; é um tensor antissimétrico (pois wry = nygw’ = —wyr), mas RIJ nao o é.
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que se transforma como R’ = A"'RA em notacao matricial. Entao definimos:

Sp="Tr / ¢ R = / ¢’ R’, (5.36)

a acao de Palatini para a gravitacao em D = 3, onde os indices de Lorentz sao levantados

ou abaixados utilizando a métrica de Minkowski 7’/ ou n;; = diag(—1,1,1).

Podemos verificar que Sp se reduz a Sgy (5.8):

Sp = /d3x\/| IR (5.37)

Vemos assim que no caso tridimensional a teoria da gravitacao é topoldgica, isto é, nao tem
graus de liberdade locais. Isto significa que nesta teoria nao temos as ondas gravitacionais
ou transporte de energia. Podemos ainda acrescentar mais um termo na acao de forma

que:
S = Sp+ S, (5.38)

onde Sy € o termo de constante cosmoldgica, que no caso particular de 3D pode ser escrito

CcOomao:

S :A/eijeIe‘]eK :A/d3x\/| — g (5.39)

que é um termo invariante de Lorentz pois €7 ¢ um tensor invariante sob as trans-
formagoes de Lorentz A1, A7) AR 17 = epun e a integral de uma 3-forma é invariante

sobre os difeomorfismos.
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5.2 A construcao da acao de Palatini-Holst em 4 di-

mensoes

A razao para revisarmos aqui o caso da acao 4-dimensional da teoria da gravitacao no
formalismo de primeira ordem é introduzir as bases para a melhor compreensao dos op-
eradores e observaveis que serao discutidos no capitulo seguinte. A quantizagao canonica
desta teoria mediante a uma fixagao de calibre gera as mesmas simetrias que encontramos
no modelo BF utilizando o grupo SU(2), e a mesma estrutura de redes de spin mediante

uma quantizagao de lacos.

5.2.1 Montando a acao de Palatini-Holst

Temos vérios jeitos de escrever uma 4-forma, combinando as 1-formas de wvierbein el e

as 2-formas de curvatura R’/ j& apresentados na subsegdo (5.1.5). Escrevemos a agao ji

com as constantes apropriadas:

Sp = 41/51JKL€I/\€J/\RKL (540)
K

onde o é a assinatura da métrica e k = 87(. Esta teoria no caso de campos fracos
deve reproduzir a dinamica gravitacional newtoniana. A assinatura o da métrica é a
componente 7y da métrica plana, entao se ¢ = —1 a variedade ¢é lorentziana, e se 0 = 1

a variedade ¢é riemanniana.

A teoria fisica da gravitacao é a RG numa variedade lorentziana, pois no caso riemanniano
nao temos estrutura causal. Um termo desta agao foi “descoberto” recentemente [27], [28],

que envolve outra maneira de escrever uma 4-forma:

o
Holst — €I€JRIJ (5-41)

_%

onde v é o parametro de Barbero-Immirzi. Note que Sy, nao é topolégico, porém ele
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nao contribui para as equacoes de movimento. Este termo foi introduzido para definir o
parametro de Immirzi ja na acao classica, uma vez que este parametro é importante para

a teoria quantizada.

Ainda podemos escrever uma 4-forma sem usar a curvatura, que vai gerar termos Sy (da

constante cosmolégica) e termos de matéria S, € podemos escrever a agao completa:

S - SP + SHolst + SA _I_ Smatéria (542)

E suficiente para a nossa discussao nos atermos apenas aos dois primeiros termos da acao
(5.42). Antes de escrever as equagoes de movimento vamos introduzir algumas grandezas

de interesse.

Primeiramente, chamamos a derivada covariante do vetor da base de wvierbein de torcao

R

T! = De! = de’ +w' e’ (5.43)

Usamos a tor¢ao T' = de +we (5.43) e a curvatura R = dw +w? (5.35) para escrever DT":

dT" = dw’ je’ — W' de’ = (dwe — WwT + wwe)' = (—wT + Re)!

Entao:

DT! =dT! + ' ,T7 = R e’ (5.44)

A curvatura escrita na notacao matricial:

dR = dww—wdw = Rw —w*w —wR —ww® — DR=dR+|w,R] =0

ou.
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As relagoes (5.44) e (5.45) sao o que chamamos de identidades de Bianchi.

5.2.2 As equacoes de movimento

Vamos comecar calculando as variacoes da parte Sp:

o
Sp = E /SIJKLBIGJRKL (546)
1. Variando w:
6Sp = 415 / (dw!; + (W) )) el e et (5.47)
Y N——
=Y

Onde Y ¢ uma 2-forma, entao d(wY) = dwY — wdY . Escrevendo dSp em termos

deweY:
_ o 2y - 2
3 = 7 Tr/(dw+w % 4K/5w(dY+[w,Y]) (5.48)
Entao:
05p _ i(dY +w,Y]) = I (Def et — X Del) (5.49)
Sw 4k ’ T4k KL '

Donde a equacao de movimento resultante da variacao minima em w se escreve:

e TX el =0 (5.50)

onde T% ¢ a torcao. Mostra-se facilmente que esta equacao é equivalente & condicao

de torcao nula:

T =0 (5.51)
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2. Variando e:

5Sp = 41 . Q/SIJKL(SGIGJRKL (552)
K
Entao:
0Sp _ 0 J pKL
—_— = — R 5.53
del 2k TIKLC (5:53)

Donde a equagao de movimento resultante da variacao minima em e se escreve:
ersxre’ ™Y =0 (5.54)

e pode-se mostrar que esta equagao é equivalente a equagao de Einstein (5.6):

58 1
5l R} — 547@ =0 (5.55)

o que verifica que o formalismo de primeira ordem é de fato uma teoria de Einstein.

Agora vamos considerar a acao S com a parte Sy

S = Sp + SHolst = i /eS]JKLeIeJRKL — L / eIeJRU (556)
4Kk 2Ky

Podemos ver que a variacao de Sy, em relacao a w vai ser analoga a variacao calculada

em Sp, a saber:

59 5Sp 1 .,
= - == ___ D
7517 7517 2Ky (ee”)
1 1
= 2—(€[JKLTK€L — —(TIGJ — TJ@])) (557)
K VN ——-

Xr1J

onde X;; = Tre; — Tyer e note que 75T e’ é uma contracao de X&1:

1
erxrTHer = 51 grn(TRel —Thel) = « X, (5.58)

XKL
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onde *X;; é o dual de X;;. Podemos definir o dual do dual de X:

1 1
(+(xX) 1) = SR (e X) 1 = J M e XM = Z(5750% — oK ai) XM = 0 X (5.50)

o
2

Isto é, o dual do dual é uma operacao idempotente, com assinatura ¢. Entao, tomando

&‘i—*fJ = 0, temos a equacao de movimento:

1
(*X)IJ—;X[JZO (560)

Se v — 00, (*X) =0 e temos a equacao de Palatini (5.50).

Considerando v finito podemos montar um sistema de equagoes:

*X -1X =0
K (5.61)
cX —1xX =0
il
Onde utilizamos o fato da operacao ** ser idempotente para obter:
1
(oy—=)X =0 (5.62)
Y

Entao, fazemos uma hipétese sobre o valor de 7 [27], que é tomar 7% # o e entdo X = 0
e xX = 0. Assim, com v # o temos (5.50) independentemente de . Entao obtemos

novamente a condi¢do de torgao nula (5.51).

5.3 O formalismo canonico da RG

As simetrias da acao (5.42) construida acima sao:

1. Lorentz local (transformagoes de calibre 5.19 e 5.26);

2. Transformacoes gerais de coordenadas (difeomorfismos): de = Lee, dw = Lew, ete.
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5.3.1 O formalismo hamiltoniano

Para realizarmos o formalismo canonico, precisamos resolver o problema de toda teoria
relativistica: introduzir o tempo t. De forma andloga a quantizacao realizada para o

modelo BF, faremos uma restri¢ao topolédgica sobre a variedade por meio de uma hipétese.

Hipotese 1 Nao existem curvas tipo tempo fechadas, isto €, podemos sempre escolher

um sistema de coordenadas onde t : —oo <t < 0o, out € R.

Como consequéncia, o espago-tempo tem a estrutura My = Rx Ms e admite uma foliag¢ao

com folhas 3(t) de dim = 3.

As folhas Y(t) conservam a topologia. Y(t) é difeomérfica a Mg, isto é, preserva a topolo-
gia da variedade. Na RG as transformagoes gerais de coordenadas escondem a estrutura
de foliacao da variedade, mas como consequéncia desta hipdtese existe um sistema de

coordenadas tal que ¢ parametriza R e ¢ caracteriza a folha X(¢).

Entao (x!, 22, 23) = (¥) sdo coordenadas de M3 arbitrdrias e (¢, z!, 2%, 23) sao coordenadas
de M. Podemos separar em partes temporal e espaciais nossos vierbein. Escrevendo como

uma matriz de blocos o vierbein forma:

0 0
e; e
=" " (5.63)
e, e
E o vierbein vetor:
el e I
eif = = (e,)” (5.64)
ey €5

Desenvolvendo o método de Dirac, encontramos vinculos secundérios complicados de
tratar matematicamente. Uma saida para este problema é utilizar as variaveis de Ashtekar

resultantes de uma fixagdo parcial de calibre, chamada de calibre “temporal”: e} = 0.
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Este desenvolvimento canonico é conhecido como formulagao ADM, ou formalismo hamil-

toniano.

5.3.2 Fixacao de calibre parcial

A fixacao de calibre temporal escrita como vetores de wvierbein é et = 0. A condigao
equivalente para as formas é €2 = 0. Aproveitamos para introduzir uma nova notacao

para algumas componentes do wvierbein:

e} = NYz)= N(x) (5.65)

el = N'(z) (5.66)

onde N é chamado de lapse (lapso) e N é chamado de shift (desvio). Com a fixacao de
calibre, agora nossos vierbein sao matrizes de blocos triangulares, cujo célculo da matriz

inversa ¢ trivial:

s N 0
€, = (5.67)
Nt ¢
E o vierbein vetor:
© I\—1 % 0
ey =(e,) = (5.68)
Ne a

onde e;,7 = 1,2,3 é uma base ortonormal do plano tangente (dreibein ou triad) a 3(t) e
N® = e4NT = 2N + e¢N*. Entdo, as componentes de base dos vierbein vao ser:
€y = Nﬁlﬁt — NﬁlN‘l@a
(5.69)
e; = elod,
Note que como resultado da escolha de calibre, a componente d; nao aparece nos e;, logo

e; € Tp(Ms3). Note que é relativamente simples expressar o intervalo ds? na formulacao
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ADM, uma vez que g,,, = e, e ds* = gy, datdr”:

ds® = —NZ%dt* + (N'dt + eldz®)(N'dt + el dx®) (5.70)

O intervalo é a métrica de Ms.

5.3.3 Quebra da simetra do grupo de Lorentz

Entretanto, com esta fixagdo de calibre ocorre um problema: o grupo de simetria de
Lorentz esta quebrado, isto é, perdemos a invariancia de Lorentz completa uma vez que

ao transformar os vierbein de maneira geral os e; saem do espago tangente a (t).

Ficamos entao com a invariancia de calibre residual, que sao as rotacoes do dreibein e;
em cada ponto P (rotagoes locais). Para descrever estas rotagdes locais, podemos usar
tanto os grupos de simetria SO(3) quanto SU(2), e escolhemos SU(2). Lembrando que a

medida de Haar do grupo SU(2) ¢ finita:

/S . du(g)’ <o (5.71)

uma vez que integramos sobre os parametros de SU(2), que sdo angulos com dominio

limitado. Exemplo de rotagao:

x' =z cosf + ysinb

(5.72)
Yy = —ycosh + ysinf
J4 no caso de Lorentz terfamos o boost:
t' = tcoshn + zsinhn
(5.73)

x' = tsinhn + x coshn
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onde o parametro de Lorentz n: —oo < n < oo e o volume do grupo ¢ infinito:

| du<g>] — oo (5.74)

A medida de Haar finita é a razao principal para a introdugao de um grupo compacto,

onde escolhemos SU(2).

5.3.4 A hamiltoniana e os vinculos

No calibre temporal, a acao escreve-se:

S = / dt L(t) (5.75)

Lt) = / d*x PO, A, — H(AL, P* A", N* N, K}!) (5.76)
3(t

Al = rg(—) voK! (5.77)

Pt = —%eabceijkeielj = —%e(g)e? (5.78)

A = — (%eijkwgk—yaw?i) (5.79)

Onde A’ é a conexao de Ashtekar? [28], P® ¢ o momento conjugado de A’ e A, assim

como N e N sao multiplicadores de Lagrange. A hamiltoniana é dada por:
H(t) = /E (NG P) + NCL(A, P K) + NO(4,P.K) (5.80)
Logo, as variaveis independentes sao:
Al P* A", N* N

onde A e P sao um par conjugado e A’ N¢ N sao multiplicadores de Lagrange. As
variaveis nao-independentes sao:

I, K,e

a

20nde I'! = w! = %5” kwIk & a parte espacial da conexdio e K! = w% é a curvatura extrinseca em uma

variedade .
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ois €t = —ory-—P% e ', K sdo funcoes de et e sua derivada no caso de uma teoria de
a ) 1 a’ a a

)

torgao nula [14].

Note que (5.80) é completamente vinculado. Estes vinculos sao:

Gi(A,P) = D,P=0,P"—¢, AP (5.81)
2 — .
Co = PEy,+ 1 7Kig: (5.82)
Yo
C = ﬁpepb[gij FE —92(y? — 0)K!K] + (v* — 0)k0 (Pia )G (5.83)
26(3) (] k™ ab Y a™*b Y a 6(3) :

i i A~ AG Ak y < fonia b & ;
com Fy = 0, A, — OpA, +¢';, AL Ay Estes vinculos sao estaveis, isto €, geram uma dlgebra
de Poisson fechada e entao sao de primeira classe, isto é, geram o grupo das simetrias de

calibre da teoria.

5.4 Quantizacao de lacos da RG

Ja temos as informacoes suficientes para proceder a quantizacao da teoria. Tomamos A
como varidvel de configuracdo e consideramos funcionais de onda W[A], tomados como

funcoes das holonomias de A:

- [ asiralEom

hoA] = Pe / 4 pe (5.84)

que ja foram estudadas de forma extensiva no caso do modelo BF. Veja a secao 4.2 do

capitulo 4 para mais detalhes.

5.4.1 Aplicacao do vinculo de Gauss G

Entao vamos estudar os vinculos na teoria quantica, a comecar pelo vinculo de Gauss G:

G(A) = / dPrN (2)G(z) = / d*xN'D, P} = — / d*zD A P} (5.85)
X



100

Cuja algebra é fechada:
{G(A1),G(A2)} = G(A1 X Ag) (5.86)

e (A xAg)! =&l  A{AEF, que é a dlgebra de Lie do grupo de calibre SU(2). Este vinculo ¢
complementamente analogo ao vinculo de Gauss que encontramos anteriormente na teoria

do modelo BF. Temos as transformacoes infinitesimais:

{Gr(M), A7 ()} = DyA(y) (5.87)

{G1(A), PL(y)} = —epicPPAY (5.88)

Como ja sabemos (veja segao 4.5) a aplicagao deste vinculo em uma holonomia gera uma

transformagao infinitesimal sobre a holonomia (equagao 4.59):

~

G(A)hiolA] = —ih(A(1)hy o[A] — h1oA(0)[A])

Onde hy o[A] é a holonomia definida sobre uma curva que vai do ponto s = 0 ao ponto
s = 1 e que definem as extremidades de uma linha. Note que a aplicagdo do vinculo de
Gauss aqui é exatamente a mesma que a aplicacao do vinculo de Gauss no modelo BF,
com a diferenca de que agora os grafos estao contidos em uma variedade tridimensional

I'c Ms.

5.4.2 Redes de Spin e estados fisicos

Temos no caso da RG uma base para o espago dos grafos idéntica a base definida na se¢ao
4.7 3, onde ¥, é um estado invariante sobre transformagoes infinitesimais e |s) é a base

de um espago 4 : |I', ji ... jp; vy, ... v;,) ortonormal e diagonal nos spins (equagao 4.76):

K=k a A A A
<F,j,U|F yJ s > - (SFF’(S;;/&T{)" (589)

3Temos em ambos os casos I' € 3, mas agora a folha ¥ é tridimensional enquanto o caso do modelo
BF estudado anteriormente tem a folha 3 bidimensional.
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Seja a base diagonal nos grafos e nos spins. Com I' e j fixados, podemos diagonalizar em
v e no final podemos gerar uma base ortonormal que ja é invariante sobre transformacoes

infinitesimais sobre holonomias, ou seja, é uma base onde o vinculo G(¢) ja esta satisfeito.

No capitulo seguinte vamos estudar a construcao dos estados fisicos na teoria quantica.
Ja discutimos esta construcao para um caso mais direto (vide Apéndice C) que é o caso
do modelo BF de 141 dimensoes. Trataremos o caso do vinculo curvatura F do modelo
BF 2+1 dimensoes e discutiremos os casos do vinculo vetorial C, e do vinculo escalar C

para a RG em 3+1 dimensoes.
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Capitulo 6

Operadores e Observaveis

Neste capitulo vamos analisar a estrutura do espaco de Hilbert fisico das nossas teorias,
isto é, o espaco aonde estao definidos os funcionais de onda que obedecem os vinculos
canonicos geradores de simetrias, tais como G e F (3.92 e 3.93) no modelo BF em 2+1
dimensdes, ou ainda G, Co(N) e C(N) (5.81 a 5.83) no caso da RG 341 dimensional

expressa nas variaveis de Ashtekar.

Nos capitulos anteriores ambas as teorias foram desenvolvidas até a construcao dos estados
de base |s) = |I',J,7) € 4, onde & C A, ¢ ¥, = (Als) sdo funcionais de onda

invariantes de transformacoes de calibre geradas por G.

Uma vez construidos estes funcionais de onda que pertencem ao espacgo dos estados fisicos
da teoria, é conveniente definirmos alguns observaveis e analisarmos a dinamica da teo-
ria, como faremos para o modelo BF em 2+1 dimensoes. Em teorias como a RG 341
dimensional que revisamos no capitulo passado, temos varias maneiras de tentar con-
struir nossos estados fisicos, contudo este ainda é um problema em aberto na fisica da
atualidade. Vamos mostrar rapidamente o tratamento do vinculo vetorial C’a(ﬁ ), cuja
aplicacdo gera um subespaco aonde temos observaveis parciais! e a dinamica similar ao

caso do modelo BF 2+1 dimensional!

!Parciais no sentido de que sdo operadores definidos no subespaco gerado pelos vinculos G e C,, € o
vinculo hamiltoniano C' ainda nao sendo resolvido.
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6.1 Modelo BF: O operador curvatura

6.1.1 Os estados invariantes de transformacoes infinitesimais de

calibre

Seja Ws[A] = (A|V)s € 4 um funcional de onda fungao das holonomias hr[A], perten-
cente ao espago %) dos estados que obedecem ao vinculo de Gauss (4.59). As redes de

spin |s) (4.73):

U, [A] = (Als) = [ Q) R (h [A]) | - [ R vi, (6.1)

q

formam uma base ortonormal de 74, como vimos na se¢ao 4.7.

6.1.2 A resolugao do vinculo de curvatura

Entao tomamos estes |V) € J#% para aplicarmos o segundo vinculo da teoria, que é o

vinculo da curvatura espacial nula (3.93):
e Fp|W) =0 (6.2)

Como a unica solu¢ao de (6.2) em J4 é o vetor “vazio” |¢), correspondendo ao grafo
vazio?, temos que procurar um espaco maior®. Este serd o dual S* de um espaco denso

S, que é subespago do espago 74). Escrevemos entao o triplo de Gelfand:

Sc . c S (6.3)

2Como veremos adiante, a acao do operador curvatura produz deformacdes nos grafos, e sabemos que
estados de J7 definidos em grafos diferentes sdo ortogonais. Entao, s6 temos em ) o vetor vazio como
solucao do vinculo curvatura.

3Nas referéncias [7], [10], [14] encontramos exemplos deste desenvolvimento que segue, e tentamos aqui
descrever o caso geral.
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onde S é o espago vetorial de todas as combinagoes lineares finitas de vetores |s) da base

de redes de spin (6.1):

n

T) = calsa) (6.4)

a=1

Como S é denso em 77, este é o completamento de Cauchy do espaco S. O dual S* é

composto por formas lineares ® nos vetores de .S, com a notacao de Schwartz:
O U)eS—<PU>ecC (6.5)

E conveniente definirmos um operador P, as vezes chamado de “projetor”, que é um
mapeamento sobrejetivo do espaco S para o espaco de Hilbert fisico 77, subespago do

dual S*:
P:S— i, CS* (6.6)

onde %, é o subespago de S* formado pelos vetores que obedecem ao vinculo (6.2).
Entao vamos ver se existem invariantes sobre as transformacoes de calibre de F em S*,
para depois formar um produto interno nesse subespaco ;.. A definicao do projetor P é
que todo elemento ® de .77, é invariante sob as transformagoes de calibre g geradas pelo

vinculo (6.2):
U(g)d = (6.7)
U(g) é definido por dualidade, isto é, ¥V W € S temos:
<U(9)®, ¥ >=<dUl(g)¥ > = (D, T) (6.8)

onde U(g) é uma representagao unitéria do elemento g do grupo de calibre*. Como temos

queV ® € 7, existeum ¥ € S tal que & = PV, podemos definir relagoes de equivaléncia.

1A existéncia desta transformacdo unitaria é garantida pela invariancia do produto interno definido
em %) (4.76).
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Tomamos dois funcionais de onda distintos ¥y, Wy € S. Se PV, = PW,, estes elementos

sao estados de 7% projetados em um mesmo estado de J7,.

Supondo que conseguimos construir o “projetor” P com as propriedades acima, temos o

suficiente para definir o produto interno no espaco 72;,:

<(I)1, q)g>ﬁs =< P\I/h Yy > (69)

onde ®;5 = PV, 5. Mostra-se [7] que se &1, = PV/, (classe de equivaléncia), o produto

interno fisico é independente desta diferenca entre os W:

(P, W) = (P, ) (6.10)

Isto é, o produto interno no espaco fisico nao depende do correspondente ¥ no espacgo S.

A construcao deste projetor P serd discutida no decorrer do capitulo, para os casos do
vinculo F modelo BF propriamente dito e dos vinculos de difeomorfismo e hamiltoniano

da teoria da relatividade geral, a serem definidos adiante.

6.1.3 Um exemplo na teoria das funcoes de uma variavel

Esta condigao (6.2) sobre o funcional de onda |¥) pode ser calculada explicitamente com
o auxilio da teoria das distribui¢bes de Schwartz. [29], [30] Vejamos um andlogo desta

condicao na teoria das distribuicoes de uma variavel real:

(x—a)T(x)=0 (6.11)

Para tal, escrevemos o triplo de Gelfand:

SCLyCS” (6.12)
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onde S é o espaco de Schwartz, denso em Lo, que é o espaco de funcgoes de decrescimento
rapido (fazem a integral da distribuigao convergir) que chamamos de fungoes teste C'™
e S* é o dual, que é o espaco dos funcionais lineares continuos destas fungoes teste, as
distribuicoes temperadas. Entao seja a distribui¢ao temperada 7" € S* um funcional linear

T:S5 — C que paraum p € S

o —<T p>= /dx T(x)p(x) (6.13)

onde a notagao de integral é simbélica. Se W(x) € Ly podemos escrever o valor da

distribuicao como:

<W,p>= /d:l: U (z)p(x) (6.14)
onde [ dx é a integral usual.

A solucao geral da equagao (6.11) ¢é a distribuicao T'(z) = ¢d(z—a), que pode ser verificada

diretamente por substituicao. Vamos analisar a equagao mais geral:
f(@)T(x) =0 (6.15)

Consideramos agora x; os zeros de f, por enquanto supostos zeros simples:

f(zi) =0
Vi(r:) =0, f'(x:;) #0

(6.16)

Neste caso, a solugao geral da equagao (6.15) é°:

T(z) = Z cid(z — ;) (6.17)

onde os ¢; sdo constantes arbitrarias. A solucao geral de (6.15) para o caso de zeros z; de

5Esta solucao pode ser construida de maneira iterativa, e o resultado é uma soma sobre os termos da
solugao da equagdo homogénea para os zeros de f(z).
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ordem n; é:

n;—1

T(x)=>_ > cad(x— ;) (6.18)

%

Note que tanto no caso de degenerescéncia nula ou nos casos degenerados, os coeficientes
¢; ou ¢; sao completamente arbitrarios. Uma solugao particular no caso nao-degenerado,

considerado aqui por sua simplicidade, é:

1
Note que esta propriedade cria uma restri¢cao para os coeficientes ¢; da equacao (6.17) de
g fs)
forma que o= \ s |-

Podemos agora representar a funcao delta como a transformacao de Fourier de uma con-

stante:

1 .
o —z) = gy dk et (6.20)

e assim a solugao particular (6.19) na representagao de Fourier fica:

:27T

T(@) = cb(f(2)) = — / i &) (6.21)

Este resultado pode ser generalizado para o caso degenerado.

Vimos ent@o como resolver a equagao f(x)T'(z) = 0 para uma variavel real, e para o nosso
proposito de estudar a condi¢ao F(A)|¥) = 0 (6.2) vamos ter que tomar um sistema de
equagoes de todos os pontos x reais aonde a conexao A estd definida, por meio de um

procedimento equivalente a uma regularizacao do espaco.
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6.1.4 A construcao do projetor P

Voltamos entao a falar do projetor P (6.6). Existe uma técnica conhecida como group av-
eraging (18], [25], que permite a defini¢ao deste projetor P mediante a uma regularizacao,
de forma a generalizar nossos resultados para a teoria de distribui¢oes de um sistema de

equacoes de uma variavel real discutidos na subsecao anterior.

Seja entao o grupo G de todas as transformacgoes de calibre. Antes de tratar o caso geral,

tomamos um grupo G finito de N elementos, e tentamos resolver a condicao de invariancia

sob G:
Ug)l¥) =[¥) VU(g) €G (6.22)
A solugao destas equagoes é a média sobre o grupo (group averaging):

W) = 5 S U@ = Pw) (6.23)
veG

Entao P nada mais é do que proporcional a soma sobre todas as transformacgoes do grupo
G. No caso de G ser o grupo das representagoes unitarias U(g) das transformagoes de

calibre do tipo 2 (3.89) de parametros Ny(z):

U[N] = ei/ & Ni{a)F(z) = ¢FIN] (6.24)

onde F é o gerador (3.93) destas transformagoes de calibre, isto é, o vinculo (6.2). O

6

projetor P é a soma sobre todos as transformacoes de calibre F possiveis®, o que gera
uma integracao funcional em N. Formalmente:
i / d*z N/ F'
P= /D/\/e = §(F'(A)) (6.25)

Note a semelhanca deste resultado com a equagao (6.21) para uma varidvel real, que

6As transformagoes de calibre restantes sao as transformagoes do tipo 2 (3.89). Com isso, as trans-
formagoes sobre difeomorfismos (3.90) também estao contidas na teoria.
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obtivemos em um contexto completamente diferente. Isso mostra que tomando uma
regularizacao adequada, podemos utilizar o exemplo da subsecao anterior para construir

nosso projetor P (veja a Fig. 6.1).

Figura 6.1: Decomposicao celular da variedade X, com um elemento de rede de largura e
e uma plaqueta p onde temos uma holonomia infinitesimal W,[A].

Para melhor definir a expressao (6.25) escrevemos primeiro o vinculo F (3.93) no nivel

classico, como o limite de uma soma de Riemann:
F|N] = / Tr[NF(A)] = lin%z Tr[N,F,] (6.26)
by R
p

onde N, e I}, sao os valores do parametro N e da curvatura [’ em um ponto interior da
plaqueta p (Fig. 6.1). A holonomia W), definida em torno das bordas da plaqueta p pode

ser calculada:
W,[A] = 1 + €F,(A) + O(e*) (6.27)
As equagbes (6.26) e (6.27) implicam em:
F[N] = lim > Tr[N,W,) (6.28)
P

Com isto, estaremos capazes de expressar o vinculo regularizado em torno de holonomias
cuja agao sobre os vetores de J#) é bem definida (vide segao 4.7). Com este resultado,
podemos escrever o produto interno de estados da rede de spin (6.9) projetados no espago

fisico. Sejam |s) e |s') estados da rede de spin:

e—0

(s'P, s)g = lim(s’H/deeiTr(NPWp),s) (6.29)
p
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onde as holonomias sao definidas sobre o grafo formado pelas linhas que correspondem a
borda das n,(e) plaquetas. Podemos utilizar o Teorema de Peter-Weyl (subsegao 4.4.1)

para realizar a integracao sobre N:

/ AN TTINDW = S0 4 1) T [RO (W) (6.30)

J
e a equagao (6.29) se escreve como:

np(€)

(5P, s)or = Ty T S22 + (! Tr RV, )L 5) (6.31)

P Jp
onde j, ¢ o spin associado a p-ésima plaqueta e TTR(jP)(Wp) ¢ o caracter da representacao
unitaria irredutivel de spin j, para SU(2). Mostra-se em [18], [31] que o limite € — 0

existe.

6.2 Os operadores e observaveis do modelo BF 241

dimensional

No Apéndice C discutimos sobre os operadores e observaveis para o modelo BF em 141
dimensoes, que como vimos é um modelo bem simplificado por nao possuir o vinculo de

curvatura F nem as simetrias associadas a ele.

Contudo, na se¢ao anterior definimos a atuagao do vinculo curvatura F para o caso
2+1 dimensional por meio de um projetor P (6.25), e agora podemos discutir sobre os
operadores observaveis nesta teoria, uma vez que temos vetores |®) € 7, que formam

uma base para nossos estados fisicos obtida do produto interno fisico (6.9) e (6.31):

np(€)

(@, @) =1lim [ D (2j, + (¥ Tr[R(W,)], ¥) (6.32)

e—0

onde W, V' € 7 sao estados da base de redes de spin |s). O produto interno definido em

(6.32) é conhecido como representacao de Ashtekar-Lewandowski (AL).
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Cabe comentar que estamos estudando o modelo BF de 2+1 dimensoes no grupo SU(2).
Poderfamos ter tomado o grupo de Lorentz SO(2,1) ou SU(1, 1), que sdo nao-compactos,
sem prejuizo a formulagao candnica previamente desenvolvida. Mas quanticamente ex-
istirdo diferengas notdveis como foi mostrado por Freidel et al em [32]: o espectro de
autovalores do observavel comprimento & vai ser parte continuo parte discreto no caso
lorentziano em vez de completamente discreto, que é o que encontraremos no caso de

SU(2) que é compacto.

Outro detalhe em relacao ao caso 141 dimensional discutido no apéndice C é que 14
estudamos os observéveis T' (operador trago) e L (comprimento). No nosso caso 2+1
dimensional nao temos como definir um operador 7', uma vez que nosso campo B agora

¢ uma 1-forma e devido ao produto wedge de formas o trago do produto B A B se anula.

Nos observaveis tomados como exemplo nas subsec¢oes seguintes, comprimento e area,
consideramos a teoria da gravitacao tridimensional no grupo SU(2), isto é, a teoria da
gravitagao euclidiana, aonde estas grandezas estao bem definidas no espaco de Riemann.
J& vimos que esta teoria da gravitacao tridimensional é de fato o modelo BF, conforme
estudado na subsecao 5.1.5 do capitulo 5 e entao podemos utilizar a base de estados fisicos

que desenvolvemos na secao anterior.

6.2.1 O espectro do operador “comprimento” ¥

Considerando a teoria da gravitacao tridimensional euclidiana, temos que classicamente

o comprimento de uma curva c: s € [0,1] — ¢(s) € ¥ é dado por:

L, = /[O . ds\/ca(s)¢b<s)éaf(c<s))Bbl(c(s)) (6.33)

O operador quantico que representa o comprimento classico é obtido substituindo o campo

B (z) pelo operador correspondente B! (). Vamos entao estudar a a¢do deste operador

"Note que B — ¢ entdo este comprimento nada mais é do que a médulo do intervalo elementar
do espaco ds?.
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de comprimento em estados de uma rede de spin, de forma analoga ao operador de area

na quantizagao de lacos em 3+1 dimensoes (0 que veremos na segao 6.4).

Entao consideramos a curva ¢ e o grafo I' da base da rede de spin, e por simplicidade
consideramos que a curva c sO intercepta o grafo em suas linhas e apenas uma vez por

linha, e que também nao corta nenhum vértice.

Figura 6.2: Curva c(s) interceptando um grafo I' da base de rede de spin.

Estas hipéteses podem parecer restritivas, contudo as holonomias definidas sobre um
grafo podem sempre ser decompostas em produtos de holonomias, de forma que sempre
podemos ter apenas uma intersecao com a curva por linha. O caso da intersecao com

vértices gera outras contribuicoes e sera discutido na proxima subsecao.

A construgao deste operador que se segue faz uso da diferenciacdo de uma holonomia
definida na secao 4.5.1 e é andloga a construgao de L realizada no apéndice C.4.1, isto é, a
acao de B (x) sobre um estado da rede de spin insere um gerador Tl(j ) (da representagao
SU(2)) dentro do estado. Chamamos de v as linhas da rede de spin que interceptam a

curva c, e p os pontos onde ocorrem as intersecoes, para entao escrever:

Lo W) = heey, [= Y TPT|0) (6.34)
I

onde €., ¢ um nimero de intersecao, definido como:

ew:/ds/dp
c gl

Que é o nimero de intersegoes entre a curva c e a linha v do grafo I' da rede de spin,

NS

c*(s) dr’(p)
ds dp

Eab

5 (y(p) - c<s>>\ (6.35)

agb o, . . -
uma vez que aab%% é o jacobiano da transformagao entre as coordenadas (1, x2) € as

coordenadas locais (s,p). Note que se a curva ¢ e a linha ~ forem tangentes, o operador
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Z. se anula.

Em particular, no caso das linhas v do grafo I de uma rede de spin |T, ;‘, ¥) ter no maximo

uma intersegao com a curva c, entao €., = 0 ou 1, obtemos:

AN RS \/— ST (6.36)
ol 1

onde a soma é restrita as linhas vy que tem intersecao com a curva c¢. A presenca do
operador de Casimir mostra que estados de rede de spin sao autovetores do operador
comprimento, uma vez que » _, Tf(j)TI(j) = (Tf(j))2 = —j(7 4+ 1)1 é o operador Casimir na
representagao de spin j € SU(2), o que da o espectro do observavel comprimento como

sendo discreto:
¥

O resultado completo, incluindo os casos onde a curva ¢ tem intersecoes com vértices do

grafo pode ser encontrado em [23].

6.2.2 O operador “area” <

O operador “drea” do modelo BF em 241 dimensoes guarda analogia com o operador
volume na quantizacao de lacos para a gravitagao em 341 dimensoes, que veremos na
secao 6.4. Para definirmos o operador area 7 é conveniente definirmos o vetor densidade

normal® B; para o campo B* conjugado da conexao, como sendo:
~ 1 Hat PbK
B = §fIJK5abB B (6-38)

Agora consideramos uma superficie S contida em uma folha 3 (fechada e orientavel) da

variedade M3 = R x . A darea desta superficie S vai ser dada pelo produto de dois

8Novamente, estamos considerando a teoria da gravitacdo tridimensional e entdo nosso campo B!
é um dreibein donde podemos construir um vetor densidade normal B utilizando a métrica e enxergar
esta grandeza como um vetor no espaco .
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vetores By:

4273 :/d28\/(51‘]BIBJ (639)
S

escrita em termos do vetor densidade normal. Para analisar o operador associado a esta
grandeza, cabe lembrar que quando o operador éal (x) age sobre uma rede de spin, a
atuacao do operador s6 vai gerar um resultado nao-nulo somente se x pertencer ao grafo.
Quando x estd no meio de uma linha, a atuagao do operador gera um valor proporcional

a tangente da linha 4%(s)7; como vimos na subsec¢ao anterior.

A atuacao do operador vetor densidade normal B; vai gerar um resultado do tipo ,,7%3" =
0 entao os unicos pontos aonde B; vai ter uma atuagao nao-nula sao os vértices do grafo,

isto é, o operador area é composto apenas de contribuicoes dos vértices da rede de spin.

Para calcular a atuacao do operador area /s em um estado da rede de spin, nés regular-
izamos a superficie em porcoes pequenas S, que contenham no maximo um vértice v da

rede de spin (ver Fig. 6.3).

s

4
N

Figura 6.3: O grafo I' definido sobre uma area X regularizada. As contribui¢oes nao-nulas
vem dos elementos de superficie S; e Ss.

Por simplicidade, vamos tomar uma superficie elementar &,, que contenha um vértice v,
trivalente da rede de spin. O caso geral é muito bem apresentado [23]. Para definir o
operador area precisamos definir uma orientagao para X, o que significa definir uma ordem

para contar as linhas incidentes sobre o vértice.

Sendo assim, tomando um vértice v,, que tem 3 linhas incidentes ;, onde i = 1,2, 3, com
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representagao j; € SU(2), calculamos a agao de By sobre o vértice com a insercao de dois

geradores TV
BYGDGR)0s) — — e T T TG (6.40)

onde T, é um simbolo que representa o estado da rede de spin no vértice v, e v, sdo
duas linhas quaisquer se encontrando no vértice v, e €, registra a orientagao relativa entre
as linhas. Esta expressao pode ser completada considerando a simetria da representacao
TU) 4 TG2) 4 TGs) = 0 e considerando todos os termos possiveis com os pares de (,7/).

Entao, mostra-se em geral que:

a(z:\,v)
N G
Brg)oui — T3 [ dsdtd o = ()8~ ()leunr" ()70
7
'E'y'y’e[JKT}jW)TI((JW,)Tg,{l!g(b)(jg) (641)

onde TS,{;(”)("‘?’) representa a todos os vértices do grafo (v; e v, no caso trivalente) e a(z, v)
¢ chamado de fator geométrico, que ao ser regularizado podemos mostrar [32], [23] que
é justamente proporcional & §%(z — v,,). Entdo, o operador de area JZZS agindo sobre um

estado da rede de spin que sé possui vértices trivalentes vai ser:

Aol¥) = /61 BBy |w)

B2 R
_ 5\/ 51 T g IR I ) U0 T2 gy (6.42)

Note que ao contrario do caso 3+1 dimensional com o operador volume ”17, os vértices
trivalentes (e os bivalentes)? contribuem para o operador de drea </ em 2+1 dimensoes.
23] Este operador é essencialmente auto-adjunto, positivo semi-definido e tem o espectro

completamente discreto.

9Apenas os vértices bivalentes cujas linhas nao tem tangentes colineares que contribuem, pois neste
caso € Ndo se anula.
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6.2.3 O espectro do operador 75

Para fazer uma analise espectral deste operador precisamos considerar a estrutura dos
vértices e seus intertwinners e estudaremos abaixo os autovalores para os vértices bi-
valentes e trivalentes. No caso trivalente, os vértices vao obedecer a teoria de Clebsch-
Gordan e nesta situagao existem dois casos nao triviais para as linhas que chegam ou saem
de v, que vamos considerar separadamente abaixo. Ambos casos podem ser tratados com

um pouco de algebra entre os geradores do grupo. Para simplificar a notacao, definimos!:

BY = 5 2 1<ap<s Snal(Ya, 1) TH°
TIab _ EIJKT;T}% (643)

Ty =T
em SU(2), T® = —T? (veja apéndice A.1), entao:

~

By)): Z sinal (Y, v5) 77 (6.44)

1<a,b<3

Podemos escrever os geradores ainda em forma mais compacta considerando 7% = {T¢, [ =

1,2,3}. Definimos também o operador Casimir associado a linha v, de spin j,.
Ao = —jalja+1) = (T)? (6.45)

Vamos agora escrever algumas identidades relacionadas a estas grandezas, como o spin

recoupling 217:
opab _ [fa X T’b]2 A~ A=A, — A, — A, (6.46)

onde usamos que TO) 4 T2) 4 Ts) = 0, isto é, o operador momento angular se anula em

fungdes invariantes de calibre (conforme estudado na se¢ao 4.6). A préoxima identidade é

°0nde a,b = 1,2, 3 enumeram as linhas adjacentes ao vértice.



117

obtida direto da aritmética de e k:
(T2 = TeTY(TOTY — TPTY) = ApAy — T[T, TP + TPTTS = Ay + T — (T%)? (6.47)
e também:

T Y = — AT + TTY 4 K paert, (6.48)

onde o dltimo termo de (6.48) é basicamente o operador volume tridimensional que vere-
mos nas secoes seguintes e que nao contribui em casos trivalentes quando aplicado sobre
fungoes invariantes de calibre. Escrevendo (6.48) usando (6.46) encontramos:

TOTY = Z[2(A0Ap + AyA + AA,) — (A2 + A2 + A?)] (6.49)

1
4
que é independente da escolha dos pares (ab), (bc).

Temos agora as ferramentas necessarias para realizar o cdlculo dos casos nao-triviais.

Entao analisamos os casos separadamente:

1. 1° caso — Nenhum par das linhas (71,72, 73) tem tangentes colineares em v.

Nesta situacao, e, = 1 com (v,7) = (71,7%2) = (72,73) = (73, M), isto é, nods
tomamos a multiplicacao cruzada das linhas no sentido anti-horario do vértice, de
forma que (6.44) vai ser B®) = T12 + T23 4 7531 ¢ usamos da equacao (6.44) & (6.49)
para escrever o autovalor de .75 neste caso:

h?

N L 9
g TUI0s) - — DY {Z[Q(AlAz + Do+ AzA;) — (AT + A + AJ)]

1

1 2
_§(A1 + Ay + A3)} ’rgm)(yz)(]a) (6.50)

Este autovalor é estritamente positivo a menos que j; = j» = j3 = 0, caso onde o
autovalor se anula. Para vermos isto, lembramos que ji, jo2, j3 nao sao arbitrarios,

isto é, respeitam as regras de adicao de momento angular. Entao, podemos assumir
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sem perda de generalidade que jo > j; de forma que j3 € {j1+7J2,j1+j2—1, ..., ja—

Ji}

== 4A1A2 - (Ag - Al - A2>2 (651)

Em termos de autovalores, o valor mais baixo ocorre no maximo da fungao |Az —
Ay — Ay| e —A3 é uma funcao crescente de j3. Para dados j, > j; quaisquer, os
extremos da funcao sdo dados quando j3 = jo £ ji e s@o |27172] e | — 251(Ja + 1)|

respectivamente. Entao, (6.51) mostra que f(A3z) > 471(j2 + 1)(j2 — j1) > 0.

No caso de um vértice bivalente v, podemos tomar A3 = 0 e A; = Ay = A para

encontrar um resultado extremamente simples:

S GG n? o p2 o
% T(_Jl)(]z) = —/ AP — (4 1 ’I‘(_Jl)(JQ) 6.52
515 5V 5 Vil +1)T5 (6.52)
2. 2° caso — Um par de linhas, digamos 71, 72 tem tangentes colineares em v mas 7y, 73

€ 72,73 Nao tem.

Nesta situacao, chamamos as linhas com tangentes colineares de 1, ¥, de forma que
€0 =0 € €y =1, €4,,, = 1. Entdo (6.44) se escreve B® = T 4 T2 Fazemos
Y172 Y173 ? ~7Y372 : ° :

manipulagoes algébricas tais como a do primeiro caso para obter:

MSng/l)(J2)(J3) _ ?\/[2(A1A2 + AgAz + AzA) — (A2 + A2+ A2)] - A3T1(}],1)(]2)(33) (6.53)

Que é positivo a menos que Az = 0, caso aonde o operador se anula.

6.3 RG: O operador vinculo vetorial e o escalar

Vamos discutir brevemente a aplicagao dos operadores constituidos pelo vinculo vetorial e
pelo vinculo escalar da teoria da gravitagao 3+1 dimensional, sobre os estados invariantes

de calibre conforme discutido no capitulo 5.
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6.3.1 Os vinculos remanescentes
Agora vamos estudar os vinculos C, (5.82), o vinculo vetorial, e C' (5.83), o vinculo

escalar. Os vinculos C, e C podem ser reescritos como uma combinacao de vinculos do

tipo Cy = C! + (---)Gr, C = C" + (---)G; entao podemos redefini-los'!:

C, = P'Fl (6.54)
/472 apbr IJ K 2 I1-J
= %PI PJ[E xFa — 207 —0)K K} | (6.55)

E os escrevemos como geradores de transformacoes:

c, - /E BN (2)C(F) (6.56)

C(N) = /E Bz N(z)C(z) (6.57)

Os vinculos G e C, formam uma sub algebra:

{G(M1),G(A2)} = G(AL x Ay) (6.58)
{G(A), Cu(N)} = G(LgA) (6.59)
{Ca(‘]\_fl)aca(ﬁ2)} = Ca([ﬁlaj\72]) (660)

onde LgzA = N*9,A é um difeomorfismo e o colchete de Lie é definido por []\71, ]\72]“ =

NPO,Ng — N2O,N{. Os colchetes envolvendo o vinculo C(N) sio:

{G(A),C(N)} = 0 (6.61)

{Cu(N),C(M)} = —C(LzM) (6.62)
[P0, N, PbabN]> (6.63)
€(3)

{C(N), C(N7)} = &2720(@(5’)+Q(S“Aa))+(0—72)g(

o que completa a &lgebra. Em (6.63), S = (N10,Ny — NQGle)%e(g) e P* = PeT!

A equagao (6.61) mostra que C(NN) ¢é invariante de calibre. O ultimo colchete apre-

1 Assim como fizemos na secao 3.5 para os vinculos G e F do modelo BF, ignoramos a notacdo ’ ao
redefinir os vinculos.
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senta fatores que dependem dos campos e terd problemas de ordem, o que pode produzir

anomalias na algebra quantica correspondente.

6.3.2 O vinculo C,

Como vamos ver, podemos estudar o vinculo C, aplicado sobre holonomias e para encon-
trar as bases para estudar o formalismo de spinfoams, de forma andloga ao modelo BF

com o estudo do vinculo F e a construcao do projetor P, como vimos na subsecao 6.1.

Primeiramente, vamos calcular {C,(N), AL(y)}, assim como fizemos analogamente no

capitulo 3 para o caso do modelo BF 2+1 dimensional:

{Cu(N),AL(y)} = —N°(y)FLh(y) = —N“(0W AL(y) — 0 AL (y) + 5 AL (1) AX ()
= —{Va(y)aéy)AcL(y) + N (y) A7 (y) +OU (N () Ag () + €5 AL (y) N* () A (y)
LAl
= —LzAl(y) + DN (y)AL(y)) (6.64)

onde D (N*A]) = 63" A/. Entao, o vinculo C, gera transformagoes de calibre e tran-
formagoes de difeomorfismo na RG assim como o vinculo F no modelo BF gera as trans-

formacoes do tipo 2 e contém parte dos difeomorfismos (veja a segao 3.6).

—

De forma anéloga, o colchete {C,(N), Pf(y)} vai ser proporcional a um termo de trans-

formagao de calibre e de difeomorfismos para o campo Py (y).

Queremos analisar apenas os difeomorfismos contidos em C, (6.54), entdo fazemos uma

troca de base de vinculos:
Cii(N) = Co(N) 4+ G(N°A,) (6.65)

E entao Cyy(N)AL(z) = L AL(z) é um difeomorfismo espacial, como era de se esperar do

vinculo vetorial.
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Cabe dizer ainda que podemos inferir [7], [33] que o vinculo C(N) (5.83) gera os difeo-

morfismos temporais e toda a teoria é invariante de difeomorfismos.

6.3.3 Vinculo de difeomorfismos na teoria quantica

Tratar o vinculo de difeomorfismos C,;; explicitamente na teoria quantica nao é uma tarefa
trivial. [33] Para ver isto, vamos considerar um gerador de difeomorfismos infinitesimais
L como o correspondente quantico do vinculo Cy; e para tal, seja um estado da rede de
spin |0, = |[',7,0) = |I',s) € 4. um difeomorfismo ¢ aplicado sobre este estado vai

ser:

|F78>dif - |¢F73> (666)

Os difeomorfismos que mantém os grafos invariantes sao uma classe muito restrita de
difeomorfismos, pois um difeomorfismo infinitesimal ¢(¢) aplicado sobre o grafo ja torna

o estado ortogonal (ver Fig. 6.4).

¢

Figura 6.4: O difeomorfismo ativo ¢ agindo sobre um grafo I'.

Seja L o gerador de difeomorfismos infinitesimais e |U), |Q), € 7. Entao:

. FCCE (6.67
QILIY) = ~lim((21) — < (2le()] 1) (6.69

no caso §2 = ¥, considerando estados normalizdveis ||¥||? = 1:

1 1f—iL 1
(WIL W) =t |91 — = TGO T)) = lim = = o0 (6.69)

€
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Entao ndo podemos escrever a equagao Cy(N)W[A] = 0, pois nao podemos quanticamente
fazer transformacoes de difeomorfismos infinitesimais. Entao vamos impor a invariancia

sob os difeomorfismos finitos ¢.

Seja o produto escalar de estados |T', f)s € 4 correspondendo a um grafo I' de p linhas

e que respeita a equagao (4.76):

(T, fIT, f) =/du(gl)---du(gzv)f*(gl,-..,gN)f’(gl,---,gN) (6.70)

onde dyu(g) é a medida de Haar. Este produto é invariante sob deformagdes dos grafos, isto
é, invariante sob difeomorfismos espaciais que sao representados por operadores unitarios

(que preserva o produto escalar) U, ; =Uy L.

UL, f) = [oL, f) (6.71)
UsWrg[A] = Uy [¢* Al (6.72)

Queremos encontrar vetores |V) invariantes, isto ¢, solucao de Uy|¥) = |¥), V ¢. Vamos
utilizar uma técnica conhecida como group averaging (que utilizamos na se¢ao 6.1), ou
média sobre o grupo dos difeomorfismos, que a partir de um |V) € J4 temos |V),,, =

Z¢ Uy| V) € . Isto funciona bem se o grupo fosse finito:

Uso W) = D UsaUsl®) =D U ¥)
5

¢
= > Uy|¥) =), (6.73)
p

Onde fizemos uma troca de varidveis ¢ = ¢op < ¢ = ¢;'¢'. As dificuldades para este

tipo de implementagao no nosso caso sao:

1. Temos um numero infinito de elementos no grupo de difeomorfismos;

2. A solugao de Uy|¥) = |¥) nao pode sair do espago'?, isto é, |¥) € 4.

12Exceto pelo vetor vazio |¢) definido sobre o grafo vazio (equacio 4.36).
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Estas dificuldades podem ser contornadas considerando o desenvolvimento da se¢ao 6.1 e

da subsecao 6.1.4 (group averaging), definindo um triplo de Gelfand (6.3):

Sc i C S (6.74)

que é completamente analogo ao caso discutido na secao 6.1 exceto pela dimensao do
espaco. Definimos também um projetor Py, : S +— 9, C S* que escreveremos na

préxima subsecao.

6.3.4 O projetor generalizado P,,

Vamos introduzir entdao um projetor generalizado P, : S — 6 C S* proposto por

Rovelli [7], [33] onde:

’\P> €S = Py

V) € Ay C S* (6.75)

Tal que Py | V) seja invariante sobre difeomorfismos. Seja W € S, Py, vai ser definido por:
< Pyl W > =Y (VW)  V[V)eS (6.76)
[T’

onde a somatéria é feita sobre todos os vetores |U”) € S da forma |¥”) = Uy|¥) para um
difeomorfismo ¢. Se |U”) = |¢L, f), temos que considerar todos os ¢I' possiveis, o que é
uma soma infinita. Contudo, (V”|¥') = 0 a nao ser que ¢I' = I = IV pois como vimos
anteriormente, qualquer deformacao sobre o grafo ortogonaliza os estados. Entao sobre a

acao de Py, nos U € S s6 temos os difeomorfismos que preservam o grafo.

Seja entfio ¢ um difeomorfismo que preserva o grafo (ver Fig. 6.5), entdao ¥V ¢ : ¢ = ooy

ou gy = .

Como ¢I" = I" entdo ¢ € Gr que é o espaco dos difeomorfismos que preservam I”, a

agao de ¢ modifica as orientagoes e/ou a ordem dos links/vértices. Como G ¢é finito, a
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Figura 6.5: Difeomorfismo finito ¢ que preserva o grafo e age apenas sobre as orientacoes
relativas entre os links.

somatoria é finita. Entao < P, ¥, ¥’ > é linear em V' e < P,V € 7, é invariante sobre

difeomorfismos.

Sro={<Q, | <Q, = <PyV¥, com Ve S} (6.77)

inv

Figura 6.6: A imagem de S dentro de S*

Este mapeamento nao é invertivel, isto é, podem haver vetores fisicamente equivalentes
(difeomorficos) que pertencem ao kernel de Py. O produto escalar tem que levar em
conta que podemos substituir |¥;) por um |¥y) equivalente por difeomorfismos. Sé que
isto é simplesmente reordenar a somatdria na equacao (6.76), logo o produto escalar é

independente da escolha de |¥;) e |¥y) nas classes de equivaléncia correspondentes’.

Logo, temos um produto escalar bem definido (como em 6.9):

(Q, N = < PV, 0" > (6.78)

com o qual podemos completar o espaco de Hilbert para os estados invariantes sobre

transformacoes de calibre e sobre difeomorfismos, a saber:

%if = ginv (679)

131sto ¢, invariantes sob determinada transformagao de difeomorfismos. Veja [7].
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Este espacgo é separdvel devido ao fato de considerarmos agora classes de grafos em vez
de todos os grafos possiveis [18], [31] e este espago vai ser tomado como o espago aonde

definimos nossos observaveis, que chamamos de observaveis parciais.

6.3.5 Comentario sobre o vinculo escalar C

Aqui vamos apenas comentar sobre o ultimo vinculo a ser resolvido, o vinculo escalar C
(5.83), cuja expressao cléssica é:

2
li’}/ a
C(N) = /2 d3xN—26(3) PPy FE —2(72 — o) KK/

SE(N) —2(y* — 0)T(N) (6.80)

onde fizemos uma separacao conveniente e chamamos S¥(N) de contribuigdo euclidiana:

Papt
SE(N) d3 L J 1) X (6.81)

onde usamos a equagao (5.78). T'(IN) é a contribuigao restante:

PPy

K'K/ (6.82)
det(P)

T(N) = /E d*xN

Estes termos sao de fato muito complicados for serem nao-polinomiais, o que traz proble-
mas para a quantizacao relacionados a regularizacao, normalizagao e ordenacao dos fatores

e ainda possui termos proporcionais a e & curvatura extrinseca K!. A simplificagdo

1
det(P)

adotada para tratar deste problema vem das idéias de Thiemann [10,34], que introduz o

funcional do espaco de fase K:

K:/Kgpf (6.83)
P

E seguem as seguintes propriedades:
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1.
1 _
Ky =~"1(A; - Tg) = —{4;, K} (6.84)
K7y
2.
_ 1 )
K = {570, v) (6.85)
fyi
Onde V = / \/det(P) é o volume de ¥ (que é um operador que vamos discutir na
proxima segao);
3.
PePY 4
— LT R = —{AK V) (6.86)
det(P) Ry

Com isto, podemos escrever os termos do vinculo escalar como colchetes de Poisson entre
grandezas que sao mais simples de quantizar. A saber, a contribuicdo Euclidiana agora

Se escreve:
SE(N) = / dB3rNe s, FL{A V) (6.87)
>

E o termo T'(N) se torna:

T(V) = [ et AL (ST VIHAL (SP ). VIHAS, VY (689)

Escritos desta maneira, vemos que podemos quantizar este vinculo ao tomar os colchetes
de Poisson como comutadores e tomarmos as grandezas volume, conexao e curvatura como
operadores para obter nossa teoria quantica relativistica, considerando nossos funcionais
de onda ¥ como sendo invariantes de calibre e de difeomorfismos. Contudo, fica claro em
(6.87) que vao surgir ambiguidades relacionadas a problemas de ordenacao e de escolha

da regularizacdo para a quantizacao de Al e FI, e em vez de termos uma tnica teoria

ab’

temos infinitas teorias que sao matematicamente consistentes, e ainda é um problema em
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aberto se alguma destas teorias é suficiente para reproduzir a relatividade geral no limite

continuo clédssico.

6.4 Os operadores e observaveis parciais para a RG

3+1 dimensional

Faremos para a RG 3+1 dimensional a andlise do operador de érea o , que guarda analogia
com o operador comprimento & que encontramos para o modelo BF em 2+1 dimensoes,
assim como o operador volume ¥ na RG é analogo ao operador area o que definimos no
modelo BF 2+1 dimensional. Um estudo mais profundo sobre estes observaveis parciais
na RG 341 dimensional podem ser encontrados nos textos de Rovelli [7], [33], Perez [18],

[24], [35], e outros ja citados [23].

6.4.1 A construcao do operador area o

Uma vez que temos uma base invariante de calibre e de difeomorfismos espaciais, podemos
calcular alguns observaveis parciais. Vamos entao montar o operador area e calcular a

area de uma superficie &7(3).

Figura 6.7: Superficie A(X) € M.

Primeiro calculamos a area classicamente tomando uma superficie 3 : 2% = z%(c!, 0?)

parametrizada por dois parametros o; e os, entao:

A(3) = /E ds = /E &0 P(0)| = /E oy det(uqus) (6.89)
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onde |P(o)| = \/Pi(o)P(0), Pi(o) = P{(o)n.(0), nu(o) = 5abc%% = egerbus, de

a . ’
forma que ul, = el 2 e o determinante ¢é:

UrU1  UU2

det(uqug) = (6.90)

U2U1  U2U2
A area formada por estes dois vetores é um produto vetorial. Agora vamos tentar formular
o operador drea. Nossas varidveis dindmicas sdo a conexao AI(Z) e o campo P#(T) =

%6] gre®ee] el ou ainda P = det(e)e?!. Os operadores gerados por estas grandezas:

Al@@) = Al@) (6.91)
Py = —mm% (6.92)
[AL@), PY(i)] = ihwyd™ (& — )856" (6.93)

Onde £ = 87G. Agora vamos considerar uma holonomia h,[A], onde a derivada desta em

relacdo a A (veja a equagao 4.53):

0 ! :a N s
SAL(Z) hV[A] = /0 dsi (S)hm [A]Tlhw [A](Sg(x(s) — ) (6.94)
Onde ATy = ALi(s)dsTy e % = §7606%(Z(s) — ). Agora definimos o operador
P;(%) como:
Pu(S) = —ih / Pona(o)—— (6.95)
Y S OO |

Onde 7,(0) é uma funcao de teste.

6.4.2 A area que vamos calcular

Vamos fazer agora duas hipdteses sobre a drea que vamos calcular (ver Fig. 6.8):

Hipdtese 1 : A curva v so intercepta 2 em um ponto p.
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Note que a curva 7 de uma holonomia sempre pode ser fatorada em segmentos menores,

entao esta hipdtese nao gera restricao sobre nosso operador.

Hipétese 2 : O ponto p nao é uma das extremidades de 7.

De fato, como veremos na subsecao seguinte, os vértices contribuem de forma um pouco

mais complicada e entao nao os consideramos aqui.

b ‘(D/

Figura 6.8: A curva v interceptando a area Y em trés pontos. Podemos fatorar v em 3
curvas que interceptam > uma unica vez.

Entfo, a aplicacao de P;(X) em h,[A]:

A . ! 0x%(0) 02°(0) 5, _, L, 0z6(s)
Pr(X)h,[A] zzh/zdaldOQ/o dSs€ape 90T D02 §3(7(o) —x(s))Tth[hw (6.96)

Para resolver, temos que fazer uma troca de varidveis o', 02, s — z%(ct, 0?) + 2%(s) =

1

2%(0!, 02, s) e podemos escolher o ponto p como a origem deste sistema de coordenadas.

x%(s,) =0
(50) (6.97)
z*(o,,07) =0
1,2 .3
E calculamos o jacobiano J = M destas coordenadas:
d(at,02,s)
dx® dxb Ox°
J = eqpet G OY (6.98)
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Que é exatamente o que aparece no integrando de (6.96), entao:

Pi(D)h,[A] = +ih / d*x6°(Z)hy, Trhe,

= €ihh., Tih., (6.99)

Onde o sinal € = £+ vem do jacobiano, que depende da orientacao relativa entre as coor-

denadas originais. O sinal € é o indice de orientacao, ou indice de intersecao.

6.4.3 Os grafos como redes de spin

Agora vamos considerar que a curva 7y possui spin, isto é, possui uma representagao TI(J ),

cujo operador Casimir associado é:
D) _
TPTy == +1) (6.100)

Tomamos entao um grafo I' e vamos aplicar Py duas vezes, Pr(X)P;(X) = P?(2). Note
que como os vértices estao fora de ¥, nao precisamos nos preocupar com os intertwinners.
Vamos tomar primeiro P%(3)|s;), onde o grafo associado a |s;) faz apenas uma intersegao

com Y. Logo:
P*(S)|s1) = —h*j1(jr + 1)|s1) (6.101)

que é 6bvio, considerando (6.99) e (6.100). Para calcularmos dreas maiores, isto é, a
intersecao de mais linhas, temos que introduzir uma regularizacao de forma que dividimos
Y em N células e tomamos N grande de forma que cada célula s contenha no maximo

um ponto de interse¢ao px (ver Fig. 6.9).
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Figura 6.9: Grafo I' interceptando a superficie . Note que cada célula X sé contém um
ponto de intersecao py.

Entao 7 (%) pode ser escrito como:

() = dim Z \/ —E2(2 (6.102)

4(5) = lim ,@7 = ]\}Enooz / E? (6.103)

onde 7 (%) é o limite classico de & (X). Lembrando que P! = —ih8T G55, entéo:

N
o () = 871G dim > -EA(Z,) (6.104)
n=1

Temos que verificar se o limite (6.104) existe, entao aplicamos o operador sobre um estado
da rede de spin |s). Lembrando que os “elementos de drea” 3, que nao interceptam com
~ sao nulos e os que interceptam sao dados por Zpk, entio o valor de & (3J) ndo depende
explicitamente do N da regularizacao se a malha é suficientemente pequena para incluir
apenas um ponto por elemento de area ¥,,. Logo, o limite existe e |s) sdo autovetores do

operador & (X):

N
o (D)]s) = 87Gy lim thx/jk(jk+1)|s> k=1,2,3,...
= SWGWhZ Ve +1)[8)
A (D)]s) = 8mlMZ\/ (s + D)ls) (6.105)

onde lpna = 1/ %1 =1,6-1073° m é o comprimento de Planck. Deste resultado podemos
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ver que a menor unidade de area possivel é quando apenas uma linha de spin % atravessa

a superficie.

Figura 6.10: A menor area possivel: Apenas uma linha de spin j = % atravessa .

, 3
A (Srin) = 81713 V3 ~ 107% m? (6.106)

Planck 2

se v = O(1).

Note que este operador o que calculamos aqui é completamente analogo ao operador
comprimento .Z. que calculamos na segao (6.2) para o modelo BF 2+1 dimensional, o

que era esperado uma vez que a representacao do grupo em ambos os casos € a do grupo

SU(2).

6.4.4 Determinacao do parametro de Immirzi

Por fim, ainda podemos utilizar esta relacao do operador de area para “determinar” o
parametro de Immirzi ~, utilizando dos resultados de Hawking para a entropia de um
buraco negro. [36] A idéia é quantizar um setor contendo um horizonte de eventos isolado
e entao contar o nimero de estados fisicos N/ compativeis com a drea macroscépica Ay do

horizonte.

A entropia S de um buraco negro é definida como S = In(N'). A contagem pode ser feita
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de forma precisa quando Ay >> li:

70410 410

Onde o nimero real vy = 0.2375... segue da contagem de estados. Vale a pena enfatizar
que o célculo da entropia acima utiliza o observavel parcial area, portanto é independente
da maneira que realizamos a quantizacao do vinculo escalar C. Consideracoes semi-
classicas de Bekenstein e Hawking [36] levam a S = MA%’ o que usamos para definir o

valor do parametro de Immirzi:
7= =02375... (6.108)

Este resultado é consistente com os calculos realizados para qualquer buraco negro da

familia Kerr-Newman.

6.4.5 Quantizacao do volume 7

A construgao do operador volume ¥ segue a mesma linha da construgao do operador
o/, descrita na subsegao 6.4.1. O volume de uma regiao tridimensional D C ¥ é dada

classicamente por:
Vi = / /| det(P)) (6.109)
D

1
Onde |det(P)| = gaabCprﬁPI%eIJ K|, Realizando uma regularizacdo aniloga ao caso

do operador de area, escrevemos a integral anterior como o limite de somas de Riemann
definidas em termos da decomposicao de D em superficies infinitesimais .S,,, como uma

rede cubica.

Entao, quantizamos esta versao regularizada utilizando os resultados para P obtidos an-
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Figura 6.11: Regularizacao de um volume. Tomamos a regularizagao de forma que no
maximo um vértice esteja contido em cada célula ctubica D,,.

teriormente.
Yp = lim Vp (6.110)
Aonde:
Yoo
V=2 \/‘ygabcpl(SZ)PJ(SZ)PK(Sﬁ)s“K (6.111)

Assim como vimos para o operador area .@Zs da secao 6.2, calculado para o modelo BF
2+1 dimensional, temos o operador volume ¥ como o andlogo 3+1 dimensional desde
caso. [37], [38] A maneira como escrevemos os autovalores deste operador é dependente
da maneira de como é a estrutura dos vértices da nossa rede de spin, que estudamos
considerando o caso trivalente na se¢ao supracitada. Cabe lembrar também que na secao
anterior nés vimos que o vinculo escalar C' depende da quantizacao do operador volume
para ser quantizado, logo, o vinculo escalar C' depende da estrutura dos vértices da nossa

rede de spin.

6.5 Introducao ao formalismo dos spin foams

Precisamos construir um método para descrever a dinamica dos estados quanticos na quan-
tizacao de lagos, assim como o formalismo das integrais de caminho descreve a dinamica

da MQ. Chamamos este método de formalismo dos spin foams (espumas de spin) e va-
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mos discutir de forma breve nesta secao algumas caracteristicas desta teoria, seguindo as

linhas de [18].

6.5.1 Spin foams no modelo BF 241 dimensional

Como vimos acima, o formalismo dos spin foams é desenvolvido a partir da construgao de
um projetor P que define os estados fisicos da teoria e do produto interno destes estados
em uma base de rede de spin invariante, assunto tratado na secao 6.1. Tomamos entao a
expressao (6.32):

np(e)

P(®) = (¢',¢) = lim 11D @i, + )@ Tr[R9) (W,)], ¥) (6.112)

onde P(®) é uma forma linear em J%,. Quando estes elementos de matriz sdo computados
numa base de rede de spin invariante eles podem ser expressos como a soma das histérias

das amplitudes de transicao das redes de spin, ou spin foams.

!

q /
,f o

Figura 6.12: Representacao grafica de um spin foam, um 2-complexo simplicial que mostra
a transicao entre 3 estados diferentes de rede de spin.

Graficamente, uma histéria de spin foam do estado |®’) ao estado |®) (Fo—e,{j}) gera
um espaco topolégico combinatorial conhecido como 2-complexo simplicial (ver Fig. 6.12)
cujos limites s@o os grafos dos estados de rede de spin |®') e |[®), e {j} s@o os valores de
spin associados as linhas 7 dos grafos (v C Fg_) e as faces f C Fg_.g. Vértices sdo

chamados de v C Fg_g, € 0 produto interno fisico pode ser expresso como a soma de
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amplitudes de spin foams:

@ ®) = (WP W) = 3 NFw-o)Y [ Al TI AG) ] Al (6113)

Fyr_o {7} fTFer_o YCFg g vCFyr g

Aonde N(Fg—e) ¢ um fator de normalizagao, e Ay (js), A, (jy), Ay (ju) sd0 as amplitudes
de face, linha e vértice, respectivamente. Veja que o carater discreto para o espago
descoberto na quantizacao de lagos é essencial, uma vez que podemos substituir a integral
funcional sobre este espago por uma soma de amplitudes de objetos combinatoriais, que

sao os spin foams.

Note que ao tomar o limite de (6.112) estamos removendo a sua regularizagao, e a real-
izagao deste processo varia com o genus g da variedade que estamos considerando ser 3,
mas é demonstrado que o limite existe para g arbitrario [31]. Para uma variedade sem
“buracos” (g = 0), a regularizagao é trivial uma vez que nossas varidveis dindmicas A e

B sao bem definidas sobre toda a variedade.

6.5.2 Os operadores de loops

Na representacio AL (6.32), cada caracter Tr[RU»)(W,)] age criando um loop fechado em

torno da plaqueta p com valor de spin j, (ver Fig. 6.13).

Figura 6.13: Representagao grafica da agao de um operador de loop em um estado de rede
de spin.

Podemos introduzir um parametro de evolugao (nao-fisico) “temporal” que serve de co-
ordenada para organizar as sequéncias de agoes dos operadores de loops de (6.32), isto é,

assumimos que a acao de cada operador de loop ocorre em “tempos” diferentes.

Seguindo o método de derivagao das integrais de caminho de Feynman, vamos inserir a
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particao unitaria de AL em cada instante t:

1= Y Ir G g (6114)

rex

Que nada mais é que a soma da base completa de estados da rede de spin |s). Dessa
forma, P(®) (6.112) pode ser interpretado como a soma de amplitudes correspondentes a
uma sequéncia de transi¢coes que podem ser vistas como uma evolucao “temporal” entre
o estado inicial |®’) e o estado final |®) (ver Fig. 6.14). Entao, o produto interno fisico

entre estados da rede de spin |¥') e |¥) ¢é tal que:

(@, B, = (UP, V') = (TP, ) (6.115)

Ou seja, P(®) (6.112) é um operador hermitiano.

m m m

m m m m

m m m m

Figura 6.14: A esquerda temos um conjunto de transicoes discretas do produto interno
fisico loop a loop e a direita temos a representacao continua (e — 0) de spin foam destas
transicoes.

Vértices da rede de spin evoluem como linhas cujos valores de spin sao dados pelos
intertwinners e as linhas da rede de spin (links) evoluem como faces bidimensionais,
cujos valores de spin sao dados pelos spins. Os locais aonde os operadores de loop criam

novas linhas definem os vértices (ver Fig. 6.15).

Estas estruturas sao chamadas de spin foams e as amplitudes sao puramente combinatoérias

e podem ser calculadas explicitamente da acao dos operadores de loop na representagao

AL.



138

m

Figura 6.15: Representacao grafica da acao de um operador de loop em um vértice da
rede de spin.

L
‘ El

|
E}

|
E

Figura 6.16: A esquerda temos um conjunto de transicoes discretas que mostra a atuacao
de um operador de loop sobre um vértice de rede de spin e a evolucao loop a loop. A
direita temos a representacao (¢ — 0) de spin foam destas transigoes.

Um caso simples para o cédlculo destas amplitudes ocorre quando |®) e |®') sé possuem

vértices trivalentes. Entdo na notagao de (6.113):

@), =% I @r+v7 [] s (6.116)

{7} fCFy_s vCFyr g j4 j5 j6

onde vy € tal que:

L.vp=0se fNs#0AfNs#0
22vp=1se fNs#0V fNs #0

3.up=2se fNs=0AfNs =0

O sinal V é a soma wedge ou uniao de um ponto, que faz a uniao disjunta de vérios



139

espagos topoldgicos em um unico ponto de base.

A amplitude dos vértices é dada pelo simbolo-6j de Wigner, que é uma maneira compacta
de descrever as simetrias entre estes valores de spin j, como permutacao de colunas,
elementos da linha de cima com a linha de baixo, condigoes de triangulacao j; = |j2 —

Js| @ -+ @ ja + js e relagoes de ortogonalidade.

6.5.3 Comentarios sobre spin foams na gravitacao 3+1 dimen-

sional

Como discutimos anteriormente, nao existe rigorosamente a construcao de um produto
interno fisico na quantizacao de lagos 3+1 dimensional. A utilizagdo do formalismo dos
spin foams como método para a definicao do produto interno fisico foi introduzida formal-
mente por Rovelli e Reisenberger. [7], [39], [40] As dificuldades de se analisar a dinamica
em 4 dimensoes estao associadas as dificuldades de se quantizar o vinculo escalar C' (6.55),

como vimos na se¢ao 6.3. O produto interno fisico é definido de maneira analoga a equagao

(6.78):

(@, By, = (s'P, s)q Ha = /DN /N \ 8)ait
_ / DNS%%(S’ UE N(x)O(x)r,s>dif (6.117)

onde ( , )4 €0 produto interno do espago de Hilbert das solugdes do vinculo vetorial Cy;.
J& se sabia nos primérdios da teoria [18] que estados de loops de Wilson eram aniquilados
pelo vinculo escalar C' independente de qualquer ambiguidade em sua defini¢ao, entao, C'
age apenas sobre os vértices da rede de spin, como o operador volume 5. Logo, a a¢ao

dele é criar novas linhas e vértices, modificando o grafo dos estados da rede de spin.

Entao, cada termo de (6.117) representa uma sequéncia de transi¢oes dadas pela acao
de C nos vértices da rede de spin dos diferentes estados que interpolam os estados |®')

e |®) e assim como vimos no modelo BF 2+1 dimensional, a equacao (6.117) pode ser



140

m nop m

Figura 6.17: A agao do vinculo escalar e sua representagao de spin foams. N(z,) é o valor
de N no vértice e Cy,p sao elementos de matriz de C'.

interpretada como a soma de “historias” de redes de spin representada graficamente por

um espaco simplicial 2-complexo. Com este método, podemos representar por spin foams
sy s o : .

a “historia” de um campo gravitacional que pode ser interpretado como um conjunto de

transicoes entre diferentes estados quanticos do espaco.

Entretanto, os valores das amplitudes de transicao vao ser dados pelos elementos de matriz
de C, ou seja, mesmo que a estrutura qualitativa seja independente das ambiguidades na

quantizacao de ', as amplitudes de transicao vao depender da maneira com que definimos

C.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho nés analisamos a construgao e consequente quantizacao de duas teorias:
o modelo BF e a gravitagao. Para realizar a construcao destas teorias, desenvolvemos
as ferramentas matematicas adequadas para se tratar teorias de calibre (e no caso da
gravitacao, antes desenvolvemos o formalismo para expressar esta teoria como uma teoria
de calibre) e utilizamos este formalismo para realizar o procedimento de quantizacao

canonica.

Em 241 dimensoes, tanto o modelo BF quanto a gravitagao sao teorias topoldgicas, isto
é, possuem a hamiltoniana completamente vinculada entao toda a evolucao da teoria é
dada por estes parametros das simetrias geradas pelo vinculo hamiltoniano. Em 3+1
dimensoes, vimos que a teoria da gravitacao, mediante a uma fixacao de calibre parcial,

pode também ser descrita por uma hamiltoniana completamente vinculada.

Afim de dar continuidade na quantizacao da teoria construindo um espaco de Hilbert para
as nossas grandezas dinamicas quantizadas canonicamente, desenvolvemos o formalismo
da quantizacao de lacos e com este formalismo foi possivel construir uma base ortonormal
para os estados quanticos, conhecida como rede de spin. Dai, em ambas as teorias anal-
isadas neste trabalho nés estudamos a construcao dos operadores gerados pelos vinculos e

consequentemente a construgao de uma base para os estados quanticos fisicos (que contém
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as simetrias da hamiltoniana), que chamamos rede de spin invariante.

Uma vez que construimos uma base de estados fisicos (exceto no caso da gravitagdo 3+1
dimensional, onde este é um problema em aberto) nés podemos estudar alguns observéveis
(parciais, no caso da gravitagao 3+1 dimensional) da teoria, em particular, no caso do
modelo BF 2+1 dimensional num espaco euclidiano, vimos que os observaveis compri-
mento e area geram um espectro de autovalores discreto para a base de rede de spin
invariante, o que corrobora com a idéia de que ao quantizarmos o campo gravitacional,
teriamos a discretizagdo do espago-tempo. A partir da base dos estados fisicos também
podemos construir o formalismo dos spin foams, que da um significado dinamico ao pro-
duto interno de dois estados quanticos na base de spin invariante, que pode ser visto com

a soma das histérias das amplitudes de transicao das redes de spin.

As perspectivas de estudos futuros que surgiram no desenvolvimento deste trabalho en-

volvem:

e Explorar a dinamica dos estados quanticos obtidos no modelo BF 141 dimensional
afim de estabelecer um comparativo com a dinamica da teoria de Chern-Simons

tridimensional, discutida em [19], [41];

e A andlise mais formal de um modelo BF de dimensoes maiores que possivelmente
apresente outros termos acoplados a a¢do (como o modelo BF 4D de J. Baez [15]
ou o modelo Barrett-Crane (BC) [42]) [43] e as implicagoes destes na compreensao

da gravitagao quadridimensional;

e A analise das teorias descritas aqui neste trabalho considerando outras algebras de

Lie, tomando outras representagoes de grupos (como o modelo BF 241 lorentziano

SU(1,1) estudado por Freidel [32,44]);

e Um estudo mais cuidadoso da construgao do projetor P para o modelo BF 241
dimensional utilizando a teoria das distribuicoes e das implicacoes para a dinamica
quantica ao fazé-lo, bem como acompanhar o estudo da construcao do projetor

generalizado P para a gravitagao quadridimensional via o programa do vinculo
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mestre de Thiemann [34], [35], [33] que visa reduzir ou tornar independente de

ambiguidades de quantizacao o formalismo dos spins foams nesta teoria.
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Apeéendice A

Revisao de Geometria Diferencial

A.1 Grupos de Lie

Na matemadtica, um grupo de Lie [13], [45] é um grupo que também é uma variedade
diferenciavel, o que faz com que as operacoes dos elementos do grupo, ou geradores,
sejam compativeis com a estrutura diferencial. Neste trabalho, quando nos referimos
a grupos de calibre (gauge) ou ainda grupos de simetria, estamos considerando que os

grupos citados sao grupos de Lie.

Os grupos de Lie, por serem variedades diferenciaveis podem ser estudados utilizando o
calculo diferencial, em contraste com os casos mais gerais de grupos topoldgicos. Uma
das idéias chave na teoria de grupos de Lie é substituir o objeto global, o grupo, por sua
versao local ou linearizada que é chamada de grupo infinitesimal cujo estudo é conhecido
como algebra de Lie, que é a teoria que atualmente melhor descreve as simetrias continuas

de objetos e estruturas matematicas.

Um grupo de Lie G é caracterizado pelo espago de seus parametros, que é uma variedade,

no qual podemos definir uma integracao:

/G au(9) 1 (9) (A1)
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onde g € G, a medida du(g) é invariante sobre transformacgoes do grupo G:

/G dp(9)f(g) = / dyu(9)f(9) (A2)

G

onde ¢ = hg, ¢ = gh ou ¢ = ¢!, com h € G. Esta medida invariante é chamada de

medida de Haar, que define a integracao em grupos de Lie.

A.1.1 Alguns grupos de Lie

Escrevemos aqui alguns exemplos de grupos de Lie que aparecem neste trabalho, ao longo

do texto.

e O espago euclidiano R" com a adigao vetorial comum como operacao do grupo se

torna um grupo de Lie abeliano nao-compacto n-dimensional;

e O grupo circulo 8! que consiste em ntimeros complexos com valor absoluto = 1

sobre multiplicacao. Este é um grupo de Lie abeliano compacto unidimensional.

e O grupo ortogonal O(R"), formado por todas as matrizes ortogonais n X n com

. , _ .
valores reais. Este ¢ um grupo de Lie %_

dimensional desconexo, mas que tem um
subgrupo conexo SO"(R) de mesma dimensao que é formado por matrizes ortogonais
de determinante = 1, que é conhecido como grupo especial ortogonal (em inglés,

Special Orthogonal group) (para R™ = 3, temos o grupo de rotagoes).

e O grupo unitario U(n) é formado por matrizes unitarias nxn com valores complexos.
Este é um grupo de Lie de dimensdao n? compacto e conexo. Matrizes unitdrias de
determinante = 1 formam um subgrupo conexo fechado de dimensao n? —1 chamado

de SU(n), o grupo especial unitario (em inglés special unitary group).

e O grupo de Lorentz e o grupo de Poincaré sao os grupos de isometrias lineares e
afins do espago de Minkowski (interpretado como o espago-tempo da relatividade

restrita). Eles sdo grupos de Lie de dimensao 6 ¢ 10.
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A.1.2 A algebra do grupo SU(2)

Para definir o Grupo de Lie G (consideramos grupos semissimples) temos que definir os
geradores de transformagdes infinitesimais g. Vamos definir o grupo SU(2) como exemplo
e para tal, seja 1 um spinor do espago tangente 7, M de uma variedade M, no ponto p,

cuja fibra! é o grupo G-

geG Y =gy (A.3)

onde os g sao matrizes? 2 x 2. A transformacao infinitesimal vai ser:

grl1+w; jw <<1 (A4)

Propriedades das transformagoes infinitesimais de SU(2):

Jogmr(1+w)l4+w) =14+ +w=1 : |wl=—-w (A.5)

det(g) =1 : |Tr(w)=0 (A.6)

Com estas propriedades, podemos escrever uma base para as matrizes w usando as ma-

trizes de Pauli o7, com (I = 1,2, 3).

E chamamos uma base dos geradores w de T7, definida por:

?

T] = —50'[ (AS)

Em geral:

w(z) = w(2)T; (A.9)

'Para uma analise formal sobre espacos fibrados, veja a referéncia [45], capitulo 5.
’Estas matrizes serdo escritas explicitamente na préxima subsecdo.
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Note também que:

1
TT(T[TJ) = _§6IJ (AlO)
As relagoes de comutacao entre os 17:
11, T)] = froxTk (A.11)

Onde fr;x é a constante de estrutura do grupo, em SU(2): frjx = €1k, 0 tensor de

Levi-Civita.

A.1.3 A forma matricial de g € SU(2)

Tomamos um elemento g € GL(2, C) que depende de 4 niimeros complexos, ou 8 parametros

reais:

g=1" ’ (A.12)

v 0

Consideramos agora as duas propriedades (A.5) e (A.6) do grupo SU(2):

1. g'g =1 : (U) Unitdrio (4 equagoes)

2. det(g) =1 : (S) Especial (1 equagao)

Que geram 5 equagdes. Entao, temos 3 parametros livres para g € SU(2), cuja solugao é:

g = (A.13)

o + 6 = 1 (A.14)

Como « e [3 sao ntmeros complexos, a solugio de (A.14) é uma esfera 83, ou seja,
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SU(2) = 83. Nas coordenadas 0, o, v de 8 a integral de Haar ¢ dada por:

g s 2
/ duf(0,o,v) :/ dusin2u/ dGSine/ def(8,p,v) (A.15)
S8 0 0 0

E a medida de Haar ¢ o angulo sélido tridimensional.

A.1.4 Homeomorfismos de SU(2)

H& um homeomorfismo entre SU(2) — SO(3) dado por:
1
g € SU(2) = Rijlg) = 5Tr(0igojgf) (A.16)

Onde i,j = 1,2,3. S6 que R(—g) = R(g), entdo o espago nao ¢ isomoérfico, pois uma
curva indo de g a —g em SO(3) é uma curva aberta, mas em SU(2) é uma curva fechada,
entao esta mesma curva vai ter classes de homotopia diferentes dependendo do espago em
que ela estiver definida, o que mostra que estes espagos nao sao isomorficos. Como uma
curva fechada em SO(3) é o mesmo que tomar duas curvas abertas em SU(2) (de g a —g

e de —g a g, respectivamente), chamamos SU(2) de cobertura dupla de SO(3).

A.2 Formas diferenciais e vetores

A.2.1 Representacao adjunta para formas e vetores

A partir do estudo da dlgebra do grupo de calibre SU(2), podemos adotar uma notagao

para expressar nossos campos vetoriais e formas diferenciais da seguinte maneira:

A, = AT = A (A.17)

B, < BIT; = B (A.18)
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A.2.2 Formas, vetores e tensores em uma variedade diferenciavel

Vamos introduzir o conceito de formas diferenciais [4], [13], [45], que temos como exemplo
Aidx“. AfL pode ser considerado uma conexao, que define a derivada covariante na var-
iedade diferenciavel. Uma variedade diferencidavel ¢ um conjunto de pontos p que possuem
uma vizinhanca U aonde sao definidos homeomorfismos, isto é, uma transformacao que

caracteriza de maneira tinica o ponto p (ver Fig. A.1).

Figura A.1: Para pontos p € U, e ¢ € Ug podemos definir transformacoes de coordenadas
o € pg que mapeiam os pontos da variedade M p em subespagos RP.

0 ,.1 D—l)

Seja zt = (2%, z',.. . x um sistema de coordenadas da variedade Mp, de D di-

mensoes. Podemos escrever as transformagoes de coordenadas de forma geral:

't = 2" (x) (A.19)

que em uma variedade diferenciavel sao funcgoes definidas em C*°, infinitamente difer-

encidveis.

Agora vamos definir os vetores. Seja entdao v(p) com p € M, um operador diferencial

definido num sistema de coordenadas x por:

(0f) (@) = v"(2)9)f (x) (A.20)

onde f(z) é uma fungdo que é definida de forma que os vetores escritos nesta forma

sejam invariantes. Chamamos f(z) de uma funcao escalar, isto é, invariante sob uma
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transformacao de coordenadas:

flx) = fi(2)

Considerando transformagoes infinitesimais 2 = a# — £#(z), com [£| pequeno:

flx) = f'(x = ¢)
f'@) = flx+&) = f(x) + £"Ouf = f(x) + 0 (x)

(A.21)

Note que os v*(Z) podem ser vistos como as componentes e d,, como os vetores da base.
Uma vez definidos desta maneira temos independéncia do sistema de coordenadas, o que
queremos para trabalhar com vetores na nossa variedade diferenciavel. Verificando a

invariancia de (A.20):

0 0
V)5 ) = 0 (@) 5 )
(A.22)
onde:
V(') = gilfv”(:v) (A.23)
o.f (@) = %M(z) (A.24)

As equagdes (A.23) e (A.24) s@o justamente as defini¢oes de vetor contravariante e vetor
covariante respectivamente, que obtivemos como consequéncia de f(p) ser uma fungao

escalar.

Em geral, temos o tensor:

751 /2
t/lll"'lln (:CI) — ax tl’ﬂ2"'ﬂn + ax tﬂlVﬂS"'ﬂn 4+ ..
A B M T A
Ox? OxP

M1 pn M1 fn .
ax/)q p>\2"‘)\n + axl)\g >\1,0>\3"‘)\n +

(A.25)
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que possui indices covariantes e contravariantes.

A.2.3 O espago tangente T, e o espago dual T

Sempre podemos definir um espaco dual a um espaco vetorial pré-definido, entao chamamos
de T} o espago dual do espago tangente T}, no ponto p de uma variedade M. Um elemento

w € T é uma forma linear w(av + fw) = aw(v) + Bw(w) sobre T):

w:T, — R (A.26)

v o= w(v)

Figura A.2: O conjunto dos vetores v num ponto p se chama espaco tangente 71}, que ¢é
um espaco vetorial.

O dual T} também ¢ um espago vetorial:

c1w1 (V) + cows (V) = (crwy + cows) (V) (A.27)

onde wy,wy € Ty, v € T, e ¢1, ¢ € R. Dim(7T}) = dim(7},) = dim(M) = D. Escrevemos
uma base de um sistema de coordenadas para Ty : {dz*,u = 0,..., D — 1} definida por

dxz"(0,) = 0l para definirmos a 1-forma geral w € T

w = w,(Z)dz" (A.28)

Que independe da escolha de coordenadas. De maneira andloga as leis de transformacao
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dos vetores (A.23) e (A.24), podemos deduzir as leis de transformagcao das formas. Com:

ox?
/ J—
Ou = 3u% (A.29)
ox'*
da'™ = dx” A.30
RO (A.30)
obtemos:
ox?
PN
w,(z') = —&Emwy(:c) (A.31)
A transformagao infinitesimal de uma 1-forma w, com dz# = z/* — a2t = —£H(2') é:
Swy = E 0w, + 0,8 w) (A.32)

A.2.4 Multiplicacao exterior de formas diferenciais

Podemos generalizar a 1-forma para p-formas de forma anédloga ao que fizemos dos vetores

para tensores:

e vetor — produto tensorial T, 87,®- - -®T,, (p vezes) — gera um tensor contravariante

de rank p;

e l-forma — produto tensorial antissimétrico, ou produto exterior, T> AT A--- AT

(p vezes) — gera p-formas.

Uma 2-forma, por exemplo, vai ser escrita na base {dz"} da seguinte maneira:

1
Wy §ww(f)dw“ A dzx” (A.33)
E como os elementos da base dz* A dz¥ = —dx” A dz" sao nimeros de Grassmann, w,,,

poderia ter uma parte simétrica e outra antissimétrica, mas sé a parte antissimétrica
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sobrevive a contracao dos indices, entao w,, = —w,, e:

wiadxt A dx? + worda® A dat = 2wiadat A da? (A.34)

As p-formas sao entao:

1
Wy = ;!wm,..ﬂpda:‘” Ao Adxhe (A.35)

Se queremos a independéncia de um sistema de coordenadas, os w’s vao se transformar

de uma maneira particular, tal como o caso das 1-formas visto anteriormente em (A.31)

e (A.32):

r — 2(v)

O™ Ox'r

/ / pr— e —
“iar-pp (@) = o' Ox'te Wy (A.36)
Wy = E NGy + O & Wy Oy E Wy 1w (A.37)

Consideramos agora o produto exterior, que mostra algumas propriedades importantes

das formas:

1 1
Wy Nwy = kul...upawm,..pqdm“l Ao Ndat AdaP Ao N daPe (A.38)

E uma (p + q)-forma. Se p ou ¢ for par elas comutam e se ambos forem impares elas

anticomutam:
wp A wy = (—1)Pw, Aw, (A.39)

Note que dz* A dz* = 0. Seja dim(M) = D, entao o maximo de dx que podemos colocar

juntos ¢ igual a D. Por exemplo, para D = 2:

I-forma:  w,dr" = wida' + weda? (A.40)
2-forma:  wyda Adz¥ = wiada! A da? + wyrda® A dat (A.41)

3-forma:  wydat Adz” A daP = wig, de' Ndx* Adxf =0 (A.42)
=0
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pois p = 1,2. Por fim, uma O-forma nada mais é do que uma funcao escalar:

w = w(z) (A.43)

sw(z) = ow(x) (A.44)

A.2.5 Derivagao exterior de uma forma

Definimos da seguinte forma o operador derivada exterior d:

1
dwp = — 0 Wpy oy, A N dz™ A - N\ dah? (A.45)
p

Este operador derivada exterior d é intrisecamente um operador impar, uma vez que ao

derivar uma p-forma w, geramos uma (p+1)-forma dw,.

Algumas propriedades desta derivada:

P = 0 (A.46)

dwp Awy) = dwp Awy + (—1)Pw, A dw, (A.A4T)

A propriedade (A.46) pode ser mostrada levando-se em conta que o produto de uma

grandeza simétrica com uma grandeza antissimétrica é nulo com a permutacgao dos indices:

dw, = Oywdz" A--- (A.48)

ddw, = 0,0, w dx"ANdz" N---=0 (A.49)
S~~~ L,
simétrico antissimetrico

Faremos alguns exemplos. Primeiro consideramos p = 0:

wo = f(x)

dwy = O.f(z)dx" (A.50)
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Onde f(z) é uma fungao escalar (0-forma), entao d, f(x) nada mais é do que um gradiente

e o operador d faz o papel de derivada convencional. Consideramos agora 1-formas:

wi = wydz"

dwy = Oyw,dx” Ndz" (A.51)

Lembrando que devido a contragao com dx* Adzx” s6 a parte antissimétrica vai contribuir,

entao:

1
dwr = (5O + ) + 5wy = Oy |da N\ da”

N | —

(Opwy — Opwy )dx! A dz” (A.52)

dw1 =

N | —

que € o rotacional de w,. Note que os resultados que achamos até agora sao consistentes
com as duas propriedades citadas acima, levando-se em conta que o rotacional de um

gradiente é sempre nulo (equacao A.46).

A.2.6 Integracao de uma forma

Seja wp uma D-forma, e queremos calcular a integral / wp, com V C M. Para tal,
1%

faremos uma generalizacao, melhor dizendo, restringiremos nossas formas dz* que sao a

base do espago dual T} a serem elementos infinitesimais no espago V, isto é:

1
WD = 757 Win e dxt' N - Ndxt? (A.53)

forma volume

A D-forma dzx A dzH2 A --- A dzMP é a forma volume +dV = dz® A -+ A dzP~! se a
permutagao (1, pia, ..., pup) de (0,1,..., D—1) for par ou é a forma —dV se a permutagao

for impar. O simbolo que expressa este comportamento é o tensor de Levi-Civita gt #P
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que é completamente antissimétrico. Entao, seguindo a seguinte convencao:

+1 se a permutagao for par
g012(D= —q (A.54)

—1 se a permutacao for impar

Temos dz#t A --- A\ dxhP = et FpdV | entao:

1
wp = Ee”l"'”Dwm...uDdV = wdV (A.55)

Finalmente, escrevemos a integral:

/ wp = / da’dxt - - - deP 7 o(x) (A.56)
v v

E importante notar que esta operacao de integracao nao precisa de nenhuma métrica,

mesmo que estejamos falando de uma “forma volume”.

A.3 Outros operadores derivadas

A.3.1 A derivada interior

Um operador que obedece a regra de Leibniz gera uma operacao que chamamos de
derivagao. Um operador que obedece a regra generalizada de Leibniz gera uma operacao

chamada de antiderivacao.

Definimos entdo o operador i, associado a um vetor v : v = v*(x)d, de forma que suas
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propriedades sao tais que:

in(wp Awy) = (lpwp) Awy + (—1)Pwyiyw, (A.57)
ipdxt = o (A.58)

iy O-forma = 0 (A.59)
(i,)> = 0 (A.60)

ifow = fiw (A.61)

onde f em (A.61) é uma fungao escalar. Note que (A.58) transforma uma forma de grau D
em uma forma de grau D —1 e também é um operador impar de antiderivagao. Chamamos

1, de derivada interior ou contragao. Calculando algumas derivadas de formas:

iy = dy(wde”) = wyiydat = wt (= w - v) (A.62)
1

mwu1~-upvmdw2 VANKIIEIVAN dIMp (A63)

LyWp

A.3.2 A derivada de Lie

E um operador £, associado a um vetor v, e é uma combinagao da derivada interior e da
derivada exterior:

Low, = (iyd + diy)w, (A.64)

Este operador é um objeto par, pois conserva o grau da forma. E respeita a regra de

Leibniz, assim sendo chamamos £, de uma derivacao.

Notagao: A partir de agora, sempre que nos referirmos ao produto de duas formas,

estaremos falando do produto wedge, a menos que se diga o contrario: w, A wy = wWpywy.

Da defini¢ao da derivada de Lie, podemos deduzir varias propriedades interessantes. Se-
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jam um vetor v e uma funcao f:

dCyw = L,(dw) (A.65)

Lipw = fLyw+df Niyw (A.66)

onde (A.66) ¢ consequéncia de (A.61). Vamos calcular a derivada de Lie £¢ para uma

0-forma, wy:

£5W0 = igdWo"‘d’igWo

= igauwod]]“ = fuauwo = Ouifreo’0 (A.67)

Ou seja, a derivada de Lie sobre uma 0-forma tem o efeito de uma transformagao geral de
coordenadas infinitesimal (2" = 2 — ") dygeowo = EH0,wo, que encontramos na equagao

(A.21). No caso da 1-forma:

Lewr = tedwyda” + digw,dx”
= ig(Opw,da”da?) + d(§Hw,)

= Ow,&tdat — Oyw,dx"&" + 0,£"dx"w,, + £H0,w, dat
Renomeando alguns indices somados e cancelando o segundo e quarto termos:

ngl = (§A8Awu—|—8u8wk)dx”

— (5digeow#)d$u (A68)
Em geral:

1
Lty = By - (A.69)

Podemos mostrar que a integracao definida em (A.56) é invariante sob difeomorfismos
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infinitesimais (2’ = x — &):

/wb—/wD%/EMD Z/(isde+dist) Z/dZEWD (A.70)
v 1% 1% 14 v

Pode-se mostrar que digwp = dig(0dV') = d(@iedV') e nossa integral pode ser escrita num

sistema de coordenadas como:

/V diwp = /V dPz0,(£"D) (A.71)

Se o difeomorfismo deixa a borda de V fixa, entao a integral é invariante. A quantidade

entre parénteses (£#@) é uma densidade vetorial, com @ sendo uma densidade escalar.

Um exemplo onde este tipo de estrutura é utilizada ocorre na RG?, onde os escalares da
teoria sao multiplicados por fatores envolvendo ,/g justamente pelo fato que queremos

que os objetos desta teoria se transformem como (A.71).

A.4 Invariancia sobre difeomorfismos

Na secao anterior estudamos as condicoes para que wp seja invariante sobre difeomorfis-

maos:
(S(IJD = Eg(I)D = au(f“d;p) (A72)

Onde @p é uma densidade escalar. Uma vez que ¢ / wp = 0, vamos utilizar esta forma
M

para escrever acoes, que vao ser invariantes sobre difeomorfismos. Por exemplo, na RG

a acao tem uma forma do tipo / d4x\/§7€, onde R é o escalar de curvatura (equagao

5.4). A invariancia desta integral é obtida devido ao termo de densidade escalar \/g que

3Veja o capitulo 5 para uma breve revisiao sobre Relatividade Geral.
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podemos mostrar a partir da lei de transformacao do tensor métrico:

5difg,uzz = éka,ug;w + a,ugug/\u + 81/5/\9;0\ (A73)

3(V19IR) = WEVIIDR + Vgl MR = 0r(€"V/]gIR) (A.74)

Com isto vemos que a agao de Einstein-Hilbert (5.8) é invariante sobre difeomorfismos:

SEH = é/dA‘a:\/—gR (A75)

A.4.1 Integrais invariantes

Estudaremos agora as integrais de linha, entao consideraremos uma 1-forma a = a,dz*
integrada sobre uma curva C.

Sg

C(s)

. ™ ;
&1 \1A Reta tangente & curva

a

Figura A.3: A curva C' € M, aonde aplicamos uma parametrizagao z(s) para realizar a
integracao.

Definimos o sistema de coordenadas para a integracao:

e Coordenadas de M :z*, u=0,...,u=D —1

e Parametrizar a curva s,s; < s < 59

Escrevemos as equagoes paramétricas de C"

= 2h(s),s1 < s < 59 (A.76)

de' = ——ds =a""(s)ds (A.77)
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Ao longo de C'. Note que tomamos as formas dz* como diferenciais e a nossa integral de

linha é definida como:

o= [ ds autatananis (A78)

Que independe das escolhas de coordenadas e de parametrizacao.

1
Consideramos agora a integral de uma 2-forma: wy, = §ww(x)d:17“ A dx”. Note que ao

tomarmos dz* A dz” como diferenciais, temos um elemento de area.

Figura A.4: A superficie S € M, aonde aplicamos uma parametrizacao x(u,v) para
realizar a integracao.

Escrevemos as equagoes paramétricas ao longo da superficie S:

= x¥(u,v) (A.79)
Ozt Ozt
M g _— _—
dx 50 du + 5 dv (A.80)

O elemento de drea se escreve como:

ozt Oz ox* Oz

1 v 27 -
dz" N dx M 8vdU/\dU+ 5 audv/\du
oxt ox¥  Oxt Ox¥
= 90 90 v Bu Ydu A dv (A.81)
E a integral de superficie é definida como:
1 Oxt dx¥  OJxt dx”
=— [ dud y , — A.82
/Ew2 2/2 v oy (w(u U))(au ov ov 8u) (4.82)

A generalizacao para D-formas é evidente.
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A.4.2 Comutadores de formas diferenciais

Os comutadores e anticomutadores que aparecem entre formas podem ser reescritos como
comutadores graduados, levando em conta a antissimetria do produto wedge. Seja entao

Xp uma P-forma e Yy uma Q-forma, o comutador generalizado ou graduado ¢ tal que:

[(Xp, Yol = XpYy — (—1)79Yp Xp (A.83)

Isto é, se P e QQ forem impares teremos relacoes de anticomutacao e em outras situagoes,

relagoes de comutagao.

A.4.3 Regra de Integracao por partes

Considerando Xp uma P-forma e Yy uma Q-forma:

D(XpYy) = (DX)Y + (-1)"XDY = d(XpYy) + [A, XpYq) (A.84)

Tomando o Tr(XpYy) vemos que:

D(Tr(XpYp)) = d(Tr(XpYs)) + 0 (A.85)

Pois Tr[Xp, Yg| = 0, uma vez que:

(YoXp)ay = YoasXpsy
TT(YQXP) = YQaﬂXpﬁa

= (—1)QPXpﬂaYQaﬂ == (—1)QPTT<XPYQ) (A86)

Entao:

d(XpYg) = D(XpYy) = (DXp)Yg + (—1)"XpDYy (A.87)
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Entao este resultado gera uma formula de integragao por partes:
Tr /(DXP)YQ = (—1)P+1T7’/XPDYQ + Tr/d(XpYQ) (A.88)

Aonde podemos utilizar a notacao de componentes e as propriedades do trago para obter:

/XIIDDUYC}] = (-1 / D" X{Y{ + termos de contorno (A.89)

onde D'/ ¢ a matriz derivada covariante (equacao 2.9). No caso particular do modelo BF

(ver equagao 2.39) a equagao (A.87), escreve-se:
d(nF) = DnF + (-1)’3nDF =0 (A.90)

onde 1 é uma (D — 3)-forma e F' é uma 2-forma. Sabendo que DF = 0 mostramos que a

variagao da acdo (2.29) é mesmo dada pela regra de integracao dada em (2.39):

) TT/BF = Tr/DnF = (—1)D‘2Tr/nDF =0 (A.91)
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Apeéendice B

Complementos sobre Quantizacao

Canonica

B.1 A quantizacao de Schrodinger

Todo o desenvolvimento realizado aqui de quantizagao canodnica [16], [17] visa exemplificar
o procedimento discutido no capitulo 3 para o modelo BF. Para realizar este exemplo,
escolhemos tratar o caso da agao que origina a equacdo de Schrdodinger [1], [2] para uma

particula livre.

B.1.1 A acao de Schrodinger

Vamos considerar a agao I que gera a equagao de Schrodinger de uma particula livre, e
mostrar que podemos obter a dinamica da mecanica quantica descrita pelos comutadores,
e mediante a aplicagao do teorema de Ehrenfest, obter a base da representacao da algebra

de Heisenberg. A acao é:

_ 2
[— / Cdtds  onde [ — it — vy (B.1)
M 2m
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Note que no principio variacional ¥ e ¥* sao considerados como campos independentes.

Entao, o primeiro passo do método é converter a nossa lagrangiana L = / d*zL para

uma hamiltoniana.

Vamos escrever as equagoes de movimento de Lagrange em coordenadas generalizadas, que

o : . d, oL oL _
seguem da variacao da integral de acao: — = — e para passar para o formalismo

dt(a_qn> A4,

hamiltoniano introduzimos as variaveis de momento P,, definidas por:

oL

Pn:_.
G

No caso da agao de Schrodinger, definimos os momentos conjugados aos campos ¢ e ¥*:

(7) = ;2L = b (7) )

I(?) = 555 =0

que constituem os colchetes de Poisson fundamentais, ou estrutura simplética:
(B.3)

Note que os momentos nao sao fungoes independentes das velocidades, entao vao existir
relagoes do tipo ¢,,(q, P) = 0 que sao chamadas vinculos primdarios, no nosso caso:

o =1l —1hyp* =0

(B.4)

¢2 = H* ~ 0
onde o simbolo & representa igualdade fraca, o que significa que os vinculos sao consid-
erados como valores nao-nulos durante o processo de quantizacao canonica mas que serao
tomados nulos quando resolvidos no final. Podemos agora escrever H = P,,¢,, — L e nosso

H vai ser a integral da densidade hamiltoniana:

H= /d% H (B.5)
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onde:

. . . . OR2
H = I, — L=1y+1I"Y" —ihp™ + %ww*

2
= GRS+ 0t — i + ;—mww*
h2 .
_ %ww (B.6)

Sé6 que esta hamiltoniana nao é unicamente determinada porque podemos adicionar qual-
quer combinagao linear de ¢’s, que sao fracamente zero. Definimos entao H..:

h2
2m

2
_ ;—mWW* + (1 — ih™) + us(IT°) (B.7)

As equagoes de movimento de Hamilton segundo o método variacional sao:

- OH OPm

U, I, + Uy, oL, (B.8)
_— OH O,

I, = o U, 90, (B.9)

Usando o formalismo dos colchetes de Poisson, podemos reescrever estas equacoes de
movimento para que sejam da forma (sendo g uma fun¢ao qualquer das coordenadas e

momentos):

§= (9. H} + / 0y wnlg, bu) = {9, H.) (B.10)

onde utilizamos (B.7) para escrever H. = / Py H..

B.1.2 O Algoritmo de Dirac-Bergmann

Comecamos o algoritmo de Dirac-Bergmann'!, primeiramente devemos verificar as condicoes

de consisténcia dos vinculos, trocando g da equagao (B.10) por cada um dos ¢’s. Um

Veja a subsecdo 3.1.4 no capitulo 3 para uma descricao do algoritmo.
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vinculo ¢,, é dito consistente quando este nao evolui no tempo, isto é, satisfaz a ¢,, ~ 0.

(On@H@) + [ & (@) (002 600 7)) % 0 (B.11)

No caso de Schrodinger temos que fazer duas verificagoes, uma pra ¢; e outra para ¢s:

(@@ H@) + [ &y ua@ (012, 020} 0 (B.12)
(@a(@) H@) + [ &y @) {6ala). n()} ~ 0 (B.13

Entao resolvemos o colchete conveniente:

[ Evto@.om) = [ @y - i@, me)
= [ @i @)
= —z‘h/d3y53(f—gj)
_ _in (B.14)

Mas antes de realizar os colchetes com H, podemos reescreve-lo usando uma identidade

vetorial?:

2

h h?
1= [ @yvovs = 50 [ #y9(vu0) - ov) (B.15)

2m

e utilizamos o teorema de Stokes para excluirmos o primeiro termo (divergente) e ficamos

com H = — /d3y 1*V*) ou sua conjugada. Assim:

2
(o H) = {IL— by, 1) = g2y (B.16)
hZ
(o) = (0.1} = v (B.17)

2Note que podemos também obter a expressao conjugada a esta, aplicando a identidade vetorial sobre
Vi* em vez de V.
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Podemos entao resolver explicitamente (B.12) e (B.13) de forma que:

il _,
= — B.1
U o ViU (B.18)
ih 2 %

Note que u; = uj. Caimos no caso onde as condigoes de consisténcia fixam os coeficientes

Uy, € 0 algoritmo encerra.

B.1.3 A classe de um vinculo

Para resolver nossos vinculos no final do procedimento de quantizacao, precisamos intro-
duzir o conceito de classe dos vinculos: Uma varidvel dinadmica g(q, P) é dita de primeira

classe se:

{9,0m} =0 e {g,H}=0 (B.20)

caso contrario, g(q, P) é dito ser de segunda classe. Vale ressaltar que apenas uma igual-
dade fraca é necesséria, isto é, o resultado dos colchetes (B.20) pode ser uma quantidade

fracamente nula, como um vinculo.

B.1.4 Os colchetes de Dirac

Observe que se fazemos g = ¢,y na equacao (B.20) obtemos:

{p1, 92} = —ihd*(F — ) # 0 (B.21)

Isto é, nossos vinculos ¢, e ¢9 sao de segunda classe. A idéia por tras de quantizar uma
teoria com vinculos de segunda classe é que a prépria existéncia de vinculos de segunda
classe significa que existem graus de liberdade que nao sao fisicamente importantes e
podemos redefinir os colchetes de Poisson em colchetes de Dirac, para excluir estes graus de

liberdade nao-fisicos da teoria [16]. Primeiro formamos um determinante com os vinculos
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de segunda classe ¢; = x;:

0 , 0 —ih
det(A) = basxal | B(F — ) = —R28(F — ) £ 0

[x25 x1] 0 ih 0

Como det(A) # 0, a matriz A pode ser invertida:

Definimos o novo colchete como:

{6(@),n(@)}p = {€(2), n(9)} = Z/d?’xdgy{ﬁ Xs (YA (& ) {x (), n(i)} (B.22)

Note que as propriedades e as equacoes de movimento associadas se sustentam com a
redefinicao do colchete. Antes de trabalhar com os novos colchetes podemos colocar os
x = 0. Isto é consistente, pois os colchetes de Dirac dos x’s com qualquer varidavel da
teoria sao (fracamente) nulos. No caso de Schriodinger, isto significa que os dois vinculos

podem ser tomados como igualdades fortes:

¢ =0 — II=ihy" (B.23)

po=0 — II"=0 (B.24)
Isto significa que nossa hamiltoniana pode ser escrita simplesmente como:
hZ
H= / AV VAT (B.25)
2m

Como II o< * e IT* = 0, excluimos as varidveis II e IT*, e nossos colchetes fundamentais

agora sao:

{@, 0@} =0,  A{L(@, @)} =0

(B.26)
{W(@), v* ()} = S



170

E com isto podemos concluir o método hamiltoniano de quantizacao canonica da teoria
de Schrodinger. Note que basta chamar os campos de operadores ) — 1& para termos o
operador hamiltoniano Hy — Hy bem como as relagoes fundamentais de comutacao da

mecanica quantica.

[#5,%5] =0, [pi,05] =0, [£;,p;] = ihoy;. (B.27)
~2
2 p
H=-— B.28
o (B.28)
onde p = —iAV. A construgao de um espaco de Hilbert aonde os operadores Z, p, H atuam

como operadores autoadjuntos satisfazendo a algebra (B.27) e (B.28) sera vista na segao

seguinte.

B.2 Construcao do espaco de Hilbert cinematico

B.2.1 O espaco de fase classico

Seja um espago de fase classico formado por coordenadas generalizadas (¢%, P,) com
a =1,...,D cujo colchetes fundamentais se escrevem como {¢%, Ps} = 5. Os vinculos

de primeira classe sao tais que Cy(q, P) ~ 0 com a = 1,... e obedecem [C,, C}| = F,, °C..

O primeiro passo para quantizarmos este espago de fase é definirmos os operadores autoad-

juntos ¢ e P, com a algebra gerada pelo comutador, via principio da correspondéncia®:

¢, By] = iho; (B.29)

3Fazemos a restricdo aqui a um sistema com ntimero finito de graus de liberdade.
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B.2.2 O espaco de Hilbert na MQ

Vamos construir um espaco de Hilbert cinematico .7 de representacao desta algebra.

Entdo seja ¢* e P, operadores lineares autoadjuntos atuando em 5%, entdo V V) € I
J J

qly) € A, (B.30)

Ply) € A4 (B.31)

Na Mecanica Quantica convencional temos em .74;:

iele) = ¢(q) (B.32)
Palg) = —magqf) (B.33)

Temos que construir um espago de Hilbert cinematico .74, de representacao desta algebra
andlogo ao espaco de Hilbert da mecanica quantica?, onde 1(q) é uma funcio tal que
/ dPq||? < oo, isto é, ¥(q) precisa ser bem definida no subespaco S das fungdes C* de

decrescimento rapido.

O subespaco S C 74, e se S é denso, S = 4. S é chamado de fecho de S, que podemos

definir melhor a seguir:

Seja uma sequéncia de Cauchy |¢,), n = 1,...,00 tal que || [n) — [m)|| — 0. Temos as

seguintes condicoes:
1. 7%, é completo se todas as sequéncias de Cauchy v, tém um limite :
i |[ 44} — )] = 0 (B.34)

2. Se S nao é completo, definimos o fecho S, que é o conjunto de todas as sequéncias

de Cauchy de S.

4Isto é, o caso onde 4, = L*(RP).
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3. Seja V e W dois espacgos vetoriais onde V' C W, W é completo e V' é denso em W

se Vi € W, existe um vetor v € V tal que:

| -] <e ,Ve>0 (B.35)

Entdo, S é denso em S.

Na MQ preferimos fazer os calculos em S pois devido as suas propriedades pode-se nele

aproximar de uma funcao de onda qualquer funcao C* de decrescimento rapido.

Na quantizacao de lagos, discutida no capitulo 4, o procedimento do segundo passo de

fato é construir um espaco S = Cyl e completar Cyl, entdo Cyl = 7.

B.2.3 Um espacgo de estados fisicos

O terceiro passo do procedimento de quantizagao é resolver os vinculos, isto é, temos

definir um espaco fisico 7, com os vetores que obedecem os vinculos:

|v) € 74, tal que Cylyp) =0 (B.36)

A importancia destes vinculos serem de primeira classe fica evidente aqui, pois os vinculos

devem obedecer as regras de comutagao:

[Cav Cb“lm = Cacbhm - CbCa|2/)> = FabCCCh/}) (B-37)

As vezes, o comutador dos vinculos gera uma anomalia Ag: [Cy, Cp] = F,,°Ce. + A que
nao ¢ um vinculo. Isto acontece quando os vinculos sao de segunda classe ou quando os
vinculos sao de primeira classe mas possuem termos que sao produtos de ¢ e ]5, isto é,
temos um problema de ordem com os operadores. Eventualmente, uma anomalia pode
ser eliminada fazendo uma combinacao linear dos vinculos de maneira que Ay, que sao

coeficientes que dependem da representacao e dos grupos, se anule.
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Apeéendice C

O modelo BF em 1+ 1 dimensoes

Aqui, apresentamos o caso 1 + 1 dimensional do modelo BF, definido no capitulo 2.
Veremos que a vantagem de se introduzir um modelo com apenas uma dimensao espacial
estd no fato de que nao teremos as simetrias do tipo-2 (2.38) associadas a curvatura F
o que simplifica radicalmente os procedimentos de quantizacao de lagos e a construgao
de um espaco de hilbert fisico para esta teoria, que foram discutidos para o caso 2 + 1

dimensional no capitulo 4.

C.1 A acao do modelo BF bidimensional

A agdo do modelo BF (equagao 2.29) é:
1 1
S = TT/B NE=—3 /BfFf =3 /Bf(dAf + fh AT AT (C.1)

onde B é uma 0-forma e F' é uma 2-forma. Em componentes:
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C.1.1 As simetrias do caso bidimensional

As simetrias de calibre sao os conjuntos de transformacoes que deixam a ac¢ao invariante.

Vimos na subsecao 2.3.1 que as simetrias da agao do modelo BF sao:

1. Simetria do tipo YM (expressoes 2.37) — E uma invariancia de calibre, com as

transformacoes de calibre infinitesimais das variaveis dinamicas sendo:

0A = Dw = dw + [A, W] (©.3)

0B = [B,w]

onde 0A é como se transforma a conexao e B é como se transforma o campo. A

verificac@o desta simetria vem do fato que d T'r BF = T'r [BF,w] = 0.

2. Consideramos ainda a possivel simetria do tipo-2 (expressoes 2.38):

SA=0
(C.4)

0Bp_o = Dnp_3

Ou seja, para D = 2 o np_3 nao esta definido, entao nao temos a simetria do tipo-2.

C.2 O método hamiltoniano

Comecamos expandindo os termos da acao:
€'LWF/“, = 801F01 + 610F10 = 2F01 = 2.Ft$ (05)

onde Fy, = 0;A, — 0. A + [Ay, A,]. Entéo separando as coordenadas temporal e espacial

na acao, reescrevemos a agao como:

S = /dt/dx(BfatAi + AlD,B") = /dtL (C.6)
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onde L é a lagrangiana. Os momentos conjugados vao ser':

Al — Ht:%zo (C.7)
t
oL

Ou seja, (C.7) é o vinculo primério da teoria e (C.8) define o conjugado da varidvel AL

mediante a aplicacao do método de quantizacao canonica de Dirac:
{AL(x), Bs(y)} = 856(z — y) (C.9)
O vinculo primario gera um vinculo secunddrio?:
D,B'~0 (C.10)

que é o unico vinculo secundario que aparece neste caso unidimensional. A hamiltoniana

entao é:
H=— /dxA{DmBI (C.11)

que gera as transformacoes de calibre (C.3). De posse desta hamiltoniana, podemos
transformar nossas varidaveis dinamicas em operadores autoadjuntos que vao obedecer
relagdes de comutagao derivadas do colchete de Dirac (C.9) tal como realizado na segao 3.6.
Por fim, temos que construir um espaco de Hilbert para nossos operadores e funcionais de

onda, o que pudemos fazer com a introducao da quantizacao de lacos, tratada no capitulo

4.

'Note que estamos pulando toda a digressao feita no capitulo 3 sobre o método hamiltoniano, es-
crevendo diretamente os colchetes de Dirac.

2Que pode ser obtido verificando as condicdes de consisténcia do vinculo primério, com o uso do
algoritmo de Dirac-Bergmann (veja a subsegao 3.1.4).
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C.3 O espaco de Hilbert cinematico invariante

Primeiro, vamos ver como é o espaco cinematico neste caso 1 + 1 dimensional. Tomamos
a variedade M = R x S, entdo os grafos I' = {71, 7,...,7,} possiveis neste espaco sao
arcos do circulo 8* (ver Fig. C.1).

M1 I

SL
Figura C.1: Grafo I" sobre o circulo S*.

Entao, para construir o espaco de Hilbert cinematico temos que determinar quais destes

grafos possiveis sao invariantes. Para construir invariantes temos que considerar a trans-

3

formagao de uma holonomia®, e sabemos que uma transformacgao de uma holonomia age

em pontos diferentes se a curva em que a holonomia estd definida for aberta (equagao

4.17):

[A] = g7 (@) hy[Alg () (C.12)

Entao, a invariancia de calibre exige grafos fechados, sobre o qual tomamos o trago

(equagao 4.18). Como consequéncia, podemos limitar-nos a tomar os grafos de um lago:
r,=38; (C.13)

onde z ¢ a coordenada do ponto base do laco. Entao nosso espaco %, possui uma base?

I, 7, a, B) definida por:
(AL, 4, a, B) = RYP[h,[A]] (C.14)

onde h,[A] = Peds1A = Pe[o dxds ¢ R § g representacio do spin j. Estes vetores

3Ver subsecao 4.2.2, do capitulo 4.
4Ver o teorema de Peter-Weyl, subsecao 4.4.1, do capitulo 4.
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formam uma base ortonormal:
<Fw7j7a75|rxajl70/7ﬁ/> = 5jj'§aa/5ﬁﬁ/ (015)

Note que escolhemos um ponto de base z fixo.

O espago #7;s val ser descrito por uma base |j), onde:

(Alj) = WA] = Tr (Pl st 4|)

= Tr (RY(hy[A]) (C.16)

onde TrRY (h,[A]) é chamado de caracter, que é um invariante associado & representacio

7. Note que o caracter independe de x. Esta base é ortonormal:

Glihy = &7 (C.17)

VUE S o 0= ql)) (C.18)

Entao temos um espago de Hilbert fisico bem definido aonde podemos representar nos-
sos estados e operadores. Na subsecao seguinte vamos estudar alguns observaveis deste

modelo.

C.4 A construcao de observaveis sobre os estados
fisicos
Agora vamos verificar se existem observaveis no espago J¢%;s, e se estes observaveis O sao

invariantes de calibre. Com efeito, para todo |¥) € %5, O|V) € 45, logo O deve ser

invariante de calibre uma vez que |¥) jé o é.

Agora vamos buscar candidatos a observaveis, entao olhamos para a nossa teoria classica.

Na teoria classica as varidveis bésicas sio A,(z) e B(z). Seja € = €T}, entdo escrevemos
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as transformagoes (C.3) com parametro e:

A, = Dye = Ope + [Ay, €]
0B = B, €]

Uma possibilidade de observavel é o operador autoadjunto L:

1
L = TrBAB= —53131 (C.19)

5L = 0 (C.20)
pois L ¢é o produto de dois campos B, e B = |B, €], entao:

§(BB) = |[B,d|B+ B[B,¢| = [BB,¢

0I'r (BB) = 0
Entao L ¢ invariante. Outro candidato a observavel é o préprio lagco de Wilson (4.18):
T =Tr Pe $ 4% = T ha[A] = Wei[A] (C.21)

E evidente que no nosso caso 67 = 0.

C.4.1 A quantizagao dos observaveis T' e L
Seja |U) € 4.,

(Alw) = f(n[A]) (C.22)

(AITIW) = hlA]- f(h[A]) € A (C.23)
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No caso |V) € .

(A|W) = f(Tr h[A]) (C.24)

(A|T|\V) = TrhlA]- f(Tr h[A]) (C.25)

Entao T|V) € 7, T é apenas um operador multiplicativo.

O operador L é um pouco mais complicado de definir pois B é um operador diferencial

dado por Bf(a:) = —ih entao vamos ver o resultado da aplicagao de B. Seja

_0
SAL(z)>

|W) € A4, tal que |U) = |j, , (), entdo:

(Alj, o, B) = UjoplA] = [Pefdar@Tk] (C.26)
» . 4 — §dx AL ()T
Bl(x)quag[A] = _Zh(sAI—@PG $ deAg (2)T. (027)

Para fazer esta diferenciacao vamos representar a exponencial como uma somatoria, e

vamos decompor a integral em n intervalos e definir um ponto de base x, para o laco,

para evitar problemas de ordenacao com P:
Lp

Yrpz

Yrxp

Figura C.2: A decomposigao dos limites de integracao do lago da holonomia |¥).

_7{ pA _/m,,A —/ A
Pe Tp = Pe x - Pe Tp (028)

onde todos os A integrados no primeiro termo sao posteriores a z, e todos do segundo
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termo sdo anteriores a z,. Sobre x, (corte) temos AX?(z,) Entao:

Bra)WoslA] = i — AI /d51 / dsy / ds,

x(s1) - - x(sn) Afa Tn) (C.29)

Bi(2)U;05[4] = —mzzfs”% / day - - / d,, - - / dz,, -

n=0 p=1

AR () O — ) - AR (2y,) - Tl(é) . T;(Jz . Tl(gz (C.30)

Note que (5]KPTI(<]Z = Tl(j ). Resolvendo a integral / dzyd(x — xp) = 1, nosso B vai ficar

entao como:
—/ dx A, . —/ dx A,
Bi(2)Vja = —th e 77w TI(]) e Ve (C.31)

Este operador nao é invariante de calibre. Entao vamos aplicar novamente Bj:

— / dz A, = / dr A,
Yeep ST e e (C.32)
I

> Bi(x)Bi(z)Ujas = —h* €
I
S6 que Y TPTY) = (TV)? = —j(j + 1)1, entao:
> Bi(x)Bi(x)VjaplA] = Bj(j + 1)¥jp[A]
I
(B'B")(@)lj, e, 8) = 1?j(j +1)lj, ) (C.33)

Que é um operador invariante de calibre. Este operador é andlogo ao operador momento
angular J? da Mecanica Quantica. Entao, no espaco cinematico, nosso operador L corta,
a holonomia em duas e insere um operador 72 entre elas. Para projeté-lo no espaco fisico,

vamos tomar o traco da expressao:

B*(x)|j) = 1*j(j + 1)|j) (C.34)
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Entao, L(x)|j) = B*(x)|j) € 7.V j > 0 e é independente de z°.

Nossos estados fisicos |j) € J#, sao invariantes sobre transformagoes de calibre (gauge) e
sobre transformagoes gerais de coordenadas (difeomorfismos)®, e fomos capazes de encon-
trar observaveis, tais como T e L, que atuam sobre o espago fisico, isto é, compartilham

com nossos vetores as invariancias sobre transformacoes de calibre e difeomorfismos.

®Note que este observével reflete a tinica equagio de movimento cldssica (2.43) deste modelo: DB = 0,
pois d TrB? = 0 ja que L independe de z.

6Uma vez que as transformacoes de difeomorfismos estdo contidas nas transformacoes de calibre, como
foi mostrado na subsecao 3.6.2, do capitulo 3.



182

Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

F. Laloé C. Cohen-Tannoudji, B. Diu. Mécanique quantique. Hermann, Paris, 2

edition, 1977.

San Fu Tuan J. J. Sakurai. Modern Quantum Mechanics Revised Edition. Addison-

Wesley, United States, 1994.

Steven Weinberg. The Quantum Theory of Fields. Cambridge University Press,
Cambridge, UK, 1995.

Ray D’Inverno. Introducing Einstein’s Relativity. Oxford University Press, Oxford,
UK, 1995.

Robert M. Wald. General Relativity. The University of Chicago Press, Chicago and

London, 1984.

Sean M. Carroll. Lecture Notes on General Relativity. Institute for Theoretical

Physics - University of California, December 1997.
Carlo Rovelli. Quantum Gravity. Cambridge University Press, Cambridge, UK, 2004.

Carlo Rovelli. What is observable in classical and quantum gravity?

Class. Quant. Grav., 8:297-316,1991, May 1990.

Lee Smolin Carlo Rovelli. Discreteness of the area and volume in quantum gravity.

Nucl. Phys. B, 442:593-622, 1995. e-print: arXiv:gr-qc/9411005.

Thomas Thiemann. Modern Canonical Quantum General Relativity. Cambridge

University Press, Cambridge, UK, 2008.



[11]

[12]

[19]

[20]

[21]

[22]

183

Abbay Ashtekar. Lectures on non perturbative canonical gravity. World Scientific,

1991.

Reinhold A. Bertlmann. Anomalies in quantum field theory. Clarendon Press, Oxford,

UK, 1996.

Andrew J. Hanson Tohru Eguchi, Peter B. Gilkey. Gravitation, Gauge Theories and

Differential Geometry. North-Holland Publisher Company, Amsterdam, 1980.

Jerzy Lewandowski Abbay Ashtekar. Background independent quantum gravity:
A status report. Class. Quant. Grav., 21:R53,2004, April 2004. e-print: arXiv:gr-

qc/0404018 v2.

John C. Baez. An introduction to spin foam models of quantum gravity and bf

theory. Lect. Notes Phys., 543:25-94, 2000.

Paul A. M. Dirac. Lectures on Quantum Mechanics. Belfer Graduate School of

Science, New York, 1964.
Nivaldo A. Lemos. Mecanica Analitica. Editora Livraria da Fisica, 2 edition, 2007.

Proceedings of the II International Conference on Fundamental Interactions. Ale-
jandro Perez: Introduction to Loop Quantum Gravity and Spin Foams, Pedra Azul,

Brazil, June 2004. e-print: arXiv:gr-qc/0409061v3.

O. Piguet C. P. Constantinidis, G. Luchini. The hilbert space of chern-simons theory
on the cylinder. a loop quantum gravity approach. Class. Quant. Grav.27:065009,2010,

July 2009. e-print: arXiv:gr-qc/0907.3240v2.

Lee Smolin Carlo Rovelli. Spin networks and quantum gravity. Phys. Rev. D, 53:5743,
1995.

John C. Baez. Spin network states in gauge theory. Adv. Math., 117:253-272, 1996.

S. Carlip. Quantum Gravity in 241 dimensions. Cambridge University Press, Cam-

bridge, UK, 1998.



[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

184

Thomas Thiemann. Qsd iv: 2+1 euclidean quantum gravity as a model to test
3+1 lorentzian quantum gravity. Class.Quant.Grav.15:1249-1280,1998, May 1997.

e-print: arXiv:gr-qc/9705018v1.

C. Rovelli A. Perez.  Observables in quantum gravity. e-print: arXiv:gr-

qc/01044034v2, 2001.

Alejandro Perez. Spin foam models for quantum gravity. Class. Quant. Grav., 20:R43,

2003.

Jose A. Zapata. Continuum spin foam model for 3d gravity. J. Math. Phys., 43:5612-
5623, 2002.

J. Fernando Barbero. Real ashtekar variables for lorentzian signature space times.

Phys. Rev., D51:5507-5510, 1995.

G. Immirzi. Real and complex connections for canonical gravity. Class. Quant. Grav.,

14:L177-L181, 1997.
W. Rudin. Functional Analysis. McGraw-Hill, Inc., United States, 1973.

Ivan F. Wilde. Distribution theory (generalized functions) lecture notes. Technical

report, Department of Mathematics - King’s College, London, 2009.

Alejandro Perez Karim Noui. Three dimensional loop quantum gravity: Physical
scalar product and spin foam models. Class. Quant. Grav.22:1739-1762,2005, Febru-

ary 2004. e-print: arXiv:gr-qc/0402110.

Carlo Rovelli Laurent Freidel, Etera R. Livine. Spectra of length and area in (2+1)
lorentzian loop quantum gravity. Class. Quant. Grav.20:1463-1478,2003, December

2002. e-print: arXiv:gr-qc/0212077v2.

C. Rovelli. The projector on physical states in loop quantum gravity. Phys. Rev. D,

59:104015, 1999.



[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

Thomas Thiemann. The phoenix project: Master constraint programme for loop
quantum gravity. Class. Quant. Grav.23:2211-2248,2006, May 2003. e-print: arXiv:gr-

qc,/0305080.

C. Rovelli A. Perez. 3+1 spinfoam model of quantum gravity with spacelike and

timelike components. Phys. Rev. D, 64:064002, 2001.

K. Krasnov A. Ashtekar, John C. Baez. Quantum geometry of isolated horizons and

black hole entropy. Adv. Theor. Math. Phys., 3:419-478, 2000.

Thomas Thiemann. Closed formula for the matrix elements of the volume operator

in canonical quantum gravity. J. Math. Phys., 1998.

Renate Loll. Simplifying the spectral analysis of the volume operator. Nucl. Phys.

B, 500:405-420, 1997.

Talk given at 7th Marcel Grossmann Meeting on General Relativity (MG 7). Michael
P. Reisenberger: World Sheet formulations of gauge theories and gravity, Stanford,

CA, July 1994. e-print: arXiv:gr-qc/941235.

J. Fernando Barbero. From euclidean to lorentzian general relativity: The real way.

Phys. Rev., 442, D54:1492-1499, 1996.

C. Rovelli E. R. Livine, A. Perez. 2d manifold-independent spinfoam theory. Class.

Quant. Grav., 20:4425-4445, 2003.

L. Crane J. W. Barrett. A lorentzian signature model for quantum general relativity.

Class. Quant. Grav., 17:3101-3118, 2000.

V. G. Turaev O. Y. Viro. Statesum invariants of 3-manifolds and quantum 6j-symbols.

Topology, 31:865-902, 1992.

L. Freidel. A ponzano-regge model of lorentzian 3-dimensional gravity. Nucl. Phys.

Proc. Suppl., 88:237-240, 2000.

Chris J. Isham. Modern Differential Geometry for Physicists, volume 61. World

Scientific Lecture Notes in Physics, 2 edition, 1999.



Lista de Figuras

3.1

3.2

4.1

4.2

4.3
4.4

4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16

5.1

6.1

6.2
6.3

6.4

Foliagao de uma variedade M = R ® ¥ que mostra a decomposicao da
variedade em varias “folhas” >, . . . . . . . .. ... ...,

Esboco do espacgo de fase cinematico, onde ha um subespaco dos pontos
que obedecem os vinculos. . . . . .. ... L

Espago de Minkowski (mostrados apenas 1 e x3) com uma rede que gera
uma restrigao na qual o volume finito contém um ntmero finito de pontos.

Um exemplo de grafo orientado I', composto por trés linhas v, 2 e v3 €
dois Vértices v1 € U, . . ... ...

A curva v; em X = Mp_; parametrizada na varidvel s. . . . . ... .. ..

Holonomia como transporte paralelo, onde ] é o vetor r; transportado
para o espago tangente em T(y). . .. ..o L

Pontos s1,...,s, deuma curvavy. . . . . .. ...
Uma curva 7 finita dividida em N segmentos. . . . . . . .. .. ... ...
Lago v, obtido tomando @) = x(p). . . . . . ..o
Grafo I" fechado e conexo. . . . . . . . .. ..o
Grafos T' e TV distintos. Note que neste caso TNTY £ 0. . . . . ... .. ..
Grafos I' e IV com I' N I”. Note que I é igual a I" sem a 3® linha. . . . . .
O grafo IV como um caso particular do grafo I'. . . . . . . . ... .. ...
curva v cortada em duas y =920y, . . . ...
Vértice (n-m)-valente. . . . . . .. ...
Vértice bivalente. . . . . . ..o
Vértice trivalente. . . . . . . ..o

Grafo I' associado ao vetor |s) da base de rede de spin. . . . . . ... ...
Espaco tangente em P de uma variedade My. . . . . . ... ...

Decomposicao celular da variedade ¥, com um elemento de rede de largura
€ e uma plaqueta p onde temos uma holonomia infinitesimal W),[A].

Curva c(s) interceptando um grafo I" da base de rede de spin. . . . . . ..

O grafo I' definido sobre uma area Y regularizada. As contribuigoes nao-
nulas vém dos elementos de superficie S; e Sy, . . . . ... L.

O difeomorfismo ativo ¢ agindo sobre um grafo I". . . . . . . ... .. ...

o8



6.5

6.6
6.7
6.8

6.9

6.10
6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

Al

A2

A3

A4

C.1
C.2

Difeomorfismo finito ¢ que preserva o grafo e age apenas sobre as ori-

entacoes relativas entre os links. . . . . . . ... 124
A imagem de S dentrode S* . . . . . ..o 124
Superficie A(X) € M. . . ... 127
A curva v interceptando a area ¥ em trés pontos. Podemos fatorar v em

3 curvas que interceptam > uma unica vez. . . . . .. .. ... 129

Grafo I' interceptando a superficie 3. Note que cada célula ¥y sé contém

um ponto de intersecao pr. . . . . . ... 131
A menor area possivel: Apenas uma linha de spin j = % atravessa X. . . . 132
Regularizagao de um volume. Tomamos a regularizacao de forma que no
maximo um vértice esteja contido em cada célula cibica D,,. . . . . .. .. 134
Representacao grafica de um spin foam, um 2-complexo simplicial que
mostra a transicao entre 3 estados diferentes de rede de spin. . . . . . . .. 135
Representacao grafica da acao de um operador de loop em um estado de
rede de spim. . . . . . L 136
A esquerda temos um conjunto de transicoes discretas do produto interno
fisico loop a loop e a direita temos a representacao continua (e — 0) de
spin foam destas transicoes. . . . . . . ..o 137
Representagao grafica da acao de um operador de loop em um vértice da

rede de spim. . . . . . L 138

A esquerda temos um conjunto de transicoes discretas que mostra a atuacao
de um operador de loop sobre um vértice de rede de spin e a evolucao loop a
loop. A direita temos a representacao (e — 0) de spin foam destas transigoes. 138

A agdo do vinculo escalar e sua representacao de spin foams. N(xz,) é o
valor de N no vértice e C,,,, sao elementos de matrizde C. . . . . . . . .. 140

Para pontos p € U, e ¢ € Ug podemos definir transformagoes de coorde-
nadas ¢, e p3 que mapeiam os pontos da variedade Mp em subespacos

RO 149
O conjunto dos vetores v num ponto p se chama espaco tangente 7}, que é
um espago vetorial. . . . ... Lo Lo 151

A curva C' € M, aonde aplicamos uma parametrizacao x(s) para realizar

a INtegracan. . . . . .« . . .. e 160
A superficie S € M, aonde aplicamos uma parametrizacao z(u,v) para

realizar a integracao. . . . . . . .. ..o 161
Grafo I" sobre o circulo S*. . . . . ... 176

A decomposicao dos limites de integragao do lago da holonomia [¥). . . . . 179



