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Resumo

Extensdes da Relatividade Geral, com contribui¢des de termos em ordem mais alta na curvatura, tém
sido utilizadas na procura de uma melhor compreensdo dos fendmenos, em escalas onde efeitos quan-
ticos tornam-se importantes. No entanto tais extensdes podem produzir efeitos indesejaveis, como o
surgimento de “fantasmas” e também de equagdes de ordem mais altas do que dois, complicando
assim o problema de Cauchy. Nesta dissertacdo estudamos uma classe de teorias, conhecida como
Gravita¢ao Quase Topoldgica (GQT) onde esses efeitos, por construcao, sao evitados. Em particular
construimos solucdes do tipo paredes de dominio em que os vacuos da teoria sdo espagos de Anti
de Sitter (AdS). Nossa analise € feita para uma dimensdo arbitraria d do espago-tempo, utilizando
um ansatz que considera a folheagcdo desse espaco em hipersuperficies (d — 1) dimensionais, com
curvatura negativa ou positiva.



ABSTRACT

Extensions of General Relativity, with higher order terms in the curvature, have been used in order
to better understand phenomena in scales where quantum effects become important. However, such
extensions may produce undesirable effects, as the appearing of * ghosts” and also equations of order
greater than two, which complicates the Cauchy problem. In this dissertation we study a class of
theories, known as Quasi Topological Gravity (QTG) , where these effects , by construction, are
circumvented. In particular, we construct exact domain wall type solutions for QTG coupled to a
scalar field subject to som potential for the case in which the vacua of the theory are Anti de Sitter
(AdS) spaces. Our analysis is performed for an arbitrary dimension d of the space-time making use of
an ansatz which considers the slicing of this space in (d — 1) hypersurfaces with negative or positive
curvature.
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Capitulo

INTRODUGAO

1.1 Gravitacao-Geometria-Escalas

A descric@o contemporanea das quatro forcas fundamentais da Natureza, a saber, gravitacional, forte
e electromagnética e fraca retine dois conceitos importantes, porem, de origens aparentemente dife-
rentes. Por um lado temos a Geometria (pseudo) Riemaniana do espaco-tempo: continua, infinita
e causal, i.e. com cone de luz e passado-futuro-presente bem definidos; por outro, a materia “quan-
tica”: ocupando e determinando as propriedades de espaco-tempo, representada pelo conjunto de
particulas elementares (os campos quanticos) que obedecem certas “leis probabilisticas” e as relacdes
de incerteza.

As semelhancas e as diferencas entre as interacdes fundamentais refletem as propriedades das:
cargas (elétricas, leptonicas, baridnicas e massa gravitacional), dos campos ‘‘intermediadores’ de
cada interacao (f6ton, gluons, gravitons) e das constantes de acoplamento i.e., a forma especifica
das lagrangianas destes campos.

Como uma das maiores diferencas, podemos destacar a onipresenga do campo gravitacional
(e parcialmente dos campos electromagnéticos) em comparacdo com a natureza intrinsecamente
microscopica (r; < 1075¢m) das forgas fraca e forte. A explica¢do das propriedades de longo alcance
do potencial gravitacional Newtoniano (ggo ~ @GN) se dd pela auséncia de massa dos gravitons. Ao

contrdrio, devido as massas mg,, # 0 dos gluons, os potenciais fortes e fracos sdo de curto alcance

o Mglu”

(para hadrons e leptons): Uy ~ a;

- .

A relatividade geral (RG), baseada no principio de equivaléncia, oferece uma descri¢do universal em
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termos da métrica g, (¥, 7) (de cardter “dinamico”)
ds* = gu(x)dx"dx’, (1.1)

de uma infinidade de eventos e fenoménos astrofisicos (de origem gravitacional): do famoso desvio
do periélio do Mercurio até a prépria “criagdo” e evolugdo de nosso Universo. Em todos estes casos,

a principal ferramenta sdo as diferentes solucdes ! das equacdes de Einstein-Hilbert (E-H).

1
Ry — s8R+ Ag,y = KT,

5 s (1.2)

com T, adequadamente escolhido.

Apesar do enorme sucesso da RG (i.e. das equacoes (1.2)) nas escalas intermediarias (do tamanho

do sistema solar até conglomerados de Galéxias) os dados observacionais dos ultimos 25 anos, como
também os importantes desenvolvimentos tedricos como a unificagdo das interagdes (“Supercordas”,
AdS/CFT, etc.) e a quantizac@o da gravitacao- forneceram fortes indicagdes de que certas modifica-

¢oes da acdo de E-H

1

S _ -
E-H 1672Gy

f d*x V=g(R = 2A + L), (1.3)

sd0 necessdrias para a descricdo dos fendmenos gravitacionais nas micro € mega escalas. Acredita-
se que os efeitos de origem quantico sdo importantes nas regides e épocas com densidade de matéria
extremamente alta - correspondentes a altas curvaturas R ~ % do espaco-tempo (i.e. pequenas escalas
até L ~ 100[,,) poderiam obter uma explicacdo consistente a partir de uma generalizacdo da agao de

E-H da forma

1
Smod = P fd4x V_g(R -2A + F(Ra R,“V’ R#Vp(f) + Lmat), (14)

tendo como novos termos “geométricos” poténcias de invariantes construidos pelos tensores do Ricci

R,, e Riemann R,

F(R, R,uw Ryvpo-) = aan1 + a2(R’le~lV)"2 + a3(lepo_R,uva')n3 (15)

+ @R, (R R + .,

Ipara 8uv(x,) € para os campos de matéria relevantes para o problema especifico- representados pelo tensor de energia-
momento.
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com (n;, k; > 4)- certos numeros inteiros. No entanto, a mesma extensdo (com apropriados valores
dos n;, k;) € usada com sucesso na descri¢do da aceleracdo tardia do universo inteiro, e de outros even-
tos especificos para grandes escalas, enormes (pequenas curvaturas R ~ Ay, ~ 107'2%) do tamanho
atual do universo. Em ambos casos estas modificagdes para o potencial gravitacional Newtoniano,
que precisam ser, fenomenologicamente compativeis com as observacdes nas escalas intermedidrias.
Um dos maiores desafios da gravitacdo e cosmologia na atualidade é a dedu¢do da forma exata da

fun¢do F(R,R,,...) e da L, a partir de primeiros principios, i.e. da tunica acdo modificada (1.4)

valida para todas as escalas, onde esta descricdo espaco-temporal baseada nas geometrias pseudo-
Riemannianas ainda tem sentido. A principal fonte dos modestos resultados nesta direcdo sdo as
diversas tentativas para a unificacio das interacdes. Todos estes modelos representam diferentes re-
alizacOes da idéia de unir num principio as condi¢des de invariancia sob transformacgdes locais de
calibre, das teorias de Yang-Mills, com a invaridncia sob difeomorfismos da Relatividade Geral. Em

todos os casos, uma nova hipdtese de existéncia de novas dimensdes espaciais x4, A = 5,6, ...,d < 10

torna-se essencial. Esta € uma das razdes para considerar problemas das extensdes da RG e das

solucdes destes modelos em “d” dimensdes (d > 4) do espaco-tempo.

1.2 Sobre as extensoes da Relatividade Geral

A principal condi¢d@o a ser imposta sobre todas as extencdes da RG € que os principios fundamentais
da Relatividade Geral sejam respeitados o maximo possivel. Os novos modelos da RG tém que
obedecer os principios de (i) equivaléncia (ii) causalidade (auséncia de tdquions) (iii) previsibilidade
(problema de Cauchy bem definido) ... entre outros.

Note que por constru¢do todas as extensdes que tem envolvido poténcias dos invariantes de curvatura,

comecando da mais simples, por exemplo:
Fop = aR®+BR,R" + YRR, (1.6)

levam a equagoes para g,,(x) de ordem maior que dois. No exemplo (1.6) as correspondentes equa-
¢Oes sdo de quarta ordem. A presenca de “altas derivadas” de g,, provoca diversos problemas de
origem fenomenoldgica e conceitual como por exemplo complicacdes na definicdo do problema de
Cauchy das extensdes das equagdes (1.2), exigindo como condigdes iniciais em 82g,,,, 8’ g,,, etc. Mais

ainda, eventuais instabilidades e surgimento de “fantasmas™ para as flutuac¢des lineares h,,, ao redor

termos cinéticos com sinal negativo para alguns componentes de hy, na acdo estendida “linearizada”.
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da métrica do vacuo gL“VC(x)
gu(X) = 8 (%) + khyy (%), (1.7)
que com uma escolha de Calibre do tipo Newton deve satisfazer uma equacdo da forma
@+m)@+mDh, = KT, (1.8)

Finalmente, problemas podem aparecer quando correcdes do potencial gravitacional sdo incompati-
veis com dados observacionais nas escalas intermediarias.

Uma possibilidade para remediar, ou a0 menos amenizar estes problemas é buscar as condi¢des so-
bre os parametros @, B, ¥ (ou a; no caso da equacgdo (1.6)) que levam ao cancelamento de todas as

indesejaveis altas derivadas. A resposta no caso “quadratico” (1.6),

B AL?
4

(d—3)(d—4) (9

ax=y=-

€ o bem conhecido invariante de Gauss-Bonnet (G-B). Em quatro dimensdes (d = 4) ele representa
um invariante topolégico, logo as equacdes correspondentes coincidem com as de E-H (1.2).

Para d > 5 as equagdes da extensdo de G-B da Relatividade Geral s@o de segunda ordem e mesmo
incluindo novos termos ndo-lineares sdo livres de todos os problemas acima, sob a condi¢do especifica

para os valores de A [23]:

_@=3Bd-1) _ (d —3)(d - 4)(d? - 3d + 8)
dd+1  — 7 4(d? - 5d + 10)

(1.10)

Uma generalizacdo destes resultados para extensdes envolvendo combinagdes especificas de invari-
antes de ordem N (i.e. derivadas até 2N) é dada pelo teorema de Lovelock Capitulo (2) que determina
invariantes topoldgicos para d = 2N (i.e. feitos com os termos “cubicos” N = 3 para d = 6). Para
d > 2N eles fornecem extensdes ndo-triviais da RG com equacdes de segunda ordem.

Podemos mencionar também outro tipo de extensdo, envolvendo somente poténcias do escalar de
curvatura R, i.e. F(R). Mesmo mantendo as altas derivadas, ela esta livre de todas as inconsisténcias
(exceto o problema de Cauchy) devido a equivaléncia com o modelo de gravitacio escalar-tensorial
de Brans-Dicke, com ¢ = F’(R) [28]. Para d = 4 e para escolhas apropriadas da forma do F(R)
(digamos do tipo F(R) = aR*> + 1’%) esta modifica¢do da RG fornece resultados promissores, para todas
as escalas cosmoldgicas.

Em ambos os casos- G-B/Lovelock e F(R) - de extensdes consistentes, permanece em aberto o pro-
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blema da deducdo das formas particulares de F(R, R,,, ...) a partir de primeiros principios. No que diz
respeito as modificagdes da acdo de E-H responsdveis pela descrigdo dos efeitos gravitacionais em
pequenas escalas (altas curvaturas e densidades de matéria), a derivacdo mais simples (e mais antiga

[30], [31], [4]) vem das teorias quanticas (digamos de um campo escalar) em um espacgo curvo (cha-

mado de “ background” cléssico). Seguindo o procedimento padrdo de teorias quanticas de campo
(TQC), a consisténcia quantica exige, além de renormalizacdo dos campos, das massas e dos aco-
plamentos de matéria, a renormalizacdo da constante cosmoldgica, da constante de Newton e, mais
importante, a introduc¢do de novos contra-termos puramente gravitacionais, que em “1-loop” reprodu-
zem a forma (1.6) da modificacdo “quadratica” da acdo de E-H. A considerag@o das proximas ordens
de teoria de perturbacdes resulta na necessidade da introducdo de novos contratermos envolvendo

todos os invariantes cubicos (para d > 4)
aR® + @RR ,R" + 3R, R/ R} + 4R apRRP + ..,
quarticos
BiR* + B(R,R")* + B3R*R R + ...etc.

Devemos sublinhar que ndo existem argumentos fisicos que permitiriam determinar os coeficientes
relativos ay, B, etc de modo que as correspondentes combinacdes de contratermos forcam a forma
dos invariantes de Lovelock. Desta forma parece quase impossivel que as extensdes da acdo E-H
produzidas pelos contra termos, necessarios para a consisténcia quantica de uma TQC em um “back-
ground” curvo, definem uma RG modificada livre dos problemas devidos as “altas derivadas”. Po-
rém, antes de tudo, € preciso esclarecer se a condi¢do de que as equagdes das RG estendidas sejam de

segunda ordem € absolutamente necessdria ou somente suficiente. Um passo importante nesta direcao

consiste na investigacao da consisténcia de RG estendidas obedecendo uma forma “enfraquecida” da
condic¢do das equacdes de segunda ordem, requerendo que:

(a) as equagdes para Buracos Negros (BN)e as flutuagdes ao redor deles sejam de segunda ordem.
(b) as equagdes para as solugdes conforme planas como Paredes de Dominio (planas e estéticas) e do
Friedmann-Robertson-Walker e as flutuacdes lineares ao redor destes sdo de segunda ordem.

Esta familia de modelos conhecidos como Gravitagdo Quase-Topoldgica (GQT) foram construidos

para os casos de termos cubicos [25], [23] e quarticos [12] em d > 4. As propriedades das Paredes de
Dominio Planas(PD) e as condi¢des de estabilidade e causalidade destas solugdes foram estabelecidas
em trabalhos recentes [10], [23].

Esta dissertacdo € dedicada ao problema da extensao dos requerimentos (a) e (b) impostos sobre mo-
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delos de GQT quadraticos e cubicos, adicionando uma nova condig¢do:

(c) que as equacdes para Paredes de Dominio Curvas (PDC’s),

das?

R“"D(gy)

dy? + e 9%, (x,)dx dx* (1.11)

K = constante, (1.12)

sejam de segunda ordem. Solucdes PDC exatas analiticas sdo construidas com uma extensdo do

método do ‘superpotencial’ e o uso de sistemas de equacdes de primeira ordem.

A dissertagdo estd dividida da seguinte maneira: no capitulo 2 fazemos uma pequena revisao da
teoria de Lovelock e também justificamos a construcao da gravitacdo Quase-Topoldgica. No capitulo
3 apresentamos o método do ‘superpotencial’, para os vdcuos do potencial, utilizado para construir um
sistema de equacdes de primeira ordem equivalente as equacdes de segunda ordem. Mostramos como
ele deve ser adaptado ao caso onde temos a estrutura (1.12). No capitulo 4 apresentamos exemplos
a partir de escolhas de superpotenciais adequados. Finalmente, no capitulo 5 apresentamos nossas

consideragdes finais.
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Capitulo

GRAVITAGAO DE LovELOCK ESTENDIDA

2.1 Teoria da gravidade de Lovelock

Tem havido interesse considerdvel na investigacdo de teorias gravitacionais que consideram termos
de ordens mais altas nas curvaturas nas ultimas décadas. Entre elas, uma de mais destaque foi a teoria
da gravidade de Lovelock, que € a generalizacio natural da relatividade geral de Einstein em altas
dimensdes (d>4) [19] [20]. A teoria de Lovelock € caracterizada pela propriedade especial que a
equagao de campo sdo de, no maximo, de segunda ordem em derivadas da métrica. Nocasod = 3,4 a
gravidade de Lovelock coincide com a acao da relatividade geral de Einstein-Hilbert (E-H), que é um
caso particular, mas para dimensdes superiores essa teoria € diferente. De fato, para d > 4 a gravidade
de Einstein poderia ser considerada como un caso particular da gravidade de Lovelock uma vez que
o termo de Einstein-Hilbert é um dos varios termos que constituem a acdo de Lovelock. A teoria
de Lovelock também admite outros tipos de modelos como casos particulares, poderia ser o caso de
teoria da gravidade de Chern-Simons[1], [18] que ndo serd estudada na presente dissertacao.
Recentemente, a teoria de Lovelock tem sido considerada em muitos trabalhos para mostrar os efeitos
de incluir termos de curvaturas de ordem superior no contexto da correspondéncia AdS/CFT [21].
Os termos quadraticos da teoria de Lovelock, termos de Gauss-Bonnet, se assemelham também a
modelos da gravidade inspirados em teoria de cordas [33]. Para recentes discussdes interessantes
sobre termos de curvatura de ordem superior ver [22], [3], [17].

A lagrangiana da teoria vai ser dada como a soma da densidade de Euler dimensionalmente estendida,
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e pode ser escrita como segue [19], [20].

N 1 4 % . QO
L=z ke L= g0t | R @.1)
n=0

r=1

Onde o ¢ de Kronecker generalizado € definido como um produto antissimétrico,

1
HIVEHnVn .~ gH1 gV1 Uy SVn
601B1 @By n! 6[01 6ﬁ1 "'60,,6ﬁnj' (2.2)

Cada termo £, em (2.1) corresponde a uma extensdo dimensional da densidade de Euler em 2n-
dimensdes.

2n-d o torna-se conveniente

As constantes de acoplamento ¢, em (2.1) t€ém dimensao de [comprimento]
normalizar a densidade da Lagrangiana em unidades da escala de Planck ¢; = (162G)™' = 157

Expandindo o produto em (2.1) a Lagrangiana tem a seguinte forma:

L = glalo+ali+crly+cls+..] (2.3)

L, representa a identidade, assim a constante ¢, € justamente a constante cosmoldgica A. L, nos da
o habitual termo de curvatura escalar, enquanto £, € justamente o termo de Gauss-Bonnet, que € a
forma da densidade para a caracteristica de Euler de uma variedade 4-dimensional, £; € a densidade
de Euler 6-dimensional. Uma vez que agdo da gravidade de Lovelock € a soma da densidade de Euler
dimensionalmente estendida, se encontra que nao hd mais do que as derivadas de segunda ordem com
respeito a métrica na equacdo de movimento.

Na literatura, a chamada gravidade de Gauss-Bonnet, contém os primeiros trés termos de (2.1).

Explicitamente, de (2.1) temos:

Lo=1, L =R, Lop=Lr = RypeaR"* = 4R4R™ + R
L3 = 4R “ R Ros™ — 8RR R 17 — 28R 1peaR™ R + 3R 1peaRR (2.4)

+24R peaR“R™ + 16R,’R,R.Y — 12R,’R,°R + R®
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2.1.1 Acao da teoria de Lovelock ate ordem quadratica. n=2

Consideremos uma agdo geral da gravidade R* d-dimensional com constante cosmoldgica e matéria.

A acdo é dada por:

1
S == | dxv=g {aR® + BRWR™ + Ry R + R = A} + S 2.5)

Aqui S, € a agdo para o campo de matéria. Por variagdo sobre o tensor métrico g,,, obtemos a

seguinte equagao,

1

0 = g (aR® + bR,WR” + cRyyee R + R = A)
+a(-2RR" + V*V'R + V'V'R - 2g""V,,VR)
+b(-2R" R + V,V'R” + V,V'R* - OR" — g"V*VR,,, )
+c(-2R*7R’,,, = 2V, VR = 2V, V,R"")

R +TH . (2.6)

Aqui T#" € o tensor de energia momento do campo de matéria:

I 6§ matter
T = ——2% (2.7)
V—8 6g/1v
Usando as seguintes identidades,
Vo v 1 v Vo 4
V, VR = OR" - va R+ R*"7R,, — R“pR L,
1
V,VER? + V V"R = 3 (VEV'R + V'VFR) = 2R*" R, + 2R“pRVp ,

1

V,V.R” = =R, (2.8)

2
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podemos reescrever a eq.(2.6) como:

0 = % 8" (aR® + bR, R™ + cRyyer R™ + R — A)
+a(-2RR" + V*V'R + V'V R - 2"V, V'R)
+b {% (VAV'R + V'VER) — 2R**R,,, — OR" — % gWuR}
+c(-2R*7R’,,, — AOR™ + V*V'R + V'V¥R
—4R"R,, + 4R”pRVp)

-R" - Trl::;tter : (29)

Nosso principal interesse é o estudo do caso quando a parte de R* da agdo (2.5) forma a combinacdo
de Gauss-Bonnet, e isto se consegue simplesmente olhando a eq.(2.9) e percebendo que os termos das

derivadas da curvatura , i.e. quarta ordem, desaparecem quando:
a=c, b = —4c, (2.10)
Desta forma podemos escrever,

0 = % " {c(R® = 4RuWR" + Ryer R™7) + R — A}
+c(~2RR" + AR R” + 4R’ R,, — 2R*"'R’, )

pOT

—R*™ + T™ (2.11)

A eq.(2.11) ndo contém as derivadas das curvaturas, portanto, os termos com derivadas superiores a
dois nao aparecem. Vemos que a teoria de Gauss-Bonnet € a tnica teoria de Lovelock quadratico que
cumpre com a condicao das equacdes de movimento de segunda ordem [8].

Daqui para frente denominaremos o termo da combinacdo de Gauss-Bonnet como:
X4 = Rueo R — 4R, R + R?, (2.12)

onde y4 corresponde a densidade de Euler 4-dimensional. Isto significa que em quatro dimensdes
a dindmica serd a mesma que a gravidade de Einstein, pois a gravidade de Lovelock para termos

quadraticos € um invariante topolégico.
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2.1.2 Combinacoes Quadraticas

Consideremos um exemplo prototipico onde analisaremos o termo da lagrangiana quadratica de Lo-

velock d-dimensional [25] que fica definida como:
Lo = @R,y R — BR R + YR (2.13)
onde a, B e y sdo contantes arbitrarias.

Esta lagrangiana £, para d < 4, o teorema de Gauss-Bonnet permite fixar @ = 0 sem perda de
generalidade. Em d > 4, porém, os trés invariantes quadréticos sd@o necessdrios para descrever a
lagrangiana mais geral. Para valores genéricos das constantes de acoplamento «, S8 e y, as equagdes

de movimento ! serdo de quarta ordem.

Nao obstante, uma propriedade clara de 2.13 € que existe uma escolha geral das constantes de acopla-
mento a, 8 e vy, que resulta exatamente no cancelamento das equacdes diferenciais de quarta ordem,
ou seja derivadas da curvatura, gerando uma equagio diferencial de segunda ordem. Depois > vai

ser demostrado para que as equagdes da gravitacdo sejam de segunda ordem, temos que cumprir a

_ Bd—4a

seguinte relagdo dos coeficientes y @D

Como um caso especial podemos escolher valores de @
e B3, sendo 1 e 4 respetivamente, e como resultado podemos ter o y igual a 1 que € outro passo para

obter a relacao (2.10).

E possivel representar a lagrangiana (2.13) como uma combinagao linear de invariantes, sendo W,,,,»

o tensor de Weyl,
AW,pe WP + Bya + ¥ [...] (2.14)

Onde o invariante quadratico do tensor de curvatura de Weyl, W,,,,, W¥*7 = R, ., R“P7 — ﬁRﬂ‘,RﬂV +

mRz €0 x4 = Ry RP7 — 4R, R +R? é a combinacdo de Gauss-Bonnet. Quer dizer que ¥ [...]

vai ser também um invariante.

'maior detalhe sobre as equacdes de movimento e as condicdes para que seja de segunda ordem sera visto no capitulo
4
No capitulo 4
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Esse ultimo termo da eq.2.14 ¥ [...] deve ser representado como y R, R + V2R,

~ Voo v
@ (R, R = R, R"

Rz) +j (RHWR‘”‘"’ — 4R, R + Rz) (2.15)

d-2) T d-Dd-2

+V1R, R + Y2R?

Agrupando todos os termos semelhantes teremos:

- 4a ~ 2a -
& + B)R o R + | — — 4B+, | Ry R + | —Mm—— 7 | R?
(a/+ﬁ) UVPO™ +( (d—2) ﬁ+71) 0y +((d_1)(d_2)+,3+72)
Comparando com a equagdo (2.13) estabelecemos as seguintes igualdades:
a = a+p (2.16)
4a -

- + 48 — v, 2.17

2a ~
= — V- 2.18

Do capitulo 4 usaremos a eq.(D.10) que dd uma relagao dos coeficientes de (2.13), garantindo assim
que na lagrangiana ndo exista altas derivadas, e dessa maneira poder resolver o sistema de equacoes.

Levando aeq. 2.16 € 2.17 na eq.(D.10) e depois igualando na eq. 2.18

dp o' 2a -

4d-1) @-1) (d—l)(d—z)+ﬁ+72

da dp a B dyv  _ 2a .
(d—l)(d—2)+(d—l)_(d—l)_(d_l)_4(d_1) = (d—l)(d—2)+’8+72’

obtemos,

2o d
7 = H=D (2.19)

Se colocamos a eq. acima nas duas ultimas expressoes da eq.(2.16) chegamos a uma relagdo, que é
mais conhecida como a acdo da “nova gravitagdo massiva” o NMG, ou seja, os coeficientes dos 7y 2,

vao ser:
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Substituindo a eq.2.19, obtemos o modelo NMG;

d

2
2 = 1)R (2.20)

,)71 R#V R* —

Assim concluimos que para uma combinacdo quadratica mais geral no invariante de curvatura, o qual
€ de segunda ordem com as condi¢des ja mostradas, pode ser colocado como uma combinacio linear
do invariante de curvatura do tensor de Weyl, da densidade de Euler em quatro dimensdes e o modelo

NMG, como acabamos de demonstrar.

2.1.3 Lagrangiana com n=3

Aqui a Lagrangiana possui grau de diferenciacdo seis em d-dimensdes arbitrarias. comecemos por
considerar a combinacdo genérica das oito lagrangianas linearmente independentes [26] [25]. Con-
sideramos oito pelo ja visto nos casos anteriores para que equacdo diferencial da gravitacao seja de
segunda ordem, i.e. excluimos os termos da derivada da curvatura. Observe que neste caso se fixamos
d = 6, acombinacdo cubica serd um invariante topol6gico mantendo assim a dindmica do movimento

feita para o caso E-H. Os oito termos mencionados sao:

L, RﬂvaﬁRaﬁUpRUp#V’ L, = RpavﬂRag pRO'#pV’ Ly = vaafﬂRﬂvaoRﬁG9 Ly = RvaaﬂRﬂvaﬂa

Ls = RuasR"R?, Ls=R,R,°R,}”, L; = RR,R}', Ly = R°. (2.21)
Primeiramente, a densidade de Euler 6-dimensional € dada por:
X6 = 41, — 8L, — 2415 + 3L4 + 24Ls + 16L6 — 1217 + Lg, (222)

Obviamente a equacdo de movimento serd de segunda ordem.
Segundo, hd dois invariantes algébricos independentes construidos a partir de trés tensores de Weyl 2,
chamados de W, = W#V"ﬁ Wog Wit € Wy = WM“Vﬁ W7 W, que poderdo ser adicionados a a¢ao

gerando equagdes de segunda ordem. Eles se escrevem como:

W, = L 12 L 6 L 24 L
I 7 B0 YV I e 7 By el
16(d - 1) 24(2d - 3) 8(2d - 3)

@-22 -2 a-pa-op (2.23)

3Lembrar a defini¢do do tensor de Weyl em d-dimensdes é
W;u/a/ﬂ = Rpwyﬂ - (d+2) {gpaRﬁv - gy,BRm/ + gv,BRau - gthﬁu} + (d—lfw {g/uxgﬁv - g}tﬁg(lv}
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3 3 3d
2T ac 2)L3 S 2(d-1)d- 2)L4 d- 2)2L5
23d-4),  3d+d-4) (> +d—4)
L¢ + L

C @-28 T d-Dd=-2¢" d-1d-2y"

W, = L

(2.24)

2.2 Extensoes dimensionais da Gravitacao Lovelock

Além de produzirem equagdes de segunda ordem, as teorias de Lovelock apresentam outras caracte-
risticas importantes. Elas possuem solucdes de buracos negros, o que € de extrema importancia para
uma teoria de gravitacao inclusive satisfazem o teorema de Birkhoff o que implica uma isometria lo-
cal entre solu¢des com simetria esférica planares ou hiperbdlica e a solug@o de buraco negro (estatica)

correspondente.

No entanto outras teorias gravitacionais t€ém recebido atencao especial, mesmo violando a condi-
cdo de fornecer equagdes de segunda ordem, mas adquirindo solucdes de buracos negros e também
admitindo o teorema de Birkhoff. Construgdes deste tipo de teorias foram obtidas por [23] e indepen-

dentemente por [26] [25].

A motivagdo inicial de Myers [23] introduzir tais modelos surgira no contexto da correspondéncia
AdS/CFT. Além do termo de Gauss-Bonnet, existe a necessidade de introduzir novos acoplamentos
(parametros), e uma extensao natural seria a introdu¢do do termo L5 de Lovelock. No entanto devido
a origem topoldgica desse termo, tais contribuicdes s6 seriam relevantes em dimensdes maiores ou

iguais a sete. Estas construgdes recebem entdo o nome de gravitagao Quase-Topoldgica.

Cabe ressaltar, que num background geral, as equagdes de movimento desta teoria sdo de quarta
ordem. No entanto, Myers demonstra que tais equacdes, quando linearizadas, descrevem gravitons se
propagando no vacuo AdS e sdo exatamente de Einstein de segunda ordem.

Em [23], [24], [27] € apresentada uma nova interac@o de curvatura cubica Z;, dada por:

R,,.sR*™ PR
«p Do T od —3)(d - 4) 8 Hvap

=3(d = 2)RyyapR""* v R*” + 3dR,opR" R (2.25)
3(3d — 4) 3d )

1 3(3d - 8)
_ afpoT v
Zi = RI/R PRHY 4 (

vVp @ v 3
+6(d - DR/R,"R, ~ =——R/R'R+ =R
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Pode-se obter de uma forma alternativa Z,; [24]

3d* —15d + 16

Za = Wit S S d =@ =3

(X() + 8W1 - 4W2) .

Para d = 6, Z¢ ndo produz uma interagdo nao trivial que € a curvatura ctibica, quer dizer que Z¢
produz um novo invariante topolégico em 6-dimensdes.

Agora podemos generalizar a interagdo de curvatura cubica para o caso quando d > 6 através da adi-
¢do de outra componente proporcional a densidade de Euler 6-dimensional (2.22), usando a formula

geral para altas dimensdes: Z/, = 2Z, + 411)(6' A expressao final pode ser escrita como:

Z, = RuPRy"R,," (-12(d? = 5d + 5) RypopR"" - R*”

1
+

(2d —3)(d - 4)
+% (d” = 4d + 2) RR,yopR"™ ™ + 12 (d = 2) (d = 3) RyyapR* R¥ (2.26)

1
+8(d-1)(d-3)R,R, R, —6(d—2)*RR,’R} + 5 (d* - 4d + 6) R3) :

Nosso estudo nesta dissertacdo busca elucidar o seguinte ponto. Existem outras solu¢des que, a partir
de uma simetria que reduza a teoria, possam apresentar equagdes de segunda ordem. como ficara
claro nesta dissertagdo, tais constru¢gdes podem ser obtidas a partir das acdes apresentadas acima, e as

solugdes de paredes de dominio ilustram este fato.
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Capitulo

VAcuo E PAREDES DE DoMiNIOs

3.1 Vacuo

A natureza do potencial (3.59) nos garante que para os minimos dele a derivada covariante do ‘super-
potencial’ nesse extremos dos vacuos tem que sumir, i.e. aqueles com d,W(o) = W' = 0, os valores
do potencial serd V < 0. Esses extremos das paredes interpolam entre dois vicuos anti-de Sitter ou
vacuos anti- de Sitter e um vacuo Minkowski [9].

Vécuos sdo caraterizados por solugdes do tipo o = 0" = constante (que sdo os extremos do poten-

cial), sabendo disso e de acordo com a eq.(3.49) nds temos:
. =0, (3.1)

ou seja, temos solug@o do tipo vacuo nos extremos do potencial. Da eq. (3.51) no vacuo o o = 0,

podemos obter a seguinte equacao:

K*V(o,)

i2 _ 24 _
A=K~ T ha—

(3.2)

Para poder resolver este tipo de equagdo diferencial temos que considerar o tipo de curvatura cons-

tante, K, que estd associada a uma escala do espago que fatia o espago total. Primeiramente tratamos

-1

as folheagOes do tipo AdS4-; que tem como constante de curvatura igual a K = ——, sendo que
d-1



28

2 . 2
— . I/)((Z*_)z) = ﬁ induz uma escala no vicuo L,:
. 1 1
Sl TR
Ly, "
1 ( L?
N PP (3.3)
2 2 oA
L L, e
para resolvé-lo, consideramos: x = &=te ¢ i = Z-Le? A temos que A = £. Consideramos K = iL%

onde L,_; representa tal escala. Observemos que para K pequeno teremos Ld—l grande, o que faz com
que os resultados do caso plano sejam reproduzidos.

A solucao do fator de escala é dada por:

b 11,
2 - Ee
dx 1
= 4+ —
2 -1 L,
Ly
— arcch(x) = il = x = cosh il = LA~ cosh R
L, L, - L,
L,
— et = cosh |2
Ly L,

Da mesma maneira podemos obter uma solucio para folheagdes dS, ou seja, K = ——. De maneira

Ld—l

andloga verificamos que o fator de escala é e = % sinh (Li) Resumindo teremos:

—smh—y K——

dl

eA: L_e Ll*y K:()
Ly

—Cosh—y K——L2

O caso K = 0 reproduz a solugdo para parede de domino plana.
As solugdes acima sdo portanto a forma encontrada para os vacuos, e o espaco de AdS [2], [13],[14]

em d-dimensdes, nas coordenadas de Poincaré apos a fixagdo de calibre toma a forma:

ds* = dy*+

L—cosh( )] ds*(AdS)y_1, (3.4)
Ly L.

com

d-3
ds*(AdS),, = e lin (—dﬂ £ dxg) +di2,, (3.5)

a=1
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no caso do espaco fatiado ser AdS ;_; e

2
L. .
ds? = dy? + | == sinh(2L)| ds*(dS)ar, (3.6)
Ly L,
com
. d-2
ds*(dS)e, = —df* + €T (deg), (3.7)
a=1

no caso (dS )y-1
Notamos, no entanto, que em ambos 0s casos perde-se a forma da parametrizacao geralmente utilizada

quando se trabalha com as coordenadas de Poincaré, que deve ser escrita da forma
) d-2
ds* = dy* +e i (—dtz + Z dxg] (3.8)
a=1

Devemos entdo encontrar uma maneira de transformar nossas coordenadas iniciais de forma a obter a
forma (3.8) em cada caso.

Iniciando com as folheagdes em (dS),_1, podemos escrever o elemento de linha como:

L2 i D
ds* = dy*+ - sinh2(Ll*)e2Ld-u (e T dr +di). (3.9)

onde di® representa a soma nas demais (d — 2)-coordenadas, que nio serdo alteradas.

Comparando (3.8) e (3.9) identificamos imediatamente uma relacao entre os fatores de escala:

L L
= 5= smh(%*)eLd—l, (3.10)

Q
[\“w

0 que nos leva a primeira transformacao desejada:

L. L. .
5 = - t—ln(—smhl), G.11)
Ly Lqy L,
de onde podemos escrever
L, y
dy = - dt — cth| = |dy, 3.12
y L dr-c ( L*) Y (3.12)
Por outro lado, devemos ter ainda
- ot ot
dt = —dt+ —dy, 3.13
£y By y (3.13)
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onde #(¢, y) deve ser encontrada a fim de termos a identifica¢do completa.

Igualando os elementos de linha, temos

L2 y F
dyz—z—*sintf(—)dz2 = 4y’ — e 1 dP, (3.14)
Ld—l L,

e substituindo (3.10), (3.12) e (3.13) nesta equacdo obtemos as seguintes equacdes:

2

sinh? (Ll) = -1+ sinh? (Ll) T (g—;) (3.15)
12 . (0F\

1 = cth? (Ll) - Lz* sinh? (Ll) e Ti (Z—I) (3.16)

Integrando (3.15) e (3.16) obtemos a relagdo desejada que nos da a fungdo #(z, y):

it,y) = —Ld_lcth(%)e‘w’l (3.17)

%

As equa,cOes (3.11) e (3.17)nos dao as transformagdes desejadas.

Deve-se observar que os sistemas (y, f) ou (¥, f) ndo cobrem toda a variedade descrita pelas coordena-
das de Poincaré. Existe uma singularidade em y = O inerente a estes sistemas de coordenadas que os
torna geodesicamente incompletos. Para um estudo mais detalhado, deve-se, portanto implementar
uma continuag¢do a fim de que este problema seja contornado.

Procedemos de maneira andloga no caso das folheagdes AdS 4.

Partimos da seguinte identificagdo:

L. y g _
dy* + (— cosh(—)) e 22 (—df? + diP) + dx>_, | =
Y Ld—] L* [ d 2]

= dy’ + 70 (=dP + dP +d5; ) (3.18)
Mantemos inalteradas as varidveis f = ¢, x, = X, a = 1,2...,d — 3. Teremos assim:

L.

d—1

_Xd2

cosh(l)e Tt (3.19)

-5
e L= =

*
ou de forma mais explicita

L. L,
5 = Xgo—L.In (L— cosh (Ll)) (3.20)

Ld—l d—1 *
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A partir desta equagdo escrevemos

L, y
dy = dx;_» —tanh|=— |d 3.21
y I Xq—2 — tan (L) y (3.21)
Podemos ainda escrever
0X4_ 0x,_
A3y s Y2+ 20, (3.22)
Ay 0x4-2

Substituindo (3.19), (3.21) e (3.22) em (3.18) obtemos as seguintes equagdes:

yua (0%\
cosh? (L%) = 1 + cosh? (L%)e 225 (62_2) (3.23)
LY s (0% )
1 = tanh’ (Ll) + (L_) cosh? (Ll)e 2 ( );d 2) (3.24)
* d—1 * 'y

Finalmente, integrando (3.23) e (3.24) obtemos

%2 xao) = Lgieler tanh (Ll) (3.25)

*

As equagdes (3.20) e (3.25) fornecem as transformacdes de coordenadas para as varidveis de Poincaré.

Observe que neste caso nao temos problemas de singularidade.

3.2 Paredes de dominio planas (PDP)

O modelo mais simples para o estudo dessas solucdes é dado pela acdao de Einstein-Hilbert acoplada
ao campo escalar o e com a auto-interagdo dada pelo potencial V(o). Este modelo j4 foi estudado

[10] [7], e a ag¢d@o € escrita como:

R 1
S = fddx \V-g (F ~3 0,00,0 — V(O')) , w,v=0,1,2,...d-1. (3.26)

gr(d-D/2

2 _
Onde k- = @D

G, define a escala de Planck em d-dimensdes. A assinatura da métrica é

(= +,+, ., +).



32

As equacdes de movimento para o modelo acima sdo:

1 2 1
R, — ng,R = % [6,,0'3‘,0' - S (EOP(J’@"O') + V(O’)]
1
g'"v,(0,0) = —0d,(V-gd'o)=0,V(0) (3.27)
Iz =

Como ja mencionado anteriormente, procuramos solugdes para as equagdes de acima que tenham
métrica do tipo ‘“Parede de Dominio”, com o campo escalar dependendo somente da coordenada

axial y:

ds* = dy2 + eZAO’)n,-jdxidxj, i,j=0,1,..,d -2,

gij =diag(-1,1,1,..), o = o(y). (3.28)

O grupo de simetria no espago-tempo plano M,_; € o grupo de Poincaré (d-1)-dimensional. No estudo

de parede de dominio plana exigimos que as solucdes da eq. (3.27), assintoticamente satisfacam:
eA(y)(y = +00) & e%, o(xc0) = 07, (3.29)

o que define os vacuos do sistema.

Para a métrica (3.28) os simbolos de Christoffel ndo nulos sao dados por:

1 (02
" = 58” (avgpa+apgav_8agvp)’
L, = —e"gA, (3.30)
Iy, = dA.

onde denotamos que o “ponto” representa a derivada com relac@o a coordenada axial y. As compo-

nentes do tensor de Ricci sdo:

Ry = 8,10, —,I%, +T0 %, — 7 1%,
Ry = —(d-1)(A+A%),
R,‘j = —€2Agl’j (A + (d - I)Az) , (331)

=
)
Il

0
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e o escalar de curvatura,
, .od
R = g"R, =-2(d-1)[A+ EA . (3.32)

Calculando as equacdes de movimento, quando (u = v = y), temos:

2

(d - 1)(d-2)A% - %0"2 = —K*V(0). (3.33)

Agora no caso quando (u =i, v = j)

-2
2d - 2A +(d - 1)(d -2)A*> = -« (% + V(O')) (3.34)
Subtraindo a eq. (3.33) e (3.34) ficamos com:
.. K2 .
d-2)A = Y 2, (3.35)

Aqui encontramos a outra equacdo de movimento mediante a variagdo do campo escalar o,
F+(d-1DAc = 8,V(0). (3.36)

Vemos que a eq.(3.33) funciona como vinculo automatico.

3.2.1 Sistema de primeira ordem

E possivel mostrar [13] que as equacdes acima sdo equivalentes a um sistema de primeira ordem,
definido a partir de um ‘superpotencial’ W(o).

Mostramos abaixo tal equivaléncia. O ‘superpotencial’ € dado por:

1
=~V (3.37)

€ portanto

- 2)o"agW(O'), (3.38)
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Agora substituimos a eq.(3.38) na eq(3.35), obtendo
L L2
o o= 0'—26(,W(0'), (3.39)
K
que € simplificada como:
) 2
o = —28(TW(0'). (3.40)
K

Substituindo (3.37) e (3.40) em (3.33) obtemos uma relagdo entre ‘superpotencial’ W(o) e o potencial

V(o) dada por!

d=1

a2 (3.41)

1
V() = 2=5(0,W) -
K

A introducgdo do ‘superpotencial’ e do sistema de primeira ordem faz com que um problema de equa-
¢oes ndo lineares de relativa complexidade possa ser transformado num sistema onde € possivel en-
contrar solucdes analiticas para dados superpotenciais .

Por outro lado, a equagdo (3.41) permite a obtencao direta do potencial também a partir do ‘superpo-
tencial’.

Observemos que o escalar de Ricci dado em (3.32) também pode ser escrito em termos do ‘superpo-

tencial’ a partir de (3.37) e (3.38):

- _ _ _# ’ 2 L 2
R(o) = -2 1){ (d—Z)KZ(W (o)) + 2(d—2)2W (0')} (3.42)

Esta relagdo € muito importante, pois nos permite, a partir do ‘superpotencial’ calculado na configu-

racdo de vacuo, (W’'(o.) = 0) inferir sobre a geometria do mesmo.

3.3 Paredes de dominio curvas (PDC)

Em paredes de dominio com grupo de simetria do tipo S O(d — 1,2) do espaco-tempo AdS ,_; ou
com grupo de simetria do tipo S O(d, 1) do espago-tempo dS, cada um deles possui uma constante de

curvatura K < 0 ou K > 0, respectivamente. Consideramos novamente a acao (3.26), com a métrica

'A linha em W’ denota a derivada com respeito a -, agora 0 ‘ponto’ que ataca aos campos o € A denota a derivada
com respeito a coordenada axial y
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dada por:

ds®

f2 ) P2d=DAY) dy2 4 A0 gid Xdx,

o), V=g = f -3, (3.43)

3
Il

onde g;; € uma métrica sobre AdS ou dS segundo foi dito anteriormente. Usando as novas condi¢oes

definidas acima, encontraremos relagcdes com a funcao auxiliar f(y) e a métrica:

2 2(d-1A. _ 2A=
gyy:f(y)e( ) 5 8ij = € &ij

y 2 2(d-1A. ij _ 2A=ij
g¥ = e g =gy

g=dei(gy) = foderg; = [

VE = POUE

Fazendo os mesmos célculos feitos em na secao anterior para paredes planas, nés vamos obter cone-
x0es ndo nulas, como segue:
I, = ! +d-DA; T = —ée—w—m— T = As;T, =T (3.44)
w7 ; i T 8ijotyj T A0 e = ke :
Calculamos agora as componentes do tensor de Ricci. O cdlculo de Ry, s6 depende de I}, e l";j, e
ndo depende de g e sdo portanto, os mesmos das paredes planas. Usando os resultados obtidos para

paredes planas e depois de alguns célculos, temos:

R, = (d-1) {-A‘ + §A +(d - 2)A2}
(Y = 5
Rij = —Fe A - }‘A gl] +Rij (345)
O escalar de Ricci é dado por:
R = g'wRuv = gnyyy + ginij
— - DI ! SR VITS (U Y [ QPR
= d-14- +?A+(d—2)A —e g A—?A ]726 gij+e R(d—l)

“2(d-DA 2 i
R = {(d - - z)A7 -2(d - 1)% (‘%)} +d-1d-2DKe™ (5.46)
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Além disso, aqui nds estamos colocando uma barra sobre as conexdes, na metrica, no tensor de
Ricci e no escalar de Ricci, para diferencia-los em relagdo aos outros, calculados para o caso plano.

Utilizando (3.46) e as seguintes identidades, validas para espagos com curvatura constante:

Rijw = K(8u8ji— 88 r)
(d-2)Kg

=
I

ij

|
I

(d-D(d - 2K,
diretamente na acdo (3.26) obtemos a seguinte a¢do efetiva:

A
seff = f d' xdyLr —2(d - 1) f d(d‘l)xdydi (?) (3.47)
y

{2 )
Ly = (d-Dd- 2>A7 @ D= DR - Ty o

Observamos que as equagdes serdo de segunda ordem, ja que a dependéncia da L.;; € s6 de o, 7,
A, A e f. Como L, ndo depende de f(), concluimos que a equacdo de f(y) ndo possui dinimica,

sendo portanto um vinculo.

3.3.1 Sistema de equacoes

As equagOes de Euler-Lagrange para L,.;s sdo equacdes de movimento para o, A e f. Somente no

— o-(d-DA

final dos célculos fixamos f chegando as equagdes:

F+d-1)oFA = V(o) (3.49)

22V(0)
d-2

24 +2(d - DA% = 2(d -2)Ke ™ + 0 (3.50)

e o vinculo € dado por:

2
— d-1)(d-2A%>+K(d-1)d-2)e "+ KZ% —-K*V() =0 (3.51)



37

Tendo esses resultados das equacdes acima multiplicamos (3.50) por (d —2) e (3.51) por 2. Somando,

obtemos:
Ko?r = =2(d-2)A -2K(d-2)e . (3.52)

Nosso proximo passo € encontrar, analogamente ao que foi feito para o caso plano, um sistema de
primeira ordem, a partir de um ‘superpotencial’ equivalente a esse sistema de equagdes.
Veremos que para os casos K # 0 € possivel faze-lo, mas a complexidade em relacdo ao caso plano

aumenta consideravelmente.

3.3.2 Superpotencial e as equacoes de primeira ordem

Partindo de (3.51) no vécuo, o, = 0 a equacdo (3.51) é dada por:

. V.
A2 _KeA = _ 2—*, 3.53
¢ “d-Dd-2) (553)

como o potencial depende somente de o, percebemos que a estrutura do vacuo da teoria independe
se estamos estudando o caso plano ou as folheacdes curvas. Portanto, a presenca de K nas equagdes
produz um efeito na geometria.

A condic¢do de vicuo, o, = 0, implica W’(o,) = 0 e a partir de (3.41) obtemos

N (.
kV(o,) = - 2)W (0,) (3.54)

Depois substituimos em (3.53) para obtermos,

A

W(o.) \/1 ,Ka-2p (3.55)

Td-2) W) ©

Aqui n6s escolhemos o sinal negativo para fazer semelhanga com (3.37) e o termo de raiz quadrada

serd uma funcao y, como segue:

_ Y _ K(d-2)*
= —(d_z)W(O'), Y = \/1 +W€ 24 (356)



38

Entao

. 4
oW 24

= - - Ke™ ™, (3.57)
d-2)y
e substituindo na eq. (3.52),
W/
Ko? = 2 @)
Y
W/
o = VD (3.58)
Y
No caso ¢ # 0, substituindo as eqs. (3.56) e (3.58) em (3.51) nos leva ao seguinte potencial:
w2 d-1
KVW) = @Dy, (3.59)

2y (d-2)

A expressdo acima fornece entdo uma relagdo entre V(o) e W(o). Observemos, no entanto, que a
presenca de y ndo permite uma relagdo imediata entre o potencial e o ‘superpotencial’, existente no
caso plano. E possivel obtermos uma relagcdo analoga a (3.42) que fornece uma relagdo entre o escalar

de curvatura e o ‘superpotencial’. Para o caso curvo, a partir de (3.56), (3.57) e (3.58) obtemos,

’ 2
R(o) = —2(d—1){— 2 (W) d

2
o d—y a—" (0')} (3.60)

Da eq. (3.60) podemos ver que para os estudos dos vdcuos a curvatura escalar ndo depende expli-
citamente da geometria do espaco-tempo das hiper-superficies, quer dizer ndo depende da curvatura
constante K uma vez que esta dependéncia estd associada ao termo W’, que se anula no vacuo. O
estudo dos vicuos serd detalhado na préxima secao.

De (3.56) vemos que o ‘superpotencial’ W(o™) esta definido por um sinal. O sinal para A(y) no con-
torno deve de ser sempre positivo para que em nosso extremo (vacuo ) o espago seja do tipo AdS 4,
com isto W(o*) < 0 sempre serd negativo. Neste vicuo o escalar de curvatura definido em (3.60) é

constante e negativo,i.e.

B W (o)  dd-1) 2d
R = —dd-Ds =—=p— g—g™ <0 (3.61)

Com esta equacdo vemos claramente as condi¢cdes dos vacuos definidas como W/(c*) = 0,e W(o™) <
0 e que deve de ser diferente de zero, para assim ficar garantido nosso espaco tipo AdS .
Uma outra possibilidade a ser considerada € o caso de um muro levar uma solugdo do tipo AdS, a

uma outra do tipo Minkowski (M,). Neste ultimo caso, a solu¢do para o fator de escala é A(y) = 0,
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ou seja ds* = dy* + n;;dx'dx’.

3.3.3 Funcao Beta e indices criticos

Apesar de ndo pretendermos nesta dissertacdo discutir as eventuais aplicacdes de nossos resultados
a métodos holograficos, mostramos nesta secao alguns elementos que futuramente poderao ser uteis
para essa abordagem. As solugdes de paredes de dominio poderdo nos fornecer elementos essenciais
para o comportamento critico de teorias de campo na borda. Uma andlise mais profunda desses
resultados foge ao escopo desta dissertacao.

Para obter a funcdo beta e os indices criticos, nds precisaremos o uso da massa do campo escalar,
sendo ela definida em relacdo ao potencial; como a massa ao quadrado do campo no extremo do
potencial serd, igual ao potencial de um campo escalar também nesse extremo [29], ou seja:

5 da*v

m* = ﬁ |0’=O‘*9

(3.62)

Nesses extremos o potencial pode ser positivo, negativo ou nulo; caracterizando um minimo do po-
tencial, um maximo ou um ponto de inflexdo, respetivamente. Aqui nés temos que exigir que m,. > 0,
pois m? é interpretado como a massa de uma particula associada a esse campo (como féton - de massa
zero- estd associado ao campo eletromagnético). Se m? < 0 a particula quintica é uma tquion e nio
possui interpretacdo fisica clara. O fato de m? < 0, no espago-tempo de Minkowski (M), ser evitado
€ porque o tquion se move fora do cone da luz (de Minkowski) levando a problemas de causalidade,
ou seja, € um problema particular da estrutura causal de M, [29]. Para o espaco-tempo de AdS ; algo

similar acontece, mas agora o limite minimo de m? ndo € zero e sim,

(d-1y

2
m,z>-————,
2
412

(3.63)

Com isto podemos ver que s6 sdo tquions se as particulas ndo satisfazerem a desigualdade acima.

Agora temos que mostrar que nosso vacuo satisfaz a desigualdade (3.63). Para obter esse resultado

primeiro temos que definir a funcao beta, 8 = ﬁ e introduzir o indice critico s.

Primeiro a fun¢do beta podemos obter dividindo a eq. (3.56) e (3.58), assim:

do do  2(d-2)W’

an - PO=ICh T Tapw

(3.64)
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Essa equacdo serd muito util para poder encontrar uma relacao entre A(y) e o (y).

Da eq. (3.64) vemos que para os vacuos a fungdo (o) € zero, i.e.
Bla.) = 0 (3.65)
Agora podemos introduzir o indice critico s, definido como: s = %IWV%.

Do potencial (3.59) onde procuramos a fungdo (o) na primeira equagdo da direita, temos:

CYWE _@d-1)

2
v 2d-27  (d-2)

a derivada deste potencial > com respeito a o é:

VBW(WBY N W2Byy'  (d - )y’pW?

\%4 3.66
(d - 2)? (d-2)? (d-2)? (3.66)
Onde a derivada de y é:
, (d —2)Kye™A (d-2)W?
= — ] -2— 3.67
2WW’ W2y? ( )
Agora substituindo na eq. 3.66 a derivada do potencial fica assim:
2 2.2
/ Y ’ 2 —2A ﬁ Y
= ———— 1 BWWB) —(d-1)BW 2K 1]—-—— 3.68
(d_z)z{ﬁ (WBY = (d — )BW?} + 2Kpe { 2(d_2)} (3.68)

Fazendo os mesmos procedimentos de derivar o potencial novamente para obter V"’ e logo supor um

ponto fixo o = 0, ou seja o vicuo, onde V(’IQZO)lm pode ser calculada como:

,y2 WZ

Vil = =55

(8% - (d - 1B} +2Ke™ (B +2) (3.69)

Seja s, = £, entdo temos a segunda derivada do potencial em fung¢do do s,

2w2
Ve = (; 3552 = (d = 1)+ 2Ke (5. +2)
* ® d - 1 _
V' = Su(s L(2 ) + Ke ™4 [sf —(d-3)s. + 4] (3.70)
Aqui estamos usando L, = % que € no caso do vacuo fisico para uma parede de dominio plana (ver

3.2), onde L, > 0 € sempre considerada em nossa anélise.

Como o coeficiente de V" estd associado a uma massa, podemos definir > = L2m?, entdo o V”|, fica

’Daqui para frente (para esta se¢io)vamos a usar k> = 1



41

assim:
p2(s) = L2m? = s.(s. — (d = 1)) + KL2e ™ |2 = (d - 3)s. + 4] (3.71)

A fungdo p2(s) é uma parabola que tem uma concavidade para cima

De (3.69) temos a derivada de S8 sendo ele o indice critico, € escrito como segue,

g _ _ 2d-2) {W,,_ W’Z}_ 2(y2 - 1) {1 B 2(d—2)W'2} 372

do YW w v? W2y2?

Para o caso do vacuo, ou seja % = 545 (para W(o i) # 0), neste caso fisico (W’ = 0), nés teremos o

indice critico nesse vacuo, sy;, sera:
2 1" 2
spis = = {L.w” -y +1 (3.73)

No caso quando o escalar de Ricci € zero (do tipo M), é claro, pela eq. (3.72) que o indice critico
diverge, com isto podemos dizer que no vacuo o limite de s, € muito grande.

Com essa andlise mostramos que a partir do ‘superpotencial’ podemos obter informagdes a respeito
do comportamento critico de uma teoria de campos dual, definida na borda do espaco AdS ;_;.

Para o caso de paredes planas tal relacdo € atualmente comparecida [10], [29]. Para o caso de paredes

curvas este estudo ainda deve ser realizado.

3.4 PDC’s na gravitacao de Lovelock de ordem quadratico

Pretendemos, nesta se¢do estudar solucdes de paredes de dominio em uma teoria que agrega corre¢oes

na parte gravitacional. Adicionalmente a lagrangiana de Einstein-Hilbert a seguinte lagrangiana
Lo = aRypo R = R, R + YR, (3.74)

onde a, B e y sdo constantes ajustadas de tal forma que possamos ter equacdes de movimento de
segunda ordem. R,,,, € R, sdo respectivamente os tensores de Riemann e Ricci. A acdo a ser

estudada € escrita como:

1 2
geff p fddx \/—_g{R +apLly— %g“vaﬂaava - K2V(O')} (3.75)
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2 7 . ~
onde o = m ¢ uma constante de acoplamento com dimensdo L?.
(d-1)/2 L . . . L. . .
Com «? = %Gd ¢ a constante de acoplamento gravitacional e o sinal da métrica de dimensiona-

lidade d — 1 é definida como (—1,1, ..., 1).
Nossa discussao vai estar focada na fase estdtica das paredes curvas e vamos a redefinir nosso ansatz

para as quaiss a métrica € dada por (3.43):

3.4.1 Condicao de equacoes de segunda ordem

No apéndice (D) mostramos uma relacdo muito importante dos coeficientes «, 8 e y, para que as altas

derivadas sejam canceladas e obter uma equacao gravitacional de segunda ordem,
4a-Bd+4yd—-4y = 0

Assim,

Bd - 4a

Y= =D (3.76)
Agora a acdo tem a seguinte forma:
s = [aac,
{ -2(d-1)A
- 2d-1) fd(d “xdy d {;‘t + éal(d 2)[Bd - 2Qa + B)] ¢ IE A’
—2A
+ %Ka +(d=2)[Bd - 2Qa + )] TA} (3.77)
com
A2 e~2d-DA
Ly = d-1)(d-2) (7 —~ —(d 4)[Bd - 2Qa + )] IE A4)
ar 1 €_2A .
+ (d-1)d-2K ( feX T4 4 (d—4)[Bd - 2Qa + B)] 7[51{ feHd=dA 4 TAZ])
- V(o) fe D (3.78)
2f '

onde a lagrangeana efetiva (L,s;) depende de o, d, A, A € f, que vai garantir equagdes de segunda

ordem.
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3.4.2 Sistema de equacoes

Repetindo o procedimento da se¢do anterior obtemos:

F+(d-1)rA = V(o) (3.79)

A(2-ard-4)[pd - 2Qa + B)| A%) + 2(d - DA (1 — iaL(d —4)[Bd - 2Q2a + B)] A?

+ Koy [pd-2Qa+p)|(d-4)(A+(d -2)4%)e™

2
-~ —%(d —-3)d - 4)[Bd - 2Qa + B)| K*a e — 2(d - 2)Ke ™ + % =0 (3.80)
e o vinculo é:
” 1 ” K*o? 2
- d-1)d-2)A (1 - qocd-4) [Bd — 22a + B)| A ) +—— —KV()

+ K(d-1)(d-2)e™ (1 + %(d —4)[Bd - 2Qa + p)] [%Ke‘“ —~ AZ]) =0 (3.81)
As equacdes (3.79), (3.80) e (3.81) sdo as eqs. de movimento para a a¢do (3.75) com a métrica:
ds* = dy*+ eZA(}')gijdxidxj.
Agora multiplicando por (d — 2) a eq.(3.80) e por 2 a eq.(3.81), e somando, temos:

Kot = —(d-DA2 - ay(d—HMA® + ay(d - HKMe ™) (3.82)

+ ap(d-2)d-HKMe ™ A* — ap(d - 2)(d — HK*Me™** —2K(d - 2)e™4

onde definimos M = [Bd — 2(2a + 8)] como o caso geral para representar a relagdo que existe entre
os coeficientes da lagrangiana quadrética, para assim levar num caso aparentemente particular que € o
mais estudado e o mais importante, e tem maior relevancia nos estudos das teorias sobre a gravidade

modificada [16], [32], [5], [11], [8].

Usando o método do ‘superpotencial’ e com ajuda das equagdes (3.56) (3.57) (as contas podem ser

verificadas no Apéndice (D)) e eq.(3.83) torna-se para, o # 0

Ko = % {2 —a L%sz} (3.83)
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E o potencial é:

VW) = 2 MW? (3.84)

w2 d-4 .\ d-1) (d—-4)
v 1_‘%1—2)2]‘”) e (1_‘”‘2«1—2)2

As equagdes (D.27), (D.29) e (3.80) formam nosso sistema de primeira ordem. Com @, = 0 reprodu-

zimos o caso Einstein-Hilbert.

3.4.3 PDC’s na gravitacao de Gauss-Bonnet

Nesta secdo particularizaremos os resultados da se¢do (3.4) para o caso G-B fixando,a = 1, =4 ¢

v = 1 (demostrada em (D.10)). Teremos a acdo [24].

1 AL?
s = 5 dd”‘_g{“m(&vwwp‘f IRLRVHR) (385)

K2

- Eg“vaﬂcrava - K V(O’)}

Esta acdo é semelhante a (3.75), onde temos o mesmo caso da constante de acoplamento «; =
2 .~ . . ~ 2o
m, mas agora com as condi¢des impostas dos coeficientes @, 8 e y. A correcido quadratica

€ o termo de ‘Gauss-Bonnet’ y4 que corresponde a densidade de Euler em quatro dimensdes:
Xo = RupeR™ — 4R, R +yR® (3.86)

Esta acdo € escrita para qualquer dimensdo d > 4. Seguindo os mesmos passo feitos anteriormente,

temos os seguintes resultados particularizados para o presente caso.

Seff — fdd_l-Xdy-Eeff

d (A 2 (d-2)e2dD4
2d-1) | d9 Vxdy— =+ ZaL? A3
( )f R I Rl IS

2(d-2) e
2KAL d—4) 7 A} (3.87)

+
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onde
AZ /1L2 e—Z(d—l)A .
r = (d=Dd=-2)|—-— A?
Loy ( X )(f 3
1 e
+ (d-1d-2K ( feXd=2A 4 2/1L2[§K feXd=dA 4 TAZ])

0'_2
_ K2_ _ KZV(O_)er(d—l)A

2f

As equacdes de movimento serdo:

F+d-1DoA = V(o)

A (2 - 4/1L2A2) +2(d - 1)A> (1 - /ILZAZ) + 4K AL (A +(d- 2)A2) e
2°V(0)

— 2(d-3)K*AL*e™™ —2(d -2)Ke™™ + s

=0

e o vinculo é:

2.2
~ (@~ 1)d-2)A (1 - ALPA%) + % — V(o)

1 .
+ K(d-1)(d-2)e™ (1 + 2/1L2[§Ke_2A - A2]) =0
Das duas equagdes de cima podemos obter:

Kot = 2d-2)[A+ Ke |1 - 24L24% + 242 Ke ™|,

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

e seguindo os mesmos passos feitos na secdo anterior chegamos ao sistema de primeira ordem em

termos do ‘superpotencial’ W(o),

7 0 d-2)

2

2
a2

-2)2K

Co = 1-24

(3.92)

(3.93)
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Da equacdo do movimento dada em (3.89) e levada a relagdo do potencial V(o) e o ‘superpotencial’

W(o) é dada por:

W/2
K272

_@-
@-2)

K*V(W) C;

2
w2 (1 - ﬂLz(dvfz)z) (3.94)

Nota: Observamos que quando y = 0 o sistema acima se torna, em geral, singular, uma vez que
|o| = oo e |V]| — oco. Isto implica em uma singularidade fisica, onde a curvatura diverge. E, de fato,
temos

2 (W(0)*

Ro) = -2d-1) {—— Co(W) +

2
PV W (a)} (3.95)

2(d - 2)?

que diverge se y — 0. Nao obstante, existe uma possibilidade de ter y — 0 sem que exista uma
singularidade. Este caso vai acontecer quando y(o) se anula exatamente sobre um vdcuo. Neste

caso, pode-se ter ¢ e V finitos, assim como R. Esta situagdo ocorrerd nos exemplos do capitulo (4).

3.4.4 Descricoes das propriedades dos vacuos

Para definirmos os vacuos nos guiaremos pela se¢do (3.1). A derivada do potencial pode ser escrita

como:
Vi(op) = 0=2W Co(W()F (0)lo; (3.96)

Os dois primeiros fatores da direita tem as mesmas condi¢des do vdacuo definidas para J, e onde o

F(o)é

Foy = 2V (@DCW(@) 2 K- 2)e (1 G 2)W’2(0)C0(W(<f)))
B 72 7 2W(o) W )y?
AWHW(o) (d-1DW(0)
8 % TTd-2 (3.97)

que € um extremo do potencial (V) para o sistema de primeira ordem. Portanto temos que distinguir os
seguintes trés tipos de véacuos (o7, Co(07})), provenientes de trés fatores distintos W’ (o), Co(0) € F (o)
que estdo presentes em V'(0). O primeiro € dado pelo extremo do ‘superpotencial” W' (o, = 0) com
W(o}) # 0, que em nosso caso ja foi estudado na se¢do §(3.1) que € o vacuo estdvel ou vicuo fisico
. Neste caso aparece um segundo tipo, conhecido como topologico, que sdo dados pelos zeros da

fungdo Co(W(o})) = 0; o terceiro tipo de véacuo € dada pelos zeros da fungdo ¥ (o7}) pois conduzem a
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configuracdes de vdcuos instdveis ou nao fisicos, pelo qual serdo descartados ja que ndo conhecemos

método analiticos para descrever este tipo de vacuo.

Vacuo fisico

Os vdcuos fisicos s@o o caso ja conhecido, definido pelos extremos do ‘superpotencial’:
W (o=ss, =0 W(oyis) # 0. (3.98)

Aqui n6s estamos evitando o caso W(o ;) = 0 que € o vacuo de Minkowski (M,)*, e assim garantir
somente vacuos do tipo AdS .
Como foi dito na sec¢do §(3.1), estamos supondo que o V(o ;) < 0, € para este extremo do potencial

esta associado uma constante cosmoldgica nua (“bare”), que € definida por:

V(O-fis) = 2Npare = _W (3.99)

2
bare

Multiplicando a cada lado por L?, e definimos uma fung¢io de escala

L2 V(O'fis)Lz
he = = - : 3.100
TR T d-Dd-2) (3-100)
Agora de (3.94) para o caso do vacuo fisico o potencial nesse extremo fica,
V(o) = — W1 - AL
@) = @) d-2p
e assim
G 0 P G (3.101)
d-1)d-2) (d—2)? (d—2)? '
Desse modo somos levados a uma equacdo quadratica dos vicuos.
he = fill =Afi} (3.102)
Onde introduzimos como em [23], /&, e a escala efetiva f; = LLTZ = szﬁgf"“) (fc > 0). Para o caso
‘Fis
de paredes planas temos que o f; = LLTZ = L*AXoy,) = L Z_(;;"”'). Os vdcuos ndo dependem da

fis

3Depois nés mostraremos a valides deste tipo de vdcuo com um exemplo, que v4 de um extremo M, ate outro extremo
AdS 4
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geometria das paredes de dominio, ou seja, ndo ha uma dependéncia explicita em K, nessas relacoes.

A eq.(3.102) tem solucao,

fr o= %(11 VI-4n) (3.103)

Sabemos que f; > 0 tem que ser real e positivo, para isto o termo da direita que esta numa raiz

quadrada tem que ser maior a zero, i.e. 1 — 44k, >0oud < L

Ay
Feito de outro jeito, podemos escrever (3.103) assim
1 1 L?
— = 1+ ,|1-44 (3.104)
L?.I.S 2112 [ im)

Aqui e em (3.103) vemos que s6 existe uma solugdo, s6 f, serd um vacuo fisico. Isto € facil notar,
quando o A — 0 tem que recuperar o caso de E-H, mas ndo o recupera e por isto que descartamos f,"
Ja que com esta solug@o temos Ly, # Lyis. De (3.104) vemos que a diferenga deles € pela adigdo do

termo G-B, desse modo temos que:

1 1 L?
— = 1- 4[1-42 (3.105)
Lfc is 2/1L2 { l%are)

2

.. , .. . Ly
Aqui sim vemos que L%, é real e positivo, e assim teremos A < }t#

Vacuo topolégico

Os tipos de vacuos que estudamos na secdo anterior foram os fisicos, agora ndés vamos estudar o

segundo tipo de vdcuos, que sdo os topoldgicos e serd descrito quando nds fazemos Cy = 0, ou seja:

2117

CO(W(O-top)) = 1- (d — 2)2

W(010p) = 0 (3.106)

Este vacuo topoldgico pode ser verificado se escrevemos o ‘superpotencial” W(o,,) em termos de

ft0p~

fiop = = (3.107)
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E para 4 > 0, teremos sempre uma solu¢do da eq.(3.106) dada por WZ(O',()I,) e teremos um espaco

AdS ; com uma escala L;,),:

We, 11 Vi
top

Observamos que os vacuos topoldgicos possuem sempre uma relacdo com A e L. Substituimos (3.108)

na eq.(3.105) e assim encontramos uma desigualdade entre L,,, € Ly;,,

(3.109)

2
top 1 2 2
. < louseja Ly, <Ly,

vacuo topoldgico sempre serd menor que o vacuo fisico

Vemos que a relagcdo com estas condi¢des podemos dizer que a escala do

Agora da eq.(3.94) vamos analisar o caso para o vacuo topolégico, como foi feito de maneira se-

melhante para o caso do vdcuo fisico, mas neste caso tipo topoldgico Cy(f,,,) = 0. Sendo aqui o
L2 L2

Tiop = 27 © Jrop = 73— Assim teremos
bar top

htop = ft(}p(l - Aﬁ()p)’ (3110)

cuja solugdo é

. 1 .
ft;p = ﬁ(li 1_4/U1tup)a (3111)

que possui um maximo para A > 0. Verifiquemos isto:

hto P

—2L =1-21f,, =0 3.112
Lo Jiop (3.112)

Aqui vemos que o valor mdximo € para f;,, = 2174, que consiste basicamente no vacuo topoldgico.
O feito aqui nos ajudara na procura dos vacuos topoldgicos na sec¢io (3.5), mediante maximos ou
minimos da funcdo (acima foi feita para a fungao (3.110)).

Estes dois tipos de vacuos (fisicos e topoldgicos) foram obtidas a partir dos extremos do potencial
V(o) dado em (3.94), na qual ndo sdo geralmente todos os tipos de vacuos dados para esses extremos.
No entanto, apesar de nao ter estudado e analisado todos os viacuos de nossa teoria, a descrip¢ao feita

em termos do ‘superpotencial” W s@o validas para se obter as equagdes de movimento € posterior-

4Se verificamos isto na eq. (3.111) vemos que isto acontece no ponto critico 1 = #, se nds escolhemos como uma
top

. 2 N . . . .
escala fundamental feita para L? = Lb:rp e por normalizacdo do “bare” do vécuo topoldgico: h;,, possui um conjunto
igual a unidade, i.e., | ;o |= 1



50

mente os paredes de dominio.

Vacuo fisico - topolégico

Este caso particular acontecera quando os dois tipos de vacuos estudados anteriormente coincidirem,

: _ _ top
1.€. Ofis = Oop = O-fis’

W (") =0 W) _ 1 (3.113)
Oris) =Y (d - 2)? T o2 T L;ois )

Com este tipo de vicuo ainda temos uma geometria do tipo AdS, e com uma escala do tipo

Lsis = Li,p = V2L

No estudo dos vdcuos vemos que nao faz diferenca nenhuma com respeito aos vdcuos do caso de
paredes de dominio plana [10]. Isto porque se nds olhamos a eq.(3.94) vemos que a curvatura que
esta dentro de vy fica na parte do denominador de W’ e Cj, e nos vacuos dessa igualdade, obtemos os

denominados vacuos fisicos e topoldgicos, matando assim a contribui¢cdo da curvatura.

3.4.5 Massa do campo escalar, funcao Beta e os indices criticos

A defini¢io da massa ao quadrado do campo escalar, em relagiio a um extremo (vavuo °), foi estudada

na se¢do (3.3) e é definida novamente como:

m* = 2 |0’=0’*$
do

(3.114)

Vai ser necessario calcular a segunda derivada de V via a eq. (3.94), para depois introduzir, nova-

mente, a fun¢do beta e os indices criticos s. A funcio beta é definida a partir da eq. (3.92), como:

4T _ gy = HAZDW@)C(W (@)

d-A) = (o) , (3.115)

L2
(d-2)?

Onde sabemos que Cp = 1 -24 W?2(o). Da eq. acima novamente vemos que para os dois tipos de

vacuos conhecidos no G-B, ou seja fisico e topoldgico, a funcdo beta é zero. Da eq. (3.94) podemos

3pode ser vicuo fisico ou topolégico



51

escrever

YW (d-1)

vaw) 2d-2) (d-2)

2
W2(1 —/le(dv_Vz)z) (3.116)

Derivando o potencial obtemos

r_ YVBWWBY  W2Byy  (d - 1)y*BW?
Vo= (d-2)? " d-272  (d-2) (3.117)

Sendo a derivada de y igual a:

—-NK -2A ) 72
= u 1_2w (3.118)
2WW’Cy W2y?
Agora substituindo na eq. (3.116) vamos obter a derivada do potencial,
2 2,2
, Y / 2 -24 By
= ——— 1BWWB) - (d-1)BW*; + 2K - ——F— 3.119
Ty (BWWBY = (d = DBW?} + 2Kpe { 2@—@@} (3.119)

Derivando novamente o potencial teremos

" _ 277’ ,)/2 / ’ ’ ’ "o _ /YX72 7
L P (WBWBY + WB (WBY + WRWB)” — (d = (B W +2WW'B)|
24,2 ) 2 2
+ 2K /e—ZA{l _ﬁ—y}+4K€_2A{l _B—y}+2KlBe—2Ai{l _ By },
2(d -2)Cy 2(d - 2)Cy do | 2(d-2)Co

onde todas as configurac¢des de vacuo s@o zeros da funcio beta(o). Agora suponhamos um ponto
e : £ 4 : : 77
fixo qualquer o = o, ou seja o vacuo, neste vacuo do potencial a segunda derivada V(;_g |~ pode ser

calculada como:

77 72W2 72 Y —2A /7
Vil = m{ﬁ —(d -1} +2Ke (B +2) (3.120)

Seja s, = B’ o indice critico no vdcuo, entdo temos a segunda derivada do potencial em funcdo de s.
W2(s) = L2m? = s,(s. — (d - 1)) + KL?e™ [sf —(d -3)s. + 4] (3.121)

Agora para obtermos os indices criticos € necessdrio derivar a fun¢@o beta com respeito ao campo

escalar o, i.e.

B 2d-2)
do W

w"C 2(y* -1 2(d - 2)W'*C
{W//CO + W,C6 _ 0} _ (7 ){1 _ ( ) 0

m ” e } (3.122)
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No vacuo temos que Z—f_ lr=o+= S« (para W(o™) # 0), com isto nds podemos classificar os dois tipos

de vacuos, como segue:

Indices criticos para vacuos fisicos (W’ = 0)

2d-2)W'Cy 2(2-1) 2 ((d-2)W"C, )
- ==y 7t 1 |(r:(r/'i.v

Sfis

YW ¥? ¥? w
2 ((d-2)W” oo\,
—<¢—"—(1-24 W)=y + 1% |lgzon
7 { W ( @—2p" )7V e
2 17 Ltzop 2
Sfis = ?{LﬁsW [1 - L?'is S 2 T P (3.123)

Neste caso do vacuo fisico, o G-B cria uma correcao indice critico s do caso E-H, para o mesmo
‘superpotencial’ W(o), comparando os dois tipos de vacuos de (3.73) e (3.123) vemos que a diferenga

esta no Co(0 fi5), com Co(ofis) # 1.

Indices criticos para vicuos topolégicos (C, = 0)

_2d-W'Cy 22-1) 2 L?
Stop - ’)/2W - )/2 = ? 41—

W2 -y + 1} lo=crop (3.124)

Indices criticos quando os vacuos fisicos e topologicos coincidem

Se os vacuos fisicos e topoldgicos coincidem, vemos que das eqs. (3.123) e (3.124) uma diferenca
com respeito ao caso de paredes planas ® vamos obter que s fis=top = Sgis = Swp # 0 porque depende

estritamente da fungio y, sendo este no vacuo igual ay?> = 1+ KL2. e~ quer dizer ambos indices

fis=top
criticos vao ser iguais, mas vai depender do tipo de geometria local.
No caso quando o escalar de Ricci € zero (do tipo M), € claro, pela eq. (3.122) que o indice critico

diverge, com isto podemos dizer que no vacuo o limite de s, € muito grande.

. Ly, =
%Nesse caso Sfis=top = Sfis = Siop = 0, pois W' =1 — WWZ = 0 ver [29], [10] onde ndo somente cumple esta

condi¢do, se ndo também que o s¢;; pode ser zero quando W' (o ;) = 0.
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3.5 PDC’s na gravitacao cabica Quase-Topoldgica

Consideremos as correcdes da curvatura cibica para a acdo seguindo os mesmos passos feitos em
capitulos anteriores, com o objetivo de construir o sistema linear associado. A constru¢ao do modelo
cubico em dimensdes arbitrarias serd feita pela adi¢do a acdo (3.86). Portanto, o modelo GQT gene-
raliza a acdo com o termo de G-B ao acrescentar o termo Z’,, Wy e W5, que é a combinagdo ctbica ndao
arbitraria mostrada em [23] onde W, e W, s@o combinacdes cubicas do tensor de Weyl [25]. Vamos
mostrar o0 modelo definido como o feito na agdo embaixo (3.125), isto para um espaco geométrico

curvo.

1
S gtop = fddx V- { + —LQ + Z a+ Wy + W, — EK g‘”ﬁ 00,0 — K V(O’)} (3.125)

O ansatz para a métrica serd o mesmo, dado em (3.43) e Wy, W, e Z’, sdo dados em (2.23), (2.24) e

(2.26).

Os dois invariantes W, e W, definidos acima, sdo proporcionais para o caso d = 4 e d = 5 ver
[25]. Observe que se nds temos um espago conforme plana (ndo aparece R,,,,), estes termos nao
contribuem para a equacao de movimento [7], [10].

No entanto, foi observado que ao substituirmos nossas métricas ja considerando o ansatz em que a
curvatura é levada em conta, tais termos se anulam identicamente e portanto ndo hd a necessidade de
inclui-los numa acdo geral com contribui¢des de termos cubicos na curvatura. Sendo assim, a acao
mais geral para se estudar paredes curvas nessa ordem contard apenas com a contribui¢ao de Z’,.

A acdo efetiva serd escrita como:
1 d /10 ’ %
S gtop = - d°x\-g<{R+ —2LQ Zd - K g“ 0,00,0 — K 2V(or) (3.126)
K m

A escolha de Z), se deve a generalizagdo da interagdo da curvatura ctbica (2.25) para d > 6 ver (2).
Aqui, referirmos a teoria da gravidade estendida Quase-Topoldgica [23], [24] e que produz equagdes
de segunda ordem para nossa métrica de paredes curvas. Para a escolha de Z’;, usamos o ansatz

(3.43), e da também uma lagrangeana efetiva de segunda ordem, ver o apéndice (D).
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Sendo a lagrangiana efetiva equivalente a se¢do (3.4), a L.y é:

S = fdd_l.XIdy‘Eeff’
{2

= d-d-(E - Lm0 i) - - K (e
Liy = @=D@=2)| % - @-HM5— +(d = 1)(d-2)K fe
b d= M2 ke 2T o)) - € 2y petia-a (3.127)
4m? 7 2F '
1 o e~¥d=nA po e 3 o e
+ EM1(d-6)% f5 A —EKMl(d—6)% f3 A +§K Ml(d—6)%7A
1
+ KM (d — 6)HC ferd-4
2 m*

3.5.1 Equacoes de primeira ordem

Vamos seguir os mesmos passos adotados na secdo (3.4.3) para assim chegar aos sistemas de equacdes

diferenciais de primeira ordem do ‘superpotencial’ W (o).

A= —(d+2)yW; (3.128a)

o=Fwe (3.128b)
y= 1+ K&, (3.128¢)

onde

2 4

— _ L 2 —
Co=1 2ﬂ(d—2)2W (o) 3”(d—2)4

W4 (o). (3.129)

v € 0o mesmo das se¢des anteriores que foram demostrados por defini¢do das propriedades dos vacuos.
Das equagdes de movimento obtidas em (D.24) e usando a eq. (3.128), podemos obter a relagdo do

potencial V(o) com o ‘superpotencial’ W(o) que € dada por:

W2
2 _ 2
CVW) = 2:55C

Cd-v L, I
a2 \'"tap" Ha Ty

w* (3.130)

Tudo o que vem daqui para frente sao os mesmos passos adotados na sec¢do anterior, no caso do estudo
para os conceitos dos vacuos, € mesmo para o escalar de curvatura R que vai ser igual a (3.95) sendo

assim a unica diferengca o Cy(W), cuja defini¢@o para o caso da GQT ¢é dada em (3.128).



55

3.5.2 Descricoes dos vacuos fisicos e topologicos

Novamente os véacuos sdo definidos por ’

W/(O_fis)

CO(W(O-top))

0, W(oyis) #0, (3.131)

0. (3.132)

Vamos lembrar a propriedade comum de todas as “curvatura superiores” das generalizacdes da gravi-
dade de E-H, ou seja, que as constantes cosmoldgicas efetivas relacionadas com os valores do vacuo

. (V'(0yis) = 0) do ‘superpotencial’:

L? L?
= = W2 is
he= o T
Que sao diferentes da constante cosmoldgica nua:
h, = L2 _ V(O-fis)L2
T T d-1)d-2)

bare

Como uma consequéncia da eq. (3.130) e usando as duas equacgdes de cima vao satisfazer a seguinte

equagao cubica:
he = fi{l - - ufd} (3.133)

Calculemos os zeros de & da eq.(3.133), que sera chamado de f7,

fio= - (AF T ), (3.134)

2

A eq. (3.133)que pode ser levada para uma forma mais simplificada

h = fk{l_/lfk_ﬂsz}:fk(l_%)(1—%) (3.135)

"Da eq.(3.96) temos uma diferenca para esta se¢do, aqui 7 serd:

_ A W(@CW(o) _ 2 [K(d=2)e* (d=2)W"()Co(W(0)) L*W(a)W (o) pPWA()) _ d-1)
Flo) = A - 4 | St (1 - 2| - 8 (1 + 345557 ) - (i W)
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Esses f; pode ser representados como os tipos de vacuos fisicos ou topoldgicos. Agora que temos /iy

como funcdo de f;, vamos calcular os maximos e minimos desse funcional A[A, u; fi]:

Al = 1=24f = 3ufi = Co(fo), (3.136)

Vemos que esses possiveis maximos e minimos sdo os valores de f; nos vicuos topoldgicos, ou seja,

os zeros de Cy(fi). Entdo os extremos de /; sdo solucdes da equagdo quadritica , e sdo dados por:

P 1 (. 3
A vl G B vl BRI RS 5 (3.137)
top,+

Como no caso de G-B, devemos ter um f; > 0, que no nosso caso € o topoldgico, i.e. devemos
também ter f,”” > 0 e tem que ser real e positivo. Aqui temos que f;”” é um mamximo e é o minimo,
mas depende do sinal de u e A. As andlises podem ser divididas em quatro casos, como segue:
¢Seu <0ed<0,de (3.137) vemos que ambas f.”” sdo negativos, i.e. fi” € C, nio hd vicuos
topolégicos.

¢Seu <0ed>0,vemosde (3.137) que A2 > 3 | 4 |, entdio temos ambos f.°” sdo vacuos topoldgicos.
Onde podemos verificar que f;°” é o valor minimo e 'V é o valor maximo.

7 2 = sz z 1
¢ Se u > 0e A <0, vemos que apenas hd um vacuo topoldgico, que é s6 para o f-7.

2 2 z z .z 1
¢ Seu>0e A >0, vemos que apenas ha um vicuo topoldgico, que € s6 para o f,”.

Da eq. (3.137) levamos para o Co(W) que pode ser fatorizada como o “produto” de dois modelos de

G-B, da eq. (3.129), temos o seguinte:

1 L*W? 1 L*W?
o = (- iz - ) 19

Da equacio dos vicuos topolégicos Co(fi") = 0 vemos que a eq. (3.137) determina os seguintes

valores particulares dos /; s e da escala L2 . de AdS . Substituindo (3.137) em (3.135) temos:

top,+

ho(fy7) = 271;12 [—1(212 +9u) + (A% + 3#)3/2] . (3.139)

Vemos que esta € uma solugdo da equagdo quadratica para h,,, (tendo u e A fixados), apresenta duas

~ ~ - ~ 2 = 1
solucdes que sdo devidas ao fato de haver duas solu¢des para os vacuos topolégicos f.””. h. repre-

1 2 P i1
senta os valores extremos de /,,, onde: f,”” é um maximo local e f*”

¢ um minimo local. Agora

manipulemos a eq. (3.139) como uma equacgdo quadrética para u, dao os dois valores reais p.(4, h.),
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sendo assim:

_ 1 3/2
M = |2 - 94h. £2(1 - 32n,)*?]. (3.140)

Da equacdo acima podemos ver claramente para garantir a existéncia de vacuos topoldgicos A sempre
. . 2 1 Z
tem que estar limitada por 4, que no caso é 0 mesmo que /.7, através de:

1

< W, (3.141)

Esta desigualdade é a mesma que garante a existéncia dos u. o que nos dd dois tipos de curvas
diferentes. Vimos que devemos considerar quatro casos diferentes, que dependem dos sinais de u
e 4, que € o mesmo considerar os quatro quadrantes do espaco. Sabemos que dos quatro casos
vistos, somente trés deles tinham solugdes, ou seja, existe somente uma das curvas em trés dos quatro
quadrantes. Para essas trés solucdes vimos que existia a positividade dos fi°?, agora da eq. (3.139)
podemos verificar que nesses trés quadrantes o /,,, € sempre um maximo. Agora, como no caso de
Gauss-Bonnet, podemos ver novamente /,,, como uma escala fundamental e que € normalizada a

unidade:
| htop =1 (3.142)
com esta restricado nds temos o (A1)

1
e = 5 |2 -92+201 -3 (3.143)

A eq. (3.143) gera dois tipos de curvatura no plano y — A e verificamos que para cada valor de A
ha dois modelos gravitacionais distintos, que corresponde as duas formas diferentes da “Gravidade
Quase-Topoldgica ” acoplado com u como uma fun¢do de A, como pode-se ver a eq. (3.143) e que

tem a mesma escala fundamental L*%, sendo o L? = L)'’ (h.,).

Da figura (3.1) vemos que no quarto quadrante onde u < 0 e 4 > 0 ambas figuras existem, entao esses
modelos existirdo somente no intervalo de 0 < 4 < 1/3 onde possui diferentes valores de ., desde
que exista vacuos topoldgicos. Da figura (5.1) também verificamos no intervalo —co < A4 < 0, existem
os dois u., onde no segundo quadrante u, > 0, ou seja, segundo o estudado vai existir um vacuo
topolégico; mas no outro modelo que esta no terceiro quadrante, - < 0 ndo ha véacuo topoldgico

porque u_ < 0e A < 0 e é claro que ndo tem nenhuma raiz real positiva da eq. (3.135). No primeiro

8Que ¢ escala que esta na agio (3.125)
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Figura 3.1: Curvatura no plano u - A, da eq.(3.143) para u, (curva azul) e u_ (curva vermelha)

quadrante temos que u, > 0 e A > 0 e existe um vacuo topoldgico.

Na figura (3.1) podemos observar que ambas curvas u,° e u_ coincidem no ponto A = 1/3, quer dizer
que da eq. (3.133) vamos ter duas raizes da equagao cubica [23], [10].

Notar que a linha azul positiva u, atravessa o eixo-A4 em A = 1/4, que € precisamente o acoplamento
critico na gravidade de Gauss-Bonnet e que nesse ponto temos . = 0 (ver o capitulo (4)), em outras
palavras o modelo u, reproduz o limite G-B. Temos também que p, > O parad < 1/4, e u, < 0 para
1/4 < A < 1/3. No ponto A = 1/3 nés temos o p. = —1/27 como dizemos acima, ambas curvas
coincidem, mostrando assim o caso degenerado da eq. (3.133) onde as duas raizes sdo iguais.

Outro ponto a ver na mesma figura é que apenas o modelo u_ reproduz a gravitagdo de Einstein-
Hilbert feito na se¢do (3.3), onde temos que 4 = 0 e u_(0) = 0; na figura (3.1) podemos ver que na
verdade que o modelo u. pertence a uma familia diferente de modelos, i.e., quando 4 = 0 podemos

ter 1, (0) = 4/27 - este modelo possui um vicuo topoldgico sem ter o termo de G-B.

3.5.3 Massa do campo escalar, funcao Beta e os indices criticos

A Adic¢do do novo termo de acoplamento na acdo nao modifica o estudado ate agora para a construcao
da massa do campo escalar, em relacdo aos vacuos fisicos ou topoldgicos. Entdo teremos:

,  d*V(0) S,

— —2A 2
M= L= L—%(s* —(d-1)+Ke |52 — (d-3)s. +4] (3.144)

%u_ é sempre negativo em qualquer intervalo de A
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- . syt ~ 2 d . , . , .
Os chamados indices criticos no vacuo é s, = —% |o=c. - No caso de vacuo fisico a forma do indice

critico se mantém inalterada, mas o que muda € a forma de C,.

2 4

L L
(1 - Z/I(d— 2)2W2 - 3#(d_ 2)4W4) _72 + 1} |O_=O—fi_y (3145)

2 [d-2)wW”

Sfis = ,)7 —w

Aqui vemos que a diferenga com respeito a se¢do anterior € a adicdo da constante de acoplamento u
em Cy. N6s podemos simplificar a equacdo de cima, do mesmo jeito que foi feito na eq. (3.138) para
o caso de vécuo fisico, onde nds representamos a equacao do Cy como o produto de dois G-B, ou

seja:

2 (d - 2)WU ffis ffis 2 L2
Spis = ?{ = (1— |\ = ) =7 1 o ff,-szg. (3.146)

Novamente vemos que para o mesmo ‘superpotencial” W, como no caso E-H e G-B a diferenca
permanece, que € pelo produto do termo C( ou a modificacdo dela, segundo seja o caso.

Para os indices criticos dos vacuos topoldgicos,

2d-2)W'C)  2(y*—1)
YW y?

2 4 ) 2 3ﬂL4 2 2
_77 {MW [/IL + e 2)2W -y +1 |a':0'mp (3.147)

Stop

A equagdo acima podemos substituir pelas solug€s dos vicuos, (3.147) passa a ter dois tipos de escalas

L2

rop.+ qUE temos que assumir a que seja real e positiva, entdo com isto teremos também dois tipos de

indices criticos para estes vacuos e serd dado por:

+ 2 2Lt2017»i 72 L"ZOPF 2
Stop = —?{mwi I_Lz— -y +15z. (3148)

top,+
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Capitulo 4

SoLugdes Exatas DE PDC’s

4.1 Solucao do sistema de primeira ordem

A solucdo do sistema (3.128) pode ser obtida notando que a equacao diferencial

dA 2 ‘W
a___xx rrx 4.1)
do 2(d -2) W Cy
obtida diretamente de (3.128a) e (3.128b), que pode ser reescrita como
de?*/do = f(0) e** + g(o), (4.2)

flo) = C_W/W C,, glo)=-K(d-2)/WW C,.

T @2

Esta é uma equacao de primeira ordem cuja solucao € imediata:

e** = Exp H f }(a')da']] { f ;(G’)Exp l[— f Uf(o"’)do"’ﬂ do’ + J}, (4.3)

Onde J € a constante de integracdo, e que corresponde a solu¢do da equacao diferencial homogénea,
quando o termo de “fonte” g(o-) se anula. Neste caso, isto implica a solu¢do de uma parede de dominio

plana, i.e. com K = 0; a contribuicdo da curvatura para o fator de escala a*(0") = ¢*A) se encontra

G(o) = Exp Hf;‘(o") do"ﬂ f;(o“) Exp l[— faf(o”) da”ﬂ do’. 4.4)

na integral
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Esta func¢do € responsavel pelas propriedades geométricas das paredes de dominio curvas, em contra-

posicdo as propriedades das geometrias planas, nas quais, como ja dissemos, G = 0.

4.2 Paredes Planas: Einstein-Hilbert vs. Gauss-Bonnet

Como vimos no Caitulo (3), solucdes de paredes de dominio em gravitagdo E-H e G-B apresentam
propriedades absolutamente distintas. O motivo principal foi a introdu¢do de novos véacuos, 0s vacuos
topoldgicos. As diferengas entre as solu¢des analiticas em ambos os casos ja pode ser vista claramente

nas solucdes de paredes planas, ver ([6]).
Consideremos, por exemplo, o ‘superpotencial’ mais simples a apresentar um (linico) vacuo fisico:
W(o) = Bo? . (4.5)

Uma vez que no vacuo, devemos ter W(o) = 0 o que leva a oy = 0, temos W(o,) = 0, substituimos
na eq. (3.42) e notamos claramente que este € um espago-tempo com curvatura nula, ou seja: um

espaco de Minkowski M.

Note que W’(o) = 2B o, e portanto

(W'}? = 4BW. (4.6)

A solugdo do fator de escala para paredes planas € dada pela férmula (4.3), com K = 0, o que da

a*(o) = J Exp Hf;‘(a’) do"ﬂ.

Aqui, escrevemos e = a(o). Temos

TN do = — £ [— W 4y = — £ v
JHehdo' = —a5 [ 5t 4o =~ | erran aW,

e com (4.6),

o ~ K> dw
e -2 | o D
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A. Einstein-Hilbert. No caso da gravitagdo EH, o € o Unico vidcuo presente, e portanto a “parede de

dominio” leva de um espaco M, até uma singularidade nua em o — oo e portanto ndo € uma parede

verdadeira. Tomando Cy = 1, a Eq.(4.7) € trivial:

[T do’ = —55 [dW,

ou

1 / r_ K> - _ K2 2
f flo)do' = —z555 W= —m50

Assim, o fator de escala € dado por uma Guassiana:

a*(o) = J Bxp (so?);

K2

S:—m.

Como s < 0, temos

a2(0') — o quando o — 0, i.e. uma borda;

a*(o) - 0 quando o — oo, i.e. um horizonte.

(4.8)

4.9)

Note que o fator de escala tende a zero muito rapidamente 2 medida que o cresce em direcdo a

singularidade. O comportamento de (4.9) esta representado na Fig.4.1.

a2

A

0o
(Minkowski)

Figura 4.1: Fator de escala (4.9) para uma parede plana em gravitacao EH.

B. Gauss-Bonnet.

\/
9

No caso em que 4 # 0, teremos Cy # 0, pode-se obter um vicuo AdS topoldgico se 4 > 0. Da eq.
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(3.108) definindo Wép = (‘21;22, substituimos em (3.93) e temos

Co(W) =1-W?*/Wg,, (4.10)
e a Eq.(4.7) fica
7 K> dw
/ d / — _
ff(a) 7 4(d—2)13f1—uﬂ/WEOp
K We, dw
- 4d-2)B fW2 - W2,
K2 Wtzop f dw
"~ 4d-2)BJ (W= W) (W + Wp)
—K2 Wop 1/2W, ! dw.
- 4(d—2)Bf( [2Wion) | 37— Wp WHWep|
Portanto
f}( o = Wy o W~ W) @.11)
o)do = ———— —, .
8(d -2)B W + Wi
c
Exp | [fdo| = W = W[ |W + Wigy| " (4.12a)
KZWw
= g (4.12b)
Em termos de o,
a)=J|o? -2 )| |o* + o2, (4.12c¢)

onde o'tzop = Wip/B. Para que exista vacuo topoldgico, portanto, B € W,,, devem ter o0 mesmo sinal;

logo s > 0.

Fica entdo clara a diferenca entre as geometrias dadas por (4.9), em E-H, e por (??) em G-B. Em
primeiro lugar, existe o novo vécuo, topolégico, que é um espaco AdS,. A medida que nos aproxi-
mamos deste vicuo, o — 0o, 0 fator de escala se anula, em um horizonte de Killing. Sobre o vacuo
fisico Minkowski, em oy = 0, o comportamento € o mesmo que no caso E-H, quer dizer, o fator de
escala tende a constante de normalizacdo J. Em segundo lugar, vemos que agora na singularidade
nua, quando o — oo, o fator de escala deixa de ser nulo: ao contrério, a®> — J. Tal comportamento se

encontra representado na Fig.4.2.
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‘ ‘ » O
—Otof7 0 Otop

Figura 4.2: Fator de escala (4.12c) para uma parede plana em gravitacio GB.

4.3 Paredes Curvas: Minkowski-Anti-deSitter

Como foi discutido, em gravitacdo E-H o superpotencial (4.5) ndo fornece uma parede de dominio

razoavel, uma vez que liga o vicuo Minkowski a uma singularidade nua. Entretanto em gravitagao

2

G-B temos uma solugdo ligando dois vacuos, apesar de ser somente um deles um espaco AdS,. E

interessante considerar esta “parede de dominio” no caso em que K # 0.

Como visto na secdo §4.1, a solucdo curva é composta da solucao plana (4.12¢) mais uma contribui¢ao

f 8= f (rg(cf’)EXp [|— f f(o'")do"’]l do”’.

Usando o resultado (4.12a),

de K dada pela integral

K(d-2)W2 ‘, s L
fg - _Ttp fW—2|W— Wiop|" [W + Waop| (W2, = W?) ~ dW
K(d-2)W2 . .
- _T”’ fw—2|Wtop — W W W dW

A solucdo geral para esta integral pode ser escrita como uma soma de Hipergeométricas, e estd dada
no Apéndice §C. Vamos considerar apenas um caso mais simples, em que s = n, com n € N; a integral
entdo se reduz a uma razao de polindmios, e a solugdo fica dada pela Eq.(C.11) como uma soma de

uma razao entre polindmios e logaritmos provenientes dos pélos da integral:

2 n—
fg _ Kd-2We, Wiy - W) aw.
4B WHW + Wiop)r!
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€
Wop = W™ 43 gy Log W Log (W + W) + 5 E27 (W 4 Wiy
WZ(W + VVtOp)”Jrl = Qo1 LOg + Qop,1 Og( + t013) + ; Jj- 1 (W + top) 5

onde a; ; sdo constantes. Vé-se assim que f g € finita no véacuo topologico, em que W(op) = Wigp.

Assim, o fator de escala

n
a* = |W - Wi

W+ Wi " (7 + [3)

€ evidentemente nulo no véacuo topoldgico, que tem portanto a geometria de um horizonte de Killing

de AdS,.

Ja no vécuo fisico, f g possui uma singularidade logaritmica a medida que W(op) = 0. Pode-se

verificar que o < 0. Portanto, temos
a*> - 400, quando o — oy, se K>O0.

A descricdo do espago-tempo € entdo a seguinte, representada na Fig.4.3(a): Temos uma parede de
dominio folheada em secdes dS,, que para o — o0 tem como limite assintético a borda do espaco

plano M, e para o — oo, tende ao horizonte de Killing de um espago AdS,.

Para K < 0, a descri¢do do espaco € problematica. Em primeiro lugar, é evidente que agora a> — —oo
para o — 0; logo o fator de escala ndo é bem definido nas proximidades do vécuo fisico. Mais do
que isso, como a*> — 0 em & — 0o, temos que y> — —oo. Portanto, como se pode ver na Fig.4.3(b),

o sistema de primeira ordem se torna mal definido antes que se chegue a qualquer um dos vicuos.

2 2
ay 2 2
a,y
. W2 /\ . W2
Wy Wip? Fo Wi’

(a) b)

Figura 4.3: Fator de escala a* (curva preta), e ¥* (curva vermelha) para uma parede curva em GB,
com W =Bo?;(a) K >0;(b)K <0.
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Com a obtencdo do fator de escala, fica determinado o potencial de matéria V(o), dado por (3.94),
e a curvatura, dada por (3.95). Para a solucdo bem definida (K > 0), estas grandezas se encontram
representadas simultaneamente na Fig.4.4. Note que, como esperado por construcdo, o escalar de
Ricci se anula no vacuo fisico — correspondendo ao espago plano —, e possui um valor negativo no
vacuo topoldgico — correspondendo a curvatura negativa de AdS,. O potencial de matéria concorda
com este comportamento; repare que ambos os vacuos sdo extremos de V(o). Também pode-se
ver um gréfico da funcio Cy = 1 — W?/ Wép, que por construcao € positiva ao longo da parede de
dominio. A direita do vicuo topolégico, temos uma solugdo que liga o espaco AdS a singularidade

nua em o — oo, mas esta solugdo possui Cy < 0 e é, portanto, no-fisica.

V,W, Cy, R

— Otop 0o Otop

Figura 4.4: Parede curva com K > 0 : Potencial de matéria V(o) (curva azul); Curvatura de Ricci
(curva preta); Superpotencial W(o) = Bo? (curva preta, tracejada); Co(c) (curva preta, ponto-
tracejada).

4.4 Paredes Curvas: AdS-AdS

Para descrever paredes curvas que liguem dois vacuos AdS, vamos considerar uma classe de super-

potenciais definidos pela condi¢do
(W(o) = a(W? - WD). (4.13)

Se W, € R existe um vécuo fisico em o = o,, com W(o,) = W,. Um exemplo de fun¢do com
estas propriedades € W(o) = A cos(60r), onde temos W> = A% e @ = —6*. Entre dois vacuos fisicos
consecutivos, digamos o, = 0 e o~ = m, no trajeto da ligacdo dos dois vicuos o ‘superpotencial’
se anula e muda de sinal. Em um muro plano, isto caracteriza uma geometria do tipo Janus, em que

ambos os vacuos sdo bordas de um espaco AdS. Vamos evitar este tipo de estrutura.
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Um segundo exemplo do tipo (4.13) € dado por
W(o) = A cosh(60). (4.14)
Aqui, temos
W2=A%, e a=6>0. (4.15)

Existe um unico vacuo fisico AdS em oy = 0. Portanto, no caso E-H a tinica geometria possivel é
uma “parede” ligando o a singularidade nua em oo — oo. Todavia, em gravitacao G-B (ou em GQT)
podemos posicionar um vacuo topoldgico o, tal que Wy, > W, criando assim a possibilidade de
uma parede ligando oy a um segundo vacuo AdS em o,,. Vamos examinar este exemplo com mais
cuidado, separando a andlise em duas partes: Primeiro, a constru¢do das solu¢des com K = 0, que

serd em seguida utilizada para a construg¢do das solugdes curvas.

A. Paredes Planas.

Escrevendo, abreviadamente, f 7 f(o)do’ = f f, temos

ff__ 1 f wdw 1 f W dw
Cd=2)J WP CW)  (d=2) ) WP Co(W)

ou

1 dw?
f /= @) f (W2 = W2) Co(W?)’ (4.16)

Al. Einstein-Hilbert.

No caso E-H, com C( = 1 a integral (4.16) se resume a

_ 1 aw? 1 ) .
ff T 2a(d-2) f(W2 —W2)  2a(d- 2)L0g(|W - Wil

Portanto,

-1

ST 2ad -2y

Exp | [f]=|w? - w2 (4.17)
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e o fator de escala para uma parede plana em E-H fica
a*(c) = J |cosh*(60) — 1| . (4.18)

Uma vez que @ > 0, temos s < 0 e portanto o € a borda de um espaco AdS. O comportamento do

fator de escala se encontra representado na Fig.4.5.

a2

A

0o
(AdS)

Figura 4.5: Fator de escala (4.18) para uma parede plana em gravitacao EH.

A2. Gauss-Bonnet.

Escrevendo mais uma vez Cy(W) como na Eq.(4.10), temos

[1 Wor aw
C2d=2a ) (W WHW2-W2)

2
= Wiop f 1 ! dw?
2d-2)a(W2, - WD) J | W2-W2  w2-w2,
W2 w2 - W2
] SRR (Ll
2(d - 2)a(W3, — W2) W2 — w2
portanto
Exp ([f) =|w? - w2 w2 - W2 | (4.19)
_ Wiap
5= T 2d-)(WE, W
Assim, em termos de o, temos
a*(c) = J [cosh* (@) — 1| |cosh®(8 o) — cosh*(6 orop)| (4.20)
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Como a > 0, e 0 se encontra no minimo global de W(o), temos s < 0. Portanto o vacuo topoldgico
corresponde a um horizonte de Killing de um espago AdS,, enquanto o vécuo fisico corresponde a
borda de outro espaco AdS;, com constante cosmoldgica diferente. Além desta parede de dominio
legitima, existe uma outra ligando o, a singularidade nua em o — co — além disso, note que, por
conta da simetria par de W(o), existem objetos correspondentes “espelhados” em o < 0. A estrutura

se encontra representada na Fig.4.6.

J,

‘ w » (O
—Otp 00 Otop

Figura 4.6: Fator de escala (4.28) para uma parede plana em gravitacdo G-B.

B. Paredes Curvas.

A contribui¢do de curvatura ndo nula vem da integral

B K(d 2) Exp (-
fg = - f( W2)Wc0 dw. (4.21)

B1. Einstein-Hilbert.

No caso EH, temos o resultado (4.17), que da

B I L g
K(d 2) o) W-wrw

Uma vez que W, < W para todo o, podemos remover os modulos da expressao acima, ficando com

1 W—2(s+1)
CK@d-2) f T fWVz/W;“—1>‘S‘I(W2/W§>‘1 d(W?/W,).
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A integral acima pode ser escrita, para x = W?/W?2, como

f x ' = 1) dy,

que € da forma (C.1), mas com a = 0. Para evitar este polo da fun¢do Beta de Euler, fazemos a troca

x — 1/x,0queleva a

fx_l(x - dx

f(l 107 (1 d(1 0

—%(1 —1/x)7x™ = ﬁl —1/x)71/x)* d(1/x)

‘é(l 10 =B (/x5 1= ).

Usando a relagdo (C.2) temos entdo um fun¢do hipergeométrica:

1
fx—l(l —x) " lda === {(x =D+ x T F (s, s; 1 +5; 1/x)}. (4.22)
S
Em suma,
i o= v W W (s s s )L (4.23)

e o fator de escala para uma parede com sec¢des curvas em E-H fica

a*(o) = J|W? - W2

a

s - wwe

2asW2

K w2
Fls s 148 34)) (4.24)
s=-1/2a(d-2).

No caso em que s = —n, com n € N, a expressdo acima inclui uma Hipergeométrica F'(a, b; c; z) onde
¢ € um ndmero inteiro negativo. Nestes casos a série Hipergeométrica ndao € bem definida e para dar

sentido a F(a, b; c; z) € preciso tomar certos limites (cf. [15]). O mais fécil a se fazer nesta situacao é

_ 11
fx_l(x - ldx = f% dx,

que pode ser resolvida trivialmente expandindo o polindmio do numerador:

voltar a integral

_1\2-1 _
f—(x i) dx = (-)""'Log x + ﬁ P Y e
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Assim, f g ¢ finita para todo o finito. Na singularidade nua, quando x — oo, a expressdo acima €
dominada pelo termo x*~! — +oo paran > 1, € por +Log x — +o0 para n = 1. Portanto, no limite da

singularidade, o sinal de f g € determinado pelo sinal de K, quer dizer.
fg>0 se K<0, e fg<0 se K>0.

De qualquer forma, a contribui¢do da curvatura para o fator de escala é dada por Exp [ f f1x f g, e

tem portanto a seguinte estrutura (ver a diferenca com a eq.(4.17))

e = 117 [(=)™* Log x + =L ¥ + 2177 o x| (4.25)

Quando x — oo, (4.25) tende a zero por valores positivos se K < 0 e negativos se K > 0. No fator de
escala, |[x — 1|, € este o termo dominante no limite da singularidade nua. Portanto, se K > 0 existe
um horizonte, onde o fator de escala se anula (e em seguida fica negativo) em algum ponto entre o

vdcuo AdS e a singularidade nua; isto se pode ver na Fig.4.7(a).

Horiz

(a) b)

Figura 4.7: Fator de escala a® (curva preta), e y* (curva vermelha) para uma parede curva em E-H,
com W = Bcosh?(60); (a) K > 0; (b) K <O0.

No vacuo fisico, em x = 1, a expressao (4.25) diverge. Existe a possibilidade de que o termo entre
colchetes seja negativo; neste caso, devemos escolher a constante arbitrdria da solugdo, J > 0, grande
o suficiente para que a soma (J +[- - - ]) seja positiva e tenhamos a®> — +oo. Na Fig.4.7(b), mostramos
o fator de escala para K < 0, e y*: as linhas pontilhadas correspondem a uma escolha de J pequena

2 —co no véacuo fisico, como acabamos de discutir. As linhas continuas

demais, de forma que a
correspondem a uma escolha adequada de J. O fator de escala € entdo sempre positivo, e tende a zero

na singularidade nua; no vicuo fisico, a*> diverge e temos a borda de um espaco AdS,.

B2. Gauss-Bonnet.
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No caso G-B, a Eq.(4.22) fica
f _ _K(d—z)f L L S
S W(W? = W2) (1 - W2/W2,)
Entre o, € 0p, quando W, < W < Wy, ficamos entdo com

K(d - 2)W§)p
— - T wp W2 — W2
f 2a f | “

Comx=W?a=W?eb=W?

top>

—s—1 |

w2 — w2 waw?, (4.26)

top

a integral acima tem a forma

I = f(x — )N b - x) I dx

que se encontra discutida no Apéndice §C-A, Eq.(C.6). Portanto, em geral,

2a as+!

N o
fg _ ke 2)W‘°p{(h_“) : (x—a)‘SxS{%F[—s, 1—s;1-3s; ﬁ(x—a)/x] +

+(]1_S)(x—a)x‘1F[1 —s,1—-s5;2—-5: b%a(x—a)/x] }},

ou seja:

2
Wtop

f _ K(d-2)We, (W, ~Wo)*™!

(W2 — W2)=s W2 {l F [—s, 1—s;1-s; (W2 - W3)/W2] +

B 2w s Wip=Wa
- Wi
(W= WH W F [1 —s,1-5;2—35; wg,p—pvvg(W2 - Wg)/wz] }
4.27)
Com isto, podemos enfim escrever o fator de escala para as paredes curvas:
o 5 T, 5 IS @-2We, W=V o6 w2 2 |
(o) =J|W - W2 [W2 - w2 |+ K o W W2 = W[ x
XlF— l—s:1—35: Wtzop (W2_W2)/W2+
s S L T a
_ Wi
F (W2 - W2 W2 F [1 — s =8 2o (W - Wg)/Wz] };
_ Wiop
$ = s, e <O
(4.28)

A fun¢do Hipergeométrica F(a, b; c; z) assume diferentes comportamentos analiticos, dependendo dos
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parametros a, b, c. Nosso interesse se concentra principalmente no caso em que s < 0 € um nimero

racional (negativo). Consideremos, em primeiro lugar,
s=-n, neN. (4.29)

Neste caso, as Hipergeométricas em (4.28) podem ser reduzidas, utilizando certas relacdes conheci-
das, a uma combinagio de polindmios e logaritmos. E mais facil, entretanto, calcular a integral f g
desde o inicio, utilizando o método do Apéndice§C.l Assim, temos

1
(x—a)! © @ |

T = | Gy 9% = @0Log () + aup Log (b = 1) + ]Z; =Dy

(4.30)

e a contribui¢@o da curvatura tem como estrutura analitica {Exp f f1}x f g, 1.e.

n+l1

ay(x—a)™ (b —x)"Log (x) + ap,1(x —a)™"" (b — x)"Log (b — x) + Z op) (X = @) (b~ )"
=

G- OG-0

(4.31)

E imediato ver que a expressao (4.31) acima diverge no limite em que x — a, i.e. no vacuo fisico.
Por outro lado, fica evidente que em x — b, i.e. no véacuo topoldgico, os termos da expressdo acima
todos se anulam, com excessao do dltimo termo do somatério, que tende a uma constante finita:

= —K(d = 2)Wo (Way = WD ™" @it [ 2, (4.32)

top

onde usamos (4.26) para resgatar os fatores multiplicativos de 7. Diminuindo o valor absoluto de K,

podemos fazer esta constante arbitrariamente pequena; entretanto, ela s6 serd nula para K = 0.

Enfatizamos que a constante (4.32) ndo é arbitrdria! Ela ndo pode ser ajustada de acordo com as
condig¢des iniciais — como € o caso de J — e se torna assim de suma importancia a determinacao

exata de seu valor. Para tanto, precisamos apenas calcular qp 1.

Considere o integrando de 7, na Eq.(4.30). Temos

1 hy h hy By

— = —+ + o —
x(b — x)rt! x b—-x (b-x)? (b — x)r*!

"Para n = 1, a Eq.(4.28) é de fato indeterminada, e se faz necessdrio utilizar o método do Apéndice §C.
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para constantes /. As constantes A e h,,; sdo facilmente determinadas ao se multiplicar ambos os
lados da equagdo por, respectivamente, x e (b — x)"*!, e depois tomar, respectivamente, x = 0 e x = b.

O resultado é
ho=b""; huy =1/b.

Assim, o integrando de I se divide em n + 2 fracdes, como e.g. hi(x —a)""' /(b — x)*. A contribui¢do
do ultimo termo de (4.31), evidentemente, vem da fragdo cuja denominador possui maior grau, i.e.
(x—a)" ' h,,1/(b—x)"*'. Esta razdo de polindmios pode mais uma vez ser expandida da mesma forma

que acima:

hoi(x—a)"™" 1y l ) Ly

G- x box G-xp T THoxr

para constantes /;. E da mesma forma é f4cil calcular /,,; multiplicando ambos os lados por (b — x)"*!

e avaliando o resultado em x = b. Temos
Livt = hyi(b—a)"™ = (b—a)"""/b.

E f4cil ver, todavia, que o termo [, /(b—x)"*! acima é precisamente o termo que, integrado, contribui

para o ultimo termo da somatdria em (4.30). Ou seja:

Inst = @iopns1 = (b —a)™™!/b. (4.33)

a2
a2
‘ 2
o wY
WaZ Tt 7T

(d)

Figura 4.8: Fator de escala para uma parede curva em G-B. (a) K < 0; (b) K > 0.

Tendo aiopy+1, podemos determinar atzop, lembrando que n = —s e que « € dada pela Eq.(4.28) em
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termos de s. Substitui¢do destes objetos em (4.32) da, por fim,

dyy = —(d = 2’ Wi K. (4.34)

top

2

12
Portanto, para K < 0, por menor que seja |q;,,|, temos sempre a;,,

> 0; ja para K > 0, temos

2

Aiop

< 0. Isto pode ser visto na Fig.4.8, onde mostramos a” para valores decrescentes de |K| (em

ordem decrescente: linhas continuas, tracejadas, pontilhadas).

A caracteristica mais notavel de atzop, no entanto, ndo é o fato de ser finita, nem de nfo ser arbitraria.

O mais importante a seu respeito € que temos

~ K(d - 2)?
s \/ G

e portanto no vdcuo topologico, para qualquer valor de K + 0, temos y = 0! Isto pode ser visto na

Fig.4.9.

2 2
Wy VVtop

Figura 4.9: Fator de escala (curva preta) e y? (curva vermelha), para uma parede curva com K < 0.

O fato de se ter y = 0 €, a primeira vista, problemético; pois € entdo possivel que haja uma singula-
ridade em V(o), 0 e consequentemente em R(0) — logo uma singularidade fisica. Felizmente, aqui
o zero de y(o) ocorre justamente no vicuo topoldgico, onde Cy(c) = 0, 0 que pode cancelar as di-
vergéncias citadas (cf. Eqs.(3.94), (3.128b), (3.95)). Para verificar se realmente Cy/y> — 0, notemos

que para W? — W2

1op> OU S€ja: para x — b, o termo dominante no fator de escala € o pentltimo termo

da soma em (4.31), e podemos escrever

a’ = ag, {1+ u(b - x)},

onde u € um coeficiente constante. Denotando € = b — x, temos entdo

1 1-ue 1
2 - ~
1/xa” ~ _az e ~ b (1-ue)l+e€/b) =~ >

top top atop

{1—(u-1/b)e€}.
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Com isso, temos
Y*=1+(d-2)°K/xa* ~ ytzop +ée=¢e.
onde & = —(d — 2)°K(u — 1/b)/ba,,. Por sua vez, temos
Co=1-x/b=(b-x)/b=¢€/b.

e portanto as razoes Cy/7, Cg/y ambas tendem a zero, enquanto Cy/y* ¢é finita e portanto nio h4
singularidade fisica no vdcuo topolégico. Mais ainda, mostramos ser verdade que o = 0, assegurando
que oop € de fato um vécuo, por defini¢do, e que nossa construcdo € consistente. Pode-se entdo fazer
os graficos de V(o) e R(o). Vemos na Fig.4.10 que as grandezas consideradas sdo de fato finitas e
bem comportadas. Note que, apesar da forma complicada do fator de escala, que entra explicitamente
na férmula de V(o), este possui a forma simples de um potencial do tipo Higgs, com extremos apenas

no vacuo fisico e nos vacuos topoldgicos (simétricos em relagao a origem), onde C = 0.

V’ W1 COI R
o

—Otop 00 Otop

Figura 4.10: Potencial de matéria V(o) (curva azul); Escalar de Ricci R (curva preta); Superpotencial
W(o) = B cosh’*(60) (curva preta tracejada); Fung¢do Co(W) = 1 — W?/ Wép (curva preta ponto-
tracejada). Aqui, K < 0.

Assim, temos um exemplo de parede de dominio ligando dois vdcuos. O vécuo fisico, onde a* — oo,

2 _

corresponde a um espaco AdS,, como de costume. Mas no vécuo topolégico, temos a*> — Aiop =

constante, e portanto a métrica assintfotica,
2 _ 3.2 2 2
dS - dy + atop dSAde,1 ’

ndo possui todas as isometrias de um espaco AdS,; este espaco apresenta apenas, como caracteristica

principal, uma topologia R X AdS,_;.



77

4.5 Gravidade Quase-Topologica

De (3.129), para dados valores de A e u, a equagdo Cy = 0 é quadrdtica em W?2. Resolvendo-a,

obtemos os dois valores possiveis para o vacuo topoldgico:

w2 = —% (15 V1 +3u/2). (4.35)

Repare que existem evidentemente quatro solugdes para Wy, a saber +W.. Vamos assumir que W(o)

nunca muda de sinal, e portanto apenas duas delas nos interessam. Escrevemos, entdo

Co = (W? = WHY(W? = W/ W2 W2, (4.36)

OsBs:

Notando que W2 + W? = —21/3p, e elevando ao quadrado uma das Eqgs.(4.35), obtemos

21/3u = —(W? + W?);

(W2)? + W2 = 1/3p,
que fornecem uma descrigdo explicita de A e 4 em termos de W2:

—3u=1/W2W?; 21=W2+W2)/W2 W2 (4.37)

Podemos, assim, separar 1/Cy em duas fracdes:

w2 w2 1 1

1/Co = — -
/Co (Wi—WE)[Wi—W2 W2 — W2

(4.38)

A férmula acima € verdadeira sejam ou ndo reais as raizes de Cy = 0, i.e. existam ou nao todos os

vécuos topoldgicos. Escrevendo A = W2W?/(W? — W?), temos

e w
ff _(d—2>fW'cod‘T

A[— %2 f Wdo . %2 f Wdo ]
d-2)J WW2-w2)  (d-2)) WW?-w2)|
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Ou seja:

A A
ffGQT =W ffEB w2 fféB- (4.39)

onde f; correspondem a integrandos do mesmo tipo jd resolvido para GB, com vacuos topoldgicos

dados por W,

A solugdo de paredes planas, dada por Exp f f, pode ser entdo escrita como
A/W? —A/W?
@or = {age.]  lags | K=0. (4.40)

Assim, quando K = 0, o problema de se construir paredes de dominio em GQT se resume a resolver

duas paredes distintas em GB.

A contirbui¢do da curvatura seccional vem da integral

ExprB 3 {Epr 6B
f 8 =—Kd~ 2)f W W (W2 — W2) (W2 — W2)

}A/WE

(4.41)

e portanto ndo se separa de forma trivial em problemas do tipo GB como no caso plano.

— Exemplos.

Escolhendo
u<0, |u<A?/3; A>0, temos W>>W>>0, A<O.

Consideremos o caso da se¢do §4.4, com W(o) = W, cosh(va o). Usando a Eq.(4.19), temos

_ 2
{ExpfGs} A {Expfcg} A/W |W2

(4.422)

com

A A
Sy = — >0; s_= <0, (4.42b)
2(d - 2)(W? = W) 2(d - 2)(W? — W)
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s | < |s—]. (4.42¢)

O fator de escala plano (dado pelo inverso da expressao (4.42a)) tem portanto um horizonte em o_ e

bordas em o e o, como se pode ver na Fig.4.11 abaixo.

AN

—0~0_ 0o o_ o,

Figura 4.11: Fator de escala (4.40) para parede plana em GQT, com superpotencial W(o) =
W, cosh(Va o).

Existem quatro pardmetros livres: a) O valor de 4; b) o valor de yu; c) o valor de W,; d) o valor de a.

Alternativamente, podemos escolher a) W, ; b) W_; ¢) s,; d) s_. Mais especificamente, notando que
si/s. = —(W* = WH/(W? — W2),

se escolhemos s. e W, o valor de W, fica determinado por

_ W2+ (s, /s )W?
1+ s,./s_

W2

a

e consequentemente o valor de « fica fixo por (4.42b); e.g.

A
2d - 2)(W2 = WR)s,

Sabendo (4.42), a integral (4.43) fica

K(d - 2)W?2 W?
fg - _ ( Zc)y + - fW—Z (W2 _ Wg)—er—s,—l(Wi _ W2)S+—1(WE _ W2)S,—l sz

(4.43)
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Assim, temos que resolver uma integral do tipo
K = f M x—a)y by = )N bl - x) (4.44)

Em geral, K € de dificil resolu¢cdo. Entretanto existem algumas situagcdes em que seu cdlculo recai

nos que ja foram feitos na se¢do §4.4 e no Apéndice C:

1. Se ambos s. € Z, o integrando se reduz a uma razdo de de polindmios, e podemos utilizar o
método do Apéndice §C. O resultado € a ja conhecida combinacdo de poténcias e logaritmos das

singularidades do integrando.

2. Sendo s, > 0, podemos tomar o caso especial em que s, = 1, cancelando o termo (x — a) no
integrando e ndo restringindo a natureza de s_ (a ndo ser pelo fato de que s_ < 0). Ficamos entdo com
a mesma integral geral que encontrdramos no caso GB, cuja solug@o se encontra no Apéndice §C, e

cujo resultado inclui fun¢des Hipergeométricas.

Na Fig.4.12(a), mostramos uma parede de dominio curva com K < 0 entre o vacuo fisico o e 0
primeiro vacuo topolégico, em o_; escolhemos 0. € Z. Assim como no caso GB — por consequéncia
das mesmas propriedades analiticas da integral de uma razdo de polindmios — o fator de escala a*
tende a uma constante finita em o_, onde y(o_) = 0. A curvatura € finita e negativa em ambos 0s
vacuos, caracterizando espacos AdS,. Entre os dois vacuos topoldgicos, i.e. para o € (0_,0,),
a possivel segunda parede de dominio é defeituosa, uma vez que se tem uma regido onde y*> < 0.
Além disso, por construcdo, todo o intervalo (o _, o;) possui Cy(o) < 0, e portanto ndo ¢é fisicamente

interessante.

Para K > 0, como de costume, o fator de escala se anula em um ponto entre os vicuos, formando um
horizonte, implicando na existéncia de uma regidio (onde a®> < 0) que ndo é coberta pelo sistema de

coordenadas.

Assim como no caso GB, o comportamento das fun¢des descritas acima ndo depende de forma crucial,
da escolha especifica de s. como nimeros inteiros. Se s. s a0 nimeros semi-inteiros, por exemplo,
obtemos exatamente o mesmo comportamento qualitativo. Por outro lado, vale lembrar que as solu-
¢oes descritas acima sdo especificas para a nossa escolha — bastante particular — da forma de W(o);
além disso, € vélido se fazer ainda uma andlise das propriedades das paredes de dominio no caso em

que um dos ou ambos os W2 sejam negativos.
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(a) b)

Figura 4.12: Fator de escala a? (curva preta); y* (curva vermelha); e escalar de Ricci R (curva preta,
tracejada), para uma parede curva em GQT. (a) K < 0; (b) K > 0.

Em suma, o que foi feito aqui foi a constru¢do explicita de uma parede de dominio, mostrando que
€ possivel tal construcdo analitica. A andlise geral de mais exemplos e suas propriedades exige um

estudo mais detalhado.
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Capitulo

CONSIDERAGOES FINAIS

Existem duas familias das extensdes da Relatividade Geral em d > 4 (parcialmente) compativeis com
a condigdo de que as equacdes modificadas de Einstein para a métrica g,,(x) sejam de segunda ordem:
i) RG de Lovelock, ii) Gravitagdo Quase-Topoldgica.
A familia das extensdes de Lovelock € buscada nas combinacdes lineares dos certos invariantes topo-
l6gicos Ly em d = 2N (N=3, 4) envolvendo potencias (e tracos) de R, R, € R, at€ ordem N. Por
este motivo, em d = 4 (i.e. N=2) o unico invariante de Lovelock disponivel é o de Gauss-Bonnet,
LY = R*—4R,R" + R, R
Sendo topoldgico em d = 4 ele ndo contribui para as equagdes de Einstein. Logo, em quatro dimen-
soes ndo temos extensdes nao-triviais do tipo Lovelock. Em d = 5, 6 as modificacdes das equagdes
de Einstein sao produzidas do termo GB-L,(d). Em d = 7, 8 contribuem também os termos cubicos:
Lipye(d) = 1L (d) + A5(d); em d = 9, 10 podemos incluir termos até quarticos etc.
Os modelos de Gravitacao Quase-Topoldgica obedecem uma condi¢do fraca de “equagdes de segunda
ordem”: equagdes para certas familias de solucdes fisicamente importantes como Buracos Negros,
Friedmann-Robertson-Walker (FRW), Paredes de Dominio Plano (e todas as solu¢gdes conforme pla-
nas) como também as flutuacdes lineares g,, = gSVQT + khy,, ao redor destas solucoes g,(gQT) sdo todas
de segunda ordem. Porém as equa¢des modificadas para estas GQT’s sdo de ordem 2N — 2 para uma
métrica arbitraria, quando invariantes até “ordem N sdo envolvidos. Desta forma comegando de
d =4 (i.e. d > 4) eles oferecem extensOes nao-triviais da RG com invariantes de ordem arbitraria
N>2Vd =4).

A importéncia de solu¢des FRW com K # 0 (i.e. Rs_;) = K) como também das Paredes de Dominio
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Curvas ambas com tensor de Weyl W,,,, # 0, levanta a questdo se uma “extensdo” da familia de
modelos GQT que envolvam também estas solucdes € possivel. As investigacOes apresentados nesta
dissertacdo demostraram que as equacdes para PDC’s nos modelos GQT -quadratica e cubica- sdo
também de segunda ordem (bastante complicadas e nao lineares em primeiras derivadas).

Finalmente, gostariamos de concluir esta dissertagdo mencionando o fato de que as solucdes aqui ob-
tidas para PDC’s possuem uma motivagdo extra. Pretendemos investigar como estas solu¢cdes podem

ser aplicadas no contexto de Teorias de Campos Holograficas.
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Apéndice A

PRINCIPIO VARIACIONAL DA AGAO

EINSTEIN-GAUSS-BONNET

A.1 Meétodo variacional

Consideremos a seguinte acdo quadratica
1
S = = fddx V-g [R + 1R + R, R" + c3R,uvp0'R“Vp“] , (A.1)

e a variacdo com respeito a métrica g, através do principio de minima acdo ¢S = 0. Mas, antes

vamos considerar os seguintes resultados,

6g;n = _gaugﬁngaﬁ, (A.2)
1 v

OV=8 = 3 V8soE” &-3)

SR = R,6g", (A4)

onde OR terd uma contribuicao adicional, conformado por uma derivada total que no contorno, pelo
teorema de Stokes sera zero.

Comecemos pela variacdo do escalar ao quadrado

OR?
f d’x—=gé(c,R*) = f ddx\/—_gcla—RdR: f d?x=g2c|R5(g" R,,,) (A.5)
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onde

6(8"Ry) = Ruo8" +g"oRy, (A.6)

g"oR,, = g“v(’)pél"ﬁﬂ — g“vﬁ,,él"gﬂ. (A.7)
Teremos, por tanto

Zleddxx/—gRg’”éRW = Zleddx\/ gRg" 0,01 —Zleddxx/ gRg" 01 (A.8)

e integrando por partes:

2¢ f d'x\=gRg"9,0T%, = —2c f dx0(\=gRg")oT,, (A.9)
-2¢ f d’x~—gRg"9,01%, = 2c f d’x0,(—gRg" oI, (A.10)
a variacdo das conexoes fica
ory, = %gm(@,,dgm+(9ﬂ5gw—ﬁpég,,ﬂ), (A.11a)
ore, = % 710,08 e (A.11b)

Levando estas duas expresoes em (A.10) e integrando por partes novamente obtemos
2¢, fa’dx V—gRg"6R,, = 2c fa’dx@“aT( V—gR)bg, — 2¢y fddxap(?p( V—8Rg")b8 -
considerando ainda a seguinte relacdao
0,05 = ——" ", (A.12)
aeq. (A.5) ficara:

¢ f dx\=gsR> = ¢ f d'x =g |2RR,, - V,.V,R - V,V,R + 2g,,0R} 5g"  (A.13)
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Na procura da variacdo da terceira parte de (A.1), obtemos

o f d'x\=go(R,R") = ¢ f d‘x\=g(2R,,R",68" + 2R" SRuv), (A.14)

onde o segundo termo da direita da integral (A.14) é quase semelhante ao caso anterior. Levando em

consideragdo a eq.(A.7),
58S, = 2¢, f d‘x\—gR" SR, = 2c, f d'x \=gR"8,6T%, — 2c, f d’x \=gR"8,0T"(A.15)
e integrando por partes
6 = —2c f dx0,(\=gR")ST%, + 2c; f d’x0,(N=gR™)oT?,. (A.16)

Usando (A.11) em (A.16) e depois usando mais uma vez integrais por partes

58S, = 2¢, f d’x0,0"(\=gR")0g,: — 2 f d?x0.0"(\—gR")og,,

- o f d*x0,0,(\—gR" §")0g, (A.17)

e agora usamos (A.2) na eq. acima:

68, = 20 f d*x8,0"(V=gR")8,a8:508" + ¢ f d*x0:0"(\=gR")8v08us08"
+ o f d’x0,0,(\—gR" gaB)og™. (A.18)

Cada uma das integrais fica:

(V'Vj + VAY,)

> 8,0 (V=8R")808:p08" = 5 (V=8gR,a)08"* (A.19a)
> 0:0"(V=8gR")8v08p08" = DO(\V=gRup)08" (A.19b)
> 8,0,(\—gR" gaP)og™” = VPV7(\V=gR,)gep08" (A.19c¢)

somando (A.19) e substituimos em (A.18) temos finalmente a terceira parte da variacdao

58, = o f d'x =g {2R,R” = VPV, Ry, = V*V,Ry, + ORyy + 8 V'V Ryo | 58", (A.20)
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Finalmente a quarta e ultima parte da variacdo € escrita da seguinte forma
683 = o f dx \=80(R,pypr R*"”) = 2R,1perc RS0 + 28, 1R SR, - (A.21)
Devemos calcular 6R*, . A defini¢@o do tensor de Riemann é

Ry = 8,15, —0,0,+T, TG, —TLI7 (A.22)

pT OV ot pv

Mas para facilitar os cadlculos podemos utilizar o sistema de coordenadas locais tal que Fﬁ, = 0. Nas

contracdes do tensor de Riemann consideramos novamente, o termo:
A A A
R\ = 0,1, — 0,15, (A.23)
Pelas propriedades de anti-simetria do tensor de Riemann R = —RHP

28uR"PTOR py = 28,uRPT0,0T, — 28,uR" 0,01,

= 4g R"P70,0T% (A.24)

av?

que sera a integral 4 f dx~[—gg.R"*70,6T . Integrando por partes, obtemos

4 f d'x\=gguR""70,0TL, = -4 f d?x0,(\=gguR""")oTL,. (A.25)

Substituindo (A.11) na equacdo acima temos

= -2 f d*x0y(N=88uR""*7)g" 068z, — 2 f d*x0,(\V=gguR"*")g" 9,08+

+ 2 f d?x0,( =88R )g" 0:08 - (A.26)

Lembrando que a contra¢do de um tensor anti-simétrico e um simétrico é sempre nula, observemos

que o termo da equagdo acima ndo contribui. Integrando o restante por partes obtemos
-4 f d'x0,(\—gguR"" )T, = f d'x =gV VIR yps + 2VPVR, . )08"  (A.27)
Finalmente em (A.21)

6S; = ¢ f A X V=8 {2Rpr RS + 2V V Ry + 2V V Ry 68 (A.28)
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Somando as contribuicdes (A.13), (A.20) e (A.28), a variagdo da acdo (A.1) fica

1
0 = R, - zgw [R +c R + R, R + QRﬂVpO‘R’”p"]
+ ¢ (2RR,y = V,V,R = V,V,,R + 28,,OR)
+ & (2R,R = VPV,R,, — V'V,R,, + OR,, + 8,V VR, ) (A.29)

+ 3 (2Rypoe RS + 29V Ry + 2V°V Ry )
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Apéndice B

Espaco DE ANTI-DE SITTER

Apresentamos neste apéndice no¢des basicas sobre o espaco de anti-de Sitter, que abreviamos como
AdS ; para o caso d-dimensional.

Comecemos com o estudo rapido da acdo gravitacional

1 d
S = Pfd xvV—gR - A). (B.1)
O segundo termo € a constante cosmoldgica, que é negativo para o espaco AdS. Ela pode ser escrita
como A = —% onde L? tem dimensdo de comprimento.

Agora determinemos que a equacdo de movimento de (B.1) € equivalente a equacao abaixo

d-1)
Ryv = _Tgyw (B2)
O espago-tempo AdS € um exemplo de maxima simetria. Isto significa que o tensor de curvatura de

Riemann pode ser escrito em termos do tensor métrico g,, como

R/zvpa' = K(g/ngva'_gﬂo'gvp)’ (B3)

Para AdS, esta constante é negativa e dada por K = ——

onde K € a constante de dimensao 7

1
(comprimento)? *

onde L define a escala global do espago-tempo. Segue imediatamente de (B.3) que o tensor de Ricci

e a curvatura escalar de mdxima simetria espaco-tempo sao

R = K(d-Dgw,

R = Kdd-1). (B.4)
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Figura B.1: Representacdo do vinculo (B.5) o eixo principal é dado pelas coordenadas X'. X° é o eixo
vertical e X¢ é o eixo do plano saindo da pdgina

A métrica que satisfaz (B.4) é chamada métrica de Einstein.
Um espaco-tempo com simetria maxima de dimensdo d pode ser embebido como um hiperboléide
em um espago-tempo plano de dimensdo d + 1. A métrica g, €, em seguida, a métrica induzida, o que

significa que o elemento de linha € obtido avaliando a métrica plana embebida sob a hiperboloide.

B.1 AdS, obtido a partir de sua imersiao em R?*!

Para AdS ; o espaco embebido € o espaco pseudo-Euclideano com métrica n,p = diag(— + +... + —)

com coordenadas cartesianas X*, A = 0, ...,d. O hiperboléide que define AdS ,; € a superficie

d-1

XapX®? = (X0 + ) (XD = (X = L2, (B.5)
i=1

ds® = —(dX*+ [@dX"H)? + ... + (XU - (dX9)? (B.6)

Este espaco pseudo-Euclidiano (d+1)-dimensional com o vinculo (B.5) € ilustrado na figura (B.1).
(B.5) diz que o grupo de simetria é SO(d — 1,2) com @ parametros arbitrarios. Logo o espaco
AdS ; é o espaco-tempo homogéneo e isotrépico com curvatura constante.

(B.5) e (B.6) podem ser parametrizados de varias formas, o que mais nos interessa € o exemplo de
“patch” de coordenadas de Poincaré. Esses “patch” cobrem a regido de AdS em que a métrica é

conformada pela metade plana do espago-tempo de Minkowski. Para introduzir essas coordenadas
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voltemos as Cartesianas X“ de (B.5) e definimos

X' = Lux’,

) 1
x4+ = z—u(—l +1A(L* - 1)),
X = L (1 + A2+ xz)),
u
P o= (O + Z(xi)z. (B.7)

A coordenada temporal x° = ¢ e espacial x' esta no intervalo —co até 0o, e 0 < u < co. A restrigdo
sob o intervalo de u é necessdria necessadria para manter um mapa de valor tinico das coordenadas
hiperbdlicas X¢ ou X'.

E simples mostrar que (B.5) é satisfeita por esta parametrizacio, e que a métrica induzida é

2

ds* = I* ‘% + (—(dxo)2 + Z(dxff)]. (B.8)

Aqui facilmente podemos ver que com uma troca u = ¢’, temos a expressao conhecida para esta
métrica em coordenadas de Poincaré. Agora se definimos z = Zln reescrevemos o elemento de linha

como
ds® = L—Z[dzz—(dxo)2+2(dxi)2] (B.9)
> . . .

Esta métrica é de fato conformada para a regido positiva z de um espago-tempo de Minkowski d-

dimensional com as coordenadas habituais (x°, X', z).
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Apéndice

INTEGRAIS QUE SE REDUZEM A HIPERGEOMETRICAS

Neste apéndice, serd necessdria a seguinte representacao integral da funcdo Beta de Euler incompleta:

B(x|a; b) =f (1= dg, (C.1)
0
que se relaciona com a fun¢do hipergeométrica através da férmula:

B(x|a;b):$xﬂF[a,1—b;1+a;x]. (C.2)

A.

Considere a integral (anti-derivada)

T = f(x —a)* N b= x)"xdx. (C.3)

Onde b, a > 0 sao constantes. Integrandos deste tipo estdo relacionados, em geral, com fungdes hiper-
geométricas de duas varidveis conhecidas como ‘Funcdes de Appell’ (cf. The Bateman Manuscript

Project). E todavia possivel resolver 7 como uma combinagdo de hipergeométricas usuais.

Para tanto, facamos a substitui¢ao

_(x-a) a

B b-a)x’ x:m'

3 (C.4)
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Temos
_ab-aE . (-a)(1-bE) | _ -a
T Gwet T T Tk Y T T ae ™
€ com isso
—s—1
1=5— [1-G-anea-bo a (©5)

Esta integral pode agora ser dividida em duas fun¢des Beta Incompletas, e transformadas em seguida

em funcdes Hipergeométricas:

—-s-1
I = Z — {bs f(bf)_s_l(l — b&) " d(bE) — b (b - a) ‘f(bf)‘s(l — bé)*! d(bg)}
a—s—lbs »
= (Bb¢| - 5: )~ b7\ (b - @) BUE|1 - 5 9))
b-a
R N it DS U
= _b—ag {sF[ s, 1—s:1 s,b§]+(1_s)§F[l s, 1—s;2 s,bf]},

Deve-se ressaltar que estamos ignorando as constantes de integracdo, uma vez que nos exemplos do

texto principal elas podem ser absorvidas na constante de integracao arbitraria da equacao diferencial.
Retornando a varidvel original,

Iz—w(x—a)“"x“{%F[—S, I-s;1-3s; ﬁ(x—a)/x]+

astl

+

A x—ax -5, 1=5:2- 55 (- a)/x] ). (C.6)

B.

Considere a integral (anti-derivada)
J = f x2(b—x) "' (x+ b)) dx (C.7)
Onde b > 0 € uma constante. Faca

E=(x-=Db)/x; x=b/(1-¢). (C.8)
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Temos
dx=b(1-6)7dé; b-x=-b1-6)7"¢; x+b=b1-67"'2-8),
€ portanto

T = (b f F1—ER 2 -8 dE. C9)

Fica agora facil separar o integrando em trés fatores:

-y T = f £ Q-7 de+ f £ -2 f &=,
cada um correspondendo a uma funcao Beta incompleta:

(=)' T =1BE&|s; =) +4B(&|s+3; —s) —2B(|s+1; —s),

-2
ou, com a Eq.(C.2),

(DT =L EF(s, L+s; 1+5;8)+

4 &5 . . 2 g8 . .
+ L EPF(s+3, 1455 5+4:) - S EMF(s+1, 1+5:2+5; 8. (C.10)

C.

No casoem que s = —n,comn € N e n > 1, as integrais 7 e J se tornam uma integral de uma razao

de polindmios. Dividindo o integrando em uma soma de fracdes parciais, pode-se mostrar que temos

£=YaLogl-a1+Y)D]
k Kk j=2

a;
— (j -

5

k 1=

(x—z) (C.11)
1y
onde z; sdo os zeros de ordem my; do denominador do integrando de £ = 7, J; aqui aj; sdo os
coeficientes da série de Laurent do integrando. Temos assim uma expressdo alternativa — mais

explicita — para as férmulas (C.6) e (C.10) neste caso especifico.
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Apéndice D

DERIVAQAO DA LAGRANGIANA EFETIVA NOS MODELOS DE

(GAuss-BoNNET E DA GRAvIDADE QUASE-TorPoLOGICA

D.1 No modelo Lovelock quadratico

Consideramos o seguinte ansatz para a métrica, a partir do qual obtemos as equac¢des de movimento:

ds®
o = o0, V=g =f g, (D.1)

f2(y)62(d—l)A(y)dy2 + eZA(y)gijdxidxj’

A coordenada y = x? é uma dimensio extra, o campo escalar o = o(y) é independente das coordena-
das da hiper-superficie. g;; possui uma curvatura constante.

Aqui vai existir uma arbitrariedade com respeito a definicdo da coordenada y por causa da funcdo
f(v), esta fung@o aparecerd na lagrangiana efetiva e a variagao dela gerard um vinculo. Ao final das
contas, quando precisamos das equagdes do movimento do vinculo, vamos fixar esta fun¢do arbitraria

f(y) como e~ @"DA0) 3 fim eliminar o grau de liberdade n3o fisico.

Nossa acdo mais geral possivel que podemos escrever é:

1 2 ) 1,
Suor = f d'x\=g {R + m—‘;LQ + %Zd W)+ Wy = 587 0,00,0 - V(O')} (D.2)
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onde «, B, v, Ao, Ho, M1 € [y s30 pardmetros adimensionais e m? possui dimensdo do inverso do
comprimento ao quadrado.
O procedimento consiste em substituir o ansatz (D.1) na equagdo acima e impor condi¢des sobre a,
B, v, Ao, o, 11 € Ua, para que a agao efetiva gere equagdes diferenciais de segunda ordem. Repare que
na acdo acima os parametros adimensionais y; € g, ndo contribui na acdo, porque o tensor de Weyl
para o0 nosso ansatz serd zero.
Comecemos em calcular as conexdes nao nulas dos simbolos de Christoftel:

= ! +d-DA; T = —Ae_z(d_l)Ag--' I =As:T =T, (D.3)

W ’ ij 12 27 yj J Tk Jko :

Calculamos as componentes do tensor de Ricci, o cdlculo de R, s6 depende de IF, e I}, e ndo

depende de g, que serdo os mesmos dos muros planos:

R, = (d-1) {—A’ + §A +(d - 2)A2}
R = —]%e‘“‘”‘* {A' - j—:A} g +Rij (D.4)

Para o calculo do escalar de Ricci, vamos supor que R;; seja um espago de curvatura constante. Primei-

ramente vamos usar as seguintes identidades, que sao validas para espacos com curvatura constante:

R; kI = K @ikgjl - gilgjk)’
(d-2)Kg

=
I

ij

|
I

(d-1)d-2)K,
Com K = 0,+1/L?. Como se trata de um espago (d — 1)-dimensional, o escalar de Ricci é dado por

R = gWRyv = gnyyy + ginij

d-1) {—A‘ + §A +(d - 2)A2} — e gl {A’ - fA} %ze-w-mgi i+ e Ry (D.5)

f
o~2(d-DA A2 d (A o
{(d - 1)(d - 2)7 —2(d - l)d—y (?)} +(d-1)(d-2)Ke
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A partir desses resultados podemos escrever os termos da acao como:

g 2d-DA ) AF\ . £
V—gR*> = 7 Ad - 1)’ A%* +4(d - 1)? (7) +(d - 1)*d-2)*A* - 8(d - 1)2}AA
— 4(d - 1)X(d - 2)A*A + 4(d - 1)’(d - 2)§A3} V=g +d - 1)2(d - 2PK>f 494 |3
2 2 A2 —2A — 2 —2A d A —
+ 2(d-1)*d-2) K7e V=g - 4(d - 1)*(d - 2)Ke @(?) —3 (D.6)

V=gRuR™ = =g (R,R” + RyRV) = v=g(Ry,R” + g"g"RyR;)
| O P
= \/—_gRny}y + \/—_g (R,‘J'R J) +e Rin +2 7 -A f R

_2(d-1)A i ~\2
_ ¢ {d(d ~DA%2+dd-1) (A7f) —2d(d - 1)AA‘§ —2(d - 1)*(d - 2)AA?

f3
s
+ 2(d-1)*d- 2)A7f +(d—1)2(d - 2)2A4} V-3 + KX(d - 1)(d - 22 f44 {3
fA ] R —
2K(d—1)(d -2)| 2= - A| — /- D.7
+ ( X )[ 7 7 8 (D.7)

Falta ainda determinar os termos nao nulos do tensor de Riemann. Para facilitar os calculos, calcula-

mos primeiramente o Riemann ao quadrado, para depois encontrar os termos ndo nulos, ou seja

V=8Ruwpe R = (4RypyaR™ + RapaR™™) =3, (D.8)
onde temos que,
~4@=DA (4 £\ A3 - .
RypaR™ = (d- e Iz {(Tf) +2(d - 2)f7 - 2j—:AA —2(d - 2)A%A + (d - 2)*A* + AZ}
_4(d_1)A . —_ —abcd €_2dA . bd+
RupedR™ = 2d - 1)(d - 2) 7 A*+ e MRycaR ™ — 7 AT Rapea
e b= e _—abea € —abea
+ 7 A’g dgb Rapea — TAzgacgbdR + 12 AzgadgbcR

Devemos substituir as equagdes acima na equacao (D.8), mas, observemos que a primeira delas nao
tem contribuicdo de curvatura K e também que o primeiro termo na direita da segunda equacao possui
uma contribui¢do sem curvatura no tensor de Riemann ao quadrado. O termo R4 se refere a um

espaco com curvatura constante K, e sua expressao, em termos da métrica € dada em (D.5). Teremos,



101

portanto,
o — O (ALY s - - At - s Ak 4@ D
SR = 5 d-1) ; 8(d — 1)(d - 2)A’A - 8(d - 1) fAA+4(d DA
fA3 .4} —
+ 8(d-1)(d- 2)7 +2(d - 1)(d-2)2d - 3)A*} -3
—2A
+ 2K2(d — 1)(d - 2)feX I\ — 4K(d - 1)(d - 2)5—A2 -7 (D.9)

f

Substituindo as eqs. (D.6), (D.7) e (D.9) na (eq.3.74) obtemos

L2 s e s
(Lo) = (d— Dida—Bd +dy(d — 1)] =214 [(ﬁ) _A4 (A)z)
f? f f
+ (d-1)(d-2){2a2d - 3) - B(d — 1)(d - 2) + y(d — 1)(d - 2)} ]%e-w-“AA“
o
+ 2(d—-1)d—-2)[4a —Bd - 1)+ 2y(d - 1)] %e‘z(d_m (% - A2A‘) .

_1
3d

d (,-2d-1a A3 \_2 —2(d-1)A A4
7(e ( >_T3)_§(d_1)e (@-0a dy.

Utilizamos o simbolo (x) para destacar o fato da auséncia de contribui¢des de termos associados a
K. Isso € feito com o objetivo de simplificar expressdes, pois 0 que nos interessa neste momento é
eliminar termos de altas derivadas.

O primeiro termo do lado direito da eq. contribui com altas derivadas nas eqs. de movimento. Para que
as eqs. da gravitacdo sejam de segunda ordem, entdo os coeficientes que estdo na frente do paréntesis

(...) no primeiro termo da direita deve ser cancelado e assim garantir uma equacao de segunda ordem,

ou seja
4a—-pd+4yd -4y = 0
Assim,
Bd — 4a
= D.10
YT 4d-1 @.10)

Substituindo a expres3ao de (D.10) em (Ly)" obtemos,

-2(d-1A

f3

{3

+ 1(d —1)(d-2)[Bd - 2Q2a +p)] 4 (e-Z(d-”AA—)
3 dy

(Lo) = ~g3(d~1d - 2)(d~4)[8d - 22a + p) A*

f3
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O termo completo (£Q)K que € dependente da curvatura serd escrito como:

(Lo)

}1(6’ — 1)(d - 2)(d — HK* [Bd — 2 + B)] feX-I

d-1)d - 2)Kiy {e—zf‘é [Bd - 2Qa + ,B)]}

72A

—(d—l)(d 2)(d - 4) [Bd - 22 + )] KTA2

+

D.2 No modelo GQT

Para repetir todo esse procedimento no caso da GQT observamos que os célculos tornam-se bem
mais complexos. Para obtermos resultados confidveis utilizamos o Mathematica 8 como ferramenta
auxiliar. Fizemos todas as contragdes tensoriais para dimensao arbitraria (d), e o Mathematica 8 foi
utilizado para conferir nossos célculos em dimensdes especificas.

Listamos abaixo os termos importantes para a acdo da GQT:

—4(d-1)A 3 A5
VERPRos™ Ry 8(d—1)e 7 [(%) +(d-2)P A% - A +3d- 2)2f 7

fA fA fA? )
A—6(d-2)L204 +3(d - 2)A%
f) (f) (@- 27 A3 =2)

A | )
3(d - 2)*A%A - —(d —2)AS

—+

3(d - 2)(

+4K3(d - 1)(d = 2)fe* =9 (D.11)

—4A —2dA

12K*(d - 1)(d - 2)7A2+12K(d—1)(d 2) Iz
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\/§R;1vaﬁRyva O'R'Bo-

\/§RR;1V<1[3R#W% =

e~ b fA)3 2 A’ f (fA)2 i2
= 2d-1 d-2 +3 2d-2)(=| A
()fS[(f()f AT
3
- 4(d - 2)1%A 3(]3?) A—(d-2)*AA* - A’ + 2(d - 2)A%A? (D.12)
—4(d-1) 5 -
+ 2(d-2P>— 15 [—A3+(d 2)}A° +3(d — 2)A%A + 3(d - 2)2f;1 3f7AA'2
3
+ 3(d- 2)(]?) (f?)A 6(d — 2)%A+(f}4) —3(d—2)2A'A4]
fAS .4) —4(d-1)A ) ( fA ) e
2(d - 1)(d -2 - AA 2KX(d-1)d-2)[= -A| —
+ 2 ) )( 7 +2K7( ) ) 7 7

—2dA 2 f A3
+ Kd-1)d-2)5— [(ﬁ) £ (d—2PA% + A+ 40d = 3y _ = 3)iA?

YA\ f

—4A

fA

- 2714' +2(d - 2)A4] 4K*(d - 1)({d - 2) — +2K3(d — 1)(d — 2) feX4-H4

_A(]— : 2
ad - 125 o [5<d 2>(fA) " (f_A) 6(fA)A 4(d - 2>2f A

f3 f f f S
10(d - 2)f—3A 6f Ay +(d—2)3A6—4(d—2)2A'A4+5(d—2)A2A'2—2A3]

i i

5 e~4d-1) o fA L,
2(d - D) -2) 15 [(d 2)A +2f 2AA] (D.13)
—2dA F A2 3
AK(d - 12(d - ) (ﬁ) 2(d - 2fi—2f—AA 2(d - 2)A%A
(d—-1)%( )f3[f+( )f 7 (d-2)

—2dA fS
d—-2DA* + 47—
[( WA

(d-2)*A* + Az] 2K(d - 1)*(d - 2) 4A'A2]

A
—4A

2K3(d — 1)*(d = 2)* f* ™9 + 2K*(d — 1)*(d - 2)eT —(d-2)A* - 24 + 2%]
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VERopRR?

VER, R, R,

VERR,'R}

+

—+

+

—4(d DA
fS
A

Ad—-2)—A-3
( )f

fA

7
(7)4

2(d - 1)*

fA
f

(d—-1)d-2)

f5

2K(d - 12(d - )<

f3

7|

K*(d - 1)(d - 2)2ﬂ [
f

Kd-1)d-2)

—4(d-1A
13
3d-2) (f A )
f
o~ Hd-DA

f5

(d - 1)*%

o
f
—6(d -
%)
f
—2dA

A

d-1)*

3K(d - 1)(d - 2)

7

-4(d-1)A
fS

4(d - 2)*AA* + 4(d - 2)

d—1y
2 fA?

—4(d-1)A

f
Fa
-2(d-2)—A
-7

(d -1y

FAY
6(— A
[7)

K(d-1)*(d-2)

—2dA

f3

Kd-1)(d-2
(d = 1)%( )f

K(d - 1)*(d = 2)* f* 1

e~ Hd-DA [

3 f 5
) +(d-2)PA% - A’ +3(d-2)1—

[S(d 2)(fA
7 +5(d - 2)A2A2+6(f}4)

fA
d-2
[( )( 7

2
[(%) +(d - 2)A* +

p—2d4A
[2(0,' -

3

+(d-12) f

f

2 fA?

+3—
f

+ 2(d -

2
A —(d-2)*AA* + 2(d - 2)A%A?
fA

)
(7)

JA JA L o A
) —2lfiv A
f)

7

A .2]
2— —2A - (d -2)A
- d-2)

fA3
f

f

2)f—3A +3(d - 2)A%A% -
f
fA

A (f)A (7

fA ..2_2(ﬁ) .
) +A 7 A

) -off7

3(d -

fA
f

+3K*(d -

fA

f f

5

fA

7
(f) A+2(f
oA

1*d -2y T

) #-

]+ K*(d -

f 3

o o
2)i —2(d - 2)AA* - 10%

i
f

o .
+(d - 2)*A* +2(d - 2)% —2(d - 2)AA® - 2ﬁ

[(d 2)A? —

2d - 2)=— —2(d - 2)A’A - 22—
( )f ( ) 7

AV o o
-A
f)

2

(D.14)

A+ AZAZ} + K3(d - 1)(d - 2)° fe? =94

i

—2(d - 2)7 +2(d - 2)A‘A2]

A
+3—A" -
f

)ZA'

(D.15)

fA
32
¥

2)2AA*

)AZ} K3(d - 1)(d = 2) fe*=9A

—4A
2 e

(d-2
X )f

-
f

|

<\ 3
)A 2(1?) +(d-2)A% - 2A3

-10(d -2)—A
( )f

T

3
) +(d - 2)A%A% - 243

4A + 4&]
f

/A &

i

+5A2+5(
f

]
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~4(d-DA . FAV . [ fAY A L
gR® = (d-1)° d-2)0A%-24(2=) A +8|— 12d—2(—) A% - 8A°A
VoR' = =D [( ) (f)+(f)+( 7
s . o
- 6(d-2)*AA* + 6(d - 2)2% + 24 (%)A‘Z +12(d - 2)A%A* - 24(d - 2)%/4]
_2dA L2 s i3 . .
+ 3K(d—1)3(d—2)ef3 [(d—2)2A4+4A'2+4(%) —4(d—2)A2A'+4(d—2)%—8%A'

—4A f A

+ 3K*(d-1)’d - 2)267 [(d —2)A 24 + 2|+ K3(d - 1)°(d - 2)° fe2d=n

Agrupando todos os termos, primeiro sem curvatura K, onde (Z/)" :

= [e7 oy 4 l va a 3 vq,
\z {RW PRop™ Ryt + RN [—12(d2 —5d + 5)R,,apR" R + 5(d2 — 4d + 2)RR,op R

1 *
+ 12(d — 2)(d — 3)RopR“*R* + 8(d — 1)(d - 3)R,’R,"R,* — 6(d — 2)’RR,’R .} + E(d2 —4d + 6)R3]}

1(d = 1)(d = 2)(d = 3)(d = 4)(5d = 6)(d’ — 9d” +26d — 22) ¢ 11

) (2d - 3)(d - 4) = A (D-16)
. 2 (d - 1)(d - 2)(d - 3)(d — 4)(d® — 9d® + 26d — 22) ( fAS A’A‘*) e~4d-DA
(2d - 3)(d - 4) f f°
~———— ——

_ﬂi(ﬁ)
5 dy fS

d | ,-a@-naAd\_4 —4(d-1)A A®
d—)_(e ( >75)—§(d—1)e (@-1adg

-1
5

obtemos,
1 (d=1)d-2)d-3)(d-Hd—6)(d® -9 +26d —22) e~V
('Zd) = E > 4
(2d - 3)(d — 4) f
3= -2 - 3)(d — 4)(d® — 9d* + 26d — 22) d {e_4(d—1)AA_5} (D.17)
5 (2d —3)(d - 4) dy r

Definimos a quantidade

_(d-1)d-2)d-3)d- 4)(d® - 9d° + 26d — 22)

M, (2d - 3)(d - 4)
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Vemos que as altas derivadas desaparecem.

Adicionando agora as contribui¢des de termos com curvatura K, onde (Z)¥ :

1 3
¢S Ry Rap™ R —12(d” = 5d + 5)R,apR"* -R + S(d* = 4d + 2)RR,epR"™
\/g{ H B P +(2d_3)(d_4)[ ( + ) HvaB +2( + ) B

1 K
+ 12(d - 2)(d = 3)R,apR“R* + 8(d — 1)(d — 3)R,"R,"R,* — 6(d — 2)*RR,’R /' + 5(d2 —4d + 6)R3]}
1 —4(d-1)A ) AS e—4(d—1)A 3 e—2dA )
= §M1(5d - 6) AS +3M, (fT — AA ) 7 —EK(?,d -2)M, 7 A4
————
f5
-5 4(5)
_%%(6—4(92’—1)/&%)_%(d_l)e—ud—l)/{%
fA> L \e2h 3 A 2, (fA e
- 6KM,|[Z— - AA K2My(d +2)5— A% + 3K*M —A|— D.18
1 ( 7 7 +3 1d+2) 7 + N\ 7 ( )
S 4(5) ~14(%)
N——
_%diy(e—zm ’%)—%de‘”f‘% — (e 4 )—4e i

1
+ 517(3Ml (d - 6)fe* 1

Igual que o caso anterior, este fica também sem altas derivadas

Somando a eq. (D.17) e (D.19), e por uma pequena simplificacio matematica, obtemos a seguinte
acao:

1 e~ Hd=DA ; —2dA " 3 ) oA "
\/§Zd = E(d - 6)M, f5 A° — EK(d - 6)M, f3 A"+ —K d-6)M,—A (D.19)
1 d 3 A A3 A
v ZK3d - 6)M, fe2dhA L L ]2 om4d-DAZ 2KM, —2dA4Y 3K2M —4A
5 ( )M, fe dy 3 1€ f e f e f

Substituindo este resultado na eq. (3.74), a acdo fica

S = fdd-lxdyzzeff—

A 1 A3 A
z(d_l)fdd lxdy {f 6/10(d 2)M -2(d- 1)Af K%(d_Z)Me—ZA_
m

3L1 Ho - 1)AA ~ kL2 Ho e—szA3 + 3K2L Ho —4AA (D.20)
10 m*© f? m? o2 o !
(D.21)
—2)(d - —4)(d® - 9d* + 26d — 22
Onde : L, = (d-2)d-3)d—-4)d’ —9d” +26d )

2d-3)d-4)

Aqui mantemos M = Bd — 2(2a + ), para ndo perder a generalidade do caso Lovelock quadrético
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e a Lagrangiana efetiva L,y é:

A‘Z 1 /10 e—2(d—1)A
(d—1)(d -2) (7 - pd-HM-—3 7

Ao 2d-3)A e—2A ., K 2 2 2d-DA
+ (d- DM [Kfe + 2—f A%|| - 27 X V(o) fe
—4d-DA 1 o e 3
A% — —KM,(d - 6)— A* + ZK*M,(d - 6)—=
7 > 1( )m4 IE > 1( )m4 7

Lesy

A4) +(d - 1)(d - K (fe "

1 dA -4
+ —Md-6)2f Ho¢ 4
m

10
1

+ KM (d - 6)H0 fera-aa (D.22)
2 m*

As egs. de movimento de A e f sdo alteradas em relacdo a eq. (3.80)

24 (1 LR 4)MA2) +2(d - DA (1 LR 4)MA2)
2m? 4m?

) . A
b KX @d-am (A+(@-2A%) ™ —(d-3)d - HMK* e
m? 2m?

(d—-6) ‘6 d—=6) po ., 4 (d—-6) u A i4
RO A 3T PO ar AAY 3Kk PO hr o4
d-m AT Dd-m d-Dm ¢

(d—6) Ho 2A ¥ A2 ,(d =3)(d—6) o —4A 72 2 (d-6) Ho —4A ¥
_ K—279 Ho U0 oy aaja g2 D 70)  Hog, -aag
K a2y re A3 -1 mahe A K T gy e e
- K3%“—3M1e-m=o (D.23)
- -2)m

22V (o)

—4A_2 _2K—2A
(d-2)Ke™™ + )

A equacdo de vinculo é, neste caso:

- (d-1)d-2)A? (1 - 4%(d - 4)MA2) +K(d-1)(d-2)e " (1 + 4%@1 —4HM[Ke * — 2A2])

1 3 3 o
— —d-6)Eo M A+ ZK(d - 6)Eo M e At — ZK2d - 6) KA M e A% + K3 (d - 6)EL Mo
2 m* 2 m* 2 m* 2 m*
-2

+ KZ% — V(o). (D.24)
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Multiplicamos a eq.(D.23) por (d — 2) e a eq.(D.24) por 2 e somando-as, temos

d-6) .,
(d-1)d - 2)A
Ho (d—6) 24 2 2 Mo (d-6) —4A
e 1)(d—2)e A 3K M T T @y }

(d 4) o2 Ho (d-6) —24 ;2
om S a-0¢ KuaMgTrra—¢ A

Ko? = —(d-2)A {2 - —(d 4)MA* + K—(d HMe + 35y,
m

- 6K

+ 2(d-1)(d-2)A? { (D.25)

2 Mo (d-6) —44 o4 Ao o —44
+ 3K %Mlme - 2K(d - 2)6 - %K (d - 2)(d - 4)M€
Ho (d-06) 064
- 3K’—M
md-n°

Entdo torna-se claro que para uma métrica conformemente curva (ou plana)nossa acdo (3.125) coin-
cide com o feito por Myers-Robinson [23], na qual se identifica da seguinte maneira a dimensionali-

dade feita na ac¢do para o acoplamento da teoria de Lovelock:

A 4’ Mo _ 2(2d - 3)uL* (D.26)
m> Md-4) m* (d-3)d-6)d®-9d2 +26d —22) ’

D.3 Superpotencial e as equacoes de primeira ordem

Agora vamos definir A como uma func¢do de o e de y que nao € outra coisa que uma funcio que

depende da curvatura K, principalmente, entdo:

—7)2
-y - \/1 PR (D27)

Derivando a eq. (3.56) obtemos,

T S,
A= gy av

_9)\2 _9\2
% (_2<d DK =K

w? w3

1

(d-2)? _
7 e2A

oW’ (0'))

1+

yW w
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Entdo A é:
§ d-DK . oW y
A = ———— A+ - W
W ¢ W | @d-2)
d=-2K 4 YW (d-DK ,, _, W
= - - W
W ¢ @-n " Twr ¢ TN T a=y”
_ W ((d-2)°K _
KA g 24 _ .2
¢ +(d—my{ w2 ¢ 7
-1
) W
4 = T ke (D.28)

C(d-2)y

Com esses resultados a eq.(3.83) tem que ser calculado

Lo = —(d-2) {— (d“_“;)y - Ke‘ZA} {2 - agd-HMA® + ap(d - HKMe ™)
+ apd-2)d-4KMe A% — ap(d - 2)(d - HK*Me™ = 2K(d — 2)e
oW’

= (.} +2(d-2)Ke™ —ap(d-2)(d—-4H)KMe A + ap(d - 2)(d - HK*Me™

+ ap(d-2)d-4HKMe ™ A? —ap(d - 2)(d - H)K*Me™** = 2K(d — 2)e

Aqui todos os termos sdo cancelados menos os que estido fechados com chaves ({...}) mas dentro deles

também vao ser cancelados dois termos,

2.2 oW’ (d_4) 2.2 —2A
- MW d—4)KM

oW’ (d-4) _ _
= {2 - aﬁmM [W2 +(d - 2)*Ke ZA] +as(d—4)KMe 2A}

Y

L OW S d-d,
&= = {2 aq;—(d_z)zMW} (D.29)

Esta dltima eq. se torna para,  # 0

Ko = % {2 —a L%MWZ} (D.30)

E o potencial é:

MW?*| (D.31)

W/Z
V(W) = 2— 2(1
K>y

2
(d—-4) MWz) (d— 1)W2(1 d-4)

T Mgy T d-2 ~ Yo -2y
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D.4 Obtencao da funcao de curvatura y(K, y)

Demostraremos a forma da fun¢do de curvatura, y(K, y), mediante a equagdo obtida em (3.83), na qual
vamos encontrar uma relacdo que dependa principalmente da curvatura constante K, e de qualquer
coordenada conhecida que tenha uma dependéncia na coordenada axial y, como as coordenadas da
acdo, o(y) e A(y), bem como ‘superpotencial’; e depois vamos usar a mesma definicdo de A em fungio

do ‘superpotencial’ que foi dita em (3.56). Partimos de

Y

= —_ W . = K
d-2) (o), v=v(K)
Para G-B temos:
Kot = =2d-2)[1 - 2L2A% + 2AL°Ke ™| + 4AL’K(d — 2) A%
— 4AL*(d - 2)K?*e™™ —2K(d - 2)e™ (D.32)
Teremos, portanto,
fee WY . w=Lweosw (D.33)
(d-2) (d-2) dy
Substituindo em (D.32), podemos escrever
W W2 ,)/2 W2
262 = 2d-2)-Y 1 - 2412 + AW - + + Ke
ko @=20"7 d-2)7 YV @=22 T @-22" "¢

2

2 —24 Y —24 . W 2 w2
4L (d—2)K€ {—m'i'l(e }+2(d—2)’)/0'(d_2) {1-2/1[; (d_2)2}

yow’ ( y? . w?
(d-2) d-2)?2 (d-2)?

42L%(d - 2)

+

+ Ke_ZA} - 2K(d - 2)e™

Lembrando que Cy = 1 — 2412 i dvg)z , arelagdo acima pode ser escrita como:
,y2 s W2
d-2y (d-2y

,y2 N W2
d-2y d-2y

Ko? = 2yCo+ 4AL*yW {— + Ke_ZA}

4ALH(d - 2)Ke™ {— + Ke_ZA} —2K(d -2)e Ay

2 2
R R 04 W _
+ 2y0W'Cy + 4AL*yo W {—(d o + a2y + Ke ZA} (D.34)

Da definigdo dos vécuos topoldgicos temos que Cy = 0, i.e. 07, = constante, A = % e W = W(op).
op

Entdo temos que do lado direito de (D.34) € zero, isso quer dizer que do lado esquerdo também deve
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ser zero, para a primeira, quarta e quinta expressao da direita obviamente € zero, porém 0s outros
termos que contem adicionado na direita deve de ser zero, ou seja os que estdo em {...} também serdo

zero para este vacuo topoldgico.

K(d-2)? _»
e

2
= l+——"¢ w
y Wz(o-top)

Entdo, identificamos a relagdo para acima com os vacuos e podemos perceber para o caso geral que:

K(d - 2)?
y = (1e R (D.35)

O resultado acima € vdlido também para GQT, onde a tnica diferenca estd na expressao de Cy em

termos de W.
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