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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar sistemas de equagoes diferenciais
polinomiais paramétricas, cujo resultado principal é a determinagao de uma
expressao explicita para uma equacgao implicita.

Palavras-chave: Algebra Diferencial, equacoes diferenciais polinomiais,
implicitizacao, Bases de Grobner.



ABSTRACT

In this dissertation we study systems of parametric differential polynomial
equations. The main result is the determination of an explicit expression for
an implicit such equation.

Keywords: Differential algebra, polynomial differential equations, im-
plicitization, Grobner bases.



Introducao

Em 1930, o matemético americano Joseph Fels Ritt (1893-1951) criou a
Teoria das Equacoes Diferenciais Algébricas modelados sobre a nova al-
gebra desenvolvida pela matemética alema Amalie Emmy Noether (1882-
1935) e seu pupilo, o matemaético holandés Bartel Leendert van der Waerden
(1903-1996), que inspirado por Emmy Noether publicou, em 1931, um tratado
de dois volumes intitulado Moderne Algebra.

No inicio desta década de 30, quase ao mesmo tempo que Grobner, Ritt
comega a pensar sobre Computag¢ao Simbdlica na Teoria Algébrica da Eli-
minacao, desenvolvendo métodos construtivos na Teoria da Eliminacao de
Equagoes Diferenciais Algébricas. Ritt assim cria a Teoria dos Conjuntos
Caracteristicos, que juntamente com a Teoria Algébrica da Eliminacao, leva
de fato ao desenvolvimento de computadores digitais de alta velocidade,
seguido de poderosos sistemas computacionais simbolicos, revivendo o seu
interesse em Algebra Algoritmica.

Em 1932, Ritt publicou no coléquio da Sociedade Americana de Matematica
o livro Differential Equations from the algebraic standpoint com o propoésito
de dar, a teoria classica das equacoes diferenciais nao lineares, uma rigorosa
fundamentagao algébrica via polinomios diferenciais e variedades diferenciais
algébricas (Emmy Noether e sua escola fizeram a mesma coisa para a Teoria
das Equagoes Algébricas e Variedades Algébricas). No prefacio deste trabalho
de 1932, Ritt escreve:

“As contribuicoes de Mertens, Hilbert, Koenig, Lasker, Macaulay, Henzelt,
Emmy Noether, vander Waerden...trouxeram para a Teoria Algébrica da Eli-
minacgao e a Teoria Geral Algébrica de Variedades um alto grau de perfei¢ao.”

Posteriormente, esta nova teoria criada por Ritt passou a ser chamada de Al-
gebra Diferencial, nome sugerido pelo seu aluno, o americano FEllis Robert
Kolchin (1916-1991), que sob a sua supervisao, obteve o doutorado em



matemaética pela Universidade de Columbia, em 1941, com a dissertacao On
the Fxponents of Differential Ideals.

Em sua monografia de 1950 intitulada Differential Algebra, Ritt d4 uma
nova exposicao a Teoria dos Conjuntos Caracteristicos, incluindo o que hoje
é chamado de Algebra Computacional do Processo de Pseudo Reducgao. Ele
escreve:

"...a Teoria das Equagoes Algébricas pode ser desenvolvida a partir do ponto
de vista algoritmico, de modo que cada entidade cuja existéncia € estabelecida
€ construido com um niumero finito de operacoes".

Neste, ele ecoa as palavras de Hensel no prefacio de Palestras de Kronecker
na Teoria dos Numeros:

“Kroenecker acreditava que se podia, e isso deve-se, nestas partes da Matemd-
tica, enquadrar cada defini¢cdo de tal maneira que se pode testar num niumero
finito de passos que se aplique a qualquer quantidade dada”([25]).

Com as fundamentacoes de Ritt e, profundamente influenciado pelos mateméa-
ticos franceses André Weil (1906-1998) e Claude Chevalley (1909-1984) (mem-
bros fundadores do Grupo Bourbaki), Kolchin escreveu artigos fundamen-
tais no que tange a Teoria dos Corpos de Galois Diferenciais, e publicou os
livros Differential Algebra and Algebraic Groups (1973) e Differential Alge-
braic Groups (1985). A Teoria de Galois Diferencial foi iniciada no século
XIX pelos mateméticos franceses Charles Emile Picard (1856-1941) e Ernest
Vessiot (1865-1952). Os conceitos bésicos da algebra comutativa diferencial
sao baseados naqueles da algebra comutativa comum. Um excelente estudo
sobre este assunto pode ser encontrado em Selected Works of Ellis Kolchin,
with Commentary (|3]). Muito da algebra diferencial ([27], [31]) ou da ge-
ometria algébrica diferencial ([4], [35]) pode ser tida como a generalizagao
da teoria da geometria algébrica de maneira analoga a teoria de equacoes
diferenciais algébricas. Entretanto, partes consideréveis dos resultados de
geometria algébrica ainda precisam ser extendidos aos casos diferenciais. Em
particular, nao ha um analogo direto para o Teorema da Base de Hilbert no
caso diferencial, no entanto, hd um anélogo “enfraquecido”, a saber, o Teo-
rema de Ritt-Raudenbush (para uma demonstragao, veja por exemplo [19],
capitulo IIT) A bem da verdade é que, para muitas propriedades em geome-
tria algébrica, seus homologos diferenciais sao muito mais dificeis de provar
e, alguns deles, ainda sao problemas em aberto. Por exemplo, muitas das 16
questoes propostas por Ritt em seu classico livro de algebra diferencial ([29],
p.177) ainda nao estao resolvidos.



A algebra diferencial nos fornece poderosas ferramentas, por exemplo, os
métodos de Wu (Wu Wen-Tsun: matemaético chinés nascido em 1919) que
permitem automatizar algumas provas de teoremas da geoemtria elemen-
tar, tal como o elegante Teorema dos Nove Pontos no Circulo, dificil de ser
provado sinteticamente (veja [12]).

Recentemente, o trabalho de Kolchin em geometria algébrica diferencial e
grupos algébricos diferenciais foi combinada com a chamada Teoria da De-
formacao de Variedades Algébricas para responder a perguntas em Geometria
Diofantina, que por sua vez, tem por objetivo estudar conjuntos de pontos
racionais de variedades algébricas. E bom ressaltar o artigo [4] que busca
explorar a evolugao da algebra diferencial de equagoes diferenciais algébricas
para os problemas de aritmética. Hoje em dia, a algebra diferencial encon-
tra importantes aplicagoes em campos como computagao simbolica, robdtica,
sistemas dinamicos e teoria do controle, para citar algumas, fornecendo algo-
ritmos computacionais para trabalhar de forma simples com equagoes dife-
renciais algébricas.

Resumimndo, a algebra diferencial ou a geometria algébrica diferencial, ini-
ciadas por Ritt e Kolchin, tem como objetivo estudar equacoes diferenciais
algébricas de uma forma semelhante em que equagoes polinomiais sao estu-
dadas, respectivamente, em élgebra comutativa ou geometria algébrica (|29],

[19]).

O estudo de variedades algébricas uniracionais e as equagoes paramétricas
racionais correspondentes ¢ um objeto de estudo classico na geometria al-
gébrica. O recente estudo extensivo desse problema esta focado em achar, de
forma efetiva, algoritmos que possam transformar a representacao implicita
e a paramétrica de variedades uniracionais, devido ao fato desses algoritmos
terem aplicagoes em modelagem solida ([I5], [27]). Variedades diferenciais
com representacoes paramétricas sao chamadas uniracionais. Claramente
essa variedade diferencial uniracional é um dos tipos mais simples de va-
riedades, e a representacao paramétrica é a solucao geral das equacoes difer-
enciais algébricas correspondentes.

O estudo das equagoes diferenciais racionais paramétricas teve inicio no artigo
Implicitization of differential rational parametric equations do matemaético
chinés Xiao-Shan Gao, nascido em 1963, professor e diretor do Instituto de
Ciéncia de Sistemas da Academia Chinesa de Ciéncias. Utilizando a teoria
da algebra diferencial desenvolvida por Ritt e Kolchin, em especial, com o
uso dos denominados conjuntos caracteristicos, X. S. Gao estabelece, entre
outras coisas, a base para a generalizacao ao caso diferencial dos resultados



em geometria algébrica sobre as representacoes implicitas e paramétricas de
variedades uniracionais. Em particular, os problemas relacionados a implici-
tizacao de equagoes diferenciais polinomiais paramétricas lineares sao muito
bem tratados por métodos de resultantes diferenciais ([31]).

Ao longo desta dissertagao, um anel sera suposto comutativo com unidade e
caracteristica zero, a menos que seja dito explicitamente o contrario.



Capitulo 1

Preliminares Algébrico
Diferenciais

Neste capitulo sera introduzido a linguagem necessaria da algebra diferencial
usada em toda a dissertacao. Como resultado principal, iremos determinar
um algoritmo de divisao (processo de reducao) para polindmios diferenciais.

1.1 Derivacoes em Anéis

Definicao 1.1 Uma derivag¢ao § num anel A € um mapa linear (homomor-
fismo aditivo) § : A — A que satisfaz a regra do produto de Leibniz, isto
€

d(zy) = 0(x)y + x0(y), para todos x,y € A.

A diferencia¢do ¢ comumente indicada por ' = (x), para todo = € A.
Assim, por vezes, denotaremos z”, ", ...,z para indicar as derivadas su-

cessivas 62(z), 83(z), ..., 00 (x) = 6(6(--- (x)---)), para todo = € A.
(n—1)
n—1) vezes
E facil provar por inducdo a seguinte regra de derivacao
n—1_/

(2" = na" 'z

e a regra do produto de Leibniz para a n-ésima derivagao:
(xy)(”) =My .. 4 ( Z ) Ry g ()

D



Em particular, dados um anel A e § uma derivagao em A, tem-se as seguintes
implicagoes imediatas da defini¢ao de o:

i) 0y =04
i) 1y =04
De fato, uma vez que ¢ € um homomorfismo aditivo, tomando y = 0 obtemos,
(x +y) =2+, e portanto, 2’ = 2’ + (/4. Segue que 0y = 04.

Para a segunda propriedade, observe que da regra do produto aplicado a
x#0ey =1, temos que,

(zy) = 2’y + zy e entdao 2’ = 2’ + 1';. Dai segue que 1y = 04.

Como consequéncia, vé-se que se x,y € A, com y inversivel em A, entao para
qualquer derivacao § em A temos a regra do quociente:

0= 6(1) = 8y - y™) = Sy~ + ydly~) entiio o(y~1) = 22,

Utilizando a notacao de fragoes, segue que,

5(3>zacpl)zauﬂuaw<1)zaaﬂuﬂf@)zy“@_xaw.

Y y Yy y y y? y?

Exemplo 1.2

A tnica derivagao em Z é a derivagao nula. De fato, seja § : Z — Z uma
derivagao. Da regra de Leibniz, tem-se que §(1) = 6(—1) = 0. Por indugao,
segue que 0(z) = 0 para todo z € Z. Mais geralmente, devido a regra do
quociente, a tnica derivagao em Q é também a derivagao nula.

Exemplo 1.3

Seja E | K uma extensao algébrica de caracteristica zero. Suponha que
0 : K — K seja uma derivacao. Entao existe uma tnica derivagao 6:FE—>E
tal que S(x) = §(z) para todo z € K. Com efeito, suponha que § seja uma
tal derivagao e tome a € E. Seja p(X) o polindbmio minimal de « sobre K,
digamos,

p(X) = an X"+ -+ a1.X + a,



com a; € K para cada¢=0,1,...,n. Assim,
a4+ -+ aja+ag = 0.

Aplicando a derivacao ) , tem-se que

anna”(a) + 0(an)a” + - 4 a16(a) + d(ay)a + 6(ag) = 0.
Como §(z) = §(z) para = € K, tem-se,

a,na" 1o (@) + 6(an)a” + - - - + ard(a) + 8(ar)e + 6(ag) = 0.

Assim,

~

o(a) (naa™ '+ +ar) = — (6(an)a™ + -+ + 6(ar)a + d(ap)) -

Pela definicao do polinémio minimal de o tem-se que na,a” *+---+a; # 0.

Portanto,
5(a) _d(an)a™ + -+ 6(a)a + 5(@0).

na,a" =t + - 4 a4

Logo, a derivagao § fica definida e o resultado segue.

Segue dos dois exemplos acima que a tnica deriva¢gao num corpo de niimeros
algébricos (extensao algébrica de Q) é a derivagao nula.

Exemplo 1.4

Em extensoes transcendentes de Q ha derivagoes nao nulas, por exemplo, a
derivagao usual do corpo de fungoes racionais Q(X). Segue que, se @ é um
niimero complexo transcendente sobre QQ entao ha derivagoes nao nulas em
Q(«), uma vez que, neste caso, Q(X) é isomorfo (como corpo) a Q(a).

Definigao 1.5 Um anel A, munido de um conjunto finito A = {01, 02,...,0,}
de derivagoes, € um anel diferencial ou um A-anel se §;0; = 00;, para todos
Jke{l,...,n}.

Corpos diferenciais e algebras diferenciais sao corpos e algebras equipadas
com um namero finito de deriva¢bes que comutam aos pares.

No caso em que n = 1, dizemos que A é um anel diferencial ordindrio. No
caso em que n > 2 dizemos que A é um anel diferencial parcial. E bom
salientar que no caso n = 0, a nocao de anel diferencial se reduz ao de anel.



Um elemento a de um A-anel é chamado constante se 6(a) = 0 para todo
d € A. Assim, no caso de R(X) e C(X) com as derivagoes usuais, o conjunto
de constantes sao respectivamente R e C. J& no caso do corpo Q(«) do
exemplo 1.4, o conjunto de constantes é Q. Neste caso a nao é constante.

Seja A = {d1,...,0,} o conjunto de derivagdes do anel diferencial A. Pode-
mos considerar o anel de constantes A% = {c€ A|§ic=0,i=1,...,n},
que também é um A-anel. Em particular, tem-se que 14, € A® visto que
1’y = 04. O conjunto de constantes de um A-anel A é precisamente a inter-
seccao dos nucleos das derivacoes o; parai =1,2,,...,n.

Observe que um anel pode ter diversas estruturas de anel diferencial, depen-
dendo do conjunto de derivacoes que se toma.

Exemplo 1.6

Seja A = K[X1, Xa, ..., X,] o anel de polinémios em n indeterminadas sobre
um corpo K. O conjunto das derivadas parciais

NS
10X, 090Xy T 09X,

mune A de uma estrutura de anel diferencial parcial.

Exemplo 1.7

O anel das fungoes reais de uma variavel real infinitamente diferenciaveis,
com derivacao usual, é um anel diferencial.

Considere A um A-anel, onde A = {d1,9,...,d,}. O conjunto

0 := {5 ..ot

djeNei; >0}

¢ chamado de conjunto de operadores derivagio em A. Cada 0 € © tem
a forma 6 = 6{'---0r, e define-se ord(f) = iy + -+ + i,. Observe que o
conjunto © é um monodide livre comutativo, a saber, um conjunto munido de

uma operagao que possui um elemento neutro.

Neste texto, o foco é o caso de anéis diferenciais ordinarios. Para um estudo
dos anéis diferenciais parciais, sugerimos ([29]) e ([18]).



1.2 A Estrutura Diferencial num Anel

Para que se conhega por completo um anel diferencial, é necessario conhecer
uma classe especial de subconjuntos deste anel, a saber, seus ideais diferen-
ciais, que sao definidos a seguir.

Definigao 1.8 Seja I um subconjunto de um A-anel A. Diz-se que I € um
A-ideal de A se

i) I for um ideal do anel A.
i) 6(I) C A para cada 6 € A.

Em outras palavras, um ideal I de A é um A-ideal se for d-invariante (ou
d-estavel) para todo d € A, isto é, se x € [ implicar que d(x) € I para todo
b€ A.

E imediato verificar que interse¢oes, somas e produtos de ideais diferenciais
sao ainda ideais diferenciais. De fato, vamos provar por exemplo, que a
intersecgao de uma familia qualquer de A-ideais ¢ um A-ideal. Seja (1)),c,

uma familia de A-ideais de A e I = ﬂ I,. Naturalmente I é um ideal de A.

AEA
Para verificar a segunda condicao, seja 0 € A um derivacao de A. Se x € I,

entdo x € I, para todo A € A. Assim §(x) € I para todo A € A, uma vez
que cada I, é um A-ideal. Logo d(x) € I. Portanto I é um A-ideal de A.

Observe que dizer que I é d-estéavel € o mesmo que dizer que é fechado em
relagdo a derivacao 6. A fim de que uma derivagao ¢ preserve o ideal I, é
necessario e suficiente que preserve os seus geradores.

Exemplo 1.9

Como ilustracao, considere o anel R[X,Y, Z] e o ideal I = (XYY Z), vamos
encontrar uma derivagao d que torne I um ideal J-estavel. Uma vez que toda
derivacao em anéis de polindbmios sobre um corpo sao combinagoes lineares
de suas derivadas parcias, podemos escrever

0= ai + bi + ci
). G) G VA
Assim, a fim de que uma derivacao ¢ preserve o ideal I, é necessario que

0 (XY),0(YZ) € I, em outras palavras, é preciso que:
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§(XY) = X6(Y)+Y6(X)=bX+aY €l

S(YZ) = Y§(Z)+Z6(Y)=cY +bZ €l

De acordo com isso, para que [ seja d-estavel, é necessario que a,c € (X, Z)
e b € (Y). Reciprocamente, tem-se que a familia

0 0 0
A=(X72)—+¥)—=+(X,2) —
(X, 2) o+ (V) o+ (X, 2)

de derivagoes ¢ preserva o ideal I. Portanto, A é um conjunto de derivagoes

que faz de I um ideal J-estéavel.

Exemplo 1.10

Sejam § uma derivagdo de um corpo diferencial F' e p(X) um polindémio
irredutivel no anel F[X]. Pode-se estender a derivagao § de F' para F[X]
de tal forma que o ideal (p), gerado por p, seja um ideal diferencial. Com
efeito, escreva p = p(X) = p, X" + -+ + pg, onde n é o grau de p. Defina
§(X) := —hp®, onde p° := § (p,) X" + -+ (po) e hp' = 1 (mod p), sendo
p =np, X" '+ ...+ p; a derivada usual do anel de polinomios F[X]. Com
estas consideracoes, escrevendo hp’ = 1 — kp e aplicando as propriedades
operatorias de §, segue que:

6(p) = 0(pn) X" +---40(po) +pnd (X™) + -+ p10 (X)

N J
-~

—pd

= P’ +np, X" (X) 4+ -+ pid (X)

= P+ | np X"+ pr | 6(X) =00+ (—hp?)
N J/ ~\ /

-~

:p/ :_hp§
= p |1— h | =p°(1—(1—kp))=rp’kp
k

Assim, § (p) € (p). Portanto (p) é um ideal diferencial.
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Os conceitos de ideais diferenciais primos e ideais diferenciais radicais sao
uma extensao natural dos conceitos analogos em algebra nao diferencial.

Seja S um subconjunto de um A-anel A. A intersecao de todos os ideais
diferenciais que contém S serd chamado o ideal diferencial gerado por S, e o
denotamos por [S]. Em especial, dizemos que um subconjunto S de um anel
diferencial A ¢ trivial se o ideal diferencial [S] ¢ igual a A.

E facil verificar que dado um A-anel A e um A-ideal I de A, o anel quociente
A/I também tem uma estrutura de A-anel.

Definigao 1.11 Um homomorfismo de anéis diferenciais de A em B, ou um
A-homomorfismo, € um homomorfismo ¢ : A — B tal que,

d(p(z)) = (0(x)), para todo § € A e para todo x € A.
Aqui, dizemos também que B € uma A-A-dlgebra.

Esta defini¢do carrega consigo, é claro, as correspondentes (no contexto dife-
rencial) defini¢oes de A-isomorfismo, A-automorfismo, etc.

1.3 Polinémios Diferenciais

Na sequéncia do texto, vamos considerar apenas anéis diferenciais ordinarios,
salvo mencao ao contrario, e vamos denotar a derivacao por 6. Na construgao
de polindémios diferenciais (originalmente chamado de formas por Ritt), usa-
remos os simbolos y, v/, 4", ...,y"® (num ntmero finito deles) e chamaremos
y e y®) respectivamente, de indeterminada diferencial e p-ésima derivada
de y. Além disso, para os naturais p e ¢, com ¢ > 0, denotaremos por
Y+ a g-ésima derivada de y® (precisamente, o que estamos fazendo é

yPta) .= (y(p))(q)). Ressaltamos que apenas y é uma indeterminada, sendo
y®) a p-ésima derivada da indeterminada y, para todo p natural.

Nossos problemas vao lidar com um nimero finito de indeterminadas diferen-
ciais y1, . . ., Y. Doravante, vamos também denotar por y;; a j-¢ésima derivada
de y;, para todo i =1,...,n, com j natural. Vamos chamar y; de sua propia
derivada de ordem 0, e escrevemos y; := ;0. Por vezes, usaremos u,v,...,w
como indeterminadas diferenciais. Neste caso, as derivadas serao subescritas
e nao sobrescritas. Por exemplo, a j-ésima derivada de u é u;. Feitas essas
consideragoes, fixe um corpo diferencial ordinario K de caracteristica 0.
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Definicao 1.12 Guardando as notacoes acima, por um polindomio diferen-
cial ordindrio nas indeterminadas diferenciais vy, .. .,y, sobre K, entende-
remos um polinémio em y;; com coeficientes no corpo K, e o chamaremos de
polindomio diferencial ordindrio ou, por simplicidade, um polinémio diferen-
cial.

O conjunto de todos os polinémios diferenciais sobre K sera denotado por

K{yi,...,yn}. Mais especificamente, dado o conjunto de indeterminadas
diferenciais Y = {yi,...,y,} e denotando por

{Y} = {5ky | yeyY, ke N} = {yij | t=1,...,n, j€ N} = {yij}lgigmjeN
o conjunto das derivadas de elementos de Y, o conjunto K {y1,...,y,} se

torna um anel diferencial ordinario estendendo a derivacao 6 em K para
todos naturais ¢ e j, como segue:

d (yij) = Yi(j+1)-

O anel K {yi,...,y,} é chamado anel de polinémios diferenciais ordindrios
e podemos representé-lo por:

KA{YY=K[{y}) = Klyy |i=1,....n, j€N]

Um derivativo ¢ um elemnto de K{Y} escrito na forma d(y;) para algum
ie{1,2,...,n}

Como no caso de anéis de polindmios comum, um polindmio diferencial
¢ uma combinacao linear finita de monémios diferenciais ordinarios, que por
sua vez, sao monomios nas derivadas com coeficientes em K. Cada mon6émio
diferencial M é um produto (formal)

M = H yie;j, onde €ij eN

1<i<n, jEN

onde apenas um niumero finito desses fatores comparecem no produto. Além
disso, se M envolve [ derivativos, digamos

V1 = Yiij1s V2 = Yisja, ) Vi = Yiyjs

onde os pares (ig, jr) sao distintos, entdo podemos escrever

M = U? . _U;z — yie11j1 . _yszl — (5j1yi1)61 L (5jlyil)6l .
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Esta notacao carregada sugere a conveniéncia de suprimir a grande quan-
tidade de detalhes e podemos escrever um polindémio diferencial P simples-
mente sob a forma

P:U1M1+"'+UtMt, COl’Ith...,utEK,

onde cada M, é um monodmio diferencial.

Dois polinémios diferenciais sao idénticos se os coeficientes em y;; sao iguais.
Dado um polinémio diferencial P, por derivada de P entenderemos o polinémio
diferencial P’ obtido de P via utilizacao das operacoes de derivagao.

Exemplo 1.13

Seja K = Q(z) o corpo das fungoes racionais na indeterminada x e considere
F = K{y}, onde y é uma indeterminada diferencial. Para o polindmio
diferencial dado por

P = xyi + 2%ya,

obtemos: . ) )
P = (xy} + 2%yn) = (2y7) + (2%y21)
= (dyi+u (?J%)/) + ((1‘2)/ yo1 + 2% (y21)')

= (Y2 + 2zy1y11) + (22Yo1 + 2%y20)

Exemplo 1.14

Seja K = Q(z) o corpo das fungoes racionais na indeterminada x e considere
F = K{y}, onde y é uma indeterminada diferencial. Podemos associar &
equacgao diferencial ordinéria

d? d
dz

72 +22=0

o polindmio diferencial p = ys + zyoy1 + 22, com coeficientes em K.
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1.4 Ordenacao de Polinédmios Diferenciais

Daqui por diante, vamos as vezes nos referir sobre um determinado polinémio
diferencial P como sendo o que envolve um certo y; efetivamente, ou seja, no
sentido que ao menos um y;; aparece como um termo (com coeficiente # 0)
na expressao de P, para algum j € Z-.

Mais adiante, vamos aplicar um algoritmo de divisao para polinémios dife-
renciais. Para isso, vamos precisar de um modo de ordena-los, a saber, a
nogao de posicionamento de derivadas. De antemao, deixamos registrado que
existe um posicionamento especifico e cada classificacao ¢ uma boa ordenacao
do conjunto das derivadas fy; (isto resulta do Lema 15, pg 49 em [19]).
Comecemos com as nocoes de classe e ordem de um polindmio diferencial.

Se um polinoémio diferencial P nao for um elemento do corpo K, por classe de
P entenderemos como o maior i € Z, tal que, algum y;; aparece efetivamente
em P, e a denotamos por clas(P). Caso P € K, escrevemos clas(P) = 0.
Para cada natural ¢ em que o P envolve y; efetivamente, entenderemos por
sua ordem com respeito a y; como o maior j € Zs, tal que, y;; aparece efeti-
vamente em P, e a denotamos ord(P,y;). Em particular, se clas(P) =p > 0,
dizemos que ord(P,y,) é a ordem de P, e escrevemos ord(P). Além disso,

se P nao envolve y; efetivamente, denotamos ord(P,y;) = —oo. Podemos
também dizer que a ordem de um polinomio diferencial P € K {y1,...,yn},
onde P ¢ K, é o menor inteiro j tal que, P € K [yl, e Yny - ,yij), . ,yg)].
Explicitamente, se P € K {Y'} \K tem ordem j, podemos escrever
Ply) = S Py ooy D) ()
i=0
onde P, € K [y,y',y”, e ,y(jfl)}. Se P,, # 0, dizemos que P tem grau m,

e o denotamos gr(P) = m. Mais geralmente, designamos por gr(P,y;) o
grau de P em relagao a y;. Agora, sejam P; e P, dois polindmios diferenciais
tais que, y, aparece efetivamente em ambos. Se P, e P» sao de mesma
classe p > 0 e de mesma ordem em y,, dizemos que P; e P, tem a mesma
posicao em y,. Segue que todos os polinomios diferenciais de classe 0 sao
de mesma posicao. Dizemos que P, possui uma posicao maior do que P
em y, e que P, possui uma posi¢ao menor do que FP» em ¥,, e denotamos
respectivamente posto,, (P,) > posto,,(Py) e postoy, (P) < posto,,(P,), caso
uma das condigoes seguintes for satisfeita:

i) 0 <clas(P) < clas(Py) = p.
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ii) clas(Py) = clas(Py) = p > 0, mas ord(Py,y,) < ord(Pa,y,).

ili) clas(Py) = clas(Py) =p > 0e ord(Py,y,) = ord(Ps,y,),
mas gr(Py) < gr(P).

Neste caso, dizemos que P, e P, sao compardveis, caso contrario sao ditos in-
compardveis, isto ¢, quando nem posto,, (Py) > posto,, (P,) nem posto,, (P;) >
posto,, (P1). Quando P; e P, sdo incomparaveis, ¢ usual chama-los de polino-
mios diferenciais equivalentes e denota-se P = P, ou P, ~4 P, (< indica
ordenacao considerada).

Exemplo 1.15 :

Seja K = Q(x) o corpo das fungoes racionais na indeterminada x e considere
F = K{y}, onde y é uma indeterminada diferencial.

(a) Suponha que P, = zyi + z%y3,, com p = 2 e Py = zyls + 2%y3; + y3,
com p = 3. Entao,

postoy, (P2) > postoy, (P;)

(b) Se Pr=ys6+ 126+ 1 e Po=1yfocjc6+ Yso<jes + O entao,
postoy, (P2) > postoy, (Pr).

(c) Sejam P, = xy?y + x%ya, com p = 2 € Py = xy? + 2%y9y, com p = 2.
Entao,
postoy, () > posto,,(P)

(d) Sejam P, = xy?; + 2%y3,, com p = 2 e Py = zyl + 2y3,, com p = 2.
Entao,
postoy, (P2) > postoy, (Pr).

(e) Se desejarmos, podemos “refinar” o posicionamento ainda mais como
segue:
(f) Se clas(Py) = clas(Py) = p > 0 e clasy—m(P1) < clas,—m(P,), para
algum inteiro m > 0, entao,
POSto,_m(Pa) > posto,_p,(Pr).
(g) Se P = xy} +2°y3, +ys e Po = +y1 + Y3 + y3 + ya entdo,
postoy, (P2) > postoy, (Pr).
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Definicao 1.16 Seja K um corpo diferencial ordindrio com derivacao 9.
Uma ordem no conjunto Y = {y1,...,yn} das indeterminadas diferenciais
sobre K induz uma ordenagao total no conjunto das derivadas de {Y'}, tal
que:

(I) v < 0(v), para todos v € {Y}.

(II) Se u < v entao §"(u) < 0°(v) para todos u,v € {Y} e para todos
r,s € N.

As condigoes de posigao dadas em (i), (ii) e (iii) s@o induzidas pela ordem
lezicogrdfica nos pares (i := classe, j := ordem), de modo que:
1<
Se ou entao y;; < Yk (1.1)
1=1lej<k

Chamamos a condigao (1.1) de posicionamento puro.

Temos a seguinte ordenacgao de posigoes para n = 2:

! " / /!
Y1 <y <Y < <Y<Yy <Yy < -

1.5 O Processo de Reducao

1.5.1 Caso Nao Diferencial

Como sabemos, o algoritmo da divisdo em K[X] generaliza o algoritmo de
divisao dos nimeros inteiros para o caso da divisao de polinémios, conforme
descrito a seguir em pseudocodigo, para tnicos ¢,r € K[X] e f,g € K[X]
dados arbitrariamente. Em outras palavras, queremos dividir f por g e obter
o quociente q e resto r. No algoritmo, vamos usar t/ para abreviar termo lider.

Algoritmo: Sejam g, f € K[X], com g # 0
Entrada: g, f

Saida: ¢, r

q:=0,r=f

Enquanto r # 0 e ti(g) divide ti(r) faga

Note que no inicio de cada passo, verificamos se r # 0 e comparamos 0s
termos lideres. Caso tivermos ainda que r # 0 e tl(g) divide t/(r), entdo
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prosseguimos através da divisao novamente. Repomos os valores de r e g,
voltando ao inicio. Em geral, se temos dois polinomos

fX)=a, X" +a, 1 X"+ +a X +ag

G(X) = by X™ + by X™ - 0 X+ by
em K[X], com graus, digamos, n = gr(f) > gr(g) = m, entao o primeiro
C e~ . Qp
passo para a divisao de f por g é subtratir de f o produto b—:c” "g. Notamos

t(f) ti(f)

, € temos assim h = f — ——¢ como
o tl(g) ) tl(g)
o primeiro resto. Chamamos h de uma redu¢io de f por g e denotamos o

processo de computacio de h por f —— h. Todo o processo de reducéo, em
que figura todas as suas etapas, denota-se por f —25, 7.

que o fator de g deste produto é

Como consequéncia, da relacao f = qg + r, o Teorema do Resto nos diz que
um zero de g serd um zero de f se, e somente se, ¢ um zero de r.

Comecemos por analisar o caso em que K nao ¢ um corpo, mas apenas um
dominio, digamos K = Z.

Exemplo 1.17

Suponha que desejamos dividir f = 6X*+4X?+3X por g = 4X%+1. Como
sabemos, precisamos inicialmente multiplicar o dividendo por 4 antes de se
dividir, e dai, aplicando duas vezes o passo de redugao temos:

1) Pré multiplicacao:

4f =24X* +16X% 4 12X

2) Passo de redugao:

Af =6X%g + (10X* +12X)

3) falso resto:
h=10X%+ 12X

4) Pré multiplicagao:
4h = 40X? + 48X

5) Passo de redugao:
4h = 10g + (48X — 10)
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6) falso resto:
r=48X — 10

Todo o processo de reducao é denominado falsa divisio e o coeficiente do
termo lider do divisor g (4 no exemplo) é chamado o inicial de g. Designando
por s o inicial do divisor g, tem-se

Sf=qg+r, (1.2)

onde e é um ntmero natural chamado um falso expoente, ¢ ¢ um falso quo-
ciente e r € um falso resto. Salientamos que, para cada falso expoente fixado,
sao unicos o falso quociente e o falso resto. Observamos também que podemos
sempre escolher e := max {gr(f) — gr(g) + 1}, ndo necessitando ser minimal
(por exemplo, quando f = g). E mais, caso r = 0, ndo sabemos a priori se
f € (g), mas sim, que s¢f € (g), para algum natural e.

Vamos supor agora que K seja um corpo, digamos K = Q, e seja K[X,Y].
Exemplo 1.18

Vamos fazer uso da ordem lexicografica, abreviadamente, ordem lez, (para a
definigao veja, por exemplo, a referéncia [2I]). Tomando X > Y, suponha
que seja requerido dividir f = 5X3Y2 —10XY?3 por g = 2X?Y + X2 + XY3.
Na falsa divisao que segue, em cada passo de reducao, destacam-se em negrito
os maiores termos que podem ser reduzidos, a qual chamaremos cada um de
termo lider secunddrio. Este nome que estamos dando a tal termo é bem
sugestivo, uma vez que o mesmo nao precisa ser o termo lider do polinémio
em questao, visto que isto depende do divisor g.

Passo 1:
f=(3XY)g+h, onde by = —5X3Y — 3X?2Y* — 10XV
Passo 2:
hi = (—2X) g+ hy, onde hy = 2X3—3X?*Y* + 2 X2Y3 — 10XY?
Passo 3:
hy = (—=3Y3) g+ hs, onde hy = 3X34+3X?2Y3 4+ 32XV - 10XV?

Passo 4:
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hs = (5Y?) g+ hg, onde hy = 5X3-5X?Y? 4 2XY0 - 2XV5 - 10XY?
Passo b5:
hy = (—2Y) g+hs, onde hy = SX34+3X?Y +2X Y62 XV54+ XY —10XY?
Passo 6:
hs = (—%) g+r,onder = %X?’ — %X2+ ?lXY6 — gXY5+§XY4 — %XY?’

Note que r := hg nao é constituido de mondémio algum que seja divisivel
pelo monomio lider de g. Além disso, visto que a seqiiéncia de termos lideres
secundarios dos restos hy, ..., hg é estritamente decrescente, segue que o pro-
Cesso se encerra.

Exemplo 1.19

Ainda no exemplo exemplo anterior, novamente supondo por um momento
que K = Z, recorremos a falsa divisao (aqui, e em cada etapa, o falso resto
seré pré multiplicado pelo inicial 2 sempre que necessario) e obtemos:

Passo 1:
2f = (5XY) g+ hy, onde hy = —5X*Y — 5X%YV* — 20XY?

Passo 2:

2h; = (—5X) g + hy, onde hy = 5X*—~10X*Y* + 5X%Y?® — 40XY?
Passo 3:

hy = (—=5Y*) g + hs, onde hg = 5X°+10X*Y? + 5XY° — 40XY?
Passo 4:

hs = (5Y?) g + hy, onde hy = 5X°—5X*Y? + 5XY° — 5XY° — 40XY?

Passo 5
2hy = (=5Y) g+hs, onde hs = 10X*4+5X*Y+10XY*—~10XY +5XY*-80XY?
Passo 6:

2hs = (—5) g+r, onde r = 20X°* —5X>+20XY*-20XY°+10XY*-165XY?
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Observe que dividindo r := hg por 2* = 16 reobtemos o resto quando K =
Q. Assim, é mais eficiente realizar a falsa divisao em Z e depois colocar
de volta os devidos denominadores, caso necessario. De acordo com isso,
teoricamente, é melhor lidar com corpos, mas computacionalmente, é mais
facil trabalhar em dominios. Salientamos que o calculo do resto vai depender
da ordenacao imposta sobre os termos. De fato, neste mesmo exemplo, se
tomarmos a ordenagao via grau-lez (veja a referéncia [2I] para defini¢do),
com X >Y, temos f =5X3Y2 - 10XY3 e g = XY3+2X?%Y + X2 para esta

ordenacao, realizamos a redugao com um nico passo, veja:

Passo tnico:
f=(=10)g+r, onder = 5X3*Y? 4+ 20X?Y — 10X?

Neste caso, note que o termo de f que ¢ reduzido é —10XY? e ndo o seu
termo lider 5X3Y2. Novamente, note que 7 nao ¢ constituido de monémio
algum que seja divisivel pelo mondmio lider de g. Um tal polinémio é dito
ser Grobner reduzido em relagao a g.

Nao custa lembrar que podemos considerar polindémios em varias variaveis
como polindmios em uma variavel, dita varidvel principal. Mais especifica-
mente, como um polindémio diferencial P € K {Y'} \K de ordem j pode ser

escrito como
m

P(y) =Y P (yV)’
i=0
sendo que P, € K{Y\y} e y é a maior variavel em {y;,...,y,} em que
gry(P) # 0. Para um polinémio diferencial P € K{y;,...,y,} — K, assu-
mindo esta variavel como variavel principal y;, vamos considerar P como um
polinémio univariado em K{y1,...,y;—1}{vi}, dado por P = cy§ + r, onde
gr(Pyy;) =e, c€ K{y1,...,yic1t er € K{y1,...,yn}, com 0 < gr(r,y;) <e
(comumente, e é chamado de o grau principal de P).

Exemplo 1.20

Considerando ainda os mesmos exemplos anteriores, s6 que agora com K[X, Y]
visto como K[Y][X], onde X é a variavel principal, tem-se que

f=0EY) X+ (103 X e g=(2V +1)X*+ (Y7) X.

Aqui, o inicial de g é 2Y + 1 e a redugao é feita pela falsa divisao tomando
coeficientes no dominio K[Y]. Claramente, o resto serd de menor grau na
variavel principal com respeito ao divisor g, veja:
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Passo 1:
2Y +1) f =[(5Y?) X]g + h1, onde hy = (=5Y°) X* + (20" — 10Y*) X
Passo 2:

(2Y +1)hy = (5Y°) g+ r, onde r = (5Y°X® — 40Y° — 40Y* — 10Y*) X

Tal resto dizemos ser algebricamente reduzido em relacao a g e sua variavel
principal.

1.5.2 Caso Diferencial

Paralelamente ao caso nao diferencial, vamos tratar o processo de reducao no
caso diferencial. Seja K um corpo diferencial ordinario e um conjunto Y de
indeterminadas diferenciais. Comecemos com um exemplo com duas inde-
terminadas diferenciais. Considere inicialmente um posicionamento ordenado
tal que y, possua uma posi¢ao maior do que y;, em K {y1,y2}. Suponha que
se deseje dividir o polinomio diferencial

2 3 3 3 2 2
F=5(1)" (v2)" —10(y1)" ys por G = (y1)" ys + 2y; (42)" + (92)"
Note que F' e G envolvem apenas duas derivadas, a saber, y; e y4, sendo que
Y4 possui uma posigao maior do que y; devido ao posicionamento ordenado.

Agora, substituindo ¥4 por X e y] por Y, concluimos que

F=5X3Y?-10XY? e¢ G=XY3+2X% + X2

Ora, mas estes polinémios diferenciais sao exatamente os mesmos polinémios
f e g dados anteriormente, aos quais aplicamos um processo de divisao!
Isto nos sugere que seja, de fato, possivel realizar divisdes no “mundo dos
polindomios diferenciais”.

Fagamos neste momento uma reflexao: e se um dos g5 em F' fosse na verdade
y5'? Antes de mais nada, devemos ser capazes de diferenciar o polinémio
diferencial G para reduzir F'. Mais geralmente e precisamente, devemos ser
capazes de diferenciar um polinémio diferencial.

Ja conhecemos a estrutura da derivada de um polinémio diferencial. Para
um melhor entendimento no que se segue, vamos partir do ponto de vista
univariado (polindomio diferencial em uma variavel).

Primeiramente, dado um polinémio diferencial P € K {yi,...,y,}, onde
P ¢ K, vamos escolher a derivada §(y;) de maior posi¢do que aparece em P
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como a variavel principal. A esta variavel, dé-se o nome de lider de P, e a
denotamos por up. Do ponto de vista de uma variével principal, podemos
escrever P como um polinémio diferencial na varidvel up com coeficientes I,
onde d € {0,...,d}, em K{Y\up} como segue:

P= )" Lup=Iu$+Iliup" + -+ Lup+ I
0<i<d

Assim, nesta representagao, todos os coeficientes I; # 0 (inicos) sdo menores
do que P. Mais especificamente, cada derivada d(yy) presente em I; € menor
do que up. O polinémio diferencial I; é chamado de o inicial de P, e deno-
tamos Ip. De forma resumida, podemos escrever

P =1Ip (up)”*" + Py, onde Py < P,
Segue das regras de derivagao que:

o(P) = P'= (d]du}iv_l + (d — 1)Id—1uﬁl:_2 4+ 4 ]1) oup +

+ 0 (I ub + 6 (Lg)ub ™ 4+ 6 (L) up + 6 (Ip) .

O lider de § (P) é dup, desde que, se v < up entdo dv < dup, para qualquer
derivada v que aparece em [;. Uma vez que J (P) é linear em dup, tem-se
que o inicial de § (P) é

oP

Iypy = dluf + (d = Dlgul? + -+ I = Y L' = o

A este polindmio diferencial inicial, da-se o nome de o separante de P, e é
designado por Sp. De forma resumida, podemos escrever

0 (P) = Spoup + (termos envolvendo derivadas < dup) .

Para qualquer polinémio diferencial P € K {y1,...,y,}, onde P ¢ K, tem-se
que P é maior do que o inicial Ip e o separante Sp. Claramente, a escolha
de ordenacoes diferentes pode resultar em lider e separante diferente.

Vamos agora a uma resposta ao nosso dito momento de reflexao. Suponha
que nosso polinomio diferencial F' seja

F=5(y)" (yy)’ —10(y))  v3, (1.3)

e vamos manter a nossa GG original, dada por

G = (1)’ vb + 2y, (y5)* + (y5)* . (1.4)
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Derivando G obtemos:

3 2 2
0(G) = G =) vy +3w) yiys +4yiysys’ + 2y (y5)” + 2y5y5

3 2 2
= (())" +4yivs +205) vy + 3 ()" yiys + 2u (v5)" = Seyy' + T

Aqui, T" é uma soma de termos envolvendo derivadas de ordem < 3. Dai,

uma vez que G’ é linear em vy = wu¢, eliminamos ¥ em F da seguinte
forma:
" : " 0 (G> - T S
d(G) = Sgyy'+T ouseja y, = —5 Substituindo em (1.3), obtemos,
G

§(G)—TY\°
F=5(y,)" (%) —10(})*y4. E, portanto teremos,
€

(S6)'F = 5(y1)* (0(G) = T)° =10 (41)* % (Se)’
= 5(5) (6 (@)’ +5 )" (=T)° =10 (11)" 5 (Se)’
= Q5(G)+5(h)" (=1)" = 10(1) w3 (S6)”,
onde Q =5 ()" (0(G))".
Esta redugao é chamada de reducdao parcial. Quando reduzimos parcialmente

F por G, supondo que ¢ug esteja em F, onde j > 1 é o méaximo possivel,
diferenciamos G até a ordem j, obtendo:

5(G) = Sgouc+ T

0*(G) = Sad’ug+Ts

ad (G) = Sgdlug+ T,

Aqui, cada T}, é uma soma de termos envolvendo derivadas de posi¢ao menores
do que 6*ug. Em seguida, fazendo as devidas substituicoes e “limpando” os
denominadores como feito anteriormente, obtemos:

(Se)°F = Q16 (G) + Q6% (G) + -+ -+ Q;07 (G) + F, com F < G (em ug)

Chamamos F de resto parcial de F' com respeito a G.
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Definicao 1.21 Seja K um corpo diferencial ordindrio e Y um conjunto
de indeterminadas diferenciais. Um polinémio diferencial q € parcialmente
reduzido em relagao a p se nenhuma derivada da varidvel principal u,, de
ordem positiva, comparece em q. Além disso, q € reduzido em relacdo p se
q € parcialmente reduzido em relagdo a p e o grau,,(q) < grau,,(p). Um
subconjunto A de K{Y'} — K é chamado um conjunto autoreduzido se cada
um de seus elementos € reduzido em relacao a todos os outros.

Salientamos que podemos continuar (algebricamente) o processo de redugao,
reduzindo F , usando a falsa divisao univariada por G' de modo que, apare-
cendo no resto o lider ug de GG, o0 mesmo seréd de menor grau do que o grau
de ug em G. De acordo disso, obtemos uma completa reducao de F' por G,
resultando na seguinte expressao:

O resto R assim obtido é chamado de resto Ritt-Kolchin, e tem a propriedade
de ser parcialmente reduzido e algebricamente reduzido em relagao a G.

Existe um algoritmo ([19], p.77) que reduz, um dado polinémio diferencial F
com respeito a um conjunto autoreduzido A = Ay, ..., A,, para um polinémio
diferencial R que é reduzido com respeito a A e que satisfaz

I - Iy S - Sh F = R(mod Ay, ..., A,))
(veja também [5] e [29]).

Dados um subconjunto S e um ideal diferencial J, ambos em K {Y'}, e de-
notando por S*° o mondide livre multiplicativo garado por 1 e os fatores
irredutiveis dos elementos de S, definimos a saturacdo de J por um conjunto
S como sendo

J: 8% ={fe K{Y}|gf € Jparaalgum g € S*}.

O conjunto J : S é também um ideal, e temos J C J : S*°. Assim, em
particular, definimos o ideal de satura¢do de um ideal J por um elemento s
em um anel A como sendo

J:s*={fe K{Y}|s°f € Jparaalgum e € N}.

Quando o ideal J é principal, digamos J = (g), o terno (e, ¢,7), na relagao
(1.2), é tunico, para qualquer f € (g) : s>, desde que a escolha de e seja
minimal. Além disso, sendo e minimal ou nao, tem-se que r = 0 se e s6 se
f € (g) : s*°. Em particular, quando e = 1, para h € K{Y} temos o ideal
quociente de (g) por h, definido por (g) : h={p € K{Y}|ph € (g) }.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Racionais
Paramétricas

Ao longo deste capitulo vamos considerar alguns problemas computacionais
relacionados a implicitizacao de equagoes diferenciais racionais paramétricas
(EDRP's). Por exemplo, o conjunto de equagoes paramétricas formado por

r = u
y = au+b

onde z e y sdo indeterminadas, u é um pardmetro, e a e b constantes (a’ =
b' = 0), é a representagao paramétrica para a variedade diferencial (definigao
na segao 1) definida pela seguinte equagao algébrica diferencial:

x/y// _ x//y/ — O

Vamos propor algoritmos para os seguintes problemas relacionados a um
conjunto de EDRP’s.:

(1) Encontrar um conjunto caracteristico para o ideal primo implicito (defi-
nigao na se¢ao 2) de um conjunto de EDRP’s.

(2) Encontrar uma representa¢do canénica para a imagem (definicdo na
se¢@o 3) de um conjunto de EDRP’s.

(3) Decidir se os pardmetros de um conjunto de EDRP’s séo independentes,
e se nao, reparametrizar as EDRP’s para que novas as EDRP’s possuam
pardmetros independentes.

(4) Calcular os mapas inversos de um conjunto de EDRP’s; e como con-
sequéncia, decidir quando um conjunto de EDRP’s é proprio. No
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caso da variedade implicita ser de dimensao diferencial 1 e o conjunto
de EDRP’s nao proprio, achar uma reparametrizacao propria para as
dadas EDRP’s. Isso é baseado na prova construtiva da versao diferen-
cial do teorema de Liiroth ([29]). O calculo é baseado principalmente no
método do conjunto caracteristico para equagoes diferenciais algébricas

(191, 1291).-

Na secao 2, mostraremos como calcular o conjunto caracteristico para um
ideal implicito de um conjunto de EDRP’s.

2.1 Preliminares da Algebra Diferencial

Seja K um corpo diferencial de caracteristica zero. Chamamos de F uma
extensao universal do corpo K quando para qualquer extensao finitamente
gerada K; D K, com K; C FE, tem-se que, se Fy é uma extensao finitamente
gerada de K, nao necessariamente em F, entao existe um K;-isomorfismo
de Ey em E (isto é, existe um isomorfismo o de Fy em E tal que ca = a,
para cada a € K;) (veja Capitulo III segao 7 de [19]). Tal extensao universal
de K sempre existe ([19]) p.133), mas nao é unica. Todavia, se E e F' sdo
duas extensoes universais de K, entao existem extensoes universais EeF
de E e F, respectivamente, tais que, E & isomorfo a F sobre K (o fato de
um corpo diferencial K ter uma extensao universal é um bom exercicio do
Lema de Zorn, ([19], p.135, Exerc. 7); veja também a referéncia [4], p.771).
Como observa Ritt, nao existe um conjunto de todas extensoes de corpos
diferenciais finitamente gerados (do ponto de vista diferencial) de um corpo
diferencial F. Dentro deste contexto, primeiramente Kolchin introduz um
corpo universal em analogia ao corpo universal de Weil (veja [34]). Kolchin
escreve:

“0 uso de uma extensao universal, que seque agora bem conhecida da Ge-
ometria Algébrica Moderna, torna possivel evitar certas dificuldades logicas
conectada com frases como o conjunto de todas as extensées.”(Veja [4] p.577).

Utilizando a relagao (1.5) do capitulo anterior, dados dois polinémios dife-
renciais P e ), designando por R := f,.(P,Q) o falso resto de P em relagao
a (Q, temos a seguinte formula do resto para R

JP=>"B,Q" +R,

onde J é um produto de certas poténcias do inicial e separante (SI-produto)
de @, cada Q) é a i-ésima derivada de Q e os B; sdo polinomios diferenciais.
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Podemos definir o falso resto f,(P,.A) do polindmio P em relagdo a um
conjunto autoreduzido A = {Ay, ..., A, }, recursivamente, como

F(PLA) = £ (f(P An), A, ..., Ap_1), com f,(P,@) = P.

Para o que segue, definiremos um particular conjunto de polinémios diferen-
ciais, chamado conjunto triangular. Tais conjuntos foram introduzidos por
Ritt em 1932 como conjuntos caracteristicos e estao profundamente envolvi-
dos na resolucao de sistemas polinomiais. Por exemplo, em métodos como
os encontrados em [35] e [5], considera-se um subconjunto particular de uma
dada variedade afim associado a um conjunto triangular (em um fecho al-
gébrico de K'), ou seja, o conjunto de zeros regulares. Vamos agora a definigdo
de conjuntos triangulares.

Definicao 2.1 Dizemos que um subconjunto T'C K {xy,...,x,} € um con-
Jjunto triangular se nenhum elemento de T estd em K e se P e Q em T sao
distintos entao eles tém varidveis principais distintas. Quando existe P € T
tal que v € sua varidvel principal dizemos que v € algébrico em relacao a T e
as demais varidveis sao ditas transcendentes.

Qualquer conjunto triangular T em K {zi,...,x,} pode ser escrito sob a
forma

T=[T(x1,...,2p,),...., T (x1,...,2p,)], onde 0 < p; < --- < p, <n,

com z,, a variavel lider de T;, para cada 7 = 1,...,7. As demais variaveis de
Tp,,---,Tp, sa0 chamadas de parametros de T'.

Por exemplo, considerando os subconjuntos de variaveis algébricas xs, x5, 4

T, = {x% + 1, 1175 + 27973 — 7, (2023 + T) T4 — x%}

Ty = {x%xg — 9, xlmg + 5}

em K{ry,...,x,}, com n > 4, tem-se que T; é um conjunto triangular,
enquanto que 75 nao é.

Para um conjunto triangular A, temos que
SAT (A) ={P € K{X} | JP € | A] para algum J},

onde J é um Sl-produto de polindomios diferenciais em A e [A] é o ideal
diferencial gerado por A.
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Definigao 2.2 Um conjunto autoreduzido A € dito irredutivel se nao exis-
tirem polinémios diferenciais P e @, reduzidos pelos polindmios diferencias

em A, tais que ambos f.(P, A) e f.(Q,.A) sao nao nulos e f,(PQ,A) = 0.

O proximo resultado fornece uma condicao necesséria e suficiente para que
um conjunto 4 seja um conjunto caracteristico de um ideal primo I, e sua
prova pode ser encontrada em [29] (p.107) ou em [19] (p.167).

As defini¢oes de grau de transcendéncia e dimensao de ideais no caso diferen-
cial sdo feitas de maneira analogas ao caso nao diferencial (veja, por exemplo,
[17], pagina 4581). Nesse trabalho, entenderemos dimensao sempre como a
dimensao diferencial.

Proposigao 2.3 Se A C K{X} é um conjunto autoreduzido irredutivel,
entdo SAT (A) € um ideal primo de dimensao diferencial n — |A|. Reci-

procamente, para qualquer ideal primo I, existe um conjunto autoreduzido
irredutivel A tal que, T = SAT (A).

Definicao 2.4 Na situacao da proposicao acima, o conjunto autoreduzido A
¢ chamado conjunto caracteristico de SAT (A) e o ideal diferencial I é dito
caracterizavel. Mais especificamente, um ideal I de K{X} € caracterizdvel
se para um conjunto caracteristico A de I temos T = SAT(A). Neste caso,
dizemos que A caracteriza L.

Caracterizacao do anulamento de f.(P, A):

Se A ¢ um conjunto caracteristico de
SAT (A) =[A|: HY ={P € K{X} | HP € [A] para algum H € HY}

entao,
PeSAT (A)=[A]: HY < f.(P,A) =0

Demonstracao. Sejam Z um ideal diferencial saturado definido por A e
P um polinémio diferencial em K {X}. E claro que se A é um conjunto
caracteristico de Z e P um polinomio diferencial de Z, entao f,.(P, A) = 0.
Reciprocamente, se f,.(P, A) = 0, entdo P € SAT (A) = [A] : HY, onde [A] é
o ideal diferencial gerado por Ae H4 = 1454 um SI—produto de polinébmios
diferenciais em A. Desde que Z seja saturado, tem-se que [A] : HY =7 é o
ideal de saturacao de A e vem que P€Z. m

Para um conjunto S de polindmios diferenciais definimos

Z(S)={n=(m,...,m,) € E"| P(n) =0, para todo P € S}
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que é chamado de variedade diferencial definida por S.

Para dois conjuntos S e D de polinémios diferenciais, definimos a quas: vari-
edade diferencial como sendo

Z(S)D) = -Jzwu

deD

Seja Z um ideal diferencial primo em K {X}. Um zero genérico de Z é um
ponto n € Z (Z) tal que, cada polindémio diferencial em K {X} anulado por
1 esté contido em Z.

Seja A um conjunto autoreduzido irredutivel. As varidveis que nao sao va-
ridveis lideres de polinomios diferenciais em A sao chamadas de wvaridveis
paramétricas de A. A ordem de um conjunto autoreduzido irredutivel A ¢é
a soma das ordens dos polinémios diferenciais em A. Para um ideal primo
Z = SAT (A), a ordem de A é chamada ordem de Z (ou Z (Z)) em relacdo
as variaveis paramétricas de A. A ordem de um ideal primo nao depende da
escolha de conjuntos autoreduzidos com as mesmas varidveis paramétricas

(1291).

Precisaremos das seguintes formas do Teorema de Decomposicio dos Zeros
de Wu-Ritt (veja [11], pagina 588):

Teorema 2.5 Para dois conjuntos S e D de polindmios diferenciais, temos
um método para encontrar conjuntos autoreduzidos ascendentes irredutiveis
A; tais que

Z(S)D) = UZ (A;/DU{J;}),

onde J; é um Sl-produto de polmomzos diferenciais em A,;.

Teorema 2.6 Para dois conjuntos S e D de polindmios diferenciais, temos
um método para encontrar conjuntos autoreduzidos ascendentes irredutiveis
A; tal que

Z(8/D) =) Z (SAT (A;) /D).

A grande maioria dos trabalhos tem sido feito com o uso desses teoremas.
Alguns podem ser achados em [5].
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2.2 Ideal Implicito de um conjunto de EDRP’s

Dado um conjunto de indeterminadas diferenciais U = {us, ..., u,,}, para
polinémios diferenciais nao nulos Py, ..., P,, @1, ...,Q, em K {U}, chamamos
sl

TQUU) T Q)

de um conjunto de equagoes diferenciais racionais paramétricas (EDRP’s).
Vamos assumir que algum dos P; (U) ou algum dos @; (U) nao estao em K e
que o MDC (P;(U),Q; (U)) = 1. Por simplicidade, as EDPR’s envolvendo
constantes arbitréarias, como no exemplo dado na introdugao, nao serao con-
sideradas. Todavia, nao ha dificuldade alguma em extender os resultados
para este caso.

Definicao 2.7 O ideal implicito do conjunto de EDPR’s é definido como

ID (P,Q) = {PE K{xy,...,z,} | P(i,...,&> EO}.
o) @n
A variedade diferencial Z (ID (P, Q)) ¢ chamada de variedade implicita do
conjunto de EDRP’s. Dada uma variedade diferencial V), se existe um con-
junto de EDRP’s (como o definido) tal que, V seja a variedade implicita
para tal conjunto de EDRP’s, dizemos que V é uma wvariedade diferencial
uniracional e o conjunto de EDRP’s é a representacao paramétrica para V.

Para o desenvolvimento das proximas segoes, precisaremos dos lemas que
seguem.

Lema 2.8 O ideal implicito ID(P, Q) € um ideal diferencial primo, com zero

genérico n = (%, e g—”>

Demonstragao. Seja ID(P, Q) o ideal implicito do conjunto de EDRP’s

_PAU) . PU)
T T Q)

E claro que ID(P, Q) ¢ um ideal diferencial. Vamos mostrar que ID(P, Q) ¢é
também primo. Suponha entdo que PQ € ID(P, Q) e sejan = (%, ey %)
Entao, por defini¢ao de ID(P, Q)), segue que P(n)Q(n) = 0 o que implica que
P(n) = 0 ou Q(n) = 0. Novamente, pela definigdo de ID(P, @), segue que

P € ID(P,Q) ou @ € ID(P,(Q). Assim, o ideal implicito ID(P, Q) é um

€
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ideal diferencial primo. Além disso, uma vez que a extensao E contém cada
u; de P;(U) e Q; (U), e portanto de S((g)), segue da definicao de variedade
implicita que n € Z (ID (P,Q)). E mais, visto que ID(P,Q) ¢ um ideal
diferencial primo, tem-se por definigdo que 1 é um zero genérico de ID(P, Q).
|

Utilizando as mesmas notagoes introduzidas acima, sejam

PS:{F1:Pl—lel,...,Fn:Pn—InQn} eDS:{Ql,...,Qn}.

Como PS ={P,(U) —x;Q; (U), i=1,...,n},em K{U, X}, é um conjunto

autoreduzido ascendente nas variaveis ordenadas
U <o < Uy <X < - < Ty,
podemos definir SAT (PS).

Lema 2.9 : SAT (PS) é um ideal diferencial primo de dimensaom e SAT (PS) N
K {X} € o ideal implicito do conjunto de EDRP’s.

Demonstragao. Seja SAT (PS), onde
PS={F =P —x1Q4,...,F, =P, — 2,Q,}
¢ um conjunto autoreduzido ascendente nas variaveis ordenadas
U < oo < Uy < T < o0 < Ty

Sob esta ordenacao, tem-se que as variaveis lideres sao de grau 1. Por-
tanto, PS é um conjunto autoreduzido ascedente irredutivel e temos, pela
proposicao 2.3, que SAT (PS) é um ideal primo, com zero genérico da forma

P P,
=\U,—,...,—
n ( 7@17 7Qn)

(|29], [35]). A dimensao de SAT (PS) ¢ o grau de transcendéncia diferencial
de n sobre K, que é m. Agora, como 7 é um zero genérico de SAT (PS),

tem-se que
(P1 P, )
Mh=\=~>-~7"
Ql Qn
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¢ um zero genérico de SAT (PS) N K {X}. Ora, mas pelo Lema 2.8, 7
também ¢ um zero genérico de ID(P, Q). Assim, SAT (PS) N K {X} e
ID(P, Q) possuem o0 mesmo zero genérico, e portanto,

SAT (PS)N K {X} =ID (P,Q).

De acordo com isso, segue que SAT (PS) N K {X} ¢é o ideal implicito do

T T Q.0)
Lema 2.10 : Z (PS/DS) = Z (SAT (PS) /DS).

conjunto de EDRP’s x;

Demonstracao. Dadas as variedades diferenciais
Z (PS/DS) e Z (SAT (PS) /DS),

como por definigao PS € SAT (PS), onde PS, SAT (PS) C K {U, X}, segue
que
Z (SAT (PS) /DS) € Z (PS/DS).

Vamos mostrar que Z (PS/DS) C Z (SAT (PS)/DS). Tome arbitraria-
mente n € Z (PS/DS). Da defini¢ao de PS e DS, segue que F;(n) =0 e
Qi(n) # 0, para i = 1,...,n. Agora, dado H € SAT (PS), pela defini¢ao
de SAT (PS), existe um Sl-produto J de polindémios diferenciais em PS
tal que, JH € [PS]. Ora, mas na verdade, pela definigio de PS e visto
que F;(n) = 0e Q;(n) # 0, para i = 1,...,n, existe entdo é um pro-
duto J de poténcias de @Q; tal que, JH € [PS]. Note agora que sendo
J(n)H(n) = 0, tem-se que n € Z (SAT (PS)). De fato, pois por defini¢ao
de Sl-produto temos que J # {0}, e portanto J(n) # 0. Dai, H(n) = 0
e segue que n € Z (SAT (PS)), visto que SAT (PS) é um ideal diferencial
primo (Lema 2.9), e assim, n ¢ um seu zero genérico. Como 7 foi tomado
qualquer, tem-se que Z (PS/DS) C Z (SAT (PS) /DS), e concluimos que
Z (PS/DS) = Z (SAT (PS) /DS). =

Observacao 2.11

Do Lema 2.9, para acharmos o conjunto caracteristico do ideal implicito

) )
precisamos achar o conjunto caracteristico para o ideal primo SAT (PS) nas
variaveis ordenadas

Ty < <y <UL < e < Uy,
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Com o Lema 2.10, esse problema é reduzido a acharmos a decomposicao
dos zeros Z (PS/DS). Aplicando o Teorema 2.6 nas variaveis ordenadas
T << Ty <up <o < Uy, teremos:

Z (PS/DS) = | | Z (SAT (A;) /DS),

onde os A; sao conjuntos autoreduzidos ascedentes irredutiveis.
Lema 2.12 FEuxiste um Ay na decomposi¢ao

Z (PS/DS) =|_J Z (SAT (A;) /DS)

tal que, substituindo x; por —-, todo polinémio diferencial em A;, se anula,
i

SAT (A,) = SAT (PS).

e temos

Demonstracao. Primeiramente note que, de fato, existe um A, na decom-
posicao

Z (PS/DS) = |_J Z (SAT (A;) /DS)

tal que, substituindo z; por %, todo polinémio diferencial em Ay se anula.

Qi Qa
¢ um zero genérico do ideal primo SAT (PS) (Lema 2.8), e por conseguinte,
n € Z (PS/DS) (Lema 2.10), um tal k existe. Assim, resta-nos mostrar que
SAT (A;) = SAT (PS). Pela decomposi¢ao dada e do (Lema 2.10), tem-se

que

Com efeito, tendo em vista a observagao anterior, como 1 = (U B &>

Z (SAT (PS) /DS) = | ] Z (SAT (4;) /DS).

Assim, ja temos que SAT (PS) C SAT (A;). Basta entdo mostrar que
SAT (A;) € SAT (PS). Como 7 é um zero de Ay (1 anula todo polinémio
diferencial em Ay como dito inicialmente) e também um zero genérico de
SAT (PS), tem-se que A, C SAT (PS). Agora, note que para um SI-
produto J qualquer de Ay, digamos J = I 4, S4,, tem-se que J ¢ SAT (PS).
Com efeito, caso contrario temos que J € SAT (PS) C SAT (A), e assim,
J € SAT (Ag). Ora, mas isso é uma contradi¢do, pois sendo A; um con-
junto autoreduzido irredutivel, por defini¢cao, nao podem existir polinémios
diferenciais /4, e Sj,, reduzidos pelos polindmios diferenciais em Ay, tais
que ambos f.(I4,, Ax) € f-(Sa,, Ax) sd0 nao nulos e f,.(I4,54,,4) =0 (o
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produto 14,S54,, € portanto J, ndo esta em Ay, isto é, f,(14,54,,A) # 0).
De acordo disso, dado arbitrariamente H € SAT (Ay), mostremos entao que
H € SAT (PS). Uma vez que H € SAT (Ag), por defini¢ao, existe um
polinémio diferencial L que é um SI-produto dos polindmios diferenciais em
Ay tal que, LH € [A;] C SAT (PS) (por definigao, [Ax| é o menor ideal con-
tendo o seu gerador Ay). Como, em particular, o SI-produto L nao esta em
SAT (PS), e sendo SAT (PS) um ideal primo, tem-se que H € SAT (PS).
Uma vez que H foi tomado qualquer, segue que

SAT (A;) C SAT (PS),

e portanto, concluimos que SAT (Ay) = SAT (PS). =

Depois de mudarmos os nomes das variaveis, podemos escrever Aj; como
segue:

Al(171,...,ZL‘d_H),...,An_d(l’l,...,fbn),...

cy Bz, Tty Us1) ey B (T, Ty U e Up)

Pelo Lema 2.10, tem-se que SAT (PS) = SAT (A) tem dimensdo m. Assim,
o conjunto de variaveis paramétricas de Ay, a saber {xy,..., x4, u1,...,us},
deve conter m elementos ([29] p.44). Temos entdo que d + s = m. De
acordo com isso e de posse do proximo teorema, seremos capazes (se¢ao 4) de

impormos uma condi¢ao necesséria e suficiente sobre o grau de transcendéncia
diferencial do corpo K <%, ce %>, sobre K, em respeito aos parametros
dados acima.

Teorema 2.13 O ideal implicito do conjunto de EDRP’s

¢ ID(P,Q) = SAT (Ay,..., Ap_q).
Demonstracgao. Pelo processo de computagao acima, A, escrito como
Ay (g, oo @g1) oo Anea (T, xn) -
cy BTy, T, Uy Ut 1) ey B (T, Ty U e Un)

é o conjunto caracteristico de SAT (PS). Agora, o resultado é consequéncia
dos Lemas 2.9 ¢ 2.10. m
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Ressaltamos que o problema de como se calcular a base para o ideal primo
implicito estd em aberto. Por sorte, usando o Teorema da Baira Poténcia
(J29], p.65), conseguimos obter uma base para o ideal implicito do exemplo
que segue.

Exemplo 2.14
Consideremos as seguintes EDRP’s:
{ r = u?
y = u
Considerando o conjunto de polindmios diferenciais
S={Fi=z-uv FK=y—u},

sob a ordem x < y < w nas variaveis, seja o conjunto autoreduzido A =
{A;, Ay} obtido por derivagao sobre S:

A= {4xy2 — (), 2yu — x'}

Pelo Teorema de Decomposi¢ao dos Zeros de Wu-Ritt (Teorema 2.5), tem-se
que os zeros de S é

Z ({4xy2 — (2)?, 2yu — x’} /xy) UZ ({2 y,v* =z} Ju) UZ ({z,y,u})

Note que apenas A; = 4xy? — (2/ )2 se anula para as EDRP’s dadas. Pelo
processo de obtencao de Ay dado anteriormente, vem que o ideal implicito é
SAT (4xy? — (2 )2) Pelo Teorema da Baixa Poténcia, segue que

SAT <4xy2 — (ac’)Q) = [4:6@;2 — (x’)ﬂ :

2.3 A Imagem de um conjunto de EDRP’s

Definicao 2.15 O conjunto imagem de um conjunto de EDRP’s em E" é

IM(P,Q) = {(nl,...,nn) € E" | existe T € E™ onde n; = g((:_))}
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Para calcularmos essa imagem, precisamos do seguinte conceito. Para dois
conjuntos S e D de polindmios diferenciais em K {U, X'}, definimos a proje¢ao
em X como segue:

Projy,.. 2.2 (S/D) = {e € E™ | existe a € E"tal que (e,a) € Z(S/D)}

O proximo teorema descreve a relagao entre a imagem e a variedade implicita
de um conjunto de EDRP’s e nos d& uma representagcao candénica para a
imagem. Mas antes, precisamos de um lema que sera 1til na demonstracao
do teorema.

Lema 2.16 Podemos encontrar conjuntos de polinémios diferenciais S; e

polinomios diferenciais d;, para i =1,...,t, tais que
IM(P.Q)= ] Z(s:/{d})
1<i<t
Demonstragao. Primeiramente, escrevendo =z = (x1, x9,...,x,) € E", veja

que podemos escrever a imagem como segue:

IM(P,Q) = {£E € E" | existe 7 € E™ onde z; = 51((77—))}

={zr € E"|existe 1 € E™ onde Q; (7)x; — P; (1) =0e Q; (1) # 0}
= Proj,Z (PS/DS) ={e € E™ | Ja € E" tal que (e,a) € Z(PS/DS)}

Com o algoritmo para o calculo de projegao apresentado em [9)], podemos
achar conjuntos de polinomios diferenciais S; e polinémios diferenciais d;,
para i =1,...,¢, tais que

IM(P,Q)= | Z(8:/{d})

1<i<t

seja valido. m

Teorema 2.17 Se V ¢ uma variedade implicita do conjunto de EDRP’s

e de dimensao d, entao:

(1) IM(P,Q) C V.
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(2) A wvariedade V—IM(P,Q) € uma quasi-variedade diferencial com di-
mensao menor do que ou igual a d, mas com ordem menor do que a
ordem de V.

(3) Podemos achar conjuntos autoreduzidos ascendentes irredutiveis A e
A; tais que

IM(P,Q) = Z (SAT (A)) — | ) Z (A;/J:D;)

i=1

onde SAT (A) € o ideal implicito do conjunto de EDRP’s, os J; sao SI-
produtos de A; e os D; sao polinomios diferenciais. Em outras palavras, V é
o fecho de IM(P, Q) (em relagdo a topologia de Zariski diferencial) em AL.

Demonstragao. Seja V a variedade implicita (uniracional) do conjunto de
EDRP’s de dimensao d
P (U) P, (U)

1_— =

Ql(U),...,l’n Qn(U)

A condigdo (1) é uma consequéncia do Lema 2.9 e a condigdo (2) segue
de (3) e do Teorema da Dimensao Diferencial (|29], p.49). De acordo com
isso, precisamos provar somente (3). Pelo Lema 2.16, podemos encontrar
conjuntos S; de polinémios diferenciais e polinémios diferenciais dj, para
i=1,...,k em K{X} tais que

(representagao paramétrica de V)

IM(P,Q) = |J Z(Si/{d}).

1<i<k

Pelo Teorema 2.5, podemos assumir ainda que

IM (P, Q) = U Z (Ax/{drJr})

onde A, sdo conjuntos autoreduzidos ascendentes irredutiveis e J, sao SI-

P P, .
produtos de A;. Se n = (Q_l’ e Q—), entao n € IM(P, Q). Como
1 n

IM(P,Q) = U Z (Ar/{drJr})

k

obtemos n € Z (Ax/ {drJi}), para algum k. Temos ainda quen € Z (SAT (Ay)),
pois Z (Ay/ {drJr}) C Z (SAT (Ay) / {drJi}) pelo Lema 2.10. Vamos mostrar
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que a variedade implicita V do conjunto de EDRP's ¢ Z (SAT (Ay)). Por
um lado, como do Lema 2.8 temos que 1 é um zero genérico de V), segue que
V C Z (SAT (A)). Temos também que:

2 (SAT (Ay) / {dee}) *™210 7 (A {dpti}) " E " IM(P.Q) €V
Por outro lado, tomando arbitrariamente um zero genérico ¢ de SAT (Ay),
uma vez que diJ, ndo esta no ideal diferencial primo SAT (Ag), e portanto
di(s)Jk(s) # 0, tem-se que ¢ € V. Como ¢ foi tomado arbitrario, segue que
Z (SAT (Ag)) C V. Portanto, V = Z (SAT (Ay)), e assim, por defini¢ao,
SAT (Ay) ¢ o ideal implicito do conjunto de EDRP’s. Por fim, vamos con-
siderar as duas propriedades seguintes correlatas (ao caso diferencial) sobre
variedades.

(i). Se {Ia},ep € qualquer colecao de ideais em K[Xj,...,X,], entao

Zx (U Ia) =2k (L).

a€cA a€EN
Em particular, a interseccao de qualquer cole¢ao de conjuntos algébricos é
um conjunto algébrico.
Aqui, dados dois conjuntos &7 e S; de polinémios diferenciais e D; e Dy dois
polinémios diferenciais, tem-se que:

Z(PS UPS,/ {DiDs}) = Z(S1/ {Di}) N Z (PSs) {Ds}).

(ii). Z (S1/{D1}) = Z(S2/{D2}) = Upes, Z (S1/{D1P}) U Z (S U{D2} /{D1}).

De acordo com estas consideracoes temos:

IM(P,Q) = Z(SAT (Ay) /{diJi}) U VizrZ (Aif {diJi})
= [Z (SAT (Ay)) — Z ({de i })]U Ui Z (Ai/ {diJi})
— Z(SAT (A) — Z ({dpJi}) — Uisn Z (Ai/ {diJ:})

= Z(SAT (Ap)) — [Z ({drJr}) — Uiz Z (Ai/ {di Ji})]

[

Z(SAT(A) ~ U Z(A/ D).

(2

Portanto,
k

IM (P.Q) = Z (SAT (A)) — | Z (Ai/ 1iDy)

i=1
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A igualdade identificada por uma estrela (%) foi obtida fazendo uso das
propriedades refereridas anteriormente, e assim, viabilizando mudanca de

Z ({diJi}) — | Z (Ai/ {di:})

ik

k
para a forma desejada U Z(A;/JiD;). m
i=1

Exemplo 2.18

Vamos calcular a imagem de EDRP’s do exemplo 2.14 dadas por

r = u?
y = u
Agora, usando o método da projegao em Gao e Chou temos:

IM(P,Q) = Z({4zy’ — (')} /{ay}) U Z({2".y} /x) U Z ({xy})

= Z ({4zy® - (96’)2} /{zy}y) U Z ({2 y})

Entao, pelo Teorema 2.17, podemos achar as seguintes representacoes candni-
cas:

IM(P,Q) = Z

—[Z{z}) = Z2({,y})]
= Z({=}/{y})

Acima, usamos o fato Z ({y}) = Z ({«',y}), que é valido sob a condigao
dzy? — (2/)? = 0.

1)
1)
{doy’ = (2)°}) —{[Z ({«}) U Z({2'y})] - Z ({2, y})}
1)
1)

Do exemplo acima, vemos que a imagem geralmente nao ¢ igual a variedade
implicita.
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2.4 Parametros Independentes

Os parametros uy, ..., u, do conjunto de EDRP’s sao chamados indepen-

dentes se o ideal implicito deste conjunto de EDRP’s for de dimensao m ou,
equivalentemente, o grau diferencial transcendente do corpo K <%, cee %>
sobre K é m.

O proximo resultado nos fornece um meio de checarmos se determina-
dos parametros sao ou nao independentes. Para tanto, vamos considerar a
construcao feita na seccao 2 para A, a saber,

Al (ZEl,...,l’d_H),...,An_d(ZEl,...,In),
By(1, o Ty Uy ey Usi1) e ey Bies (T4, oo Ty Uy e ey Upn)
e vamos designé-la por W.

Lema 2.19 Suponha que tenhamos construido V. FEntao a dimensdao de
ID(P,Q) é d = m —s > 0, e portanto, os parametros sao independentes
se, e somente se, s = 0.

Demonstracao. A dimensao de um ideal primo é igual ao ntmero de
parametros de seu conjunto caracteristico ([29]). Pelo Teorema 2.13, a di-
mensao do ideal implicito ¢ ID(P,Q) =d=m —s. =

As vezes é desejavel, ou mesmo necessario, que determinados parametros de
um conjunto de EDRP’s sejam independentes, mas nem sempre os sao. O
resultado que segue, nos assegura que podemos reparametrizar as EDRP’s
para que novas EDRP’s possuam parametros independentes.

Teorema 2.20 Se os pardmetros do conjunto de EDRP’s

AW R
T Q.0

nao sao independentes e K = Q(t) € o corpo de fragédes, entao podemos achar
0 conjunto

_h
o

de novas EDRP’s que possui a mesma variedade implicita deste conjunto de
EDRP’s, porém com pardimetros independentes.

T

P,
Ly = =—
@n
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Demonstracao. Suponha que o conjunto de EDRP’s

_Am Ao
QuU) T Qu(U)
tenha parametros nao independentes e seja K = Q(t) o corpo de fragoes.

Primeiramente, vamos mostrar que a partir deste conjunto de EDRP’s com
parametros nao independentes, podemos achar um novo conjunto de EDRP’s

X1

Py P,
Tl = =—,...,Tp
Ql n
mas agora com parametros independentes. Para isso, considere inicialmente
o Sl-produto J = Iy Sy de ¥ designado anteriormente. Como W é irredutivel,
por definigao, tem-se que f,.(IySy, ¥) # 0. Pelo Lema 4 (|36], p.175), pode-
mos achar um polindémio diferencial F' nao nulo, reduzido com ¥ e livre dos
lideres dos polinémios diferenciais em W tal que,

FelAy,...,Ana,Bi,...,Bn_sJ.

Analogamente, uma vez que f,.(Q;, ¥) # 0, podemos encontrar um polinémio
diferencial nao nulo g¢;, reduzido com V¥ e livre dos lideres dos polinémios
diferenciais em V tal que, ¢; € [Ay,..., An_q, B1,..., Bm_s, Q;i]. Defina

n

M:=F]] ¢

j=1

E claro que M assim definido é um polinémio diferencial livre dos lideres
dos polinémios diferenciais em ¥, pois F' e ¢; os sdo. Segue entdo que M ¢
SAT (V). Com efeito, pois pela definicdo de SAT (¥), a fim de que P €
SAT (V), deve-se cumprir JP € [V], sendo J um Sl-produto. Mas tal J
nao pode ocorrer (devido sua definigao), pois nao ha lideres em M. Agora,
substituindo z; por P;/Q; em M, obtemos uma fun¢ao diferencial racional
nao nula N em u;. Como K = Q(t), existem hy,...,hs em K tais que,
quando substituirmos u; por h,, para cada ¢t =1,...,s, tem-se que N torna-
se um polindmio diferencial ndo-nulo N ([29], p.35). Sejam os polindmios
diferenciais P,, Q; e B; obtidos de P;, Q; e B; a partir da substituicdo de

u; por hg, para cada ¢ = 1,...,s. Note que P;, (J; e B; envolvem somente
Usi1, - - -, Uy. Assim, agora obtivemos o novo conjunto de EDRP’s
P P,
Tl = =—=—,...,Lpp = —
Ql Qn
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e com parametros independentes. Como N # 0, depois da substituicdo,
U ainda permanece sendo um conjunto autoreduzido ascendente, que é de-
notado por ¥’. Finalmente, vamos mostrar que o conjunto com as no-
vas EDPR’s obtidas possui a mesma variedade implicita do conjunto de
EDRP’s inicial. Considerando entao que W e V sejam as variedades im-
plicitas definidas, respectivamente, por

ac—Pl(U) w—P"(U>ex—E x—E

1 Q1<U)7"'7 n Qn<U) 1 @7"'7 n @7
devemos provar que W = V. Por um lado, pela selecao feita de h;, é claro
que W C V. Por outro lado, tome ¢ = (o, ..., q,) um zero genérico de V.

Como feito acima, Substitgindo—se x; por o; em B; obtemos B;. Pela selecio
de h;, os Sl-produtos de B; sdo nao nulos. Dai, pelo Teorema da Projegao
([I1], Lema 3.5), existem solugoes h; para u;, com i = s+1,...,m, de B; =0,
que nao anula M, e entao, nem (); e nem os inicial e separante de B;. Seja
agora & = (aq,...,an, hi,..., hy). Temos que M (£) # 0 e isto implica que
Q) #0e J(&) #0. Como F; = P, — x;Q0; € SAT (V), existe por definigao
um Sl-produto L de ¥ tal que, LF; € [¥]. Entao L (§) F; (§) = 0. Ora, mas
de J(§) # 0 temos que L (§) # 0, e assim, segue que P; (§) — ;Q; (&) =

F; (&) = 0. Dai, tem-se que «; = IQD"_(?) e ¢ € W. Portanto, W =V. =

Exemplo 2.21
Consideremos as seguintes EDRP’s

r = u?+2uv?+ot
y = u + 20

Seja § ={z — u? — 2uv? — v*,y — v’ — 2vv'}. Com a ordenagao
y<z<v<u

nas variaveis, pelo Teorema de Decomposi¢ao dos Zeros de Wu-Ritt (Teorema
2.5), tem-se que

2(8) = Z({(@) oy, 29 (u—?) —a'} [ {a'y}) U

Uz ({y, ', (u— v2)2 — :13} /{u— 1;2}> UZ {y,z,u—v?}).
Usando o Lema 2.12, podemos checar que

(')’ —dzy® e 2 (u—0") =2
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¢ um conjunto autoreduzido correspondente & ¥ (designagao do conjunto

autoreduzido A, feita anteriormente). Pelo Lema 2.19, podemos checar que

os paradmetros u e v nao sao independentes. O Sl-produto para conjunto

autoreduzido acima ¢ J = 2y. Para elimanarmos ' de J com (z')* — 4zy?

temos que F = 4zy*. Para acharmos o conjunto de parametros indepen-

dentes, precisamos somente escolher um valor para v tal que o seguinte nao
seja zero:

4
F=dzy' =4 <u2 + 2uv? + U4> u' + 200
— S~——
— —y

Escolhamos v = 0. Assim, as EDRP’s

r = u?+2uv?+ot
y = u + 20

dadas inicialmente tornam-se as EDRP’s
r = u?
y = u

do exemplo anterior, com parametro independente.

2.5 Inversao de Mapas e Equacoes Paramétri-
cas Proéprias

Dado um conjunto de EDRP’s, nossa preocupacao agora ¢ a de responder o

problema da inversao, isto €, obter um meio de calcular os mapas inversos
de um dado conjunto de EDRP’s.

O problema da inversao é o seguinte. Dado um ponto (ay, ..., a,) na imagem
do conjunto de EDRP’s, devemos encontrar o conjunto de valores (71, ..., 7,)
para u tais que, para 1 =1,...,n,
0 = PZ'(Tl,...,Tm)
‘ Qi(Tl,...,Tm)

Esse problema pode ser reduzido a resolucao de um problema de uma equacao
diferencial. A seguir, mostramos que em certos casos, podemos achar uma
solucao de forma fechada para o problema da inversao.

Os mapas inversos para EDRP’s sao fungoes dos x; e suas derivadas

ur = fi(z1, o )y U = fo (21,00 T)
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tais que o que segue torna-se uma identidade quando substituindo z; por ZL
B (fr, - fm)
Qi (fla s 7fm>

O problema da inversao esta fortemente ligado ao fato das equagoes paramétri-
cas serem proprias.

Z;

Definicao 2.22 Dizemos que as equagoes diferenciais racionais paramétri-
cas de um conjunto de EDRP’s sao proprias (ou que um conjunto de EDRP’s
€ proprio), se para um zero genérico (ay,...,a,) (€ assim a maioria dos pon-
tos) da variedade implicita, existe somente um (71,...,Ty) em E™ tal que,
para it =1,....,n,

P (1, Tm)

Qi (T1,- ., Tim)
Pelo Teorema 2.20, podemos assumir que os parametros uq, ..., u,, do con-

junto de EDRP’s sejam idependentes, isto é, s = 0. Entdao ¥ (definido na
segao anterior) torna-se (fazendo d = m em W, pois s = 0)

a; =

Al (xl,...,me),...,An,m(xl,...,xn),
By (21, ..., xp,u1) o, B (1,0 Ty Uty e Uy )
que representaremos por Y. As equagoes By = 0,..., B,, = 0 sao equagoes

diferenciais em wu;, respectivamente. Uma vez que este “novo” ¥ é um con-
junto caracteristico de SAT (PS), uma solu¢do de B; = 0 que ndo anula o
SI-produto de nosso “novo” ¥ é uma solucao de u; em termos de xz;, e pode
ser tratado como um conjunto de mapas inversos.

Usando as notagoes acima, o resultado que segue nos mostra que podemos
obter, em certos casos, uma representagao explicita para os mapas inversos.

Teorema 2.23 O conjunto de EDRP’s é proprio se, e somente se, B; =
Liu; — U; sao lineares em u;, para i = 1,...,m , e se este for o caso, 0s
mapas 1nversos sao

Ul Um

I

onde I; e U; sao polindmios diferenciais em K {X}.

U

Demonstragao. Primeiramente note que os B; sao as relagoes entre z e
U1, ..., u; que possuem a menor ordem e grau em u;. Como T é um conjunto
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autoreduzido ascendente irredutivel, para um zero genérico n da variedade
implicita V, B; (n,u1,...,u;) para i = 1,...,m, sempre possui raizes multi-
plas para os u; se B; nao for linear em u;. Portanto, um ponto x € IM(P, Q)
corresponde a um conjunto de valores para u; se, e somente se, os B; forem
lineares em u;, para i = 1,...,m. Seja B; = L;u; — U; onde I; e U; estao em
K {X} entao as mapas inversos sao u; = f, parai=1,...,m. =
K3

Se um conjunto de EDRP’s com parametros independentes for proprio, estas
EDRP’s e seus mapas inversos geram um isomorfismo diferencial biracional
entre a variedade implicita e o espago diferencial afim A'. Neste caso, a
variedade implicita é chamada racional. O teorema classico de Liiroth no
caso algébrico diz que aquelas variedades uniracionais de dimensao 1 sao
sempre racionais ([33]). Ritt provou a seguinte versdo do Teorema de Liiroth
no caso diferencial ([29], pagina 52).

Lema 2.24 Se u ¢ uma indeterminada e F um corpo diferencial tal que,
K C F C K (u), entao existe v € K (u) tal que, F' = K (v). Mais ainda,
u € um zero genérico de um ideal primo T C F'y|. Além disso, se T =
SAT ({f(y)}), para algum polinémio difrerencial irredutivel

fly)=a,D1+---+ a1 D, + aqg

onde a; € F C K (u) e com os D; como produtos de derivadas de y, entdo

as . . as
um dos elementos — nao estd em K e temos que F = K <—>
(078 Gy

De posse deste lema, vamos ao teorema final que nos fornece um método
para encontrar uma reparametrizagao propria para EDRP’s improprias.

Teorema 2.25 Sem =1 e o conjunto de EDRP, nao € proprio, podemos

f(ur)
g(uy)’

a reparametrizacao do conjunto de EDRP’s em termos de s,

achar um novo pardimetro s =

onde f e g estao em K {u1} e tais que,

sejam proprias.

Demonstracgao. Defina o corpo diferencial

—x(& b
Ko e (B )
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adicionando a K os elementos —-,..., —* (veja [29]). Ou seja, Ky é o

Ql, ’Qn

. - L i .
conjunto de todas as fungoes racionais em — e as suas derivadas, com coe-

Qi
P (u
ficientes em K. Como P (u1) — Q1 (u1)! =0, onde [ = Ql <( 1))
1\U1
que u; satisfaz uma equacao diferencial algébrica sobre Kj. Seja I um ideal
primo em Ky {w}, com u; um zero genérico e {f} o conjunto caracteristico
para I. Escreva f na forma

€ Ky, temos

f(w)=a.Di+ -+ a1 D, + ay,

onde a; € Ky e os D; sendo produtos de derivadas de w. Pelo Lema 2.24,

a a
ao menos um dos —, digamos 7 = —, nao estd em K e Ky = K(n). Isto
r T

. . 7 ~ . .
significa que x; = — pode ser expresso como fungoes racionais em 7 e suas
. i ~ .
derivadas, e com n também podendo ser expresso como uma funcgao racional

i : : o
de — e suas derivadas. Em outras palavras, existe uma correspondéncia
i

: P;
biunivoca entre os valores de z; = — e 1. Portanto, n é o novo parametro

3
que procuramos. Para calcularmos 7, basta tomarmos B; (71, ..., 2, u;) =0
como sendo o polinémio diferencial de T. Entao,

E(w):Bl (%,...,g,’lﬂ) =0

é um polindmio diferencial em Ky {w} de menor ordem e grau em w tal que,
By (up) = 0, isto é, By (w) pode ser tomado como f (w). De acordo com isso,
s pode ser obtido como segue. Se B; for linear em wu;, nao ha nada a ser
feito. Caso contrério, suponha que

By =0,D1+ -+ b1 D, + bo,
onde b; estd em K {X} e os D.s sendo produtos das derivadas de u;. Subs-

tituindo z; por —-, vem que b; torna-se um elemento a; (u;) em Ky. Pelo
i

ap .. ap - . . )

menos um dos —, digamos —, nao estda em K. Seja s = —. Novamente
a a
T T T

P . L
pelo Lema 2.24 temos que x; = — pode ser expresso como fungoes racionais

i
em s e suas derivadas. Eliminando-se u; das EDRP’s

_h(U) _ PU)

1= ——=<

QU)TTQ.(0)
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a,s — ag, obtemos R; = Qix; — P!/ que deve ser linear em ;. Portanto,
obtemos a reparametrizacao do conjunto de £FDRP; em termos de s,

F F,
o=l =B
G1(s) G (s)
o P; . .
Note que a; surge de b; substituindo-se z; por Q—, com j=1,...,n, eentao
J
bo :
s = — & um mapa inverso de
F F,
Ty = 1(8)7' y Lp = (S>
G (s) Gy (s)

Exemplo 2.26

Consideremos as seguintes EDRP’s

r = u
y = 2uu

Seja S = {x — u*,y — 2uu'}. Sob a ordenacdo r < y < u nas varidveis, pelo
Teorema de Decomposigao dos Zeros de Wu-Ritt (Teorema 2.5), tem-se que

Z(8) = 7 ({4xy2 — (x/)2,2yu2 — x’} /{:Ey}) U

U Z{«y,ut — a2} [{up) U Z ({z,y,u})

Como 2yu? — 2’ nao é linear em u, pelo Teorema 2.23 as EDRP’s
r = ul
y = 2uu
/

. . . , x
nao sao proprias. Um mapa inverso poderia ser u = 20" Para acharmos
Y

EDRP’s proprias, pelo Teorema 2.25 temos que

Bi = 2yw® — 2’ = duu'w® — 4Py
3,,/

u-u ..
= 2. Eliminando-se u de

Podemos selecionar novos parametros s = Tl
uY

s = u® e das EDRP’s consideradas no inicio, obtemos um novo conjunto de
equagoes paramétricas, a saber,

13252
y = ¢
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possuindo o mesmo ideal implicito que das referidas EDRP’s consideradas
no inicio e é proprio. O que sao na verdade as EDRP’s

r = u?
y = u

do exemplo dado a pouco. O mapa inverso para este conjunto de equagoes
/
paramétricas proprias ¢ s = 20 que tem um significado para aqueles pontos

da imagem satisfazendo y # 0.



Capitulo 3

Implicitizacao de Sistemas de
EQDP’s Paramétricas

Vamos agora estudar a implicitizagdo de equagoes diferenciais polinomiais
paramétricas lineares via resultantes diferenciais. Assim, os métodos de re-
solucao dos problemas presentes neste capitulo serao realizados com uma
abordagem diferente ao feito no capitulo precedente, em que os métodos algo-
ritmicos empregados para resolver os problemas propostos foram abordados
via conjuntos caracteristicos. E neste capitulo que se encontra o resultado
principal desta dissertagao, a saber, a determinacao de uma férmula explicita
da resultante diferencial em termos da resultante diferencial homogénea.

3.1 Parametrizacoes e Implicitizacoes de Vari-
edades

A Algebra Computacional é um assunto da ciéncia da computacao dedicada
a métodos de resolucao de problemas utilizando algoritmos simbélicos for-
mulados matematicamente, bem como a execucgao destes algoritmos através
de softwares e hardwares.

Conjuntos algébricos podem ser apresentados de duas formas, a saber, através
de equacgoes paramétricas ou, de maneira implicita como um conjunto de
solucoes de equacgoes cartesianas. Cada maneira tem suas vantagens. A
implicitizacao é o processo de passar da primeira forma a segunda, sendo
de certo modo, complementar & teoria de eliminacao. Vamos olhar para
as duas representacoes de um conjunto algébrico mencionadas, a saber, a
parametrizacao e a implicitizacao. Comecemos pela parametrizacao.

Uma das preocupagoes da geometria algébrica é a de descrever os pontos
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de uma variedade afim V. Isso reduz a perguntar se existe uma maneira de
"escrever"as solugoes do sistema de equagoes polinomiais f; = --- = f, = 0.
Quando ha um nimero finito de solugoes, o objetivo é simplesmente enumera-
las. Mas o que fazer quando ha uma infinidade delas? Como veremos, esta
questao leva a nogao de parametrizar uma variedade afim.

Para comecar, vamos olhar para um exemplo de algebra linear. Considere o
seguinte sistema de equagoes com coeficientes reais:

g . r+yt+z=1
" la+2y—2=3

Geometricamente, o sistema S; representa uma reta em R?, que ¢ a inter-
seccao dos planos

Li:ze+y+2=1 e Illy:x+2y—2=3.

O sistema possui infinitas solugoes. Para descrevé-las, uma das técnicas é
usarmos operacoes nas linhas da matriz do sistema para obter as equacgoes
equivalentes © + 32 = —1 e y — 2z = 2. Assim, podemos utilizar z como
parametro. Fazendo z = ¢, obtemos todas as solugoes de S; quando fazemos
t variar em R, a saber,

r = —1-—3t
52 = Yy = 2+2t
z =t

O sistema Sy é, uma parametrizacao das solugoes de Sj.

E bom destacar que uma parametrizacao pode nao descrever toda a variedade
), em outras palavras, pode nao cobrir todos os pontos de V. Com efeito,
por exemplo, considere o circulo unitéario

C:a*+y*=1
Uma maneira algébrica de parametriza-la (veja [13| capitulo 1, § 3) é

1—¢2
IREN

2t
14 t2
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Note que esta parametrizacao, de fato, nao descreve todo o circulo, pois desde

1— ¢
e nao pode assumir valor —1, o ponto (—1, 0) (que esté em C')

nao é coberto.

que r =

Observe que as equacoes de Ty envolvem quocientes de polindémios. Estes
sao exemplos de fungoes racionais.

Lembremos que uma funcao racional nas variaveis tq, . . ., t,,, com coeficientes
em K, é um quociente — de dois polinémios P,Q € K|[ty,...,t,], onde Q é
nao nulo. Naturalmente o conjunto das fungoes racionais em ¢4, ..., ¢, com

coeficientes em K é um corpo, denominado corpo das funcoes racionais, € o
denotamos por K (ty,...,tn).

Dada uma variedade algébrica ¥V em K™, uma representacao paramétrica

racional de V consiste de fungdes racionais =, ..., % € K (t1,...,ty) tais
g1 n
que, os pontos dados por
teeo it
T, = fl ( 1, )7
g1 (tl, e ,tm)
(3.1)
(t1s et
o = Dalintn)
Jn (tl, Ce ’tm)

onde f1,91,- .., fn, gn $80 polindmios em K|t1,...,t,], com g; # 0, estdao em
V. Geometricamente, uma representacao paramétrica racional de V pode ser
vista como um mapa F : K™ — K", definido por (3.1). E claro que os
pontos em (3.1) podem nao estar definidos em todo K™ devido aos denomi-
nadores. Mas, se temos W = Zx(g192 -+ gn) C K™, entdo é claro que

f1 (b, tm) fn(tl,...,tm)>
g1 (1, tm) g (1, )

define um mapa F' : K™ — W — K". Assim, para resolvermos o problema
da implicitizacao, devemos determinar a menor variedade de K™ contendo

F (K™ —W). Em particular, quando r := é,.

F(tl,...,tm):(

.., Ty = % sdo polindmios,
B ) ) 1 9n
temos uma representacao paramétrica polinomial de V

xry = Tl(tl,...,tm>,
(3.2)

Ty = 1oty ... tn)
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onde ry, ..., rs sdo polinémios em K[ty ...,t,]. Novamente, podemos pensar
geometricamente em um mapa F': K™ — K", definido por

F(tl,...,tm):(Tl(tl,...,tm),...77“n(t1,...,tm)).

Assim, temos que F'(K™) C K™ é o subconjunto de K™ parametrizado pelas
equagoes de (3.2). Como F (K™) pode nao ser uma variedade afim (veja
exercicios da pagina 135 em [13]), uma solugao do problema da implicitizagao
significa entao encontrar a menor variedade afim que contém F (K™).

Visto que uma parametriza¢ao pode nao cobrir todos os pontos de V (como
bem mostra o exemplo do circulo), salientamos a exigéncia de que V seja a
"menor"variedade que contém esses pontos.

Uma das principais virtudes de uma representacao paramétrica de uma curva
ou superficie é a de ser facil de se representar graficamente em um com-
putador. Com efeito, dadas as equagoes da parametrizacao, usando meios
computacionais, avalia-se os pontos para varios valores do parametro. Por
exemplo, a variedade afim V = Zr (22 —y%2%+23) C R? que se auto-intercecta
ao longo do eixo y, pode ser plotada fazendo uso da seguinte representacao
paramétrica:

r = tu?—1t?)
T:=< vy = u
2 = u?—t?

Por outro lado, as vezes é tutil ter efetivamente as equacgOes cartesianas
fi = -+ = fs = 0 que definem a variedade V. Estas sao denominadas
representagao implicita de V. Por exemplo, suponha que desejamos saber se
o ponto P := P(1,2,—1) é coberto pela superficie V = Zg(2? — y?2% + 23).
Neste caso, se temos apenas a parametrizagao T', é necessario resolver, em ¢
e u, as equagoes

1 = t(u*—1t?),
= u’
-1 = u? -t

Ora, se temos a representacao implicita 22 — y22? + z* = 0, o trabalho ¢
simplesmente uma avaliacao desta equacao no ponto P. Assim, uma vez que

1222 (-1 + (-1’ =1-4—-1=—-4#0,

segue que P nao estd na superficie.
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O desejo de termos os dois tipos de representacoes leva as seguintes duas
perguntas:

1. Parametrizacao: Sera que toda variedade afim tem uma representagao
paramétrica racional?

2. Implicitizacao: Dada uma representacao paramétrica de uma variedade
afim, podemos sempre encontrar as suas equagoes de definigao (ou seja,
podemos encontrar uma representac¢ao implicita)?

A resposta a primeira pergunta é nao. Na verdade, a maioria das variedades
afins nao podem ser parametrizadas no sentido descrito aqui. As que podem,
sao chamadas de uniracionais. Em geral, é dificil decidir se uma determi-
nada variedade é uniracional ou nao. A situacdo para a segunda questao é
muito mais agradéavel, ou seja, dada uma representacao paramétrica, pode-
mos sempre encontrar as suas equagoes de definicao. Com efeito, o con-
junto de superficies racionais é um subconjunto do conjunto das superficies
algébricas. Assim, cada superficie racional paramétrica tem uma represen-
tagao correspondente implicita e, por defini¢ao, o processo de conversao de
paramétrico para implicita é conhecido como implicitizacao.

Agora, antes de tratarmos da implicitizagao, vamos fazer alguns comentarios
sobre a Teoria de Eliminacao.

A teoria de eliminacao estuda métodos sistematicos para eliminar variaveis
de sistemas de equagoes polinomiais. Em particular, a estratégia béasica desta
teoria concentra-se em torno de dois teoremas, a saber, o Teorema de Eli-
minac¢ao e o Teorema de Extensao. Em especial, o problema de implicitizagao
é uma das muitas aplicacoes da teoria de eliminacao. Fazendo uso da lin-
guagem desta teoria, podemos ver que a eliminagao das variaveis Xy, ..., X;
significa encontrar polindbmios nao nulos no [l-ésimo ideal de eliminac¢ao I,
conforme definicao que segue:

Defini¢ao 3.1 Dado I = (f1,...,fs) C K[X1,...,X,], o l-ésimo ideal de
eliminagao € o ideal de K[Xy1,...,X,], definido por

L=1n K[Xp1,...,X]

Teorema 3.1 (Teorema de Eliminagao) Se I C K[Xq,...,X,] é um ideal e
G uma base de Grobner de I em relagao a ordem lex, onde

X1>X2>"'>Xn,
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entao, para cada 0 <[ <n, o conjunto
G =GN K[Xj1,...,X,]

€ uma base de Gréibner do [-ésimo ideal de eliminacao I.
Para uma demonstragao deste teorema, veja a referéncia [13|, pg 116.

Este teorema mostra que uma base de Grobner (veja a definigdo em [21])
para a ordem lex, nao elimina apenas a primeira varidvel, mas também as
duas primeiras variaveis, as trés primeiras varidveis, . ..

Em alguns casos (como no problema da implicitiza¢ao) temos apenas que
eliminar certas variaveis, sem nos preocupar com as demais. Agora, fixado
algum [ entre 1 e n, obtemos um ideal de eliminagao I; e chamamos uma
solu¢do (aji1,...,a,) € Zx(Il;) de uma solugao parcial do sistema origi-
nal de equagbes. Para estender (a;;1,...,a,) a uma solugdo completa em
Zk(I), primeiramente precisamos adicionar mais uma coordenada para a
solucao. Em outras palavras, isto significa encontrar a; de modo que pertenca
a variedade Zg([;_1) do proximo ideal de eliminac¢ao. Mais especificamente,
se 11 = {(g1,...,9,) em K[X;, X;41,...,X,], entdo buscamos encontrar as
solucoes X; := a; das equacoes

g (X, a1y an) = =g, (X, @41, .., a) = 0.

Se restringirmos nossa aten¢ao para o caso em que eliminamos apenas a
primeira varidvel X, entao buscaremos determinar se uma solucao parcial
(ag,...,a,) € Zk(I;) pode ser estendida a uma solucao (ai,as,...,a,) €
Zx(I). O teorema que segue nos diz quando isso pode ser feito (sua demons-
tragao pode ser encontrada em [13], pagina 118).

Teorema 3.2 (Teorema de Extensao) Dado I = (f1,..., fs) C C[Xy,..., X,],
seja Iy o primeiro ideal de eliminacao de I. Para cada 1 < i < s, escreva f;
sob a forma

fi=0g(Xs, ..., X,) va" + (termos em que gr (X1) < N;),

onde N; > 0 e g; € C[X,,...,X,]| nao nulo. Suponha que tenhamos uma
solugao parcial (ag,...,a,) € Zx(11). Se (ag,...,a,) &€ Zx(g1,...,9s), €n-
tao existe a; € C tal que, (a1, as,...,a,) € Z(I).

Feitas estas consideragoes em relagao a teoria de eliminagao, vamos agora a
implicitizacao. A idéia basica do problema da implicitizacao é converter a
parametrizacao para obter equagoes que definem uma variedade V. O nome
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"implicitizacao"vem das equacoes que definem a variedade V, que foram
chamadas de representacao implicita de V. Como foi observado, uma para-
metrizagao nao precisa de encher toda a variedade V (veja em [13] o exemplo
da parametrizacdo do circulo). E devido a isto que, para o problema da im-
plicitizacao, pede-se as equacoes que definem a menor variedade V contendo
a parametrizagao.

Teorema 3.3. (Implicitizagao Polinomial) Suponha que K seja um corpo
infinito e considere F' : K™ — K™ uma func¢ao determinada pela parame-
trizagao polinomial. Considere o ideal

1= <l‘1—f1,...,ZL’n—fn> CK[tl,...,tm,CL’l,...,ZEn]. (33)

Se I, =1 N Klxy,...,x,] € 0 m-ésimo ideal de eliminagao, entio V =
Zx (1) € a menor variedade em K™ contendo F (K™).

Para uma demonstracao, veja [13], pagina 130.

Este teorema, que faz uso da teoria da eliminagao para encontrar a menor
variedade contendo F' (K™), nos fornece o seguinte algoritmo:

Algoritmo de Implicitizacao para Parametrizagoes Polinomiais

Se temos z; = f; (t1,...,t,) para polinomios fi,..., f, € Klt1,...,ty], con-
sidere o ideal I = (x; — f1,...,2, — fy) e calcule uma base Grébner com
respeito a uma ordenacao lexicografica, onde cada t; é superior a todos os
x;. Pelo Teorema da Eliminacdo, os elementos da base de Groébner nao en-
volvendo t; formam uma base de I,,, e pelo teorema precedente, definem a
menor variedade em K™ contendo a parametrizagao.

O proéximo passo é, mais geralmente, ver o que acontece quando temos uma
parametrizacao por func¢oes racionais nao polinomiais. Assim, como no caso
polinomial, podemos agora usar a teoria da eliminagao para resolver o pro-
blema da implicitizagao.

Teorema 3.4 (Implicitiza¢ao Racional) Seja K um corpo infinito e considere
F:K™"—W — K", uma funcao determinada pela parametrizacao racional.
Considerando o ideal

J={q1x1— f1, s gnTn — [, 1 —gy) C K[y, t1,... tm, X1, ..., Ty,

onde g = g1g2 - * G, 8¢ Jpi1 = JN K|z, ..., 2,] € 0 (m+ 1) — ésimo ideal
de eliminacao, entao V = Zg(J,11) € a menor variedade em K™ contendo
F (K™ —W).

Para uma demonstragao desse teorema veja [I3] pagina 134.
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Este teorema nos fornece o seguinte algoritmo:

Algoritmo de Implicitizacao para Parametrizagoes Racionais

Se temos x; = f;/g; para polindémios fi,g1,..., fu,gn € Klt1,...,tn], con-
sidere a nova variavel y e o ideal J = (g1x1 — f1, ..., gn®n — fn, 1 — gy), onde
g = g1g> - - - g». Calculando uma base Grobner em relagao a uma ordenacao
lexicogréfica, onde y e cada t; é superior a todos os z;, entao os elementos da
base de Grébner nao envolvendo y e qualquer ¢; definem a menor variedade
em K" contendo a parametrizacgao.

3.2 Equacao Implicita de um Sistema Linear de
EDPP’s

Vamos iniciar o nosso estudo definindo o que é uma equacao implicita de um
sistema (n—1)-dimensional de equagoes diferenciais polinomiais paramétricas
(EDPP’s). Para ilustrar comecemos com um exemplo.

Exemplo 3.1

Considere os sistemas

Ty = Uy + Uy + U2 + U9 T1 = Uy + U2 + U2y
S = Ty9g = t(un + U12> -+ Ugg Sy = Ty = tuyy + ug )
r3 = U + U111 + U21 T3 = U + U21

0Fu, . .
onde uj, = aTk], para j € {1,2} e k € N, iremos buscar responder se sao

sistemas proprio, qual é a resultante diferencial, quem é a equacao implicita
e bem como se ha alguma relagao entre estes sistemas. Em particular, o
sistema S nao é proprio, mas sua equagao implicita, dada por

(t - 1)LE12 — t$31 — (t — 1).1332 + To = 0,

oFx;
onde z;;, = W’;’ para i € {1,2,3} e k € N, ¢ igual a equagao implicita do
sistema Sy, e a resultante diferencial das equagoes {F1, Fy, F3} € nula, onde
Fy = o1 —wuy —upp —up —ug
Fy = x5 —t(un +uiz) — ug

Fy = x3—u; —upp —ug
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Dado um conjunto de indeterminadas diferenciais U = {us, ..., u,}, para
polinémios diferencias nao nulos Py, ..., P, @Q1,...,Q, em K {U}, conforme
definido no capitulo precedente, chamamos

_n ) P, (U)

ZL’l—Ql(U),...,ZEn Qn(U)

de um conjunto de equagdes diferenciais racionais paramétricas (EDRP’s).
Além disso, assumimos que nem todos P; (U) e Q; (U) estao em K e que
MDC (F;(U),Q; (U)) = 1.

Definicao 3.2 Um sistema da forma

PL(U
= 0
R(X,U) =
. = ()
n Qn(U)
onde Py, ..., P,,Q1,...,Q, sio polinomios diferencias em K {U}, com todos
0s (Q; nao nulos e nem todos P; e QQ; em K, parai=1,...,n, € chamado de

um sistema de equagoes diferenciais racionais paramétricas, ou simplesmente
e abreviadamente, um sistema de EDRP’s.

Assumiremos que o conjunto U de indeterminadas, chamado conjunto de
pardametros diferenciais de R (X,U), nado é necessariamente independente.
Quando todos os P; e @); sdo de grau no méximo 1, dizemos que R (X, U) é um
sistema linear. Além disso, se todos os Q); estao em K, dizemos que R (X, U)
é um sistema de equagoes diferenciais polinomiais paramétricas, ou simples-
mente e abrevidamente, um sistema de EDPP’s, e denotamos P (X,U). Em
particular, se (); = 1, para todo ¢ = 1,...,n, e nem todos os P; estao em K,
tem-se o seguinte sistema de EDPP’s:

ry = Pl (U)
P(X.U) = :
x, = P, U)
Associado com o sistema R (X, U), consideramos o ideal diferencial
Q1 (U)" @ (U) ’

denominado ideal implicito de R (X,U). Pelo Lema 2.8 do capitulo ante-
rior, tem-se que ID é um ideal diferencial primo. Também, consideramos a
variedade implicita (diferencial) de R (X, U), definida por

Z(ID)={ne€ E"| f(n) =0, para todo f € ID}.

1D={feK{X}|f(
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Da seccao 4 do capitulo anterior, vem que os parametros de U sao inde-
pendentes se dim (R (X,U)) = |U| (a dimensao de um sistema de EDRP’s
entendemos como sendo a dimensao de seu ideal implicito). Além disso, se C
¢ um conjunto caracteristico de ID, entao n — |C| é a dimensao (diferencial)
de ID. E mais, em particular, se dim (ID) =n — 1, entdo C ={A (X)} para
algum polinémio diferencial irredutivel A € K {X}. A este polinomio A,
dé-se o nome de polindémio caracteristico de ID. Além disso, se B é outro
polindémio caracteristico de ID, entao A = bB, para algum b € K.

Dado um conjunto X = {xy,...,2,} de indeterminadas diferenciais, vamos
introduzir o conceito principal desta secao, a saber, a nocao de equacao
implicita.

Definicao 3.3 A equacao implicita de um sistema (n — 1)-dimensional de
EDRP’s, em n indeterminadas diferenciais x4, . .., x,, € uma equa¢ao do tipo
A(X) =0, em que A é qualquer polinomio caracteristico do ideal implicito
ID do sistema de EDRP’s.

Seja K [0] o anel de operadores diferenciais com coeficientes em K. Con-
siderando o sistema de EDPP’s

rp = P1 (U)
P (X, U) = )
x, = P, (U)
em que todos os P; sao de grau no maximo 1, sendo que nem todos estao em
K, para todo ¢ = 1,...,n, existem operadores diferenciais £;; € K [0], com
j=1,...,n—1, e constantes a; € K tais que,
n—1
Pi(U)=ai =Y Lij(uy).
j=1
A partir dai, para cada z; = P; (U), com ¢ = 1,...,n, chamando
n—1
T;(X) =T, —a; e HZ(U> = ZLZ] (U]’),
j=1

definimos o polinémio diferencial ordindrio linear

F(X,U) = Ti (X) + H; (U)
de ordem o;, para ¢ = 1,...,n. Salientamos que, para garantir que o nimero
de parametros seja n — 1, assume-se que para cada j € {1,...,n — 1}, exis-

tem ¢ € {1,...,n} tais que £;; # 0. Mais especificamente, para cada ele-
mento j € {1,...,n — 1}, existem ¢ € {1,...,n}, tais que ord (F;,u;) > 0.
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3.3 Resultantes Diferenciais

Sejam f; polinémios diferenciais em D {U} de ordem o;, para i = 1,...,n,
onde D é um dominio diferencial. Uma resultante diferencial de n polindmios
diferenciais fi, ..., f, em n — 1 varidveis diferenciais ug, . .., u,_1, designada
por ORes (fi,..., fn), fol introduzida por Carra-Ferro em [§]. Tal nogao co-
incide com a resultante algébrica de Macaulay de um conjunto de polinémios
diferenciais

PS(fi,..., fa) = {0N_°ifi,...,8f,-,f,~|i:1,...,n, comN:ZOZ}.
i=1

Agora, para cada i = 1,...,n, seja h; € D{U} um polinémio diferencial
homogéneo de ordem o;. Definimos a resultante diferencial homogénea de n
polinémios diferenciais hq, ..., h, em n—1 variaveis diferenciais uq, ..., u,_1,
designada por dRes" (fi,. .., fn), como a resultante algébrica de Macaulay do

conjunto de polindémios diferenciais

PS"(fi,..., fn) = {aNoilhi,...,ﬁhi,hi li=1,...,n, comN:ZOZ}.
i=1

Ressaltamos que a noc¢ao de resultantes diferenciais de polinémios diferenciais
foram introduzidas em uma situacao mais geral, dadas em dois trabalhos de
G. Carra-Ferro, em [7] (para dois polinémios) e em [8] (para n polindmios).
Defini¢oes anteriores da resultante diferencial, para operadores diferenciais,
foram dadas por L. M. Berkovich e V. G. Tsirulik em [6] e M. Chardin
em [I0]. Salientamos que, para n = 2, quando os polindmios diferenciais ho-
mogéneos possuem grau 1, a resultante diferencial homogénea coincide com a
resultante diferencial de dois operadores diferenciais, conforme definida por
Berkovitch-Tsirulik e também estudada por Chardin. Uma vez que resul-
tantes diferenciais algébricas sao resultantes de Macaulay, a implementagao
das resultantes diferenciais, segue de alguns calculos anteriores da resultante
algébrica de Macaulay (Disponivel em Minimair, M., 2005. MR: Macaulay
Resultant Package for Maple).

Agora, para o que segue, dado o polindmio diferencial

F (X, U) =T (X) + H; (U)

introduzido na se¢ao anterior, para ¢ = 1,...,n, consideremos cada F; como
um polinémio em n—1 variaveis diferenciais uq, . . ., u,_1 e com coeficientes no

dominio diferencial D = K {X}. Recordemos que Fj,..., F, sao de ordens
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0;, para cada i =1,...,n, e de grau 1. Recordemos também que uma ordem
no conjunto Y = {y1,...,y,} das indeterminadas diferenciais sobre K induz
uma ordenagao total no conjunto das derivadas {Y}, tal que:

(I) v < d(v), para todos v € {Y}.

(IT) Se u < v entdo §"(u) < 0°(v) para todos u,v € {Y} e para todos
r,s € N.

Seja A o posicionamento em X U U induzido por
Up < o < Uy < Ty < o0 < T

Agora, o conjunto PS := PS (F},..., F,) é ordenado por A e, da particular
estrutura de Fj, tem-se que:

Fl<6F1<"‘<(9N_01F1<F2<8F2<--.<Fn<”'<8N—onFn

Em outras palavras, da definicao de conjunto autoreduzido, segue que PS

¢ um conjunto autoreduzido de polinémios diferenciais {By, ..., By}, com
L = (n—1)N + n, visto que para cada ¢ = 1,...,n dos F; no conjunto
autoreduzido F} < --- < 9N~ F,. encontramos N, —o; e 1, que somando
obtemos:

n

L = SS(N—o+1)

=1

= (N—-o+1)+(N—-0+1)+---+(N—-0,+1)

= |N+N+-+N|—[o+to+ - +o, | + 11+ +1

n parcelas =N n parcelas

= nN—-N+4+n=(n-1)N +n.

5[5+

Vamos ainda considerar em U o posicionamento A*, induzido pela ordenacao

Portanto,

l<u < - <Up_q.

Feitas estas consideragoes, seja M (L) a matriz L X L cuja k-ésima linha
é formada pelos coeficientes do k-ésimo polinémio em P.S, visto como um
polinémio em D {U}, e de coeficientes escritos em ordem decrescente com
respeito a A*. Assim, M (L) é uma matriz sobre D = K {X}.
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Definigao 3.4 Utilizando as notagées acima, a matriz M (L) é denominada
matriz resultante diferencial de FY, ..., F, e o seu determinante

ORes (Fy,...,F,) =det (M (L))
€ a resultante diferencial de Fy, ..., F,.

Podemos fazer defini¢oes anédlogas para o caso homogéneo e obter a resul-
tante diferencial homogénea ORes" (Hy, ..., H,). Com efeito, recordemos
a principio que os polindémios diferenciais homogéneos H; € K {U} sao de
ordens o;, para cada i = 1,...,n, e de grau 1. Seja L" = L —n e con-
sidere PS" := PS"(Hy,..., H,) como sendo o conjunto polinomial obtido,
a partir de PS, subtraindo de cada polindmio seu monémio em D (isto é,
T; (X) := x; — a;), e assim, mantendo em PS" a ordem herdada de PS.

Feitas estas consideragoes, seja entao M (Lh) a matriz L" x L" cuja k-ésima
linha é formada pelos coeficientes do k-ésimo polinémio em PS”, visto como
um polinémio em D {U}, e de coeficientes escritos em ordem decrescente com
respeito a A*.

Definicao 3.5 Usando as notagoes acima, a matriz M (Lh), com entradas
em K, € denominada matriz resultante diferencial homogénea de Hy, ..., H,.
O seu determiante

ORes" (Hy, ..., H,) = det (M (L"))
€ a resultante diferencial homogénea de Hy, ..., H,.
Algumas propriedades das resultantes ORes ¢ ORes" estdo a seguir.

Proposicao 3.6 Se o sistema {H; =0,...,H, =0} tem uma solu¢do nao
nula, entio ORes" (Hy, ..., H,) = 0.

Demonstracao. Considere I’ como extensao diferencial do corpo K. Se o

sistema {H; =0, ..., H, = 0} tem uma solu¢do ndo nula entdo a afirmacao
ORes" (Hy, ..., H,) =0 segue dos dois fatos basicos seguintes:
Fato 1: Cada solugao nao nula do sistema {H; =0,..., H, =0} em F""! ¢

uma solu¢ao nao nula do sistema

=1

{aN_Oi_lﬂi,.--,aHiaHi |comi=1,...,n, OndeN:ZOi}.

Fato 2: Se uma tal solugao existe, entao as colunas da matriz M (Lh) Sa0
linearmente independentes em F. m
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Em relacao a esta proposicao, cabe a seguinte pergunta: Vale a reciproca?
Mais especificamente, a condi¢ao dRes" (Hy, ..., H,) = 0 é suficiente para a
existéncia de alguma solugdo nao nula do sistema {H; =0,..., H, = 0}?

Em geral (paran > 3), infelizmente a resposta é ndo. Salvo o particularissimo
caso, para n = 2, em que {H; = 0, H = 0} tem uma solugao nao nula se, e
somente se, ORes" (Hy, Hy) = 0 ([6], Teorema 3.1).

Exemplo 3.7
Seja n = 3 e considere os trés seguintes polindmios diferenciais:
Hy (U) =uy +us, Hy(U)=us+uy e H3(U) = uy + upg + ug

Temos ORes" (Hy, Hy, H3) = 0, pois as duas primeiras colunas da matriz
M (Lh) sao iguais, e o sistema { H; = 0, Hy = 0, H3 = 0} tem apenas a solugao
nula.

Vamos agora introduzir algumas matrizes que serao utilizadas na prova do
proximo resultado e que aparecerao em enunciados futuros.

Seja S a matriz n X (n — 1) cuja i-ésima linha L; é definida por:

coeficientes dos termos de ordem o; em Fj, caso existam
Li =
0, caso nao exista termo de ordem o; em F;

Seja S; a matriz obtida por remocao da i-ésima linha de S.
Observagao 3.8

Note que as linhas diferentes de zero das colunas de M (L) (respectivamente
M (Lh)) correspondentes aos coeficientes de w;y (respectivamente w;y_1),
para j =1,...,n—1, sao as linhas de S. De acordo com isso, em particular,
se a matriz S tem uma coluna nula, entdo ORes" (Hy, Hy, H3) = 0.

Seja My _1 a submatriz principal L x (L — 1) de M (L). Defina o conjunto
XS = {xi,axi,...,ﬁN_oixi |i= 1,...,n}.

Dado x € XS, digamos x := xj, com k € {0,1,..., N — 0;}, seja M, a sub-
matriz de M (L) obtida por remocao da linha correspondente aos coeficientes
de OFF; = xy + 0% (H; (U) — a;). Desenvolvendo o determinante de M (L),
pela tltima coluna, utilizando o desenvolvimento de Laplace, obtemos

ORes (Fy,..., F,) = z”: (ib“ﬂ - det (M,,,) (I,k — 8’“%)) (3.4)

=1
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onde by, - det (M,,, ) ¢ o complemento algébrico (ou cofator) de z; — d*ay,
com by, = %1 de acordo com o indice da linha de x;, — 9*a; na matriz M (L).
Além disso, para cada i € {1,...,n}, existe A € N tal que

det (M

TiN—o;

) = (1) ORes" (Hy, ..., H,)det (S;) (3.5)

Um fato ttil é que, se dRes" (Hy,...,H,) # 0, entao pelo exposto acima,
existe k € {1,...,n} tal que det(Sg) # 0. E mais, uma vez que se tem
ORes" (Hy, ..., H,) # 0, segue que sao verdadeiras as seguintes afirmagcoes:

Al - Para cada i € {1,...,n}, tem-se que det <M

x,-N_DZ,> = 0 se e s6 se

A2 - Existe k € {1,...,n} tal que det <Mka7%> # 0.

Proposicao 3.9 Seja My a submatriz principal L x (L — 1) de M (L). As
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) . ORes (Fy,...,F,) #0;

(2) . ORes" (Hy, ..., H,) # 0;

(3) . posto(Mr_1) =L — 1.
Demonstragao. Seja M;_; a submatriz principal L x (L —1) de M (L).
Considere ainda a submatriz M, de M (L).

Vamos verificar que (1) implica (2). Seja A = 0Res (Fi, ..., F,) e suponha
que A # 0. Assim, tem-se que ord (A,z;) < N —o;, parai = 1,...,n. Pela
proposigao 12 em [8], tem-se que A € ID, onde ID ¢é o ideal implicito de
P (X,U). Segue do Lema 2.9 (capitulo anterior) que, se [PS] é o ideal dife-
rencial gerado por PS, entao ID = [PS]N K {X}. Assim, A ¢ um polinémio
diferencial linear em [PS] N K {X}, e temos que

n ord(A,x;)
55 (15 )
i=1 k=0

com ¢;; € K. Definindo o inteiro positivo

E:=min{N —o; —ord (A, x;) | i € {1,...,n}},
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temos que £ = N — o — ord (A, x;), para algum ¢ € {1,...,n}, e segue que
P = 0°A verifica ser de ordem ord (P,z;) = N —o; e P € [PS]N K {X}.
Dai, pelo Teorema 3.12 (préxima secdo), segue que dRes" (Hy, ..., H,) # 0.

Vejamos que (2) implica (3). Seja A" = dRes" (Hy,. .., H,) e suponha que
A" #£ 0. Pela afirmacgio A2, existe k € {1,...,n} tal que det (Mka70k> £ 0,
e portanto, tem-se que posto (Myp_1) = L — 1.

Finalmente, basta verificar que (3) implica (1): Se posto(Mp_;) = L — 1
entdo existe x € XS tal que, det (M,) # 0. Assim, pela observagao 3.8,
segue que ORes (Fy,...,F,) #0. m

3.4 Computando a Equacao Implicita

Nesta secao, vamos tratar dos principais resultados deste capitulo, a saber,
a equagao implicita de P (X,U) é ORes (Fy,...,F,) (X) = 0, desde que
ORes (Fy, ..., F,) # 0, e dar uma formula explicita da resultante diferencial
em termos da resultante diferencial homogénea.

Seja ID o ideal implicito de P (X, U). Pela Proposi¢ao 12 em [§], tem-se que
ORes (Fy, ..., F,) € ID. Segue do Lema 2.9 (capitulo anterior) que, se [PS]
¢ o ideal diferencial gerado por PS, entao ID =[PS]N K {X}. Se A ¢ um
conjunto caracteristico de [PS], entao pelo Teorema 2.13 (capitulo anterior)
temos que ID = [Ap], onde Ay = AN K {X}.

Seja A% o posicionamento em X U U, induzido por
T <o <Xy <UL < e < Uy

Para polindémios P,Q € K{X UU}, sejam ord (P,y),ld(P) e f, (P,Q), res-
pectivamente, a ordem de P na variavel y € X U U, o lider de P (com relagao
a A%) e o falso resto de P com respeito a Q. Considere A = {A;,..., A;}
um conjunto autoreduzido de elementos de K {X UU}. Considere ainda

[PS| C K [, ..., TiN—0;, Uj, ..., ujN | i =1,...,n,5=1,...,n—1]

o ideal gerado por PS. Daqui por diante, quando se fizer necessario, usaremos
a base de Grébner reduzida 3 de [PS] com respeito a A# para computar um
conjunto caracteristico de ID. Além disso, para calcularmos um conjunto
caracteristico de [PS], aplicaremos o algoritmo do Teorema 6 descrito em
[5]. Salientamos que, dado o conjunto de polinémios de PSS, o algoritmo que
segue retorna um conjunto caracteristico de [PS].
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1. Calcula-se a base de Grébner reduzida 8 de [PS] com respeito a A¥.

2. Assume-se que os elementos de § s@o arranjados em ordem crescente
By < -+ < B, em relagio a A#. Sendo A = {f;}, parai = 2,...,m,
se ld (5;) #1d (B;—1), entao A := AU{f. (8, A)}.

No que segue, apresentaremos os dois principais resultados deste capitulo.
Mas antes, passamos a um lema que seréd til na demonstracao do primeiro
destes resultados.

Lema 3.10 O conjunto 5y = SN K {X} € ndao vazio e tem cardinalidade 1
se, e somente se, a resultante ORes" (Hy, ..., H,) ¢ ndo nula.

Demonstragao. Seja  uma Base de Grébner reduzida de [PS] que pode ser
calculada realizando a eliminacao gaussiana nas linhas de My, _1, conforme
descrito em (|I3], Exercicio 10; Segao 7). Considere M,y como sendo a
matriz L X (2L — 1), cuja k-ésima linha é constituida dos coeficientes do k-
ésimo polinémio em PSS, vistos como polinémios em K {X U U}, e de modo
que os coeficientes estejam escritos em ordem decrescente em relacao a A%.

1 8N_°1a1 i
1 ai
Mepv = | M,

1 ON=ongq,,

1 y,

De modo mais preciso, uma vez que posto(My; 1) = L, logo 5 contém L
elementos by < by < --- < bp_1, e Mp_1 é a submatriz de My;_; formada
pelas primeiras L — 1 colunas de My, com posto(Mp_1) < L — 1. Por-
tanto, By = B N K {X} é ndo vazio, com pelo menos by € fy. Note que,
considerando FEs;_; como sendo a forma escalonada reduzida por linhas da
matriz Moy (det (My, 1) = b-det (Far_1), para algum b € K), tem-se que
os polinémios correspondentes as linhas de Fo;,_; sao exatamente os elemen-
tos da base 3. Assim, de fato, o conjunto Sy = SN K {X} é ndo vazio, uma
vez que posto (Msr—1) = L. Quanto a cardinalidade de /3y, observe que é
igual a 1 quando a tltima coluna de Fs;_q tem as primeiras L — 1 entradas
iguais a zero, equivalentemente, posto (My_1) = L — 1. Da proposi¢ao 3.9,
segue que ORes" (Hy, ..., H,) # 0, como querfamos. m
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Teorema 3.11 Seja P (X,U) um sistema de equagoes diferenciais polino-
miais. Suponha que ORes" (Hy,...,H,) # 0. Entdo dim(ID) = n —1 ¢
ORes (Fy, ..., F,)(X) =0 ¢ a equagdao implicita de P (X, U).

Demonstragao. Considere o sistema P (X, U) e seja f uma base de Grobner
reduzida de [PS]. Pelo Lema 3.10 o conjunto fy = SN K {X} é nado vazio,
e assim, existe um conjunto caracteristico A de [PS] tal que, Ay = {b1}.
Logo, dim (ID) = n — 1 . Considerando a forma escalonada reduzida por
linhas For_1 da matriz My, ; dada no Lema 3.10, defina F (L) como sendo a
matriz L X L cujas primeiras L — 1 colunas sao as primeiras L — 1 colunas de
E5p 1, e com ultima coluna igual a soma das ultimas L colunas da mesma.
Note que a matriz E (L) assim definida contém b; como L-ésimo elemento
de sua diagonal. Como, por defini¢ao, temos que

ORes (Fy, ..., F,) (X) =det (M (L)) = (—1)*det (E (L)),

para algum A € N, logo dRes (Fy,..., F,) (X) = ¢by, com ¢ € K constante.
Isto prova que ORes (Fy,. .., F,) é um conjunto caracteristico de ID, e por-
tanto, a equagao implicita de P (X,U) de é ORes (Fy,...,F,)(X)=0. =

No proximo teorema vamos exibir uma formula explicita da resultante dife-
rencial em termos da resultante diferencial homogénea. Aqui, a matriz Sy é
a mesma definida na pagina 62.

Teorema 3.12 FEziste P no ideal implicito ID do sistema P (X, U) tal que:

(i) ord(P,z;) < N —o; eord(P,x;) < N — o, parai=1,...,n e algum

kEe{l,....,n}.
(i1) ORes (Fy, ..., F,) = idet (S) ORes" (Hy, ..., H,) P(X),
orP
onde p = (—1)* , com A € N,
p=(=1) I

Demonstragao. Para verificar (i), seja ID o ideal implicito do sistema
P (X,U). Dada a base de Grobner reduzida 3 de [PS] em relagao a A%,
tomemos um polinémio @ em Fy = F N K{X}. A fim de que se-
jam verificadas, para algum P de ID, as condigoes ord (P, z;) < N — o;
e ord(Pyxy) < N — o, para i = 1,...,n e algum k € {1,...,n}, basta
definir o inteiro positivo

vi=min{N —o; —ord (Q;,z;) | i € {1,...,n}}

e tomar o polinémio P = Q) que o resultado segue.
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Vamos provar (ii). Uma vez que P € ID =[PS] N K {X}, existem opera-
dores diferenciais Fj ..., F, € K [0], com gr (F;) < N — o;, tais que

P(X) = FA(F(X,U))+-+F.(F,(X,U))
= F(T (X)) + Hi (U) + - + Fo (T, (X) + H, (U))
= F (T (X)) + -+ Fo (T (X)) +

+F1 (Hi (U) + -+ + Fo (Ha (U))

=0

= Fi(T1 (X)) + -+ Fu (T (X))

Como uma consequéncia, podemos realizar operagoes de linha em M (L) para
se obter uma matriz do tipo

0 --- 0 0 0 P(X) ]
0O --- 0

M (L")
| 0 0 x

Para ser mais preciso, reordenamos as linhas de M (L) de modo que os coefi-
cientes de 9V ¢ [}, estejam na primeira linha, as linhas 2 a n sao as linhas que
contém as entradas da matriz Sy, obtida de S e de ordem (n — 1) x (n — 1),
e as linhas n 4+ 1 até L sao as linhas que contém as entradas de M (Lh),
de ordem L" = L —n = (n— 1) N. Lembre-se que, as linhas diferentes de
zero das colunas de M (L) (respectivamente M (L")) correspondentes aos
coeficientes de u;y (respectivamente u;y_1), para j = 1,...,n — 1, sdo as
linhas de S. Em seguida, multiplique a primeira linha da matriz obtida

por 81,35 # 0. Finalmente, substitua a primeira linha pelos coeficientes
on

de P (X) como um polinémio em D {U} escrito em ordem decrescente com
respeito ao posicionamento em U, ou seja, todas entradas nulas exceto da
ultima entrada igual a P (X)) (note que, por defini¢do, esta ultima entrada é a

P
soma Fy (Fy (X,U)) + -+ -+ F, (F, (X,U))). Definindo p := (—1)* 0:1:8—
kN—oy

b

para algum A\ € N| tem-se que

p - det (M (L)) = det (Sg) det (M (L") P (X),
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e portanto, ORes (Fy,. .., F,) = tdet (S) ORes" (Hy,...,H,) P(X). m

T on
Como aplicagao, vamos explicitar uma expressao polinomial, em termos de

operadores diferenciais que definem EDPP’s, que verifique o Teorema 3.12
nos casos n =2en = 3.

1. Cason =2

Dados operadores diferenciais £q, L, € K [J], vamos considerar o seguinte
sistema de EDPP’s:

L I = ap —£1 (u)
Pa (@1, 22,u) = { Ty = az — L3 (u)
Fixado u = wy, pomos Hy (u) = L1 (u) e Hy(u) = Lo (u), e escrevemos
Fy (x1,29,u) = 21 — ay + Hy (u) e Fy (21,29, u) = 29 — ag + Ha (u).

Observamos que o anel K [0] é euclidiano a direita (e também euclidiano a
esquerda). Isto significa que dados L1, Lo € K [J], obtemos ¢,r € K [J] tais
que

Lo=qLly+r, com gr(r)<gr(Ly).

Também podemos encontrar £ := M DCy (L1, Ly) 0 mdzimo divisor comum
a direita de L e Lo, onde L € K [0]. Neste caso, existem Ly, Lo € K [0] tais
que L; = L;L, para i = 1,2. Os operadores diferenciais £; e L5 sao coprimos
se eles tém um méximo divisor comum & direita constante, e escrevemos
(L1, L2) = 1. Neste caso, o maximo divisor comum é dito trivial.

Se K & um corpo de constantes em rela¢do a 9, isto é, J (k) = 0 para todo
k € K (por exemplo 0 = % para K = C) entao £1Ls — L2£4 = 0, ou seja,
os operadores diferenciais comutam. Se K nao é um corpo de constantes em
relagao a 0, entao o anel K [J] ndo é comutativo e temos 0k — k0 = 0 (k),
para todo k € K.

A propriedade seguinte sobre a comutatividade serd usado na demonstragao
da préxima proposicao onde vamos exibir a expressao polinomial explicita
mencionada.

Lema 3.13 Suponha que L1,Ly € K [0]| sejam coprimos. Entao existem
D1,Dy € K [0] com gr (D;) < gr(L;) — 1, para i = 1,2, tais que

(ﬁg — DQ) ,Cl — (,Cl — Dl) [;2 = 0.

Demonstragao. Dados os operadores diferenciais L1, Lo € K [0], seja L :=
MDCy (L, L5) o maximo divisor comum a direita de £; e Ly. Logo existem



69

21, /32 € K [0] tais que L; = EZL, para ¢ = 1,2. Suponha que os operadores
diferenciais £, e L5 sejam coprimos. Vamos mostrar que, independente da
comutatividade de £, e Lo, existem Dy, Dy € K [0] com gr (D;) < gr (L;)—1,
para i = 1,2, tais que (Lo — Dy) L1 — (L1 — D1) Ly = 0. De fato, suponha
entao por um instante que £; e Lo comutam. Dai:

0 = L1Ls— Lofy = (215) Ly — (225) L, = (211) Ly — (221) Ly
— LyLy— LoLy = Ly Lo — Loy + 0 = L1 Loy — Loy + (LoLy — L1L,)
- (52 . 22) Li— (£1 . 21) L,

Assim, existem operadores diferenciais, a saber £, Lo € K [0], que cumprem
o requerido e, visto que £1 e L, sao comutativos, tome L; := D; = 0, para
1 = 1,2, e o resultado segue. Suponha agora que L£; e £, nao comutem, ou

seja, L1Lo — LoLy # 0, e sejam L = Y, A" e Ly = >, B;0 suas
0<i<or 0<j<o2
expressoes. Pela equagao 1.2 em [6], podemos escrever

01+02

£1£2 — £2£1 = Z (Ck — Ek) 8k,

k=0
onde ¢, e ¢ sao dados, respectivamente, por

si=min{o1,k} o1

Cr. = Z Z Az(‘?(z_s) (Bk—s)

s:=max{0,k—o2} i=s

s:=min{o2,k} o9

o = > Y B (A,

s:=max{0,k—o01} j=s
e dai, segue que ¢y, 40, = Coyt0, = Ao, Bo, . Portanto, segue que
qar (£1£2 — £2,C1) S 01 + 09 — 1.

Agora, precisamos encontrar operadores diferenciais D; = > w0 e
0<i<o;—1

Dy= Y, B;07, com q,3; € K, tais que,

0<j<o02—1

Dl;CQ — D2£1 = £1£2 — ,Cgﬁl.
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Novamente, podemos escrever

o1+o2—1

DLy — DLy = Z (Ve — Vi) ",

k=0
onde v; e 7, dados, respectivamente, por

si=min{o1—1,k} 0;—1

Ve = Z Z 4,07 (By_y)

s:=max{0,k—o02} i=s

si=min{o2—1,k} 05—1

T, = > D B (Ay).

si=max{0,k—o01} j=s

Vamos considerar o sistema de N := 07 + 0y equagoes Yy — ¥, = Cp — Ck,
para k = 0,...,01 + 02 — 1, nas N incognitas a; e 3;, para i = 0,...,0;
ej=0,...,00. A matriz dos coeficientes deste sistema é a matriz M (IV),

onde N := L", que define a resultante diferencial homogénea ORes" (Hy, H,).
De acordo com isso, segue que o sistema tem uma tnica solugao, uma vez
que det (M (N)) = ORes" (Hy, Hy) # 0 (pelo Teorema 2 de [10], tem-se que
MDCy (L1, L3) & ndo trivial se e s6 se dRes" (Hy, Hy) = 0). =

Proposicao 3.14 Seja K um corpo de funcoes em uma varidvel real t e %.
Se (L1, Ly) =1 entao existem Dy, Dy € K [0] tais que

8Res (F17 FQ) (ZEhZL'Q) = (-1))\8R68h (Hl, HQ) (EQ — Dg) (1’1 - Oél)

— (=1)*ORes" (Hy, Hy) (L1 — D) (x5 — a3)
para algum A € N.

Demonstracao. Seja K um corpo de fungoes em uma variavel real t e %.
Fixado u = uy, pomos H; (u) = L1 (u) e Hy (u) = Ly (u), para operadores
diferenciais £1,Ly € K [0]. Se (L4,L2) = 1, segue do lema anterior que
existem Dl,DQ e K [3] tais que (EQ — DQ) £1 (U) — (£1 — D1>£2 (u) = 0.

Pelo teorema anterior, temos que:
1
ORes (I, .., F,) = —det (Sy) ORes" (Hy, ..., H,) P(X),
I

oP
OzpN —o,,
polindémio definido por

onde pp = (—1)* , com A € N. Assim, aplicando o teorema ao

P (z1,29) :== (L2 —Ds) (x1 — 1) — (L1 — Dy) (x2 — ),
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e visto que se ORes" (Hy, Hs) # 0, entdo existe k € {1,2} tal que

P
det (Sk) = 0

= O’
8$kN—ok ?é

obtemos explicitamente a seguinte expressao polinomial, para n = 2,

8Res (Fl,FQ) (1’1,1‘2) = 1 5P or aRQSh (H1,H2)P(ZL‘1,232)

X -
(1) T OTKN —o),

= (=1)*ORes" (Hy, Hy) (L — Ds) (z1 — o) — (L1 — Dy) (@2 — a2)]

observando que ord (P,z;) < N — oy, para k € {1,2}, e novamente que
det (Sk) = oP |

OTKN -0,

2. Caso n = 3.

Aqui neste caso, para K = C, com £;; € C[0], vamos considerar o seguinte
sistema de EDPP’s.

1, = a1 — Ly (U1) — L2 (U2)
Pg (X, U) = To — A9 — £21 (Ul) — [,22 ('LLQ) s
r3 = az— Ly (U1) — L3 (U2)

onde X = {x1,29,23} e U = {uy,us}. Por defini¢ao, estes operadores dife-
renciais comutam. Assim, por conseguinte, o polinémio P (X) dado por

P(X): = LaLss(x1—ay) — LooLs (21 —a1) — L11L32 (22 — as)
+ L19L31 (29 — az) + L11L22 (v3 — az) — L12Loy (23 — az),
pertence ao ideal implicito de P (X, U). Para i = 1,2, 3, temos que
F,(X,U)=z;—a;+ H;(U) e H;(U) =Ly (u1) + Liz (us)

de ordem o;. Além disso, se det (S;) # 0, para algum i = 1,2, 3, resulta do
Teorema 3.12 que

ORes (Fy, Fy, Fy) (X) = (—1)" Res" (Hy, Hy, H3) P (X),

sendo A € N. Salientamos que det (S;) ¢ o coeficiente de z; y_,, em P (X).
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3.5 Resultantes Diferenciais Generalizados

De acordo com a Observagao 3.8, se a matriz S tem uma coluna nula, entao
ORes" (Hy,...,H,) = 0. Com efeito, a razao disto é que os polinoémios
H,,..., H, nao sao completos em todas as suas variaveis, isto é, existe j €
{1,...,n—1} tal que, nenhum F; tem um termo em u;,,, para todo i €
{1,...,n}. Assim, se para algum j € {1,...,n — 1} a variavel diferencial
u; tem ordem menor do que o; em F;, para todo ¢ € {1,...,n}, entao a
matriz M (L) tem uma ou mais colunas de zeros (o exemplo dado no inicio
da secgao 3.2 ilustra bem isto, uma vez que a ordem de u; em todo polinémio
de {F1 (X,U),F,(X,U),F3(X,U)} é menor do que o; em F; (X,U), para
todo ¢ € {1,2,3}). Nesta se¢ao, vamos estender a definicao de resultante
diferencial de modo a que ela seja aplicével a esse tipo de sistema de EDPP’s.
Para isso, naturalmente, vamos precisar introduzir algumas notagoes.

Dada a matriz S, comecemos definindo o conjunto
J:={j€{l,...,n—1} | aj — ésima coluna de S é nula} .

Devido ao motivo de que se ord (F},u;) < o;, entdo a matriz M (L) tem uma
ou mais colunas de zeros, para cada j € J, definamos os seguintes inteiros
positivos

v = (F1,..., F,) =min{o; —ord (F;,u;) | i€ {1,...,n}}

’y:’y(Fl,,Fn):Z’)/z(Fh?Fn)
=1

Observe que 1 < 7; < 0, ¢ 0 < v < N — o;, para todo i € {1,...,n}.
Além disso, note que se J # &, entdao PS (Fi,...,F,) é um conjunto de L
polindmios em L — ~ variaveis diferenciais. Agora, considere M; a matriz
L x (L — ) obtida por remogao das colunas nulas de M (L) que corresponde
aos mondmios no conjunto dado por

mJ;:{ujk’k:N—")/j,...,N, COHI]GJ}

De modo andlogo, definimos também M” como sendo a matriz L x (Lh — 7)
obtida por remocao das colunas nulas de M (Lh) que correspondem aos
mondmios no conjunto dado por

mhy = {up |k=N—-~—1,...,N—1, com j € J}.

Para um dado i € {1,...,n}, seja I'; a submatriz de M; cujas linhas con-
tém os coeficientes dos polindmios em {6N o ..., 0F;, F; } Analogamente,



73

para um certo i € {1,...,n}, seja I'i" a submatriz de M”? cujas linhas contém
os coeficientes dos polinomios em {ON~*~'H;, ... 0H; H;}. Seja agora M,
a submatriz de M; obtida por remogao das ultimas v linhas do bloco I';. De
igual modo, seja agora M 2 a submatriz de M obtida por remogao das 1lti-
mas 7 linhas do bloco T'?. Vamos também considerar o seguinte subconjunto
de K {X}, de polinomios de grau 1:

M := {determinantes nao nulos de menores de M; de ordem L — v}
De forma anéloga, consideremos também o seguinte subconjunto de K:
M = {determinantes nao nulos de menores de M ? de ordem L" — v}

Salientamos que os conjuntos M e M" estao contidos, respectivamente, nos
espagos vetoriais

K (det (M) |i€{l,...,n}) e K{det (M}) i€ {1,....n}).

Definigao 3.15 A resultante diferencial generalizada de {Fy,..., F,}, de-
notada por OResy (Fy, ..., Fy,), € definida como seque:

0, seM =g

OResy (F,... Fn) i= { Aoul, seexiste Ae M talque M C [A]

Observacao 3.16

A definicao dada aqui de resultante diferencial generalizada se aplica apenas
aos polinomios de grau 1, visto que esta defini¢ao para polindémios de qualquer
grau nao ¢ o objetivo deste trabalho.

Dados F1,..., F,, o seguinte algoritmo retorna 0Res; (Fi, ..., Fy,).
1. Se det (My,) =0, para todo ¢ € {1,...,n}, entdo retorna 0.

2. Se A = {ke{l,...,n}|det(M;,)#0}, entao A = {iy,...,i;} C
{1,...,n} é tal que det (MJH) < - < det (MJ%), em relagao a A.

3. Seja A = det (My, ). Se det (Mj,) € [A], para todo i, entdo retorna A
senao retorna 1.

Definicao 3.17 A resultante diferencial homogénea generalizada do con-
junto {Hy, ..., H,}, denotada por ORes" (Hy, ..., H,), ¢ definida como seque:

0 se M=o

h =
OResj (H, ..., Hy) = { MDC (M"),  caso contrdrio
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Note que, se ORes" (Hy, ..., H,) # 0, entao
ORes (Hy, ..., H,) = MDC {det (M}) | i€ {1,...,n}}.

Proposicao 3.18 Dado o sistema S :={H; =0,..., H, =0}, tem-se que:
1. Se S tem uma solugio nio nula, entio ORes" (Hy, ..., H,) = 0.
2. ORes" (Hy, ..., H,) =0 se, e somente se, ORes; (Fy,..., F,) =0.

A demonstragao deste resultado encontra-se em [31].

Vamos usar o préximo resultado para provar o principal resultado desta
segdo, a saber, se J # @& e ORes;(Fy,...,F,) é nao constante (isto &,
OResy (Fy,...,F,) ¢ K), entdo OResy (Fi,...,F,)(X) = 0 ¢é a equacao
implicita de P (X, U).

Lema 3.19 Se P(X) = det(M;,) € K{X}, comi € {1,...,n}, entao
ord (P,z;) < N —o; —, para todo j € {1,...,n}.

Demonstracao. A demonstragao segue da definicao de ordem apresentada
anteriormente. m

Teorema 3.20 Seja P (X,U) um sistema de equagoes, J # & e suponha
OResy (Fy,...,F,) ¢ K. Entao,

1. dim (ID) =n — 1.
2. OResy (F1,..., F,) (X) =0 € a equagao implicita de P (X,U).

Demonstragao. Dado um sistema P (X, U), suponha que J # & e que
OResy (Fy,...,F,) seja ndo constante. Assim, em particular, tem-se que
OResy (Fy,...,F,) # 0. Dai, pela defini¢ao de dRes; (F1,..., F,), vem que
M C K (det (My,) |i€{1,...,n}) éum subconjunto nao vazio de K {X}, e
portanto, segue que o conjunto A descrito no algoritmo a pouco é nao vazio,
por definicao. De acordo disso, definindo A := det (M Jil), segue do lema
anterior que ord (A, x;) < N — oy, —, para todo k € A. Novamente, do lema
anterior temos que A € [PS] e podemos realizar operacdes nas linhas de
M; obtendo a matriz
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Agora, realizamos operagoes nas linhas de Fj, para obter a forma escalonada
reduzida de M j;. Assim, as linhas da matriz obtida sao uma base de Grobner
g de [PS], com BNK{X} = {A, AW ,A(V)}. Logo, por defini¢ao, tem-se
que A é um polindémio caracteristico de ID, e portanto, dim (ID) = n — 1,
o que prova ser OResy (Fy,...,F,)(X) = A(X) = 0 a equagao implicita de
P(X,U). =

Observacao 3.21

Observe que dResy (Fy,. .., F,) = 1 implica que a dimensao de ID é menor
do que n — 1 e, por conseguinte, a equagao implicita nao existe. Resta
determinar a razao para a qual dRes; (Fy,..., F,) = 0.

Exemplo 3.22

Considere o sistema linear de equagoes polinomiais paramétricas

T1 = U]+ Ug + Uo
SQ = Ty = tun + U922
T3 = U+ U

ok,

dado no exemplo, onde uj;, = %, para j € {1,2} e k € N, e 2y = F7,
para i € {1,2,3} e k € N. A matriz M (11) definindo a resultante dife-
rencial {z7 — u; — uy — uay, To — tugy — Usg, T3 — U] — Uy } tem uma coluna
nula. Assim, a equacgao implicita de S coincide com o determinante das
submatrizes 10 x 10 de M (11), obtida removendo a coluna nula e qualquer
outra linha.

3.6 Operadores Diferenciais Proprios

Nesta secao, daremos alguns resultados relacionados com o problema de in-
versao. Para ser mais preciso, vamos estudar certas condigoes nos operadores
diferenciais £;; que faz de P (X,U) um conjunto préprio de EDPP’s. Re-
uniremos a seguir algumas defini¢des que serao necesséarios nesta secao e que
foram usados na segao 5 do capitulo anterior, para estudar o problema de
inversao em termos de conjuntos caracteristicos.

A imagem de P (X,U) em E" é o conjunto IM definido por

{(771, .., Mn) € E™ | existe (71,...,7n_1) € E" Y onde n; = P (11, ... ,Tn_l)} )
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O problema de inversao diz é o seguinte: dado (1y,...,n,) € IM, determine
(7—17 s 7Tn71) € En_l tal que, 1n; = P’L (7—17 cee 7Tn71)-

Chamamos de mapas inversos para P (X,U) a um conjunto de fungoes
U1, ..., 0,1 em {X} tais que u; = vj(xq,...,2,), para j = 1,...,n — 1.
Temos que (P, (U),..., P, (U)) é um zero genérico de ID e, por defini¢ao, a
variedade implicita de P (X,U) é

V(ID)={ne E"| f(n) =0, para todo f € ID}.

Um conjunto de EDPP’s é prdprio se para um zero genérico (aq,...,a,)
(e assim a maioria dos pontos) da variedade implicita, existe somente um
(T1,...,Tp_1) em E" 1 tal que a; = B (14, ...,Tn_1), parai=1,...,n.

Proposicao 3.23 Suponha que ORes; (Fy,...,F,) ¢ K. Entao o conjunto
P de EDPP’s € proprio. Além disso, existem mapas inversos B; (X,U) =
ciu; +U; (X), comc; € K e U; € K{X}, para todo j € {1,...,n—1}.

Demonstragao. Dado o conjunto P : P (X,U) de EDPP’s, suponha que
OResy (Fy,...,F,) seja ndo constante. Se a matriz S, definida na secao
anterior, tem uma coluna nula, entdo temos que dRes" (Hy,...,H,) = 0.
Neste caso, o conjunto J também definido na se¢ao anterior é nao vazio.
Deste modo, se J = @, entao ORes" (Hy,...,H,) # 0, e assim, a forma
escalonada reduzida E (L) de M (L) da prova do Teorema 3.11 é uma matriz
triangular. Caso J # @, tem-se que o conjunto M contido no espago vetorial
K (det (My,)|i€{1,...,n}) é vazio, e entdo ORes; (Fy,...,F,) = 0, por
definigdo. Uma vez que OResy (F,..., F,) ¢ K, tem-se entdo também que
ORes; (Fy,...,F,) # 1. De acordo com isso, existe k € {1,...,n} tal que,
det (M) # 0 é a equagao implicita de P. Portanto, a forma escalonada
reduzida de My, é uma matriz triangular. Em ambos os casos, a base de
Grobner obtida a partir da forma escalonada reduzida contém polinémios
B, lineares em u;. Além disso, os parametros u; sao independentes. Segue
que o conjunto P de EDPP’s é proprio, e neste caso, existem mapas inversos
B; (X,U) = cju; + U;(X), com ¢; € K e U; € K{X}, para todo j €
{1,...,n—1}. m

O proximo resultado nos fornece uma condicao necessaria para que um con-

junto P (X,U) de EDPP seja proprio.

Teorema 3.24 Se o conjunto P (X,U) de EDPP’s € préprio, entao temos
que {Lyj,...,Ly;} € um conjunto de operadores diferenciais coprimos, para
j=1,...,n—1.
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Demonstracao. Fixada a extensao universal £ do corpo diferencial K,
seja P (X,U) um conjunto de EDPP’s. Suponha que P (X, U) seja proprio
e considere um conjunto de operadores diferenciais, digamos {L4j, ..., L,;}.
Agora, suponha por absurdo que exista k € {1,...,n— 1} de modo que
L;=MDCq(Lyj,...,Ly) € K[J] e nao trivial. Entao existe um elemento
n € E diferente de zero tal que, L (n) = 0, para i = 1,...,n. Definindo
o elemento U +n := {uy,...,up +1,...,up_1} € E" ! e, lembrando que

n—1
P, (U) =a;— > L (uj), tem-se entao que
j=1

(Pr(U+n),...., B (U+n) = (P (U),..., P (U)),

e assim, segue que P (X,U) nao é proprio, por definigdo, absurdo. Por-
tanto, L; = M DCy (L, ..., L) € K [0] é trivial, ou seja, os elementos do
conjunto {Ly;,...,L,;} sd o coprimos, para j =1,....,n—1. =

Observacao 3.25

Para n = 2, a condi¢ao no teorema anterior é também suficiente, mas para
n > 3 nao ¢ verdade. De fato, tomando K = C(t) e d = £, considere o
sistema linear de EDPP’s dado por

Tr = 2U1+U11+UQ+U22
S:8 Ty = up+up + up + us +uge
T3 = U+ 2up +u + ug

onde:
L1 =2+0 Lio=1+0* Ly=1+0+0
£22:1+82 £31:1+28 £32:1+8

Podemos mostrar que, apesar de M DCy (L4, Lo, L3;) = 1, o sistema S néo
¢ proprio (veja [31]).

Dado o sistema de Ps (x1, 9, u) de EDPP’s, o algoritmo que segue retorna a
sua equagao implicita A (X):

1. L:=MDCy (L4, Ls).

2. Se L ¢ K entao calcula-se Z, tal que Eizfiﬁ e L;: :Ei, 1=1,2.
3. Calcula-se Dy e Ds.

4. A(X) = (Ly—Dy) (1 — ) — (L1 — D) (x2 — a2)
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Observacao 3.26

O Maple packages OreTools, DEtools e Ore-algebra podem ser usados para
calcular M DCy (Ly, L2) ([1]).

Uma vez definido £; := M DCy (Lyj,...,Ly;), com j=1,...,n—1, existem
Zij € K |[0] tais que L;; = Zijﬁj, para i = 1,...,n. Se L; € K, entao
Zij = L;;, para j € {1,...,n—1}. A partir daf, podemos definir um novo
conjunto de EDPP’s

P(X,U) = : ,
t, = P,(U)=a,— H,U)
onde I, (U) = g.@j () e B (U) = T, (X) + 1, (U).

Proposicao 3.27 Se ID ¢ o ideal implicito do conjunto P (X,U) de EDPP’s,
entao ID = ID.

Demonstragao. Seja ID o ideal implicito do conjunto P (X,U) de EDPP’s.
Vamos mostrar que ID = ID. De fato, por um lado, suponha que f € ID.
Logo, f <P1 v),..., P, (U)> = 0. Em particular, para

n=(Ly(u), Lo (Un-1)),

tem-se que 0 = f(lgl (n),...,ﬁn(n)> = f(P(U),...,P,(U)), e assim,

f € ID. Portanto, ID C ID. Por outro lado, seja f € ID =[PS] N K [X].
Logo existem F; € K [J], para i = 1,...,n, tais que

F(X)=F (X U)+- + Fo(Fa (X, U)).
Assim, vem que Fy (Hy (U)) +---+ F, (H,(U))=0¢e
F(X)=F (T (X)) +-- + Fu (Tn (X)),

consequentemente, tem-se que Fi (Lq; (u;)) + -+ + Fn (Ln; (u;)) = 0, para
todo j € {1,...,n — 1}. Por conseguinte, segue que

(Filyj+ o+ Faly) £ =0,
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e dai, uma vez observado que £;; # 0 (final da sec¢@o 2), tem-se que o operador
diferencial F1Ly; + - - - + F,L,; é nulo. Concluimos entao que

Fi (Fll (U)) +ot+ Fy (fln(U)> =0,

o que implica que f <}N71 v),... P, (U)> = 0, e portanto, tem-se que [ €
ﬁi, ou seja, ID C ID e o resultado segue. W

O corolario seguinte decorre diretamente do Teorema 3.11 e proposicao 3.27.

Coroléario 3.28 Dado um sistema P (X,U), se ORes" <ﬁ1, . ,f[n> £ 0,

entao dim (ID) =n — 1 e ORes <ﬁ1, ce ﬁn> (X) =0 € a equagao implicita
de P(X,U).

Revisitanto o sistema dado no inicio da seccao 3.2, o método para calcular a
sua equagao implicita seria a seguinte: calcula-se o sistema Sy, e em seguida,
determina-se a equacao implicita de §; que é

ORes <ﬁ1,ﬁ2,ﬁ3> (X) = (t - 1)ZL’12 — tl’gl — (t - 1)1’32 + Iy = 0.

Corolario 3.29 Fizado u = wuy, colocamos Hy(u) = L1 (u) e Hy(u) =
Loy (u), para operadores diferenciais Lq,Ly € K [0]. Assim, se n = 2, sao
equivalentes as sequintes afirmacgoes:

1. P(X,U) é proprio;
2. (El,[,Q) = 1,‘
3. aRGS (Fl,FQ) = 0.

Demonstragao. O corolario segue da proposicao 3.23, do teorema 3.24 e
do teorema 2 de [10]. m

3.7 Trabalhos Futuros

Definir e estudar a resultante diferencial generalizada para polinémios de
qualquer grau.
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