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RESUMO

Este trabalho consiste na resolu¢do de problemas elasticos axissimétricos utilizando a
formulacdo do Método dos Elementos de Contorno. A solucdo de Kelvin, a qual considera
uma carga unitdria concentrada em um dominio infinito com propriedades e comportamento

elésticos, foi tomada como solucdo fundamental cartesiana tridimensional do problema.

O problema originalmente tridimensional €, entdo, primeiramente expresso em coordenadas
cilindricas (1,6,z) e posteriormente integrado em relacdo a varidvel “0” transformando-se num
problema bidimensional (r,z). Nesta integrag@o hd o aparecimento de integrais elipticas e suas
derivadas, as quais s@0 manipuladas para a obtencdo das expressdes de deformagdes e tensdes
fundamentais. Estas expressdes levam a uma grande quantidade de integrais singulares que
sdo resolvidas, em sua maioria, com o uso de pontos externos ao dominio como pontos fonte

do método.



ABSTRACT

This work presents the Boundary Element formulation to axysimmetric elastic problems. The
Kelvin solution, which uses a unitary concentrated load in an infinite elastic domain to

generate the fundamental solution, is taken into account.

Initially, the three-dimensional problem expressed in cartesian coordinates is transformed to
cylindrical ones. In a second step the mathematical expressions are integrated in the “0”
variable, changing into a two-dimensional model. In this mathematical strategy occur elliptic
integrals and their derivatives, which are manipulated to achieve the fundamental stresses.
Cumbersome singular integrals would need to be solved using traditional collocation of
source points on the boundary. Here the positions of source points are external to physical

domain, avoiding singularities.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

1.1 - CONSIDERACOES GERAIS

Sdo numerosos e extremamente importantes os problemas axissimétricos em diversos
setores da Engenharia. Quase sempre estdo associados a alguma forma de transmitir ou
armazenar energia, como: tubulagdes, vasos de pressdo, tambores, rotores, linhas de
transmiss@o, solendides, etc. A grandeza fisica associada pode ser o deslocamento, a
temperatura, o potencial elétrico ou fungdes especiais de tensdo, entre outras, pertinentes a
qualquer disciplina ligada a 4rea tecnoldgica.

E natural, portanto, que muitas pesquisas de cunho cientifico ainda se concentrem no
aprimoramento de tratamentos matematicos de problemas axissimétricos. Considerando

atualmente as necessidades imperiosas de solugdes computacionais eficientes, os esforgos
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cientificos incluem o desenvolvimento de métodos numéricos que disponibilizem solucdes
precisas e acessiveis destes problemas.

Sabe-se que a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno para problemas
axissimétricos pode ser bastante vantajosa se as equacdes integrais forem previamente
integradas na direcdo circunferencial, resultando posteriormente num modelo bidimensional

onde apenas a se¢do de revolucdo, como a secdo hachurada mostrada na Figura 1.1, necessita

ser discretizada.

\
Q/E‘w\ T
_,—'-'_'_/

- Xl r

X2

Figura 1.1 — Simplificacdo do dominio e do contorno nos casos axissimétricos

E preciso ressaltar que também sdo freqiientes os casos em que O corpo possui
geometria axissimétrica, mas esté sujeito a carregamentos ndo axissimétricos, de forma que o
problema depende matematicamente também da coordenada angular. Estes casos, todavia,

devido a sua maior complexidade, ndo serdo aqui tratados.

Programa de P6s Graduagdo da Engenharia Mecanica -UFES
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1.2 - OBJETIVO

Este trabalho consiste na resolucio de problemas eldsticos axissimétricos utilizando a
formulagao direta do Método dos Elementos de Contorno, gerada a partir da forma integral
inversa associada a equacdo diferencial de governo descrita em Brebbia [1], expressando as
grandezas fisicas do problema como varidveis basicas ou primais.

A solugdo de Kelvin, a qual considera uma carga unitdria concentrada em um
dominio infinito com propriedades e comportamento eldsticos, foi tomada como solucio
fundamental cartesiana tridimensional do problema.

O problema originalmente tridimensional €, entdo, primeiramente expresso em
coordenadas cilindricas (r,0,z) e posteriormente integrado em relacdo a varidvel angular “6”,
transformando-se num problema bidimensional em termos do par (r,z). Nesta integracdo hd o
aparecimento de integrais elipticas e suas derivadas, as quais sdo manipuladas para a obtencao
das expressoes de deformacgdes e tensdes fundamentais. Dentro do contexto do Método dos
Elementos de Contorno, exposto em termos de uma formulagdo integral inversa, estas
expressOes levam a uma grande quantidade de integrais singulares, que s@o resolvidas, em sua

maioria, com o uso de pontos externos ao dominio como pontos fonte do método.

Programa de P6s Graduagdo da Engenharia Mecanica -UFES



Introducdo 16

1.3 - RESUMO HISTORICO

Este procedimento nos problemas de campo escalar tem sido implementado com
generalidade, devido a relativa facilidade na obtencdo de equacdes elipticas resultantes. No
entanto, nos problemas de elasticidade, onde a solu¢cdo do campo vetorial acarreta em
integrais elipticas mais complexas, este procedimento tem sido muito limitado, exatamente
pelas dificuldades enfrentadas na derivacdo destas integrais elipticas, mais especificamente
quando da obten¢@o da tensdo fundamental. Nos trabalhos realizados por Kermanidis [2],
Cruse et al [3], Mayr & Neureiter [4] e ainda Brebbia et al [5], foram apresentadas expressoes
para as deformacgdes fundamentais; porém, as tensdes fundamentais foram deixadas em
funcdo das derivadas das deformagdes. Além disso, apenas no primeiro trabalho [2], foi
apresentada a solucdo fundamental nas trés coordenadas do sistema de coordenadas
cilindricas. De modo a apresentar mais detalhadamente todo o contetdo inerente a formulagio
matemdtica do problema eldstico axissimétrico, no presente trabalho estdo explicitadas, com o
auxilio do software “Maple”, todas as expressdes que compdem a solucdo fundamental do
problema, os chamados “kernels”, sobretudo as componentes do tensor tensdo, pois estes nao
sdo apresentados claramente sequer por Brebbia [6]. Se em um outro artigo, Mayr et al [7]
explicitaram estas solu¢des fundamentais para um carregamento arbitrario (ndo axissimétrico,
inclusive), infelizmente suas expressdes continham erros de impressao.

Uma outra dificuldade encontrada na abordagem destes problemas axissimétricos deve-se

a diversidade de integrais de contorno singulares quando se toma um ponto situado no
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contorno como ponto fonte. Para contornar essa dificuldade, neste trabalho sdo utilizados
pontos fonte fora do dominio, o que evita a necessidade de solu¢cdo de uma grande quantidade
de integrais singulares. Em adi¢@o a isto, s@o ainda apresentados resultados que mostram o
bom desempenho do método em termos de precisio e economia computacional,

principalmente com relacdo aos modelos tridimensionais.

Programa de P6s Graduagdo da Engenharia Mecanica -UFES
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CAPITULO II

ELASTOSTATICA

2.1 - INTRODUCAO

A experiéncia mostra que todo material sdlido se deforma quando alguma forga lhe é
exercida, interna ou externamente, mantendo-se o equilibrio estatico. Microscopicamente,
pode-se dizer que os dtomos e as moléculas que compdem um dado corpo, mesmo distando de
valores infimos umas das outras, ainda possuem espaco para se deslocar, alterando ou ndo o
volume em seu entorno. No caso de materiais lineares, homogéneos e isotrépicos, existem
relacdes lineares relativamente simples entre as deformagdes e os esforcos aplicados, da
mesma maneira que um alongamento de uma mola é proporcional a for¢a que nela € exercida.
Havendo linearidade, as deformacdes sdo, entdo, reversiveis: tdo logo a mola € relaxada, a
mesma retornard ao seu comprimento inicial. Estas leis de proporcionalidade constituem o
que é chamado de Elasticidade Linear. Conhecer o comportamento do material é importante

para definir seu correto uso e também a interacdo com os outros componentes do conjunto.

Pode-se determinar as condi¢des de equilibrio estitico, sem se ocupar da distribui¢do
interna dos esforgos, fazendo-se uso da Mecénica dos Corpos Rigidos. Esta disciplina é

fundamentada no fato de que quando uma forca é aplicada em um ponto qualquer de uma
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estrutura € admitido que sua agdo € transmitida instantaneamente para todas as partes da
mesma, produzindo reagdes imediatas nos apoios ou vinculos existentes e promovendo

movimentos lineares e angulares caso nao haja restricdes nesse sentido.

A Mecanica dos Corpos deformdveis, por sua vez, considera a flexibilidade da
estrutura e, consequentemente, as alteracdes da configuracdo geométrica original em razdo da
distribuicdo de forcas em seu interior, cujos efeitos locais se traduzem em termos de
grandezas como a tensdo e a deformacio. Foi a partir desta necessidade que se desenvolveram
os estudos da Teoria da Elasticidade, que ajudam a entender o que acontece no interior de um

corpo submetido a qualquer carregamento.

Seguindo as defini¢des usuais da literatura técnica, tem-se que a Teoria da Elasticidade
¢ a disciplina da Mecanica que se ocupa em formular expressdes, matematicamente rigorosas,
que descrevem as relagdes entre tensdes, deformagdes e deslocamentos, em corpos solidos
eldsticos. As seg¢Oes que se seguem tratam exatamente de resumir os principios desta

disciplina.

2.2 - EQUACOES BASICAS DA ELASTOSTATICA

Para dedugdo e apresentacdo das equacdes diferenciais e integrais da Elastostatica é
preciso se fazer algumas consideragdes fisicas e utilizar artificios matematicos objetivando

facilitar a compreensdo destas equacdes.

Uma poderosa ferramenta operacional chamada notacdo indicial, por ser simples e
concisa, sera utilizada na descricio de algumas equacdes. Suas vantagens podem ser

observadas principalmente nas operagdes de diferenciacao.

Para a constitui¢do dos corpos, algumas consideracdes fisicas serdo feitas. Algumas
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delas ja foram expostas anteriormente, mas a importancia delas justifica sua repeticdo nesta. A
primeira hipétese é a de que os corpos que estdo submetidos as forgas sdo perfeitamente

elasticos, isto é, retornam ao seu estado original quando a agéo dessas forgas € interrompida.

Também parte-se do principio de que a matéria de um corpo eldstico é homogénea e
distribuida continuamente no seu volume. Admite-se ainda, que o corpo € isotrépico, isto é,
que seu material apresenta as mesmas propriedades eldsticas em todas as direcdes. Assim
sendo, serda garantido que as propriedades do meio estudado variam de maneira continua de

um ponto a outro do Corpo.

E, também, imprescindivel considerar que as deformacdes e seus deslocamentos
correspondentes sejam pequenos, de modo que a linha de agcdo das forgcas externas ndo se

altere, satisfazendo assim as condi¢des de homogeneidade e superposi¢do dos carregamentos.

As pequenas variacdes nas dimensdes do corpo e os pequenos deslocamentos dos
pontos de aplicacdo das forgas externas sdo desprezados. Desta forma, as equagdes de
equilibrio do corpo estardo sempre relacionadas a configuracdo inicial do carregamento no

corpo.

Uma dltima consideracdo, importante para futuros procedimentos matemaéticos,
consiste de que numa integracdo, o volume elementar estudado serd suposto pequeno em
relacdio ao volume total, porém grande suficiente em relagdo ao tamanho de quaisquer

descontinuidades possivelmente existentes na superficie do corpo.

Assim sendo, doravante, com o auxilio das hipéteses explanadas, serdo apresentadas
as equagdes bdsicas que governam o equilibrio local no meio continuo, a compatibilidade de

movimentos no entorno de um ponto e as relagdes entre tensdes e deformagdes.
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2.2.1 - EQUACOES DE EQUILIBRIO

z

Quando um corpo € submetido a algum esforco externo, forcas de coesdo se
desenvolvem no interior do material a fim de assegurarem a integridade da matéria. Ao
mesmo tempo, essas reacdes se distribuem genericamente de forma continua e com diferente

intensidade e dire¢do em todas as partes do corpo, visando estabelecer o equilibrio.

De modo a melhor qualificar esses esforcos, é preciso analisd-los localmente e
normaliza-los com relagdo a uma dimens@o caracteristica, que € a drea de aplicagdo. De fato, é
razoavel admitir que os elementos de matéria continua exercem, uns sobre os outros, forcas de
coesdo dentro de um pequeno raio de a¢do, num determinado plano. Para tanto, estabelece-se

o conceito de tensdo e as grandezas dele derivadas.

Assim, define-se formalmente tensdo como sendo a grandeza que expressa a
intensidade e a direcdo das forgas internas presentes num dado corpo, atuantes num ponto
particular, agindo em determinado plano. Esta defini¢do mostra que o estado de tensdo nio
apenas pode variar de ponto a ponto, mas depende do plano escolhido e nele possui
componentes vetoriais proprias. Esta definicdo complexa se explica devido ao fato do estado

de tensdo ser matematicamente um tensor de segunda ordem ou um diddico.

Uma observacdo mais meticulosa mostrard que de fato o estado de tensdo requer um

nimero maior de dados para sua caracterizagdo, conforme mostra a Figura 2.1 a seguir.
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Figura 2.1 — Paralelepipedo elementar de tensdes num ponto

Como se pode observar, em cada plano ortogonal existe um conjunto de trés diferentes

componentes de tensdo. Cada um desses trés componentes € um escalar, mas o trio define um

vetor no plano, denominado de vetor tensdo p;. Embora possua dimensdo similar a de uma

pressdo, devido a representar o esforco distribuido numa superficie elementar, ¢ uma grandeza

vetorial e depende da orientacdo do plano considerado.

O conjunto de trés vetores tensdo em planos linearmente independentes, usualmente
ortogonais, constituidos de nove componentes escalares, define o estado de tensao através do
tensor tensio. E comum representd-los geometricamente através de um paralelepipedo
elementar e analiticamente através de matrizes quadradas. E importante ressaltar que as
componentes escalares do tensor tensdo sdo sempre de dois tipos: normais e cisalhantes,
independentemente da forma de agdo externa (mecénica, térmica ou eletromagnética, etc)
atuando por efeito de contato (pressio ou friccdo) ou por interacio com um campo

(gravitacional, inercial, centrifugo, etc.).
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E possivel demonstrar que conhecido o vetor tensdo em trés planos linearmente
independentes € possivel determinar o vetor tensdo em qualquer outro plano. Logo, o estado
de tensdo num ponto pode ser completamente representado pelas suas componentes nestes
trés planos linearmente independentes. Demonstra-se ainda que o estado de tens@o num ponto
¢ inalterdvel, qualquer que seja sua representagdo. Diferentes posicionamentos do

paralelepipedo elementar ndo lhe alteram as propriedades denominadas de invariantes.

As diferentes componentes do tensor tensdo no interior do corpo e também na sua
superficie externa devem satisfazer, respectivamente, as condi¢des de equilibrio para o
dominio e para o contorno. Tais equagdes de equilibrio estitico, que regem o problema no
qual um corpo tridimensional € sujeito a carregamentos internos e externos também

tridimensionais, sdo descritas abaixo:

6., +b. =0 , no dominio Q (2.01)
p;=0;n; , no contorno I' (2.02)

Na equagdo (2.02) n; representa os cossenos diretores do vetor unitdrio normal a

superficie sobre a qual a forca de superficie age, apontando para fora do dominio.

Analisando as tensdes que atuam sobre um volume elementar no que tange ao seu
equilibrio estdtico, é imediata a obtencdo da equagdo a seguir quando se efetua a somatéria de

momentos:

G. =0 (2.03)

Essa condic¢fo, que da origem a simetria do tensor das tensdes, s6 ndo seria verdadeira
nos pontos em que houvessem momentos concentrados aplicados. Essa condicdo &
fisicamente invidvel. Dai resulta, entdo, que as tensdes cisalhantes s@o ditas reciprocas: tem

mesmo médulo quando seus planos compartilham uma aresta do paralelepipedo elementar.

Como se pode observar, a equagdo (2.01) corresponde ao equilibrio no dominio ou

interior do corpo, e a equacdo (2.02) corresponde ao equilibrio na superficie externa ou
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contorno.

2.2.2 - EQUACOES CINEMATICAS

A atuagdo das forcas implica na transformacio da configurag¢@o original do corpo no
espaco em outra, cujo processo ¢ chamado movimento. O movimento nio inclui apenas
trajetorias no espaco, mas também alteracdo na disposi¢@o interna das partes do sistema. Nos
problemas da Mecanica dos Sélidos, os vinculos do corpo com partes fixas (apoios, engastes,
pinos etc.) fazem com que os movimentos de corpo rigido sejam limitados e movimentos
internos das partes do corpo sejam significativos numa andlise com vistas a sua integridade. O
diferencial entre os movimentos sofridos por essas partes tem assim grande importancia;
pontos vinculados ndo se movimentam e outros apresentam destacada alteracdo no seu
posicionamento. E importante, portanto, acompanhar os movimentos localmente. Com esse
propdsito, € comum empregar-se uma nova nomenclatura, que expresse o movimento local
das particulas. Assim, denomina-se por deslocamento a distncia percorrida por um ponto do
corpo, devido ao movimento resultante da aplicacdo de esfor¢os externos, com relacdo a uma

posicdo de referéncia, normalmente tomada na configuracao indeformada do corpo.

O deslocamento de um ponto, entretanto, ndo € uma grandeza suficiente para estabelecer
uma relagdo matematicamente satisfatdria entre os esforcos e o0 movimento resultante de sua
acdo no corpo, por duas principais razdes. Primeiramente, experiéncias simples em ensaios de
tracdo mostram que € preciso adimensionalizar a relagcdo entre os esforcos e o tamanho do
corpo, de modo que a resposta eldstica a um determinado nivel de tensdo independa da
dimensdo do corpo. Em segundo lugar, as tensdes surgem devido a gradientes de
deslocamento, pois movimentos de corpo rigido por si s6 ndo produzem esfor¢os internos.
Assim, € preciso contabilizar os diferenciais de movimento entre particulas adjacentes,
considerando seu distanciamento original. Surge dai o conceito de deformagdo. Se um

mapeamento dos deslocamentos correspondentes a configuracdo anterior e a posterior ndo
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preservar as distancias entre as particulas, ha deformacao.

No entanto, existem vdrias medidas de deformacdo. Todas envolvem o gradiente do
campo de deslocamentos como medida basica. No caso de pequenos deslocamentos e
movimentos de corpo rigido despreziveis, pode-se representar a deformagdao do corpo com

ajuda das equagdes conhecidas como Equagdes Cineméticas Lineares:
= l( ) 2.04)
SU_Z u, +Uu., (2.

No conjunto de equagdes anterior, g; € a expressdo indicial do diadico chamado de

tensor de Green para pequenas deformacgdes. A possibilidade de rotagdes induzirem tensdes
no corpo motiva definicdes mais abrangentes do que a exposta, que foi baseada na alteragio
da distincia relativa entre particulas. E o caso de movimento de cordas e cabos, cuja rotagio
estd associada a um acréscimo de esforco. Entretanto, para a Elastostdtica linear, aqui

abordada, a idéia apresentada € plenamente satisfatoria.

A equacdo (2.04) representa, na realidade, um conjunto de seis equacdes de
deformacdo expressas em termos trés deslocamentos. Isso indica que essas seis componentes
de deformacdo ndo podem ser independentes; devem satisfazer condi¢des adicionais,
conhecidas como equagdes de compatibilidade de deformagdes, que formam um conjunto de

81 equagdes originais, definidas indicialmente por:
€ T Exsij ™ Eiksjt ~ ok =0 (2.05)

No entanto, a maior parte delas é redundante ou identicamente nula. Apenas 6 sdo
distintas e, na realidade, somente 3 sido independentes. Logo, as condi¢cdes de compatibilidade
introduzem 3 equagdes adicionais, o suficiente para permitir a relacdo inequivoca entre
deslocamentos e deformagdes. Deve-se ressaltar que o uso das equagdes de compatibilidade
somente se faz necessario se a formulacdo do problema se partir do campo de tensdes e daf
para o cédlculo dos deslocamentos resultantes; caso se determine inicialmente o campo de

deslocamentos, o uso da equacgao (2.04) pode ser feito diretamente, sem problemas.
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2.2.3 - EQUACOES CONSTITUTIVAS

As relagdes entre tensdes e deformacgdes envolvem propriedades fisicas que variam de
material para material. Por essa razdo, também sdo conhecidas como equagdes constitutivas.
No caso linear, por analogia com o comportamento de uma mola sob tracdo, seguem uma
relacdo comumente denominada de Lei de Hooke Generalizada. No caso de um material

isotropico, as relacdes entre tensdes e deformacdes sdo definidas por:
o; =Ad;&, +2ug; (2.06)

Na equacdo anterior A e W sdo conhecidas como as constantes de Lamé. Estas
constantes nio sdo muito adequadas a estudos praticos, sendo usualmente expressas através de
outras constantes fisicas, bem conhecidas em outras disciplinas correlatas: E (médulo de
elasticidade longitudinal), G (médulo de elasticidade transversal) e v (coeficiente de Poisson).

Assim pode-se expressar A e L segundo as seguintes relagdes:

E

=G=—— 2.07
H 2(1+v) 07
p=-28v ___ BV (2.08)
(1-2v) (1+v)(1-2v)
Substituindo (2.07) e (2.08) em (2.06) tem-se:
2Gv
Gij = ZGSij + mgkk Sij (209)

Ou de forma inversa por:
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1 v
8ij :E(Gij -mckk Sijj (210)

2.2.4 - EQUACAO GERAL DE GOVERNO

As equacgdes (2.01), (2.04) e (2.09) representam um conjunto de 15 equagdes para 15
incognitas em problemas tridimensionais. Para se gerar uma equag@o vetorial concisa,
denominada de equacdo de governo, o procedimento consiste em substituir (2.04) em (2.09)
para obter a tensdo em funcdo do gradiente dos deslocamentos e, depois, substituir este
resultado em (2.01) para obter a equagdo diferencial parcial de segunda ordem para os
deslocamentos. A equacdo resultante destas operacdes também € conhecida como Equagéo de
Navier. Indicialmente, expressa-se tal equacdo por:

Guj,kk+iuk,kj+bj:o emQ @2.11)

(1-2v)
onde u; € o vetor deslocamento.

Procedendo da mesma forma, porém, substituindo (2.04) em (2.09) como
anteriormente e agora substituindo este resultado em (2.02), obtém-se uma equacdo

diferencial de primeira ordem, que € vélida para o contorno do corpo:

2G
(1_2\\:) o0, + G, +u ) =p,  em T (2.12)

Observa-se que para a solucdo da Equacdo de Navier ndo é necessdrio resolver as
equacdes de compatibilidade de deformacgdes, pois € uma formulacdo de deslocamentos. O
procedimento para a obtencdo das tensdes consiste em se conseguir, primeiramente, a solucao

de (2.11). Conhecido o campo de deslocamentos, utiliza-se a equacdo (2.04) para o célculo
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das deformacdes e, finalmente, emprega-se a equacdo (2.09) para o célculo das tensdes. A
equacdo (2.12) € utilizada para que sejam satisfeitas as condi¢des de contorno no que diz

respeito a forcas na superficie.

2.3 - CARACTERIZACAO DO ESTADO AXISSIMETRICO

Em toda a andlise realizada até o momento foi considerado o espaco como
tridimensional. No entanto, em muitos problemas praticos, a conforma¢do geométrica do
corpo e a distribuicdo espacial do carregamento nele aplicado facultam simplificagdes nas
relacdes anteriormente apresentadas. Desta forma, antes de insistir em maiores consideracoes
sobre o estado geral de tensdes e deformagdes tridimensional, é importante compreender em

quais circunstancias pode-se admitir estados menos complicados.

Realmente, existem algumas classes de problemas da engenharia que, ao satisfazer
determinadas condicdes de geometria e carregamento, podem ser estudadas considerando
duas dimensdes ou mesmo uma dimensdo apenas. Tal redugdo implica naturalmente em

enorme simplificagdo matemadtica.

O problema de andlise de tens@o em corpos de revolucdo (corpos axissimétricos) sob
carregamentos axissimétricos € um deles. Tais problemas t€m considerdvel interesse pratico,

conforme foi exposto na introdugéo do presente trabalho.

Por defini¢do, corpos axissimétricos sdo aqueles nos quais identifica-se a existéncia de
um eixo de revolugdo, em torno do qual a rotacdo completa de uma secdo bidimensional gera

o corpo em sua totalidade. A figura a seguir, j4 apresentada anteriormente, ilustra o exposto.
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Figura 2.2 — Representacio e simplificacdo de um problema axissimétrico

Como o giro completo da secdo de revolugdo representa o corpo, 0 equacionamento
dos problemas axissimétricos pode ser expresso em termos simplificados mediante adequadas

transformagdes, resultando num modelo tipicamente bidimensional.

Deve-se atentar que ndo apenas a geometria deve ser axissimétrica; o carregamento e
os vinculos também o devem ser pois, em caso contrario, o problema como um todo continua
tridimensional e irredutivel as formas bidimensionais de representagdo, a nfo ser através de
técnicas matematicas mais sofisticadas, envolvendo, por exemplo, a Série de Fourier. Neste
caso, o problema original, com geometria axissimétrica, passaria a ser expresso por uma
combinagdo de problemas axissimétricos sujeitos a carregamentos distintos, associados aos

harmonicos da série, tais que resultem nas a¢des tridimensionais originalmente aplicadas.

Por simetria, as duas componentes dos deslocamentos em qualquer secdo plana do
corpo ao longo de seu eixo axial de simetria (eixo de revolucdo) definem completamente o

estado de deformacao, e conseqiientemente, o estado de tensdo.

Na situag@o axissimétrica qualquer deslocamento axial automaticamente induzird uma

deformacdo na direc@o circunferencial e, como as tensdes nesta direcdo sdo certamente nao-
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nulas, as componentes de deformacdo e de tensdo associadas t€m que ser levadas em
consideracdo. Af estd a diferenca essencial no tratamento dos problemas axissimétricos com

relacdo aos problemas de estado plano de tensdo e deformacio. .

Para se obter a solu¢do de uma gama de problemas axissimétricos muito maior, pode-
se tratar o problema tridimensionalmente em coordenadas cilindricas e efetuar a integracdo
analitica na direcao circunferencial. Desta forma é possivel se resolver estados de tensdo em
corpos axissimétricos que apresentem componentes de tor¢do em torno do eixo axial,
correspondente a dire¢do x; no plano em destaque na Figura 2.2. Assim, o problema estard
sendo resolvido de maneira bidimensional em que a unica diferenga estard no acréscimo de
condicdes de contorno referentes a coordenada circunferencial do sistema de coordenadas

cilindricas, como estd mostrado na Figura 2.3 mostrada a seguir.

Figura 2.3 — Representacio fisica dos esfor¢os na direcdo circunferencial
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Desta maneira, para a resolucio desta gama de problemas chamados axissimétricos,
deve-se adotar o uso de coordenadas cilindricas. Para tanto, as equagdes explicitadas em

coordenadas cilindricas que possuem origem na equagdo (2.09), serdo:

2G

O = o) [A=V)e, + V (&, +200) ] (2.13)
2G

%% = o) [A=V)egg + v (g, +5,,)] (2.14)
2G

% = av) [A-V)e,, +V (e +20p) ] (2.15)

o, =2G €, (2.16)

o9 =2G €y 2.17)

G0 = 2G 829 (218)

No método dos elementos de contorno € preciso que se tenha facilidade em
determinar, observando o problema fisico, os valores para os pardmetros chamados condi¢des

de contorno. E evidente que o pardmetro deformagdo €; ndo possui uma visualizagdo

imediata, desta maneira, faz-se necessario introduzir o pardmetro deslocamento u; que, em

coordenadas cilindricas e para os casos axissimétricos (onde nada varia em relacdo a 0), se
relaciona com o deslocamento conforme a equacdo (2.04) que, explicitada, se apresenta da

seguinte forma:

ou
€ =_1r 2.19
T or ( )

€00= l(ur+%£J = ggg=—t (2.20)
r 0 r
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2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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CAPITULO 111

SOLUCAO DE PROBLEMAS ELASTOSTATICOS AXISSIMETRICOS
ATRAVES DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 - INTRODUCAO

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é uma técnica relativamente nova se
comparada com o Método dos Elementos Finitos (MEF) ou Método das Diferencas Finitas
(MDF), mas nem por isso menos importante ou de menor potencialidade. Embora a
recentidade de uma técnica numérica resulte sempre em um menor campo de aplicacdo e
divulgag@o mais limitada, o MEC ja passou pelas fases iniciais de intensa investiga¢do e vem
se consolidando como uma das mais importantes ferramentas para solu¢do computacional de
problemas modelados matematicamente por equacdes diferenciais complexas, problemas
estes que na maioria das vezes tém solugdes analiticas muito complexas ou mesmo

indisponiveis.

Segundo Brebbia, Telles e Wrobel [5], referindo-se ao MEF, foram dois fatores
principais que resultaram no interesse pelos métodos numéricos no inicio dos anos 60. O

primeiro € o grande volume de cilculo que se passou a efetivar com a ajuda de técnicas
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adequadas e eficientes para processamento em computador. O segundo motivo foram as
importantes pesquisas desenvolvidas tendo como base principios matematicos, como o
Célculo Variacional e a Técnica de Residuos Ponderados, que aprimoraram os conceitos

relacionados aos métodos numéricos.

E claro que o desenvolvimento continuo de computadores cada dia mais poderosos
estimulou o desenvolvimento eficiente de programas e técnicas para a solugdo de problemas

de engenharia cada vez mais complexos.

Com relacdo aos demais métodos numéricos ja mencionados, de reconhecida aceitacio
no meio académico e industrial, o MEC se destaca por ser uma técnica de contorno, enquanto

0 MEF e o MDF séo técnicas de dominio.

Basicamente pode-se dizer que o Método dos Elementos de Contorno tenta
transformar um modelo formulado por equagdes diferenciais parciais, que descreve
matematicamente o problema fisico num dominio espacial e temporal, em equagdes integrais
envolvendo somente valores de contorno e condi¢des iniciais. Dentro da teoria das Equagdes
Integrais, pode-se realizar essa transformagdo através do emprego dos Teoremas de
Divergéncia e apoio de fun¢des de auxiliares denominadas solugdes fundamentais, dentro de
um contexto matemadtico no qual as caracteristicas dos operadores diferenciais viabilizem tais
procedimentos. Também € possivel realizar tal transformacdo através do estabelecimento de
uma sentenca consistente de residuos ponderados, na qual as solu¢cdes fundamentais fazem o

papel de func¢des de ponderagao.

Qualquer seja o caminho adotado, a aplicacio bem sucedida do MEC promove a
reducdo da dimensdo do problema em uma unidade, e no caso do dominio ser composto

exclusivamente por varidveis espaciais, somente o contorno precisa ser discretizado.

Esta é a mais peculiar caracteristica do MEC e uma das suas grandes vantagens,
porque ao discretizar somente o contorno vai-se ter uma menor entrada de dados, operacdes
matemdticas e numéricas mais simples e, dependendo da extensdo do problema, um menor

dispéndio computacional.
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Outras vantagens do MEC que poderiam ser mencionadas sdo: a possibilidade de
trabalhar com regides infinitas; a simulagdo precisa do efeito da concentracdo de tensdes; a
operacionalizacdo facil dos casos de fronteira varidvel; e, finalmente, a boa precisdo obtida
nos muitos problemas ji resolvidos. E claro que existem algumas desvantagens, como a
complexidade apresentada pela solu¢do fundamental em alguns casos, assim como a menor
flexibilidade no trato de problemas de meios heterogéneos e inadequacdo na abordagem de

problemas com dominios delgados.

3.2 - FORMULACAO DO MEC NA ELASTOSTATICA

Os problemas pertinentes a Mecanica dos Sélidos sdo, na sua maior parte, problemas
de campo vetorial, pois a cada ponto estdo associadas grandezas cuja defini¢do requer a

identificagcdo de mddulo, direcdo e sentido, como no caso dos deslocamentos.

Estes problemas sdo estudados por teorias simplificadas nas quais sdo consideradas
algumas idealizacdes. As hipdteses mais comumente empregadas consideram o meio

continuo, homogéneo e material eldstico linear entre outras.

Inicia-se o estudo reapresentando a Equacgdo de Navier, vista em (2.11) e repetida aqui

por conveniéncia:

G
U +muk,kj +bj =0 ,em Q (3.01)

Existe outra forma de escrever esta equagdo, correspondendo aquela que utiliza as
constantes de Lamé, ji apresentadas nas equacdes (2.07) e (2.08). Empregando tais

constantes, a Equacdo de Navier € reescrita como:
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pug, + Ay,

i)

+b;=0 (3.02)
Neste trabalho serdo considerados os casos onde a de carga de dominio € nula, ou seja:
bj=0 (3.03)

A formulacgdo tradicional do MEC, via teoria das Equacdes Integrais, consiste em
ponderar a equacdo (3.02) por uma fungédo vetorial uJ , com caracteristicas especiais e depois

integrd-la no dominio. Por meio de um tratamento matematico adequado, mostrado a seguir,

transforma-se esta equacgdo integral de dominio em uma equagdo integral de contorno.

E interessante notar que a fungio uj , chamada de solugdo fundamental, é a solucdo de

um problema eldstico correlato, cujo dominio € infinito ou semi-infinito, onde as forcas de

corpo sdo agdes concentradas no dominio, atuando nas direcdes coordenadas; assim:

puj +(M+pu;

joii 2ij

+b j* =0 (3.04)
Na equacdo anterior, tem-se as acdes singulares representadas por:
b, =A({, X)P, ,P.=1 (3.05)

Na equagdo (3.05) { representa o ponto fonte de aplicacdo da carga enquanto X

representa o ponto campo. A({,X) € a fungdo Delta de Dirac, para a qual tem-se as seguintes

propriedades:
a) AGX)=0 ,se(#X (3.06)
b) AGX)=e0 ,sel=X (3.07)
0 [fXACX)dQ=fC) . seleQ (3.08)
2
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Entdo, tomando a equacdo (3.02), ponderando-a pela solu¢do fundamental e
integrando-a no dominio, considerando que a carga de dominio é nula (equagéo 3.03), tem-se

a expressao seguinte:

pj JdQ+(X+p)I u'dQ =0 (3.09)

1’1] ]
Q

O procedimento efetuado a seguir utiliza preferencialmente a propriedade da

integracdo por partes, cuja estrutura consiste em:

[uv, d@={(uv),dQ- [vu,dQ (3.10)

Q Q Q

Também faz uso do Teorema da Divergéncia, no qual:

[(u;u7), dQ = [u,u"n,dr (3.11)
Q T

Desenvolvendo entdo a primeira parcela da equagéo (3.09):

[uju;do = j[(u y - (U u0,)1dQ
Q
= 10550, - (U], + (0 u,) 1dQ
—j(u ,un,dl - j(ul ul,n, dF+J.(uJ ul,)dQ (3.12)

Da mesma forma, desenvolve-se a segunda parcela da equacédo (3.09):

[uu;d@ = J[(ul,lu),J (U, u},)1dQ

Q

= [l u), - @ ug), + (@ u),) 140
Q
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_I(ul,l u)n;dl - J.(ul uj,)n, dr+j(u u},;)dQ (3.13)

Trocando os indices da dltima parcela da equagdo (3.13):

j Uy, U dQ= J.(ul,lu)n dr - J.(ul ul,n, dF+j(uJ ul,,)dQ (3.14)

Q

Substituindo (3.12) e (3.14) em (3.09) e rearranjando:

[Imes J,u)+(}»+|,t)(ujul,u)]dQ+Ju(u Ui -ujui,n)]dl +

Q
+J[(k+u)(ul,l wn -uu,n)dl =0 (3.15)
A equacgdo (3.04) apresenta uj como solugdo fundamental, a qual deve obedecer a
equacdo de Navier. Desta forma a primeira parcela da equacao (3.15) fica:

[T (u; u)) + O, 0] 1dQ = [-AGX) P u; dQ = -Pu (Gx) (3.16)

Q Q

Assim, substituindo (3.16) em (3.15) tem-se:

Pu, )= j[u(u Luin-uu, 1)]dr+j[(k+u)(ul,l uin -uul, n,)dl

(3.17)

Introduz-se, na equagdo (3.17), uma expressao auxiliar da forma seguinte:

Ju(ul,J uin, -, uin,)dl =0 (3.18)

Procedendo-se ao reagrupamento de termos, obtém-se:
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Pou;(©) = [Tiy,;+up,)n, + Mug, )n Ju; dT +
r

USSP TRIIRRI TS (L STRRV RTINS P S TRV 1 n, ]

—I[uujuj,ini+kuiu
r

(3.19)

Neste ponto € interessante redefinir a Equacdo de Navier no contorno, equacio (2.12),

em termos das constantes de Lamé:
p(ug,;+u;,)n; +Au, n =p; (3.20)

Observa-se que a equagdo (3.20) tem a mesma estrutura da primeira integral da
equacdo (3.19), de tal forma que se pode substituir tal parcela pelo termo equivalente pi.

Assim, substituindo e reagrupando os termos chega-se a:
P,uy(© = [p;u; dr- [[u(u], u;n)+A (), u,n)ldl +
r r
[ u) - u g +ug a0 de 3.21)
Tr

Trocando-se a ordem dos indices da primeira parcela da segunda integral do lado
direito da equacdo (3.21) e introduzindo-se uma nova identidade auxiliar, do mesmo tipo da

equacdo (3.18), tem-se:

P uj(©) = [pyu dr'- [l Cuspmy A Gu) myJu,dr +
T r
_J.l’t(ui UM, - U, U0 Uy, ujni)dr_.[“(u;’i U -ujy u)n; dr
! T

(3.22)
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Reagrupando a expressdo da mesma forma que na equagdo (3.19):
P u () :jpj ul dr-j[p(uj,j +u),)n, +A@,) n;Ju, dr +
r r
_J'u(ui U, 0 - U upn +u,un -ug, un,)de (3.23)
T

A segunda integral da equagdo (3.23) tem a mesma estrutura da equagdo (3.20), de tal

forma que seré substituida por p; . Assim:

[luCuy,+u5,0n; +4(),) n,Ju,dr = [ p; v, dT (3.24)
r r

Da equacdo (3.23), trabalha-se a dltima integral:

* *

J.u(ui uj,j+ ug,; up)n; dlﬂ—J.u(ui,i u; +uj,i u;)n,;dl'=
T T
=J.u(ui ujf),j n, dF—Ju(ui uj),i n;dl’
T T
:Ju(ui uj)?ji dQ-JH(ui uj)?ij dQ
Q Q
=J.|,t[(ui ujf),ji - (u; uj),ji]dQ =0 (3.25)
Q

Finalmente, substituindo (3.25) e (3.24) em (3.23) tem-se, entdo, a expressdo da

Equacio Integral de Contorno:

P,u;(©) + [ pju,dl = [ pjuidl (3.26)
r r

De (3.05) sabe-se que o médulo de P; € igual a unidade. No entanto, do modo como
estd escrita a equacdo (3.26), o somatério em j no primeiro termo do lado esquerdo da citada

equacdo impede que cada carga concentrada P; atue independentemente uma da outra. E
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necessdario, entlo, reestruturd-la. Uma maneira interessante para a reestruturagdo consiste em
adotar uma estrutura diddica para a solu¢do fundamental e sua derivada normal. Desse modo,
tais fungdes, que correspondem aos deslocamentos e forgas de superficie fundamentais, ficam

escritos na forma:

uj = ufj(C;X)Pi = ufj P + u;. P, (3.27)

p; = p;(GX)P, =p; P +p, P, (3.28)

Por adequacdo as necessidades estritas do modelo axissimétrico, os indices variaram
apenas até dois. Para ajustar-se a nova ordem, requer-se também que cada componente de P;

seja considerado separadamente, ou seja, P; = 8;; ou Pi=9,; , onde §;; é o delta de Kronecker.

* * . . ~
Dessa forma u; e p; passam a representar deslocamentos e forgas de superficie na diregdo

Ces 9

] ” no ponto X, resultado de uma carga unitdria agindo na direcao

17342
1

e aplicada no ponto .

Pode-se demonstrar que a equacdo anterior € um caso particular de uma expressio
geral, apresentada com detalhe por Hartmann em [6], na qual um coeficiente diddico Cj; é
introduzido em fungdo do posicionamento do ponto fonte se situar dentro do dominio, fora
dele ou exatamente sobre o contorno. Tal coeficiente também introduz a possibilidade de

tratamento de contornos ndo suaves. Desse modo, a equacgdo integral (3.26) transforma-se em:

Ci©u;©) + [u;X) Py GX) AT (X) = [ p;(X) u(§:X) dT(X) (3.29)
T r

A equacdo (3.29) € a equacdo integral do Método dos Elementos de Contorno para a
solugd@o de problemas estaticos de elasticidade. Cabe ressaltar que dedugdes alternativas a essa
podem ser obtidas através do Principio de Reciprocidade de Betti e pela aplicagdo de uma

sentenca de Residuos Ponderados.
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CAPITULO IV

OBTENCAO DOS TENSORES FUNDAMENTAIS PARA PROBLEMAS
AXISSIMETRICOS ELASTOSTATICOS

41 - SOLUCOES FUNDAMENTAIS TRIDIMENSIONAIS EM
COORDENADAS CARTESIANAS

. . . ~ * 7z ~
Como foi visto anteriormente, a solu¢@o fundamental u; € a solu¢@o de um problema

especial correlato de elastostética, cuja equacdo de governo foi apresentada na equagdo (3.4).
Esta mesma equagdo, escrita em termos das constantes fisicas de engenharia, é repetida aqui,
por conveniéncia:
Obviamente, por ser tratar também de uma Equacdo de Navier, o problema
fundamental governado pela expressdo (3.04) também obedece aos principios de equilibrio,

ou seja:
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®

cjj; +bj =0, no domfnio Q (4.02)

Existem algumas solugdes da equagcdo (4.01) que podem ser empregadas
satisfatoriamente com o MEC. Essas variam com relacdo ao dominio considerado e com as
condicdes de contorno escolhidas. Sera apresentada aqui a solucdo de Kelvin, que considera o
dominio Q* infinito, com propriedades e comportamento eldstico, onde uma carga unitdria

concentrada atua nas trés direcdes coordenadas.

Embora futuramente a equagdo integral do MEC para os casos axissimétricos seja

. . ~ * , . * ~
reduzida a duas dimensdes apenas, os deslocamentos u; e as forgas de superficie p; sdo

concernentes ao espago tridimensional e dados pelas equacdes abaixo:

1

exX)=— —
Ui X = e —var

{(3_\/) 81] + I, r,j} (403)

1

* - or
Py (6.X) =W{[(1-zv) & +31,; r,j]E —(1-2v)(r nj -1, ni)} (4.04)

Nestas equagdes a varidvel r = r({ , X) representa a distincia entre o ponto fonte { de
aplicacdo da carga e o ponto campo X enquanto n; sdo os cossenos diretores. As derivadas

sdo tomadas com relacdo as coordenadas x;(X).

Alguns dos componentes das equacdes (4.03) e (4.04) podem ser definidos através da

notacgdo indicial na forma seguinte:

a) 1= (ri L )1/2 = (rl [ +1,1, )1/2 (4.05)

b) 1 =x,(X)-x,(0 (4.06)

& r=—9f L O (4.07)
ox,(X) r 9x,(0)
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42 - SOLUCOES FUNDAMENTAIS AXISSIMETRICAS EM
COORDENADAS CILINDRICAS

Com base nas caracteristicas dos problemas axissimétricos é adequado utilizar o

sistema de coordenadas cilindricas (r,0,z), definido pelas seguintes equagdes:

X,=rcos0, Xx,=rsen0, x,=z (4.08)

Se (XI(P),XZ(P), x3(P)) e (XI(Q),XZ(Q), x3(Q)) sdo, respectivamente, as
coordenadas cartesianas de dois pontos arbitrarios ‘“P” e “Q” do espago, entdo, em
coordenadas cilindricas, tem-se para o ponto “P” (vide Figura 4.1):

x;(P)=r,cos0=r, x,(P)=r;sen0=0, x53(P)=gz (4.09)

De modo similar, para o ponto “Q”:

X (Q=r1;c080;, x,(Q=r;senh;, x3(Q) =z (4.10)
A distancia euclidiana entre os pontos “P” e “Q”, em coordenadas cartesianas, € dada
por:
2 2 2
R(P,Q) = \/(XI(Q) -x;(P))” +(x,(Q) - x,(P))” +(x5(Q) - x5(P)) 4.11)

Esta tltima equagdo, expressada em coordenadas cilindricas, toma a forma descrita

por Cisternas et al [8]:
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2
R(P,Q) = \/ riz+ rj2 + 2gr;cos OJ- + (zi - zj) 4.12)

Figura 4.1 - Coordenadas cilindricas para o ponto “P” situado no contorno da secio de

revolugdo, e para o ponto “Q” situado no contorno tridimensional do corpo

A equacdo integral utilizada pelo Método dos Elementos de Contorno na solugdo de
problemas elastostiticos em coordenadas cartesianas, j4 na sua forma matricial
tridimensional, serd mostrada a seguir com base na equagdo (3.29), mostrada no capitulo

precedente:

u®] e (P®PQ pp(P.Q) piP.Q) |[u(Q)]
CP) w,®) [+ [ p2PQ pu(PQ pu(PQ) || u,(Q) [dr
w®] T I{p,(PQ puP.Q p,(P.Q))(u Q]
v (UPQ up(PQ  upPQ)|[p Q)] 13

=Y [[u,PQ u,PQ uy(PQ || p,(Q)|dr
T unPQ) un(PQ) up(PQ) )P Q)

Ressalta-se que, daqui por diante, serd abandonada a notagdo indicial e empregada a

notagdo matricial, para maior clareza das operacdes realizadas. Na equag@o anterior, NE
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representa o nimero de elementos discretos escolhidos. Maiores detalhes sobre a formagio
desta equagdo matricial podem ser obtidos em Brebbia [6].

Em coordenadas cartesianas, os vetores deslocamento u(X) e tensio p(X) em um
ponto “X” qualquer do contorno, sdo expressos em funcdo dos respectivos vetores, em

coordenadas cilindricas u(X) e p(X), da seguinte forma:

u;(X) 1 1 u, (X)

uX)=|u,(X) | = —TX)uX) = —T(X) | uy(X) (4.14)
u;(X) 2n 21 u, (X)
p] . P, (X)

PX) = | p(X) | = —T(X) pX) = —T(X) | py(X) 4.15)
| p;(X) 2n 2n | p,(X) |

Foi utilizado na equacdo anterior o tensor de transformacdo de coordenadas T(X),

dado por:

cos 0(X) -sen O(X) OJ
(4.16)

T(X) = [sen 0X) cosOX) O
0 0 1

Entdo, nos pontos “Q” e “P” tem-se, respectivamente:

cos 0 ; -sen 0 i 0 cosO -sen0 O 1 00
T(Q)=|sen6; cos6, O TP)=|sen0 cosO O|=/0 1 0 (4.17)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Nesta dltima equacdo tomou-se partido da arbitrariedade do posicionamento de P.

Substituindo u(Q) e p(Q), agora em funcdo destes mesmos vetores em coordenadas

cilindricas, a equagéo (4.13) ficara:

Programa de Pés Graduacdo da Engenharia Mecanica - UFES



Obtencdo dos tensores fundamentais para problemas axissimétricos elastostaticos 47

1 0 0)u P
C(P)(O 1 OJ[ue(P)]+
0 0 1) u,P)

o Py P p; cosO, -sen6, 0
+Z II ZL P, p22 P || senB; cosB; 0
oo ~1 P p32 P33 0 0 1
0

0

1

u,(Q)
uy(Q) | 2mr; d, dF (4.18)
u,(Q)

Ne 2 u*;l ui2 u£3 cos 0, -senf, p.(Q)
"2 '[ om| U2 Uz Up (| send; cosd, py(Q) | 27 r, d6 I
oo o u; u;2 u; 0 0 p,(Q)

Nesta dltima equagio I'" é o contorno da secdo de revolugdo (vide Figura 1.1) tal que:
dl'= 2nr dI” (4.19)

A equagdo (4.18) poderia também ser expressa na forma:

NE 2n
ceyu®+y, [ [ p T(Q) u(Q) 2xr, do,dr”
1 F* 0

NE 2n
=y j j u’ T(Q) p(Q) 2mr; dO,dI”
1

r“o

(4.20)

e . * * - .
Nos problemas axissiumetricos, oS tensores cartesianos u ¢cp estarao escritos em

funcdo da distancia euclidiana entre os pontos “P” e “Q”, expressada em funcdo das
coordenadas cilindricas (vide equagdo 4.12). Deste modo, estas mesmas grandezas, escritas
agora em coordenadas cilindricas, sairdo da primeira integral pois as mesmas nio variam em
relagdo a varidvel 0; (condi¢@o de axissimetria).

Finalmente, a equacdo matricial a ser resolvida pelo Método dos Elementos de

Contorno apresenta a seguinte forma:
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u® ] o [P Po P u(Q

CP)| uy®) [+ [Py Pw Do || U(Q |2 dI”
w®] ' Tlp, Py B (u,Q

w [ v u)[p(Q

=21: [lus s w, ||py(Q|2mr dr”

Ll * * *

r uzr uze uzz pZ (Q)

4.21)

onde:
1 2n
U, = o J(; (u“cosBj + ulzsenej) do; =
N e (4.22)
e - 52 /Y- - 2,92 1L
" {[(3 4v)a+7* |K(m, %)) {(3 b + = }E(m, A)}
2n A
o 1 * _ AIZ f
2n
* 1 * * A z h
Uy = o ‘([ (u31c056j + ug;send; ) do; = or [ (m,%) + EE(HL%)} (4.24)

2n
W =L [ uls do; = 28 {(3 4v)K(m, ™
2n 0

/ )} (4.25)

2n
“Ze = —I u22c056 - u2156n6 )dGJ =
4A0(1 | (4.26)
_ Uu-v 2
- [ /)bE(m/)}
Ug = Up = Uy =Up =0 4.27)

Programa de Pés Graduacdo da Engenharia Mecanica - UFES



Obtencdo dos tensores fundamentais para problemas axissimétricos elastostaticos 49

O célculo das derivadas destes deslocamentos fundamentais, apresentados nas
equacdes (4.22) a (4.27), em relagdo as coordenadas do ponto “Q”, é imprescindivel na
solugdo das componentes do tensor das tensdes. O programa “Maple” foi utilizado na
obtencdo destas componentes, nem tanto pela complexidade do cdlculo analitico das
derivadas, mas, sobretudo, pela diminuicdo da possibilidade de erros e pela economia de
tempo, pois esta etapa seria bastante drdua sem o auxilio deste recurso.

Tais derivadas estdo descritas abaixo:

}K(m/)+

) (4.28)
A, |B4v)(ah ) Z r 1 G4 G,
ELR A3 b2 [+ 2| | Lem 2 E(m,7
+brirj{ 2r; (d ¥ j+ d [ (b2+rjj+a( b2 d j]} (m A)
ou, Az |az?
"o ~(5-4v)d |K(m, T
92 brirjd{bz ( v)} (mé)+
(4.29)
Az 1 1 A2
+brirjd{(54v>a 2a7 [b dj+3z }E(m,%)
du, Az
17 - K
dr, 2brrd(b2 j (m/)+
(4.30)
A2 11 )
+ —— 1 h| 2f | —+— |+1 |- 3f-4r" }E(m,
2brirjd{{ (b2 dj } rJ} (mé)
du, A,
1Z - K
d z; br dH J (m/)}
(4.31)

A . 11
+ Tild{z {3+2f(b—2+aﬂ —f}E(m,%)
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auir — 2_h_
ar. _A1{2b3 (3b JK(m/)}

(4.32)
Z h 2 L -T
A h S22 22| 2 [E(m,T
+A brjd[ [bzrj : + . ] rj} (mé)
du, A 2> h
d =brjld(d_ b2 JK(IH,%) +
(4.33)
Al
3+2h E
+bfjd{ { ' (b ﬂ }(m/)
ou. A,
Z = 3-4v)d K
" e {( o } (m/)+ (4.34)
¢ (3-4v)h+2° 4 +4r.u_4£ E(my) |
brd b> Id b2 /2
du,, 2A, %2 Az(l lj‘

“Z=- K ZZl1-4v+2 +— | |[E(m,™ 4.35
3z, 7 d (m/)+ d[ v+ = d_(mé) (4.35)
dugy  4ANV-Dro 2o . 3 s s
afje ) brl- 2 d [ 867+ 44 6n; -7+ ) Y[R3 + (4.36)

—4:r(: (11)[ 2 2rr +H(4nT;+; 2. %) b ]E(m /)
dug 4Alz(v 1)
9z, ( /)“E(m /)j (4.37)

Como ja mencionado anteriormente, de posse das expressdes anteriores, pode-se obter

as componentes do tensor das forcas de superficie fundamentais, via equacao (3.20):
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bl ) ] o

P = M {n(%?j " aaurJJ ¥ (12.23){(”)%—%”(%+ aaur:; H} (439

P = H {Hz(%? * aau}J ¥ (f-;;){(l’v)aa—f+v(ur_;+%—?ﬂ} 40

r(a w0 u;J , 20, [(1_V)B_UZ+V(“_Z+3_“;H} 4.41)
dz, ar (1-2v) dz; o0

Poo = 1 nz[aaﬂ}nr (aaﬂ—ﬁj} (4.42)
Zj 55

*

Pro = Por =Py =Py =0 (4.43)

Os célculos intermedidrios foram suprimidos por questio de espago. As expressdes finais

sdo as seguintes:

du, A, | 2*(ah 1 +77
—[—(—3} - (3-4v) K(m, %)) +

2
or crr; | 2r; Ude T

- 52 . L+r, LT
+i w(ﬁ +CZJ+Z_ h r_1+l +a ! 1_21_-] E(m’%)
erry | 21 d d c? T c? d

(4.44)
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* 5 [.52
I _ A2 2T (540 K(m, %)) +
dz crd c? 2
(4.45)
+ 5-4vya-2az°| —+— | +32° |E(m,
e R
ou, Az
L = K(m, +
or 20rrd( j ( / )
(4.46)
A2 1 1 2
+ h|2f| —+— |+1|-3f-4r° }E(m, T
ZCfirjd{ { (02 dj } : } 7))
(4.47)

%; %H;mJK(m /)} + —d{ﬂz{%zf( ﬂ }E(m 9

ou, 2 , h? ) h 2 .5
L =A 3¢”-— |K(m, + —|h| —-Z+2—L [-2r |E(m, %
Jr 1{2(:31‘].2 { d ( /) cr d czrj I‘j d L ( A)

S E = ::d(d——jK(m/)+—{ {3 2h(—+ ﬂ }E(m/)

*

ou A, 2%h
—=2 =- —| 34v)d+— |K(m,%, ) +
or crjd{( ) Cz} ( A)

+ S—jld[(&w)mz [i+4r 57 40 ]]E(m / )

*
Jdu,,

2A
3z 1 /)+

N

auge 4A,(v-Drg 2 2 3 2,272 P
5 crirjzd [Bri iy +4rirj +(—6rirj—rj +c“)c ]K(m,é) +
N 4A(v-1)

2
cryd

[—errj2 -2r rj3 +(4rirj +rj2 -c? )c2 ] E(m, %)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

4.51)

(4.52)
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9 up, =4A@OFD(Kﬁm§é)_%Eﬁm§éﬂ (4.53)

dz crr

Nas expressdes anteriores, K(m,%) e E(m,%) sdo Integrais Elipticas Completas do

Primeiro e do Segundo Tipo, respectivamente, de mddulo m?, as quais se encontram

devidamente deduzidas no Apéndice A ; n,, n, e n, sdo as componentes do vetor unitdrio

r°

normal ao contorno no ponto “P”:

2= (2,-17) (4.54)

a=r’+r1’+2° 4.55)

b=4/@+gf+22 (4.56)

d=( —rj)2+ 7’ (4.57)
h=a-2r’ (4.58)
f=h-22 (4.59)
m=2 @;) (4.60)
S (4.61)
bo16n’p(1-v) '

Tais expressdes para forcas de superficie fundamentais poderiam ter sido obtidas do
mesmo modo com que foram gerados os deslocamentos fundamentais. No entanto, a

integracdo angular seria por demais complicada, envolvendo fungdes elipticas. O

Programa de P6s Graduacdo da Engenharia Mecanica - UFES



Obtencgdo dos tensores fundamentais para problemas axissimétricos elastostaticos 54

aproveitamento dos deslocamentos fundamentais e sua introdu¢ido na Equagdo de Navier para

o contorno (equagdo 3.20) constitui um procedimento mais simples.

Programa de P6s Graduacdo da Engenharia Mecanica - UFES



Obtencao de deslocamentos e tensdes no interior do dominio 55

CAPITULO V

OBTENCAO DE DESLOCAMENTOS E TENSOES NO INTERIOR DO
DOMINIO

5.1 - EQUACAO INTEGRAL PARA CALCULO DE DESLOCAMENTOS
EM PONTOS INTERNOS

A Equacdo (2.09), que representa a Lei de Hooke para um estado tridimensional
eldstico, relaciona as componentes de tensdo em qualquer ponto do corpo solicitado em
funcdo das deformagdes, consideradas conhecidas. Por conveniéncia, tal equacédo € repetida a
seguir:

2Gv

Gij = 2G8ij +m8kk Sij (501)

Sabe-se que as componentes de deformagdo no caso axissimétrico podem ser escritas
com grande vantagem em coordenadas cilindricas. Tais componentes, em fung¢do dos

deslocamentos u,(C), sdo dadas de acordo com Timoshenko e Goodier em [9] nas expressdes

a seguir:
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. _du oo U _Jdu,
IT_ar ’ 66_ ’ 77 aZ 2
(5.02)
lauG uS laur auz lauS
== - ) == + ) == )
o8 Z{Br r} brz 2{82 or %o 20z

Conforme descrito por Hartmann em [6], pode-se afirmar que quando o ponto “P” € o
ponto fonte { e estd situado no interior do corpo, a matriz C({) corresponde a matriz
identidade. Portanto, considerando que “Q” representa os pontos campo X dos elementos a
serem integrados, pode-se fazer uso da equacdo (4.21) para se obter os valores dos
deslocamentos nos pontos internos a partir dos deslocamentos dos pontos situados no

contorno, os quais ja foram previamente calculados:

u,©] o [Pr Pe P )[u, X

0O |+ [[Pe Do Py || U(X)|2mr dI =
1 * * * *

uZ(C) r pzr pze pzz uZ(X)

* *

NE uf: uie uiz pr (X) .
= Z Ug, uee uéz Ps (X) 21 I'j dar
1 . ; ;

*

Mlu, u, u p,(X) |

7z

(5.03)

Naturalmente, as integragdes dos nicleos que compdem a equacio (5.03) deverdo ser
outra vez efetivadas, pois os pontos fonte { agora estdo posicionados no interior do dominio.
No entanto, nenhuma técnica de resolucdo de sistemas necessitara ser empregada. O célculo
computacional destes pontos no interior €, portanto, bem simples. Também deve-se destacar
que a precisdo dos resultados nestes pontos € mais elevada, ao contrdrio do que normalmente
acontece em outras técnicas numéricas. Esse comportamento pode ser adequadamente
explicado a luz do Método dos Residuos Ponderados, pois o emprego da equacdo integral
(5.03) equivale a uma nova minimizagdo de residuos, tomando como base as varidveis nodais

de contorno j4 calculadas anteriormente.
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5.2 - EQUACAO INTEGRAL PARA CALCULO DE TENSOES EM
PONTOS INTERNOS

Para se calcular as tensdes segue-se um processo similar ao anteriormente mostrado
para a obtencdo dos deslocamentos. Entretanto, algumas etapas intermedidrias necessitam ser

efetuadas. Como exemplo, para se calcular uma tensdo radial no ponto interno (, 6,,.(C), faz-

se uso primeiramente da Equacdo (2.09):

6, (0) = 2Gsn(C)+&(szz(C)+s%(C)) (5.04)
(1-2v)

Substituindo-se agora as férmulas mostradas em (5.02) para as deformacdes, tem-se:

3 du (0 v (du, Q)  ul ()
cH(C)—ZG{ - +(1_2v)( L H (5.05)

As derivadas dos deslocamentos podem ser calculadas através da derivacdo da equacdo

integral matricial (5.03), as quais tomardo a forma da equagdo exemplificada a seguir (apenas

uma derivacdo em relacdo a coordenada r no ponto ():

P NE v PRy Jon *
250 , j{—apﬂ ur<x>+%ue<X>+ai;uz<X>} 2N

dr [ i i

< Jdu, Jdu, ou. % (5.06)
— I X 10 X 1z X) | 2nr. dTT

) ﬂari e T X >} T,

Para a obten¢d@o de todas as tensdes internas deve-se utilizar o mesmo procedimento

adotado com a equacdo (5.05). A derivacdo dos deslocamentos u;({) gera derivadas

. . . ~ * oL, ~
segundas dos nucleos, pois os termos relacionados aos vetores tensdo p;; ja estdo expressos

em funcdo das derivadas primeiras dos deslocamentos. As derivadas dos deslocamentos serdo

listadas a seguir, incluindo as derivadas segundas que compdem seus nucleos. Para facilitar a
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compreensdo das equagdes, serd feita a adogdo das seguintes convencoes:

L=r, T =p (5.07)

z.=2,2 =§ (5.08)

. . * ~ ~
As derivadas dos deslocamentos fundamentais uj; em relacdo ao ponto { sao:

3u" A, L
T AKM, ) [v(-32rp%52-325%rp-
dr  br’p(darp-dp*+dap’ 4p’z*+a’) { k) [v(320p p

8h’rp>-8h’rpz2+32p%2% +322p* +16hp*27 +8h%p? +16hp?2* +8h*p 2% +4h p? +
4h%72)+241p°22 +322*rp> +2hrp>2% +6h°rp>-2hrp2* +10h *rp22 -24p%3%-322%p* -

14hp*22-6h2p*-14hp?2*-110%p?22-3h°p? +h%2* 50322 | + E(m,% ) [v(-642%p*

-16hz*p?+16h2%p*-16h%2%p>-4h’2% +4h°p?) +122%p% +442%p*-4h2*p% -n%2%-

4hz%p*+23h%2%p? +5h%22-30°p? | }

(5.09)

Jdu, Az 5203 qr?2 524
= 1 Km, %) [v(322%p3r+8h%rp-3222p
dz b3rp(—4arp—4p4+4ap2—4p222+a2) { A (
-16hp*2%-8h%p?-4h?)-362°p r+2hrp22-10h*rp+362°p”* +16hp?2° +10h*p?-h*2>

+5h®] + E(m, % ) [v(3222p* +16hp?22 +8h%p? +4h>)-245%p* -122%p* -4hp 22>

-10h*p?+h?22-5n°] }

(5.10)
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ou, Al.i

17

dr b ?(-darp-4p* +4ap*-4p*2*+a’
+2h%rp-1222p* +424p%-10n2%p -2h2p2+2h24—2h222—h3) +E(m,%) (82%p*+

.[K(m, 1) (122°1p° -4 rp+4hrps”

12hp?22-2h%p%-8hz* +12h%2%-3h3) |

(5.11)

Jd ufz A [ 3.2 Al A2
= AK(mM,Y,) (-8p 12" +4rpz” -2hrpz°-
dz b3r(—4arp—4p4+4ap2—4p222+a2) é (

2h’rp+8p*22-42*p? +6h2%p? +2h%p?-2hz* +h?2° +h°) + E(m,% ) (-122%%-

4?72 46257 +17) ]

(5.12)

ou, Al .z [ A2 3 22 A1 2
x = AK(m, %) (-42°p r+2hrpz~-2h“rp
Jr b3rp( 4arp-4p* +4ap?-4p*3*+a’ A (

+472°p*+2h%p?-h?2°+h>) + E(m, % ) (—12r4p2—12r2p4+16ar2p2—a2r2—a2p2)]

(5.13)
O 3 A .[K(m,%) (-4rpz* +8r°p2% 26p22r+
dz  bp(<darp-dp* +4ap?-4p23? +a>
2 pr-2f7* #4242 81457 462717 £ 757 26217 +£7) + E(m, ) ) (122p? -4hap
h?2%+h?)]

(5.14)
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*

Z = K(m,v,) | v(32r 16ar
dr  bir(-darp-4p*+dap?-4p%2% +a { (m.35) [v(32rp’

8a2rp+4a3) +4r5p—2ar4—20r3p3—6ar3p+10ar p 243a’r —2arp +8a” rp+a p —4a3]

+ E(m,% ) [v(16£:222 +4£3)-125*12 20252 +£ 22237 }

(5.15)
Ju, A, .2 B
Z = A Km%Y,) . z°(-4rp+2a) +
0z b (darpdp*+dap’ 407242’ ) { ( A) (-4rp+2a)
E(m,%) [v(—32r2p2+8a2)+8ap2+8r2p2+8ar2—10a2] }
(5.16)
aa“ree - A;S gv D [k, %2) (16r*p>-16apr* -4a’r +42°) +
E(m, / ) (- 16r3 p22 +8fpr>-8f *pr-16r22 +8f2%r% +8fr* - 12 r* +4f %) |
(5.17)

auge _Ali(V'l) 2 5 5
9z . bpd [K@n.%2) (-162%p24h?) + E@m. ) . a(8rp+4a)]

(5.18)

As derivadas das forcas de superficie fundamentais pz} em relacdo ao ponto { sdo:

* 2 % 2 % 2 % * 2 %
8prr:u n 8urr+a Uy |, 2n, (I_V)a Ur laurr_'_aurz (5.19)
or d0&dr  dpor (1-2v) opor p dr 0&dr
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d p,, o%u,, azujz 2n, 0%, 10u, o%u,
—%=puqn, + 1-v) +v|—
or o&dr apar (1-2v) o&dr p dr  dpor
Jp, o%u,. 9%u, o, | 82 . 14 u 0%u,
w _ uin, zr zz | 4 Ll (1-v) +v 9 Yz
or do&dr  dpor (1-2v) i par p or d&ar
dp; ul, ) o, | . 0% 1au’. 9%l )]
77 - u nr r 77 + V4 (I_V) + v — r r
or do&dr  dpor (1-2v) | agar p dr  dpor |
9 Poo _ uln, ugy 19 ugg i, 9’ ugy
or opor p Odr o&or
dp, 0%u 82 : 82 : 10u, o%u,
=Hyn, +v|—
0z agaz apaz (1 2v) apaz p dz  0d&dz
d p,, o%u,, 82 N azujz 10u, o%u,
= a0 +v|— +
0z &0z apaz (1 2v) agaz p dz  Jpoz
3 p 0%, 9, o (1odl, 9,
_—= “‘ n (I-V) +Vv|—
dz &0z apaz (1 2v) i apa p dz d&z |
9D, o%u,, 82 , I ou,, 19u, %, |
—_—= = “’ n (I-V) + V| —
dz 080z apaz (1 2v) i &0z p dz dpoz |
9 Poo —uln, 9ugy 19 ugy n, 9”ugy
0z opdz p dz 00z

——

o
)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.28)
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As derivadas segundas, que aparecem nas expressdes anteriores, sdo dadas por:

o%u, _ A
opar | 3r?p?(-32rp322-16hrp’z2-8h2rp -4h3rp+32p°2% -162*p* +32hpt 2% +
8h%p*+8h’p? +h*)

{ K(m, % )[v(-642%17 p+1922°r° p+64fprozt -16f 2pr 22 +80f 2prizt +16f 2pri2? +
8f*prz? +6424r8-192251° 9612 +16£ 22210 4961420 481224 r* 24132214 +
40F324r% +4£33% )+322% 1 p-1762°r p+24f >pr 22 -40fpr2°-132f 2priz* 241 3pr3?
2f3pr2*-10f *prz? -3224 8 +1762°10 +16£r°2* 24122210 -48fr* 20 +132£ 2244 +
3613224 20822002 6413242 214220 1424 56522 + E(m,%)[v(—12824r8+
2562010 +256f241°-192f20r* -64£ 2241 4326 3452 481 41 -641 31224 321 41222 -
8F7r% 4322 )+322%18-562°r0 +32£24 10 +481 21052 -1202°r* -120£2°r* 2226 2541

96f 152 -6f *r* +38F 2201 +118f 1?2 +44f 11227 +6f 1% +£ 450 45127 }

(5.29)

ou, A .2
dpdz | b2rp?(-32p°r22-16hrp 22-8h’rp>-4h rp+32p°22-162%p* +32h2°p* +
8h?p*+8h°p?+h*)

{ K(m,%)[v(-l9224p5r+32h22p5r-80h222p3r+8h3p3r-8h4rp+19224p6-32h22p6
+96h2*p* +64h222p*-8h°p* +4003p?2% +4h*p? +4h°) + 2002%p r-8h2%p r-40hrp?2*
+122h%2%p’r-10h3p>r-2h 32 2pr+10h *rp-20024p® +8h22p®-60n2*p* - 118022 %p* +
10h°p*+20n%2%p2-590%p%22-5h*p? +h*22-5h° | + E(m, % )[v(192r*p®-192ar*p*
—32a2r2p4 +64a3r2p2—4a4p2 4a° )—120r6p4—360r4p6 +476ar4p4 —38a2r4p2 +1 16ar2p6

-1 14a2r2p4—39a3r2p2 +a'*r? +3a3p4+3a4p2 +4a5] }

(5.30)
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8211:; _ Al
080z | birp(-32p°122-16hrp22-8h%rp> -4h3rp+32p%22-162*p* +32np*2° +
8h%p*+8h°p%+h*)

{ K(m, % )[\/(—128p5r5 +32ap5r3 +64ap4r4 —16a2p4r2 +32ap3r5 +32a2p3r3 —8a3p3r—
16a%p’r*-16a°p?r* +4a*p?-8a’pr’ +4a*r? )+40p 13 -20ap®r? +240p°r - 144ap°r +
6a2p5r— 1 20ap41r4 +72a2p41r2 —3a3p4 +4Op3r7 —144ap3r5 +36azp3r3 +4a3p3r—20ap2r6
+72azp21r4 -1 8a3p2r2 —2a4p2 +6azpr5 +4a3pr3 3a’rt2a%? ] +E(m, % ) [v( 128248
-1922°r* 192244 326 25412 321 31257 81 4r 2 441 452 441 )-967 410 +15225r% +

482 r* 48 2122 +116£2°0% +198f 2> +88f 1227 +10f *r? 3 2 -8 422 5¢° | }
(5.31)
o%u., A2

98r [ b32p(-32p°152-16hrp*22-8h2rp3-4hrp+32p°72-1634p* +32np*3% +
8h2p4+8h3p2+h4)

{ K(m,%) [v(192r°p°-32ar°p>-96ar*p* +16a°r*p>-80a’r3p> +8a°r p+40a’r?p>-
4a*r? +8a4rp—4a5 )—40r7p3 +20ar6p2 —280r5p5 +1 20ar5p3 —6a2r5p+140ar4p4 —60a2r4p2
+3a°r* +40ap5r3 +54a2r3p3 —6a3r3p—20a2r2p4 —27a3r2p2 +3a*r? —2a3rp3 —8a4rp+a4p2
+4a° | + E(m, % ) [v(19224r0+1281r522 1921424 -32F 2r#22 4321 34 641 31222 -
20f *r?-4£3)-8024r°-321r%22-12025r* 3611424 -112£ 2r*22 401 *r* +38F 21224 +
1071227 +25F 12 +£ 437 +5¢ | }

(5.32)
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o%u,, B A

Ipor [ b3r2p(-32r9p22 +16fr3p22 -8 2rp+4F 3 pre32r0s2- 162 32432+
8f 2r*-8f3r? +£%)

[Km(-8pr°2° +24fpr°7°-40frp2° -42f 23p23 21 3pr2-21 3prz3 -2 Ypri+82r°-

241873 4366427 +541 21423 420 3r42-200 22502 190323 2 +£ 420423 £57) +

Em(-802°p%+96h2°pS+642"p*-276hp*2° +192n%2°p* -8h3p*2+116h2"p>-

220h?2°p?+115h%2°p?-11h*p?2-30%2° +5h*2°-207) |

(5.33)

o%u,, A, [ 45 0s6 3

= AK(m, Y, (3227 1p”-40Z2°rp” +
dpoz b3rp(—16p4r4+16ap3r3—4a3pr+a4) A (
32hrp’2* +6h%rp2*-8h’rp22 +2h*rp-3224p® +4025p* -48hp*2* +20hp 220 -22h22%p?

+8h°p?22-2h*p?-3h32* +4h*2% 1) + E(m,%)(—192r6p4+116ar6p2—192r4p6+

440ar*p*-200a°r*p? +3a%r* +116ar’p®-200a’r’p* +82a’r?p?-2a%*r? +3a’p*-2ap?) |
(5.34)

o’u,, A2

089z [ b3r(-321p°22-16h3%p°r-8h rp>-4h3rp+32p°52-163%p* +32h2%p* +
8h%p*+8h3p%+h*)

[K(m,%)(—4024r3p—8fp22r3+6f2p22r+6f3pr+4024r4—20fr224+8f22r4—10f222r2

+3£322-6fr* +3f*) + E(m, % )(-1624r* 326422 +116£r%2% #1121 21?27 4241 1
31372-314)]

(5.35)
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azufZ _ A
d&r | b’r?(-32rp°2%-16h22p’r-8h%rp>-4h’rp+32p°22-162*p* +32h2%p* +
8h%p*+8h3p%+h*)

[K(m, %) (-322%r7p-40f2*p-32£ 227 -2 322 rp-2f *pr+322 10 4241244 +
32 2r%22 201 222t - 14130222 20 42 £ 422 1) + E(m,% ) (-1202°r* +322%10-

144fr*5% 4381 222 -48F 2221 4326 1252 +£ 427 426 12 4£7) |

(5.36)

o’u, A .z
dpor b5rp2(8rp5—8arp3+8rp322—6a2rp—12ap4—12a22p2+12a2p2+a3) '
[K(m, % ) (562*rp+24fpro22-402°r°p-56fpri2*-18f 2prz% 21 3pr +6f *pra* +

10£3pr2? +4f *pr-5621° 2452 +402°r* +841r*2* +30f 2422 421 3r* 20112 -
3412122419322 02 56 42 431324 456422 4215 ) + E(m, %) (-1122*p®+96hp®3>

+1202%p*-228hp*2* +144h%p*22-8h°p*-38h2p?2* +43h°p?22-5h*p%-h*2% +h°) |

(5.37)

o%u, B Al
opdz  bp2(8rp’-8arp>+8rp’22-6a’rp-12ap*-12a2%p>+12a%p>+a’)
[K(m,%)(—3224pr5+1626pr3—24f24r3p—32f222r3p+32f26rp+52f224rp+18f322rp

2f4pr+322%0 162004 +81r424 4321 21422 241225 641 21224 3413222 421 2+
16220 +26f32% +9f 432 £°) + E(m, % )(-1202%p* +322%p% +144hp*2* +38h%p?2*
-48h%3%p*-320%2%p? +h*22 +2h*p%-h°) |

(5.38)
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o’u, A .2
080z [ b3p(-32r9p22 +16fpr352-8F 2pr +4f 3pr+32r53 216544326122 +

8f 2r*-8f3r? +£4)
[K(m,%)(2424r3p+32fp24r—8fp22r3+38f2p22r+6f3pr—2424r4—20f24r2+16f224+

8f2%r* 421 25° 1% +19F%22 -6 >r* +3f*) + E(m, % )(162*p*-32np*22 +116hp?2* -

112h%p?2%+24h°p?-3n02%2+3h%) |

(5.39)

o%u,, B Ay

0Er [ brp(-320p°22-16hrp22-8h%rp> -4hrp+32p022-162%p* +32hp*52 +
8h2p4+8h3p2+h4)

[K(m,%)(32i4rp5—4026rp3+32hrp324+6h2rp24—8h3rp22+2h4rp—3224p6+

402°p*-48hp*2* +20hp?2°-22n%p%2* +8h°p?22-2n*p?-3n32* +4n*2° -0 ) +
E(m, % ) (322%p%-402%p* +144hp*2*-48h2p*2% -116hp>2° +166h%p>2* -56hp?2>

+2h*p?+3h°2*-4h*3% +h”) ]

(5.40)

azu;kz 3 A,
060z b’ (8p°r-8ap’r+8p’r22-6a’rp-12ap*-12a2%p>+12a%p>+a’)

{ K(m,%) [v(642*p+16f2prz?-642*r* +326r%2% - 161 221> +8£ 322 )-322*p
+326pra* +8f 2prz? +322 44 481?24 -8 2221 +16f 224 +41322 ] +

E(m,%) [v(1282%r*-128fr22*-321322-8F 4 )-962*r* +722°r +192£r%2* +

48F%r°2%-46f 72 -16f72% 42 1] }

(5.41)
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azu’;Z 3 A2
dpoz | bp(-32r°p22 +16fprz2-8f 2pri+4f3pr+32r%22-1624r* 3261422 +81 21
-8f3r24f%)

{ K(m,% ) [v(642%r3p+322%rp+16f 227 rp+8f rp-6424r* 326422 43211224 -
8F3r% 481322441 4)-402*p-40122 p+326prz* +221 22 rp-21 3rp+402*r* +40fr*22 -
526224 420 2r 252 21 32 1166 22 +111352 14 ] + E(m,% ) [v(-1922%p* +128h2°p*

-32h%p?22+32h°p? +4h* )+2082%p*-160h2%p* +116h2*p?-80h>p222-8h°p?-3h2>
-h4] }

(5.42)

o%u,, a A

Ipdr [ b3rp(-321p°22-16h22p r-8h2rp34hrp+32p032-162%p* +32h5%p* +
8h%p*+8h°p?+h*)

{ K(m,%) [v(642%pr> +326pr 2t +48f *pr 2% +8f pra? +8f *pr-647*r°-48f 2r# 3>

+16f 21224 16131227 -8f *r2 +4f 422 +41)-3224pr° -402%pr3 -64fpr2*-48f 2pri2?

+6f 2przt-6f *pr+3224r0+4020r* +48fr*2* +481 21422 201?20 -381 21?24 24131222

+6f 42431324 37| + E(m,% )[v(-1282*r0+19220r* +192fr*2* +32f 2r?2% +

32f 30752 +8F *r?-4f42% 417 )+1602*r°-23225r* -336fr*2*-48F 2r*22 + 11612517 +

134f 2r*2% 4241 125261 1231727 43¢ }

(5.43)
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azuiZ 3 A .z
o&or b5r(8p5r—8ap3r+8p3r22—6a2rp—12ap4—12a22p2+12a2p2+a3) .

{ K(m,%) [v(-642%rp> +32hrp322-16h*rp2? +8h rp+6427p* -32hp* 22 +320p?2*
-8h’p?+8h°22-4h*)+402*1p>-40hrp®22 +32hrp2*-22h*rp22-2hrp-402*p* +
40hp*22-52hp22* +42022%p% +20°p2-160%2* +110%2% +h* ] +

E(m,% ) [v(-642*p* +128hp*2%-128hp?2* +96h*p?2% +32h°p?-32h°22 +28h* )+

1122%p*-160np*22-722%p2 +244hp*2*-192h%p %22 -8h>p? +46h°2* 350322 -7h* | }

(5.44)

azuge Al 4.3 2.5
= A K, %) [v(4824rp? +482%1p° -

dpor b3r2p2(—4arp—4p4+4ap2—4p222+a2) { A

48ar7%p> +8a%rp2°-24ap*2* -24a7%p* +24a%p %3 % 42322 )-4821p>-482%1p” +

48ar2’p>-8a’rpz? +24ap22* +24a2%p* 24a%p% 2% +42%2° | +

E(m,%)[v(—32p622+6424p4-64hp422+8h2p4+48hp224—32h2p222+8h3p2+4h322)

+32p%22-642p* +64hp*2%-8h%p* -48hp?2* +32h%p?2% -8h>p2-4h %37 | }

(5.45)

azuge A2 2.3 3
= O Km, %) | v(-48Z“rp~ +8hp~r-
oz brp2(-darp-4p* +4ap®-4p*32+a2) { A [v( p p

8h%pr+482°p*-8hp* +24hp>2% +4h>p? +4h> )+482%rp> -8hp r+8hpr-482%p* +
8hp*-24hp?2%-4h%p%-4h*] + E(m, %) [v(-482%p*+32hp*-48h2%p? +20h>p>

-4h*)+487°p*-32hp* +48h7°p>-20h*p* +4h° | }

(5.46)
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azuge _ Al
060z brp(-darp-4r* +4ar’-4r’3% +a
8f 2rp+16r*22 +81 212 -4f 257 41 3 )+16r°p2 > +812°1p+8f “rp-16r*22 -8 *r? +4f 257

+413 |+ E(m, ™)) [v(32p*22-482%p% +48hp>22-8h%p? +4h°2° -4h*)-32p*3% +
2

7y { K(m, %) [v(-16r°p2>-8f2°rp-

487%p?-48hp?7° +8h>p?-4h*2% +4h° | }

(5.47)

azuge Al . 7 2.3 3
= A K, ) [v(482°r°p+8fpr +

0&r  br’p(-darp-4r*+dar’-4r’2° +a?) { A

8f 2pr-482°r* -8fr* 42411222 -4f *r? +41 3 )-482%r3p-8fpr’ -8f 2pr+482°r* +8fr? -

24fr23% +4f 2?43 + E(m,%) [v(-162%p*+32hp* +482p? -64hp?2% +44h%p?

-4h?7%+8h%)+1622p*-32hp* -487*p? +64hp?2% -44h%p* +4h?7%-8h? | }

(5.48)

De posse destas equagdes pode-se integrar numericamente as equagdes do tipo (5.06),
encontrando-se, assim, os valores das derivadas dos deslocamentos. Estas, por sua vez, serdo
inseridas nas equagdes do tipo (5.05), para entdo, finalmente, se obter as tensdes nos pontos
internos. Ressalta-se que, por simplicidade, as equacdes (5.05) e (5.06) citadas estdo
particularizadas para uma determinada componente (plano radial, dire¢do radial). Da mesma
maneira deve-se proceder para o cdlculo das tensdes nas demais direcdes e planos, cujas

componentes foram mostradas a partir da equacgéo (5.09).
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CAPITULO VI

IMPLEMENTACAO NUMERICA DO MEC

6.1 - INTRODUCAO

2

Quando o objetivo é resolver computacionalmente uma equacdo diferencial ou
integral, antes de expressd-la numa linguagem de programacdo € preciso modeld-la segundo
os padrdes tipicos das técnicas numéricas. Os principios bdsicos do célculo numérico,
especialmente os conceitos de aproximagdo, discretizacdo, convergéncia etc. formam a
principal ferramenta para a resolucdo de equacdes por via computacional. Assim sendo, a
escolha de algoritmos, técnicas e procedimentos que componham o método de resolucdo de

um problema especifico é uma etapa muito importante.

A equacio integral obtida em (3.29), repetida a seguir por conveniéncia como equacio
(6.01), envolve uma distribui¢do dos deslocamentos e forcas de superficie em todo o

contorno. Conforme ja exposto, o ponto fonte { é o ponto nodal onde a forga unitdria produz
* . ~
o campo de deslocamentos u; , enquanto X representa os pontos de integracdo sobre o

contorno, os pontos campo.
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C(©u;©) + ;) p(EX)dI(X) = [ p;(X) u(GX)dI(X) (6.01)
T r

No caso do Método dos Elementos de Contorno, o tratamento numérico desenvolvido
considera uma discretizacdo do contorno em um ntimero finito de elementos. Como serd
mostrado, para o presente estudo comparam-se os elementos lineares e quadriticos, que

correspondem ao uso de funcdes de interpolacdo lineares e quadraticas, respectivamente.

Esta discretizacdo leva a um sistema de equacgdes algébricas envolvendo valores

nodais de deslocamentos e forgas de superficie.

Em principio, os métodos numéricos permitem resolver sistemas de dificil resolugcdo
analitica, mas de uma forma aproximada. Considerando este aspecto, o0 método dos Elementos
de Contorno envolve um procedimento que procura minimizar o erro cometido com a solucao
aproximada através de uma ponderagdo avaliada em todo o contorno, empregando uma

funcdo que guarda parecenga com o problema que se deseja resolver.
6.2 - PROCEDIMENTO NUMERICO GERAL

Uma vez obtida a equagdo integral geral de contorno (6.01) € preciso discretizé-la,

para entdo resolvé-la aproximadamente.

Inicialmente divide-se o contorno numa série de elementos sobre os quais se

interpolam as grandezas u; e p; em termos dos valores nodais.

u. =N®u® (6.02)

p,=N°p° (6.03)
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onde N° € o vetor das fungdes de interpolagdo, uiee pie sdo os vetores deslocamento e forca

de superficie do ponto nodal X .

A seguir apresentam-se algumas defini¢des importantes no desenvolvimento desta

teoria para ajudar na sua compreensao.
6.2.1 - ELEMENTOS COM GEOMETRIA LINEAR

Na Figura 6.1 observa-se o exemplo de um elemento de geometria retilinea. Nele

observa-se a coordenada natural I'(1), que € definida como:

€ € € € 1 € 1
) =x; P, +x50, =x15(1—n)+x25(1+n) (6.04)

c . . .1 1
L=y, @ +y,®, =y, 5(1-11) +Y5 5(1+n) (6.05)

=1 :’ 1= 121
ti2=t/L
n=-1

Figura 6.1 — Elemento de geometria retilinea
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Com base nos principios da geometria diferencial e observando, também, a Figura 6.2

pode-se escrever:

dI* =dr; +dr;
2 2 e \2
dre)  (dre . drs
dn dn dn

2 e \2
dre [(dre . drs
dn dn dn

dr
dr

dr,

Figura 6.2 — Geometria retilinea - elemento diferencial

Finalmente:

dre ={7¢|dn (6.06)

onde | J¥ € o Jacobiano da transformacdo, que para a geometria linear e em 2D tem o valor de:
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L 6.07)
== .

A variavel L; representa o comprimento do elemento.

6.2.2 - ELEMENTOS COM GEOMETRIA QUADRATICA

Para uma geometria ndo retilinea, como a forma mostrada na Figura 6.3 a seguir:

*=T"(x,y)
W (x3,y3)
(xX1y1)

Figura 6.3 — Elemento de geometria ndo retilinea

Tem-se:

2 2

X)) =x 0, + x50, +x.0, = x° [%g) xS (107) 4 (”7 +%) (6.08)
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2

n’ n n’ o
LX) =y @, +y; @, +y; P, =y; (7-5j +ys (1) +y5 (;7} (6.09)

Da mesma forma que no caso linear:

dre € € € 1 € (&
L =n(x)-2x; +X3)+ E(x3 - X)) (6.10)
j’ e e e l e e
=n(y; -2y, +y)+ (5 -y)) (6.11)
dn 2

O Jacobiano é definido como na equagdo (6.06). Assim:

e \? e)?
:\/(drxj J{dFYJ (6.12)
dn dn

Je

6.2.3 - EXPRESSOES DOS INTEGRANDOS

Para se efetuar as integrais indicadas na equagdo (6.01), deve-se conhecer as
expressdes dos integrandos em funcdo da coordenada natural 1. O Jacobiano é dado pela
expressao (6.12). As coordenadas do ponto campo x(1) e y(1) podem ser determinadas a
partir das expressoes (6.08) e (6.09). Sendo assim, a distdncia entre os pontos fonte e campo e
o vetor R (vide a Figura 6.4) estdo determinadas, restando apenas obter a expressdo para o

vetor unitario normal n(n).

Entdo, seja t um vetor tangente a curva I', conforme apresenta a Figura 6.4.
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g X

Figura 6.4 — Vetor posi¢do e vetores unitarios

Figura 6.5 — Elemento diferencial da curva

Ha uma relacdo entre R e a curva I', conforme mostra a Figura 6.5, que pode ser

expressa por:

AR_AB _dR_ . AR _

— = =>—=lim—=t (6.13)
Al AT dI ar-0 AT
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A andlise geométrica mostra que quando AI'=0 e A—B a dire¢do da corda AB tende

para a direcdo da tangente a curva em P.

Q=d_xi+ﬂj=t (6.14)
dl” dr dr

Por outro lado:

_dR_dRdy_dR 1

Tdr dn dT dn ]| @15
Da expressao anterior falta calcular o termo dR/dr|. Assim:
R =[x(X) - x©]i +[yX) - y©) (6.16)
Derivando em X;, tem-se:
dR =[dx(X))]i+[dy(X))]J (6.17)

onde dx e dy sdo coordenadas globais; entdo, escrevendo-as em termos de M:

x=ITM)=x7P, +x;D, +x;D, =x; N, +x; N, +x; N, (6.18)
y=TiM=y; 0 +y;P, +y;0, =y; N, +y; N, + y5 N, (6.19)
E derivando-as:
dx =x7d®, +x5dD, + x; dO, (6.20)
dy =y, d®, +y;dd, + y;dd, (6.21)

As fungdes @, sdo dadas em fungdo de n; logo:
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Q:dxm)ndy(n)j

(6.22)
dn dn dn
Com as condicdes:
t.n=0
n (6.23)
nxs =k
Obtem-se o vetor normal:
_ l dy(m) i- dX(Tl)j (6.24)
Nl dn dn

Feita a discretizagdo, as integrais sdo resolvidas de forma numérica empregando a

Férmula de Gauss.

6.2.4 - FUNCOES DE INTERPOLACAO

Para definir as fungdes de interpolagdo espacial, parte-se da adogdo de um sistema de

coordenadas adimensional, conhecido também como sistema de coordenadas natural.

A coordenada adimensional 1, é usada com vantagem por permitir o uso de funcdes
®, padronizadas e por se ajustar com mais facilidade aos esquemas de integracdo

aproximada (Gauss, por exemplo), doravante empregados.
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n r=L
(0) (1) /[ . @)

Figura 6.6 — Sistema de coordenadas adimensional

Na Figura 6.6 mostra-se um elemento adimensional, para o qual as componentes de u
e p, respectivamente u, e p,, em qualquer ponto, podem ser definidas em termos de seus
valores nodais e as funcdes de interpolacdo @, sdo dadas em termos da coordenada

adimensional.

Para as fungdes de interpolacdo linear, tem-se:

u, () =u; ©,(n) +us () =@, d)J[Ei} (6.25)

i2

e
Pii
€

i2

p,(m) =p;; ©,() + p;; ®,(M) =[P, CDZ]{ } (6.26)

Da Figura 6.6, pode-se ver que a coordenada adimensional 1 varia de -1 a +1 e as duas

funcdes de interpolacdo sdo:

o, =%(1 ) 6.27)
1
@, = (1+1) (6.28)
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Da mesma forma, para as fun¢des de interpolagdo quadriticas tem-se:

€

U
u;(M) =uy @,()+u; (M) +u;; @;(n) :[q)l o, Q)3] u;; (6.29)
u;
Pi
p;(m) =p; ©,(M)+p;; ©, (M) +p;; C;() = [q)l o, @3] Pi> (6.30)
ol
E, neste caso, as funcdes de interpolacao séo:
1
@, =5n(n- 1) (6.31)
D,=1-7’ (6.32)
1
Oy =-n(n+1) (6.33)

6.2.5 - INTEGRACAO NUMERICA.

Na Figura 6.7 ilustra-se esquematicamente como se processa a aproximacdo de um
contorno curvilineo qualquer por elementos de contorno. Na figura a) se apresenta o elemento
constante retilineo. Nele, a aproximacao das varidveis basicas ou primais € constante ao longo
do elemento, enquanto a descricio geométrica do elemento é linear. E, portanto, um tipico
elemento hipoparamétrico. Nele, comumente o posicionamento dos pontos nodais &

centralizado no elemento de contorno. O uso de tal tipo de elemento ¢ bastante limitado na
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elasticidade. Na figura b) vé-se o elemento linear retilineo, de classe isoparamétrica, no qual o
campo de varidveis primais e a geometria do elemento sdo de mesma ordem. Usualmente os
pontos nodais coincidem com as extremidades do elemento de contorno, mas em algumas
ocasides podem ser empregados elementos ndo-conformes, nos quais os pontos nodais sio
deslocamentos para o interior ou mesmo para o exterior, embora mais raramente. Por fim, na
figura c) vé-se o elemento quadratico isoparamétrico. Tré€s nés funcionais caracterizam este

tipo de elemento, de maior precisio.

Assim, substituindo (6.02) e (6.03) em (6.01) tem-se a seguinte expressao:

Ne

Ne
Gy (C)+ Z J. pij*Ne dl’ ju® = Z j uij*Ne dI’ |p;® (6.34)
k=1 T

k=1 T

onde Ne ¢é o nimero de elementos da discretizagdo.
] j ka;

2

Figura 6.7 — Tipos de elemento de contorno: a) elemento constante,
b) elemento linear,

c¢) elemento quadrético.
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A geometria de cada elemento é definida em termos de uma fun¢do interpolante de
forma, que se baseia nas coordenadas cartesianas dos pontos nodais que sdo naturalmente

conhecidas. As coordenadas cartesianas X; dos pontos de contorno estdo situadas ao longo do

elemento, como mostra-se a seguir:

X, = M°x° (6.35)

1 1

onde M° € a matriz contendo as fung¢des de interpolagdo e x,° o vetor de coordenadas nodais

do elemento.

Durante a montagem do sistema de equacdes indicado em (6.34), cada uma das
integrais serd calculada numericamente. Este cdlculo se dara através da integracdo numérica

unidimensional de Gauss, que estabelece:
1 PI
[tondn =" fn)w, (6.36)
1 i=1

Na equagdo anterior, M; € a coordenada adimensional do i-ésimo ponto de integracdo,
w; € o fator de peso associado ao ponto i, e PI é o nimero total de pontos de integracio

utilizado.

Desta forma trabalha-se com as parcelas da equacgéo (6.34) como segue:

NPI
inj*Ne dI' = J.pij*Ne Jldn = Z J N w, N pij*k (6.37)
I, I, =
. . NPI .
[uyNedr= [u/Ne[y|dn =3 5| w,N oy, (6.38)
I, I, =

nas quais NPI representa o nimero de pontos de integracdo de Gauss.

A equagfo integral discretizada é aplicada repetidamente considerando o ponto {

situado coincidentemente com todos os pontos nodais existentes. Um sistema de trés equagdes
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algébricas por n6 é gerado e envolve os valores nodais de deslocamento e for¢a de superficie.

Ainda € interessante levar este sistema para uma forma matricial conforme mostrado a

seguir.

Da segunda parcela de (6.34) tem-se:

i[ [pyN dl"e]uie = i h® u (6.39)
k=1

k=1 I

Similarmente,

Ne Ne
Z[ [uNe dFerf => g'p* (6.40)
k=1

k=1 I

O sistema fica reduzido na forma mostrada a seguir:
Ne Ne

CEHuE)+ ) h*u =) g p’ (6.41)
j=1 j=1

Resulta, entdo, um sistema de equagdes matriciais na forma:

(C+H)u=Gp (6.42)

Na equagdo (6.42) os vetores u e p contém os valores de deslocamento e forcas de

superficie em todos os pontos nodais. A matriz C é quase diagonal (banda pequena), e pode

ser incorporada a matriz H para formar o sistema abaixo:

Hu =Gp (6.43)
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6.2.6 - POSICIONAMENTO DOS PONTOS FONTE.

2

Apesar da forma concisa apresentada em (6.43), é necessdrio agora estudar como
determinar as submatrizes da diagonal de H. Ressalta-se que os termos dessa diagonal sio
compostos da submatriz C e de parcelas de integrais nas quais ha singularidade, pelo fato do
ponto fonte estar coincidente com o elemento no qual se processa a integragdo. O raio vetor R
se anula ou fica préximo de zero. O célculo dessas integrais singulares € analiticamente
bastante complexo e numericamente também bastante sensivel a imprecisdes. Para se evitar
tais problemas, usualmente a forma de cdlculo destes componentes é feita através da
imposi¢do de translagdes de corpo rigido, correspondentes a forcas de superficie nulas. Desta

forma, adotando-se para o caso bidimensional, 2 translagdes independentes, u, =9, e

u, =9,, chega-se a:

t

Y H u =0 (p=12,..0) (6.44)

q=1
onde Hy,, representa matrizes 2x2 de H e:

u =1 (6.45)

q
onde I é matriz identidade.

Deste modo, pode-se calcular indiretamente as submatrizes da diagonal de H na

forma:

t
H,=-Y)H, (a=12,..0 (6.46)
q=1

q#o.

No entanto, essa estratégia ndo resulta efetiva nos casos de problemas axissimétricos,
pois se € possivel simular um movimento de corpo rigido na dire¢c@o axial, 0 mesmo nao pode

ser feito na direcdo perpendicular ao eixo de revolucdo. Restaria, nesse caso tentar integrar as
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complexas singularidades geradas por fung¢des elipticas, ndo fosse possivel colocar o ponto

fonte { fora do dominio fisico do problema, resultando numa matriz C identicamente nula.

A introducdo da técnica de colocagdo dos pontos fonte fora do dominio néo € novidade
com 0 MEC, mas € um procedimento pouco usual, por se acreditar que hé perda aprecidvel de
precisdo e requerer-se a definicdo de novas coordenadas para os pontos fonte, diferentes

daquelas escolhidas para defini¢do dos nés funcionais na malha de elementos.

No Brasil, Fernandes & Venturini [10] procederam a diversas pesquisas sobre o tema,
chegando a propor expressdes interessantes com vistas a manutengdo da precisdo do método

apesar da colocagd@o dos pontos fonte afastados do dominio fisico do problema.

Nesta dissertagdo, portanto, os pontos fonte sdo posicionados estrategicamente fora do
dominio, acarretando, dentre outros beneficios, uma reduzida quantidade de integrais

singulares a serem resolvidas, visto que:
C()=0 (6.47)

Portanto, tem-se uma equacdo idéntica a equagdo (6.43) abaixo, para cada ponto
geométrico preestabelecido na etapa de discretizagdo, resultando em um sistema de equacdes

3Np X 3Np, onde Np representa o niimero total de pontos geométricos situados no contorno.

* * * * *

NE prr pr9 p ur

u
NE r
ZJ Po:  Poy P, || U | 27T dF=ZJ Uy, Ugy Uy, || Py | 271 dI
1 = E 1 1_* % 4

* R

* ] *

r ; ;
pzr p29 pzz uz uzr u26 uzz pz

(6.48)

No que tange a posicdo exata destes pontos fonte, utilizou-se a mesma estratégia
empregada por Fernandes & Venturini [10] em seu trabalho. A Figura 6.8 ilustra a estratégia
empregada. Na citada figura representa-se apenas um quadrante de uma esfera oca. Nela estio
mostrados, sobre o contorno, os ndés geométricos e, externos ao dominio, os pontos fonte. A

distancia d; é dada por:
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d. =a.l (6.49)

Nesta dltima equagdo, /; ¢ valor médio dos tamanhos dos elementos adjacentes e a; ¢ um

parametro escolhido dentro de uma escala de 0,1 a 0,5.

Ressalta-se que existe uma outra forma de se obter os coeficientes Cj, que foi

apresentada em Brebbia et al [5]. Porém, apds ser testada nessa pesquisa, esta técnica ndo
proporcionou as mesmas vantagens observadas com o posicionamento externo dos pontos

fonte.

Figura 6.8 — N6s geométricos e pontos externos ao contorno de uma esfera oca
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6.3 — EQUACIONAMENTO PARA CALCULO DE TENSOES NO
CONTORNO

Para se conhecer todas as tensdes e deformacdes nos pontos que se encontram
exatamente no contorno, € preciso ter, como ponto de partida, todos os vetores deslocamento
e forca de superficie ja conhecidos nos pontos nodais. Isto quer dizer que devem estar
disponiveis para o cdlculo tanto os valores nodais das varidveis bdsicas fornecidos ao sistema
de equagdes como condi¢des de contorno, quanto os valores calculados posteriormente pela
solugdo das equacdes integrais discretizadas. As componentes destes vetores em cada ponto
nodal de um dado elemento estdo representadas concisamente de acordo com as equacdes

(6.02) e (6.03).

No entanto, para que estes vetores sejam aproveitados, deve-se fazer uso de um eixo
de coordenadas tangencial e normal a superficie de contorno, no intuito de se utilizar um
plano de tensdes principal, o que facilita imensamente os cédlculos. A Figura 6.9 exemplifica
este sistema de coordenadas para um ponto qualquer do contorno. Os vetores t e n

representam os vetores unitarios que definem este sistema de coordenadas.

-l

Figura 6.9 — Representacdo dos vetores normal e tangente
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De acordo com a equacdo (6.14) onde x e y serdo respectivamente, em coordenadas

cilindricas, r e z:

1 [dr, dz

t=—|—i+—jl=Ti+T j 6.50

O vetor u(Q) € o vetor deslocamento do ponto Q nas coordenadas originais, tal que:

u(Q =u,(Qi+u,(Qj+us(Qk (6.51)

Para se obter o deslocamento u,(Q) do ponto Q na dire¢do do vetor t basta-se efetuar

o produto escalar u(Q)- t:

1 Q= (u,QT +u,(QT,) (6.52)

Para a continuagdo dos cdlculos € preciso que se obtenha a deformagido do ponto em
relacdo ao novo sistema de coordenadas. Desta forma, considera-se dt como um comprimento

infinitesimal na dire¢@o tangencial ao contorno, de forma que:

_du (@ _ du(Q dy
dt dn

(6.53)

tt

Tomando-se um segmento qualquer no contorno AI' e um na direcdo tangencial ao
contorno AI' como mostrado na Figura 6.10, é imediata a constatagdo de que fazendo-se

ambos tenderem a zero, tem-se:

Se AU’ -0 ;At—0 ,entdo: dI' =dt
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At
ATl

Figura 6.10 — Discretizagdo do contorno

Desta maneira, também pode-se verificar que:

_ du(Q) dn _ du(Q) dn _ 1 du(Q

= (6.54)
dqn dt dn dr I dn

€y

Portanto, desenvolvendo a derivagdo da equagdo (6.52) e substituindo-a na equagdo

(6.54), obtém-se:

dN N
o= (S + s e S g (g e g 4,
L\ dn dn dn dn dn dn

(6.55)
Como esta transformacio de coordenadas consiste em apenas uma rotacdo em torno

do eixo O, os alongamentos angulares €yq ndo se alteram. Sendo p a distdncia do ponto ao
eixo de simetria (representado na Figura 4.1 como r; ), pode-se concluir que:
€ € €
Ny u, + Ny uyp + N3 U3

Com a Lei de Hooke tem-se:
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c Vv
21‘: =g, + v (att+snn+s¢,¢,) (6.57)
Entéo:
1 (1-2v)
€qn = = { o O -V(stt+s(p(p) } (6.58)

Da mesma forma que para com os deslocamentos, é preciso também realizar a rotagdo
do vetor for¢a para que se trabalhe no sistema de coordenadas tangencial e normal. As
componentes do vetor forca neste sistema de coordenadas sdao obtidas fazendo-se o produto

escalar entre o vetor forca p(Q)e a matriz transformag¢do (no caso uma transformacio

definida por uma rotac¢do) Tr, onde:

P(Q=p(Q1i+p,(QJ+pe(Qk (6.59)
e,
T, T, 0
Tr=|T, T, 0 (6.60)
0 0 1
Entdo:
P =pTr=p(Qi+p,(QJj+p,(Qk (6.61)

Agora, neste plano de tensdes, ¢ possivel montar o tensor tensdo. Das nove
componentes, cinco ja foram calculadas com os dados do vetor tensdo e as outras trés serdo

encontradas tomando-se como base as deformacdes e as tensdes também ja calculadas.

Sendo este vetor tensdo G, , tal que:
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Ot Om O
Gy =[Oy Opp Opg (6.62)

Cop

De posse das componentes do vetor forca e sabendo-se que o tensor tensdo € sempre

simétrico, pode-se afirmar automaticamente que:

Oiw Pt Ot

Gt =| Pt Pn Pg (6.63)

Opt Po Ogo

Pode-se agora completar a equagdo (6.58) encontrando, desta forma, a deformacdo

€,n que faltava ser calculada, pois sabe-se que 6,,=p, . Assim sendo, tem-se:

1 [(1—2\/)

= o | P V(e +egp) } (6.64)

Para as duas componentes do tensor tensao restantes utiliza-se a lei de Hooke.

2u

Oy = m[(l—\/)ﬁtt + Vv (Snn +S(P(P):| (6.65)
2p

G(P(P = m[(l—V)S(P(P + Vv (8[[ +81’11’1 ):' (666)

A seguir o desenvolvimento para a obtencdo da ultima componente de tensdo a ser

calculada: o,. As substitui¢des foram feitas de modo a determinar esta componente de

tensdo dependendo o minimo possivel do cdlculo de derivadas de deslocamento. Com isto,
ocorre a reducdo do erro de aproximacdo devido a derivacdo da fungdo de interpolagdo. Para
tanto, parte-se da equacdo matricial que transforma o tensor deformacdo em coordenadas

cilindricas para o novo sistema de coordenadas:

Programa de P6s Graduacdo da Engenharia Mecanica - UFES



Implementacdo numérica do MEC 92

€=¢.Tr (6.67)

A seguir serdo empregados na transformacdo apenas os termos necessdrios na obtengdo de

o6 Fazendo a multiplicagdo das matrizes termo a termo tem-se:

8[([) = -Tzsre + Tlgze (668)
Sn(P = Tlgre + TZSZG (669)
Pela lei de Hooke:
_Snp _ P _
Sn(p = E = E = Tlare + TZSZG (6.70)
1( Py
el = —| —— - T € 671
0 T[ (ZG 2 ZSJ ( )

Desta forma a equagdo (6.68) ficara:

1(Pp
€p =12 f(% - ngzej + Tie g

1 Py
€o=—| 8,9 -1T),— 6.72
0= ( ) ZGJ (6.72)
Quando T;=0, utiliza-se a equagdo (6.68), onde:

St(P = -Tzsre (673)

De forma resumida, a dltima componente do tensor tensdo oy,, em fungédo de apenas uma

derivada de deslocamento sera:
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Se T, #0
_G[%e 1P
Tl oz G
Quando Tj=0:

(6.74)

(6.75)
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CAPITULO VII

SIMULACAO NUMERICA

7.1 - ESFERA OCA

Nesta primeira aplicacdo, considera-se uma esfera oca, de raio interno igual a R, e raio
externo igual a Rb’ submetida a uma pressdo negativa unitdria P em seu interior e a uma

pressdo externa nula, conforme esquematizado na Figura 7.1 a seguir.

Figura 7.1 — Esfera oca submetida a pressdo interna
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Uma meia esfera pode representar integralmente uma esfera completa quando nela é
restringido o deslocamento no eixo “z”, exatamente como estd representado pelo apoio sobre
rolos indicado na Figura 7.2. Isto trard enormes beneficios computacionais ao cdlculo. Tem-se

como solucdo analitica do problema as seguintes expressdes, dadas em funcdo do raio da

esfera:
3 R, 3
__Ra |, b (7.01)
"R, -RY 2
- a
R,’ R’
0= 33R e sz (7.02)
b ~Na r

Figura 7.2 — Modelo simplificado (um quarto de esfera) considerando uma se¢do de revolugdo

submetida a condi¢des de contorno adequadas
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O modelo adotado para ser resolvido pelo Método dos Elementos de Contorno
considerou a discretizacdo do contorno em 8 elementos quadriticos. Tanto a superficie
interior quanto a exterior foram discretizadas em 2 elementos. Os 4 elementos restantes foram
posicionados ao longo do raio, na superficie apoiada sobre rolos. A figura a seguir mostra os

pontos desta discretiza¢do onde cada elemento possui 3 pontos:

12

& 7 2 =] i@ ¥l 2z 18 A8

Figura 7.3 — Malha utilizada na simula¢@o da esfera oca

Para o presente cdlculo foram adotados os seguintes valores:

Rb =2m;
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E =1,0 Pa.

As Tabelas (7.1) e (7.2) a seguir apresentam comparagdes entre a solucdo analitica do
problema e a solucdo obtida pelo método, utilizando os pardmetros mencionados

anteriormente.

Tabela (7.1) - Deslocamento radial u, (em metros) ao longo do raio

Raio (m) MEC Analitico  Erro %
1.125 -0.6125 -0.6122 0.04
1.375 -0.4983 -0.4987 0.07
1.625 -0.4480 -0.4485 0.12
1.875 -0.4297 -0.4304 0.16

Tabela (7.2) - Tensdo normal 6, (Pa) ao longo do raio

Raio (m) MEC Analitico  Erro %
1.125 0.5429 0.5442 0.24
1.375 0.3606 0.3627 0.58
1.625 0.2746 0.2760 0.52
1.875 0.2302 0.2295 0.29

Pode-se perceber que a precisdo obtida pela simulagdo numérica é bastante satisfatoria,
pois o maior erro ficou limitado a 0,6%, nao obstante a relativa simplicidade da malha, que
embora seja constituida de elementos quadriticos, empregou apenas oito elementos de

contorno.
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Uma precis@o ainda maior seria obtida se os valores apresentados fossem calculados para
pontos no interior do dominio, através do uso reiterado da equagao integral, usando os valores

nodais de contorno previamente processados.

O menor erro observado na determinagdo dos deslocamentos se deve ao fato de a equagio
integral dos deslocamentos ser bem mais simples do que a expressdo similar para
determinacdo das tensdes que, como visto anteriormente, envolve derivadas de fungdes

elipticas e derivadas de segunda ordem.

Erro Médio dos Deslocamentos Calculados

0.0a T T |
0 & 16 24 32

Hiamero de Elementos de Contomo

|+ Poison=0.0 —#— Poison=0.25 —— Poizon=0.5 |

Figura 7.4 — Erro médio percentual no calculo dos deslocamentos radiais

Para mostrar a convergéncia dos resultados numéricos de acordo com o refinamento
da malha, sdo reproduzidos, nas Figuras 7.4 e 7.5, graficos nos quais é empregado um nimero
maior de elementos de contorno. Para a quantificacdo do erro, calculou-se uma média dos

erros cometidos em todos os pontos nodais de cada malha.

Programa de P6s Graduacdo da Engenharia Mecanica - UFES



Simulacdo numérica 99

Erro Médio das Tensodes Calculadas

3.0 -
2.5 1
2.0 A
1.5 1
1.0 -

0.0 T T T 1
0 8 16 24 32

Numero de Elementos de Contorno

Erro (%)

—— Poison=0.0 —=— Poison=0.25 —— Poison=0.5

Figura 7.5 — Erro médio percentual na determinacéo das tensdes circunferenciais

Nestes graficos também foram apresentados resultados nos quais se empregam valores
distintos para o coeficiente de Poisson. Este coeficiente, quando tomado igual a zero, elimina
a influéncia de algumas parcelas nas quais estdo presentes derivadas de grande sensibilidade.
Esta interferéncia, todavia, ndo mais causa problemas quando se utilizam malhas mais

refinadas, conforme se pode observar.

7.2 CILINDRO CIRCULAR OCO

Neste segundo exemplo, tem-se um cilindro circular oco, de raio interno igual a Ry e
raio externo igual a Rb, submetido a uma tensao de cisalhamento unitaria P em sua parte

interna, e fixado em sua parte externa como indicado na Figura 7.6.
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Figura 7.6 — Cilindro circular vazado submetido a tensdes cisalhantes na superficie interna

A vista lateral do problema estd ilustrada na Figura 7.7, mostrada a seguir, na qual

também estdo apresentadas as condi¢des de contorno adotadas.

TrEI =1

v R A
Iy
'

(%

Figura 7.7 — Condi¢des de contorno na sec¢do de revolugdo do cilindro circular oco
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Tem-se, como solugdes analiticas, as seguintes expressdes em funcao do raio do cilindro:

R 2
T = —o- (7.03)
Tr
R 2
g = 2| - 1 (7.04)
2G Rb r

O modelo computacional obtido pelo Método dos Elementos de Contorno foi composto
de uma discretizacdo com 8 elementos quadréaticos distribuidos, conforme mostrado na figura

a seguir, em 2 elementos em cada superficie no contorno:

1ce ®10

17¢ ¢ =

12 @ $ 2

12 ¢ 87

zoe ¢c
1 z 3 a 5

Figura 7.8 — Malha utilizada na simulag¢@o do cilindro oco
Para o presente calculo foram adotados:

Ra = 0,1 m,

szlm
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G =0,5Pa.

As tabelas (7.3) e (7.4), mostradas a seguir, apresentam comparacdes entre a solucio
analitica do problema e a solug@o obtida pelo método, utilizando os pardmetros mencionados

acima.

Tabela (7.3) - Deslocamento u, (em metros) ao longo do raio

Raio (m) MEC Analitico Erro %
0.10 0.0988 0.0990 0.23
0.25 0.0377 0.0375 0.66
0.55 0.0126 0.0127 0.91
0.85 0.0032 0.0033 1.12

Tabela (7.4) - Tensdo de cisalhamento 7 (Pa) para 3 pontos na superficie externa

Ponto MEC Analitico Erro %
1° 0.010005 0.01 0.05
2° 0.009998 0.01 0.02
3° 0.010005 0.01 0.05

Média 0.010000 0.01 0.04

Neste exemplo, a boa precisdo do método se repete, mas um destaque deve ser dado ao
desempenho no célculo das tensdes cisalhantes na parede externa, pois o nivel de erro foi o

mais baixo observado em todas as simulacdes.
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CAPITULO VIII

COMENTARIOS FINAIS E CONCLUSOES

Um grande ndmero de aplicacdes bem sucedidas do Método dos Elementos de Contorno
em diversos problemas de engenharia, feitas por empresas, centros de pesquisas e
Universidades, atestam cada vez mais a versatilidade do método e sua capacidade em obter

solugdes aproximadas de elevada exatidao.

Dentre uma série de vantagens computacionais, destaca-se a menor quantidade de entrada
de dados, decorrente da necessidade de montar uma malha de pontos de discretizagdo limitada
apenas ao contorno do problema. Esse ¢ um fator importante, considerando a existéncia de
varios métodos numéricos similares que se colocam como alternativas a altura, capazes de

realizar simulacdes com nivel de precisdo satisfatorio.

No contexto deste trabalho, devido a estrutura da formulagdo utilizada com o Método dos
Elementos de Contorno, expressdes analiticas correspondentes a um problema de natureza
rigorosamente tridimensional podem ser representadas através de modelos bidimensionais,
garantindo consisténcia matemdtica e alto nivel de precisdo. Esta simplificacdo provém do
processo de integracdo da solu¢do fundamental tridimensional ao longo da varidvel angular,

que fica implicito no modelo computacional final.
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Desse modo, se num problema qualquer a abordagem pelo MEC fica limitada ao
contorno fisico do problema, nos casos axissimétricos este contorno consiste apenas do
contorno da secdo de revolugdo, que em pecas macigas exclui o eixo de revolucdo, resultando
numa economia considerdvel de dados de entrada. A precisdo, todavia, corresponde a de uma
modelagem matemadtica tridimensional, sem que se cometam os erros inerentes a uma malha
em trés dimensdes, pois a solucdo fundamental € tridimensional. Isto ndo acontece com outros

métodos numéricos importantes.

Em termos operacionais, o cerne da abordagem de problemas axissimétricos encontra-se
na solugdo das integrais circunferenciais, que se enquadram na categoria das integrais
elipticas, notoriamente de dificil tratamento analitico e computacional. Alguns dos recursos
empregados nesse mister sdo bem simples, como, por exemplo, o método de quadratura de
Gauss, enquanto que a solucdo direta das integrais elipticas através de rotinas especializadas é

bastante natural.

Nesta dissertagdo, ndo apenas a integracdo das equagdes, mas também a obtengdo de
derivadas envolvendo fungdes elipticas constituiu uma das etapas mais complexas. Por
caracteristicas tipicas do problema elastostatico, sdo envolvidas derivadas de segunda ordem
na determinagdo dos vetores tensdo. Desse modo, o auxilio do programa MAPLE foi de
crucial importancia para evitar erros de célculo, infelizmente cometidos por outras fontes

bibliogréficas, tamanha a dimensdo das operacdes algébricas.

Um outro mecanismo, do qual o presente trabalho se utilizou, consistiu no uso de nds
duplos nos locais onde a prescricdo do valor de contorno ndo é imediata, em virtude da
indefini¢do do seu tipo: natural ou essencial. O ndo uso dos mesmos eleva consideravelmente
o erro dos resultados finais das simulagdes.

Nos problemas de elasticidade bi e tridimensionais, o cédlculo dos coeficientes Cij é
relativamente simples em virtude da eficacia da tatica da imposi¢c@o do deslocamento de corpo
rigido nas direcdes dos eixos cartesianos. No entanto, o mesmo ndo pode ser empregado em
todas as direcdes quando o sistema de coordenadas do problema nao € o cartesiano, uma vez

que o deslocamento de corpo rigido no sentido radial ndo possui um sentido fisico. Para evitar
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este problema, e ainda favorecer a reducdo do nimero de integrais singulares a serem
resolvidas, na presente pesquisa se fez uso de pontos fonte fora do dominio. Tal recurso teve
éxito, como se pode constatar através dos bons resultados obtidos nos exemplos aqui
apresentados. Os erros percentuais, na sua grande maioria, abaixo de 1% em todas as

aplica¢des, com malhas relativamente simples, atestam o sucesso da utilizacdo deste artificio.

A modelagem matemadtica, de fato, € complexa, mesmo em duas dimensdes, mas ¢
indiscutivelmente vantajosa. Isto porque a elaboracdo de um programa computacional ndo é
tarefa que se repita, sendo feita apenas uma dnica vez; seu manuseio computacional por
usudrios e pesquisadores é extremamente facil; as interfaces para desenvolvimento do cédigo
e acoplamento de recursos gréaficos sdo muito simples, dada a modelagem ser bidimensional,
encorajando melhorias; e, por fim, seus resultados sdo indiscutivelmente satisfatdrios para as

aplicacdes em engenharia, com dispéndio computacional bastante reduzido.
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APENDICE A

INTEGRAIS ELIPTICAS

A.1 INTRODUCAO

Existem certas integrais abelianas que ndo sdo elementares. Cita-se como exemplo a

integral:

dt (A.1)

A integral acima aparece no cdlculo do comprimento de arco de uma elipse. Dai,
provavelmente, surge sua denominacdo: “Integral Eliptica”. Nota-se que se f =sené entdo

dt = cos 816 e, portanto, a integral (A.1) apresenta-se na forma:

j J1—m?sen” 8d6 (A.2)
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A.2 - FORMAS DE LEGENDRE

As formas de Legendre das fungdes integrais elipticas de 19¢ 2° tipos sdo definidas

respectivamente por:

(A.3)

[
F(m,p) = J‘L
0

1 - m*sen*0
[
E(m,¢) = j J1 - m’sen’0d@ (A4)
0

onde m é um nimero real do intervalo [0,1], sendo m*? chamado de Médulo, e 0éa
amplitude da integral eliptica.

Para cada par (m,$) os valores funcionais de F(m ,() e de E(m,$) sdo encontrados em
tabelas de duplas entradas para y = arcsen(m) e 0 < ¢ < 7w/2.

Em particular, quando ¢ = m/2, as integrais K = F(m , ©/2) e E = E(m , ©/2) sdo
fungdes do pardmetro m = seny , ¥ € [0 , /2] e sdo denominadas “Integrais Elipticas
Completas” do 19 ¢2° tipos, respectivamente.

De modo mais explicito tem-se:

K=F(m l):?L (A.5)
2 o V1—m*sen’ @
e
¥

E=E(mZ)= j J1—m?sen>6d6 (A.6)
0

Utilizando-se o Teorema Binomial na forma:
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p(];‘—l)xz_l_p(P_;)‘(p_z)x3+...+p(p_l)mfp_n-i-l)x"-l--"

(I+x)" =1+ px+
vélido para todo m real e para todo x € ]-1, 1[, uma vez para p = -1/2 e outra para p =
1/2, desenvolve-se os integrandos de (A.5) e de (A.6) em séries de poténcias de

x=m’sen’ 6.

Integrando-se, termo a termo, ambas as séries resultantes de 0 a /2 e levando-se em

COHtaque:
% % ~
Jsenzﬁdﬁzz e Jsen”ﬁd&zwxz n=12,...
) 4 ) 24.6..2n) 2
tem-se:
2 2 2
Fommy=Zlia[ 1] e o[ 23] e o[ 235 e (A7)
2 2 2x4 2X4x6
(&
2 2 2
Emzmy=Z1=[ L] pp o[ 23 ) e [ 1X3X5 ) e (A.8)
2 2 2x4 2Xx4x6

Entretanto a amplitude ¢ das formas integrais de Legendre (A.3) e (A.4) ndo € restrita,
podendo assumir tanto valores positivos como valores negativos. Como as tabelas geralmente
fornecem valores funcionais destas apenas para ¢ € [0 , ®/2], faz-se necessério calcular os
valores daquelas integrais para os demais valores de ¢.

Se f: [0,1] — R ¢ uma funcdo arbitraria da varidvel u =sen’@, cujo grifico seja
conhecido para 6 € [0, /2] como na Figura A.1 entdo ,o grifico de f(u(8)) entre /2 e & é
uma reflexdo do mesmo sobre a reta 6 = © /2 ,como na Figura A.2. Além disso, f(u) tem

periodo T e, portanto, o grafico de f(u(6)) repete-se a cada intervalo de comprimento .
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fu)

B
A

T ]
um" wf

Figura A.1 — Gréfico de f(u(0)), 6 € [0, ©/2]

flu)

Figura A.2 — Gréfico de f(u(0)), 6 € [0, 7]

T, T,

4 2
Sendo A = If(u(e))dﬁ e B= If(u(ﬁ))de verifica-se que os valores de outras
0 %

integrais para 6 > /2 podem ser obtidos como somas e/ou diferencas de multiplos de A e de
B.

O mesmo ocorre para cada uma das fungdes integrais de Legendre, quando considera-

se os integrandos \1—m’sen’ @ e

1 ~ .
ﬁ como fungdes da varidvel u =sen’ 4.
1-m~sen” @

Utilizando-se as defini¢des (A.5) e (A.6) pode-se concluir que para todo inteiro n
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tem-se:

F(m,¢ptnr)=2nK * F(m,Q)
e
E(m,ptnm)=2nE+ E(m,@)

(A.9)

(A.10)
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