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RESUMO

A proposta deste trabalho é apresentar uma sequéncia didatica voltada ao ensino da
Analise Combinatéria buscando orientar professores de matematica no desenvolvimento
deste tema voltado, especificamente a resolucdo de questdbes do Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM). O objetivo & proporcionar uma alternativa que promova o
engajamento dos alunos na realizag&o das atividades voltada a valorizagao da criatividade,
paciéncia, perseveranca e o desenvolvimento de habilidades necessarias para que o aluno
seja capaz de resolver tais problemas. O desenvolvimento dessa dissertagdo consiste em
auxiliar professores e alunos no processo de ensino-aprendizagem e tornar o ensino da
Analise Combinatéria mais agradavel e menos arduo. A dissertacao divide-se em capitulos
abordando sobre o Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM, a Base Nacional Comum
Curricular — BNNC e ensino da Analise Combinatéria. Apresenta-se, portanto de forma
sucinta a definicao dos principais métodos de contagem abordados no ENEM nos ultimos
anos. Por fim, realiza-se uma selecao de algumas questdes de Analise Combinatéria que
apareceram nas provas do ENEM nos ultimos anos. Para cada questao apresentada,
propde-se pelo menos uma solugdo, acompanhada de uma analise critica.

Palavras-chave: Analise Combinatdéria. Exame Nacional do Ensino Médio.
Principais métodos de contagem. Sequéncia didatica.



ABSTRACT

The purpose of this work is to present a didactic sequence focused on the teaching of
Combinatorial Analysis, aiming to guide mathematics teachers in developing this topic,
specifically in relation to solving problems from the National High School Examination
(ENEM). The objective is to provide an alternative that fosters student engagement in
carrying out activities, emphasizing creativity, patience, perseverance, and the development
of skills necessary for solving such problems. The development of this dissertation seeks
to assist teachers and students in the teaching-learning process and to make the teaching
of Combinatorial Analysis more pleasant and less arduous. The dissertation is divided into
chapters that address the National High School Examination (ENEM), the National
Common Curricular Base (BNCC), and the teaching of Combinatorial Analysis. It briefly
presents the definition of the main counting methods covered in ENEM in recent years.
Finally, a selection of some Combinatorial Analysis questions that have appeared on ENEM
exams in recent years is carried out. For each question presented, at least one solution is
proposed, accompanied by a critical analysis.

Keywords: Combinatorial Analysis. National High School Examination. Main
counting methods. Didactic sequence.
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1 INTRODUGAO

A Anadlise Combinatéria tem um papel relevante no desenvolvimento do
raciocinio logico e do espirito de investigagao.

Aquino (2013) destaca a importancia da Analise Combinatdria no ensino basico
julgando-a como essencial na formacgao de individuos criticos e conscientes devido o
fato de estar presente em situagdes do cotidiano que podem ser exploradas
capacidades como observagdo, levantamento hipoteses, investigacdo e
sistematizacao.

Colins e Colins (2020) destacam a relevancia da introdu¢cdo do pensamento
combinatorio desde as séries iniciais, através da resolugcao de problemas, pois
desenvolve o processo da leitura (interpretacdo e compreensao do problema) e da
escrita (registro do pensamento combinatorio).

A presenca da Combinatéria pode ser observada desde as séries iniciais do
ensino fundamental, por meio da contagem de objetos e da comparagdo da
quantidade de objetos entre dois conjuntos. No 4° ano, a BNCC estabelece como um
dos objetos de conhecimento o estudo de problemas de contagem. Ja no 5° ano,
propde-se que os alunos sejam capazes de contabilizar o numero de agrupamentos
formados pela combinagdo dos elementos de dois conjuntos, A e B. Por fim, o ensino
da Combinatoria volta a estar presente no 8° ano, por meio do estudo do principio
multiplicativo. (Brasil, 2018, p.294)

Ferreira (2013), destaca que o ensino-aprendizagem da Analise Combinatdria
no Ensino Médio ndo é algo simples, pois sua pratica pedagogica deve priorizar o
entendimento dos conceitos, procedimentos e o desenvolvimento de habilidades
necessarias para resolver problemas combinatorios.

A importancia da Analise Combinatéria ao longo da vida académica de um
aluno do ensino basico faz com que, frequentemente, itens desse assunto aparecam
em provas de alguns exames nacionais tais como as Olimpiadas Brasileiras de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) e o ENEM. Ao longo do periodo de 2004
a 2024, 50 itens deste assunto estiveram presente no ENEM. Ja no periodo de 2009
a 2024, no qual foi instituido o novo ENEM, este conteudo esteve presente em quase
todas as provas aplicadas, muitas vezes aparecendo mais do que dois itens por prova.
E o0 que se observa através dos microdados do INEP é o baixo desempenho dos
estudantes ao se deparem com questdes de Analise Combinatéria no ENEM.
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Oliveira e Gottardi (2024) ressaltam a importancia do ensino da Analise
Combinatdria ndo apenas pelo seu valor intrinseco como conteudo matematico, mas
também pelo potencial de desenvolver habilidades fundamentais para a resolugéo de
problemas. No entanto, muitos alunos saem do ensino médio sem ter 0 minimo
conhecimento sobre o assunto, ndo identificando o método de contagem que pode ser
utilizado na resolugédo de determinado problema e apresentando duvidas em relagao
a abordagem correta. Frequentemente surge incerteza se o problema envolve o
Principio Fundamental da Contagem (PFC), um Arranjo, uma Combinagdo ou uma
Permutacao. Lés e Gusmao (2025) descrevem em sua pesquisa que os obstaculos
encontrados pelos estudantes na aprendizagem de Analise Combinatéria vao desde
a dificuldade na interpretacdo e compreensao do problema até a duvida no método
mais adequado para resolver um determinado tipo de problema. Ferreira (2013)
destaca que essa dificuldade é fruto de uma metodologia de ensino focada na
utilizacdo mecanica de férmulas para a resolugdo de exercicios sem priorizar o
entendimento do conceito e da teoria por tras de cada assunto. Dessa forma, surge a
seguinte questdo-problema: Como ndos professores podemos construir as nossas
aulas de Anadlise Combinatéria para que o processo ensino-aprendizagem nao
aconteca de forma mecanica e descontextualizada, fazendo que o aluno passe a ser
protagonista nesse processo, valorizando a criatividade, o espirito investigativo, o
raciocinio légico e tornando os habilitados a resolverem problemas como os que
aparecem no ENEM?

Schliemann (2001), ao observar aulas de Analise Combinatéria, notou que o
foco do ensino estava na construcao de um algoritmo para resolugdo de exercicios,
baseando-se em formulas apresentadas pelos professores, sem a participagao dos
alunos na construgdo dessas formulas ou na compreensdo do seu real significado.
Mendoncga (2011, p.19) complementa: “(...) os docentes dispensam a abordagem do
tema e optam por apresentar algumas situagdes a partir da apresentacao de férmulas,
sem a construcdo de um conhecimento expressivo por parte do aluno”.

Lés e Gusméao (2025) identificaram através da sua pesquisa que a formagao
do professor possui lacunas quando se trata de Analise Combinatdria, fatores como
baixo repertorio metodoldgico ao ensinar o conteudo e pouco conhecimento da area
foram detectados. Essas lacunas interferem diretamente na maneira como os
professores conduzem a aula e na proposicao de estratégias que favoregcam o

aprendizado do conteudo.
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Em busca de um resultado mais eficaz no processo de ensino-aprendizagem,
a resolucdo de problemas surge como uma alternativa, pois € uma ferramenta
poderosa para desenvolver as habilidades de raciocinio do aluno e tem a capacidade
de induzir, deduzir, organizar as informacgdes, fazendo com que ele faga a escolha da
estratégia mais adequada. Através da resolugao de problemas contextualizados de
Analise combinatodria, buscamos nao s apenas o desenvolvimento do raciocinio légico,
mas também o desenvolvimento de habilidades cognitivas que sejam capazes de
auxiliar na resolugao de problemas do dia a dia.

A escolha do tema “O Estudo da Analise Combinatéria Como Ferramenta

Pedagdgica na Resolucado de Problemas do ENEM” foi motivada pela experiéncia de
mais de 15 anos como professor da educacao basica e de cursos preparatorios para
o ENEM e vestibulares, onde pude identificar as principais dificuldades e desafios
encontrados tanto por alunos quantos professores no processo de ensino-
aprendizagem desse assunto. Além disso, o curso de Resolugado de Problemas do
PROFMAT-UFES, ministrado pelo professor Dr. Floréncio Ferreira Guimaraes Filho,
onde os alunos eram convidados a resolver questbes e apresentar a resolu¢gao no
quadro para toda a turma, foi fundamental para escolher escrever sobre este assunto,
pois numa dessas aulas eu apresentei para a turma uma questdo de Analise
Combinatdria e fui muito elogiado pelo professor que é uma referéncia e inspiragao
para mim. Este trabalho tem como objetivo geral elaborar uma sequéncia didatica que
auxilie professores do Ensino Médio, especialmente da 22 Série, no ensino da Analise
Combinatoria, utilizando problemas contextualizados com foco no ENEM, a fim de
promover o desenvolvimento das habilidades necessarias para que os estudantes
sejam capazes de resolver problemas similares aos que sao cobrados no ENEM. Para
alcangar esse objetivo, foram definidos os seguintes objetivos especificos:
1) Investigar a abordagem da Analise Combinatdria, identificando os métodos de
contagens mais recorrentes nas provas do ENEM.
2) Diagnosticar as principais dificuldades enfrentadas por alunos e professores no
ensino e aprendizagem da Andlise Combinatéria em contextos escolares;
3) Desenvolver uma sequéncia didatica para apoiar professores no trabalho com
Analise Combinatdria por meio da resolugao de problemas contextualizados.

Arelevancia desta proposta esta no fato de que ela articula teoria e pratica, oferecendo

aos professores uma ferramenta concreta para o trabalho em sala de aula, enquanto
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propicia aos alunos uma aprendizagem mais significativa e funcional, alinhada as
demandas do ENEM e as competéncias estabelecidas pela Base Nacional Comum
Curricular (BNCC).
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2A TRAJETORIA DA ANALISE COMBINATORIA NO CONTEXTO DO ENSINO
BASICO

2.1 SOBRE O EXAME NACIONAL DO ENSINO MEDIO (ENEM)

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) foi criado pelo Ministério da
Educacao (MEC), em 1998, com o objetivo de avaliar o desempenho dos estudantes
ao final da escolaridade basica. Inicialmente, o ENEM era uma prova interdisciplinar,
realizada em apenas um dia, composta por 63 questdes, formato o qual se manteve
até 2008. Vale destacar que, ao longo desse periodo, em 2005, foi criado o Programa
Universidade para Todos (ProUni) com o propdsito de oferecer bolsas de estudos
parciais e integrais em instituicées privadas, utilizando a nota do ENEM.

Isso fez com que o numero de inscritos aumentasse consideravelmente. Entre
os anos de 1998 a 2008, o ENEM utilizou a Teoria Classica dos Testes (TCT) como
meétodo para avaliar o desempenho de cada estudante no Exame. Nesse método cada
acerto contabilizava um mesmo valor na pontuagéo, a partir de 2009, a Teoria da
Resposta ao Item (TRI) tornou-se o modelo utilizado para determinar a nota do

estudante em cada uma das quatro provas objetivas do ENEM.

A TRI é um conjunto de modelos matematicos que busca representar a
relagédo entre a probabilidade de o participante responder corretamente a uma
questao, seu conhecimento na area em que esta sendo avaliado e as
caracteristicas (parametros) dos itens (Brasil, 2021, p. 8).

Também em 2009, o ENEM passou a ter um novo formato, com 180 questdes
divididas em quatro areas: Ciéncias Humanas e suas Tecnologias, Ciéncias da
Natureza e suas Tecnologias, Linguagens, Codigos e suas Tecnologias, e matematica
e suas Tecnologias. Nesse mesmo ano, a prova passa a ter uma maior importancia
ao passar a ser utilizado como forma de acesso a universidades e instituicdes de
ensino superior do pais através do Sistema de Selegéo Unificada (SISU).

A disciplina de matematica, no novo ENEM, ganha destaque, uma vez que
passa a contar com 45 questdes na prova. Essas 45 questdes estdo divididas entre
as 7 competéncias e as 30 habilidades descritas na matriz de referéncia do ENEM.
Este estudo, concentra as aten¢des na Habilidade 2 (identificar padrées numéricos ou
principios de contagem) presente na competéncia de area 1 - Construir significados

para os numeros naturais, inteiros, racionais e reais (Rabelo, 2013).
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Dentre essas 45 questdes, apenas no ENEM de 2023 nao foi cobrada nenhuma
questao de Analise Combinatdria, reforgando a importancia do assunto. A Tabela 01
abaixo mostra a distribuicao de questdes de Analise Combinatdria em cada ano apés

o inicio do novo ENEM:
Tabela 01: Questdes do ENEM

" ano | Enem ] enemppL

| 20039 ][ 2questdes |[ Iquestdo |
| 200 ][ 2questoes || 0 |
| 20m ][ Tquestdo || 0 |
| 202 ][ 2questdes || 0 |
| 208 || 3questoes || 0 |
| 204 ][ lquesttio || Iquestdo |
[ 2015 ] [ 2 questdes ] [ 1 questdo ]
[ 2016 ] [ 2 questdes ] [ 1 questdo ]
[ 2017 ] [ 4 questdes ] [ 2 questbes ]
| 2018 |[ 1questdo || 0 |
| 208 ][ 2questdes || 2questdes |
[ 2020 ] [ 4 questdes ] [ 3 questbes ]
| 2021 ][ 2questdes |[ Iquestdo |
| 2022 ][ 2questbes |[ Iquestdo |
| 2023 | 0 ][ 2questes |
| 2024 ][ 2questoes || 0 |

2.2 BNCC E AANALISE COMBINATORIA

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento normativo que
tem como objetivo nortear o curriculo dos sistemas e redes das unidades federativas,
€ serve como guia para as propostas pedagogicas de todas as escolas de Ensino
Infantil, Fundamental e Médio, sejam elas particulares ou publicas. Além disso, visa
assegurar que um conjunto de habilidades e competéncias sejam trabalhadas durante
cada fase educacional, assegurando o aprendizado, o desenvolvimento cultural do
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aluno, a sua evolugao como cidadao e a sua qualificagao para o mercado de trabalho
(Brasil, 2018).

Na BNCC, ja no Ensino Fundamental |, a Analise Combinatoria esta presente
no 5° ano na unidade tematica Numeros, na qual o objeto de conhecimento séo
problemas de Contagem do tipo: “Se cada objeto de uma colegéo A for combinado
com todos os elementos de uma coleg¢ao B, quantos agrupamentos desse tipo podem
ser formados?” (Brasil, 2018, p.294).

A habilidade referente a essa tematica e a esse objeto de conhecimento exige

que os alunos sejam capazes de:

Resolver e elaborar problemas simples de contagem envolvendo o principio
multiplicativo, como a determinagdo do numero de agrupamentos possiveis
ao se combinar cada elemento de uma colegdo com todos os elementos de
outra colegao, por meio de diagramas de arvore ou por tabelas. (Brasil, 2018,
p.295).

Ja no Ensino Fundamental Il, a Analise Combinatéria esta presente no 8° ano

na unidade tematica Numeros, onde o objeto de conhecimento € o principio
multiplicativo da contagem. A habilidade dessa mesma unidade tematica e desse
objeto de conhecimento, exige que os estudantes sejam capazes de: “Resolver e
elaborar problemas de contagem cuja resolugdo envolva a aplicagdo do principio
multiplicativo” (Brasil,2018, pp.312-313).

No Ensino Médio, na area de Matematica e suas tecnologias, a BNCC aborda

as seguintes habilidades especificas:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situacbes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questbes
socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo
a contribuir para uma formacéao geral.

2. Propor ou participar de acgbes para investigar desafios do mundo
contemporaneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com
base na analise de problemas sociais, como os voltados a situagbes de
saude, sustentabilidade, das implicacdes da tecnologia no mundo do
trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e
linguagens préprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das
solugdes propostas, de modo a construir argumentagéo consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e preciséo, diferentes registros de
representacao matematicos (algébrico, geomeétrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicagéo de resultados de
problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observagdo de padrbes, experimentagbes e diferentes tecnologias,
identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstragdo cada vez mais
formal na validagdo das referidas conjecturas. (LDB, Lei n°9.934/1996)
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No ensino da Analise Combinatéria, estamos interessados em explorar a
competéncia 3.

Nessa competéncia, buscamos desenvolver a habilidade:

“‘Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos
ordenaveis ou ndo de elementos, por meio dos principios multiplicativo e
aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore”
(Brasil, 2018, p. 537).

Além dessa habilidade, os conceitos que serdo vistos nesse trabalho sao
fundamentais para que o aluno possa resolver problemas da habilidade: “Identificar e
descrever o espago amostral de eventos aleatorios, realizando contagem das
possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da
probabilidade” (Brasil, 2018, p. 537).

2.3 RESOLUGAO DE PROBLEMAS COMO ESTRATEGIA DE ENSINO-
APRENDIZAGEM NA MATEMATICA

Na Matematica, um problema pode ser definido como: “uma situacdo que
demanda a realizacdo de uma sequéncia de agdes ou operacdes para obter um
resultado. Ou seja, a solugao nao esta disponivel de inicio, no entanto é possivel
construi-la” (Brasil, 1997, p. 33).

Segundo Dante (1989, p. 9): “um problema é qualquer situagdo que exija o
pensar do individuo para soluciona-la”. Estreitando a definicdo de problema para a
Matematica, o autor ainda complementa o raciocinio “um problema matematico &
qualquer situagdo que exija a maneira matematica de pensar e conhecimentos
matematicos para soluciona-la” (Dante, 1989, p. 10).

Um problema Matematico € uma situacéo que exige concentragao, estratégia
e a concatenagao de conhecimentos prévios para resolvé-lo, diferentemente de um
exercicio que simplesmente reproduz de forma mecéanica um modelo ja conhecido, o
problema desenvolve 0 pensamento critico e o raciocinio lI6gico-dedutivo através do
espirito investigativo, reflexdo e da tomada de decisdes.

Nesse sentido, Almeida, Gomes e Madruga (2020) destacam a contribuigéo da
resolucao de problemas no processo de ensino-aprendizagem da Matematica escolar
pela capacidade de despertar o espirito critico e investigativo nos alunos.

Corroborando com essa linha de pensamento, Gomez-Granell (2008, p. 276) enfatiza
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que “a resolugcdo de problemas foi habitualmente usada no ensino da Matematica
como uma forma de aplicar os conhecimentos previamente adquiridos”.

Sobre a resolugdo de problemas em Analise Combinatéria, Morgado (2004)
aponta que um dos encantos deste topico da Matematica € que problemas faceis de
enunciar revelam-se por vezes dificeis, exigindo uma alta dose de criatividade para
sua solucgao.

Dessa forma o primeiro passo para estar apto para resolver problemas de
Analise Combinatdria é ter um bom entendimento dos conceitos que definem cada
método de contagem, a fim de saber qual deles utilizar. No entanto, apenas dominar
0s conceitos nao é suficiente para resolver problemas de Combinatéria: € também
necessaria uma boa capacidade de interpretacao e criatividade.

Polya (1978) destaca a importéncia do professor no ensino da Matematica ao
assumir um papel de mediador, propondo problemas compativeis com os
conhecimentos destes e incentivando-os ao gosto pelo raciocinio independente
através de indagacgdes estimulantes. Além disso, ele refor¢ca que a forma de pensar
um problema era tdo importante como o problema em si, por isso no seu livro
descreveu o processo de resolugcdo de problema em 4 etapas: Compreensao do
problema, elaboragdo de um plano, execugao de um plano, revisédo e verificagao da
solugdo. Por fim, o auto nos mostra a necessidade de organizacdo para o
enfrentamento de desafios e mostra que seu guia para resolver problemas
matematicos ndo se trata de uma forma engessada para desenvolver o raciocinio,
mas sim uma forma de estimular o pensamento estratégico para que o resolvedor seja
mais eficaz na hora de buscar a solugao.

Um fator importante no ensino da Analise Combinatéria por meio da resolugao
de problemas ¢é o professor evidenciar que a Analise Combinatdria vai muito além da
aplicacao de formulas e procedimentos engessados. Logo, o ideal é que o professor
comece por problemas que possam ser explorados conceitos envolvidos em cada
método de contagem e que estimule a resolugdo mesmo que os alunos ainda nao
conhegam as férmulas.

Esteves (2001) defende que inicialmente os problemas aplicados aos alunos
sejam resolvidos sem o conhecimento de féormula, pois se as formulas forem
apresentadas ap6s uma ligeira abordagem da definigdo de cada tipo de agrupamento,
o aluno pode ter dificuldade em distinguir os tipos de métodos de contagem em

problemas futuros.
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Por fim, o professor é figura fundamental no desenvolvimento da autoconfianca
do aluno no processo de ensino-aprendizagem por intermédio da resolugédo de
problemas.

Oliveira e Gottardi (2024) descrevem a Analise Combinatoria como um assunto
que oferece uma oportunidade valiosa ao professor de ser o facilitador do processo
de ensino-aprendizagem, mediando esse processo desde as estratégias de
interpretacédo do problema até a elaboragdo de um modelo algébrico aritmético que o
conduza a solugao.

No ensino através de resolugcdo de problemas, o professor deve promover
discussodes acerca do resultado obtido, incentivar o aluno a refletir antes de resolver o
problema, oferecer alguma dica sutil para que ele possa avangar um pouco mais e,
caso nao consiga, apresentar solugdes de facil compreensio. Afinal, nem sempre a
solugdo mais elegante é a mais facil de entender ou a que ajudara, futuramente, a
resolver uma maior quantidade de problemas.

Uma das ferramentas valiosas para resolucdao de problemas de Analise
Combinatdria sdo os trés preceitos de Morgado. Estes preceitos foram denominados
por Morgado (2004) como Normas da boa técnica e sado eles que norteardo as nossas
acoes antes de comegarmos a executar qualquer problema.

Eis os trés pilares que utilizaremos na busca pela solugdo dos problemas
propostos:

a) Postura: Devemos sempre nos colocar no papel da pessoa que deve
fazer a agao solicitada pelo problema e ver que decisdo devemos
tomar.

b) Divisdo: Devemos, sempre que possivel, dividir as decisbes mais
complexas de serem tomadas em divisdes mais simples.

c) Nao adiar dificuldades: Pequenas dificuldades adiadas costumam se
transformar em imensas dificuldades. Se uma das decisdes a serem
tomadas for mais restrita que as demais, essa é a decisdo que deve

ser tomada em primeiro lugar.
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3 ANALISE COMBINATORIA

Neste capitulo, abordaremos os principais temas de Analise Combinatéria que
estiveram presentes nas provas do ENEM nos ultimos anos. Para embasar essa
discussao, estamos utilizando como referéncia o livro de Matematica Discreta, colegao
Profmat, dos autores Augusto Cesar Morgado e Paulo Cezar Pinto Carvalho. Além
dessa fonte de conhecimento, também estamos utilizando o livro Analise Combinatéria
e Probabilidade de Augusto Cesar Morgado e as videoaulas de combinatéria também
ministradas por ele ao PAPMEM e disponibilizadas pelo IMPA.

Segundo Hazzan (2013), a Analise Combinatoria é a parte da Matematica que
tem como objetivo resolver problemas de contagem mediante métodos especificos
para cada tipo de problema.

Para Morgado (1991), a Analise Combinatéria € uma parte da Matematica
discreta que estuda ferramentas poderosas de contagem que vao muito além do
Arranjo Simples, da Combinagédo simples e das Permutagbes, que sdo meétodos
estudados durante o Ensino Médio.

Morgado et al (2004), ainda complementa que existem dois tipos de problemas
de Analise combinatéria: aqueles que demonstram a existéncia de subconjuntos de
um determinado conjunto finito com condi¢des especificas e problemas com o objetivo
de contar ou classificar subconjuntos de um conjunto finito.

A Analise Combinatéria esta presente no nosso dia a dia, seja na engenharia,
na ciéncia da computacao, seja na hora de testar possibilidades ao escolher uma
roupa antes de sair de casa, seja quando paramos para observar as possibilidades de
formacdo de um numero telefénico, da placa de um veiculo, quando fazemos uma
aposta na Mega-Sena e queremos descobrir a nossa chance de sucesso ao marcar
uma certa quantidade de numeros no cartdo, ou ainda quando enviamos uma
mensagem pelo WhatsApp e temos certeza de que o conteudo dela estara seguro,

pois € uma mensagem criptografada.

Os problemas de contagem aparecem em matematica e ciéncia da
computagdo. Por exemplo, devemos contar as possibilidades favoraveis de
um experimento e o total de possibilidades desse experimento para
determinar a probabilidade dos eventos discretos. Precisamos contar o
numero de operagdes usado por um algoritmo para estudar seu tempo de
complexidade (Rosen, 2010, p.356).

Este trabalho, tem como foco o estudo no Principio Aditivo, no Principio
Multiplicativo, nas Permutagbes Simples e com Repeticdo, no Arranjo Simples e na

Combinacao Simples, pois sao ferramentas essenciais para resolucao de problemas



25

do dia a dia, como o calculo de possibilidades de uma pessoa ganhar na Mega-Sena
ao fazer uma aposta simples ou a quantidade de combinacdes possiveis que ela tem
para se vestir na hora de se arrumar para um evento, ou seja, problemas similares

aos que tém sido cobrados nas provas do ENEM nos ultimos anos.

3.1 PRINCIPIO ADITIVO E PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

3.1.1 Principio Aditivo

Definigdo: Dados dois conjuntos X e Y finitos e disjuntos tal que X possui x
elementos e Y possui y elementos, entdo X U Y possui x + y elementos.

Exemplo 1: Uma lanchonete vende trés tipos de salgado: Empada, Coxinha e
Quibe. Além disso, ela vende dois tipos de suco natural: Laranja e Limdo. De quantas
maneiras um cliente pode comprar um salgado ou um suco natural?

Podemos resolver esse simples problema com uma aplicagdo direta do
Principio Aditivo. Chamaremos de X o conjunto dos tipos de salgados e de Y o
conjunto dos tipos de suco natural, entdo X = {Empada, Coxinha, Quibe} e Y =
{Laranja, Limao} tal que X N'Y = @, logo o numero de maneiras que um cliente pode
escolher um salgado ou um suco (X U Y) é dado por 3 + 2, ou seja, 5 maneiras

distintas.

3.1.2 Principio Multiplicativo

Antes de definir o Principio Multiplicativo, analisaremos o exemplo abaixo.

Exemplo: Uma lanchonete vende trés tipos de salgado: Empada, Coxinha e
Quibe. Além disso, ela vende dois tipos de suco natural: Laranja e Limao. De quantas
maneiras um cliente pode comprar um salgado e um suco natural?

Solugdo: Uma das maneiras de resolver esse problema é enumerando as
possibilidades de se escolher um salgado e um suco através de uma representagao
grafica que é o diagrama arvores ou diagrama de possibilidades, uma ferramenta
muito util para a resolugéo dos problemas de Analise combinatéria e de Probabilidade.

As possibilidades vistas no problema podem ser visualizadas na figura1.



26

Figura 01: Diagrama de possibilidades

LARANJA

EMPADA

LIMAO

LARANJA

COXINHA

LIMAO

LARANJA

QUIBE

AWAWA

LIMAO

Fonte: Autoria prépria (2024).
Por meio do diagrama, pode-se concluir que as possiveis possibilidades sao

formadas por: empada e suco de laranja, empada e suco de limao, coxinha e suco de
laranja, coxinha e suco de lim&o, quibe e suco de laranja e quibe e suco de limao.
Logo, ha 6 possibilidades de escolha.

Continuando a analise do problema, também ¢é possivel perceber que a
quantidade maneira que um cliente possui para efetuar essa compra pode ser obtida
pela multiplicacdo das opgdes presentes em cada uma das etapas de escolha. Na
primeira etapa (escolha do salgado), o cliente possui trés opgdes. Na segunda etapa
(escolha do suco), o cliente possui duas opgoes, logo 3 X 2 X 1 = 6 possibilidades.

O que acabamos de fazer foi utilizar o principio multiplicativo ou principio
fundamental da contagem (PFC) na resolu¢do do problema; dessa forma, podemos
enuncia-lo da seguinte maneira, seguindo a teoria de Morgado e col. (1991): “Se ha x
modos de tomar uma decisdo D1 e, tomada a decisdo D1, hd y modos de tomar a
decisdo D2, entdo o numero de modos de tomar sucessivamente as decisoes D1 e
D2 é x.y".

Entender o conceito do principio multiplicativo e saber aplica-lo na resolucéo
de problemas é fundamental para constru¢ao cognitiva dos métodos de contagem que
estudaremos posteriormente. Nao ter o dominio dessa técnica implicara na dificuldade

de entendimento das permutagdes, dos arranjos e combinacgodes.
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3.2 FATORIAL

O fatorial de um numero, € uma importante ferramenta que nos auxiliara e
facilitara a resolucdo de problemas quando forem utilizados outros métodos de
contagem.

Seja n € N, define-se fatorial de n (n!) o produto de n por todos os seus
antecessores positivos, ou seja,n! =nxn—-1)xn—-2) x (n—3) X -+ x 1.

Por convencéo, foi definido que 0! = 1.

Abaixo, listamos os fatoriais de alguns numeros:

6!l =6X5%X4x3x2x1=720
5/1=5Xx4x3x2x1=120

4! =4x3x2x%x1=24
31=3x2%x1=6
20=2%x1=2

1'=1

Seja um numero x e um outro numero vy, tal que x > y, observe que o fatorial

de x pode ser escrito em funcdo do fatorial y. Observemos alguns exemplos:

6! = 6.5! = 6.5.4! = 6.5.4.3!
4! = 43!

Vejamos agora um exemplo de como utilizar esse conceito para simplificar

algumas expressdes com fatorial:

9! _ 9x8x7x6x5! _ 9x8x7x6 _ 9x8x7x6

503t 5131 3l = 9x8x7 =504

3.3 PERMUTACAO

3.3.1 Permutacao Simples
Antes de definir o conceito de permutagao simples, iremos propor o problema

abaixo.
Exemplo: Determine o numero de anagramas que podem ser formados

permutando as letras da palavra PAl.
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Solugao: Inicialmente temos que lembrar que anagrama € toda palavra com
ou sem sentido que podemos formar simplesmente trocando as letras de posi¢ao.
Entdo, colocando os anagramas da palavra PAl em ordem alfabética, temos:
AIP, API, IAP, IPA, PAI e PIA. Podemos concluir entdo que com as letras da palavra
PAI, podemos formar 6 anagramas.

Observe que este problema é analogo ao problema “De quantas maneiras
podemos organizar em fila os alunos André, Bruno e Carlos?”, pois se chamarmos
André de A, Bruno de B e Carlos de C, teriamos as seguintes configuragdes: ABC,
ACB, BAC, BCA, CAB e CBA.

Resolvemos o problema acima através da enumeragdao dos casos abaixo,
iremos resolve-lo através do principio multiplicativo:

Para a primeira posi¢cao da fila (posicdo mais a esquerda), temos trés opgdes
de escolha.

Escolhido o elemento que ocupara a primeira opgao, para a segunda posi¢cao
sobraram duas opgodes de escolha.

Feita a escolha das duas primeiras posicdes, sobra apenas uma opg¢ao de
escolha.

Pode-se concluir, pelo principio multiplicativo que o numero de maneiras de
organizar essa fila é dado por: 3.2.1 = 6.

Iremos propor agora o seguinte problema:

Exemplo 2: De quantas maneiras podemos organizar n pessoas em fila?

Para a primeira posicao da fila (posicao mais a esquerda), temos n opgdes de
escolha.

Escolhido o elemento que ocupara a primeira opg¢ao, para segunda posigao
sobram n — 1 opgdes de escolha.

Escolhido o elemento que ocupara a primeira posicdo e o elemento que
ocupara a segunda posi¢ao, para a terceira posi¢cao sobram n — 2 opgdes de escolha.
- Seguindo essa linha de raciocinio, para a quarta posi¢cao teremos n — 3 opgdes, para
a quinta n — 5 e assim sucessivamente, até que na n-ésima posicao teremos 1 opg¢ao
de escolha.

Logo o numero de maneiras que podemos organizar essa fila é dado por:

nXxXn—1)XxMm—-2)x--x1=nl!
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Podemos definir a permutacao de n elementos distintos (Permutagéo Simples),
ao numero de filas que podemos formar com esses n elementos e representaremos

essa quantidade de filas por B, = n!.

3.3.2 Permutacéo com Repeticao

Utilizaremos a mesma estratégia utilizada ao fazer a abordagem de permutagao
simples e comegaremos propondo dois problemas e em seguida definiremos o
conceito de permutagdo com repeticao.

Exemplo: Quantos anagramas podemos formar com as letras da palavra
ovOo?

Solugao: Colocando em ordem alfabética todos os anagramas que podem ser
formados, obtemos a sequéncia: OOV, OVO, OVO. Chega-se a conclusao que apesar
de a palavra OVO ter trés letras assim como a palavra PAI, podemos formar 3
anagramas ao permutar as suas letras, enquanto a palavra PAI gera 6 anagramas,
isso acontece devido a palavra OVO possuir duas letras repetidas e as permutagdes

dessas letras entre si n&do gerarem um novo anagrama. Portanto o numero de

3x2!

3!
anagramas formados pode ser calculado por riaT 3.

Exemplo 2: Quantos anagramas podemos formar com as letras da palavra
ARARA?

Solugao: Enumerando os possiveis anagramas, obtemos: AAARR, AARAR,
AARRA, ARAAR, ARRAA, ARARA, RAAAR, RAARA, RARAA, RRAAA (10 anagramas
ao todo). Como a palavra ARARA possui 5 letras e desse total de letras o A se repete

trés vezes e 0 R se repete duas vezes, podemos escrever o total de anagramas da

5! 5x4x3!
palavra ARARA como — = 22—
312! 312!

= 10, pois a permutacao das trés letras A entre si e
das duas letras R entre si, ndo formam novos anagramas.
Dados n elementos, se dentre esses n elementos um deles se repete x vezes,

outro y vezes e um terceiro w vezes, o numero de permutagées que podem ser

. !
formadas é dado por P = —

xlylz!
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3.4 ARRANJO SIMPLES

Antes de definirmos o conceito de Arranjo, chamamos a atengdo que este
método é uma aplicagdo imediata do principio fundamental da contagem e alguns
livros, como é o caso do livro de Matematica discreta da colegcao do Profmat, sequer
mencionam em sua literatura, mas iremos menciona-lo devido ao fato do ENEM cobrar
o conceito de Arranjo na questdo 14 e utilizar a simbologia A" nas questdes 15 e 19
da secao de problemas do ENEM que iremos resolver.

Iniciaremos a abordagem do assunto discutindo o exemplo a seguir e adiante
definiremos o conceito de Arranjo.

Exemplo: André, Bruno, Carlos, Daniel e Edgar estédo disputando a ultima fase
da olimpiada de Matematica da escola onde estudam. De quantas maneiras podem
ser formados os trés primeiros lugares?

Solugao: Esse é um problema que pode ser faciimente resolvido pelo PFC,
pois para o 1° lugar temos 5 opgdes de escolha, para o 2° lugar temos 4 opg¢des de
escolha e para o 3° lugar temos 3 opgdes de escolha, entdo o total de possibilidades

€ dado por: 5x4x3 = 60 possibilidades.

5x4x3x2!

Observe que podemos reescrever este resultado da seguinte forma:

Obtido o resultado do problema anterior, iremos propor um novo exemplo com
o intuito de generalizar a situagéo acima.

Exemplo: Numa escola n alunos estdo disputando a ultima fase da olimpiada
de Matematica. De quantas maneiras podem ser formados os p primeiros lugares?

Solugao: Para o 1° lugar temos n opgdes de escolha, para o 2° lugar temos
n — 1 opgdes de escolha, para o 3° lugar temos n — 2 opgdes e assim sucessivamente,
até que para o p-ésimo lugar, temos n — (p — 1) opgdes de escolha. Entao, o total de
maneiras de escolher os p primeiros lugares é dado por: n.(n—1).(n —2).---(n —
(p—1)). Podemos reescrever esse resultado da seguinte maneira:

n.(n—1).(n-2).-+(n—(p-1)).(n—p)! __n
(n-p)! (n-p)V’

Dados n elementos distintos, chama-se de Arranjo simples de n tomado p a p
(App ou AP) a todos os agrupamentos ordenados que podemos formar utilizando p

desses n elementos. Esse numero de agrupamentos pode ser representado por:

]
An,pz(nf—p)!sendonep eENen>p.
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3.5 COMBINAGCAO SIMPLES

Imagine agora que ao invés de formar agrupamentos ordenados, nosso intuito
seja formar subconjuntos. Seguindo essa linha de raciocinio, iremos comegar
propondo o seguinte problema:

Exemplo: André, Bruno, Carlos, Daniel e Edgar estédo disputando a ultima fase
da olimpiada de Matematica da escola onde estudam. De quantas maneiras podemos
escolher trés desses alunos para uma entrevista?

Solugao: Vamos supor que este fosse um problema em que quiséssemos

formar agrupamentos ordenados, entéo o total de escolhas seria dado por:

50 5! 5432

=—== = 60 maneiras.
(5-3)! 2! 2!

As,3

Entretanto, sabemos que escolher o trio André, Bruno e Carlos equivale a
escolher: André, Carlos e Bruno ou Bruno, André e Carlos ou Bruno, Carlos e André
ou Carlos, André e Bruno ou Carlos, Bruno e André, pois a permutacido desses trés
elementos gera um mesmo subconjunto. Entdo estamos contando cada trio 6 vezes
(3!), logo o numero de trios é dado por % = %0 = 10.

Iremos propor mais um exemplo para definirmos o conceito de combinagao
simples.

Exemplo: n alunos de uma escola estdo disputando a ultima fase de uma
olimpiada, de quantas maneiras podemos escolher p desses alunos para uma
entrevista?

Solugao: Se quiséssemos formar agrupamentos ordenados com p desses n

. . n!
elementos, o numero total de agrupamentos seria dado por: 4, , = - Mas como

(n-p)
a nossa ideia €& formar subconjuntos de p elementos, devemos lembrar que a
permutacdo desses p elementos forma um mesmo conjunto, logo o numero de

n!

. , A T
subconjuntos de p elementos sera dado por: =2 = &P — .
p! p! pl(n—p)!

n!

A partir desse resultado podemos definir o conceito de Combinagao Simples.
Definigdo: Dados n elementos distintos, chamamos de Combinagdo Simples

de n tomado p a p (C,,), a0 numero de modos de escolher p dentre esses n
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elementos. Esse numero de numero de modos pode ser representado por:

|

n
_ > .
T sendonep ENen=>p

Crp=

Podemos ainda demonstrar a formula que nos permite calcular o niumero de
subconjuntos de p elementos que podemos formar através de um conjunto de n
elementos de uma outra maneira.

Consideremos o problema de calcular o numero de subconjuntos de p
elementos de um conjunto de n elementos, com p e n inteiros ndo negativos e 0 <
p <n.

Um subconjunto de p elementos de um conjunto A de n elementos é chamado
de uma combinacéo de classe p de A.

O numero de combinagbes de classe p de um conjunto de n elementos €&

denotado por (Z) (ou por CP).

n

Assim, (0

) = 1, pois ha apenas uma combinac¢ao de classe 0 de um conjunto

: . . n —
de n elementos, a saber, o conjunto vazio. Também tem-se (n) = 1, pois ha apenas
uma combinagao de classe n de um conjunto de n elementos, a saber, o proprio

conjunto.
. . n
Para obter uma férmula para o calculo de (p) para ocasoemque 1 <p <n,

vamos considerar novamente o problema de calcular o numero de permutag¢des dos
elementos de um conjunto A de n elementos.

Ja sabemos que esse total de permutagdes € igual a n!.

Uma maneira de formar uma permutacéo dos elementos do conjunto A € a

seguinte. Inicialmente, escolhemos p elementos do conjunto A, que serdo os p
L ~ .M .
primeiros elementos da permutacéo. Ha (p) maneiras de escolher esses elementos.

Uma vez escolhidos esses elementos, vamos escolher como eles serdo dispostos
como os p primeiros elementos da permutacao, o que pode feito de p! maneiras. Por
fim, basta dispor os n — p restantes elementos do conjunto A como os n — p ultimos
elementos da permutacao, o que pode ser feito de (n — p)! maneiras. Assim, pelo

Principio Multiplicativo, o numero de permutagdes do conjunto A de n elementos é
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n
igual a (p) -p!- (n — p)!. Mas, sabemos que esse numero também é igual a n! e, logo,

n .
n! = (p) -p!- (n —p)!. Dai, segue que

n n!
)= o=

n n! n n! ~ . .
Como (0) =1=0o-o © (n) =1=n o entdo a formula acima vale para

todos p e n inteiros n&o negativos, com 0 < p < n.

P—nen=1)-(n—=2) (n— __n m__n s
Como 4, =n"(n—-1)- (n—-2)(n—p+1) - e (p) e entdo

(Tl) _ _ n(n-1)(n-2)-(n—-p+1) _ ﬁ
"~ pltn-p)t p! S opt
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4 METODOLOGIA

Nesse trabalho utilizaremos a pesquisa qualitativa bibliografica com énfase no
processo de ensino-aprendizagem através de uma sequéncia didatica estruturada no
modelo sistémico. O objetivo é propor a professores do Ensino Médio uma sequéncia
didatica, com foco na resolugdo de problema do ENEM, que seja capaz de promover
o desenvolvimento de habilidades e competéncias nos seus alunos para que os
tornem preparados para resolver problemas contextualizados como os que tem sido

cobrados nas provas do ENEM.

4.1 TIPO DE PESQUISA

Segundo Cunha e Rego (2019) existem dois motivos especiais para se utilizar
a pesquisa qualitativa, o primeiro deles € a nao limitagdo de hipéteses em cima de
teorias ja existentes, pois os pensamentos indutivos possuem uma poderosa fonte de
descoberta. O Segundo motivo é a possibilidade dos métodos indutivos a desafiarem
a aplicabilidade de teorias antigas. Dessa forma, no contexto do ensino de Analise
Combinatéria mediado pela resolucdo de problemas, a abordagem qualitativa
configura-se como um recurso metodoldgico relevante para investigar, de maneira
profundada, o desenvolvimento e a evolugao de um grupo de alunos.

Segundo Gil (2002, p. 44): “A pesquisa bibliografica € desenvolvida com base

em material ja elaborado, constituido principalmente de livros e artigos cientificos.”.

4.2 PARTICIPANTES E CONTEXTO

A pesquisa nao foi aplicada, mas ela foi elaborada tendo como publico-alvo
professores do Ensino Médio, preferencialmente professores da 22 Série, onde é
trabalhado o ensino da Analise Combinatoéria. Sugerimos aos professores que ao
aplicarem essa sequéncia didatica, solicitem aos alunos que sejam autorizados pelos
seus responsaveis através da assinatura do Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (TCLE).
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4.3 AVALIAGAO AO LONGO DO PROCESSO DE APRENDIZAGEM

Para analise da eficacia da Sequéncia Didatica sugerimos que os alunos sejam
monitorados e avaliados durante todas as aulas. Também sugerimos que seja dada a
oportunidade aos alunos ao final de cada aula para que eles apresentem as suas
dificuldades para que intervengdes sejam feitas com o objetivo de tornar o processo
de ensino-aprendizagem eficaz. A observagdo do engajamento dos estudantes na
execugao, discussdo e apresentacdo das solugbes, bem como o registro das

respostas no google forms, serdo essenciais para essa avaliagao.
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5 ANALISE DOS RESULTADOS

5.1 DISTRIBUICAO DE QUESTOES POR METODO DE CONTAGEM NAS PROVAS
DO ENEM DE 2004 A 2024.

No periodo de 2004 a 2024, foi observado a incidéncia de 33 questdes de
Analise Combinatdria somente na primeira aplicacdo do ENEM. Essas questdes foram

distribuidas no Grafico 01:

Grafico 01: Distribuicdo de questdes por método de contagem nas provas do ENEM de 2004 a 2024

N

(12 Aplicagao)

Principio Fundamental da Contagem

Permutagdo Simples

Permutagéo com Repetictio
Arranjo Simples

© Combinagéo Simples

Fonte: Autoria propria

Esses dados nos mostram a importancia que o ENEM tem dado ao Principio
Fundamental da Contagem e a Combinacédo Simples em suas edi¢gbes. Vale ainda
enfatizar que em muitas questdes que foram classificadas com um outro tipo de
método de contagem, o dominio do Principio Fundamental da Contagem foi essencial
para que o problema fosse resolvido.

No periodo de 2004 a 2024, também foi observada a incidéncia das 50
questdes de Analise Combinatéria que apareceram na 12 aplicagao, 22 aplicagao,
ENEM digital e ENEM PPL e a distribuicdo do numero de questdes por método de

contagem pode ser representado pelo grafico 02:
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Grafico 02: Distribuicdo de questdes de Analise Combinatdria por método de contagem nas provas
do ENEM no periodo de 2004 a 2024 (Todas as aplicagbes)

Principio Fundamental da Contagem

Permutagdo Simples

Permutagdo com Repetigéio
Arranjo Simples

@® Combinagéo Simples

Fonte: Autoria propria (2025).
E possivel perceber que mesmo nas outras aplicacdes, existe uma incidéncia
maior de questdes voltadas para o Principio Fundamental da Contagem e
Combinagao Simples, informagao que pode auxiliar os professores de ensino médio

na preparacao dos seus alunos para realizarem a prova do ENEM.

5.2 DESEMPENHO DOS ESTUDANTES POR ITEM NAS PROVAS DO ENEM DE
2004 A 2024

Um outro fator que foi possivel verificar, por meio dos dados divulgados pelo
INEP, entre as 30 questdes que apareceram no periodo de 2004 a 2022, foi em relagao
ao percentual de acertos que cada um desses itens teve, os resultados foram

representados pelo grafico 03:

Grafico 03: Quantidade de itens distribuidos por intervalo percentual de acertos de cada item

@® |Inferior a10%

@ Maior que 10% e menor ou igual a 25%

@ Maior que 25% e menor ou igual a 40%
\‘ ’ Superior a 40%

Fonte: Autoria prépria (2025)

Nesse grafico pode ser observado que dentre os 3 itens, 22 itens tiveram menos
que 25% de acerto entre os participantes, o que mostra de maneira evidente a

dificuldade que os participantes do ENEM possuem quando se trata de Analise



38

Combinatéria e a necessidade de que os professores busquem alternativas que

possibilitem a melhora desses indices.

5.3 ANALISE CRITICA E PROPOSTA DE SOLUCAO PARA 20 QUESTOES QUE
CAIRAM NO ENEM

Neste capitulo resolveremos alguns problemas que foram cobrados no ENEM
entre os anos de 2004 e 2022. Esses problemas foram propostos na sequéncia
didatica apresentada ao longo do trabalho e estdo disponiveis no site do INEP

(https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-

ducacionais/enem/provas-e-gabaritos).

Em todas as vinte questdes o leitor encontrara pelo menos uma maneira de
resolver cada problema. O intuito é ajudar o professor de ensino médio a visualizar
possibilidades de abordagem dessas questbes em sala de aula. Além disso, no
comentario de cada questéao foi indicado o método de contagem que o aluno deveria
ter conhecimento prévio para que conseguisse resolver o problema, ademais
procurou-se discutir os distratores obtidos quando um aluno tomava uma deciséo
errada, seja ela por optar por um método de contagem inadequado para o exercicio
proposto ou por tomar uma decisao errada. Esses comentarios foram feitos com o
intuito de auxiliar os estudantes ao longo da preparacao para o ENEM.

1. (Questao 144 - Enem 2012 - prova azul): O diretor de uma escola convidou
os 280 alunos de terceiro ano a participarem de uma brincadeira. Suponha que
existem 5 objetos e 6 personagens numa casa de 9 cdmodos; um dos personagens
esconde um dos objetos em um dos cdmodos da casa. O objetivo da brincadeira é
adivinhar qual objeto foi escondido por qual personagem e em qual cémodo da casa
0 objeto foi escondido.

Todos os alunos decidiram participar. A cada vez um aluno € sorteado e da a
sua resposta. As respostas devem ser sempre distintas das anteriores, e um mesmo
aluno nao pode ser sorteado mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver correta,
ele é declarado vencedor e a brincadeira é encerrada.

O diretor sabe que algum aluno acertara a resposta porque ha

a) 10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

c

)

b) 20 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
) 119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
)

d) 260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.


https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-ducacionais/enem/provas-e-gabaritos
https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-ducacionais/enem/provas-e-gabaritos
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e) 270 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
Solugao: Podemos dividir o problema proposto em trés etapas: adivinhar o
objeto, adivinhar o personagem e adivinhar o cdbmodo da casa.
Para a escolha do objeto temos 5 opgdes, para a escolha do personagem temos
6 opcdes e para a escolha do cobmodo da casa existem 9 opgdes, logo o total de
respostas possiveis € dado por: 5.6.9 = 270. Como existem 280 alunos no total,
podemos concluir que existem 10 alunos a mais que a quantidade de possiveis

respostas.

Comentario sobre a questao: Apesar de ser uma questdao que pode ser
resolvida de forma direta pelo principio multiplicativo, apenas 32% dos candidatos que
realizaram a prova azul conseguiram acerta-la segundo os dados do ENEM de 2012

divulgados pelo INEP.

2. (Questao 13 - Enem 2004 — prova amarela) No Nordeste brasileiro, é
comum encontrarmos pecgas de artesanato constituidas por garrafas preenchidas com
areia de diferentes cores, formando desenhos. Um artesdo deseja fazer pegas com
areia de cores cinza, azul, verde e amarela, mantendo o mesmo desenho, mas

variando as cores da paisagem (casa, palmeira e fundo), conforme a figura.

Figura 02: Questédo 13 - Enem 2004

pun®®

©

-~
Fonte: ENEM (2004)
O fundo pode ser representado nas cores azul ou cinza; a casa, nas cores azul,
verde ou amarela; e a palmeira, nas cores cinza ou verde. Se o fundo nao pode ter a
mesma cor nem da casa nem da palmeira, por uma questao de contraste, entdo o

numero de variagdes que podem ser obtidas para a paisagem é:
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d) 9.
e) 10.
Solugao: Comecaremos a resolugdo organizando as informagdes do

problema.
Possiveis cores da casa: Azul, verde ou amarelo.
Possiveis cores do fundo: Azul ou cinza.
Possiveis cores da palmeira: Cinza ou verde.

Repare que o fundo nao pode ter a mesma cor nem da casa e nem da palmeira,
entdo essa € a restricado imposta ao problema. Entao iremos separar o problema nos
seguintes casos:

1° caso: Fundo Azul.

Neste caso, temos 2 opgdes de escolher a cor da casa (verde ou amarelo) e 2
opgdes de escolher a palmeira (cinza ou verde), logo pelo PFC temos 2.2 =4

maneiras.
2° caso: Fundo Cinza.

Neste caso, temos 3 opgdes de escolher a cor da casa (azul, verde ou amarelo)
e 1 opcgéo de escolher a palmeira (verde), logo pelo PFC temos: 3.1 = 3 maneiras.

Logo, temos 4 + 3 = 7 variagdes de paisagem.

Solugao alternativa: Caso o problema nao tivesse qualquer tipo de restricéo e
o fundo pudesse ter a mesma cor tanto da casa quanto da palmeira, o numero de

variagoes seria igual a: 3.2.2 = 12.

Mas como fundo e casa ndo podem ter a mesma cor, nem fundo e palmeira

podem ter a mesma cor, devemos subtrair os seguintes casos:
Fundo (Azul), Casa (Azul) e Palmeira (qualquer cor): 1.1.2 = 2.
Fundo (Cinza), Casa (qualquer cor) e Palmeira (Cinza): 1.3.1 = 3.
Logo o total de variagdes da paisagem € dado por: 12 -2 -3 =7.

Comentario sobre a questao: O problema proposto deveria ser dividido em

trés etapas que consiste na pintura do fundo, casa e palmeira. Porém o candidato
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deveria perceber que uma vez escolhido uma cor para o fundo, essa escolha pode
restringir a pintura da casa ou restringir a pintura da palmeira, por isso o problema
deveria ser dividido em dois casos. Segundo os micro dados do ENEM de 2004,

somente 29% das pessoas que fizeram a prova amarela acertaram essa questao.

3) (Questao 158 - ENEM PPL 2015 — prova cinza) A bandeira de um estado &

formada por cinco faixas, A, B, C, D e E, dispostas conforme a figura.

Figura 03: Questao 158 - ENEM PPL 2015

A

mooO mw

Fonte: ENEM (2015)
Deseja-se pintar cada faixa com uma das cores verde, azul ou amarelo, de tal

forma que faixas adjacentes ndo sejam pintadas com a mesma cor.
O caélculo do numero de possibilidades distintas de se pintar essa bandeira,
com a exigéncia acima, &
a) 1x2x1x1x2.
b) 3x2x1x1x2.
C) 3x2x1x1x3.
d) 3x2x1x2x2.
€) 3x2x2x2x2.

Solugao: Iniciaremos a pintura pela faixa “A”, pois ela € a que possui mais
faixas adjacentes a ela, ou seja, € ela quem vai restringir uma quantidade maior de
faixas.

Entéo, para a faixa “A”, temos 3 op¢des de cores. Depois de colorimos a faixa
“A”, iremos colorir a faixa “B”, como ela é adjacente a faixa “A”, sobram apenas 2
opgodes de cores para colori-la. Depois de pintarmos a faixa “A” e a faixa “B”, iremos
colorir a faixa “C”. Como a faixa “C” é adjacente a “A” e “B”, nao podemos utilizar
nenhuma das duas cores que foram utilizadas, entdo sobra apenas 1 opc¢éo para a
faixa “C”. Agora vamos colorir a faixa “D”, como ela é adjacente a faixa “B” e adjacente
a faixa “C”, entdo podemos utilizar nenhuma das duas cores utilizadas nessa faixa e

com isso temos apenas 1 opgao para a faixa “D”. Para a faixa “E”, devemos observar
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que ela s6 é adjacente a faixa “D” entdo s6 ndo podemos colori-la com a cor da faixa
“D”, com isso sobram duas opg¢des de cores.

Logo, o numero total de possibilidades de colorir essa bandeira € dado por:
3x2x1x1x2.

Comentario sobre a questao: Esse € um problema classico de principio
fundamental da contagem em que colorir cada faixa esta relacionado a uma tomada
de decisao.

O candidato deveria ter uma atencao especial na primeira tomada de decisao,
comegando o problema pela faixa A, ja que ela representa a faixa com mais restrigdes.

4) (Questao 173 - ENEM 2010 — prova azul) Jodo mora na cidade A e precisa
visitar cinco clientes, localizados em cidades diferentes da sua. Cada trajeto possivel
pode ser representado por uma sequéncia de 7 letras. Por exemplo, o trajeto
ABCDEFA, informa que ele saira da cidade A, visitando as cidades B, C, D, E e F
nesta ordem, voltando para a cidade A. Além disso, o numero indicado entre as letras
informa o custo do deslocamento entre as cidades. A figura mostra o custo de

deslocamento entre cada uma das cidades.
Figura 04: Quesltaéo 173 - ENEM 2010

Interbits®

Fonte: ENEM (2010)

Como Jodo quer economizar, ele precisa determinar qual o trajeto de menor
custo para visitar os cinco clientes.

Examinando a figura, percebe que precisa considerar somente parte das
sequéncias, pois os trajetos ABCDEFA e AFEDCBA tém o mesmo custo. Ele gasta 1
min30s para examinar uma sequéncia e descartar sua simétrica, conforme
apresentado.

O tempo minimo necessario para Joao verificar todas as sequéncias possiveis

no problema é de
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a) 60 min.
b) 90 min.
c) 120 min.
d) 180 min.
e) 360 min.

Solugao: Para resolver o problema proposto podemos pensar na formagao de
um anagrama de 7 letras que comeca pela letra A e termina pela letra A. Além disso,
as 5 letras entre os extremos devem ser necessariamente as letras B, C, D, E e F ndo
necessariamente nessa ordem.

Para escolha da letra que entrara na 22 posi¢do do anagrama temos 5 opgoes
disponiveis. Escolhido um elemento, para a escolha da letra que entrara na 32 posig¢ao
do anagrama temos 4 opg¢des disponiveis. Ao escolher mais um elemento, para
escolha da letra que entrara na 42 posi¢cao do anagrama temos 3 opgdes disponiveis.
Escolhido outro elemento, para escolha da letra que entrara na 52 posicdo do
anagrama temos 2 opgdes disponiveis. Escolhido mais um elemento, para escolha do
elemento que ocupara a 62 posigao do anagrama, temos apenas 1 op¢ao disponivel,
logo temos: 5.4.3.2.1 = 120 trajetos. Como um determinado trajeto possui um

simétrico de mesmo custo, entdo o tempo que ele levara para examinar todas as

120.1,5

sequéncias sera dado por: = 90 minutos.

Solugao alternativa: Para resolver o problema proposto podemos pensar na
formagao de um anagrama de 7 letras que comeca pela letra A e termina pela letra A.
Além disso, as 5 letras entre os extremos devem ser necessariamente as letras B, C,
D, E e F nado necessariamente nessa ordem. Temos que distribuir as 5 letras nos 5
espacgos vagos, o total de maneiras de fazer essa distribuigdo é dado por: P; = 5! =
= 5.4.3.2.1 = 120 trajetos. Como um determinado trajeto possui um simétrico de

mesmo custo, entdo o tempo que ele levara para examinar todas as sequéncias sera

dado por: 12(;—15 = 90 minutos.

Comentario sobre a questao: Para resolver a questdo o candidato deveria ter
um conhecimento prévio do principio fundamental da contagem ou de permutacgéo
simples. A questado poderia ser resolvida por qualquer um dos dois métodos de
contagem. Um detalhe importante que o aluno deveria perceber é que Joao leva 1 e

30 segundos para analisar duas sequéncias, se o aluno considerasse esse tempo
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para analisar apenas uma sequéncia, encontraria 180 minutos e marcaria a letra D
como resposta e assim erraria a questdo. Segundo os microdados relativos ao ENEM

de 2010, apenas 28% das pessoas que fizeram a prova azul acertaram essa questao.

5) (Questao 168 - Enem digital 2020 — Prova rosa) Eduardo deseja criar um
e-mail utilizando um anagrama exclusivamente com as sete letras que compdem o
seu nome, antes do simbolo @. O e-mail tera a forma *******@site.com.br e sera de
tal modo que as trés letras “edu” aparegam sempre juntas e exatamente nessa ordem.
Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi criado por outro usuario e que
qualquer outro agrupamento das letras do seu nome forma um e-mail que ainda nao
foi cadastrado.

De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail desejado?

a) 59
b) 60
c) 118
d) 119
e) 120

Solugao: Neste problema temos como objetivo calcular todos os agrupamentos
ordenados que podemos formar com as letras da palavra “Eduardo” de maneira que
as letras da palavra “edu” aparegcam sempre juntas e nessa ordem no anagrama
formado.

Consideremos que as letras da palavra “edu” formam um elemento x, entdo
reduziremos 0 nosso problema a um problema mais simples de calcular o numero de
anagramas que podemos formar com as letras da palavra “xardo”.
O numero de maneiras de organizar essas 5 letras em ordem é dado por P; = 5! =
120. Como o e-mail Eduardo ja foi cadastrado por outro usuario, entdo o numero de
possibilidades disponiveis é dado por: 120 — 1 = 119.

Solugao alternativa: Neste problema temos como objetivo calcular todos os
agrupamentos ordenados que podemos formar com as letras da palavra “eduardo” de
maneira que as letras da palavra “edu” aparegam sempre juntas e nessa ordem no
anagrama formado.

Consideremos que as letras da palavra “edu” formam um elemento x, entédo

reduziremos 0 nosso problema a um problema mais simples de calcular o numero de
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maneiras que temos para organizar os elementos x, a, r, d, 0 em 5 posigdes. Aplicando
o principio fundamental da contagem, temos 5 op¢des de letra para 12 posigéao a ser
ocupada, 4 opgdes para a 22 posi¢cao a ser ocupada, 3 opgdes para a 32 posigao a ser
ocupada, 2 opgoes para a 42 opgao a ser ocupada e 1 opgao para a ultima opgao a
ser ocupada. Logo o numero de maneiras de organizar esse elementos em 5 posi¢coes
€ dado por: 5Xx4x3x2x1=120 maneiras, como o e-mail Eduardo ja foi
cadastrado, entdo o usuario tera 120 — 1 = 119 possibilidades disponiveis.
Comentario sobre a questao: Para resolver a questao era necessario que o
candidato tivesse conhecimento prévio dominasse o principio fundamental da
contagem ou o conceito de permutacgao simples. Nao foram divulgados microdados
relativos ao ENEM digital para que fossem feitos os calculos relativos a taxa de acerto

da questao.

6) (Questao 174 — ENEM 2011 — prova azul) O setor de recursos humanos de
uma empresa vai realizar uma entrevista com 120 candidatos a uma vaga de contador.
Por sorteio, eles pretendem atribuir a cada candidato um numero, colocar a lista de
numeros em ordem numeérica crescente e usa-la para convocar os interessados.

Acontece que, por um defeito do computador, foram gerados numeros com 5
algarismos distintos e, em nenhum deles, apareceram digitos pares.

Em razao disso, a ordem de chamada do candidato que tiver recebido o nimero
75913 é

a) 24.

b) 31.

c) 32.

d) 88.

e) 89.

Solugao: Para resolver esse problema pensaremos em todos os numeros de
5 algarismos distintos que podem ser formados com os algarismos:1, 3,5,7 e 9. Além
disso, colocaremos todos esses numeros em ordem crescente até chegar a posigao
ocupada pelo numero75.913. Com isso, podemos dividir o problema nos seguintes
casos:

12 Caso: Quantidade de numeros de 5 algarismos que comegam com o

algarismo 1: (Numeros daforma1 _ ). Como o primeiro algarismo comeca com
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o algarismo 1, temos que organizar os algarismos 3,5, 7 e 9 nas 4 posi¢des restantes,
isso pode ser feito de 4! maneiras distintas, ou seja, 24 maneiras.

29 Caso: Quantidade de numeros de 5 algarismos que comegam com 0O
algarismo: 3: (Numerosdaforma3 ). Como o primeiro algarismo comega com
o algarismo 3, temos que organizar os algarismos 1,5, 7 e 9 nas 4 posigoes restantes,
isso pode ser feito de 4! maneiras distintas, ou seja, 24 maneiras.

32 Caso: Quantidade de numeros de 5 algarismos que comegam com O
algarismo: 5: (Numerosdaforma5 ). Como o primeiro algarismo comega com
o algarismo 5, temos que organizar os algarismos 1, 3,7 e 9 nas 4 posigoes restantes,
isso pode ser feito de 4! maneiras distintas, ou seja, 24 maneiras.

42 Caso: Quantidade de numeros de 5 algarismos que comegam com O
algarismo 7, como nesse caso existem algarismos que comegam por 7 que S&o
maiores do que 75.913, dividiremos esse caso em subcasos, formando os algarismos
que as duas primeiras casas sdo 71,73 e 75.

Quantidade de numeros de 5 algarismos distintos que comegam por 71:
(Numeros da forma 71_ ). Como os dois primeiros algarismos sao ocupados por
71, temos que organizar os algarismos 3,5 e 9 nas trés posi¢oes restantes, isso pode
ser feito de 3! maneiras distintas, ou seja, 6 maneiras.

Quantidade de numeros de 5 algarismos distintos que comegam por 73:
(Numeros da forma 73_ _ ). Como os dois primeiros algarismos sao ocupados por
73, temos que organizar os algarismos 1,5 e 9 nas trés posi¢oes restantes, isso pode
ser feito de 3! maneiras distintas, ou seja, 6 maneiras.

Quantidade de numeros de 5 algarismos distintos que comegam por 75:
(Numeros da forma 75_ ). Como os dois primeiros algarismos sao ocupados por
75, temos que organizar os algarismos 1,3 e 9 nas trés posi¢oes restantes, isso pode
ser feito de 3! maneiras distintas, ou seja, 6 maneiras. Dentre todos os numeros
iniciados por 75 apenas um deles, o numero 75.931, € maior do que o 75.913. Entao
quando colocamos 0s numeros que comegcam com 75 em ordem crescente, 75.913
ocupara a 52 posicao.

Somando todos os casos anteriores, temos: 24 + 24 + 24+ 6 + 6 + 5 = 89.

Logo a ordem de chamada do candidato que tiver recebido o numero 75.913 é
89.
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Comentario sobre a questao: Para resolver a questao o participante deveria
ter um conhecimento prévio sobre principio multiplicativo e/ou permutagao simples.
Algumas etapas desta resolugao poderiam ser simplificadas, pois os casos 1,2 e 3
podem ser reduzidos num unico caso. Porém, a opgao de dividir em mais casos facilita
a compreensao do problema para as pessoas que possuem um pouco mais de
dificuldade. Segundo os microdados do ENEM 2011, apenas 16% dos alunos que
fizeram a prova acertaram essa questao.

7) (Questao 163 - Enem 2020 — Prova Azul) Nos livros Harry Potter, um
anagrama do nome do personagem “TOM MARVOLO RIDDLE” gerou a frase “I| AM
LORD VOLDEMORT”. Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da
frase “| AM POTTER”, de tal forma que as vogais e consoantes aparecessem sempre
intercaladas, e sem considerar o espagcamento entre as letras.

Nessas condigdes, o numero de anagramas formados é dado por

a) 9!

b) 415!

C) 2x4!5!
9!
d) >

151
e) 415!
2

Solugao: Afrase “I| AM POTTER” é formada por 9 letras das quais 4 sao vogais
e 5 s&o consoantes, entdo a unica maneira de intercalar vogal e consoante € iniciando
a frase por consoante e ai teremos uma frase no seguinte formato: CVCVCVCVC, em
que C sao as posi¢cdes que podemos ocupar com consoante e V sao as posi¢des que
podemos ocupar com vogais.

Inicialmente iremos ordenar as consoantes M, P, T, T e R nas 5 posigdes

disponiveis, como temos dois elementos repetidos, 0 nimero de maneiras de fazer
~ 5! . . .
essa ordenacéao € dado por: o Em seguida iremos ordenar as vogais |, A, O e E nas

4 posigdes disponiveis, com isso, temos 4! maneiras. Como dividimos nosso problema
em duas etapas (ordenagédo das consoantes e ordenagao das vogais) 0 numero de

maneiras de anagramas que podemos formar com as letras da frase “I| AM POTTER”

P . . 415! .
€ dado pelo produto dos resultados obtidos nessas duas etapas, ou seja, —, Maneiras.

!
Comentario sobre a questao: A questao exigia que o candidato conhecesse

e soubesse aplicar os conceitos de permutacao simples e permutacido com repeticao.
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Vale chamar a atenc¢ao que se o candidato esquecesse de considerar que duas letras
repetidas quando trocam de posigdo entre elas formam um mesmo anagrama e
consequentemente nao dividisse por 2!, encontraria como resposta a letra B e erraria
a questao. Também podemos observar um outro distrator que € dado pela permutagao
das nove letras, sem considerar o fato delas se intercalarem e sem considerar a
repeticao dos elementos, nesse caso o candidato encontraria como resultado 9!, letra
A. Segundo os microdados do ENEM 2020, somente 21% dos alunos que fizeram a
prova azul acertaram essa questao.

8) (Questao 158 — ENEM 2020 — Prova Azul) Trés amigos, André, Bernardo e
Carlos, moram em um condominio fechado de uma cidade. O quadriculado representa
a localizagao das ruas paralelas e perpendiculares, delimitando quadras de mesmo
tamanho nesse condominio, em que nos pontos A, B e C estao localizadas as casas

de André, Bernardo e Carlos, respectivamente.
Figura 05: Questao 158 - ENEM 2020

B

Interbits®

Fonte: ENEM (2020)
André deseja deslocar-se da sua casa até a casa de Bernardo, sem passar pela
casa de Carlos, seguindo ao longo das ruas do condominio, fazendo sempre

deslocamentos para a direita (—) ou para cima (1), segundo o esquema da figura.

O numero de diferentes caminhos que André podera utilizar para realizar o
deslocamento nas condi¢cdes propostas é:

a)4.

b) 14.

c) 17.

d) 35.

e) 48.

Solugao: Para resolver este problema e encontrarmos o numero de trajetos
possiveis de A até B que ndo passam por C, utilizaremos o principio da exclusio, ou
seja, calcularemos todos os trajetos possiveis de A até B e excluiremos todos os

trajetos de A até B que necessariamente passam por C.
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Inicialmente iremos calcular todos os trajetos possiveis de A até B, pode-se
perceber que um dos trajetos possiveis de A até B é dado por DDDDSSS, em que D
representa se deslocar sob o lado de um dos quadrados para direita e S representa
se deslocar sob o lado de um dos quadrados para cima. Independente do trajeto de A

até B, André sempre se fara 7 movimentos, sendo 4 para direita e 3 para cima, com

. . ;o 7!
isso temos um total de caminhos possiveis dado por P73'4 == 35.

Para calcular o numero de trajetos de A até B passando por C, temos que dividir
o problema em duas etapas: Calcular o numero de trajetos possiveis de A até C e em
seguida calcular o numero de trajetos possiveis de C até B.

De A até C, um dos deslocamentos possiveis € DDSS, independente do trajeto

escolhido, temos sempre 4 movimentos sendo 2 para direita e 2 para cima e 0 numero

. f . 4!
de trajetos possiveis sera dado por: P>* = — =
212!

Ja de C até B, um dos deslocamentos possiveis sera dado por DDS,

independente do trajeto escolhido, temos sempre 3 movimentos sendo 2 para direita

: ; . o . 3!
e 1 para cima e o numero de trajetos possiveis sera dado por: P2 = 7= 3.

Logo o numero de trajetos de A até B passando por C sera dado por: 6.3 = 18
trajetos possiveis. Entdo, pode-se concluir que o numero de trajetos de A até B que
nao passam por C é igual a: 35 —18 = 17.

Comentario sobre a questao: A questdo exigia do aluno um conhecimento
prévio de permutagdo com repeticdo. Essa € uma questdo corriqueira nos livros
didaticos de ensino médio e nos exames de vestibulares. Segundo os microdados do

ENEM 2020, apenas 19% das pessoas que fizeram a prova azul, acertaram a questao.

9) (Questao 164 — Enem 2015 — Prova Azul) Uma familia composta por sete
pessoas adultas, apds decidir o itinerario de sua viagem, consultou o site de uma
empresa aérea e constatou que o voo para a data escolhida estava quase lotado. Na
figura, disponibilizada pelo site as poltronas ocupadas estdo marcadas com X e as

unicas poltronas disponiveis sdo as mostradas em branco.
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Figura 06: Questao 164 - Enem 2015

O S

X X XOXNRNRXOX @
NRRNNNOIXRX
RMERORRRROX
X NOXXXX|| |@
ORI IR

Disponivel em: www.gebh.net. Acesso em: 30 out. 2013 (adaptado).

Fonte: ENEM (2015)

O numero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo é calculado
por

9!
2!

|

b) 9.
71x 2!

c) 7!
) —><4'

5! 4l
_X_

4! 3!
Solugao: Podemos observar que existe um conjunto de 9 poltronas disponiveis

e devemos escolher um subconjunto de 7 poltronas que s&o as poltronas que seréao

e 9! .
utilizadas, logo temos Coy =7, Maneiras de escolher as 7 poltronas.

Uma vez escolhida as 7 poltronas, devemos distribuir as 7 pessoas nessas poltronas
e o total de maneiras para distribui-las € dado por P, = 7!.

Como dividimos o nosso problema em duas etapas, através do PFC, temos que

0 numero de maneiras de organizar essa familia nesse voo é dado por:

i 1
g2

7120 77 2r
Solugao alternativa: Podemos pensar numa escolha de 7 das 9 poltronas ja

ordenando as pessoas nos lugares escolhidos, nesse caso, temos o total de maneiras

9! 9!

de organizar sendo dado por: Ag; = oo

Comentario sobre a questao: A questdo exigia o dominio dos conceitos de

combinagao simples e permutagdo simples e apesar dos livros didaticos atuais n&o
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darem énfase a arranjo simples, o aluno conhecedor do método também poderia
aplicar para resolve-la. Segundo os microdados do ENEM 2015, apenas 21% das
pessoas que realizaram a prova azul, acertaram essa questéo
10) (Questao 179 — ENEM 2021 — prova azul) Uma pessoa produzira uma
fantasia utilizando como materiais: 2 tipos de tecidos diferentes e 5 tipos distintos de
pedras ornamentais. Essa pessoa tem a sua disposigcédo 6 tecidos diferentes e 15
pedras ornamentais distintas.
A quantidade de fantasias com materiais diferentes que podem ser produzidas
€ representada pela expressao
6l 15
412! 10!5!

! !
b) 6! N 15!
412! 10!5!

| |
C 6_+1i
2! 5!

| |
d) 8. 19!
21 5l

!
e) 21!

71141
Solugao: Dividiremos o problema proposto em duas etapas: escolha dos
tecidos e escolha das pedras Ornamentais. Na primeira etapa, dispoe-se de 6 tipos

de tecidos e deseja-se formar subconjuntos com 2 tipos de tecidos, o numero de

6

subconjuntos que podem ser formados € dado por: Cg, = o Na segunda etapa,

dispbe-se de 15 tipos de pedras ornamentais e deseja-se formar subconjuntos com 5

tipos de pedras, o numero de subconjuntos que podem ser formados € dado por:

15 . . T . . , .
Ci55 = —. Aplicando o principio multiplicativo obtém-se que o numero de fantasias
’ 10!5!

6 15

com materiais diferentes que podem ser produzidas € dado por T Torer

Comentario sobre a questao: Para resolver o problema proposto, o candidato
deveria ter um conhecimento prévio de combinacdo simples e do principio
multiplicativo. Caso o candidato calculasse o nimero de subconjuntos com 2 tipos de
tecidos que podem ser formados e somasse com o numero de subconjuntos de 5
pedras que podem ser formados, encontraria a letra A que é um distrator nessa
questdo. Segundo os microdados do ENEM 2021, apenas 22% dos alunos que

fizeram a prova azul, acertaram a questéao.
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11) (Questao 142 — ENEM 2020 - prova azul) Uma montadora de automéveis
divulgou que oferta a seus clientes mais de 1.000 configuragdes diferentes de carro,
variando o modelo, a motorizagdo, os opcionais e a cor do veiculo. Atualmente, ela
oferece 7 modelos de carros com 2 tipos de motores: 1.0 e 1.6. Ja em relagao aos
opcionais, existem 3 escolhas possiveis: central multimidia, rodas de liga leve e
bancos de couro, podendo o cliente optar por incluir um, dois, trés ou nenhum dos
opcionais disponiveis.

Para ser fiel a divulgacgao feita, a quantidade minima de cores que a montadora
devera disponibilizar a seus clientes &

a) 8.

b) 9.

c) 11.

d) 18.

e) 24.

Solugao: Dividiremos o problema em quatro etapas: Etapa 1 (Escolha do
modelo), Etapa 2 (Escolha do motor), Etapa 3 (Escolha dos opcionais) e Etapa 4
(Escolha da cor).

Para a Etapa 1 temos: 7 opgdes de escolha.

Para a Etapa 2 temos: 2 opg¢des de escolha.

Para a Etapa 3 temos 4 casos possiveis:

N . . 3!
19 caso — Escolher trés opcionais: (33 = — =

310!
. . . 3!
2° caso — Escolher dois opcionais: €3, =— =13
’ 211!
. 3!
3° caso — Escolher um opcional: C;; = — =3
’ 112!
~ . 3!
4° caso — N&o fazer escolha de opcional: C3, = et

Logo, para a terceira etapa um cliente tem:14+3+3+ 1 =8 opgbes de
escolha.

Para a Etapa 4 temos: n possibilidades.

Aplicando o principio fundamental da contagem, obtém-se que o numero de
configuracdes possiveis para esse automoével pode ser representado por: 7.2.8.n =
112n. Como a questao diz que a montadora tem que ter mais de 1000 configuracoes

possiveis, 0 valor minimo de n que satisfaz a inequagéo 112n > 1000, én = 9.
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Comentario sobre a questao: A questdo exigia do candidato um dominio
teérico dos métodos de contagem principalmente no calculo da quantidade de
opcionais, pois a escolha trata-se da formagéo de subconjuntos e ndo da formagéao de
um agrupamento ordenado, por esse motivo a combinagdo simples é aplicada.
Segundo os microdados do ENEM 2022, apenas 21% das pessoas que fizeram a
prova azul, acertaram essa questao.

12) (Questéo 147 — ENEM 2016 — prova azul) O ténis € um esporte em que a
estratégia de jogo a ser adotada depende, entre outros fatores, de o adversario ser
canhoto ou destro. Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4 sao canhotos
e 6 sao destros. O técnico do clube deseja realizar uma partida de exibigéo entre dois
desses jogadores, porém, ndo poderao ser ambos canhotos.

Qual o numero de possibilidades de escolha dos tenistas para a partida de

exibicao?

| |
a) 100 __4
21x8! 22

10! 4!

8l 2!

!
o) 10! _
218l

|
d) g+4><4
4!

|
e) g+6><4
4!

Solugao: Para resolver o problema aplicaremos o principio da exclusao:
Numero de maneiras de nao escolher dois canhotos = Total de maneiras de escolher
dois jogadores — numero de maneiras de escolher dois canhotos.

O total de maneiras de escolher dois jogadores € dado pelos subconjuntos de

2 elementos que podem ser formados com os 10 elementos disponiveis. Esse calculo

10! , .
pode ser representado por: Cyp, = Tar Para calcular o numero de maneiras de se

escolher dois canhotos para formar uma partida, devemos calcular o numero de
subconjuntos de 2elementos que podem ser formados com os 4 canhotos
disponiveis.

P 4!
Podemos representar esse calculo por: €y, = —.
’ 212!

Logo o numero de maneiras de escolher dois jogadores de maneira que néao
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. . , 10! 4!
sejam dois canhotos, é dado por: — — —.
218! 212!

Comentario sobre a questao: Para resolver a questao, era essencial que o
aluno dominasse o conceito de combinagao simples. Além disso, para escrever a
resposta conforme as alternativas propostas, o aluno deveria lembrar do principio da
exclusdo. Segundo os microdados do ENEM 2016, apenas 19% das pessoas que
realizaram a prova azul acertaram essa questéo.

13) (Questao 171 - Enem 2009 — prova azul) A populagao brasileira sabe, pelo
menos intuitivamente, que a probabilidade de acertar as seis dezenas da mega sena
nao é zero, mas é quase.

Mesmo assim, milhdes de pessoas sao atraidas por essa loteria, especialmente
quando o prémio se acumula em valores altos. Até junho de 2009, cada aposta de
seis dezenas, pertencentes ao conjunto {01, 02, 03, ..., 59, 60}, custava R$ 1,50. N
Disponivel em: www.caixa.gov.br. Acesso em: 7 jul. 2009.

Considere que uma pessoa decida apostar exatamente R$ 126,00 e que esteja
mais interessada em acertar apenas cinco das seis dezenas da mega sena,
justamente pela dificuldade desta ultima. Nesse caso, € melhor que essa pessoa faca
84 apostas de seis dezenas diferentes, que ndo tenham cinco numeros em comum,
do que uma unica aposta com nove dezenas, porque a probabilidade de acertar a

quina no segundo caso em relagao ao primeiro €, aproximadamente,

1
a) 1E vez menor.

b) 2%vezes menor.

C) 4 vezes menor.

d) 9 vezes menor.

e) 14 vezes menor.

Solugao: Neste problema, comecaremos calculando o nimero de quinas que
pode ser formadas com 84 apostas de 6 dezenas diferentes, para isso precisamos
saber quantas quinas podem ser formadas com uma aposta de 6 dezenas. Entao
nosso problema consiste em saber quantos subconjuntos de 5 elementos podemos

formar com um conjunto de 6 elementos, esse calculo pode ser obtido através de

6 . . .
Cos = i 6, ou seja, com 6 dezenas podem ser formadas 6 quinas diferentes. Como

sdo 84 apostas, entdo temos um total de 84.6=504 quinas.
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Agora iremos calcular o numero de quinas que podem ser calculadas com 9 dezenas,
isto €, vamos calcular o numero de subconjuntos de 5 elementos que podem ser

formados com um conjunto de 9 elementos, esse calculo pode ser obtido através de

9l
5141

Cos = 126, ou seja, com 9 dezenas podem ser formadas 126 quinas diferentes.

Comparando o numero de quinas formadas com 84 apostas de 6 dezenas com o

numero de quinas formadas com uma unica aposta de 9 dezenas, obtém-se:

n? de quinas formadas com 9 dezenas 126 1

n? de quinas formadas com 84 apostas de 6 dezenas 504 4

Pode-se concluir que a probabilidade de ganhar a quina no 22 caso em relagao
ao 12 caso, é 4 vezes menor.

Comentario sobre a questao: Para resolver a questdo o candidato deveria ter
um conhecimento prévio de combinagao simples e entender que a formacao de quinas
nada mais € do que a formagdo de subconjuntos de 5 elementos. Segundo os
microdados do ENEM 2009, 32% dos participantes que fizeram a prova azul,
acertaram a questao.

14) (Questao 165 - Enem 2009 — prova azul) Doze times se inscreveram em
um torneio de futebol amador. O jogo de abertura do torneio foi escolhido da seguinte
forma: primeiro foram sorteados 4 times para compor o Grupo A. Em seguida, entre
os times do Grupo A, foram sorteados 2 times para realizar o jogo de abertura do
torneio, sendo que o primeiro deles jogaria em seu proprio campo, € 0 segundo seria
o time visitante.

A quantidade total de escolhas possiveis para o Grupo A e a quantidade total
de escolhas dos times do jogo de abertura podem ser calculadas através de

a) uma combinagao e um arranjo, respectivamente.

b) um arranjo e uma combinagao, respectivamente.

C) um arranjo e uma permutagao, respectivamente.

d) duas combinacgdes.

e) dois arranjos.

Solugao: No problema proposto, escolher as 4 equipes que formardo o grupo
A consiste num problema de formar subconjuntos de 4 elementos dentre os 12
elementos disponiveis, logo trata-se de um problema de combinagao simples. Em
seguida o problema propde uma segunda etapa de escolha, em que serao escolhidos

dois times desse grupo de maneira que o primeiro escolhido tera a vantagem de jogar
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em casa e o segundo escolhido sera o visitante, nesse caso temos uma escolha
ordenada de 2 elementos entre 4 disponiveis, logo trata-se de um problema de arranjo
simples.

Comentario sobre a questao: A questdo exigia do aluno um dominio teorico
sobre combinag&o simples e arranjo simples e ele teria que ser capaz de reconhecer
que quando formamos um agrupamento ndo ordenado (subconjunto) trata-se de um
problema de combinagao simples e quando formamos um agrupamento ordenado,
trata-se de um arranjo simples.

15. (Enem PPL 2020) O governador de um estado propde a ampliagcdo de
investimentos em seguranga no transporte realizado por meio de trens. Um estudo
para um projeto de lei prevé que se tenha a presencga de trés agentes mulheres,
distribuidas entre os 6 vagdes de uma composicdo, de forma que duas dessas
agentes nao estejam em vagdes adjacentes, garantindo assim maior seguranga aos
usuarios. Disponivel em: www.sisgraph.com.br. Acesso em: 29 jan. 2015 (adaptado).

A expressdo que representa a quantidade de maneiras distintas das trés

agentes serem distribuidas nos vagdes é

a) C3 +3!

b) ¢t

c) C3 x3!

d) A2

e) A3 x3!

Solugao: Para resolver o problema, inicialmente iremos enumerar todas as
configuragbes possiveis em que duas das agentes ndo apare¢cam em vagdes
adjacentes, para isso chamaremos de A um vagao ocupado por uma das agentes e
de N um vagéao nao ocupado por essas agentes.

12Configuragéo:AVAVAV

22Configuracao:AVVAVA

32Configuragao:AVAVVA

42Configuracéo:VAVAVA

Em cada configuragado podemos distribuir as agentes de 3! maneiras, como sao

4 configuragbes, entdo a quantidade de maneiras distintas das trés agentes serem
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distribuidas nos vagdes ndo ocupando vagdes adjacentes é: 4.3! e isso pode ser
escrito como C; x 3.

Comentario sobre a questao: A questdo exigia que o participante tivesse
conhecimento sobre as maneiras de se representar um valor através da simbologia
de combinagdo simples e arranjo simples. Apesar de atualmente alguns livros
didaticos mais novos ndo abordarem arranjo simples, o ENEM utilizou a simbologia
nessa questdo. Devido a esse fato ndo descartei o arranjo simples na abordagem
tedrica dos métodos de contagem. Como o INEP nao divulgou os microdados relativos
a prova do ENEM PPL 2020, nao foi possivel calcular a taxa de acerto dessa questao.

16) (Questdo 171 - ENEM 2019 — prova azul) Uma empresa confecciona e
comercializa um brinquedo formado por uma locomotiva, pintada na cor preta, mais
12 vagodes de iguais formato e tamanho, numerados de 1 a 12. Dos 12 vagdes, 4 sao
pintados na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na cor verde e 2 na cor amarela. O trem
€ montado utilizando-se uma locomotiva e 12 vagdes, ordenados crescentemente

segundo suas numeragodes, conforme ilustrado na figura.
Figura 07: Questédo 171 - ENEM 2019

Fonte: ENEM (2019)
De acordo com as possiveis variacbes nas coloragcbes dos vagdes, a

quantidade de trens que podem ser montados, expressa por meio de combinagdes, é
dada por

a) Cfy xCi, xCip xCF,

b) Cf, +C3 +C¥+C3

Cc) Cf, x2xC§ xC2

d) cf, +2xC3, +C2,

e) Cl, xC3xC3xC3

Solugao: No problema proposto temos uma locomotiva formada por 12 vagdes

dividiremos o0 nosso problema em 4 etapas:
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Etapa 1 — Dentre os 12 vagdes disponiveis, temos que escolher 4 vagdes para
pintar de vermelho, entdo queremos montar subconjuntos de 4 elementos entre os 12
elementos disponiveis, o numero de maneiras pode ser calculado por: Cy.

Etapa 2 — Aplicada a 12 etapa, devemos escolher 3 vagdes, dentre os 8 que
restaram, para pintar de azul: C3.

Etapa 3 — Feita as escolhas da 12 e 22 etapa, devemos escolher 3 vagoées,
dentre os 5 que restaram, para pintar de verde: C3.

Etapa 4 — Feita as escolhas da 12, 22 e 32 etapa, nos resta escolher 2 vagoes
para pintar de amarelo entre os 2 vagdes que restaram: C2.

Pelo principio multiplicativo, a quantidade de trens que podem ser montados é
dada por: Cf, X C3 X C3 x C2.

Comentario sobre a questao: O elaborador ja facilitou a compreensao dos
participantes quando colocou todas as escritas em fungdo de combinagdes simples.
Um detalhe importante também €& perceber que as combinagbes sdo multiplicadas
pelo fato de executarmos uma etapa e em seguida uma outra etapa, logo aplica-se o
principio fundamental da contagem. Segundo os microdados do ENEM 2019, apenas
19% dos participantes que realizaram a prova azul acertaram a questé&o.

17) (ENEM PPL 2020) Um determinado campeonato de futebol, composto por
20 times, € disputado no sistema de pontos corridos. Nesse sistema, cada time joga
contra todos os demais times em dois turnos, isto é, cada time joga duas partidas com
cada um dos outros times, sendo que cada jogo pode terminar empatado ou haver um
vencedor.

Sabendo-se que, nesse campeonato, ocorreram 126 empates, o numero de
jogos em que houve ganhador € igual a

a) 64.

b) 74.

c) 254.

d) 274.

e) 634.

Solugao: Como o calculo do numero de jogos € dado por uma escolha
ordenada de duas das vinte equipes que disputam o campeonato, podemos aplicar o
principio multiplicativo para obter esse resultado ja que temos 20 op¢des de escolha

para a primeira equipe e 19 opg¢des de escolha para a segunda equipe que participara
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do jogo. Logo o numero de jogos sera dado por 20 x 19 = 380. Entdo o numero de
jogos em que houve algum ganhador € dado por: 380 — 126 = 254.

Solugao alternativa: Para resolver o problema devemos inicialmente calcular
o numero De partidas realizadas nesse campeonato, como cada time joga com o outro
em dois turnos, entdo dados dois times A e B, a partida A versus B é diferente da
partida B versus A. Portanto para formar o numero de jogos do campeonato temos

que calcular o numero de agrupamentos ordenados que podemos formar com 2 dos

20! 20!
Gopi = 181 = 380. Como

20 times disponiveis, isso pode ser calculado por Ay, =
podemos afirmar que nas partidas em que ndao houve empate uma das equipes foi
vencedora, entdo o numero de jogos com ganhador é dado por: 380 — 126 = 254.

Comentario sobre a questao: O problema exigia do participante a capacidade
de compreender que como as equipes jogavam em dois turnos, a ordenagao era
importante para o calculo do numero de jogos. Os participantes que fizeram esse
calculo considerando a formagdo do numero jogos como agrupamentos né&o
ordenados e aplicaram combinagao simples na resolugao do problema, acharam um
total de partidas igual a 190 e quando subtrairam 126, encontraram como alternativa
64 que € a resposta da letra A e consequentemente erraram a questao. Como o INEP
nao divulgou os microdados do ENEM PPL 2020, nao foi possivel calcular a taxa de
acerto da questao.

18) (Questao 178 - ENEM 2017 — prova azul) Como nao sao adeptos da pratica
de esportes, um grupo de amigos resolveu fazer um torneio de futebol utilizando
videogame. Decidiram que cada jogador joga uma unica vez com cada um dos outros
jogadores. O campeado sera aquele que conseguir 0 maior numero de pontos.
Observaram que o numero de partidas jogadas depende do numero de jogadores,

como mostra o quadro:
Figura 08: Questdo 178 - ENEM 2017

Quantidade
de jogadores 2|3 |4 S 6 /
Numero de

partidas 1 3 6 10 15 21

Fonte: ENEM (2019)
Se a quantidade de jogadores for quantas partidas serao realizadas?

b) 56
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d) 36

e) 28
Solugao: Como cada jogador enfrenta uma Unica vez cada um dos seus
adversarios, isso significa que ao escolhermos dois jogadores A e B, a partida A versus
B e a partida B versus A deve ser contada uma unica vez, pois sdo consideradas a
mesma partida, logo temos um agrupamento ndo ordenado. O numero de partidas
realizadas por esses jogadores equivale ao numero de subconjuntos que podemos

formar escolhendo 2 desses 8 elementos disponiveis, isso pode ser calculado através

da seguinte combinag&o simples: Cg, = ;—;‘ = 28.

Logo o numero de partidas realizadas por esses jogadores € igual a 28.

Comentario sobre a questao: O problema exigia do participante a capacidade
de compreender que como os jogadores enfrentavam seus adversarios uma unica
vez, a ordenagdo nado era importante para o calculo do numero de jogos. Os
participantes que consideraram que o numero de partidas consistia na escolha de
agrupamentos ordenados com 2 desses 8 elementos, chegaram a um numero total
de jogos igual Ag, = 56 e encontraram a letra B como resposta e consequentemente
erraram a questdo. Segundo os microdados do ENEM 2017, o percentual de
participantes que fizeram a prova azul e acertaram a questao foi de 50%.

19) (Questao 165 - ENEM 2018 — prova azul) O Saldo do Automoével de Sao
Paulo € um evento no qual varios fabricantes expdem seus modelos mais recentes de
veiculos, mostrando, principalmente, suas inovagbes em design e tecnologia.
Disponivel em: http://g1.globo.com. Acesso em: 4 fev. 2015 (adaptado).

Uma montadora pretende participar desse evento com dois estandes, um na
entrada e outro na regidao central do saldo, expondo, em cada um deles, um carro
compacto e uma caminhonete. Para compor os estandes, foram disponibilizados pela
montadora quatro carros compactos, de modelos distintos, e seis caminhonetes de
diferentes cores para serem escolhidos aqueles que serdo expostos. A posi¢ao dos
carros dentro de cada estande ¢ irrelevante.

Uma expressdo que fornece a quantidade de maneiras diferentes que os
estandes podem ser compostos é

a) Afo

b) Cfo



61

c) Cﬁ x C% x2x2

d) Ai x A% x2x%x2

e) C2 xC2

Solugao: O problema proposto frisa que a posicdo dos veiculos dentro do
estande ¢ irrelevante. Dividiremos o problema proposto em duas etapas, a primeira
delas calcularemos o numero de maneiras de organizar os carros compactos e a
segunda calcularemos o numero de maneiras de organizar as caminhonetes.
Comecaremos escolhendo duas posi¢des (uma em cada estande) para alocar quatro
dos carros compactos, o numero de maneiras de fazermos essa escolha € dado por
C2, como esses dois carros compactos podem trocar de posi¢do nesses estandes,
entdo temos 2 x C2 maneiras de organiza-los. Agora alocaremos as 6 caminhonetes
nas duas posicoes restantes, o numero de maneiras de fazer essa escolha é dado por
CZ, como essas duas caminhonetes podem trocar de posigéo nesses estandes, entdo
temos 2 x CZ maneiras de organiza-las utilizando o principio multiplicativo, temos que
a quantidade de maneiras diferentes que os estandes podem ser compostos é dada
por: CZ X CZ X 2 X 2.

Comentario sobre a questao: Para resolver essa questao o candidato deveria
ter um conhecimento prévio de Arranjo simples e Combinagdo simples, pois era
necessario saber se o problema consistia num agrupamento ordenado ou n&o. Além
disso, era fundamental que o candidato dominasse as notagbes utilizadas para
representar esses dois métodos de contagem. Segundo os microdados do ENEM

2018, 26% dos alunos que realizaram a prova azul acertaram essa questao.
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6 PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DA ANALISE
COMBINATORIA ATRAVES DA RESOLUGAO DE PROBLEMAS DO ENEM

6.1 APRESENTACAO

Este material foi elaborado com o intuito de auxiliar professores de Matematica
do Ensino Médio, especialmente da 22 Série, no ensino da Analise Combinatoria e na
preparacao de seus alunos para o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

O material é composto de uma sequéncia didatica para o Ensino da Analise
Combinatdria através de Resolugdo de Problemas no ENEM e foi produzido a partir
da dissertacdo do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT/UFES) e intitulada como: “O Ensino da Analise Combinatéria como
Ferramenta Pedagdgica na Resolu¢ao de Problemas do ENEM”.

Esta sequéncia didatica foi elaborada utilizando como referéncia as
competéncias e habilidades do ENEM e da BNCC, o seu desenvolvimento foi
organizado em trés aulas. Na 12 aula é trabalhado o conceito de Principio
Fundamental da Contagem e de Principio Aditivo como ferramenta na resolugéo
problemas, na 22 aula sao trabalhados os conceitos de Permutacdao Simples e
Permutagdo com Repeticdo e na 3?2 aula sdo trabalhados os conceitos de Arranjo
Simples e de Combinagao Simples.

O objetivo deste trabalho é ser um instrumento facilitador para os professores
que desejam trabalhar o ensino da Analise Combinatdria através de problemas
contextualizados, valorizando a criatividade, o espirito investigativo e colocando o
aluno como protagonista no processo ensino-aprendizagem. Além disso, busca-se
através dessa sequéncia didatica promover um aprendizado significativo para que os
estudantes que aprenderem através dela consigam desenvolver as habilidades
necessarias para resolverem problemas no modelo dos que tem sido cobrado no
ENEM.

6.2 INTRODUCAO

Os microdados fornecidos pelo INEP mostram que o resultado dos participantes

nas questdes que envolvem Analise Combinatdria € insatisfatério.
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Grafico 01: Quantidade de itens distribuidos por intervalo percentual de acertos de cada item

® Inferior a10%

@ Maior que 10% e menor ou igual a 25%

@ Maior que 25% e menor ou igual a 40%
Superior a 40%

Fonte: Autoria propria (2025)

Pensando nisso, este produto educacional tem como objetivo auxiliar
professores e alunos da 22 Série do Ensino Médio no processo de ensino-
aprendizagem de Analise Combinatoria. Neste trabalho, concentraremos as nossas
atengdes para que os alunos possam desenvolver a Habilidade 2 (identificar padroes
numericos ou principios de contagem) presente na competéncia de area 1 - Construir
significados para os numeros naturais, inteiros, racionais e reais (Rabelo, 2013). Além
disso, trabalhando de maneira alinhada a BNCC, estamos interessados em
desenvolver a habilidade: “Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo
agrupamentos ordenaveis ou ndo de elementos, por meio dos principios multiplicativo
e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore” (Brasil, 2018,
p. 537).

Para alcancgar esses objetivos, propde-se uma sequéncia didatica baseada na
resolucdo de problemas do ENEM, valorizando o pensamento critico e o espirito

investigativo de cada aluno.

6.3 SEQUENCIA DIDATICA

6.3.1 Matematica
Area de estudo:
e Matematica e suas Tecnologias
Conteudos abordados:

e Principio Fundamental da Contagem e Principio Aditivo.
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e Permutacado Simples e Permutacdao Competicao.
e Arranjo Simples e Combinagéo Simples.
Competéncias e habilidades trabalhadas segundo a Matriz de Referéncia do
ENEM
e Competéncia de area 1 - Construir significados para os numeros
naturais, inteiros, racionais e reais.

e H2 - Identificar padrées numéricos ou principios de contagem

6.3.2 Competéncias gerais da BNCC

O presente produto educacional propde uma sequéncia didatica para o ensino
de analise combinatéria no Ensino Médio, articulada com as orientacdes curriculares
do Estado do Espirito Santo e com as dez competéncias gerais da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC). A proposta tem como objetivo ndo apenas o
desenvolvimento de habilidades matematicas especificas, mas também a formacgao
integral do estudante, promovendo a articulagdo entre o conteudo matematico e
aspectos cognitivos, sociais, éticos e culturais.

A pratica pedagogica sugerida esta estruturada em atividades interativas,
situacdes-problema contextualizadas, uso de recursos digitais e estratégias
colaborativas, promovendo uma aprendizagem ativa e significativa. Abaixo, descreve-
se como essa proposta contribui para o desenvolvimento das competéncias gerais
estabelecidas pela BNCC:

1. Conhecimento: A sequéncia didatica propicia aos estudantes o dominio dos
principios da analise combinatéria (principio fundamental da contagem, arranjos,
permutacbes e combinagdes), aplicando esse conhecimento a resolucédo de
problemas reais e contextualizados, o que fortalece a capacidade de usar o saber
matematico de forma funcional e critica.

2. Pensamento cientifico, critico e criativo: Ao serem desafiados com situagdes-
problema que exigem analise combinatodria, os alunos sdo estimulados a observar
padrdes, levantar hipoteses, testar estratégias e propor solugdes criativas. O uso de
jogos, enigmas e desafios matematicos favorece o raciocinio légico e a capacidade

de inovar.
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3. Repertdrio cultural: A matematica € apresentada ndo como um saber isolado,
mas como parte de uma construgao cultural e historica. Sdo exploradas situagdes que
envolvem jogos populares, festividades e aspectos do cotidiano que exigem contagem
e organizagao de possibilidades, conectando o conteudo a vivéncia dos estudantes.

4. Comunicacgao: Os estudantes sao incentivados a expressar suas ideias
matematicas oralmente e por escrito, utilizando diferentes formas de representacao
(tabelas, diagramas, esquemas, linguagem algébrica e natural), o que contribui para
a clareza e precisdo na comunicagao de raciocinios e argumentos.

5. Cultura digital: A proposta inclui o uso de ferramentas digitais, como o Google
Forms que é capaz de gerar planilhas e graficos com o desempenho dos alunos. Além
disso, € uma 6tima ferramenta pedagodgica para simular o aprendizado, promovendo
o letramento digital e a compreenséo critica do uso da tecnologia como aliada na
aprendizagem matematica.

6. Trabalho e projeto de vida: Ao participar de projetos que envolvem
planejamento, organizagcdo de estratégias e tomada de decisbes baseadas em
possibilidades combinatdrias, os estudantes desenvolvem habilidades importantes
para a vida académica e profissional, como autonomia, responsabilidade e visdo de
futuro.

7. Argumentacdo: Durante as discussdes em grupo e as apresentagdes das
solugdes, os estudantes sao convidados a justificar suas escolhas, defender pontos
de vista e refinar suas ideias com base em argumentos consistentes, fortalecendo a
capacidade de argumentar com logica e clareza.

8. Autoconhecimento e autocuidado: A proposta valoriza o processo de
aprendizagem individual, respeitando o ritmo de cada estudante e promovendo
momentos de reflexdo sobre os desafios enfrentados, desenvolvendo a autoconfianca
e o reconhecimento de suas potencialidades.

9. Empatia e cooperacgao: A organizacao das atividades em grupos favorece a
escuta ativa, o respeito as opinides divergentes e a constru¢do conjunta do
conhecimento. Os estudantes aprendem a cooperar, negociar e resolver conflitos de
maneira ética e construtiva.

10. Responsabilidade e cidadania: Ao analisar problemas que envolvem

planejamento e tomada de decisdes coletivas, os estudantes desenvolvem uma
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consciéncia critica sobre o papel da matematica na sociedade e sobre seu papel como
cidadaos ativos e responsaveis.

Em suma, a sequéncia didatica proposta promove uma abordagem pedagodgica
que vai além do ensino tradicional de férmulas e técnicas, integrando o conteudo
matematico ao desenvolvimento das competéncias necessarias para a formagao de
individuos autbnomos, criticos e socialmente comprometidos. Dessa forma, a
proposta estda em plena consonancia com os principios do Curriculo do Espirito Santo
e da BNCC, fortalecendo a educacdo matematica como ferramenta de transformacgao

e cidadania.

6.3.3 Proposta pedagoégica

Em nosso cotidiano, muitas decisbes envolvem escolhas, arranjos e
combinagdes — seja na escolha de uma roupa antes de sair de casa, na organizagao
de livros numa prateleira, na montagem de um cardapio ou na criagao de uma senha
de seguranca. Todas essas situagdes, por mais simples que paregam, podem ser
resolvidas através da Analise Combinatéria. Por isso, é fundamental que os
professores percebam a importancia desse assunto, ndo s6 em sala de aula, mas
também no dia a dia, no desenvolvimento do pensamento logico, no espirito
investigativo e na capacidade de resolugao de problemas. A presenca da Analise
Combinatéria, no contexto social, pode ser observada na realizacdo de sorteios,
formacdo de grupos e organizagdo de jogos, no contexto tecnoldgico pode-se
observar a presenga da Analise Combinatoéria na area computacional e na criptografia,
ja contexto cultural desde cerca de 1650 a.C. nota-se a presenca da Analise
Combinatdria em desafios e enigmas populares como o papiro de Rhind.

Para tornar o aprendizado do conteudo mais significativo € fundamental que os
estudantes sejam colocados perante a situagdes problemas que representem desafios
reais, despertando a curiosidade e o pensamento critico. Imagine por exemplo, se
quiséssemos descobrir a chance que uma pessoa teria de ganhar na mega sena ao
se realizar uma aposta simples. Como fariamos esses calculos? Através de qual
método de contagem podemos chegar ao resultado? Por que uma pessoa que marca

sete numeros tem mais chance de ganhar do que uma pessoa que marcou seis? O
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objetivo deste trabalho é propor uma sequéncia didatica que auxilie professores do
Ensino Médio, especialmente da 22 Série, no ensino da Analise Combinatéria,
utilizando problemas contextualizados como este que foi apresentado, a fim de
promover o desenvolvimento das habilidades necessarias para que os estudantes
sejam capazes de resolver problemas similares aos que sdo cobrados no ENEM.
Através desse trabalho, propde-se uma sequéncia didatica através da
resolucdo de problemas que trabalhem a interpretacdo, a criatividade e o espirito
investigativo. Valorizando o raciocinio l6gico, o dominio de conceitos e colocando o
aluno como ator principal do processo de ensino-aprendizagem para que nao seja
apenas um reprodutor de algoritmos prontos, replicando férmulas sem ao menos ter

um entendimento minimo dos conceitos.

6.3.4 Propostas e Atividades

6.3.4.1 Aula 1: Principio Fundamental da Contagem e Principio Aditivo

Obijetivo principal da aula: Compreender e aplicar o Principio Fundamental da
Contagem e o Principio Aditivo na resolugéo de problemas que envolvam situag¢des
de escolha sequencial e alternativa, com foco em problemas do ENEM.
Objetivos Especificos:

Identificar situacdes-problema em que se aplicam o principio aditivo ou
multiplicativo.

Resolver problemas através de listagens de possibilidades e/ou através de
diagrama de arvores.

Relacionar o conteudo com questées do ENEM e discutir diferentes formas de
abordagem.

Desenvolver o raciocinio légico e a organizagao do pensamento em etapas

Nesta aula sera construido o conceito de Principio Fundamental da Contagem
e Principio Aditivo através de um problema inicial, em seguida os alunos fardo uma
atividade pratica que consiste na resolucao de 4 problemas que cairam em provas do
ENEM.
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6.3.4.2 Aula 2: Permutacao Simples e Permutagdo com Repeticdo

Objetivo principal da aula: Entender o conceito de permutagdo como um caso
de contagem de ordenagdes e desenvolver as habilidades necessarias para resolver
problemas contextualizados como os que sao cobrados na prova do ENEM.

Objetivos Especificos:

Entender o conceito de permutacdo como um caso de contagem de
ordenacoes.

Distinguir entre situagdes com elementos distintos e com elementos repetidos.
Nesta aula sera construido o conceito de Permutagao Simples através de um exemplo
simples de ordenagdo. Num segundo exemplo aborda-se casos especificos de
ordenacdo, em seguida insere-se uma situagdo que envolve permutagdo com
repeticdo. Por fim, os alunos sao confrontados com 4 problemas que ja cairam em
provas do ENEM.

6.3.4.3 Aula 3: Arranjo Simples e Combinagé&o Simples

Objetivo geral: Compreender os conceitos de arranjo simples e combinagao
simples, diferenciando situacées em que a ordem € ou nao relevante, e aplicar esses
conhecimentos em problemas contextualizados, especialmente com foco em
questdes do ENEM.

Objetivos especificos:

Identificar a diferenga conceitual entre arranjos e combinagdes.

Reconhecer nos enunciados das questdes se a ordem influencia o resultado.

Resolver problemas envolvendo agrupamentos com e sem preocupagao com
a ordem dos elementos.

Apesar de qualquer problema de Arranjo Simples poder ser resolvido através
do Principio Fundamental da Contagem, nesta aula sera construido através de um
exemplo simples o conceito de Arranjo devido ao fato de o ENEM utilizar a
representacido de Arranjo em algumas questdes. Em seguida também sera construido
o conceito de Combinacido Simples, mostrando que os problemas de combinagao sao

problemas de formacao de subconjuntos. Por fim, os alunos serdao confrontados com
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4 problemas que ja cairam em provas anteriores do ENEM.

6.4 AULA 01

Descrigao da Atividade

Nesta atividade os alunos, os alunos serdo levados a explorar uma situacéo
problema simples do cotidiano que envolva contagem de possibilidades, eles serao
incentivados a identificar padrdes, propor solugdes criativas, desenvolver estratégias
de resolucao, inicialmente por listagens e por diagrama de arvore. Com base nas
descobertas dos proprios alunos, o professor conduzira a formalizagdo dos conceitos
de Principio Fundamental da Contagem (PFC) e Principio Aditivo. Por fim, o es alunos
serao confrontados com problemas do ENEM. A proposta tem como objetivo trabalhar
a interpretagdo, promover o desenvolvimento do raciocinio l6gico e a compreenséo
conceitual da Analise Combinatodria, integrando a metodologia da resolugédo de

problemas e favorecendo a construgao ativa do conhecimento.

Metodologia

Para o desenvolvimento da aula combinaremos a metodologia de aula

expositiva com a metodologia de aprendizagem baseada em problemas.

Materiais

e Lousa e Pincéis.
e Folha de papel A4 em branco.
e Lapis, borracha e caneta.

e Laboratorio de Informatica com acesso a internet.

Tempo Previsto para Execugao

A aula devera ser realizada durante um tempo de 50 minutos. Esse tempo sera
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dividido em trés etapas, na primeira delas que consiste na proposi¢cao de um problema
introdutorio e na apresentacéo de conceitos sera utilizado 10 minutos. Na segunda
etapa que consiste na aplicagdo de 4 problemas que ja foram cobrados em provas
anteriores do ENEM, sera utilizado 20 minutos. Por fim, na ultima etapa sera destinado
20 minutos para que os alunos apresentem as suas respectivas solugdes e para que

possam compartilhar as dificuldades encontradas na hora de resolver os problemas.

Desenvolvimento (Passo a Passo)

12 etapa — Problema introdutério e apresentagdao dos conceitos - tempo

estimado: 10 minutos.

No primeiro momento da aula, o professor devera propor o seguinte problema:
Uma lanchonete vende 3 tipos de salgado e 2 tipos de suco, determine:
a) De quantas maneiras ela pode escolher um salgado e um suco.

b) De quantas maneiras ela pode escolher um salgado ou um suco.

O objetivo desse problema é fazer os alunos perceberem de maneira intuitiva a
diferenca entre o principio multiplicativo e o principio aditivo. O professor
disponibilizara este problema no projetor e incentivara os alunos a proporem solucoes
criativas, sejam elas através da listagem das possibilidades ou através do diagrama
de arvore.
Para finalizar essa etapa, o professor devera resolver o problema apresentando

o conceito de principio fundamental da contagem e principio aditivo.

22 etapa — Resolugao de Problemas do ENEM - tempo estimado de 20 minutos.

Nesta etapa o professor ira propor que os alunos resolvam, individualmente, 4
problemas do ENEM que exijam o conhecimento do Principio Fundamental da
Contagem e do Principio Aditivo, esses problemas serao disponibilizados no Google
forms, o aluno devera resolver numa folha A4 em branco que sera entregue e marcar

o gabarito no google forms. O intuito € acompanhar de perto o desempenho inicial dos
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alunos, pois o principio Fundamental da Contagem é a base de toda Analise
Combinatdria. Para esta etapa sugerimos 4 problemas:
1) (ENEM PPL 2015) A bandeira de um estado é formada por cinco faixas, A,

B, C, D e E, dispostas conforme a figura.

Figura 09: Bandeira

B
C
D
E

Fonte: ENEM (2015)
Deseja-se pintar cada faixa com uma das cores verde, azul ou amarelo, de tal

forma que faixas adjacentes ndo sejam pintadas com a mesma cor.

O calculo do numero de possibilidades distintas de se pintar essa bandeira, com
a exigéncia acima, é:

a) 1x2x1x1x 2.

b) 3x2x1x1x2.
c) 3x2x1x1x3.
d) 3x2x1x2x2.
e) 3x2x2x2x2.

2) (Enem 2012) O diretor de uma escola convidou os 280 alunos de terceiro
ano a participarem de uma brincadeira. Suponha que existem 5 objetos e 6
personagens numa casa de 9 cdmodos; um dos personagens esconde um dos objetos
em um dos cdmodos da casa. O objetivo da brincadeira é adivinhar qual objeto foi
escondido por qual personagem e em qual cdmodo da casa o objeto foi escondido.

Todos os alunos decidiram participar. A cada vez um aluno é sorteado e da a
sua resposta. As respostas devem ser sempre distintas das anteriores, € um mesmo
aluno nao pode ser sorteado mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver correta,
ele é declarado vencedor e a brincadeira é encerrada.

O diretor sabe que algum aluno acertara a resposta porque ha:

a) 10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

b) 20 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
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c) 119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
d) 260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

e) 270 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

3) (Enem digital 2020) Um modelo de telefone celular oferece a opgao de

desbloquear a tela usando um padrao de toques como senha.

Figura 10: Tela de celular

RI=0 @125 am

Fonte: ENEM DIGITAL 2020
Os toques podem ser feitos livremente nas 4 regides numeradas da tela, sendo

que o usuario pode escolher entre 3, 4 ou 5 toques ao todo.
Qual expressao representa o numero total de codigos existentes?
a) 4°-4% 43
b) 4° +4% +43
c) 4% x4* x43
d) (41°

e) 4°

4) (ENEM 2004) No Nordeste brasileiro, € comum encontrarmos pecas de
artesanato constituidas por garrafas preenchidas com areia de diferentes cores,
formando desenhos. Um artesédo deseja fazer pegas com areia de cores cinza, azul,
verde e amarela, mantendo o mesmo desenho, mas variando as cores da paisagem

(casa, palmeira e fundo), conforme a figura.
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Figura 03: Garrafa de artesanato

pun®®

ﬁ%ﬂ

Fonte: ENEM 2004
O fundo pode ser representado nas cores azul ou cinza; a casa, nas cores azul,

verde ou amarela; e a palmeira, nas cores cinza ou verde. Se o fundo nao pode ter a
mesma cor nem da casa nem da palmeira, por uma questdo de contraste, entdo o
numero de variagdes que podem ser obtidas para a paisagem é:

a) 6.

b) 7.

c) 8.

d) 9.

e) 10.

32 etapa — Apresentacao das solugoes e das dificuldades encontradas — tempo
estimado de 20 minutos.

Na ultima etapa dessa aula, os alunos seréao convidados a ir até o quadro para
apresentarem as solucdes obtidas nos problemas apresentados. O intuito € promover
um momento em que os alunos possam compartilhar o seu ponto de vista e as

dificuldades encontradas em cada uma das questodes.
Avaliagao

Sugere-se utilizar a avaliagao formativa como método de avaliagdo, com isso
os alunos deverao ser observados e acompanhados durante todo processo para que
o professor possa identificar as dificuldades e ajudar os alunos a evoluirem durante o
processo. Além disso, o google forms ajudara, nesta primeira aula a identificar o
desempenho individual dos alunos nos problemas propostos. Também sera avaliado
a participacédo, o desempenho e a proatividade dos alunos durante a apresentacao

das solug¢des no quadro para toda a turma.
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6.5 AULA 02

Descrigao da Atividade

A atividade consiste na resolugcdo orientada de questdes do ENEM que
envolvem o conceito de Permutagao Simples e Permutacdo com Repetigdo. Os alunos
serao desafiados a interpretar os enunciados e a identificar o tipo de Permutacao

envolvido.

Metodologia

Ao longo da aula serao utilizadas duas metodologias, sendo utilizada a aula

expositiva na 12 e 22 etapa, a aprendizagem baseada em problemas na 32 etapa.

Materiais

e Lousa e Pincéis.
e Folha de atividades impressa.

e Lapis, borracha e caneta.

Tempo Previsto para Execugao

O tempo necessario para esta aula € de 50 minutos, sendo destinados 15
minutos a 12 etapa, 7 minutos a 22 etapa, 18 minutos a 32 etapa e por fim, 10 minutos

para a 42 etapa.

Desenvolvimento (Passo a Passo)

12 etapa — Definicdo do conceito de fatorial e introdugao do conceito de
permutacao simples — Tempo estimado: 15 minutos.
O professor devera comecar essa etapa definindo fatorial e ensinando as suas

operacoes, enfatizando que o fatorial € uma ferramenta importante para resolucao de
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problemas de Analise Combinatéria.

Em seguida o professor ira propor aos alunos o seguinte problema:

De quantas maneiras os alunos André, Bernardo e Carlos podem ser
organizados em fila indiana?

Apos o aluno perceber que é um simples problema que pode ser resolvido
através do principio fundamental da contagem, sera proposto um novo problema:
De quantas maneiras n alunos podem ser organizados em fila indiana?

Através desse problema, o professor definira o conceito de permutacao simples
e com o objetivo de fortalecer o embasamento tedrico do aluno, ira propor e resolver
0 seguinte problema:

Com as letras da palavra BRASIL, determine:

a) O numero de anagramas que podem ser formados.

b) O numero de anagramas que comegam e terminam com consoante.

c) O numero de anagramas que possuem as vogais juntas.

d) O numero de anagramas que possuem as consoantes juntas.

e) O numero de anagramas que nao possuem as vogais juntas.

22 etapa — Definigcao do conceito de fatorial e introdugao do conceito de

permutagao com repeticao — Tempo estimado: 7 minutos.

Para iniciar essa etapa, sera proposto aos alunos o seguinte problema:
Quantos sdo os anagramas que podem ser formados com as letras da palavra asa?

Aideia é incentivar a criatividade dos alunos para montar a solugdo mesmo que
seja descrevendo cada uma das palavras e com isso eles percebam que ao trocarem
de posig¢ao duas letras iguais ndo se formara um novo agrupamento.

Em cima desse problema, sera apresentada aos alunos a definicdo de
permutacado com repeticdo e para ampliar a discusséo, em seguida, sera proposto e
resolvido o seguinte problema: Quantos sdo os anagramas que podem ser formados

com as letras da palavra BATATA?



76

32 etapa — Resolucgao de problemas do ENEM - 18 minutos.

Nesta etapa o professor ira propor que os alunos se organizem em duplas para
resolverem 4 problemas do ENEM que exijam o conhecimento do Permutacao
Simples e com Repeticdo, esses problemas serdo disponibilizados em uma folha
impressa que devera ser entregue a cada um dos alunos. Para esta etapa sugerimos
4 problemas:

1) (ENEM digital 2020) Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama
exclusivamente com as sete letras que compdem o seu nhome, antes do simbolo @.
O e-mail tera a forma *******@site.com.br e sera de tal modo que as trés letras “edu”
aparecam sempre juntas e exatamente nessa ordem. Ele sabe que o e-mail
eduardo@site.com.br ja foi criado por outro usuario e que qualquer outro agrupamento
das letras do seu nome forma um e-mail que ainda nao foi cadastrado.

De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail desejado?

a) 59

b) 60

c) 118

d) 119

e) 120

2) (ENEM 2010) Jodo mora na cidade A e precisa visitar cinco clientes,
localizados em cidades diferentes da sua. Cada trajeto possivel pode ser representado
por uma sequéncia de 7 letras. Por exemplo, o trajeto ABCDEFA, informa que ele
saira da cidade A, visitando as cidades B, C, D, E e F nesta ordem, voltando para a
cidade A. Além disso, o numero indicado entre as letras informa o custo do
deslocamento entre as cidades. A figura mostra o custo de deslocamento entre cada

uma das cidades.
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Figura 11: Custo de deslocamento

Fonte: ENEM (2010)

Como Jodo quer economizar, ele precisa determinar qual o trajeto de menor
custo para visitar os cinco clientes.

Examinando a figura, percebe que precisa considerar somente parte das
sequéncias, pois os trajetos ABCDEFA e AFEDCBA tém o mesmo custo. Ele gasta 1
min30s para examinar uma sequéncia e descartar sua simétrica, conforme
apresentado.

O tempo minimo necessario para Joao verificar todas as sequéncias possiveis
no problema é de:

a) 60 min.

b) 90 min.

c) 120 min.

d) 180 min.

e) 360 min.

3) (ENEM 2020) Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem
“TOM MARVOLO RIDDLE” gerou a frase “I| AM LORD VOLDEMORT".

Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase “I AM
POTTER”, de tal forma que as vogais e consoantes aparecessem sempre
intercaladas, e sem considerar o espagamento entre as letras.

Nessas condigdes, 0 numero de anagramas formados é dado por:

a) 9!

b) 415!

C) 2x4!5!

9!
d) >
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415!
2

4) (ENEM 2016) Para cadastrar-se em um site, uma pessoa precisa escolher
uma senha composta por quatro caracteres, sendo dois algarismos e duas letras
(maiusculas ou minusculas). As letras e os algarismos podem estar em qualquer
posicdo. Essa pessoa sabe que o alfabeto € composto por vinte e seis letras e que
uma letra maiuscula difere da minuscula em uma senha.

Disponivel em: www.infowester.com. Acesso em: 14 dez. 2012.

O numero total de senhas possiveis para o cadastramento nesse site é dado
por

a) 102 . 262

b) 102 .522

4!

c) 10%.522. 2=
2!

4!

d) 10%.262 .
21.2!

4!

e) 10%.52% .
2121

42 etapa — Apresentacgao das solugoes e das dificuldades encontradas - duragao
de 10 minutos.

Na ultima etapa dessa aula, as duplas de alunos serao convidadas a ir até o
quadro para apresentarem as solugdes obtidas nos problemas apresentados. O intuito
€ promover um momento em que os alunos possam compartilhar as suas solugdes e

as dificuldades encontradas em cada uma das questdes.
Avaliagao

Sugere-se utilizar a avaliagao formativa como método de avaliagdo, com isso
os alunos deverao ser observados e acompanhados durante todo processo para que
o professor possa identificar as dificuldades e ajudar os alunos a evoluirem durante o
processo. Nessa etapa um dos pontos que sera avaliado vai ser a capacidade de

trabalhar em equipe, ja que os alunos estarao organizados em dupla. Também sera
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avaliado a participagdo, o desempenho e a proatividade dos alunos durante a

apresentacao das solugdes no quadro para toda a turma.

6.6 AULA 03

Descricao da Atividade

Nesta aula, o professor devera construir o conceito de Arranjo Simples,
mostrando que apesar de todo problema de Arranjo poder ser resolvido pelo Principio
Fundamental da Contagem, €& importante conhecé-lo, pois o ENEM utiliza a
representacdo de Arranjo em algumas questdes. Além disso, o professor devera
construir junto com os alunos o conceito de Combinagao Simples, mostrando que
diferentemente do Arranjo, ao aplicar a Combinacao n&o é formado um ordenado, mas
sim um subconjunto, por isso a ordem dos elementos ndo € importante. Em seguida
os alunos serao confrontados com questdes do ENEM que envolvam arranjos e
combinagdes simples. A atividade sera desenvolvida por meio da leitura e
interpretacdo dos enunciados, identificagdo do tipo de agrupamento e aplicagéo dos
conceitos estudados. Por fim, os alunos serao convidados a apresentar as resolugdes

e compartilhar as dificuldades encontradas na resolugao dos problemas.

Metodologia

Ao longo da aula serdo utilizadas trés metodologias, sendo utilizada a aula

expositiva na 12 e 22 etapa, a aprendizagem baseada em problemas na 32 etapa;

Materiais

e Lousa e Pincéis.

e Folha de atividades impressa.

e Lapis, borracha e caneta.
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Tempo Previsto para Execugao

O tempo necessario para esta aula € de 50 minutos, sendo destinados 10
minutos a 12 etapa, 10 minutos a 22 etapa, 15 minutos a 32 etapa e por fim, 15 minutos

para a 42 etapa.

Desenvolvimento (Passo a Passo)

12 Etapa — Construgao do conceito de Arranjo Simples — 10 minutos

Para dar inicio a essa aula sera proposto o seguinte problema:
Cinco alunos, Arnaldo, Bernardo, Carlos, Diogo e Eduardo disputam um concurso de
Matematica, de quantas maneiras pode-se escolher os trés primeiros colocados nesse
concurso?

A ideia inicial e que os alunos tenham liberdade para apresentar as suas
solugdes. Apos esse momento sera proposto o seguinte problema: Se n alunos
estivessem disputando esse mesmo concurso de Matematica, de quantas maneiras
pode-se escolher os p primeiros colocados? Ao propor esse problema, o intuito é
construir a formula de Arranjo Simples junto com os alunos, pois 0 ENEM costuma
representar algumas solugdes através da notacdo de arranjo e da sua férmula.
Enfatizar aos alunos que eles nao devem ficar preso a formulas, mas € importante

conhecé-las.

22 Etapa — Construcao do conceito de Combinagao Simples — 10 minutos

O professor iniciara essa etapa propondo o seguinte problema: Quantas duplas
podem ser formadas com os alunos Arnaldo, Bernardo e Carlos?

O intuito é instigar os alunos a perceberem que a dupla Arnaldo e Bernardo é
a mesma dupla que Bernardo e Arnaldo e que esse problema pode ser resolvido por
PFC, mas que devemos sempre dividir pela permutagdo dos elementos escolhidos,
pois essa permutagdo nao gera um novo agrupamento.

Em seguida o professor devera propor o problema: Quantas comissdes de p
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alunos podem ser formadas se dispde-se de n alunos? O intuito é chegar até a férmula
de Combinacgéo Simples e mostrar ao aluno a relagao entre as férmulas de Arranjo
Simples e Combinagéo Simples, frisando novamente que ndo é necessario se apegar
a formulas, mas é importante conhecé-las ja que o ENEM ao longo da sua histéria tem

exigido esse conhecimento em algumas questdes.

32 Etapa — Resolugao de Problemas do ENEM - 15 minutos

Nessa etapa, os alunos receberdo uma folha impressa com 4 problemas do
ENEM e sera proposto eu os alunos resolvam, individualmente, estes problemas.
Sugerimos os seguintes problemas para aplicagao:

1) (Enem PPL/2020) Um determinado campeonato de futebol, composto por 20
times, € disputado no sistema de pontos corridos. Nesse sistema, cada time joga
contra todos os demais times em dois turnos, isto é, cada time joga duas partidas com
cada um dos outros times, sendo que cada jogo pode terminar empatado ou haver um
vencedor.

Sabendo-se que, nesse campeonato, ocorreram 126 empates, o numero de
jogos em que houve ganhador € igual a

a) 64.

b) 74.

c) 254.

d) 274.

e) 634.

2) (ENEM 2015) Uma familia composta por sete pessoas adultas, apds decidir
o itinerario de sua viagem, consultou o site de uma empresa aérea e constatou que o
voo para a data escolhida estava quase lotado. Na figura, disponibilizada pelo site as
poltronas ocupadas estdo marcadas com X e as unicas poltronas disponiveis sao as

mostradas em branco.
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Figura 11: Poltronas
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Disponivel em: www.gebh.net. Acesso em: 30 out. 2013 (adaptado).

Fonte: ENEM 2015
O numero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo é calculado

por

9!

a) 5
9!

71x 2!

b)

c) 7!

d) _><4l
5! 4l
4! 3!

3) (ENEM PPL 2020) A prefeitura de uma cidade esta renovando os canteiros
de flores de suas pragas. Entre as possiveis variedades que poderiam ser plantadas,
foram escolhidas cinco: amor-perfeito, cravina, petunia, margarida e lirio. Em cada um
dos canteiros, todos com composicoes diferentes, serdo utilizadas somente trés
variedades distintas, ndo importando como elas serao dispostas.

Um funcionario deve determinar os trios de variedades de flores que irdo
compor cada canteiro.

De acordo com o disposto, a quantidade de trios possiveis € dada por

a) 5

b) 5-3

c)

5!
(5-3)!

51
(5-3)12!

d)
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4) (ENEM 22 aplicagdo 2010) Considere que um professor de arqueologia
tenha obtido recursos para visitar 5 museus, sendo 3 deles no Brasil e 2 fora do pais.
Ele decidiu restringir sua escolha aos museus nacionais e internacionais relacionados

na tabela a seguir.

Figura 03: Museus nacionais e internacionais

Museus nacionais Museus internacionais
Masp — Sao Paulo Louvre — Paris
MAM — S3ao Paulo Prado — Madri

Ipiranga — S&o Paulo | British Museum — Londres

Imperial — Petrépolis | Metropolitan — Nova York

Fonte: Autor (2025).

De acordo com os recursos obtidos, de quantas maneiras diferentes esse
professor pode escolher os 5 museus para visitar?

a)6

b) 8

c) 20

d) 24

e) 36

42 Etapa — Apresentacao das solugoes e das dificuldades encontradas — duragao

de 15 minutos

Na ultima etapa dessa aula, os alunos seréao convidados a ir até o quadro para
apresentarem as solucdes obtidas nos problemas apresentados. O intuito € promover
um momento em que os alunos possam compartilhar as suas solugbes e as

dificuldades encontradas em cada uma das questoes.

Avaliagao
Sugere-se utilizar a avaliagao formativa como método de avaliagdo, com isso

os alunos deveréao ser observados e acompanhados durante todo processo para que
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o professor possa identificar as dificuldades e ajudar os alunos a evoluirem durante o
processo. Também sera avaliado a participagéo, o desempenho e a proatividade dos

alunos durante a apresentacao das solugcdes no quadro para toda a turma.
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7 CONSIDERAGOES FINAIS

Os microdados do ENEM, divulgados pelo INEP, indicam que grande parte dos
estudantes possuem dificuldades ao se deparar com problemas de Analise
Combinatdria. Essas dificuldades sédo oriundas de um modelo de ensino em que o
aluno ndo € colocado como protagonista do processo ensino-aprendizagem, se
comportando como um mero reprodutor de algoritmos que sdo ensinados, por
professores, de forma mecéanica para resolver determinados tipos de exercicios,
utilizando formulas sem ao menos compreender os conceitos.

Um outro fator que contribui para que o desempenho dos alunos nas questdes
de Analise Combinatoria no ENEM néo seja satisfatério € a falta de continuidade do
ensino deste assunto ao longo da educacgao basica, na proposta apresentada pela
BNCC, o aluno tem o primeiro contato com problemas de contagem no 5° ano, depois
se depara novamente com o assunto ao longo do 8° ano e em seguida s6 volta a
estudar na 22 série do ensino. E importante que os professores da educacdo basica
se sintam encorajados para ao longo de todo o ensino fundamental 2 e ensino médio
a trabalharem, por conta propria, sempre que possivel problemas que estimulem o
raciocinio combinatério, o espirito investigativo e a interpretacao.

Devido a necessidade de se propor alternativas pedagdgicas, a sequéncia
didatica que foi proposta tem como objetivo valorizar a criatividade, a interpretacéo, o
espirito investigativo e a autonomia dos alunos. Sendo o aluno o protagonista e o
professor o mediador de todo esse processo de ensino-aprendizagem, identificando
os erros cometidos ao longo desse percurso, mapeando o0s conceitos né&o
compreendidos e retomando-os quando necessario, para que os alunos possam
alcangar uma aprendizagem significativa e consequentemente desenvolver as
habilidades necessarias para que estejam aptos a resolver qualquer modelo de
problema de Analise Combinatdria.

Através desse trabalho, busca-se auxiliar professores de Ensino Médio no
ensino da Analise Combinatodria, através de uma sequéncia didatica focada na
resolucdo de problemas contextualizados que estiveram presentes nas provas do
ENEM no periodo entre 2004 e 2024. Neste material, o professor também encontra
dados estatisticos sobre as questdes de Analise Combinatdria que foram cobradas na
prova durante esse periodo, um deles mostra que o Principio Fundamental da
Contagem, seguido da Combinacado Simples foram os métodos de contagem mais



86

recorrentes nas provas desses 21 anos de ENEM, fato que pode ser utilizado como
ferramenta na preparagédo dos alunos para obtengcdo de melhores resultados. Além
disso, este trabalho disponibiliza a resolugcédo de 20 questdes que foram cobradas nos
ultimos anos, juntamente com uma analise critica acerca de cada uma delas,
informacgdes que podem ser Uteis aos professores no processo de preparagao de seus
alunos.

Espera-se que os professores que utilizarem o produto educacional anexado a
este trabalho sejam capazes de desenvolver em seus alunos as habilidades
necessarias para que eles sejam capazes de resolver os problemas de Analise
Combinatoéria que aparecerem no ENEM e consequentemente que os resultados
alcangados pelos seus alunos sejam melhores que a média nacional. Por fim, deseja-
se aplicar esta sequéncia didatica em trabalhos futuros para analise dos resultados e

desenvolvimento de novos estudos.
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ANEXO |: MODELO DE TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

(TLCE)
O(A) Sr.(a) foi convidado (a) a participar da pesquisa
intitulada , sob a responsabilidade de (nome do
mestrando).
JUSTIFICATIVA

Explicar em dez a 12 linhas a razao de se fazer a pesquisa e sua importancia.

OBJETIVO(S) DA PESQUISA

A pesquisa tem o objetivo geral de . Seus objetivos
especificos sdo: 1) , 2) , 3)

PROCEDIMENTOS

Se vocé concordar em participar deste estudo sera solicitado que responda a um questionario, que
sera enviado por e-mail, contendo perguntas sobre

DURAGAO E LOCAL DA PESQUISA

Vocé podera responder o questionario no local em que sentir-se mais confortavel, visto que sera
enviado por -email. O questionario é curto e tomara cerca de X minutos do seu tempo.

RISCOS E DESCONFORTOS

Durante a sua participagdo neste projeto vocé consentira acesso as informagbes sobre
na organizagao , que serdo mantidas em sigilo. O
risco de quebra de sigilo pode ocorrer, mas sera minimizado pelo comprometimento do(a)
pesquisador(a) em garantir o sigilo dos dados.

BENEFICIOS

Nao havera beneficios diretos para vocé que nao a satisfagado de participar desta pesquisa para o
possivel beneficio . Sua participagdo € muito importante
para o sucesso desta pesquisa cientifica.

ACOMPANHAMENTO E ASSISTENCIA

Como o questionario sera respondido em poucos minutos, ndo ha necessidade de acompanhamento
ao longo da pesquisa, caso necessite de assisténcia o(a) pesquisador(a) responsavel podera ser
contatado(a).
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GARANTIA DE RECUSA EM PARTICIPAR DA PESQUISA E/OU RETIRADA DE CONSENTIMENTO

O(A) Sr.(a) ndo é obrigado(a) a participar da pesquisa, podendo deixar de participar dela em
qualquer momento, sem que haja penalidades ou prejuizos. Caso decida retirar seu
consentimento, o(a) Sr.(a) ndo mais sera contatado(a) pela pesquisador(a).

GARANTIA DE MANUTEGAO DO SIGILO E PRIVACIDADE

As informagdes relativas a sua participagdo no estudo serdo mantidas confidenciais e serdo
usadas apenas para fins cientificos.

GARANTIA DE RESSARCIMENTO FINANCEIRO E INDENIZAGCAO

Além disso, ndo ha qualquer valor econbémico, a receber ou a pagar, pela sua participagao nesta
pesquisa. Porém, é garantida indenizagdo mediante eventuais danos decorrentes da pesquisa, desde
de que comprovados por meio de decisao judicial ou extrajudicial, de acordo com o item IV.4.c da Res.
CNS 466/12.

ESCLARECIMENTO DE DUVIDAS

Em caso de duvidas sobre a pesquisa ou para relatar algum problema, o(a) Sr.(a) pode contatar o(a)

pesquisador(a) (nome do(a) aluno(a)) nos telefone ou endereco
Rua . n° __, Bairro , Cidade/ estado ,
CEP . O(A) Sr.(a) também pode contatar o Comité de Etica em Pesquisa do (CCH ou CCS da
Ufes, ou outro mais adequado a sua pesquisa) cujo telefone & (27) , e-mail

, endereco: Comité de Etica em Pesquisa com Seres Humanos,
Prédio do Centro , Rua . n° __ | Bairro ,
Cidade/ estado , CEP . O CEP/(centro)/UFES tem a funcao de analisar

projetos de pesquisa visando a prote¢cdo dos participantes dentro de padrbes éticos nacionais e
internacionais. Seu horario de funcionamento é de segunda a sexta-feira, das 8h as 14h.

Declaro que li e ndo tenho duvidas sobre o presente documento, entendendo todos os termos acima
expostos, e que voluntariamente aceito participar deste estudo. Também declaro ter recebido uma via
deste Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, de igual teor, assinada pelo(a) pesquisador(a)
principal ou seu representante, rubricada em todas as paginas.

LOCAL, DATA

Participante da pesquisa/Responsavel legal

Na qualidade de pesquisador responsavel pela pesquisa ., eu, nome do
mestrando, declaro ter cumprido as exigéncias da Resolugao CNS 466/12, a qual estabelece
diretrizes e normas regulamentadoras de pesquisas envolvendo seres humanos.

Nome do mestrando
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