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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de multiplas solugoes positivas de um sistema de
equacoes elipticas semilineares envolvendo o expoente critico de Sobolev em um dominio
limitado do RY. Tais resultados foram demonstrados por Pigong Han. O método de
sub-supersolugcao permite obter uma solucao minimal quando um parametro ¢ > 0 ¢é
suficientemente pequeno. No caso critico, utilizando o método variacional, é possivel
garantir a existéncia de uma segunda solucao positiva. No caso supercritico, utilizando
a identidade de Pohozaev, obtém-se que a existéncia de solugoes esta condicionada a

existéncia de solugoes nao negativas de dois problemas elipticos lineares.



Abstract

In this work we study the existence of multiple positive solutions for a system of elliptic
equations involving critical Sobolev exponent in a bounded domain in RY. These results
were demonstrated by Pigong Han. The sub-supersolution method allows to obtain a
minimal solution when a parameter € > 0 is small enough. In the critical case, by using
the variational method, we may prove the existence of a second positive solution. In the
supercritical case, by using the Pohozaev identity, we obtain that the existence of solutions

is related to the existence of nonnegative solutions for two linear elliptic problems.
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Introducao

Neste trabalho estudamos a existéncia de multiplas solugoes do sistema de equagoes

elipticas semilineares

( 2x a—2 B
—Au = u|u vl +ef (x),
Sl e @), emo,
—Av = 26 |ul* v ]v|672 +eg(x), em 0
a+ S ’ (P.)
u>0, v>0, em (2,
| u=v=0, sobre 02,

onde  é um dominio limitado do RY de classe C??, para algum 6 € (0,1), N >3, & >0
e a, 8 > 1 sdo ntimeros reais e f,g € C! (ﬁ) sao fungoes conhecidas.
Observamos que tomandoa = = (p+1) /2, u =v e f = g, o problema (P.) reduz-se

ao problema semilinear eliptico escalar

—Au=uP+cf (z), em ,

u >0, em {2, (1)
u =20, sobre 0f2.
Para p = —+, Tarantello [20] provou que (1) admite duas solugoes em Hj () para

N -2
f € H'(Q) e e > 0 suficientemente pequeno. Cao e Zhou em [8] consideraram uma

forma mais geral de (1), que é:
—Au=cu? + f(r,u) +eh(xz), em Q,
u >0, em (2, (2)
u =0, sobre 012,

onde ¢ > 0. Através do método de sub-supersolucao e a abordagem variacional, eles

provaram que (2) admite pelo menos duas solucoes para h € H~'(Q), quando £ > 0

é suficientemente pequeno e supondo que [ satisfaz certas condigoes. Squassina [18]

1



Introdugao 2

considerou um caso mais geral de (2), a saber, uma classe de problemas nao lineares com
crescimento critico e com perturbacoes de mais baixa ordem, obtendo a existéncia de
duas solugoes nao triviais através de um argumento de minimizacao local e uma versao
do teorema do passo da montanha. Em um estudo recente, Alves et al [2] consideraram
o seguinte sistema de equacgoes elipticas

;

2a a—2 8
—Au = au + bv + u|u v|”,
P ul™ [v] em (2,
2
—Av =bu+cv+ b v o], em €, (3)
a+p
u>0, v>0, em (2,
u=uv=0, sobre 012,

\

e generalizaram o resultado correspondente em [6] para o caso do problema (3).

O objetivo desse trabalho é estudar resultados de existéncia de solucoes para o sistema
(P.), demonstrados por P. Han em [12]. Para f, g nao negativas e ¢ > 0 suficientemente
pequeno, o método de sub-supersolucao permite obter uma solugao minimal de (P.) . Mais
especificamente, vale o seguinte teorema.

Teorema A Suponhamos que o, > 1 e que f,g € C! (ﬁ) sao tais que f,g Z 0 e
f,g >0 em Q. Entdo existe um nimero € > 0 tal que para todo £ € (0,€*) o problema

(P.) possui uma solu¢dao minimal z. = (ug,v:) e valem

(¢) ||zello, = 0 quando ¢ — 0;

(1) uey < Ugy € Ve < Vs, para todos g1 < g9 em (0,€%) .

Além disso, o problema (P:) nao tem solugdo para & > €*.

2N
N -2
LP (Q), a existéncia de uma segunda solugao de (P.) pode ser obtida utilizando o método

No caso a + f = 2%, onde 2* =

é o expoente critico da imersao H} (Q) —

variacional e argumentos presentes em [2].

Teorema B Suponhamos que N >5, o, 8> 1, a+ 3 =2" e que f,g € C! (ﬁ) sao tais
que f,g #0e f,g > 0em Q. Entao existe € € (0,&*], com €* obtido no Teorema A, tal
que para todo ¢ € (0,€), o problema (P.) admite uma sequnda solu¢ao Z = (u,v), com

u>u. ev>v. em ) onde (us,v:) € a solugdo obtida pelo Teorema A.
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No préximo teorema, a hipdtese de f, g serem nao negativas é removida. A existéncia
de solugbes para o problema (P.) estd relacionada com a existéncia de solugdes nao nega-

tivas para os dois seguintes problemas lineares elipticos:

—Au = f(z), em ,
u =0, sobre 0f2.

(4)

—Av=g(z), em
v =0, sobre 0.

(5)

Mais especificamente, vale o seguinte resultado, onde denotamos por (]35) o problema

(P) sem a condigao u > 0, v > 0 em 2.

Teorema C Seja Q um dominio estrelado do RY, de classe C*, com N > 3. Sejam

a,f>1e f,ge C! (ﬁ) tais que f,g Z 0 em ().

(i) Se os dois problemas (4) e (5) tem solugdes nio negativas entio o problema (P.) tem
pelo menos uma solugdo nao negativa zz = (U, v:) para todo € > 0 suficientemente

pequeno.

(17) Se a+ B > 2%, com «o,8 € (1,2*] entdo vale a reciproca do item (i). Além
disso, ||Z¢|]] — 0 com ¢ — 0, onde ||-|| denota a norma do espago de Banach

Hy () xHp (42).

Observamos que os problemas (4) e (5) podem admitir solu¢oes nao negativas com f

e g que mudam de sinal satisfazendo certas condigoes (veja [7]).

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1, reunimos alguns
conceitos e resultados preliminares necessarios para as demonstracoes dos teoremas. Nos

Capitulos 2, 3 e 4 apresentamos as demonstragoes dos Teoremas A, B e C, respectivamente.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo reunimos alguns conceitos e resultados importantes que serao utilizados ao

longo desse trabalho.

1.1 Espacos L’ e espacos de Sobolev

As demonstragoes dos resultados dessa se¢ao podem ser encontrados, por exemplo, em [1]
e [4].
Para 1 < p < oo e Q um conjunto aberto do RY, denotamos por L” () o espago das

fungoes f : 2 — R Lebesgue mensuraveis tais que

/Q|f(a:)|pda: < 0.

1 1
Designamos por p’ o expoente conjugado de p, isto é, tal que — + — = 1. Para todo
p P
a,b e R com a,b> 0, vale
a? b
p p

A desigualdade acima, conhecida como desigualdade de Young, é usada para demonstrar

a desigualdade de Holder.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q) e g € LY (Q). Entdo
fge Ll (Q)e

1
o

[ 17 @ slar < (/Qlf(:v)lpd:vy ([l ar)”.
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LP (2) ¢ um espago vetorial e || |, : LP (2) — R dada por

111, = (/Q|f(rv)|pdrv>;

define uma norma em L? (£2). (Lp, I ||p> , 1 < p < o0, éum espago de Banach reflexivo e

separavel. Seguem os principais resultados dos espagos LP que utilizamos nesse trabalho.

Teorema 1.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma
sequéncia de fungoes em LP (), com 1 < p < co. Suponhamos que

() fu () > £ (&) g.Lp. em

(17) existe uma func¢ao g € LP (Q) tal que para cada n € N, |f, (z)| < g (z) ¢.t.p. em Q.
Entao f € LP(Q) e ||fn — fl|, — 0.

Como LP (§2) é reflexivo para 1 < p < oo, se (f,) ¢ uma sequéncia limitada de L? (Q2)
entao, existe uma subsequéncia (f,,, ) de (f,,) que converge fracamente em L ({2) para uma
certa fungdo g. O préximo resultado (ver Lema 4.8 em [14]) garante que se ja tivermos

que (f,) converge para f q.t.p. em € entdo, necessariamente, g = f.

Teorema 1.3 Seja 1 < p < 0o. Se (f,) € uma sequéncia limitada de LP () que converge

para f q.t.p. em €Y, entao
/fn r)dr — / f(x) ¢ (x)dx, para todo ¢ € L (Q) .

Seja © um dominio de RY. Seja u € L. _(Q) e a = (v, ...,ay) € (NU{O}DHY

multiindice. A derivada fraca D®u, quando existe, ¢ uma fungao g, € Li,. (Q) que satisfaz

/ Japdz = (—=1) / uD%pdx, para todo ¢ € C° (),
Q Q

onde |a] = a3 + ... + an. Observamos que D®u ¢é unicamente determinada a menos de
conjuntos de medida nula. Denotamos por W* (Q),k € N, o espaco das funcdes k vezes
diferenciaveis, isto é, o espaco das fungoes cujas derivadas fracas D®u existem para todo
af < k.

Se 2 6 um dominio de RY, denotamos por W* (Q),k € N, o espago das fungoes k
vezes fracamente diferenciaveis, isto é, o espaco das fungoes cujas derivadas fracas D%u

existem para todo |a| < k. O espago de Sobolev W*? (Q), 1 < p < oo, é definido por

WP (Q) = {u e W*(Q): D*u € LP (Q), para todol < |a| < k} )
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k
O espago W*? (Q) estd dotado da norma [|ullyw, = [|ul[, + > [[D%u|,. Designamos
=1

por WP (Q), 1 < p < o0, 0 completamento de C*° () na norma de W*? (). O espaco
(WFP (Q), |||y ) € 0 espago Wo” (Q) com a norma induzida pela norma de W*? (Q2) sio
espacos de Banach separaveis para 1 < p < oo e reflexivos para 1 < p < oo. Denotamos
0 espaco W12 (Q) por H' (Q) e Wy* (Q) por H (Q).

Recordamos que se (£, ||.||z) C (F,||.||z) s@o dois espagos de Banach ent@o dizemos
que E estd imerso continuamente em F' se o operador id : F — F, dado por id(x) = x, é
um operador linear e continuo, isto ¢, existe uma constante C' > 0 tal que ||u|| < C'||ul|
para todo u € E. Se além disso, cada sequéncia limitada em E possui uma subsequéncia

2N

convergente na norma de F' dizemos que a imersao ¢ compacta. No que segue, 2% = N _ 3o

Teorema 1.4 Se N > 3, existe uma constante C' = C (N) tal que

l|ullo < C|Vully, para todo v e C° (),

e por completamento, para todo u € Hi (Q). Consequentemente, H: (Q) — L* (Q) é uma

imersao continua.

Teorema 1.5 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um dominio limitado do RY. Entdo

existe uma constante C' = C (2, N) tal que
ull, < C||Vull,, para todo u € Hy ().

Em particular, a Desigualdade de Poincaré nos informa que quando {2 é um dominio
limitado, ||Vul|, 6 uma norma em H; () equivalente & norma ||u|;, . Denotamos ||u| |H3(Q)
= ||Vu||,. Também como consequéncia do Teorema 1.4 e da Desigualdade de Holder,
sendo © um dominio limitado, temos que, para N > 3, a imersao H} (Q) — L1(Q) ¢
continua para todo 1 < ¢ < 2*. Mais precisamente, podemos enunciar o resultado de

compacidade a seguir.

Teorema 1.6 (Rellich-Kondrachov) Seja Q um dominio limitado do RN, N > 3.

Entao H} (2) — L7 (Q) € uma imersao compacta para todo 1 < q < 2*.

Combinamos os resultados acima, podemos enunciar o seguinte resultado.
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Teorema 1.7 Seja Q um dominio limitado do RN, N > 3. Seja (u,) uma sequéncia
limitada em H} (Q). Entdo existe u € H} () tal que, a menos de subsequéncia,

i) u, — u fracamente em H} (Q);

i1) u, — u fracamente em L* (Q);

(
(
(1i) u, — u fortemente em L7 (), 1 < q < 2%;
() uy, () = u(z) ¢.t.p. em Q);

(

v) |up (z)| < hy (x) para todo n € N, q.t.p. em Q, com hy(z) € L1(Q), 1< g < 2%,
O teorema a seguir reline as mais importantes imersoes dos espagos W*? (€2) .

Teorema 1.8 Seja Q um dominio do RY de classe C%'. Sejam j e k nimeros inteiros
nao negativos e 1 < p < oo. Entao

(i) se kp < N entao a imersiao WP (Q) < L1(Q) € continua, para todo p < q <
Np/ (N —kp);

(ii) se kp = N entdao a imersio WkP (Q) — L7 (Q2) € continua, para todo p < q < oo;
(i11) se kp > N > (k — 1) p, entdo a imersdo With? (Q) — C (Q) € continua para todo
0<O0<Ek-— E;

(iv) se N :p(k —1)p, entio a imersiao Withr (Q) — C9(Q) ¢ continua, para todo

0<0<1.

1.2 O problema de Dirichlet

Teorema 1.9 Sejam Q um dominio limitado do RN de classe C**, ¢ <0, f € C* (ﬁ)

e o € C**(9Q). Entao o problema de Dirichlet

Av+cv=f, em¢(),
v =, sobre OS2,

possui uma unica solucao v € C* (ﬁ) e existe uma constante C' > 0 tal que

[v]l2e < CIfllcow + l1@ll2.a)-

Como referéncia do teorema acima veja, por exemplo, Teorema 1.4 e Coroléario 1.1 em

[10].
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Teorema 1.10 Seja Q um dominio limitado do RN de classe C1* (ﬁ) e c < 0. Entao se

ferr (), coml<p<oo, oproblema de Dirichlet

Av+cv=f, em,
v =0, sobre 09,

possui uma tnica solugdo v € WP (Q) N W, (Q) satisfazendo

ollwar < CHFI L

Como referéncia do teorema acima citamos, por exemplo, Teorema 9.15 e Lema 9.17

em [11].

1.3 Principios do Maximo

As demonstragoes dos resultados a seguir podem ser encontradas em [11].

Teorema 1.11 (Principio do Maximo Fraco) Seja Q um dominio limitado do RY.
Suponha u € CQ(Q)QC(Q). Se Au+cu>0ec<0 em, entao

maxu < maxut.

Q o0
Se Au+cu<0ec<0 em (), entao

minu > minu
Q 0

onde ut = max{u,0} e u~ = min{u, 0}.

Teorema 1.12 (Lema de Hopf) Suponha que L é uniformemente eliptico, c =0, Lu >
0 em . Seja xg € 0N tal que

(1) u € continua em x;

(i7) u (o) > u(z) para todo x € Q;

(1ii) O satisfaz a condi¢ao da esfera interior em xg, isto €, existe uma bola B C ) com
Ty € 0B.

Entdao a derivada normal exterior de u em xq, se existir, satisfaz a desigualdade estrita

ou
ov
Teorema 1.13 (Principio do Méaximo Forte) Seja Q um dominio doRY eu € C? ().

(ZE()) > 0.

Se Au > 0 (respectivamente, Au < 0) em § e u atinge seu mdximo (respectivamente,

minimo) no interior de ), entao u € constante.
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1.4 O método de sub-supersolucao

Vamos analisar uma versao do método de sub-supersolugao que encontra solugoes classicas.
Como referéncia do que segue, podemos citar, por exemplo, se¢ao 13.2 em [15].
Seja Q um dominio de classe C%¢, limitado do RY com N > 2. Consideramos o

problema de valor de contorno

Au=h(x,u), em €,
(1.1)
U=, sobre 012,

onde h : QxR = Re¢: 00 — R sao funcoes conhecidas. Dizemos que uma funcio

uy € C*(Q)NC () é uma supersolugao do problema (1.1) quando
AU,+ < h (ZL‘,U+) , cm Qa
Uy > @, sobre 0f2.

Similarmente, dizemos que uma fungao u_ € C? (Q)NC (ﬁ) ¢ uma subsolucao do problema

(1.1) quando
Au_ > h(z,u_), em €,
u_ <, sobre 0f2.
Se, além disso, tivermos u_ < wu,, entao dizemos que u_, u, sao barreiras globais do

problema (1.1).

Teorema 1.14 Suponhamos que h € C' (A x R) e p € C>*(9Q). Seu_, uy € C*>*(Q)

sao barreiras globais do problema (1.1), entdo (1.1) admite uma solugio u € C** (Q)

satisfazendo u_ < u < uy .

Demonstracao. Sejam ¢; = minu_ (z), c2 = maxuy (z) e k > 0 tal que

e z€Q
oh —
k > max s (x,9)|: (x,8) € QX [er,¢0] p . (1.2)
s

Pelo Teorema do Valor Médio, para todo x € Qe t,r € [c1, cy], com t < 7, existe & € [t, 7]

tal que

oh
h(x,r)—h(x,t):$(r—t)gk(r—t). (1.3)
s

Definimos o operador linear eliptico L = —A + k. Consideramos ug = u. Pelo Teorema

1.9, definimos indutivamente (u,,) em C? (ﬁ), m € N, como a unica solucao do problema

Lu,, = —h(x,Up_1) + ktty,—1, em §,
(@ t=) ' (L.4)

Um = @, sobre 0f).
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Afirmamos que

Uy = Up = oo > Uy > ... > u_ em .
Para provar esse fato notamos, inicialmente, que

Luy = —h(x,up) + kug, em €,
U = @, sobre 0f).

Observamos que, como uy = u,4 é supersolugao de (1.1),

Luo = —A'LLQ + kUO > —h (l', UO) + kuO = Lulv €m Qa

Uy = Uy > @ = ug, sobre OS.

Definindo w = uy — uy, temos que Lw > 0 em €2 e w > 0 sobre 0€2. Pelo Principio do

Maéaximo Fraco, minw > rg})nw‘ = 0. Logo, w > 0 em €2, ou seja, ug > u; em €. Além
)

disso, por (1.3),
h(z,uy)—h(r,u) <k(uy —u_), para todo z € Q.
Dai, e do fato de u_ ser subsolugao de (1.1),
Lu_ = —Au_+ku_ < —h(z,u_)+ku_ < —h(z,us)+kuy = —h (z,ug)+kug = Luy em Q.

Logo L(uj —u_) > 0 em Q e u; —u_ > 0 sobre 92. Novamente, pelo Principio do
Méximo Fraco, concluimos que u; > u_ em €. Assim, notamos que ug > u; > u_, em )

e Lug > Luy > Lu_ em ). Por argumento de indugao, supomos que

Um—1 2 U, Z u—, €m ﬁu
(1.6)
Lu,,—1 > Lu,, > Lu_, sobre (.

Por (1.4), (1.6) e (1.3)
Lum =—h (CE, umfl) + kumfl > —h (l}um> + kum = Lum+17 em ().

Segue que L (U — Upy1) > 0 em Q e (U — Upi1) > 0 sobre 0. Pelo Principio do
Maéaximo Fraco, deduzimos que u,, > ;1 em Q. Resta mostrar que Uyl > U_ em Q.

De fato, por (1.4), (1.6) e (1.3),

Lty = —h(z,u) + kty, > —h (x,u_) + ku_ = Lu_, em €.
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Seja Syl = Umye1 — u_. Segue que LS, > 0 em e s,,.1 > 0 sobre 0X2. Novamente,
pelo Principio do Méximo Fraco, s,,.1 > 0 em § e portanto, 1 > u_ em . Assim,
(u,) é uma sequéncia mondétona nao-crescente e limitada inferiormente por u_. Logo, para
cada z € €, existe lim u, (z). Definimos a funcio u : @ — R por u (z) = lim u, (z).
n—o0 n—oo
Observamos que uy € LP (), para todo p > 1. Pelo Teorema 1.2, u € L? () e u,, — u

em LP (). Agora, pela definicao de L e por (1.4), para m,n € N,

— AU, + Kty = Ly, = —h (2, Upp—1) + Kty 1, (1.7)
e
—Au, + ku,, = Lu, = —h (2, uy_1) + k1. (1.8)
Dali,
A (um - un) - k; (um - un) = h (xvum—l) - h (xaun—l) + k (Un—l - um—l) , €In Qa
Uy — Uy, = 0, sobre 0f).

Observamos que, para todo p > 1,

h (@, tum—1) — b (z,u,—1) € C* () C LP ()

k(w1 — Up—1) € C>* (Q) C LP ().
Entao, (u,, — u,) é solu¢do do problema

Av—Fkv=f(x), em Q,
v =0, sobre 02,

onde f(z) = h(z,um-1) — h(x,up—1) + k (Up—1 — um—1) € LP (). Pelo Teorema 1.10,
(U — up) € WP (Q)

[t — Un||w2,p(9) < C||f||Lp(Q)

< lh (2, um—1) = B (@, un 1) Loy + K l[tn-1 = tm-l o) -
Por (1.3),
[P (2, um—1) = b (2, up-1)|[}0(q) = / |7 (@, um—1) = b (@, un—1)|" da
Q

< k‘p/ [tUm—1 — Up_1|" d.
Q
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Logo,
it — nlomy < 28 -1 — thn1l e
Como u, — w em L* (), (u,) é uma sequéncia de Cauchy em L (2) e, pela de-
sigualdade acima, (u,) é uma sequéncia de Cauchy também em W?P (Q). Escolhendo
p > max {N, %} , pelo Teorema 1.8 (i4i) , W2P (Q) — C1 (ﬁ) continuamente. Logo,
(u,,) também é uma sequéncia de Cauchy em C** () € C% (Q2) . Pelo Teorema 1.9,
||Um - UanZa(ﬁ) <C Hf (5’3)”00&(5) :

Dai, por (1.3),

||um - un”oz,a(ﬁ) S C ||h ('rvum—l) —h (x7un—1) + k (un—l - um—l)“oo,a(ﬁ)
< Cllh (@, um—1) = h (2, un-1)ll o (o) (1.9)
+ Ck’ ||Un_1 — um_1||Co7a(§) .

Como (uy) é de Cauchy em C** (Q) e h € C' (Q x R) entéo (h(z,u,)) é de Cauchy em
Coe (Q) De (1.9) segue que (u,) é uma sequéncia de Cauchy em C?* (ﬁ) e portanto

convergente para u em C%* () , logo
lim Au, (z) = Au(z), para todo z em (.

n—oo

Fazendo m — oo em (1.7) e usando que h é continua concluimos que
Au = h(z,u), em €.
Além disso, como u,, = ¢ sobre 9Q e u_ < u, < u, em ) para todo n € N, segue que
u = ¢, sobre 0f2,

u_§u§u+emﬁ.

1.5 Treés desigualdades

1 1

Lema 1.15 Sejam a,b,p,q € R tais que 1 < p,q < oo, —+—-=1ea,b> 0. Entdo, dado
P q

e >0, existe C () > 0 tal que

ab < ea” + C (e) b
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Demonstracao. Para todo € > 0 podemos escrever

abz(@p)ia)( b )

(ep)”

Pela desigualdade de Young,

1 p b )q
ab < ((Ep)p G) + <(€p)p =cal + C (e) b7,
p q

onde C' (¢) := (sp)_% ' =
Lema 1.16 Sejam a,b,p € R tais que 1 <p < oo e a,b > 0. Entao
(a+b)P <2071 (aP +1P).
Demonstracao. Segue da convexidade da fungao f(t) =t*,t > 0. =
Lema 1.17 Seja p > 1 .Entao existe uma constante ¢ > 0 que depende de p e tal que
(a+b)? > a” + b +a’"'b, para todos a,b > 0.

Demonstracao. Se a = 0 ou b = 0, a desigualdade é claramente satisfeita. Supomos
entao que a,b > 0. Consideramos ng € N tal que ng — 1 < p < ng. Vamos analisar dois

casos: a > b ou a < b. No primeiro caso, como 0 < — <1 e ng—1 < p, temos
a

AN A A

- > - . 1.10

) =0 1
Pelo Binomio de Newton,

O sl G 1 PR

|
onde (Z) = #—k’)' e (g) = 1 paran,k € N com k < n. De (1.11) e (1.10) e por

ser ng = p,
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Multiplicando por a”, obtemos
(a+b)P">a’ +(p—1)ad b+ V7.

No segundo caso, 0 < % <le

(43 (3)"
= () () G G ) 6
“rn () ()
o ()74 ()

uma vez que ng — 2 < p— 1 < ng — 1 < p. Multiplicando a ultima desigualdade por b7,
segue que

(@+b) >0+ (p—1)a"'b+a?,

também nesse caso. m

1.6 Um teorema minimax

Teorema 1.18 Seja E um espaco de Banach real e I € C* (E,R) tal que I (0) = 0. Se
(i) existem p >0 e a >0 tais que I (v) > a > 0 para todo v € E com ||v|| = p;

(i1) existe e € E com ||e|| > p tal que I (e) < 0;

entao existe uma sequéncia (u,) em E satisfazendo I (u,) — ¢ e ||I' (un)|| g — 0 quando
n — 00, onde

— inf I(~(t
¢ = Inf max (v (1),

com

['={yeC([0,1],E):7(0) =0, v(1) =e}.

Uma demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [21].



Capitulo 2

Existéncia de uma solucao minimal

Neste capitulo obtemos uma solugao minimal do sistema

2
([ _Au= - fﬂu w2’ +ef (),  em Q,
2
— Av = - fﬁ lul*v o] +eg(z), em Q, (Pe)
w>0, v>0, em (2,
| u=v=0, sobre 0€2,

onde © é um dominio limitado do RY de classe C*Y, para algum 6 € (0,1), N > 2,
e>0ea, B >1sao nimeros reais e f,g € C* (ﬁ) sao funcoes conhecidas. Por solucao
minimal entendemos z. = (u.,v.) com u.,v. € C*(Q)NC () satisfazendo (P.) e tal que
se z = (u,v) com u,v € C*(2) N C () é outra solucdo de (P.) entdo u > u., v > v. em

Q.

Teorema A Suponhamos que o, > 1 e que f,g € C! (ﬁ) sao tais que f,g £ 0 e
f,9 >0 em Q. Entao existe um nidmero € > 0 tal que para todo ¢ € (0,&*) o problema

(P:) possui uma solugdo minimal z. = (u.,v:) e valem

(1) ||zello, = 0 quando ¢ — 0;

(17) ue, < Ue, € Ve < Ve, para todos €1 < g9 em (0,€*).
Além disso, o problema (P:) nao tem solugao para & > *.
Para demonstrarmos o Teorema A, utilizaremos os lemas a seguir.

15
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Lema 2.1 Suponhamos que o,3 > 1 e que f,g € C* (Q) sao tais que f,g Z 0 em Q.
Entao existe € > 0 tal que, para todo € € (0,€), o problema (Py) possui uma supersolugdo

W,, W), com W, >0 em .
(w:, we),

Demonstracao. Pelo Teorema 1.9, existe h € C?? (ﬁ) tal que

—Ah =1, em (),
h =0, sobre 0f2,

Pelo Principio do Méximo Forte, h > 0 em ). Seja W, = €”h, com v € (0,1). Para todo

x €,
2a 2a
—Aw, — we lwf — — o _ Y (atB-ypy () (@B
w a—i—ﬂwa w. —ef(x)=¢ a+ﬁ€ (x) ef (x)

2a0

— (1= =2 gletB=2)vy () @tBD) =y e >

(1- 25 («) (@)

2

> &7 (1 . (07 6(04—&—6—2)7 ||h|’$+571) o 61—7 ||f||oo)

a—+p

e, analogamente,

2 - 2 - 1 _
—Aw, — wewt !t — ¢ > 7 (1= S _gleth=2y jp| |0 _ g1y .
w2t g (o) 2 0 (1 e ol

Como (v + 3 —2)y>0e (1 —7) >0, existe £ > 0 suficientemente pequeno tal que, para
todo € € (0,¢),

2
AW, - - fﬁwg—lmf —ef(2)>0 (2.1)
(§]
2
—Aw, — - fﬁwgwfl —eg(z)>0. (2.2)

Como w. = 0 sobre 092, segue que (W, w.) é uma supersolu¢ao do problema (P.) para

todo € € (0,€). Como h >0em Q, w. =c’h>0em (). m

Lema 2.2 Suponhamos que o, 3 > 1 e que f,g € C! (ﬁ) sao tais que f,gZ£0 e f,g>0
em Q. Entao existe € > 0 tal que, para todo € € (0,2), o problema (P-) admite pelo menos

uma solucao.

Demonstracao. Inicialmente observamos que, para todo ¢ > 0, tomando (u_,v_) =
>~ 20y fu | |u_|” — ef (z) em Q. Também,

como g > 0 em Q, Av_ > —a2—fﬁ lu_|*v_ Ju_|"? —eg (2) em Q. Assim, (u_,v_) = (0,0)

(0,0), como f > 0 em €, temos Au_
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¢ uma subsolucdo de (P.). Pelo Lema 2.1, existe € > 0 tal que, para todo € € (0,€), o
problema (P.) tem uma supersolucao (w., w.) com w. > 0. Pelo Teorema 1.14, o problema

(P.) tem uma solugao (., v.) com a propriedade

0=u_ < <. (2.3)

0=0v_<7. <. (2.4)

Afirmamos que u, > 0 em € e v, > 0 em €. De fato, como f,g > 0 em ,

2
. O‘ﬁi? 158 4 ef (x) > 0, em Q)

2
_Aas:afﬁ%ﬁﬁ '+ eg(x) >0, em Q.

Suponhamos que exista z; € Q tal que u. (x;) = 0. Entao, u. atinge o minimo no interior

de Q. Pelo Principio do Méaximo Forte, u. seria constante no interior de €2. Logo seria
ue = 0 e isso implicaria que €f = 0 em €2, contradizendo a hipétese de que f Z 0 em ().

Portanto, u, > 0 em 2. Analogamente, v. > 0 em ). =

Lema 2.3 Seja € obtido no Lema 2.2. Entao para todo € € (0,€), o problema (Py) possui

uma solu¢ao minimal z. = (u.,v.) e valem

(2) 2]l = 0 quando € — 0;

(17) ue, < Uy € Ve, < V-, para todos 1 < g9 em (0,€).

Demonstracao. Para ¢ € (0,¢) consideramos z = (u,v) uma solu¢do do problema (P.)

e ug = vy = 0 em (2. Pelo Teorema 1.9, o sistema

2
—Auy = fﬁalﬁ—i-af(), em (),
—Av; = 28 ugvl ™ +eg (), em Q
Oz—{-ﬂ 0%0 ’ ’
uy = v = 0, sobre 0f).

admite uma tnica solucao (uy,v;) € C?? (ﬁ) Além disso, f > 0 em € implica que

Auy < 0. Pelo Principio do Maximo Fraco, minu; > rralgzn u; = 0. Logo, u; > 0. Vamos
Q



Capitulo 2. Existéncia de uma solugao minimal 18

supor que uy () = 0, para algum T no interior de €2, ou seja, u; atinge o minimo no interior

de 2. Pelo Principio do Maximo Forte, u; seria constante no interior de 2. Assim,
w=0em Q= Ay =0em Q=cf (z) =0 em ,

contradizendo a hipé6tese de que f (z) £ 0 em €. Portanto, u; > 0 em . Procedendo de
maneira analoga, obtemos que vy ¢é estritamente positiva em €2. Indutivamente, podemos

construir sequéncias (u,) e (v,) em C?? (ﬁ) tais que, para todo n € N,

( 2c0
—Au, = W’ +ef(z), em Q,
Ck—i—ﬂ n—1%n—1 f( )
—Av, = 2 u® WPl 4 eg(z), em Q,
a+f (2.5)
Uy, >0, v, >0, em (2,
| Un =Vp = 0, sobre 0f).
Afirmamos que
D=up <up <uUp < ... <ty <..<u, em ), (2.6)
e
0=vy<v; <V <...<v, <..<wvem L (2.7)

Sabemos que 0 = ug < uy € 0 = vg < v1 em £2. Vamos supor que, tUy,—1 < Uy, € Upm_1 < Unm

em €. Definimos w,, 11 = Up41 — u,, para cada m € N. Assim,

_Amerl =-A (um+1 - um)
2a a—1_ 8 2 a—1,08
= —U,, Y, tef(xr)— Uy VU1 —EJ (T
= F@) = sl —ef (@
2
= = (ol — u oy
a+ 3

Pela hipétese de indugao, segue que Aw,,11 < 0 em . Sabemos que w,,; 1 = 0 sobre
082. Pelo Principio do Maximo Fraco, wy,;; > 0 em Q. Supomos que para algum z € €,
tenhamos que w41 (z) = 0. Entdo, w1 atingiria o minimo no interior de 2. Pelo
Principio do Maximo Forte, w,,11 (z) = 0 em Q. Mas isso implicaria que Aw,,;; = 0 em
), contradizendo a hipétese de inducao. Logo, w,,+1 > 0. Dessa maneira, provamos que
(Un) ey © (Un)neN sao sequéncias mondtonas crescentes. Definimos ¢, = u— u,, para todo

m € N. Segue que

2a

—Apm =—A(u—up) = ot h

<u"_1vﬁ - uﬁ‘n__llv;i_1> .
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Param =1,

200 200
—Ap; = (uo"lvﬁ — uaflvﬁ) = w2 >0
1 a+ o0 a+p

Assim, Ap; < 0. Pelo Principio do Maximo Fraco, ¢; > 0 em Q. Pelo Principio do
Maéximo Forte, ¢; > 0 no interior de €). Logo, u; < u em €). Supondo que valha u,, 1 < u

em (), segue que

—— (w7 = v, ) > 0= —Ap, <0.
04—1—6( m—1 1 2

Novamente pelo Principio do Maximo Fraco, ¢, > 0 em Q. Pelo Principio do Méximo
Forte, ¢, > 0 em Q. Logo, u,, < u em (2, para todo m € N. Isso mostra (2.6). Proce-
dendo da mesma forma para a sequéncia v,, concluimos (2.7). Com isso, para cada
x € Q, (u, (x)) e (v, (z)) s@o sequéncias mondtonas, limitadas e, portanto, convergentes.

Definamos, para cada x € 2,

e (1) = Jim o 0 29
ve () = nll_>nolo v (). (2.9)

Observamos que u,, v, sao limitadas superiormente, respectivamente, por v e v. Como
u,v € LP (), para todo p > 1, obtemos, como consequéncia do Teorema 1.2, que, para
todo p > 1,

Ue, Ve € LP (), up — ue € v, = v em LP ().

Para m,n € N, por (2.5),

Up, — Uy = 0, sobre 0f).
Logo, w = u,, — u, ¢é solucao de

Aw =gq(z), em €,

w =0, sobre 0f2,
onde ¢ — — 2a a-1 6 a1 8 C 020 (Q)
q = +6 um—lvm—l un—lvn—l . omo Upm—1;Um—1, Un—1, Un—1 S ( )7
a
segue que ¢ € LP(Q) para todo p > 1. Pelo Teorema 1.10, w = u,, — u, € W?? ()
e
||t — unHWlp(Q) <C ‘ u%_—llvvﬁn—l - u%jvg_l‘ @) (2.10)
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Por (2.6),(2.7),(2.8) e (2.9),
v?|” = 0, para todo = € Q

quando n — oo e, para todo p > 1,

a—-1,8 ,oa—1, B|P p—l’ a—1 ﬂ’p p—1 |, a—1 ,8‘17
U —u UE} <2 U, U | +2 ‘ue (0

U €

<o (u ) e €2 () C I (9).

Pelo Teorema 1.2,

ut? = uf em L7 (Q)

e, consequentemente, (u$~'v?) ¢ uma sequéncia de Cauchy em L (). Por (2.10), (u,)

é também uma sequéncia de Cauchy em WP (Q). Procedendo de forma andloga com a
diferenga v,, — v, obtemos que (v,) é de Cauchy em W?2?(Q). Escolhendo p > T’
pelo Teorema 1.8 (iii), WP () < C'? (Q) continuamente. Logo (u,) e (v,) também

sdo sequéncias de Cauchy em C¥ (Q2) ¢ C%’ (). Pelo Teorema 1.9,

a—1,p8 -1
Up—1Vm—1 — Up_1V

n—1

i = tall(a) < Cllllona(ey = €| oo ().

Segue que (u,) é de Cauchy em C*? (Q). Similarmente, (v,) é de Cauchy em C*? ().

Logo, u,, v, convergem para u., v, em C%? (Q) e, portanto,

lim Au, () = Au,,

n—oo

lim Awv, (z) — Av,,

n—ro0
para todo z € Q. Fazendo n — oo em (2.5), obtemos que z. = (u.,v:) é solugao do
problema (FP.). Observamos que 0 < u, < u e 0 < v. < v. Como u e v sdo solugoes
escolhidas arbitrariamente, z. é a solu¢do minimal do problema (P.). Afirmamos que
2| .. — 0 quando ¢ — 0. De fato, nos Lemas 2.1 e 2.2, vimos que, para ¢ € (0,€), o

problema (P.) tem uma solugao (ue,v.) tal que

O<u.<w.=¢"h

0<v. <w.=¢"h,
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onde v € (0,1) e h € C?Y (ﬁ) . Como z. é solucao minimal, segue que

0<u, <u, <e’h

0<v, <v. <eh,
Logo, [luelle < €7[Ihll € [lvells < €7|[R]] e, consequentemente, ||ucl|y, ,[lvello —
0 quando € — 0. Para completar a prova do lema precisamos mostrar que z. é crescente
com ¢ € (0,€). Com efeito, seja e1 < £9. Entéo,

2cv _ 200
—Au,, = mugz Wl +eaf (x) > o gl Wi, e f (x)

e u.,, > 0 em €, com u., = 0 sobre d{2. Seguindo de maneira analoga para v.,, vamos
concluir que z., = (ue,, v.,) é uma supersolugao do problema (F:,). Temos também que
(0,0) é uma subsolugao de (P,). Pelo método de sub-supersolugao, existe (u,v) solucao
do problema (P.,) com 0 <u < u., e 0 < v < v, em €. Provamos acima, que o problema

(P.,) admite uma solu¢ao minimal, z., = (ue,,v., ). Entao,
0<u,y <u<ug, e 0<wv, <v<uv, em . (2.11)

Definimos ¢. = u., — u,. Por (2.11), ¢. > 0 em §2. Além disso,

200 _ 200
ot §le b - ot gl "W+ (eg — 1) f ().

—Ag. = —Au,, + Au,, =
E, como ey —e; > 0e f(x) >0,f(xz) Z0 em , segue que Ag. < 0 e Ag. Z 0 em .
Supomos que para algum T € (), se tenha ¢. (T) = 0. Isso implicaria que ¢. atingiria seu
minimo no interior de Q. Pelo Principio do Méximo Forte, . seria constante no interior

de Q. Com isso, q- = 0 e assim, Ag. = 0, o que é uma contradicao. Portanto, ¢. > 0 em

2 e finalmente, u,, < u,, em ). m

Lema 2.4 Suponhamos que o, 3 > 1 e que f,g € C* (ﬁ) sao tais que f,gZ0 e f,g >0
em ). Entao o conjunto E :={e > 0: (P.) admite pelo menos uma solug¢do} € nao vazio

e limitado superiormente.

Demonstracao. Pelo Lema 2.2, E é nao vazio. Como f > 0 e f # 0 em (), existe

x1 € Q tal que f(x;) > 0. Por continuidade da f, existe § > 0 tal que f(z) > 0 em
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Qo := Bs (1) CC Q. Logo, f(x)+g(z) > f(z) > 0em Q. Seja \; o primeiro autovalor

do problema

—AQO = )\807 em QO7
p =0, sobre 0€2,
e 1 > 0 uma autofuncao correspondente. Fazendo w = —y1, temos que Aw = \jp; > 0

em €. Além disso, para todo xy € 9
w(xg) = —¢1(x9) =0> —py (x) =w(x), para todo z € €.

Pelo Lema de Hopf, temos que

— (zg) > 0, ou seja, — (z9) < 0. Sejam g, Ty solugoes

on on
dos problemas (4) e (5) respectivamente, isto é,
—Atug = f(x), em Q,
0=/ () 19
up =0, sobre 992,
e
—Avg =g (z), em ),
0 =9 (z) (2.13)
vy =0, sobre 0f2.

Observamos que, como f,g > 0e f,g #Z 0 em €2, pelo Principio do Maximo Fraco, @y > 0
e Ty > 0 em Q. Pelo Principio do Méximo Forte, @y > 0 e Ty > 0 em €. Seja ¢ > 0 tal

que existe uma solucdo (u,v) de (P.). Entao,

2 _
“Au=—"" 4 [u|®2 |v|” — eATg, em €,
a+p
e
2 _
—Av = 2 lu|® v [v]° 7 — eATy, em Q.
a+p
Obtemos assim o sistema
200 _9 B
_A __ a7 — @ Q
(u — €y) 042‘55U|U| lv|”, em Q,
A (b — e = o lylB2 0 2.14
(v — €Ty) a+ﬁ|u| o777, em Q, (2.14)
U— ey =v—€e0g=0 sobre 0.

wlul* 2 ) > 0 em Q entdo A (u — eTy) < 0 em . Pelo Principio do Méximo

2a0
Como
a+p
Fraco, min (u — €ug) > nggiln (u—€tuy) = 0. Logo, temos que u — €ty > 0. Suponha, por
Q
contradigao, que exista um Z no interior de €, tal que (u — ep) () = 0. Desse modo,

u— €Uy atingiria o minimo no interior de €2. Pelo Principio do Méximo Forte, u —ecuyg seria
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constante e assim u — ey = 0. Isso implicaria que A (u — %) = 0, o que, por (2.14), é
uma contradigao pois u,v > 0 em €. Portanto, u — €y > 0 em €. De maneira analoga,
temos v — €Ty > 0 em €. Definimos F (z) = ¢ (2) Vu (), onde z pertence a Q. Pelo

Teorema da Divergéncia, como ¢; = 0 sobre 0€),

0
Vg01Vudx+/ p1Audx :/ gpl—udS =0. (2.15)
Qo Qo a0, On
Tomando agora F (z) = u () Viy (z) , para z € Q,
Vi1 Vudz —|—/ uAprde = / u%dS. (2.16)
Qo Qo o0, On
Portanto, como % (x9) <0, de (2.16) e (2.15) segue que

)\1/ ucpldacZ/ u)\lcpldx—l—/ u%ds
Qo Qo BION on

= —/ uAgoldx—i—/ uApidr + Vi1 Vudz
Q0 Q0 Q0

= Vi Vudr = —/ p1Audzx.
QQ QO

Como (u,v) é solucao de (P.),

)\1/ uprdr > —/ p1Audx
Q() Q0

200 18
= u® v prdr + ¢ f(z)pide.
a+B Jo, ¥1 o (z) ¢1

Sejam ag = infug ™! > 0 e by = igfig_l > (. Lembrando que u > cuy em (2, segue que
Qo Q0

2
)\1/ wprdr > - €a_1/ ﬂg_lvﬂ%dx‘i‘g f(z) prdx
Qo Qo Qo

a+f
2c0
> 5‘1_1/ agv’ordx + x) prde
= 2t B QO0 ¥1 Qof()%
20 a_l/ 5
= € vPprdx + € f(z)prde.
a+f Q0 ! Q )&
Dali,
2
€ f(z)prdr < )\1/ uprdr — ﬂ»3“_1/ VP prda. (2.17)
Q0 Qo a+pf Q

E, de maneira andloga, como v > vy em (2,

25b
5/ g (x) gpldxg)q/ vgoldx—ﬂeﬁl/ u®pidr. (2.18)
Q0 Q a+f Q0



Capitulo 2. Existéncia de uma solu¢ao minimal 24

De (2.17) e (2.18),

el f(x) sold:ere/ g (z) prdx
Qo Q0
(2.19)

23by 2aayg
< Au — =1y ) p1d +/ A\v — =198 ) prdx.
_/Qo<1u OH—ﬁg u><p1x o, 1V Oé—i-ﬁg vP | prdx

Afirmamos que

206by 45 1 A (o + B) a1 _(B8-1)
M — —— Py < (1— =)\ | —— 2 (a=1) 2.2
1U ot 55 U = ( CV) 1 ( 2aﬂbo € ( O)
e 1
20a0 1 A (a+ B)\ P _e-n
Mo — ——e < (1 -2 )\ [ = (B-1) 2.21
e _( ﬁ) 1( 2a3ag ) 221

Vamos provar apenas (2.20) pois (2.21) prova-se de maneira inteiramente andloga. Defi-
2/3b
nimos ¢ : R — R, dada por ( (t) = A\t — ﬁToﬁsﬁlta. Temos que
a

, 2000 54 o
C(t)=M\— aiifﬁ Latet,

1

A a—1

Portanto, ty; = M é ponto de maximo absoluto de (. Assim,
26(7085_10(

M@+ B\NTT 280 (M (a+ B)\*T
Cw) < ) = (—wéoo‘gﬁo{) - e (252;1550{)

Q
|
-

. (Al(a+ﬁ)>l Y (Al(a+ﬂ)>“all
— 1\ 28byetta o \ 2BbyefLa

(1 (Mt \TT e
(- Cam)

e a afirmagao (2.20) estd provada. Substituindo (2.20) e (2.21) em (2.19) obtemos
_ -y _(a=1)
ca; <ase @D 4+qaz3e B-D (2.22)

onde ay, as, az sao constantes positivas que nao dependem de € > 0, a saber,

0 - / (f @) + g () prdz,
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(D o

Para € > 0, definimos

_(B=1 _(a=1)
h(e)=ag e @D +aze FD —¢a.

Se E nao fosse limitado superiormente, existiria uma sequéncia (e,) em E com &, — 00

quando n — oo. Como lim h (¢) = —oo, existiria ¢ € F com h(¢) < 0, impossivel pois,
E— 00
por (2.22), h(e) > 0, para todo € € E. Logo E é limitado superiormente. [ |

Demonstracao do Teorema A. Considere o conjunto
E ={e>0:(P.) admite pelo menos uma solugao} .

Pelos Lemas 2.2 e 2.4, F é nao vazio e limitado superiormente. Seja ¢y = sup . Logo
e < g para todo € € E e (P.) nao tem solucao para € > gy. Pelos Lemas 2.2 e 2.3,
existe € > 0 tal que para todo ¢ € (0,¢), o problema (P.) possui uma solugdo minimal

ze = (ue,ve) e valem
(¢) ||zello, = 0 quando ¢ — 0;
(1) uey < Ue, € Ve, < V-, para todos €1 < g9 em (0,€).

Entao o conjunto
A:={e>0:Ve € (0,¢) o problema (P.) possui solu¢ao minimal e¢ valem (i) e (i7)}

é nao vazio. E claro que ¢ < gg, para todo £ € A. Seja ¢* = sup A. Entao * < gg. Se
e € (0,e*), por definicao de supremo, existe £ € A tal que ¢ < €. Logo, ¢* € A. Para
concluir a demonstracao usaremos um argumento de contradi¢ao para mostrar que (P.)

nao tem solugdo para todo € € (¢*,69]. Desse modo, supomos que existe 5 € (£, &)

tal que (P.,) admite solugao z., = (Ue,,vs,). Seja § € [e*,e3). Tomando (u_,v_) =
2

(0,0), como f,g > 0 em €, temos Au_ > — f u_lu_|*?|u_|” = 6f (x) em Q e
a

2
Av_ > —
v- = a—+p

lu_|*v_v_|""? = 6g (x) em Q. Assim, (0,0) é subsolucio do problema
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(Ps) . Além disso, como § < e entao

«Q a—1 6 20 u® 1 ﬁ
Ue, = _|_/3u82 +€2f( ) Oé‘i‘ﬁ 52 +5f( )
(§]
26 Pl 25 81
U€2 ?2 £9 +E ?2 €2 +5
"5 29 () = 5 g(z).

Logo, z., ¢ uma supersolucao de (Ps). Pelo Teorema de sub-supersolugao, (Pj) admite
uma solugao Zs tal que 0 < Zs < z.,. Isso implica que (Ps) tem solu¢ao para todo
d € (0,e9). Argumentando como no Lema 2.3, obtemos que para todo § € (0,e3), o
problema (Ps) tem uma solugdo minimal zs e, além disso, para d; < d2 em (0,¢e5), vale
25, < z5,. Quando fazemos § — 0, sem perda de generalidade, podemos considerar
§ <e* e A Logo ||zs]|loc = 0 quando 6 — 0. Assim g5 € A, com €9 > €*, contradizendo

e* = sup A. Portanto, (P.) nao tem soluc¢ao para ¢ > £*, concluindo a demonstragao do

teorema. [ |



Capitulo 3

Existéncia de uma segunda solucao

Neste capitulo encontramos uma segunda solugdo para o problema (P.), ¢ € (0,£), da
forma

2 =2+ 2z,

onde z. = (ue,v:) é a solu¢do minimal de (P.) obtida pelo Teorema A e z = (u,v) com

u,v > 0. O sistema correspondente para z é

( 200
—Au = <u+uaa71 U—I—Uaﬁ—uo‘flvﬁ>,
o+ 6 ( ) ( ) € € em Q,
2
—Av = b ((u ) (v +v) T = u?vf‘l) , em €, (3.1)
a+f
u >0, v>0, em (2,
| u=v=0, sobre 0f2.
Consideramos em H} (Q) x Hg (Q) a norma ||(u, v)|| = <Hu||§{5(9) + ||v||§1,%(m>§ . Dizemos

que z = (u,v) € H} () x H} (Q) ¢ uma solucao fraca do problema (3.1) se

/ ( / u) (ot )’ — ug_lv§> p1dx
Q +
T a+ 6/; (0 + ) (@ +02)" 7 = w20 1) pada = 0,
(3.2)
para todo (o1, p2) € Hp () x H} (©). O funcional correspondente ao problema (3.1) ¢
dado por
1
I(u,v) = 5/ (IVul® + |Vu]?) do — —/ ut 4w )" (v + UE) — u?vf) dr (3.3)
Q
2
+ 5 fﬁ U 5 ulvf vt dr,

27
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para todos u,v € Hj (), onde u™ = max {u,0}. As soluges nao triviais do problema
(P.) s@o os pontos criticos nao nulos do funcional /. Mais ainda, pela teoria de regulari-
dade, cada solucao fraca do problema (3.1) é uma solucao classica.

Estamos interessados em demonstrar o teorema seguinte.

Teorema B Suponhamos que N >5, o, 8> 1, a+3=2* e que f,g € C! (ﬁ) sao tais
que f,g Z0e f,g > 0em Q. Entao existe € € (0,e*] tal que, para todo € € (0,2), o
problema (P.) admite uma sequnda solug¢io Z = (u,T), com U > u. e T > v. em ), onde

(ue,ve) € a solugdo obtida pelo Teorema A.

Demonstraremos agora alguns resultados que serao utilizados para provar o Teorema

B. Primeiramente, definimos, para a + 3 < 2%,

/|Vu\2dx
Serp ()= inf {2 > (3.4)

u€H ()\{0} atB
’ (/ |u|* TP dw)
Q
€

Se.s :inf{/ (IVul* + |Vo|*) d : (u,v) € Hy (Q) x Hy (Q) com /|u|a|v|ﬁdx - 1}.
Q Q
Lema 3.1 Se a+ (8 < 2%, entao existe uma constante ¢ > 0 tal que
S\
(/ lul™ o] dm) < c||(u,v)||, para todo (u,v) € Hy () x Hy ().
Q
Consequentemente, gaﬁ (Q) estd bem definido e §a,5 (©) > 0.

Demonstragao. Pela defini¢io de S, 5 (Q), para todo (u,v) € Hg (Q) x Hg (Q),

1
(a+B)
( / |u|°‘|v\ﬁdx)
Q

1

/Q (max {|ul , [v|})*"* dx:|a+6

IN

1

A
(i)
L/
%ﬂ
(2max{/ \u]awdx,/ \v\a+ﬂd9€})
Q Q
P =+
< 2wt7 </ |u|* T dac) + (/ \U!aJrﬁdx)
Q Q

IN

IN
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9ats 3 3
< fﬁ [(/ |Vu|2dx) + (/ |Vv|2da7> ]
S2 Q Q

_1
2a+6

< 21[(u, v)]]

1

52+ﬁ

O lema a seguir foi demonstrado por Alves et al em [2].

Lema 3.2 Seja Q C RN, N > 3. Entao

S ((g) ¥ (%)) Sarn (). (35)

Demonstragao. Seja (w,) em Hj (2)\ {0} uma sequéncia minimizante para S,z ().

Considere u,, = sw, e v, = tw,, n € N, com s,t > 0 a serem escolhidos posteriormente.
] . 1
A, = (/ |un’a|vn‘6 da:) = (Satﬁ)aw/ <|wn‘a+ﬁ dq:) a+B £0
Q Q
Un Un\ g Uy | g
e | —,— | étal que
A, A, aue f

A,
~ U 2 v
< il _n
o [ (R () [ ()

Entao

Un

= 1. Pela definicao de gawg,

2
)dw

n

2 2
/Q(|wn| OIS LI /Q\anﬁdx
B A2 RN =
(5 ) (/ |wn|a+ﬁ d.I)
Q
Observamos que
P4t e s

(sot8) B

s a
Escolhendo s,t > 0 tais que 7= \/% , das duas expressoes acima segue que
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Como (w,,) ¢ uma sequéncia minimizante para S, (Q2), fazendo n — oo, obtemos

)7+ () o

Consideremos agora ((u,,v,)) em H} (Q) x Hj (Q) uma sequéncia minimizante para

Sa,p () <

Sap (Q), tal que / |t |* [0n]” dzz = 1, para todo n € N. Para cada n € N, definimos
0

Zn = SpUn, (38>
onde s, > 0 é tal que
/ |un|*T da = / |zn|a+5 dr.
Pela Desigualdade de Young, com expoentes p = ep = a ; b segue que
o
/ |un|® | 2.]° d U |*1P da + L/ |2 |* 7 dc (3.9)
Q a+ B Jo

B Oé‘{‘ﬁ O
:/ |un|a+6dx:/|zn|a+6dx.
Q Q

Pela definicao de Sq44(€2), por (3.8) e (3.9),

/ (|Vun|2 + |an|2 dx)
Q

pee
([ el o)
a+ﬁ/\Vun| dx ”‘+B/|an] dx
(3.10)

( [ll® |zn|5dx) ( [kl ) -

> ( +B + Sn a+B) Soc+ﬁ (Q)

/ (Vunl? + [Voul?) do
Q

28
Definimos a fungao g (s) = sa+f + s~ 7 com s > 0. Temos que s = \/% ¢ ponto de
minimo absoluto de g. Agora, por (3.10),

o

| (190 4190 do 2 9(50) Sus ) 2 g ( 5) Suis ()

g (RS OR L

Como ((un,v,)) é uma sequéncia minimizante para S, g (£2), fazendo n — oo obtemos a

desigualdade contraria,
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Sap () >

OREORNESE

Vamos considerar o caso critico: o+ = 2%, o, > 1. Nesse caso Sai5(2) =

Sa- () = So- (RY) = S é a melhor constante de Sobolev da imersdo Hj () < L?" ().

E conhecido (veja [19], [21]) que S é atingido pela funcéo

N-2)
U (@)= HE - 2)@ , (3.11)
(1+ |x|2) 2
que satisfaz a equacao
—AU =U*"" em R". (3.12)

e também vale

/ |VU|2dx:/ U? dz. (3.13)
RN RN

Como S ¢é atingido em U,
/ \Vul® dz / VU dz
S=  inf RY — JRY : (3.14)

weHL(RN)\{0} B
(L1
]RN

> >
> da:) (/ U dx)
RN
Usando (3.13) e (3.14),

-4 <
S = (/ UQ*dx) = (/ UQ*dx) )
RN RN

/ IVU|? da :/ U de =S~ (3.15)
RN RN

Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 € Q. Seja ¢ € C§° (2) uma fungao nao

Entao,

negativa tal que ¢y < 1e =1em Bs = Bs(0) C 2 para algum ¢ > 0. Definimos, para
n >0,
U, (2) =n "z U (5> (3.16)

ty (2) = ¥ (2) Uy (). (3.17)
Lema 3.3 Seja N > 3. Vale a sequinte estimativa:

/ \Vu, | dz = 5% + 0 (nL) . (3.18)
Q
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Demonstracao. Pela definicao de u,, temos Vu, = U,V + VU, e

V> < UZ|VY? + 02 VU +2U, [V ¥ [ VU, . (3.19)
Como |V¢|* = 0 em By e 1) € C° (Q), segue que

/QUg VY| de = U2 |\Vy|* de < Cy UZdz,

Q\Bs O\Bs

onde C; é uma constante real positiva. Das definigoes de U, e U dadas em (3.16) e (3.11),

1 ,'72(N72)
O\ By O\B; (1+ . > 28 (12 + )
N-2 1
=" CN/ N N—2 d(L’,
Q\Bs (772 + ‘:L" )
onde Cy = (N (N — 2)) . Observamos que
1 1 Y]
dr < / ——dxr < )
/mm (2 + [2?) T Jane a1 T 020
Isso nos permite concluir que
/QUg (V> de < Cy N2, (3.20)
1] .
onde Cy = C1Cx R Agora, vamos analisar a segunda parcela de (3.19). Novamente,

pela definicao de U,

2 2

N 2) 1
/w2|VU| dx_/¢2 - )—VU< > de =0 [ () VU(E> dz.
n RN n
Fazendo a mudanca de variaveis y = E, como 0 < <1 e por (3.15),
U]
[wwura= [ Gavvetas [ U@y =5t G2
RN RN

Para terminarmos a prova do lema, analisamos a ultima parcela de (3.19). Pela Desigual-

dade de Hoélder, por (3.20) e (3.21)



Capitulo 3. Existéncia de uma segunda solucao

33

/Un!ww!wn\ < (/ U,fywy?dx> (/ W]VUn\zdx) <O’z S
Q Q Q

De (3.19), (3.20), (3.21) e (3.22),

N-2

/|Vun]2dx§anN2+Sj2V+C477 3,
Q

Logo,
/ V> de — S% < Con™ 2+ O’ 7,
Q

implica que

/Q V| d — 5T =0 (77772)

e o0 lema estd demonstrado. m

Para A > 0 definimos

/ \Vu|? do — /\/u2d:v
Qx (u) = =4 >, uw€ Hy ()\{0}.

()

Em [6], Brézis e Nirenberg mostraram que no caso em que N >4 e A > 0,

Q)\ (Un> < S

para todo n > 0 suficientemente pequeno. (Veja também Lema 1.46 em [21]).
Lema 3.4 Seja N > 3. Eziste ng > 0 tal que, para todo n € (0,m0) , valem

N—2)(a+1
N_(=2)(e+1)

/u;;‘*ldx >Cn
Q

_(N-2)(B+1)
/ uﬁ“dm > Cy Y CR
0

onde C1,Cy sao constantes positivas que nao dependem de 1.

Demonstracao. Pela definicao de u,,

/ugﬂd:ﬂ = / ot () 77_<N;2) (atDgrett (f) dr.
Q Q n

==z

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Como supp ¢ CC €, estendendo a 1) como zero em RY\Q e fazendo a substitui¢ao de

c, . x
variavels Yy = —, podemos escrever
n

/u?;ﬂda? :/ Pt (z) —SFR et gatt <£> dx
Q RN n

N _(v-2)
= / T )
R

=’ /R i VT (ny) U (y) dy

a CN
> 776/ Pt (ny) T dy,
. (L+1yl?) *

(et (y) nNdy

onde § = N — w Como (2 é limitado, para todo n > 0 suficientemente pequeno,

Y (ny) =1 e, portanto,
/ﬁ“dfc > Crff,

CN
2) FF2 (at1)

dy. A prova de (3.25) é inteiramente andloga. m

Lema 3.5 FEziste C' > 0 independente de n tal que

/undx <C 77¥.
Q

Demonstracao. Pela definicao de u,, e por ser ¢ <1,

/undx—/w S 2) <%) d:cgn(Nz_Q)/( N ~—dr

1+ [x/n] )
=cN 77/ e dzx,

(2 + [z]?)

onde ¢y é uma constante que depende somente de N. Seja 6 > 0 tal que Bs = Bs (0) C .

Entao
1
/ 5 ) dZL' = ]1 + ]2,
(2 |2l) 7
1 1 .
onde [; = / rzdrely = / ~—z dz. Pelo Teorema 4 do Apéndice
Bs (n? + |z|*) NBs (2 + |zf*) 2
C em [9],

2
I; < / / / . QdS dr = k:N/ 727’N_1d7" = k:N(S—.
Bs x! 0B, || 2
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Uma vez que em Q\Bj, % + |z|* > 62, segue que

1 €]
I g/ —dr < —.
2 N\B; 52 52
N—-2

/undx<cN77 > (Lh+L)<Cn =,
Q

Assim,

Q
onde C' = ¢y {kN——I—|(5—2|} . n

Lema 3.6 Seja (u,v) € H} (Q) x H (Q) tais que u,v > 0 para algum Qy C Q com
12| > 0. Entdo

lim 7 (tu,tv) = —oc0.
t—»00

Demonstragao. Pela definigdo de I em (3.3) e por ser ug,v. > 0 em {2,

t2
I (tu,tv) S (\Vul + |Vo]? dSL‘——/ (tu®)" (to
2 2at 203t
+ ulvPdx + a ut P utdr + B ulvP o da
a+p Ja a+p Ja a+f
=t?A —t“"PB+tC + D,
onde
Azl/(|Vu|2+|Vv|2) dz B:L/(u+)a(v+)ﬁdx D=2 /u%ﬁdx ¢
2 Ja ’ + 5 7 atBlg "

c— 2c ue! 5 wrde + =2 / ,8 Lytdr,
a—+ a+6

independem de t. Note que, por hipdtese, B > 0. Assim, como « + 3 > 2,

lim [ (tu,tv) = —o0.
t—00

Desse modo, concluimos que existe ¢; estritamente positivo, tal que I ((tju,t1v)) é estri-

tamente negativo. m

Lema 3.7 Existem t,, > 0 e uma constante C >0 tal que

sup [ ((t\/aun,t\/gu,J) =1 ((tn\/aun,tn\/BuO) <C (ti + tn) ;

>0

para cada 1 > 0 suficientemente pequeno.
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Demonstragao. Para n > 0, definimos g : [0,00) — R por g (t) = I ((tv/au,, tv/Buy)) -
Como ¢ (0) = 0 e, pelo Lema 3.6,

lim g () = —o0,

t—o00

entao g atinge um méximo para algum ¢ = ¢, > 0, ou seja,

sup [ ((t\/aun,t\/gun>> =1 ((tn\/aumtn\/gun>> :

>0

Observamos que

((tn\/Eun)Jr + u5>a ((z&n\/ﬁun)+ + vs)ﬁ —ulv? > 0.

Dai e de (3.3),

I <<tn\/aun,tn\/3un>> < M/Q|Vun|2dm+ %tn/ﬂu?_lvfundx
25\/_ B—1

Oz+ﬁ uv€

_(a+6ﬁ/Wv%Pm

(2a\/_ 26\/_) / (w20l + w2l u, da.

a+p  a+p

uydx

Pelo Lema 3.3, existe uma constante C; > 0 tal que

+B)t;
(a—ﬁ/ |Vu77| dl’<01

para 1 > 0 suficientemente pequeno. Como (u.,v.) € C (ﬁ), existe uma constante Cy > 0

tal que u® 108 + v~ < Cy em Q. Logo,

/ (ug‘_lvf + u?vf‘l) u,dz < Cy / Updx.
Q

Q
Por fim, usamos o Lema 3.5 para concluir que existem constantes positivas Cs, Cy, C' tais

que

I ((tn\/aun, tn\/Eun» < Cit? +t,C5 ( /Q undx> < Cit2 + Cut,,

< C(t2+t),

para n > 0 suficientemente pequeno. m
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Pelo Lema 3.6, existe t; = t; (u,) > 0 tal que 2, = (tlﬁun,tlﬁun) satisfaz I (z1) <

0. Definimos

P={y e C(0.1], H () x H} () :7(0) =0, 7(1) = 21}

= inf max I (y(t)).
¢ = Inf max (v (¥))

2\ %
2 [ Sus
< = : .

Demonstragao. Seja vy (t) = tz1,t > 0. Entao v, € I'. Pela defini¢ao de ¢, e pelo Lema

Lema 3.8 Seja N > 5. Entao,

3.7, existe t, > 0 tal que

¢ < max I (y (1)) <supl (71 (%))

— tel0,1] >0 1
= iggj <(t\/aun,t\/5un>) =7 ((tn\/&un,tn\/gun)> .

Para concluirmos a demonstracao do lema é suficiente mostrar que

1 (/@ ty/Buy ) ) < % <§;ﬂ> . (3.26)

Vamos mostrar que (3.26) é verdadeira para n > 0 suficientemente pequeno. Primeiro

observamos que, pelo Lema 3.7,

1((tyv/au,tyy/Buy) ) <T (8 +1,),

Se t, =0 ou t,, = 0 quando  — 0, (3.26) é satisfeita e o lema esta demonstrado. Assim,
podemos admitir que 0 < mg < ¢, com n > 0 suficientemente pequeno. Vejamos ainda que
existe uma constante Cy > 0 tal que t,, < Cj para todo n > 0 suficientemente pequeno.
Caso contrario, existiria uma sequéncia 7, — 0 com ¢,, — oco. Considere a funcao £ (n) =
I ((tyv/auyt,\/Buy,)) com n > 0. Pelo Lema 3.6, para todo (u,v) € Hg (Q) x Hg (Q),
com u,v > 0 em €,

lim 7 (tu,tv) = —oc0.
t—»00

Em particular, teriamos

lim & () = nlkir—{lol <<t77k \/aunkatnk \/Bunk>) = —09,

N, —0
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uma contradigao pois £ () > 0 para todo n > 0. Portanto, admitimos que 0 < mg < t,, <

Cy para n > 0 suficientemente pequeno. Pela defini¢ao de I em (3.3),

I <(tn\/aumtn\/gun>> = %/{JV%‘ZGM
/Q (tn\/au77 + ua)a <tn\/5un + va>ﬁ dz

Ca+p
2
a,B
+ ugvsdx 3.27
— [ (3.27)
2 t 2 t
+ 2av/at, ue wlu,de + =1 B\/_ u?vf L, dz.

Aplicando o Lema 1.17, obtemos

(tovau, +u:)™ > [(u)® + (tv/au,)” + crul ™" (tv/au,)] (3.28)

(tn\/gun + Ué.)ﬁ > {(ve)ﬁ + (tn\/gun>ﬁ + P! (tn\/Bunﬂ , (3.29)

onde c¢1, ¢y sao constantes positivas. Assim,

(tyvou, +u)® <7§77\/Eu77 + va>5 > ulvf + u?tfjﬁguﬁ + cv? "t/ Bu,
+trazulvl + t‘”ﬁagﬂgug*ﬁ + cyut Pt au,
+ el e o \/Budtt + clu?_ltf]“\/aﬁguﬁﬂ
+ CICQUS_lvf_It%\/a\/Bu?Y
> ulv? + tg*ﬁoﬁﬁgu?]w + el e a s \/Bust?

_ ] 15
+aud TV aBz ul T+ ccud Y 1t3]\/5\/3ui.

Em (3.27),
(v + t2 a
J((t\/aun,t\/ﬁun» < 25 /|v J|? da / 12+80% g1 uc+idy
2
a+6/96102“a e 11tW—\/_u
2 o
o chf_ltf;ﬂoﬁ\/ﬁuf;ﬂdx
2 _ 8
iy

2a\/_t ua” 5 26x/_t o1

Vo Updr + ————
Oé—f-ﬁ € e n B



Capitulo 3. Existéncia de uma segunda solucao 39

Seja K = supp u, = supp 9. Temos K CC 2. Como u.,v. > 0 em {2, existem constantes

m, M > 0 tais que
O<m<u,v. <M em K.

Assim, obtemos constantes dy, dy, ds ds, ds > 0 tais que

I ((t\/aun,t\/gun)> < Mﬁ/ |V, |* de — %tﬁ*ﬁ/gu;‘wdx

2
0102\/_\/_d1 / ulde
Oé‘i‘ﬁ 77 o) K
2020‘2\/_d2ta+1/ua+1dx
Oé‘i‘ﬁ 0 K
201\/_5 ds 6+1/u5+1d1’
O{—f—/@ n Q n

+(2a\/_d4 25@15) /Q e

a+p a+p

Como 0 < mg < t, < Cp, segue que
(Oé + 5) Qa%ﬁQ « a
I ((t\/aun, t\/B’%)) < Tt% \Vu,|? do — Cyt) [ ulde — mtnw uetda
Q Q Q

C’g/ugJ“ldx—Cg,/uﬁ“dw—i—@;/undx,
Q Q Q

onde Cl _ 26102611\/5\/37 CQ 262612042 \/_ oz—l—l’ 03 _ 201d3\/&5§mg+1
a+f /3 a+p a+
206\/ad4 ZB d5 ,
Cy, = Co. D
4 ( a+ B a+ B ) 0. Dal,

1 ((t\/&un, t\/gun>>

(a +/3 2 204%/6% a+p a+p
<IIth( /|Vun| d:c—,ul/Q dx _oz—i-ﬂt /QUT7 dx

—C’g/uﬁ“d:v—C’g/ugﬂdm—i—a;/und:v,
Q 0 0

20,
(@ +9)

e

> (. Definimos

onde p; =
¢ :[0,00) = R, por ¢ (t) = a1t — at?,

onde

2
]_ * 27 2 *
a1 == (B> + C?) Qu, (uy) (/ u? dx) . = —BO‘CB/ u? de,
2 Q 9 Q n
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/ V| dx—ul/u%dx
Q#l(un): = AQ ) B:\/a e C:\/ﬁ_

( / u%* dm)
Q

I <<t\/aun,t\/gun>) < maxp (t) — CQ/Qu;‘de — C'g,/ﬂugﬂdx—l—@x/ﬂundx. (3.30)

>0

Note que

2&1

2% —2
Temos que tg = (g—) ¢ ponto de maximo absoluto da funcao ¢ e
a2

1 . = (%%QHI (un>> o
@ (to) = 2 (32 + 02) Quy (“n) (/Q U?; d:v) T

Q

1 2%
B2+02 2F -2
9 . (%%QNI (un)>
— —B‘“C’B/uf7 dx
Q

2% o
Q

2

Dali,

BQ 02 2% o5
(8747 Qs () (5 g @ (1)

2 1(B?+ C?) -2
_ ~“pocB | " ~ J
2*B C (2 BaCB Q@ (un))

¢ (t) =

DN | —

1MQM (%)) e 2 <1M% (%)) =

Substituindo B e C' por y/a e /[, respectivamente, obtemos, por (3.23) e Lema 3.2,
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N4

Em (3.30),

I ((tn\/aun,tn\/ﬁun» < % G%ﬁ)

Pelos Lemas 3.5 e 3.4,

2 (1~ ~2)(a 241 _
1((tavauy t/Buy) ) < (ﬁsa,ﬁ) — Oy NI o N o

—C’g/uf‘]“da:—C’g/uf]+1dx+04/und$.
Q Q Q

wlz

Caso seja a > (3, vejamos que
(N-2)(a+1) - N -2
2 2

N -2 N_9 .
. Logo basta verificarmos que N — ( )2(0‘ +1)

N —

De fato, N > 5 implica que 1 < <

1. Mas essa desigualdade é equivalente a o > 7 que é verdadeira pois

N —
2N

200 > =2"=—.
a>a+f N3

Caso seja > «, de forma andloga obtemos

(N-2)(B+1) _N-2

N — )
2 2

quando N > 5. Em qualquer dos dois casos, para n > 0 suficientemente pequeno, temos

que

N—(¥=2)at) N_=2)(F+1)

—0577 _0677 +0677¥<0

e, consequentemente,

1 ((tvmn /) < 2 (45.0)

Isso mostra (3.26) e conclui a demonstragao do lema. =

Agora apresentamos uma versao do Lema de Brézis-Lieb [5](veja também [13]).
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Lema 3.9 Seja (un,v,) — (u,v) fracamente em H} () x H} (Q) e a+ B8 = 2*. Entao,

a menos de subsequéncia,

/ |t |* [0n|” da = / |ty — u|® v, —v|” da + / lu|® [v]? dz + o (1). (3.31)
Q Q Q
Demonstragao. Para provarmos (3.31) vamos analisar a diferenga
/ | [on]? dar — / un — uf o — v de. (3.32)
Q Q

Iniciamos observando que

/|un] |vn\6dz—/ [, — ul™| —U\de
_/ (]un| ol — Jtn|® |0 — 0] >dx+/ <|un|a o — 0]® — |ty — ul® |vn—v|ﬁ) dz.
Q Q

(3.33)
Definimos H; : [0, 1] — R, por

Hy (8) = |un|® v, — tv]” .

Entao

dH; —2
0 = Blual” [on = 107 (v = t0) (—0) , t € [0,1].

Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

/Q (\unla Wal” = Jtn]® [vn — Uyﬁ) dr = — /Q [H, (1) — H, (0)] da

dH,
= - — 34
/Q[/ dtdt]d:ﬁ (3.34)
1
= // B tn|* v — t0]° 72 (v, — tv) v dtda.
QJ0

Analogamente, definimos Hs : [0,1] — R por
Hy (1) = |up — tu|® v, — v]°.
Entao
dH,
dt

e, novamente pelo Teorema Fundamental do Calculo,

/Q (\un\a v — 0" = |t — u|® v, — v\ﬂ) dx = —/ [H, (1) — Hy (0)] da

H.
/ / {&dt} (3.35)
- / / oty — tu)* 2 v, — v|” (u, — tu) u dtdz.
aJo

(t) = a|u, — tu]*% (un — tu) |v, — o]’ (—u), t €[0,1]
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De (3.34) e (3.35) em (3.33) obtemos

/ |t |* 0|7 da — / |ty — u® 0, — v|” da
Q Q
1 1
= // Bhy, (z,t)v dtdx — // ag, (z,t) u dtdz, (3.36)
aJo aJo

onde
a £B—2 a—2 B
ho (2, 1) = |un|™ (v, — to]” " (v, — tv) e gy (z,t) = |u, — tul™ " v, — v|” (u, — tu)

com (z,t) € Q x [0,1]. Como (u,,v,) — (u,v) fracamente em H} () x H} (Q), entao
(Un,v,) é limitada em HE (Q) x H} (Q) e, a menos de subsequéncia, (u,,v,) — (u,v)
fortemente em L7(Q2), com 1 < g < 2* e u, (z) = u(z), v, (x) = v(x) q.t.p. em €.
Logo,

ho (2,8) = (L= )" " o]0 e ga(2,t) =0

q.t.p. em 2 x [0,1]. Afirmamos que:

2*
2+ _1°

(7) (hn), (gn) sdo sequéncias limitadas em L? (2 x [0,1]), onde p =
(i) u,v € L¥ (2 x [0,1]), onde p’ = 2*.

Admitindo essas afirmacoes verdadeiras, pelo Teorema 1.3, obtemos

nm//lﬁhn(x,t)vdx://1\u|a|v|ﬁﬁ<1—t)ﬂ—1dtdx
n=o Ja Jo 0 Jo
:/ ol [—(1—tﬂ;dw (3.37)
Q

= [ Jul" o d
0
1
lim // agy (z,t)u dtdx = 0. (3.38)

De (3.37), (3.38) e (3.36) concluimos o lema. Desse modo, resta apenas mostrarmos (i) e
2r—1
a

(1) . Para provar (i), vejamos que pela Desigualdade de Holder com expoentes r =
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2 1 .
er = e usando a continuidade da imersao H} () — L* (), temos

5—1
/ o (2, )
x10,1]

= / |un|%*27*1 v, — tv|(ﬁ_1)% dtdx
Qx[0,1]

_2*
=1 dtdx

1
7

1
< </ | dtdx) (/ v, — tv]* dtd:c)
Qx[0,1] Qx[0,1]
<0 ( [l da:)r ( [ (T dtdx)T
Q Qx[0,1]
< O [[unl] 5+ (/ [on | dw+/ o]* da:)
Q Q

2 o+
< Cy lunl| ™ (llenll”” +1)

< Cy

pois (u,, v,) é limitada em HJ (Q) x H} (©). Também, pela Desigualdade de Holder com
2% —1 2% —1

/

eq_ 57

expoentes ¢ =

a—1

JAcY
Qx[0,1]
2% B

2% (a—1) = F—1)
:/ ]un—tu|w|vn—vl(2 V dtdx
Qx1[0,1]

1 dtds

1
7

1
< (/ |ty — tul* dtdx) ' (/ o, — v]* dtd:c) '
Qx[0,1] Qx[0,1]
< ( / 2 (fun P 4 1 ) dtdm)q ( / 2" (Joaf* + o) dtdx)q
Qx[0,1] 2x[0,1]

S 067

onde usamos novamente a continuidade da imersao H} () < L?" () e o fato de que

(Un, v,) € limitada em Hi (Q) x HJ (Q). Isso mostra (i) . Agora, para provar (i), basta

1
// |u|2*dtdx:/|u|2*dx<oo
aJo Q

1 * *
// |v]? dtd:c:/|'u\2 dr < 0.
aJo Q

observar que
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Lema 3.10 Dado ¢ > 0, ezistem constantes C, C (¢) > 0 tais que

a+f

I(u,v) > %/Q (IVul* + |Vo|*) dz — (/ (IVul* + |Vol*) d ) T -0

e ainda, C () — 0 quando & — 0.
Demonstragao. Pela definicio de I em (3.3),

I(u,v) > %/Q (IVul* + |Vol*) do — %/ﬂ <(u+ +us)® (vt + )’ — u?vf) dz.
Do Lema 1.16, para todo (u,v) € H} (Q) x HL (),
(" + ) (0 +0) <2 (") + ()) 277 () + (02)°)

= 2707 () (o) () ()" + () (o) () ()]

Logo,
I(u,v) > /Q (1Vul? + [Vol?) de (3.39)
-— 5 / 2781 (W) () 4 ()" () + () () + () (02)°] da

2
a,Bd
+a—|—ﬁ/u‘fva x

N | —

= %/Q (IVul® + Vol * o)’ da
a+p N .
Ca+p o [(u+) (UE)ﬂ + (ue)® (U ) + (ue) (05)6} dx.

Afirmamos que
a+p

| o] dz ) < /ﬂ (WU|2~+ Vel de : (3.40)
J

Sa,p

De fato, se / lu|® [v)” dz = 0, (3.40) & satisfeita. Caso contrario, consideramos

a= (/ u|® [v]? dx) " # 0. Entao, (E, —) é tal que / |%|a ‘§|ﬁdx = 1. Pela definicao
a a Q
de Sajg,

) / (|Vu|2+|Vv|2) dx
) dr = 2

Al ey
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e isso nos d4 (3.40). Agora, pela Desigualdade de Young com p = o+ f ep = atp

a B

+\o « F\ats ﬂ a+
(ut)* (ve)” < (u') +m(ve) p

Y

«@ B Q a+p 5 o+
! () S G 0 g )
a B Q a+ /8 a+
(1) (0 £ =55 ()™ 4+ L (00"

Isso nos permite concluir que existe uma constante Cy = Cy (v, §) tal que

9a+h i ) )
w670 @) ]

< Oy </Q (u") " dx + /Q (v+)**” d:c) +C(e) (3.41)

<@</mwwm+/ﬂwwm)+é@%
Q Q

onde C () = Cy {/ (u)**” da +/ (v.)*+? dx}. Pela defini¢ao de Sa44,
0 QO

+8

_atB a2
Ll e < (5,0 ([ 19l i)

+8

a2
/|U\O‘+de< vs) </ Vol dx) |

Em (3.41), obtemos C3 > 0 tal que
2048

el A [(u*)avfd;ﬂ%—u? (v+)ﬁ +u?vf} dx (3.42)
o3P ol N
<y (/ |Vu|2d:c) + (/ |Vv|2dx> +8(e)
Q Q
DHZ»B

< 2Cs [/Q (IVul* + |Vo)?) dx} N +C(e).

Portanto, (3.40) e (3.42) em (3.39) nos da

atp

I(u,v)Z%/ﬂ(|VU|2+|VU| )dz —C (/ (IVul* + |Vo|*) d ) 2 —C ().

Para finalizar, vamos mostrar que C (¢) = 0 quando € — 0. Sabemos, pelo item (i) do

Teorema A, que ||u.||,, — 0, quando € — 0. Logo,

/ ()™ do < |[uc]| % / 1 = [fu]| 5 1] = 0,
Q 9]
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quando € — 0 pois 2 é limitado. Desse modo,
/ (u)**? dz — 0, quando & — 0,
Q

e, analogamente,

/ (v2)**? dz — 0, quando & — 0.
Q

Concluimos que C (¢) = 0 quando € — 0. m

Lema 3.11 Ezistem € € (0,&*] e p,o > 0 tais que I (u,v) > o, para todo € € (0,2) e para

todo (u,v) € Hy () x Hy (Q) com ||(u, v)l| g2 0wz (@) = P

Demonstracao. Dados p,e > 0, pelo Lema 3.10, existem constantes C, C (€) tais que,

para todo (u,v) € H} (Q) x H} () com ||(u,v)|| = p,
1 _ .
I(u,0) > 5p* = Cp™7 = C(e), (3.43)

onde C (¢) = 0 quando € — 0. Como a+ 8 > 2,

1 ~ 1 =~
§p2 . Cpa—i-ﬁ — /02 [5 . Opa+6—2:| >0

para p = po suficientemente pequeno. Podemos escolher € € (0,e*| suficientemente pe-

queno tal que, para todo € € (0,8),

-~

1 -
o= §p(2) —Cpyt? —C(e) > 0.
Assim,
I(u,v) >0 >0,
para todo (u,v) € Hj (Q) x H} (), com ||(u,v)|| = po. ®
Lema 3.12 Considere uma sequéncia (z,) = ((un,v,)) € Hy (Q)x H} (), tal que quando

n — 00,

I(z) = ¢, I'(2) > 0 fortemente em H™ () x H™'(2).

Entao (z,) é limitada.

Demonstracao. Por hipotese,

I(z,) =c+o0(1)
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e
7 (2 2] = I Gl [l + 2 = o 0) [l + 2]
Logo,
- _ 1 -
cto(l)+o) ||z + 2| =1(z) a—l—ﬁl (zn) - (2 + 2.) . (3.44)

Por definicao de I,

1 2 2
I(z,) = 5/Q (V| + | Voa|?) fﬁ /ng‘lvfu:da: + ﬁ/{zu?vflv:dx

/ ((uz +u)” (vf + vg)ﬁ - u?vf) dx

_Oé+5 Q

I'(z) . (2 + 2:) = / (Vu!V (u)f +u.) + Vo'V (v} +0.)) de
Q

_ 2 + a=l + B a-1,8Y (,+
a+ 8 Jq ((un +u5) (Un +v€) U, v5> (un +u5) dz
— 2ﬁ + @ + 5*1_ a, B—1 +
ot 5, ((un +ug) (vn +v5) u vt ) (Un —HJE) dx.
Assim
1, N
I(Zn>_TBI (Zn>'(zn +Zr—:)
_l + +12 1 _2 2
—5 | (vull +|ve] )dx+2/(wun| Ve ) do
2cv a1 6 N .
+a+ﬁ ug dx+a+ﬂ vyt dr
Oé—l—,@ (u:_’_ue) (U +Ue) dl“f‘a—_{_ﬁ Qu?vfdx
Oé—l-ﬁ <|Vu+‘ —|—}VU+} >dm— iﬁ/g VUZVUE—FVUIV%) dx
oc+ﬂ ; (ut 4 ) (v +U5) dx — (@156)2/(u,j+u5)a (v,f[Jrva)Bd:r
5 [ ug 2 2/u v? ot dr
a+5 . ( +8)

a,B8
ugvldx.

U’U

a+6 Q 5)2 Q
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Dal, e de (3.44),

c+o(l)+o(1)]|]z + ||
11 1 - -
= (5-ava) L7l + 9l ae g [ (19l + 9esf’) e

2c 1 20 1
1 — alB +d 1 — / a, -1 +d
+a+ﬁ< a+ﬁ)/u v +ﬂ( a+ﬁ) Qufv& Un OF

(3.45)

oz /Q (Vu,.Vu. + Vu,.Vu.) dz.

Consequentemente,

(%— aiﬁ)/ﬂ(wunﬁﬂwnﬁ) dz
= (%_aiﬁ);/({vuﬂ + | Vot dx+<%—a+5) (]vu "+ |V —|)
g(%—aiﬁ)/QOVuﬂ +|Vv:{| d$+ /Q< R v |>

1

= ! /Vu:.Vue T Vo.dz
a+ B Jq

2 1 2 1
—— (1 )/ua YWhutde — b (1— )/u?vflv;dm‘
a+ 3 a+ 3 a+ a+p) Jq

+e+to(l)+o(1)||z + 2|l

Logo,

11 ) ) 1 /
z_ de < ——— ld
(2 a+5)/ﬂ(|Vun| +|an|) x_cH—B Q|Vun||Vu| T
_ Vo, | |V, |dz
B/g' V|

+eto(l)+o(1)|]z + 2|

Pelo Lema 1.15 com p = ¢ = 2, para qualquer § > 0,

/|Vun|]VuE|dx<5/|Vun] dr +C (0 /]Vu5| dx
a+f3

1
_/ |an||va|dx§5/|an|2dx+C(6)/ Vo.|? de.
B Q Q Q



Capitulo 3. Existéncia de uma segunda solucao 50

Dai,
1 1 2 2
(2 a+5>/9(w“"| + |V, |*) dz
gé/ (1Yl + [Voul?) dx+C(6)/ (Vuel? + [Vo. ) do
Q Q
+c+o(l)+o(1)||zall +o0(1)]]2]] -
Portanto,

11 ) , )
5T T < 1 .
(2 a+5>‘\zn\| < 3 |zall” + C () llzel]” + 0 (1) [Jzal] + C2

Tomando § > 0 suficientemente pequeno de forma que

1 1
2 a+p

—0>0,

obtemos

[lznl* < C'(8) + [zl

Logo existe C' > 0 tal que

[lzall < C.

Demonstracao do Teorema B. Pelo Lema 3.11, existem £ € (0,¢*] e p,o > 0 tais
que I (u,v) > o, para todo ¢ € (0,2) e para todo (u,v) € H}(Q) x Hj () com
||(U7“)HH5(Q)ng(Q) = p. Dado n > 0 seja u, como definida em (3.17). Pelo Lema 3.6,
existe t; = ¢; (n) tal que z; = (tv/au,, t1v/Buy) satisfaz I (z) < 0 e ||z1]| > p. Definimos

I'={yeC([0,1],H; () x Hy(Q)) :7(0) =0, v(1) =z}

= inf max I (y(t)).
¢ = Inf max (v (¥))

Pelo Teorema 1.18, existe uma sequéncia z, € Hy (Q) x H} () tal que quando n — oo,
I (tUp,vn) = ¢, ' (U, v,) — 0 fortemente em H ' (Q) x H (). (3.46)

Pelo Lema 3.12, (z,) é uma sequéncia limitada em H} () x H] (). Passando a uma

subsequeéncia, se necessario, podemos supor que
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Zn = (Un, V) = 20 = (ug, vp) fracamente em Hy (Q) x Hy ()

zn () = 29 () q.t.p. em Q.

Mostraremos agora que zg = (ug, vg) € solucao fraca do problema (3.1). Com efeito, como

I' (up,v,) — 0,

r (Umvn) (@17902) = 0(1) , para todo (@17802) € H& (Q) X HS (Q) )

ou seja,
o(l) = / (Vu,. Vo, + Vu, Vo) de (3.47)
Q
2 o—
-= fﬁ ) <(u:{ + u.) ! (v +UE)6 - u?‘%f) ©1dx
2p

“ari), <(u:{ +u:)” (vf + va)ﬁfl - u?vf‘1> podr,

para todo (¢1,2) € HE () x H} (Q). Analisaremos o comportamento de cada termo de

(3.47) quando n — oco. Afirmamos que

/Vun.ledx—)/Vuo.Vgoldx (3.48)
Q Q

/an.Vgpgdx—)/va.Vgogdx (3.49)
Q Q

quando n — 0o, para todo (¢1,ps) € Hi (Q) x Hy (Q). De fato, seja h : H} (2) — R dada

por h(u) = / Vu.Vyidr. Observamos que h € linear. Além disso, pela Desigualdade
Q

de Hélder, |h (u)] < ||901||H%(Q) ||u||H3(Q). Logo h é continua. Como u, — uy fracamente

em H} (Q) entdao h(u,) — h(ug), o que mostra (3.48). De maneira andloga, mostra-se

3.49). Agora, aplicando o Teorema 1.3, mostraremos que para todos o1, s € HE (),
g 0

/ (uf + )" (0 +0.) prde — / (ug +u)* " (oF +0.) prda (3.50)
Q Q

/ (4 ) (v +0)" " pade / (i +u)" (o +0.)" " oude (351
Q Q
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quando n — oo. Com esse fim, observamos que (ul +u.)*" " (v + v.)” ¢ limitada em
LP(Q), com p = 2*/(2* — 1) . De fato, aplicando a Desigualdade de Hélder com expoentes
=(2*=1)/(a—1)er = (2 — 1) /B, pela continuidade da imersao H{ () — L?" (),

/ ‘(ujl _|_u€)04—1 (UZ —i—ve)ﬂ‘zr_l dr < (/ ‘u:: +u€‘2*2(3:11)7 ) </ ‘U —|—Us 2 —1 dl‘)
Q
(/ |u! + ue| da:) </ loF + v d:v)

vt + v,

2* 2
) ’ ( ) "
2* 2*
2"
!

< [Co |t || + Muelly] ™ [Co (|0 ] + [lvello2) ]

1
o

e

= Hun + Ug

T
2% 2%

< (| funt

Como u;, v sido limitadas em HE (), segue que (u +u.)* " (v} + v.)” é limitada em

L¥ (Q). Como (u},v,}) = (ug,v]) q.t.p em ©Q, pelo Teorema 1.3,
/ (u;f + ue)a_l (v;[ + va)ﬁgpldx — / (uar + us)a_l (var + ve)ﬁ prdx,
Q 0
para todo ¢; € L* (©). Em particular, para todo ¢; € H{ (). Isso mostra (3.50).
Analogamente, mostra-se (3.51). Fazendo n — oo em (3.47) e usando (3.48) — (3.51),

I" ((uo,v0)) - (¢1,4p2) = lim " ((un, vn)) - (sp1,02) = 0,

n—oo
para todo (¢1, @) € Hg (Q) x H} (). Agora vamos mostrar que ug e v sao estritamente

positivas. Com efeito,
0=1"((ug,v)) - (ua,O)

— « a— B a—
—/(Vuo.VuO)dx—m Q((ué{—l—ue) Yod o) —ue! 'B) ugdr  (3.52)

/ ’Vuo ‘ dx — o 5 ((uar + ug)a_l (vg + Ua)’B — u?‘%f) ug dz,

Além disso, denotando Q+ = {x €Q:uyg >0} e ={reQ:uyy <0}, temos que
/ <(uar + ua)afl (vg + Ug)ﬁ - u?‘%f) u, do
Q
— / ((ug ) (of +v)” —ue ! ﬁ) ugy dx
O+
+/ ((uar —|—u€)a_1 (vg +vs)ﬂ ut ™t 5) ug dx (3.53)
o-

= /Q (u?_lvf - u?_lvf) Uy dx
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Por (3.53) e (3.52),
HuOH?:/\v%mx:o.
Q

E dai, u; =0 q.t.p. em Q e, portanto, ug = ug > 0. Analogamente, de

I' ((ug, v0)) - (0,v5) =0

obtemos que vy > 0 q.t.p. em 2. Vamos mostrar que ug,vy > 0 em 2. Pela teoria de
regularidade, (ug,vg) ¢ uma solucao cléassica de (3.1) . Suponhamos que exista x no interior
de Q tal que ug (x) = 0. Entao, ug atingiria o minimo no interior de €. Nesse caso, pelo
Principio do Maximo Forte, uq seria constante no interior de {2 e portanto, seria ug = 0.
Fazendo uma anélise analoga para vy, verificamos que vg > 0 ou vy = 0 em €. Supondo

0 caso em que zy = (ug, vg) é tal que uy > 0 e vy = 0 e substituindo em (3.1) temos

0= Off 5 (a0 0 @)™ =zt ) > 0

que ¢ uma contradicao. Com o mesmo argumento verificamos que o caso ug =0 e vy > 0

também nao ocorre. Concluimos que hé somente duas possibilidades para zy = (ug, Vo) :
(i) zo>0em Q ou (i1) 20 =0 em Q.
Se valer (i) o teorema estd provado. Suponhamos entao que vale (ii) . Vamos denotar
Uy = U} +u. e v, = v} +v.. (3.54)

Por (uy,,v,) — 2z = 0 fracamente em Hj (Q) x H} (), segue que @, — u. e v — v,

fracamente em H} (). Sabendo que I’ ((uy,v,)) — 0 e (u,,v,) é limitada, temos que

o(l) = I ((tn, vn)) - (Un,vp)

2
=zl = 255 | (@7 @) = el wade (3.55)
— QZfﬁ g ((ﬂn)a ('1771)’671 — u?vf‘1> v, d.

Afirmamos que

/Q ((ﬁn)a_l (@) — ugflvf) updr = /Q (u,)" ('U;[)ﬁ dx + o (1) (3.56)

/Q ((ﬁn>a ()" — u?vf‘1> vpda = /Q ()" (v;{)ﬁ dr +o(1). (3.57)
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Vamos mostrar apenas (3.56) pois a prova de (3.57) é inteiramente andloga. Seja QT =

{r€Q:u,(x) >0} e ={reQ:u,(xr) <0}. Entao
(@™ @) = e?) () do = [ (@) 07 =02 (@ - ) da
(T @) =) () de
_ /Q (@) ) = ) (@ — ) do

[ @)@ e [ el
Ot Qt

Observamos, pelo Lema 3.9, que
/ ()" ('ﬁn)ﬁ dr = / (U, — ue)™ (U, — UE)’B dz + / utvPdr +o(1)
ot Qt Qt
— / (u,)" (v:)ﬁdasjt/ uvPdr +o0(1). (3.59)
O+

O+

£

Agora, definimos o funcional linear h; : H} (2) — R dada por hy (u) = / u® Py dx.
Ot

Aplicando a Desigualdade de Holder com expoentes r = TR e r’ = 2* e do fato de u.

e v, serem continuas e portanto limitadas em (2, podemos obter uma constante C; > 0 de

il < ([ et ae) " ([ o' ae) " < e
Q Q

Pela imersio continua H} (Q) — L* (Q), existe uma constante Cy > 0 tal que

modo que

2% -

[ (w)] < Cy [fu

2 <Oy HUHHg(Q) :

Logo, h; é continua. Desse modo, como %, — u. fracamente em H] () entao hy (u,) —
hl (us) ; ou Sejaa

/ u® o, dr = / ulvldr +o(1). (3.60)
o+ o+

Para concluir a afirmacao, vejamos que

/Q+ e ()" (Tn)” = /Q+ uCvPdr +o(1). (3.61)

Com efeito, pela imersdo compacta Hy (Q) < L?(), para todo 1 < ¢ < 2*, e passando

a uma subsequéncia se necesséario, u, — u. em L7(Q2), para todo 1 < g < 2*. Logo
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Uy () = ue () q.t.p. em Q e |u,| < hy q.t.p. em Q, onde hy € L9(Q) e 1 < g < 2%

Analogamente, temos |v,| < hs q.t.p. em £, onde hy € L1(Q) e 1 < g < 2*. Pela

) -1 , 2r-—1
Desigualdade de Young, com expoentes r = ] er = 5
a R
~ 25 —1 g~ 251 2¢-1 251
~ a—1 |~ u v h h
un|a 1|Un|ﬁ§| n’ +‘ n‘/ < 2 + 3, ELI(Q).
r r r r

Pelo Teorema 1.2 temos (3.61). Substituindo (3.59), (3.60) e (3.61) em (3.58) obtemos
(3.56) e a afirmagao estd provada. Por (3.55), (3.56) e (3.57)

/(|Vun|2+|an|2) dx—2/ () () de > 0.
Q Q

Como (z,) é uma sequéncia limitada, podemos passar a uma subsequéncia se necessario
e obter um numero real a > 0, tal que, quando n — oo,
2 2 a
/ (IVun|” + |Vo,|°) dz — 2a, / (u)) (v:{)ﬁdx — a. (3.62)
Q Q
Primeiramente, vamos considerar o caso em que a = 0. Entao, ||z,|| — 0, ou seja, z, =

(tn,vn) — 2z = (0,0) fortemente em Hj () x H} (). Logo,

0<c= lim I(u,,v,) =1(0,0)=0,

n—0o0

o que nos dd uma contradicao. Agora, supomos a > (0. Para n € N, suficientemente

grande,
N / (IVun|* + | Von|?) da
Saﬁ (Q) < . %ﬂ
([ eal 1o )
Q
e dai,
~ at+p
Sap (Q) (/ ()" (U:[)de> < / (V| + Vo, |?) da.
Q Q
De (3.62),
S (Q)ams < 2a
Dali,
s s EE
Sup () _ jetze (sa,/;m)) iy
Observando que
a+pg 2 N
(a+p)—2 2¢—2 2’
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temos

<§a,62(9)>2 <a (3.63)

Como u, — 0 e v, — 0 fracamente em H} (Q) entao u, — u. e v, — v. fracamente em

H; (). Pelo Lema 3.9, a menos de subsequéncia,

[l ol e = [ = = vl e+ [l ol a0 (1)
—/(un)a( ) dx—l—/u?vfdx+o(1).
Q

Q

Logo,
/(|un\ 0,7 — uv )da:—/(uz)a (v;)ﬁdx—i-o(l),
Q Q

ou seja,

/ ((u:{ +u)” (vf + va)ﬁ — u?vf) dr = / (u,)" (vf{)ﬁ dr+o(1). (3.64)
Q Q
Além disso, observando que u;” — 0 fracamente em H] (€2) e repetindo a mesma prova de

(3.60) temos
/ u® Pyl de — 0. (3.65)
Q
Analogamente,
/ utvP vt dr — 0. (3.66)
Q

Segue de (3.64), (3.65), (3.66) e (3.63) que

c=1I(up,v,)+o0(1)

1
:§/Q(|Vun|2—|—]an|2) dx

2 () (6 ) )
2a

a+ 6 Jq
1

:§/Q(|Vun| —|—|an| dx— ﬁ/ dx+0()

Fazendo n — oo na igualdade acima, por (3.62) e (3.63), obtemos

2 2 (Sop\’
— — >— ?
(1 a+5)a_N<2> ’

contradizendo o Lema 3.8. Isso mostra que (i7) zg = 0 em {2 ndo pode ocorrer e o teorema

ul 1P +olx+ 26 /u?vflv;daﬁ+o(1)

estda demonstrado. m



Capitulo 4

O caso supercritico

Neste capitulo temos como objetivo relacionar a existéncia de solug¢ao do sistema (P.) no
caso supercritico a existéncia de solucao dos problemas

—Au = f(z), em Q,

u =0, sobre 012,

(4.1)

—Av=g(z), em Q,
v =0, sobre 0f).

(4.2)

Mais precisamente, demonstraremos o teorema abaixo, onde denotamos por (P.) o prob-

lema (P.) sem a condi¢do u >0, v > 0 em €.

Teorema C Seja Q um dominio estrelado do RY, de classe C', com N > 3. Sejam

a,f>1e f,geC(Q) tais que f,g # 0 em €.

(1) Se os dois problemas (4.1) e (4.2) tem solugdes nao negativas entao o problema
(/155) tem pelo menos uma solugdo ndo negativa z; = (Ue,v.) para todo € > 0

suficientemente pequeno.

(1) Se a + B > 2%, com «o,8 € (1,2*] entdo vale a reciproca do item (i). Além
disso, ||Ze|| = 0 com ¢ — 0, onde ||-|| denota a norma do espago de Banach

Hy () x H ().

Para demonstrar o Teorema C utilizamos alguns resultados que apresentamos a seguir.
Primeiramente veremos uma versao da identidade de Pohozaev [17], que é um caso especial

de uma identidade estabelecida em [16].

57
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Lema 4.1 Sejau € C*(Q)NC* (), onde Q € um dominio de classe C* em RN, N > 3,

satisfazendo u = 0 sobre 0S). Entao

/QAU(:E-Vu)dm /|Vu| dx+;/89(x n)

onde n € o vetor normal unitdrio exterior a §Q.

ou|?

d
ans

Demonstragao. Para z = (xy, ...,xy) € €2, valem as seguintes identidades:
Au(x - Vu) = div[Vu (z - Vu)] — Vu - V (z - Vu),

Vu -V (z-Vau) = [Vul? +z V(\v2u|>

|Vu|2 e |Vu|2 |Vu|2
T V( 5 = div 5 T N 5

Das tres igualdades anteriores segue que

N -2
2

|Vul®

Au (x - Vu) = div 5

Vu (x - Vu) — IVl .

Integrando em €2 e aplicando o Teorema da Divergéncia,

/QAu(x-Vu):/m

Como u = 0 sobre 052, segue que Vu = (Vu-n)n sobre 92, pois Vu é ortogonal a

(Vu - 7i) (z - Vu) — [Vl

(z-n)

N —2
dS+T/ \Vul? dz. (4.3)
Q

superficie de nivel u = 0. Dal,

/89 [(Vu~ﬁ)(:v-Vu)—

Por (4.4) e (4.3) concluimos a prova do lema. m

Vul®

1 2
(xn)] s = §/Q|Vun| (x-n)dS. (4.4)

Lema 4.2 Seja f,w € C*(Q)NC" (Q), onde Q € um dominio de classe C' em RN, N > 3,

satisfazendo w = 0 sobre 0S2. Entao

/QV(fw)-xd:I::—N/wa dx (4.5)

/Qf(x Vw)d :—N/fw d:v—/ (z- V) dz. (4.6)
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Demonstracgao. Inicialmente observamos que
div (fwz) =V (fw) -z + fw(dive) = V (fw) - + N fw.
Pelo Teorema da Divergencia,

80fw(:zc-n)dS:/Qdiv(fwx)dgz::/QV(fw)-ac dm+N/wa dzx.
Como w = 0 sobre 052, obtemos (4.5). Agora,

V(fw) - z=(fVwo+wVf) z=f(zx-Vw)+w(x-Vf). (4.7)
De (4.7) e (4.5),

/Q[f(:v Vw) +w (x-Vf)]d :—N/fwda:

Portanto,

/Qf(x V) d :—N/fwdx—/ (- V) de.

Lema 4.3 Sejam Q C RN um dominio de classe C', N >3 e wi,ws € C? (Q)NC* (D),

tais que
2
Aw, = « a+/32?1 ﬁ—i—f() em €,
a
2
_Aw2:ﬁ ath-2y0 6 l—i—g( ), em 9, (4.8)
wy; = wy =0, sobre 0f).
Entao
2N 1 2 2
(N—2— )5“+5_2/w1w2d:c+ / (x-n) Own Ouwn ds
N+2 N +2
_ At wy f d;z:+—+/w2g dx+/w1(:1:'~Vf)dx—|-/wg(x~Vg)daz.
2 Ja 2 Jo Q Q

Demonstracao. Por (4.8) e pelo Lema 4.1,

2
/Awl (m-le)dx:—ﬁsaJrﬂ_Q/w? Lwl (z - V) dx—/f (x - Vwy) dx
Q Q
(4.10)
N -2 ), 1 dw, |
=— dr + = -n) |—=——| dS.
5 /Q|Vw1| x—|—2/m(x n) - S
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Pelo Teorema da Divergéncia aplicado ao campo F' = w,;Vwy,

0= / w1 (le : ’fi) dsS = / |Vw1|2 dx + / wlAwld:v.
o0 Q Q

Dai, e de (4.8),

/|Vw1|2dx:/w1 (—Aw,) dx (4.11)
Q Q

:/le(a%fﬁaa—s—ﬂ 2 a 1 B+f( ))

Por (4.10) e (4.11) temos

2
—ﬁ€a+ﬁ2/§2w? Ll (& - V) dm—/f (- Vwy)dx (4.12)
N -2 2« N ow, 2

-2 1
_ e 2% _atp-2 a, B 2~ d - . it
5 a—l—b’g /lew2+ 5 /lef(x) x—i—z/m(x n) . S.

Por (4.6) do Lema 4.2,

/w?1 0 (- Vw1)dx——/w1<x-v<f‘1 ’3 dx—N/w1w2
Q Q

:—/wl(a—l) QQﬁ(le )
Q
- / wy fwS ™ wl  (Vw, - ) d — N/ wiwd da.
Q
Isso implica diretamente que
a/w? Ll (x - le)dzv——ﬁ/wle (Vws - )da:—N/w‘f‘wgdx. (4.13)
Q

De (4.12) juntamente com (4.13) e (4.6) do Lema 4.2,

20{ « — 6 e - N
ms +5-2 [E/lewg 1(Vw2.x)dx+g/w1w2dx}

—i—/le(Vf'x)dx—i-N/lefdx

N-2 2a +5_2/ N — 2/ 1/ ow, |
=" T o Ode + —= dr + = -n) |=—=| ds.
5 Oé—i—ﬁg Qw1w2 x + 5 lef x+2 m(x n) o S
Dali,
N—2 2a 20 N 1 dw, |
a+5—2 . s d . _1 d
c { 2 a+p oz—i—ﬁoz]/wlwz 1:—1—2/89@ n) on S

N —2 2
= [N—T] /lefdx%—/ﬂwl (Vf-x)dx—l—ﬁaawd/ﬂwf‘wg_l (Vws - x) dx.
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E assim,
a-i—ﬁ 2 1 awl 2
—2)a—2N /w wydx + / x-n)|—=—| dS
g2 | [us e
{ ;— ] wy fdr + /le (Vf-x)de + a—@swrﬁ?/ﬂw?wg_l (Vws - x) dx.
(4.14)
Analogamente a (4.12) podemos obter
- iso‘w_2 / wiwd ™ (Vw, - x) do — / g (z) (Vwy - z)dx
a+p Q Q
_N-2 23 W_Q/ . N—Q/ 1/ dws |?
= 04+6€ Qw1w2d:v+ 5 szgdx+2 m(as n) 5 ds.
Por (4.5) do Lema 4.2, deduzimos da equacao acima que
2
- —ﬁ€a+ﬁ2/w?w§_l (Vwy - z)dx + /wg (Vg -z)dx + N/wzgdx
a+p Q 0 Q
N-2 28 .., 1 O, |2 (4.15)
:ng ledeaz‘—i—— U)dil'—i—z m(xn) 8_77, ds.
Agora, somando (4.14) com (4.15), concluimos que
gath-2 ow ws |
OH_B[(N—2)a+(N—2)B—2N]/Qw1w2dx+ / (x - n)( 8n1 8_712 )dS
N +2
T+ wlfdx+—/wggdac+/w1 Vf-x d:v+/w2 Vg - x)dz,
9) Q Q

o que prova (4.9). m

Demonstragio do Teorema C. Inicialmente provamos (ii). Suponhamos que (P-)
tenha pelo menos uma solugao nao negativa z. = (U.,v.) com u.,v. € C*(Q) N C* (ﬁ) ,
para todo € > 0 suficientemente pequeno. Primeiro vamos mostrar que ||Z.|| — 0 quando

e — 0 e, em seguida, que (4.1) e (4.2) tem solugdes nao negativas. Definindo

Ue Ve
Wie = —, W2 = —,
19 19

obtemos

(—Aw.) = aQ—Eéﬁ (ew)* ! (ewse)’ + ef (x), em Q,
(- un) = 2w ) (eun) ' ey (o), em @,

EWe = EWge = 0, sobre 0f2,
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A partir disso, segue que o par (wi., wsy.) satisfaz

2
—Awla - a—fﬁ a+,3 2w?s 1w2€ + f (:E) , €In Qa

20 N
A = e ugl g (), em @ (416)
Wi = wWae = 0, sobre 0f).

Assim, pelo Lema 4.3,

2N 1 owr. > | Owse |7
N —92_— a+pB-2 e ﬂd _/ . le 2e d
< a+6) £ /lesw28 T+ ., (x-n) o B o
N +2
=5 wief doe + —— [ woeg dx + [ wie (x-Vf)dx + [ wo (x-Vg)dz
Q Q Q
(4.17)
Logo,
ow. | | 0w |?
a+pB—2 1 . le 2¢e
£ /leewkdat TN 2% /39 (x-n) (‘ o ‘ 5 )da
—l—L/w8 d:zz—i—L/w6 dx
(225 J, e P e
+—L /waxv de + ——=x~ /wax'v dx
(N27Tfﬁ)gl( f) (NQ*TJ]r\Iﬂ)QZ( g)
Como 2 é um dominio estrelado, x - n > 0 e, portanto,
catB-2 / wwh de < C (/ wie f () de + / waeg () dx (4.18)
Q Q Q
+/ wie (z-Vf(z))de+ / wae (- Vg ()) dm)
Q Q
N +2 .
onde C' = . Observamos que C' > 0 pois a + 3 > 2*. Pelo Teorema da
2 <N 92— QTNB)

Divergencia,

/ Vwi..Vwidx + / Wi Awydr = / div (w1 Vwye) dz = / (w1:Vwie - n)dS = 0.
Q Q Q By

Dai, e de (4.16),

/|Vw15\2dx:/w15 (—Awy.) dx
Q Q

2c
a+pB-2
Q 5 /Q e 25 /Q 1€f

Analogamente,

2
/ |Vw25|2dx = —Bgo‘—"ﬁ_Q / w1€w2€dl’ + / Woeqg dx.
Q Q
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Somando as duas ultimas igualdades, obtemos

/ (|Vw1€|2 + |Vw25|2) dx = 2sa+ﬂ_2/wf€w§€ +/w18f dx+/wgag de.  (4.19)
Q Q 0 0

Pela Desigualdade de Holder, por f € C! (ﬁ), por Q ser limitado e pelo Teorema 1.5,

existe C > 0 tal que

[wsae< (][ |wlg|2dac)é (f |f|2d:c)§ <C Vo,  (420)
/leg (z-Vf)de < (/Q |w15\2d93) (/Q (a:-Vf)2dx)2 (4.21)

3
< lhwrelly ( [1af |Vf|2d:c> < 4[|Vl

D=

Tomando C; > 0 maior se necessario, obtemos igualmente que

/ waeg dr < Cy ||[Vwal|, (4.22)
Q

/ wae (z - Vg)dx < Cy [|[Vwall,y . (4.23)
Q

Substituindo (4.20),(4.21), (4.22) , (4.23) em (4.18) obtemos
9 [ wul.de < Co (Vuncly + | Vusl). (424
Q
De (4.20), (4.22) e (4.24) em (4.19) segue que

||Vw1€\|§ + vangg < G3 ([[Vwiely + [[Vwa|[,)
= Gy [(IVwil)* + (1wl )]
< 2C; (|| Vwrell; + [|[Vwsl[3) *

1
Chamando A = (||Vw15||§ + ||Vw2£||§) 2. a desigualdade acima implica que A? < 2C3A4,

o que nos da A < 275, ou seja,
/ (|Vw18|2 + |Vw28|2) dr < (205)° .
)

Logo
||Vw16||2 S 203 (§] ||Vw25||2 S 203 (425)
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Por (4.25),(4.24) e pelo Teorema 1.4, existe uma constante Cy > 0 tal que

/ w? dr < Cy, / w2 dr < Cy (4.26)
Q Q

6a+ﬁ_2/w?€widx < Cy, (4.27)
Q

onde Cy nao depende de €. Como U, = cwy. e T, = cwy,, de (4.25) segue que

iy 1VEell, = g ([ Vionell, =0

lng [Vl = g Vel ], = 0

Isso mostra que ||z.|| = (||Vﬂ5||§ + ||V5€H§)1/2 — 0, quando € — 0. Agora vamos mostrar
que (4.1) e (4.2) tem solugoes nao negativas. Por (4.25), w1, e wy. sao limitadas em H] () .

Logo, podemos supor que wy. — wi, ws. — wsy fracamente em H} (), quando ¢ — 0.

Para @1, ps € C5° (), pela Desigualdade de Holder com expoentes e «, obtemos

o —

a—1, B a—1 e g
W1 w2€Q01d.CE < W w25& w2aa(701 dx
Q Q
e (e—1) 1
) Ba—1) |a=1 « B @ o
< /wf‘E Wy, * dx /w;sgol dx (4.28)
Q Q

(a—1) 1
- (/ wf‘ewgsdx> (/ wge lo1[® dx) )
Q Q

Como ¢1 € C§° (), B € (1,2%] e 2 é limitado, pela Desigualdade de Hélder com expoentes
2* *
—e

B 2=

e também por (4.26) , obtemos constantes C5, Cs > 0 tais que

B

2*
/'U)g‘S |('01|04 dx < 05 (/ wg;dl') < CG- (429)
Q )
Substituindo (4.27) e (4.29) em (4.28) segue que

a—1
«

< 078—(a+5—2)

/ w?a_lwgsgpldx
Q

Dai,

_L*l]
«@

< 078(04-1-5—2)[1

glatf=2) / wf‘;lwgsgolda:
Q
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Logo
g(atp—2) / wi;lwgagmdx — 0, quando € — 0. (4.30)
Q

Analogamente,

8(Oé'f‘/B_Q) / w?awgg_lwzd]} — 0, quandO g — 0 (431)
Q

Seja F= p1Vwi.. Pelo Teorema da Divergeéncia,

/ V1. Vwidr + / o1 Awdr = / div ?dw = ? -ndS =0. (4.32)
Q Q Q

o0

Agora, multiplicando a primeira equagao em (4.16) por ¢; e integrando em €2, obtemos

200
/gol (—Aw) dr = —60‘+52/w?51w55g01d:1:+ / f(x) prde.
Q a+ 3 Q Q
E de (4.32),
2
/ Vw..Voidr = —ae‘”ﬂ_Q / w?e_lwgscpldm + / f () pyrde. (4.33)
Q a+ 3 Q Q
De maneira analoga,
25 a+5—2 a, B-1
Vwsg.. Vipodr = ——¢ wiws, padxr + | g (x)adz. (4.34)
Q a+ 3 Q Q

Observamos que h : Hy (Q) — R dada por h(w) = /Vw.Vgoldx é linear. Além disso,
Q
pela Desigualdade de Holder,

(b ()] < [[Verlly [[Vwlly < Crl[w]l g

logo h é continua. Como wj. — w; fracamente em H} () entao h(w;.) — h(w;)

quando € — 0. Fazendo ¢ — 0 em (4.33) e usando (4.30) temos

/le.Vgoldx:/f(a:)goldaz.
Q Q

Analogamente, fazendo ¢ — 0 em (4.34) e usando (4.31), obtemos
/ Vwy.Vodr = / g (x) padz.
Q Q
Portanto, w; e wy s@o solugodes fracas dos problemas (4.1) e (4.2), respectivamente. Temos
que wi. > 0, wy. > 0 em 2. A menos de subsequéncia, wi., wy. convergem fortemente

em L7(Q), com 1 < ¢ < 2*. Logo, passando a outra subsequéncia se necessario, wie, wa.
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convergem, q.t.p em €0, para w; e wsq, respectivamente. Dessa maneira, wy,wy > 0, q.t.p.
em (2. Pela teoria de regularidade sabemos que wy, ws sao solucoes classicas dos problemas
(4.1) e (4.2). Concluimos assim que se o problema (P.) admite pelo menos uma solugio
nao negativa para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, entdo os problemas (4.1) e
(4.2) admitem solugdes nao negativas. Isso finaliza a demonstragao do item (i7). Agora,
vamos demonstrar o item (i). Com essa finalidade, vamos denotar por wug, vy as solugoes

nao negativas dos problemas (4.1) e (4.2) respectivamente. Assim, para todo € > 0,

a+
(eup) =0, sobre 0f)

Aeug) = —=f (2) = — (22567 fug|* [op) + & (), em

A(evy) = —eg (@) > = (2 Juo|* el + 2 (2)) em @,

(evg) =0, sobre 0f).

~

e dai, (eug, £vp) é uma subsolugao do problema (P.). Pelo Lema 2.1, existe £ > 0 tal que,
para todo e € (0,£), (P.) possui uma supersolucao (W.,w.) com W, > 0 em 2. Afirmamos
que W, > ugy € W, > vy em ) para todo € € (0,€). De fato, como —Aug = f (z) em €,

por (2.1) do Lema 2.1,

2a
wew?

O[—i_ﬁg £

Como w, — eug = 0 sobre 0, pelo Principio do Maximo Fraco, w. > cug em (). Analoga-

—A (W — eug) > > 0.

mente, utilizando a equagao (2.2) do Lema 2.1, obtemos que W, > vy em 2. Pelo Teorema

~

1.14, (P.) admite uma solugao (u.,v.) para todo ¢ € (0, &), satisfazendo

OSEUOSQ’I,ESE& € OSEUOS@;S@E-
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