UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

ALONSO ROMERO FUNO

Perturbacoes da matéria num modelo cosmologico

com interacoes no setor escuro

Vitéria - Espirito Santo
2014



ALONSO RoMERO FuRo

PERTURBACOES DA MATERIA NUM MODELO COSMOLOGICO COM INTERACOES
NO SETOR ESCURO

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pds-
Graduacdo em Fisica do Centro de Ciéncias
Exatas da Universidade Federal do Espirito
Santo, como requisito parcial para obtengdo do
Grau de Mestre em Ciéncias Fisicas.

Orientador: Prof. Dr. Winfried Ernst Wilhelm
Zimdahl

VITORIA

2014



PERTURBACOES DA MATERIA NUM MODELO COSMOLOGICO COM INTERACOES
NO SETOR ESCURO

ALONSO RoMERO FuNo

Dissertagdo apresentada ao Programa de Pos-Graduacdo em Fisica do Centro de Ciéncias Exatas da
Universidade Federal do Espirito Santo, como requisito parcial para obtencdo do Grau de Mestre em
Ciéncias Fisicas.

Aprovada em 29 de Abril de 2014

ComissAo EXAMINADORA

Prof. Dr. Winfried Ernst Wilhelm Zimdahl
Universidade Federal do Espirito Santo (UFES)
Orientador

Prof. Dr. Jailson Souza de Alcaniz
Observatoério Nacional (ON)

Prof. Dr. Wiliam Santiago Hipdlito Ricaldi
Universidade Federal do Espirito Santo - CEUNES

Prof. Dr. Hermano Endlich Schneider Velten
Universidade Federal do Espirito Santo (UFES)




Dedico este trabalho aos meus pais, Alonso e Hilda, aos meus
irmdos, Ervin e Diego Alonso, aos meus avos, Eulogio e
Natividad e a toda minha familia e amigos que sempre
acreditaram em mim.



AGRADECIMENTOS

Agradeco infinitamente a meus pais Alonso e Hilda, por seu grande amor, por ter me ensinado que a educagdo é
fundamental na vida, por seu grande esforco e apoio para alcancar meus objetivos e muitos outros ensinamentos
que me tornaram um ser humano melhor.

A meus irmaos Ervin e Diego Alonso por seu grande amor e porque eles sdo a minha motivacao para continuar
lutando por meus objetivos a cada dia.

A meus avés Eulogio e Natividad pela sua preocupac@o e oragdo a Deus para cuidar de mim.

A meu orientador Winfried Zimdahl por confiar em mim para a realiza¢do deste trabalho, pelas muitas vezes
que dedicou a esclarecer e discutir muitas questdes sobre cosmologia, pelo exemplo de pesquisador e por muitas
outras coisas que vao tornd-lo um exemplo para mim.

A meu co-orientador e amigo Wiliam Santiago por sua contribuicdo para a realiza¢do deste trabalho e pelos
bons momentos da minha estadia em Sdo Mateus .

A meu amigo Rodrigo por sua amizade desde o primeiro momento que cheguei ao Brasil e por seus conselhos
para a realizacdo deste trabalho.

A Carolina, Alefe, Cdssio, Thiago Caramés, Daniel e todos os meus outros companheiros da pés-graduacio
por sua amizade e grandes momentos de futebol.

A meus primos: Guillermo, Luis, Antonio e Karina que fizeram minhas estadias no Perd muito agradaveis, a
meus tios: Justo, Jhony, Moises, Bony, Mary e todos os outros membros da minha familia por seu grande apoio
moral.

Aos amigos da minha reptblica Yopo-Mandia: Jhonny, William e Marcelo por seu grande apoio e companhia
em meus ultimos meses no Brasil e a todos os meus conterrdneos pelos momentos de fraternidade e diversao.

Ao secretdrio da P6s-Graduagao em Fisica, José Carlos Cruz pela sua boa vontade em ajudar e por sua amizade,
muito obrigado Z¢.

Ao Cosmology Group - UFES onde aprendi muito sobre a pesquisa atual em Cosmologia.

A CAPES (Coordenagio de Aperfeiconamento de Pessoal de Nivel Superior), pelo suporte financeiro e a Uni-
versidade Federal do Espirito Santo (UFES).



“Nunca considere o estudo como uma obriga¢do, mas como
uma oportunidade de penetrar no lindo e maravilhoso mundo
do conhecimento.”

Albert Einstein.



Resumo

Interacdes no setor escuro mudam a dindmica cosmoldgica padrdo. Em particular, elas podem ser
relevantes para aliviar o problema de coincidéncia. Nesta dissertacdo estudamos um modelo cos-
moldgico no qual a matéria escura e a energia escura interagem de tal forma que a razdo entre as
densidades das energias obedece uma lei de poténcia com respeito ao fator de escala. Este modelo
foi introduzido na literatura para abordar o problema de coincidéncia e sua dindmica do fundo homo-
géneo e isotrdpico ja foi estudado em trabalhos anteriores. O presente trabalho estende este modelo
para incluir desvios da homogeneidade no Universo. Pequenas perturbacdes da homogeneidade po-
dem crescer devido a instabilidade gravitacional para finalmente formar as estruturas que observamos
atualmente. Enquanto estas inomogeneidades sdo pequenas, seu crescimento pode ser estudado por
uma teoria perturbativa de primeira ordem. Fizemos um estudo dessa dindmica perturbativa tanto no
nivel newtoniano quanto no relativistico. Por outro lado, atualizamos os estudos anteriores da dina-
mica do fundo considerando amostras de dados de supernovas mais recentes na literatura. No fundo, o
modelo € testado contra os dados de Supernovas do tipo Ia das amostras SDSS, Constitution e Union
2.1. No ambito de uma teoria Newtoniana simplificada estudamos a influéncia do acoplamento entre
matéria e energia escuras na dindmica das perturbacdes da matéria. Na base de uma teoria relativista
invariante de calibre calculamos o espectro de poténcia da matéria e confrontamos os resultados com
os dados da estrutura em larga escala dos projetos 2dFGRS e SDSS DR7. Além disso, € feita um
andlise conjunta do nivel de fundo com o nivel perturbativo.

Palavras-chaves: cosmologia, energia escura, matéria escura, perturbacdes cosmoldgicas.



ABSTRACT

Interactions in the dark sector change the cosmological standard dynamic. In particular, they can be
relevant to alleviate the problem of coincidence. In this thesis we study a cosmological model in which
dark matter and dark energy interact in such a way that the ratio between the densities of the energies
obeys a power law with respect to the scale factor. This model was introduced in the literature to
address the problem of coincidence and the dynamics of the homogeneous and isotropic background
has been studied in previous works. The present work extends this model to include deviations from
homogeneity in the Universe. Small perturbations of homogeneity may grow due to gravitational
instability to finally form the structures that we observe today. While these inhomogeneities are small,
their growth can be studied by a perturbation theory of first order. We did a study of this perturbative
dynamics both at the Newtonian and the relativistic levels. On the other hand, we actualize previous
studies of the background dynamics by taking into account the most recent SNIa data. Basically,
the model is tested against data from type Ia supernovae samples of SDSS, Constitution and Union
2.1. Within a simplified Newtonian theory we study the influence of the coupling between matter and
dark energy on the dynamics of matter perturbations. On the basis of a relativistic gauge invariant
theory we calculate the power spectrum of the matter and confront the results with data from the
large-scale structure of the 2dFGRS and SDSS DR7 projects. Moreover, we perform a joint analysis
of the background level with the perturbative level.

Keywords: cosmology, dark energy, dark matter, cosmological perturbations.
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Capitulo

INTRODUGAO

O conjunto dos dados observacionais atuais (1) estd indicando que aproximadamente 95% do subs-

trato cosmolodgico € invisivel e s6 se manifesta através de sua ag¢ao gravitacional.

No ambito da teoria da relatividade geral de Einstein, a conclusdo mais aceita é que estes 95% estao
formando um "setor escuro"de natureza ndo baridnica. Este setor € normalmente dividido em energia
escura e matéria escura. Energia escura € uma componente exdtica com uma pressdo negativa que

domina dinamicamente o universo atual.

Na teoria de Einstein uma pressao efetiva negativa € necessdria para entender a expansao acelerada
do universo, onde esta ultima € uma das questdes mais importantes da cosmologia moderna e que
foi descoberta e tem sido verificada por observagdes de Supernovas tipo la (2), radiacdo cosmica de

fundo (CMB) (3) e oscilagdes acusticas baridnicas (BAO) (4).

Matéria escura, por outro lado, € matéria sem pressao, necessdria para explicar a origem das estruturas

cOsmicas.

A natureza da matéria escura e da energia escura € objeto de intensos estudos em todo o mundo, tanto

do ponto de vista tedrico quanto observacional.

A maior parte das investigagdes feitas atualmente € fenomenoldgica e baseada na hipétese que matéria
e energia escuras evoluem independentemente, ou seja, suas energias obedecem leis de conservacao

separadas.

Mas existe uma linha de pesquisa onde se leva em conta a possibilidade de uma interagdo ndo gravi-
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tacional entre matéria escura e energia escura [(5), (6), (7)].

Esta interacdo entre energia escura e matéria escura pode também ser proposta como um meio de
procurar aliviar um dos problemas que tem o modelo padrdo, chamada "Why now?"ou problema da
coincidéncia, o qual diz: "Porque as densidade de energia de ambas componentes escuras sdo da

mesma ordem hoje?".

Como é sabido, no cendrio do ACDM, as densidades escalam como py o« pya®, enquanto em uma
teoria sem problema de coincidéncia, espera-se py o< py. Em (8), Dalal et al. sugerem uma forma
fenomenoldgica para a razdo das densidades da matéria escura e energia escura py o« pya * para

testar o problema de coincidéncia.

Diferentes aspectos da dinamica no fundo homogéneo e isotrépico deste modelo ja foram estudados

e confrontados com os dados observacionais [(9), (10)].
Aqui nés pretendemos complementar este modelo com uma andlise da dindmica perturbativa.

Entdo o alvo principal desta dissertacdo é o estudo da dindmica perturbativa num modelo no qual
matéria e energia escuras interagem de tal maneira que a razdo entre as densidades da energia das
componentes obedeca uma lei de poténcia no fator de escala. Daqui adiante este modelo é chamado

de modelo scaling.

Calculamos o contraste de densidade da matéria num formalismo invariante de calibre e confrontamos

o espectro de poténcia da matéria com os dados observacionais.

Preparando a andlise perturbativa, atualizamos também estudos anteriores da dindmica do fundo e

testamos esta dindmica com as amostras mais recentes na literatura.

A presente tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo 2 revisamos as nog¢des bdsicas da
cosmologia, como as equacdes de Friedmann, o modelo padrio ACDM e uma descricdo breve de

alguns modelos alternativos de energia escura.

No capitulo 3 estudaremos a teoria de perturbacdo linear no nivel Newtoniano (vélida para esca-
las menores do raio de Hubble) para o caso de um fluido estético e em expansdo para logo abordar a
andlise desta teoria no nivel relativista (védlida para todas as escalas), num formalismo invariante de

calibre.
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No capitulo 4 apresentaremos as caracteristicas basicas da dinamica do fundo homogéneo e isotrépico
para o modelo Scaling, para logo avaliar a sua compatibilidade com os dados observacionais a partir
de testes com Supernovas Ia. Aqui os testes com Supernovas sdo realizados utilizando trés amostras

diferentes: SDSS, Constitution e Union 2.1.

O capitulo 5 serd exclusivo para o estudo das perturbagdes cosmoldgicas aplicado ao nosso modelo.
Aqui faremos o estudo no nivel Newtoniano, onde se fez uma andlise da equagao central para as per-
turbacdes Newtonianas.

Além disso, se fez um estudo no nivel relativista, onde é determinado o espectro de poténcia da ma-
téria que foram confrontados com os dados de estrutura em grande escala dos projetos: 2dFGRS e
SDSS DR7. Nesta ultima parte o teste de fundo, considerando s6 a amostra Union 2.1, sera combi-

nado com os teste no nivel perturbativo para uma anélise final.

Finalmente no capitulo 6, apresentamos as conclusoes.
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Capitulo

CosmoLoaIA PAabrRo

Chamamos de cosmologia padrao aquela oriunda dos estudos da Relatividade Geral de Einstein,
segundo a qual a interacdo gravitacional passa a ser interpretada como um efeito da curvatura do
espaco-tempo [(11), (12)]. Esta curvatura pode ser entendida como uma consequéncia provocada
pela presenca da matéria-energia (considerar que também temos curvatura no espago-tempo devido

ao vicuo). Esta relagdo estd contida nas equagdes de Einstein (ver apéndice A)

1 &G
Gpv = R,uv - EgﬂyR = C—4Tﬂv. (21)

Como a consequéncia das identidades contraidas de Bianchi, conclui-se que a derivada covariante das

equagoes do campo gravitacional € identicamente nula. Isto implica que a distribu¢do de matéria deve
1

ser conservada

1
(R’“ - 5gWR) =0 = T"=0. (2.2)

Dessa forma, € evidente que a inclusdo de um termo constante multiplicado pela métrica no termo
geométrico ndo afeta a estrutura das equagdes de campo, no sentido que as identidades de Bianchi
ainda sdo satisfeitas

8nG

1
Gw=R, - Eg”VR +Aguy = TT#V. (2.3)

Essa constante cosmoldgica foi introduzida originalmente para descrever um Universo estatico, € apds
a constatacdo de que ele se expande foi descartada. Atualmente, sabendo que o Universo se encontra

numa fase de expansao acelerada, a constante cosmolégica foi resgatada e se apresenta como uma das

IDe fato as leis de conservacio podem ser obtidas desta condigio.
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possibilidades de descrever a energia escura’.

Os indices gregos variam entre 0 até 3. O lado esquerdo da equacdo [2.3] carrega as informacgdes
sobre a geometria do espaco-tempo, através do tensor métrico g, € de suas derivadas, que definem o
tensor de Ricci R, e o escalar de curvatura R. Ja no lado direito, temos o tensor energia-momento,
que ird conter informagdes sobre a constitucao do universo, quais elementos o preenchem, com quais
densidades de energia e qual € a pressdo que os caracterizam. A grandeza G ¢é a constante da gravita-

¢do, que na Relatividade Geral permanece constante.

Atualmente existem motivagdes fortes para se acreditar que o Universo visivel € isotrépico. Os da-
dos da radiacdo cosmica de fundo, detectada nos anos 60 (13), que fornecem uma "foto"do Universo
quando ele tinha apenas 380.000 anos, indicam que nesta época o desvio da isotropia do universo era

da ordem de 107> (14).

Entdo, o principio cosmoldgico, usado como base de modelos tedricos por conferir simplicidade
ao formalismo, agora tem argumentos observacionais que justificam seu uso. Matematicamente, essa
homogeneidade e isotropia do universo em largas escalas é descrita por um espago-tempo que possui
simetria maxima espacial. Entdo, seguindo este pensamento, o modelo padrdo e os modelos aqui
estudados sdo construidos segundo uma métrica com maxima simetria espacial, chamada de métrica

de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW):

dr?
ds* = =cdt* + d*(t) —+ r (a’02 + sen29d¢2) , (2.4)
1-Kr
onde as coordenadas (ct,r,0,¢) sdo co-médveis (15). A funcdo a(z) € o fator de escala, e seu comporta-
mento nos diz sobre a dindmica do Universo: se ele estd em expansdo, contracao ou com configuracao
estacionaria. Este fator serd a chave para estimativa de distancias fisicas, ou grandezas com dimensao

de distancia. A constante K pode assumir os valores +1, 0 e -1, correspondendo a universos fechado,

plano e aberto, respectivamente.

ZNeste trabalho, consideraremos um modelo em que a energia escura é descrita por um fluido dindmico e nio como
uma constante cosmoldgica.
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2.1 Desvio para o vermelho

Uma informagdo importante sobre o fator de escala a(f) é obtida através da observacdo dos deslo-
camentos nas frequéncias da luz emitida por objetos muito distantes, por exemplo, um sinal de luz
emitido de uma fonte na coordenada r = r, num tempo ¢ = ¢, que chega a um observador na coor-
denada r = ry num tempo ¢ = t,, percorre uma geodésica nula (ds*> = 0), por [2.4], o sinal de luz na

dire¢do radial serad
a*(t)

ds* = —=c*dr* +
’ ¢ 1 -Kr?

dr* =0, (2.5)

ou

cdt 14 (2.6)

a(r) V1 - Kr?
Adotemos o sinal negativo, ja que, na trajetéria da luz emitida, r diminui com o passar do tempo.

Fazendo a integragdo entre os limites emitido e observado respectivamente, temos

" cdt f"’ 1
—_—=- —dr. 2.7)
~ff: a(t) Te Vl — K}’z

Se outro sinal de luz for emitido no tempo ¢, + At,, chegara ao detetor no tempo #, + At.

10+AL dt ) 1
f «“r__ f - dr 2.8)
tornr, A re V1 —Kr?

Subtraindo [2.8] de [2.7], obtemos

1o dt fo+Aty dt
f @ f “ oo (2.9)
te a(t) to+At, a(t)
A segunda integral pode ser escrita como
to+Aty dt 10 dt to0+Aty dt to+At, dt
f "_:f C_+f C__f cdr. (2.10)
oA, a(r) f, a(t) 1 a(t) f, a(r)
e com [2.10] em [2.9], obtemos a forma seguinte
10+ALy dt to+At, dt
f o f . Q.11
10 a@®) J, a(t)

Considerando que At e Az, sdo, respectivamente, os intervalos temporais entre a emissao e deteccao

do primeiro e segundo sinais, € portanto pequenos em comparaciao com a evolugdo do fator de escala,
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podemos considerar estes constante no calculo das integrais acima, de onde obtemos

cAt,  cAp
a(t,)  a(t)

(2.12)

Os comprimentos de onda da luz emitida A,, e da luz recebida A, relacionam-se com os periodos das

ondas por A, = cAt, e Ay = cAty. Logo

L2
A defini¢do usual do redshift é
Ao — A,
7= Oﬂe , (2.14)
temos entdo que
[ 4= %0 _ o (2.15)

Z = =
a(t,) a

Esta expressdo relaciona o desvio espectral z com o fator de escala a(f), onde a, € o fator de escala

atual e a equacgao [2.15] mostra que o desvio espectral de uma galdxia € uma medida do fator de escala

do universo quando a luz foi emitida. Num Universo em expansao a(fy) > a(t,), e portanto, z > 0.

2.2 Distancia de luminosidade

As medicdes de distincia entre objetos no Universo € um assunto fundamental no estudo de qualquer
modelo cosmolédgico. O problema reside na definicdo dessas distancias no cendrio de um universo
curvo e em expansao.

Quando ¢é adotada a métrica de FLRW, e aceitando que o universo, de fato, estd expandindo-se, a
definicao de distancia entre objetos muda. Num universo em expansdo, a separacao entre objetos €
uma quantidade dindmica e depende da geometria do espago-tempo. Na literatura normalmente se
conhecem trés tipo de distancias: distancia prépria, distancia de diametro angular e distancia de lumi-
nosidade. Nesta parte vamos ter em consideracdo s6 a distancia de luminosidade para o caso de um

universo espacialmente plano (K = 0).

Num universo estdtico e euclideano, se conhece que a propagacdo do sinal de uma fonte pontual
se d4 em frentes esféricas, de tal forma que um detector situado a uma distancia d da fonte medird um
fluxo, ou intensidade, com valor

f= (2.16)
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onde L € a luminosidade desta fonte, ou seja, a poténcia por ela irradiada. Se define a fun¢do chamada

distancia de luminosidade d;, como
L

d; = +|—.
L Arf

2.17)

A tltima defini¢do € chamada de distancia por sua dimensao.
Consideremos, por simplicidade, um espago euclideano. Entdo tendo em considera¢do que a fonte
emite fétons num instante z,,, no momento da observacgao, 7,,,, eles estardo espalhados em uma

superficie cuja area propria serd, no espago euclideano,
A(t()bs) = 47rdp(tobs)2 = 47(61%]’2, (218)

onde d, € a distancia propria.
Quando um fotén € emitido, sua energia é E,,, = f—c, e o fator de escala é a. Mas devido ao redshift,

em 1, temos

tO N
Aans = L0 = (14 DA, 2.19)
a
entdo a energia ficara como
Eobs
Eops = —. 2.20
"= T2 (2.20)

Tendo em conta a mesma andlise realizada, para o caso de redshift, o intervalo de tempo entre a
emissao de dois fotons e a recepcao dos mesmos também serd alterada por causa da expansdo. Con-
siderando o intervalo na emissdo At,,, a distdncia propia entre eles é cAt,,,. Na observacdo esta
distancia seré cAt,, (1 + z), e o intervalo de tempo na dete¢do At,,; = At (1 + z). Como fluxo € dado

pela poténcia detectada dividida pela drea na qual a energia estd espalhada, temos

Eops Eem/(142)
_ B _ Bl _ L 2.21)
drnair?  Anajrr Anajri(l + 2)? '
A quantidade [2.17] é dada por
dp = apr(1 +z) = d,(to)(1 + 2), (2.22)
onde para baixos redshift se aproxima ao valor da distancia prépria, a qual estd definida como
Y4
d
d,(to) = ¢ < (2.23)

0o HR)'
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Usando a equacdo [2.23] em [2.22], temos a distdncia de luminosidade em termos do pardmetro de

Hubble,
Z dZ
dp =c(1+ —. 2.24
L=l +2) fo T (2.24)

Introduzindo a relacdo E(z) = Hio, obtemos

ol +72) *dz
dp = ) f(; EQ)’ (2.25)

a qual é chamada de distancia de luminosidade para o caso de um universo espacialmente plano
(K =0).
Esta grandeza é muito util quando temos um objeto astrondmico que possui uma luminosidade co-

nhecida. Este objeto é chamado de vela padrao.

2.3 O conteudo material do Universo

O principio cosmoldgico permite que o universo seja descrito como um fluido tipo-perfeito, e as iden-
tidades de Bianchi garantem que esse fluido seja conservado, ou seja, que a derivada covariante do
seu tensor energia-momento seja nulo. Por exemplo, 0 modelo padrio descreve o universo composto
por trés componentes de natureza distintas: radiacdo, matéria e energia escura. Cada um desses inte-

grantes também € descrito por um fluido perfeito conservativo.

Aqui serd apresentada uma breve descri¢do da dinamica de um fluido perfeito, para assim chegar

a obter as equagdes de balanco de energia e de momento.

Descricao de um fluido perfeito

Se sabe que um fluido perfeito estd definido por um tensor energia-momento da forma seguinte?

T,uv =P8 t+ ph,uv, (2.26)

3 A partir de agora considera-se nesta tese a velocidade da luz igual a unidade (c* = 1).
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onde p e p sdo respectivamente a densidade e a pressao do fluido perfeito, € A, € o tensor de proje¢ao

ortogonal a quadrivelocidade, definido como
hyy = guy + Uylty, (2.27)

onde u, € a quadrivelocidade do fluido.

A dindmica de cada um dos fluidos € dada por uma equagdo de estado que relaciona a pressao com
a densidade do fluido p = p(p). Consideramos uma equacdo de estado simples para descrever os
fluidos de nosso interesse.

p=wp, (2.28)

onde w € o parametro de estado constante. Para ter uma descri¢do da dinamica de um fluido perfeito
temos que ter em conta as leis de conservacdo, as quais sdo: as equacgdes de conservagdo da energia e
do momento.

A equacdo de conservacao da energia é obtida através da projecao da derivada covariante do tensor
energia-momento na quadrivelocidade

—u,T" =0. (2.29)

Considerando [2.26] e [2.27], a equagdo anterior fica
Pp+0+p) =0, (2.30)

onde o escalar de expansao foi definido como ® = u!, e além disso p = p ,u".
A equacao de conservacdo do momento € obtida através da projecdo da derivada covariante do tensor

energia-momento no tensor [2.27], obtendo

(o + p)it* = —p g, (2.31)

onde it = u,.,u’.
As equacdes [2.30] e [2.31] podem ser usadas para determinar a dindmica dos fluidos perfeitos com a

especificacdo da equacdo de estado.
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2.4 Dinamica de Friedmann

Ao introduzir a métrica [2.4] nas equagdes de campo de Einstein [2.3], sdo obtidas equagdes para o fa-
tor de escala a(¢), e para ter uma solucao vidvel € conveniente introduzir o tensor de energia-momento
T,,, de um fluido perfeito definido em [2.26], o qual € compativel com a hipéteses de homogeneidade e
isotropia. Agora, no lado esquerdo da equagéo [2.3], as componentes G|, se anulam e as componentes

G; sdo proporcionais ao delta de Kronecker 6}

Gy =5 (a+K)-A, (2.32)
i 1 .. .2 i

G = — (2aa + & + K)5, (2.33)
e considerando as componentes 7 e T;. de [2.26], as equagdes de campo [2.3] sdo reduzidas a duas

equagoes independentes

ay¥ 881G K A
ay_ont - R A 2.34
(a) 3 a? * 3’ (2.34)
i 4nG A
g T r3p) 2 (2.35)
a 3 3

Estas equacdes sdo conhecidas como as equagdes de Friedmann. A segunda equagdo também € co-
nhecida como a equacdo para a aceleragdo do universo.

Derivando a equagdo de Friedmann [2.34] e combinando-a com [2.35], € obtida a equacdo de balanco
da energia [2.30], onde no fundo homogéneo e isotrépico € @ = 3%. Combinando a derivada temporal

da equagdo de Friedmann [2.34] com a equagdo [2.35] obtém-se o seguinte

(2) = ~4nG o+ py+ = (2.36)
a a

Dada a equacgao de estado da forma [2.28], a equagdo balanco da energia [2.30] pode ser integrada
para obter p = p(a), resultando

p oc a2, (2.37)
Substituindo esta relagdo na equagado [2.34], o fator de escala a(7) pode ser calculado.
Agora, considerando que o Universo é composto de N componentes (matéria ordinaria, radiagao,

matéria escura fria, etc.), com pardmetros de equacdes de estado diferentes w;, a equacgdo [2.37] é

vélida apenas para cada componente por separado, enquanto elas nao interagem. Se a densidade atual
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de cada componente é denotada como p;, entdo a densidade total da energia do universo é*

N
p=> poa ™, (2.38)

onde foi considerado que a, = 1 para o tempo presente’. Desta maneira a equacdo de Friedmann

[2.34] pode ser escrita como

1 871G + ; K A
- _n =3(1+w;) T -
(2) == Z S+ (239)

O parametro de Hubble € definido como H = f—; para estimar a taxa de expansao do universo.

Parametros observacionais

Uma descricao dindmica do universo exige o conhecimento de pelo menos trés parametros fisicos: o
parametro de Hubble H, que mede a presente taxa de expansao, parametro de densidade €; que mede
a contribucdo relativa de cada componente do fluido césmico e o pardmetro de desaceleracdo gy que
mede a variagdo da taxa de expansdo (se o universo acelera ou desacelera), mas gy ndo € um parame-
tro independente gy = ¢o(£). O valor total do parametro de densidade € também uma quantidade
importante, pois determina se a geometria espacial do universo € fechada, aberta ou plana (16). Aque-

les pardmetros sao de muita importancia para a verificagdo observacional de um modelo cosmolégico.
O parametro de Hubble [2.39] se escreve no tempo atual (a = ap = 1) como
8nG A
2 S — Iy — —
H} = Z po+ 5 - K (2.40)
E comum expressar o parimetro de Hubble em unidades de 100kms™'Mpc™", assim
Hy=100hkm s' Mpc™', (2.41)

onde 4 é um parametro adimensional, que foi introduzido para diminuir a faixa de incerteza nas

medicoes.

4Onde o indice i nesta dissertacio s6 vai descrever em particular as seguintes componentes (matéria ordinaria, radiacio
, matéria escura fria).
>No que segue desta dissertago, vai ser considerado este valor para ap = 1.
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Por outro lado, a equagdo [2.39] pode ser escrita da seguinte forma

871G A
K=H szi+——1 . (2.42)

3H? — 3H?
E facil notar que a curvatura do espaco serd dada pelo conteudo de energia do universo e o valor da
constante cosmoldgica.
Agora para cada componente do universo é conveniente definir a quantidade €);, denominado pa-

rametro de densidade, que € definido como a razdo da densidade de energia de uma determinada

componente com uma densidade critica p, = %
i 81G A K
Qi = p_ — Lp Q/\ e Q[( = (2'43)

oo 32T PNT 3 T @HY

Com o uso destas defini¢cOes a equacdo de Friedmann [2.40] se escreve de uma forma mais compacta

N
Z Qi+ Qp +Qx = 1. (2.44)
i=1

A equacio [2.44] liga a curvatura do universo Qx ao contetido de matéria-energia Y% | Q; e 4 constante

cosmoldgica 25, onde se definimos a quantidade €2, = Zfi 1 Q; + Qp, a expressdo [2.44] se escreve

como
K

a’H?

Qi —1 (2.45)

Deste jeito conhecendo €2, € possivel determinar a geometria do universo:

Q,,; > 1 = universo fechado (esférico)
Qs <1 = universo aberto (hiperbdlico)

Q,,, =1 = universo plano
Assim, a equacdo para a evolucao do indice de expansdo pode ser escrito como

H
ﬁ = Z Qioa_3(l+wi) + QKCZ_Z + QA, (246)
0 i=1

— P _ 811G

onde Q;y = = 300 € o parametro de densidade atual da componente em questdo. Escrevendo a
Pco 3H0

ultima equacdo em funcdo do redshift z temos

H2

N
H D Qo1+ 21 + Qi1 + 27 + Qp. (2.47)
0 i=1
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Na compreensdo da dindmica da expansao do universo, também € importante definir o parametro de

desaceleragdo
aa
q9=—"7> (2.48)
a

que nos dd a informacao sobre a mudanga temporal da expansdo mesma. Agora, para escrever [2.48]

em funcdo do fator de escala e o parametro de Hubble, é preciso fazer

. dPa d ad. .. dH
a = W = E((IH) = CIE + Ha = a%a+Ha, (249)

de [2.49] em [2.48], € encontrado o parametro de desaceleragao como fungdo do fator de escala
ga) =-1-——. (2.50)
a

Agora com ajuda da equagdo [2.15], encontramos o parametro de desaceleracdo em funcao do redshift

(1+2)dH
H(z) dz’

q(z) =-1+ (2.51)

que pode servir para qualquer modelo cosmol6gico proposto.

2.5 Modelo padrao

O modelo atualmente tido como padrao, conhecido como ACDM (CDM da suas iniciais de Cold Dark
Matter), que é dominado por uma constante cosmoldgica. E aquele para o qual os dados observaci-
onais se apontam. Este modelo é construido no cendrio da Relatividade Geral, dirigido pelos dados
observacionais atuais. Observagdes diretas e indiretas constatam a existéncia de matéria baridonica e
radiacdo. Além disso a andlise do espectro de anisotropias da CMB (de suas iniciais em inglés Cosmic
Microwave Background), indicam que o universo é espacialmente plano, ou muito aproximadamente
plano, ou seja Qg =~ 0. de forma que o parametro de densidade total de matéria e energia deve ser

igual a 1 (1).

Observagoes de dindmica de galdxias e lentes gravitacionais estimam uma densidade bem maior de
matéria nestas estruturas do que a densidade baridnica esperada. Como esse grande excedente nao

interage com fétons ou qualquer outra particula, ele € entdo denominado matéria escura (17).
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Baseando-nos em estudos realizados recentemente pela Agéncia Espacial Europeia, feitos com o
telescopio Planck, os quais divulgam valores para os pardmetros de densidade atual de cada com-
ponente (1). Segundo esse estudo, a componente de matéria €, corresponde a aproximadamente
31.35% do universo, onde 4.9% corresponde ao percentual de matéria baridnica Qp, € 0 resto corres-
ponde 2 por¢do de matéria escura®. Assim temos que mais da metade de sua composi¢io é de algo
totalmente desconhecido, mais exético que a matéria escura. Esta componente exdtica que contribui

com 0 68.25% de energia do universo é conhecida como energia escura’.

No que segue, fazemos uma pequena descricdo das componentes do Universo por separado. Para

isso usamos a equacgdo [2.37] para os casos seguintes.

2.5.1 Radiacao

Para a componente de universo que consiste de particulas relativisticas ou radiacdo, o parametro de

estado é w = 1/3, e usando a equacdo [2.37], obtemos

PR = Proa . (2.52)

Entdo, substituindo [2.52] em [2.43], a densidade da radiagdo pode ser escrito como

3H; »
PR = %QRQQ . (253)

Fazendo uma comparacdo deste resultado com o resultado da secdo 2.5.2 podemos ver que a com-
ponente de radiagdo dominou o universo em tempos remotos, porém, uma vez que seu decaimento
¢ mais acentuado, sua contribu¢do ao valor total €, hoje é desprezivel. Essa fase de tempo remoto
€ chamada de era dominada pela radiagdo. Entdo para essa era a dependéncia temporal do fator de

escala pode ser determinada com a equagdo de Friedmann [2.34]
aoct'?, (2.54)

Pode se verificar que neste caso o universo se encontraria em uma fase de expansdo, uma vez que

a oc 1712 & positivo, porém essa expansio seria desacelerada pois d oc —¢~3/? é negativo.

 Aqui estamos considerando que atualmente a contribucio da radiagio é desprezivel.

"De acordo com a andlise dos dados de Supernovas, o universo encontra-se atualmente em expansio acelerada, o
que sugere que a energia escura ndo é predominantemente composto por matéria - caso o fosse, o cardter atrativo desta
provocaria a desaceleragdo da expans@o.
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2.5.2 Matéria

No contexto do modelo ACDM a componente de matéria pode ser considerado como a soma de duas
componentes: a matéria baridnica e a matéria escura fria. J4 que dinamicamente essas componentes
podem ser descritas de forma conjunta, uma vez que possuem o mesmo parametro de estado w = 0.
Até a descoberta da expansdo acelerada do universo acreditava-se que ele era dominado por matéria
(modelo Einstein-de Sitter). Neste caso, a evolugdo temporal para a matéria pode ser obtida através

da aplicacdo de seu parametro de estado na equcao [2.37]

Pm = ,Dm()a_3 = Pm= _OQmOa_Sa (255)
Vs
onde Q0 = Qcpmo + Qpo. Além disso, a dependéncia temporal do fator de escala também pode ser

determinada com a equacdo de Friedmann [2.34]
a3, (2.56)

Neste caso é fécil verificar que a expansao também se daria de forma desacelerada uma vez que

1/3

a oc 713 & positivo e i oc —t4/* é negativo.

2.5.3 Energia escura

Na atualidade, as observacdes de supernovas distantes (2), do fundo de microondas (18) e da estru-
tura em grande escala (19) ddo evidéncia suficiente de que o Universo estd passando por uma fase de
expansao acelerada. Isto requer a presenca da energia escura. O modelo padrao ACDM adota a cons-
tante cosmoldgica como a energia escura. Dinamicamente, pode-se absorver a constante cosmoldgica

na equacao de Friedmann [2.34] definindo para a energia escura uma densidade de energia constante

igual a
- A 3Hg Q 2.57
PA= 872G = 8aG M (27)
Com um parametro de estado w = —1, entdo a equacao de estado é
PA = —Pns (2.58)

onde justamente a pressdo negativa seria a responsavel da expansao acelerada do universo. Essa equa-

¢do de estado € a equacgdo de estado do vécuo, e por isso hd uma tentativa de associar a energia escura
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ao vacuo. Contudo, a constante cosmoldgica apresenta problemas no regime tedrico-observacional
(20).
A partir da equacao de balanco da energia [2.30] para um universo preenchido apenas por energia es-
cura (modelo de Sitter (21)) reproduz um fluido com densidade de energia constante, que estd acordo
com [2.57]

oa =0 = pp =const. (2.59)

Neste caso, a equagdo de Friedmann [2.34] resulta numa dependéncia exponencial do fator de escala

com o tempo

32 =AY = ai) « e, (2.60)
a

Onde temos que a expansao ¢ acelerada, uma vez que a e d sao todos positivos.

2.5.4 Modelo ACDM plano

O modelo ACDM, ¢ aquele que considera o Universo contendo a constante cosmoldgica e a matéria
escura. Agora a partir de [2.39], o fator de escala num universo dominado pela constante cosmoldgica

e a matéria escura com K = 0, pode ser obtido da seguinte maneira
a 2
(—) = H} (Quoa™ + Q). (2.61)

cuja solugdo é dada por

A

1/3 —
) sinh?/3 [—3 2
2

a(t) = (% Hot]. (2.62)

A partir da equacdo [2.61], o parametro de Hubble em fun¢do do redshift € expresso como

=

H(z) = Ho |Quo(1 +2)° + Q4| (2.63)

onde se satisfaz que Q,,0 + Q5 = 1. O parametro de desaceleracdo [2.51] pode ser calculado agora

(1+2) 3Q0(1 + 2)?
=-1+ 2.64
CI(Z) 2 Qmo(l + Z)3 +1- QmO ’ ( )
que para z = 0 medido hoje, o parametro de desaceleracao se reduz a forma
3
qo = =Qumo — 1. (2.65)

2
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Por outro lado, pode ser calculado o redshift para o qual g = 0, ou seja a transicao da fase desacelerada

para a fase acelerada, isso pode ser feito, igualando a zero o lado esquerdo da equagao [2.64]

B 1/3
S [M] 1L (2.66)
QmO

2.6 Modelos alternativos de energia escura

Em busca de evitar, ou a0 menos amenizar, os problemas do modelo ACDM em largas escalas, algu-
mas classes de modelos alternativos de energia escura foram e continuam sendo propostas na literatura
[(22), (23)]. Cada uma dessas classes devem, de alguma forma, sugerir uma mudanga na formulagdo
da cosmoldgia padrdo (em aspectos dindmicos ou estruturais). Apresentamos alguns desses modelos

mais difundidos na literatura.

2.6.1 x-CDM

Este modelo representa uma generalizacdo simples do modelo ACDM, no qual a energia escura ndo é
identificada com o vacuo, mas com um fluido dindmico x com equacdo de estado p, = w,p,, na qual
o parametro w, pode assumir qualquer valor negativo diferente de -1, que corresponderia ao caso da
constante cosmoldgica (24).

Usando essa equagdo de estado na equagdo de balanco da energia [2.30], encontramos
Ox +3H( +wy)p, =0, (2.67)
que por sua vez, resulta numa lei de evolucao dada por
px = proa T, (2.68)

Notamos que este fluido exdtico sé terd densidade constante caso o parametro w, seja -1.
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2.6.2 Quartesséncia

Como se sabe que a taxa de expansdo de nosso universo atual estd aumentando, entdo para tal dina-
mica se requer um substrato césmico com uma pressdo negativa. A maioria dos abordagens neste
campo contam com uma imagem de duas componentes do meio cdsmico que atualmente dominam
dindmicamente: energia escura e matéria escura. Neste contexto os modelos de Quartesséncia sdo
aqueles onde o setor escuro como um todo € descrito por um tnico fluido dinamico. Neste caso, a
equacgdo de estado do fluido unificado deve tender para p = 0 no limite z — oo (que corresponde a
um universo dominado por matéria), e deve tender para p = —p no limite z — —1 (que corresponde a
um universo dominado por energia escura). Dois exemplos de quartesséncia sdo o gds de Chaplygin
generalizado [(25), (26)] e o fluido viscoso (27).

Por exemplo no caso do gas de Chaplygin generalizado, o fluido c6smico € descrito pela equagao de
estado

p=-=, (2.69)
Jo;

onde p e p sdo, respectivamente, a densidade de energia e a pressdo do fluido no sistema de referéncia
comédvel, com p > 0. A e @ sdo constantes positivas, com 0 < @ < 1. No contexto de um universo
espacialmente plano descrito pela métrica de FLRW, inserimos esta equacao de estado na equagio de
balanco da energia [2.30], e chegamos a expressdo para a evolucdo da densidade de energia

B]lizr

onde B € uma constante de integracdo positiva.
Com este resultado podemos compreender uma propriedade do gas de Chaplygin generalizado: para

pequenos valores do fator de escala a expressao [2.70] € aproximada por
p~a, (2.71)

o que corresponde a um universo dominado apenas por matéria. Por outro lado, para grandes valores
do fator de escala segue que

o~ AT, (2.72)

o que corresponde a uma densidade constante, a qual age da mesma maneira como uma constante
cosmoldgica, isto corresponde a um universo de de Sitter. Isto nos permite interpretar o modelo do gés
de Chaplygin generalizado como "mistura"de matéria escura e energia escura, com o gas exercendo

simultaneamente o papel de ambas componentes.
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2.6.3 Decaimento de vacuo

O modelo com decaimento do vacuo (28), representa uma classe de modelos alternativos ao ACDM
mais simples, no qual tanto a natureza da energia escura relacionada ao vdcuo quanto a estrutura da
relatividade geral sdo mantidas. E contudo, €, proposta uma dependéncia temporal para a densidade
de energia do vacuo em contrapartida ao cenario da constante cosmoldgica. Um caso particular desta
classe de modelos € quando se assume que a densidade da componente de energia escura depende
linearmente de H, da seguinte forma

P =—pa=0H, (2.73)

onde o é uma constante positiva.
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Capitulo

TeoRIA DAs PERTURBAGOES COSMOLOGICAS

A discussao no capitulo anterior foi baseada no caso em que a matéria em nosso Universo é distri-
buida homogeneamente. O universo real evidentemente contém estruturas inomogéneas como gala-
xias, aglomerados de galdxias, etc. Entdo o formalismo anterior precisa ser estendido para levar em

conta as inomogeneidades presentes em nosso Universo.

Aqui vamos tentar fazer isso da seguinte maneira: assumimos que, em algum momento no passado
(inflagdo) houveram pequenos desvios da homogeneidades em nosso Universo, esses desvios podem
crescer devido a instabilidade gravitacional (uma propriedade natural da gravidade) sobre um periodo
de tempo e, eventualmente formar as estruturas que observamos atualmente; enquanto estas inomo-
geneidades sdo pequenas, seu crescimento pode ser estudado por uma teoria perturbativa de primeira
ordem ou teoria de perturbacao linear, mas uma vez que os desvios do universo homogéneo tornar-se

grandes, a teoria linear falha, e temos que usar técnicas para entender a evolugdo nao linear (29).

Neste capitulo consideramos a teoria de perturbacdes lineares para estudar a instabilidade gravita-
cional. A andlise completa das instabilidades gravitacionais no ambito da teoria geral da relatividade

€ bastante complexa, e sua interpretacao fisica nem sempre € diretamente obvia.
Por esta razdo formularemos a teoria de instabilidade gravitacional em duas etapas. Primeiro consi-
deramos a instabilidade gravitacional na teoria Newtoniana da gravidade, onde os resultados obtidos

sdo aplicdveis somente para a matéria ndo relativista e em escalas que niao excedam o raio de Hubble.

Em seguida, como a andlise newtoniana tem limita¢des, ou seja, falha em escalas maiores que o
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raio de Hubble e ndo considera um fluido relativistico, fazemos uma analise relativista da teoria de

perturbacdo linear para estudar um fluido relativistico em escalas menores e maiores que o raio de

Hubble.

3.1 Teoria Newtoniana de perturbacoes cosmoldgicas

Medig¢des da Radiagdo Cosmica de Fundo determinam que o Universo foi muito homogéneo e isotré-
pico na época de recombinacao. Hoje, entretanto, o Universo desenvolveu uma estrutura nao linear,

estrutura que toma a forma de galdxias, aglomerados e super aglomerados de galédxias, etc.

Um profundo estudo do redshift mostra, que quando se promedia sob algumas poucas centenas de
Mpc, as inomogeneidades na distribucdo da densidade permanecem pequenas. Uma simples explica-
¢do sobre como as estruturas nao lineares podem ser desenvolvidas a partir de pequenas perturbacdes
iniciais é baseada no fato da instabilidade gravitacional'. Para garantir que pequenas inomogeneida-
des iniciais presentes na recombinacdo produzam estruturas nao lineares observadas hoje, nés temos

que estudar quao répido elas crescem em um universo em expansao (21).

Aqui estudaremos a instabilidade gravitacional na teoria Newtoniana da gravidade como limite de
aproximacdo da relatividade geral. Esta teoria s € aplicavel a escalas que fiquem dentro do raio de
Hubble, onde os efeitos de curvatura de espago-tempo sdo despreziveis. Além disso, aqui podemos
analisar apenas as perturbacdes da densidade da componente ndo relativista; perturba¢des na compo-

nente relativista em todas as escalas requerem a teoria completa.

Primeiro, encontramos como pequenas inomogeneidades crescem em um fluido néo relativistico que
ndo se expande (teoria de Jeans). Embora a férmula descrevendo as taxas de instabilidade em um
universo que nao se expande nao sdo muito realistas, os resultados obtidos nos ajudam a obter um
entendimento intuitivo do comportamento das perturbacdes. Depois consideraremos as perturbacdes

lineares em um universo expandindo.

Em grandes escalas a matéria pode ser descrita em uma aproximacao de um fluido perfeito, ou qual

significa que em qualquer momento dado de tempo o fluido pode ser completamente caracterizado

'Instabilidade gravitacional decorre da propriedade atrativa natural da gravidade. Matéria é atraida a regides de alta
densidade amplificando as inomogeneidades ja existentes.



36

por a distribu¢do da densidade de energia pz;), a entropia por unidade de massa Sz, € o vetor de
campo de 3-velocidade vz, (21). Essas quantidades satisfazem as equagdes hidrodinamicas newtoni-
anas que sao a equacgao de balanco de energia da matéria (ou equacao da continuidade), a equagado de
Euler da matéria (ou equacao de conservacao do momento nao relativista), a equacao de conservacao
da entropia e a equagio de Poisson do campo gravitacional®.

Equacdo de continuidade

op
—_— @ = 0. 1
5t v =0 (3.1)

Equacao de Euler
v,
ot

1

+ (WP + —p,+ D, =0. (3.2)
p

Equacao de conservacdo da entropia (desprezando dissipacao)

dS (x, 1) _ 8_S+

yr at(Www:O. (3.3)

Equacao de Poisson que determina o potencial gravitacional
AD = 4nGp. (3.4)
Estas equacdes hidrodindmicas, tomadas junto com a equacao de estado

p=pp,S), (3.5)

formam um conjunto completo de 5 equagdes, que em principio permitem determinar as 5 fungdes
nao conhecidas p, v, S, @, p. Estas equagdes hidrodindmicas sao ndo lineares e em geral ndo € facil
de encontrar suas solugdes, sem duvida para estudar o comportamento das pequenas perturbacdes ao

redor de um fundo homogéneo e isotrépico, é¢ adequado linearizar elas.

3.1.1 Teoria de Jeans

A partir das equacdes que governam a dindmica de um fluido ndo relativista auto-gravitante [3.1-
3.4], vemos que uma solucdo simples € uma configuracdo estatica onde a matéria estd em repouso
(¥ = 0) e uniformemente distribuida no espaco (0 = const, p = const), mas esta configuracdo esta

em evidente contradi¢do com as equagdes hidrodinamicas.

2As equagdes de continuidade e de Euler descritas aqui sdo as mesmas que foram descritas nas Eqs.[2.30] e [2.31],
mas considerando s6 o caso de um fluido néo relativista.
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O fato de que a densidade de energia permanece inalterada acontece sO se a matéria esta em repouso
e a forca gravitacional, F o V¢ se desvanece. Mas com isso a equacgdo de Poisson A® = 47Gp ndo é
satisfeita (30) (embuste de Jeans)?.

Considerando perturbacdes sob esta solugdo estdtica onde a partir desta secdo vamos denotar por uma
barra as quantidades ndo perturbadas (fundo) e por um chapéu as quantidades perturbadas a primeira

ordem como prossegue:

p(x*, 1) = p+p(x‘, 1), (3.0)

V(x4 1) = P9, 1), (3.7)
D(x, 1) = ® + D, 1), (3.8)
S 1) =8 + 8% 1), (3.9)

onde as quantidades perturbadas satisfazem p < p, etc. A pressdo € igual a

Pt = p(+p,S +8) = p+ pix‘, ). (3.10)

Na aproximacao linear a perturbacdo p pode ser expressa em termos das perturbagdes da densidade

de energia e da entropia como:

N (9 _
p=ppS)+ (a—lf) + (—If) =p+p,
0/ as ),
N———
entao
p=c’p+0S, (3.11)

onde c¢,? é a velocidade de som. Para nosso caso de matéria nio relativista (p < p) a velocidade de
som assim como v sdo muito menores que a velocidade da luz.
Substituindo as equacdes [3.6-3.9] e [3.11] em [3.1-3.4], e mantendo s6 termos de primeira ordem

nas perturbacdes, obtemos:

op
P 5 =0 3.12
L i =0, (3.12)
M, ¢ ..
Y S+ 28+ D, =0, (3.13)
o p p
oS
P o, 3.14
P (3.14)

3Esta inconsisténcia pode, em principio, ser evitada ao considerar um universo estdtico, onde a forca gravitacional da
matéria é compensada por uma forga antigravitacional de uma apropriada elecdo da constante cosmoldgica.
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AD = 47Gp. (3.15)

Da equacdo [3.14] se deduz que a perturbacdo da entropia € uma fun¢do das coordenadas espaciais
independente do tempo.

Tomando a divergéncia da equacdo [3.13] obtemos:

2

0y, . X N
Yaa & p 128 b, =0, (3.16)
o p p
usando a equacdo [3.12] temos
0%*p e A s
i csAD — oAS — pAD =0, (3.17)
da equacao [3.15]
0%p ) A
i cs"Ap — 4nGpp = oAS . (3.18)

Esta € uma equacdo linear compacta para p, onde a perturbacdo da entropia serve como uma fonte
determinada.

Assumindo que as perturbacdes da entropia estdo ausentes, isto é S = 0, e como os coeficientes da
equacdo [3.18] ndo dependem das coordenadas espaciais, assim que podemos tomar uma transfor-

mada de Fourier para as perturbacdes da densidade que se propagam tipo onda plana,

3

PR (3.19)

P, 1) = f Pr(texp(ik.R) =

onde k € o vetor de onda. Aplicando a segunda derivada com respeito do tempo obtemos:

P _

7 pk(t) f exp(zk )E’)(2 7 e aplicando o laplaciano resulta: Ap = —k*py(1) f exp(zk X)Lk

o

nhecendo isto, obtemos um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias independentes para uma
dependéncia do tempo dos coeficientes de Fourier p(¢):

Pp(t) + (K¢, — 4nGp)pp(t) = 0, (3.20)

onde o ponto denota derivada com respeito do tempo e k =| K | é o médulo do vetor de onda.

A equagdo [3.20] tem duas solucdes independentes:

p o exp(xiw(k)), (3.21)
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onde w € a frequéncia de oscilagdo. Substituindo a expressao acima na Eq.[3.20], obtemos a relacdo
de dispersdo para w e k:

W = ¢’k — 4nGp. (3.22)

O comportamento destas perturbacdes, chamadas de adiabéticas, depende crucialmente do sinal na

expressao acima, onde definimos o comprimento de onda de Jeans tal que w(4;) = 0.

2 x\'?
A== =c,|— . 3.23
TR (Gﬁ) 6:2)

Este comprimento de onda representa o comprimento de onda critico, acima do qual as perturbacdes
tornam-se gravitacionalmente instdveis.

Conhecendo a forma de ¢, da Eq.[3.23] e além disso tendo em conta que k = 2x/A4 , a Eq.[3.22]
torna-se

2 1/2
w = +(47Gp)'2 [(%) - 1] . (3.24)

Entio podemos falar mais especificamente que se em [3.22] temos ¢,’k> < 47Gp ou de [3.24] A > A,
entdo a frequéncia angular w serd imagindria e a perturbacao ird crescer exponencialmente. Por outro
lado, caso 4 < A, w serd real e a perturbagdo ird oscilar como uma onda acustica. Ha uma explicacao
fisica simples para o fato da escala A, separar os modos de estabilidade gravitacional (1 < A;) da
instabilidade gravitacional (1 > A,). A escala de tempo para o colapso gravitacional € dada por
Toa = (GP)™'2, que € justamente a escala do tempo dindmico. Por outro lado, a escala de tempo
para a "pressao de resposta”, € dada pelo tamanho da perturbacdo dividido pela velocidade do som:
Tpresso ~ A[Cs. S€ Tpresso €XCEAEr a0 Ty, 0 colapso gravitacional da perturbag¢@o poderd ocorrer antes
que a forca da pressdo possa responder para restaurar o equilibrio hidrostatico; 7pesso X Tgra OCOITE
para A 2 ¢,/(Gp)™'/* ~ 4.

Uma forma alternativa de especificar a escala fisica apropriada para a instabilidade gravitacional é
definir uma escala de massa. Por esta razdo, € util definir a massa de Jeans, que consiste na massa
total contida em uma esfera de raio R = A;/2 através de

4 (A5\
M, = §n(?) 5. (3.25)

Desse modo a massa de Jeans, ou massa critica correspondente € reescrita como

7T5/2 Cs3

M; = ?m, (3.26)
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onde perturbacdes de massa menor que M, serdo estdveis diante do colapso gravitacional, enquanto

que essas de massa maior que M, serdo instaveis.

3.1.2 Mecanismo de Jeans: fluido em expansao

A teoria de Jeans para instabilidade gravitacional, formulada para um Universo estatico, nao pode ser
aplicada num modelo cosmoldgico em expansdo (31). O préximo passo consiste em considerar um
mecanismo de Jeans para um Universo homogéneo e isotrépico em expansao, onde a solucao simples
nao estatica das Eqgs.[3.1], [3.2] e [3.4] descreve um fluido homogéneo e isotrépico expandindo, isto
€ (p = p(1), p = p(t)). Agora, para estudar o comportamento das pequenas perturbagdes ao redor de
um fundo homogéneo e isotrépico, € apropiado linearizar as perturbacdes em escalas muito menores
que o raio de Hubble. Considerando que umas pequenas inomogeneidades em p, p,v* e @, descritas

da seguinte forma

p(x‘, 1) = pt) + p(x*, 1), (3.27)
p(x*, 0 = p@®) + p(x*, 1), (3.28)
VX, 1) = T 1) + W (x, ), (3.29)
D(x“, 1) = DX, 1) + D, 1), (3.30)

podem crescer devido 2 instabilidade gravitacional, onde p, p, 7 e @ sdo varidveis perturbadas a
primeira ordem com dependéncia espacial e temporal. No periodo de regime linear as quantidades
perturbadas sdo muito menores que suas contrapartes de ordem zero, isto e (0 < p). Durante este
periodo os termos de alta ordem, por exemplo os produtos v, sdo despreziveis. Isto significa que
diferentes modos perturbativos evoluem independentemente e portanto podem ser tratados separada-
mente. Também a pressdo do fluido € relacionada a densidade de energia via a equagdo de estado do
meio. Por simplicidade vamos a considerar somente fluidos barotrépicos com p = p(p).

Substituindo as equagdes [3.27-3.30] em a Eq.[3.1], mantendo apenas termos de primeira ordem e
usando p + 7%p = 0, obtemos

% + 0V + PV + Py, + pd, = 0.

Como p so depende do tempo entdo o terceiro termo do lado esquerdo vai embora. Além disso como
7 = 3% = 3H entdo resulta

a/\ .
P o pa+3%p+ 5 = 0. (3.31)
ot a ’
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Substituindo [3.27], [3.28], [3.29] e [3.30] em a Eq.[3.2], e mantendo apenas termos de primeira

ordem, obtemos

nNa

P pe .
PV + (V) = e
D

ot
considerando que (?*V,)* = gfz“, fica
v =b ~a a ~a ﬁ,u .a
A AUt O ) (3:32)
ot a p

Por dltimo, de [3.30] em Eq.[3.4], obtemos
AD = 47Gp. (3.33)

Para um fluido expandindo € conveniente adotar um conjunto de coordenadas comoveis (¢“) em lugar

das coordenadas fisicas ou préprias (x*), que vai relacionar como®
x*=a(t)q". (3.34)

Entdo usando suas leis de transformacgao de um sistema de coordenadas x“ a outro sistema de coorde-
nadas comovel ¢“, obtemos para a Eq.[3.31], onde a partir de aqui estamos trabalhando em coordena-
das comdveis

9 = 0. (3.35)

Esta equacdo descreve a evolugdo linear das flutuacdes da densidade. Na andlise perturbativa, porém,
¢ vantajoso usar varidveis sem dimensdes para as equagdes de primeira ordem. Aqui definimos a
quantidade sem dimensdes chamada de contraste de densidade 6 = p/p. Durante o regime linear

p < p ou que significa 6 < 1. Entdo introduzindo ¢ na tltima equacao temos
o =——9. (3.36)

Usando as mesmas transformagdes na Eq.[3.32], a equacdo para a perturbacio da velocidade fica’

o a, el 1.
N G S pay —pe=o, (3.37)
ot a ap a

4Cujas transformagdes sdo: (%)4 = ((%)% - f()?.V,g) eVy= ﬁVé».
¥ q

5Perturbag:6es da velocidade se descompde em modos rotacionais ¢, onde V,7¢ = 0, e modos irrotacionais f/ﬁ com
V x 7 = 0. Entretanto € s6 a divergéncia de * (isto é V,9*) que contribui ao evolucdo do contraste de densidade (ver
Eq.[3.36]). Assim, os modos rotacionais ndo se acoplam com as perturbacdes de densidade longitudinais que iremos

abordar nesta parte.
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Além disso para um fluido barotrépico p = p(p) e 8,p = ¢,*d,p, onde c,> = dp/dp é a velocidade de

som adiabatica. Finalmente da Eq.[3.33], obtemos a relacdo
AD = 4nGd®p, (3.38)

para a evolugdo do potencial gravitacional perturbado. Dos resultados [3.36-3.38] determina-se o
comportamento das perturbacdes da densidade completamente. Quando combinamos estes termos
chegamos a uma equagdo diferencial de segunda ordem que descreve a evolugdo linear do contraste
de densidade. Em particular tomando a derivada de [3.36] e utilizando as Eqgs.[3.37] e [3.38] encontra-
se a ordem linear

0?6 ¢’

aod
99 S a5 =22 1 4nGps. 3.39
=7~ T +47Gp (3.39)

A equagdo [3.39] € uma equacido tipo onda com dois termos extras no lado direito, um devido ao
expansao do Universo e o outro devido a gravidade. Por isso, € natural procurar solu¢des de ondas

planas da forma

5= sune, (3.40)
k

onde k, é o vetor de onda comével e k = Vk,k® é o nimero de onda comdvel associado®. A decom-

posi¢io de Fourier da Eq.[3.39] e usando as relagdes 0,0 = ik,0, 0,0°0 = AS = —k>5, obtemos

d>5; -
+
dr? dt

¢ 2k?

a2

- (47rGf) - )5,3 =0, (3.41)
que determina a evolucao do k-ésimo modo perturbativo. O segundo termo da equagdo [3.41] € devido
a expansdo do Universo e sempre suprime o crescimento de ;. O terceiro reflete o conflito entre a
pressdo de suporte e gravidade. Quando 47Gp > c,’k*/a* gravidade domina. Por outro lado, a

pressio de suporte domina se ¢,>k>/a’ > 4nGp. Isso ja foi estudado na se¢do 3.1.1.
e Fluido de muitas componentes:

Até agora neste capitulo temos apenas considerado um fluido com uma s6 componente. Ao lidar com
um meio de multiplos componentes (por exemplo: bdrions, fétons, neutrinos e particulas exoticas),
as perturbac¢des na componente nao-relativista evoluem de acordo com

d*s; do;

52 ik2
XA 2HT  |4nGp Y €6 - €
J

a2

0;1 =0, 3.42
dr? dt ( )

%0 comprimento de onda comével do modo perturbativo é dado por [ = 27/k, enquanto A = al é o comprimento de
onda fisico (propio). Além disso, o nimero de onda fisico é n = 2r/k com n = k/a. Finalmente, notamos que ko, x* = n,r®.



43

onde o indice i refere-se a componente em questdo. A soma é sobre todas as espécies € € = p;/p
fornece uma medida da contribucio de cada componente para a densidade total do fundo p = }; p;.
Note que qualquer distribug¢io suave de matéria nao contribui para os colchetes de acima. No entanto,
a densidade ndo perturbada desta componente contribui para a expansao do fundo. Numa primeira
aproximagdo, H é determinado pela componente que domina gravitacionalmente, enquanto c, € a ve-
locidade de dispersdo da espécie perturbada que proporciona o suporte de pressdo. A equacao [3.42]
aplica-se ao k-ésimo modo perturbativo, onde os indices K ja foram omitidos por simplicidade.
Solucdes:

Se procura solucdes para as equagdes [3.41] e [3.42] nas trés diferentes situacdes seguintes: (i) Per-
turbagdes na componente ndo-relativista (baridnica ou ndo) para ¢ > t,,’. (ii) Perturbagdes na matéria
ndo baridnica para t < t,,. (ii1) Perturba¢des baridnicas na presen¢a de uma espécie dominante sem

colisoes (matéria escura) (29).

Universo perturbado Einstein- de Sitter

Considere-se un Universo dominado por poeira (isto é p = 0 = ¢,?) de FLRW com secdes espaciais
planas (isto é Q7 = 1). Este modelo, também conhecido como o Universo de Einstein-de Sitter,
fornece uma boa descri¢do de nosso Universo depois da recombinacdo. Para ordem zero de [2.56]
temos a o 1>, H = 2/3t e p = 1/6nGt*. Perturbando este fundo, nés olhamos para as escalas bem
menores que o raio de Hubble onde o tratamento Newtoniano € aplicdvel. Usando a defini¢ao [3.23]

e a condicdo que o comprimento de onda fisico satisfaz A = al = a?Z, na equacio [3.41], temos

dzéNR dé‘NR Cg2k2
+2H —4nGpyg — — ong = 0. 3.43
ar ar\TUPNRT T |ONR (3.43)
De [3.23]
¢, = 2_7T GpNR N CSZkZ _ 47TGl_7NR k_Z, (344)
K, T 2 K? &
comod=al =a% =k = %zaz e K> = %. Entdo, [3.44] fica
CkaZ B 1 2
—— = 47Gpwr (72) (3.45)
De [3.45] em [3.43]
d25NR d(SNR _ /1] 2
dtz +2H dr - 47TGPNR 1- (7) 6NR =0. (346)

"Onde 1,,, € 0 tempo onde a densidades de energia da radiagdo e da matéria sdo iguais.
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Das relagdes para o fundo a o /3, H = 2/3t e p = 1/67Gt*

d25NR n idéNR _ 2 /7.]

2
_2 — | — —
a3 a3 [1 (1)]5” 0 (3-47)

Para os modos bem dentro do horizonte, porém ainda maiores que o comprimento de Jeans (isto é

quando A; < A < Ay) e admitindo uma solugio do tipo Sy o« ¥, encontramos

1. 2
b2+§b—§:0 = b=2/3,-1. (3.48)

Tendo em conta ¢ oc a*/2, se tem uma solucdo que é uma combinacdo linear de dois modos da forma
Syr = Cra+ Cra™", (3.49)

para a evolugdo do contraste de densidade. Como esperado, hd duas solu¢des: uma crescente e
uma em decaimento. Falando estritamente, depois da igualdade matéria-radiac@o as perturbacdes na
componente nao-relativista (matéria escura) crescem proporcionalmente ao fator de escala 6 « a o«
1*/* (ou seja s6 o modo crescente é importante®). Note que as perturbacdes dos barions nio podem
crescer até que eles estejam desacoplados da radiac@o (que sempre SUPOMOS 7, < t,. ). As particulas
de matéria escura, por outro lado, ja estdo sem colisdes e suas flutuagdes na sua densidade podem
crescer imediatamente apds da igualdade radiagdo-matéria. Apds a recombinagdo, perturbacdes nos
barions também crescem proporcionalmente ao fator de escala.

Em escalas bem abaixo do comprimento de Jeans (isto é 4 < A,), a equagdo [3.47] admite a solugdo
Sng = Dt—l/Geii\/m(/lj//l)lnt’ (3.50)

que descreve uma oscilagdo amortecida.

Mistura de radiacdo e matéria escura

Considere-se um regime dominado pela radiacdo, ou seja de [2.54], a « t'/> e H = 1/2t. Em es-
calas muito menores que o raio de Hubble podemos empregar a teoria Newtoniana para estudar as

perturbacdes na matéria ndo-relativista. As equacdes Newtonianas sdo ainda aplicdveis desde que a

8 A solugio [3.49] mostra a diferenca entre a instabilidade de Jeans no regime estdtico (isto é dentro de uma galdxia) e
no Universo em expansdo. A expansio retarda o crescimento exponencial do ambiente estético para uma lei de poténcia
para baixo.

?Onde, t,.. indica o tempo em que foi dada a recombinag@o.
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expansdo € determinada pela componente dominante, que € a radiacdo. Aplicando a Eq.[3.42] para

uma mistura de radiag@o e matéria escura (sdo particulas que ndo colidem) com c; = 0, temos

d25DM dopum
2H
dr? * dt

= 47TGﬁTOTAL(6757 + EDM(SDM) ~ 47Tpr67, (351)

ja que ppy < p, = prorar (isto € epyy < 1 enquanto que €, ~ 1). Dado que, antes da igualdade
radiagdo-matéria H = 1/2t e a distribug¢@o dos fétons em pequenas escalas € suave (isto € (0,) = 0),

entdo a equagao acima se reduz
ddeM + 1d6DM
dr? t dt

-0, (3.52)

que admite a solucao

opy =C; +C,Int. (353)

Assim, na época da radiagdo as perturbagdes em pequenas escalas da componente de matéria escura
experimentam um crescimento logaritmico, mesmo quando 4 > A;. O estancamento ou congelamento
das perturbacdes na matéria NR antes do equilibrio € genérico para modelos com um periodo de rapida

expansao dominado por particulas relativistas e é por vezes referido como efeito Meszaros (32).

Mistura de matéria escura e barions

Durante o periodo entre o equilibrio e a recombinacao as perturbagcdes da componente de matéria es-
cura cresce por um fator dyee/deqg = Teg/Trec = 21Qh*. Ao mesmo tempo, as flutuacdes baridnicas nio
sentem nenhum crescimento por causa do forte acoplamento entre fétons e barions. Depois do de-
sacoplamento, as perturbagdes na matéria ordindria comeg¢am a crescer impulsionadas pelo potencial
gravitacional da matéria escura. Para ser mais preciso, considere-se um Universo pds-recombinagao,
com a o« 1** ¢ H = 2/3t, dominado pela matéria escura ndo-barionica. De [3.49] as perturbagdes da
componente de matéria escura cresce como dpy = Ca, onde C é uma constante. Para as fluctuacdes

da matéria baridnica em escalas maiores que A;, a Eq.[3.42] da

d*s do
d tzB +2H d_tB = 4nGpoa(€pmbpm + €505) = 4nGPpMOpum, (3.54)

ja que ¢y ~ 0 para as duas componentes € pg < Ppy = Proa- Com isto temos 4nGppy ~ %Hz e

ademais como dpya o« >3, entdo temos da equagio [3.54]

2H—= = ZH*6py 123, 3.55
ap Mg Tt oom (3.53)
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onde dpy, € uma constante (valor inicial), sabendo que H = % = H = %. A equagdo anterior fica

d*s do 2
d[zB + 2Hd—f = §6DM0l_4/3 (356)
Fazendo Y = 6, temos
.4 2
Y+ gY = §6DMOI_4/3~ (357)
Uma equagdo deste tipo tem solugdo
Y+PX)Y=Q = Y=e¢ /P U Qel M dx + C|. (3.58)
Usando isto temos que a solucao da Eq.[3.57], é
: a2 -1/3
Y=0p=Dt + ngMot . (359)
Integrando e s6 olhando para o modo crescente da perturbacdo, obtemos a forma de dp
f\2/3
53 = 5DMot2/3 [1 - (70) ], (360)
1\2/3
55 = Spu |1 - (7) . (3.61)

Parat = 10 = 0p ® O e parat > t) = 0p =~ dpy. As flutuagdes da matéria baridnica rapidamente
recuperam o atraso com respeito as perturbagcdes da matéria escura apds do desacoplamento. Como
alternativa pode-se dizer que os bdrions caem nos pocos de potencial criados pelas espécies sem

colisoes.

3.2 Teoria relativista de perturbacoes cosmoldgicas

Embora a andlise newtoniana forneca informacdes valiosas sobre o comportamento das inomogenei-
dades, tem limitacoes, tal andlise perturbativo € s6 valido em escalas menores que o raio de Hubble.
Sabendo que o comprimento de onda adequado de qualquer modo perturbativo serd maior do que o
horizonte em tempos suficientemente remotos (época da radiagcdo), e em tais escalas efeitos relati-
visticos gerais tornam-se importantes, entdo ndo pode-se usar a teoria newtoniana para estudar per-
turbagdes na componente relativista. Por o qual, torna-se claro que um tratamento relativistico geral

de perturbagdes cosmolégicas da densidade € fundamental. Mas a interpretacao fisica dos resultados
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obtidos € mais dificil em relatividade geral que na teoria newtoniana.

O tratamento relativistico leva em conta as equacdes de Einstein da Relatividade Geral, que serdo
expandidas em torno de um Universo de fundo homogéneo e isotropico. O problema que surge ao
expandir as equacdes de Einstein até primeira ordem de aproximacao, € que nio existe um sistema co-
ordenadas privilegiado para descrever as perturbagdes, diferentemente do que acontece num universo
homogéneo e isotrépico. Essa liberdade na escolha das coordenadas, ou liberdade de calibre, leva ao
aparecimento de modos ficticios nas quantidades perturbadas, que sdo devidos apenas ao sistema de
coordenadas usado.

Para mostrar este problema de calibre vamos considerar um universo homogéneo e isotrépico nao
perturbado, onde p(¥, 1) = p(t). Em relatividade geral qualquer sistema de coordenadas é permitido, e
podemos em principio usar uma nova coordenada temporal ”f”, relacionada a coordenada temporal
velhatviat = t+7#(X,t). Entdo a densidade de energia p (¢, ¥) = p(t(f, X)) na hipersuperficie  =const

depende, em geral sobre as coordenadas espaciais X¥. Assumindo que 7 < ¢, temos

’ ~ a_p,\
p(t) = p(t) + =1, (3.62)
’ 8p,\ ’ Ny )
pl) = plt) = =21 = p(t) + (X 1). (3.63)

O primeiro termo no lado direito deve ser interpretado como a densidade de energia de fundo no
novo sistema de coordenadas, enquanto que o segundo descreve uma perturbacdo linear. Esta per-
turbagdo € nao fisica e inteiramente devido a escolha do novo tempo "perturbado". Assim, podemos
produzir perturbagdes ficticias simplesmente perturbando as coordenadas. Além disso, podemos "eli-
minar'uma perturbagdo real na densidade de energia, escolhendo hipersuperficies de tempo constante
a ser o mesmo que escolher hipersuperficies de densidade constante: nesse caso p = 0 apesar da

presenca de reais inomogeneidades.

Para resolver os modos de perturbacdo real e ficticia na Relatividade Geral, € necessario ter um
conjunto completo de varidveis. Para ser mais preciso, precisamos tanto de perturbacdo do campo
de matéria, e quanto das perturbacdes métricas (21). Nesta parte do capitulo vamos a introduzir quan-
tidades invariantes de calibre, que ndo dependem da escolha particular de coordenadas e t€ém uma
interpretacdo fisica clara. Ao final aplicamos o formalismo desenvolvido para estudar o comporta-
mento de perturbagdes relativistas em alguns casos interessantes. Por simplicidade as férmulas que

consideramos apenas sdo validas para um universo plano.
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3.2.1 Transformacao de calibre

O problema de liberdade de calibre pode entdo ser descrito através de uma transformacao de coorde-

nadas, em particular na primeira ordem essa transformacao se trata de uma translacao infinitesimal
X=X (3.64)

Se ilustra como quantidades escalares, vetoriais e tensoriais se transformam através de uma transfor-

macao de calibre que estd expressa como uma translacdo infinitesimal do tipo [3.64].

e Escalares: Por definicdo um escalar € um objeto invariante sob qualquer transformacao de
coordenadas U’(x*) = U(x*), entdo através uma transformacdo infinitesimal de coordenadas

[3.64], se transformam como

U'()=U(x* =&Y = U ) - U () 1 + 0E) = U, (3.65)
U'(x") = U + EU) . (3.66)

A quantidade escalar nio é um invariante de calibre!°.
e Vetores: Um vetor covariante V,, € um objeto cujas transformacdes de coordenadas se ddo via
7 a v
Vo (8) = S V().
0x®
Particularmente para a translagdo infinitesimal [3.64], resulta
Var(6) = Vo) + €,V (6¥) + ETVo () 0, (3.67)
que também pode ser escrito em termos de x*, como:
Vo (F) = V(&) + EVo(),, + £,V (). (3.68)

E conveniente rescrever os ultimos dois termos da equag@o anterior em termos de suas derivadas
covariantes

Va;v = Va,v - Fﬁyvﬁ - Va,v = Va;v + F'(BW, (3.69)

10A linha (") é omitido para os termos que j4 sdo de primeira ordem.
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=8, +T0e - & =8 -Tyd. (3.70)

De [3.69] e [3.70] entdo a equagdo [3.68] € reescrita como

Vo (3) = Vo () + EL V() + E Vo (), (3.71)

e Tensores (ordem 2): Um tensor covariante de ordem dois € um objeto cujas transformacdes de

coordenadas se ddo via

Ox® 018
_Toz “ 5
ox ox” P )

Ty’v’ (XK ) =
particularmente para a translacao infinitesimal de interesse

Ty (X) = Ty () + 1) + €4 Ta () + T (X - (3.72)

Assim como foi feito para os vetores, € conveniente escrever os tltimos trés termos usando a definicao

da derivada covariante, com isso a equagdo anterior fica

Ty (X) = Ty (X) + ET () + €, Ta(X) + €T (X0 (3.73)

As transformacoes na densidade de energia: aqui como a densidade de energia é uma escalar vamos

a usar [3.66] para ver como se transforma através uma transformac¢do de coordenadas.

p'(x) = p(x) + &p.a,

mas como o ultimo termo j4 € de primeira ordem por & entdo p deve ser do fundo e s6 depende do

tempo p = p(¢), entdo temos

o' () = p(x) + E%.

Agora, separando-as em parte do fundo e perturbado: p’ =p' +p’ e p = p + p, fica

No fundo homogéneo e isotrépico p’ = p

(3.74)

Il
ey
+
M

-
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Dada uma perturbacao p, é sempre possivel escolher uma transformacao de coordenadas infinitesimal
com um desejavel £, tio que

£=-£ 5 p=o (3.75)

Por esta razdo acredita se que as perturbagcdes sdo um resultado das transformacdes de cordenadas
(perturbagdes ficticias). Se p’ for um grau de liberdade fisico ndo € possivel fazer isso, a fisica ndo

depende da transformacao de sistema de coordenadas.

Similares transformagdes se aplicam para a press@o p e o escalar de expansao ©.

As transformacoes na quadrivelocidade: olhando para a componente espacial da quadrivelocidade

para o qual usamos a equacdo [3.68]
e (X) = 1 (X) + E,,12(X) + E 1 (X) 1,

_ ~ — ~ A /= N A= ~
Uy + Uy = Uy + Uy + & (0 + 12) + E (U + b)) 1 (3.76)

No fundo homogéneo e isotrépico se satisfaz i,, = i,, € ademais #* = (1,0,0,0), entdo em [3.76] e

considerando s6 termos de primeira ordem
A A 0
Wy =y, — &, . (3.77)

E conveniente ainda escrever as componentes espaciais da perturbacdo da quadrivelocidade como o

gradiente tridimensional de uma fungdo escalar'! 4,, = v ,, entdo
’_ 0 ’_ 0
Vy=Vm—&, — V=v-£&. (3.78)

Usando [3.78] em [3.74]
P=p+&h=p+-vp,
o +Vp=p+vp. (3.79)

A expressdo anterior antes (ou depois) da igualdade ndo muda devido a uma transformacao de coor-

denada, isso € um invariante de calibre. Aqui vamos a definir uma nova quantidade

P =p+vp, (3.80)

""Novamente o termo puramente vetorial é desprezado com a justificativa de que estamos interessados apenas em
modos escalares.
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onde podemos fazer

P =+ VP
além disso, de [3.78] na equacao anterior obtemos
P =p+Ep+(v=E = p+vp=p,

resultando

P = pl, (3.81)

Similarmente construimos outras quantidades p¢ e ®¢, que sdo quantidades invariantes de calibre
P = p+vp, (3.82)

69 =@ +vO. (3.83)

3.2.2 Perturbacoes da métrica

Na teoria da relatividade geral, a geometria desempenha um papel de fato dindmico. Por isso, para
descrever desvios da homogeneidade e isotropia no Universo essas flutuagdes também devem estar
contidas na prépia estrutura geométrica do espaco-tempo.

Neste sentido, a métrica deve ser dividida em um termo que descreve o fundo homogéneo e isotrépico

8uv» (métrica de FLRW), e um termo de perturbacio g,

8uv = 8uv + 8yuv- (3.84)

O elemento de linha serd dado em termos da métrica de FLRW e a métrica perturbada, onde esta
dltima contém somente quantidades escalares, pois elas s@o induzidas pelas inomogeneidades nas
densidades de energia. Essas perturbagcdes sdo mais importantes em cosmologia devido a que elas
produzem instabilidade gravitacional e podem ser as responsdveis pelo processo de formacado de es-
truturas. Existem também quantidades vetoriais e tensoriais que ndo vamos considerar neste trabalho

pois estamos interessados somente na formacao de estruturas.

Tal elemento de linha é

ds® = —(1 +2¢)dt* + 2a°F ;dtdx’ + a*[(1 — 20)3up + 2 opldx'dx’. (3.85)
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Os elementos do tensor métrico escalar, divididos segundo sua ordem sao:

Tensor métrico escalar
Fundo \ Perturbado
8oo = —1 8oo = —2¢
80i=80=0 80 = 8o = a’F;
8ij =8 = a0y | &) = &ij = 2a°(=y5;; + E))

Tabela 3.1: Elementos do tensor métrico escalar

O tensor métrico deve satisfazer a transformacdo [3.72], que na primeira ordem resulta em
By + Buv = Bur + B + €18(X) + E,80(0) + €8 (N0
Mas como assumimos no fundo homogéneo e isotropico g/, = g,,, entio resulta
Buv = Buv + E,8u(X) + E,80(0) + '8 (D). (3.86)

A aplicacdo das componentes da perturbacao da métrica na equagio [3.86] explicita o efeito da trans-

formacao de calibre para cada uma das quantidades da métrica.
Por exemplo para: u = v =0 em [3.86]

8o = 8oo + E080a(X) + EZa0(x) + £'oo(X) -

Usando a tabela anterior fica

¢ =¢+&. (3.87)

Para y = me v =0, temos

By = 8o + E08ma(X) + €,820(%) + E'8mo(X) 2,
novamente usando a tabela temos

@F, = a'Fp+&a - &), (3.88)
Na defini¢do da translacdo infinitesimal em [3.64] é conveniente explicitar a parte temporal e espacial
do vetor &,. Em geral a parte espacial de um vetor pode ainda ser escrita como a soma de um termo

vetorial transversal, com divergente nulo &;; e um gradiente de uma funcdo escalar £;. Sabe-se que



53

a formacdo de estruturas no universo € originada por modos escalares, entdo neste trabalho o termo

transversal sera considerado nulo

& = (€0, L)

Entdo de [3.89] temos que

Aplicando o tensor métrico de fundo
&n = gmva = a2§m’

pr=frln_(£)

2 &
De [3.90] em [3.88]

0
r m
F,m = F,m +f’0—(;) s
Jm

() (3).

F'=F+(a?)y—-&%a2

de [3.90]
Ffm =F, +

Para y = me v =n, em [3.86], temos
gm’n’ = gmn + gﬁ,gm/l + é"/}ng/ln + é:/lgmn,/l,
mas para m # n em [3.92] e usando [3.90]

E,,mn = E,mn + (é) s

E param = nem [3.92]

—2612',[/’ + zazE,’nn = —2612070 + 2a2E,rm + ‘f,/;lqgn/l + é‘:jlgxln + fﬁgrm,/l,

—2d%Y +2d°E!,, = =2a% + 2d°E,,, + 28> + 2aié”,

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)
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usando [3.93] em [3.94]

—2a%y + 2d*

.Eﬂn4-(f%) ] = 2a*y + 2a°E ,, + 2E"a* + 2aaé,
as/ nn ’

W =y —&H. (3.95)

Assim, s6 £° e  contribuem para as transformacdes das perturbacdes escalares e para uma esco-
lha apropriada podemos fazer com que qualquer das quatro fungdes ¢, ¥, B, E desapareca. As mais
simples combinagdes lineares invariantes de calibre destas fun¢des, que estendem ao espaco bidimen-

sional das perturbacdes fisicas, sdo as seguintes, substituindo [3.93] em [3.91], obtemos

L =d*(F-F +E -E), (3.96)

de [3.96] em [3.87]
O=¢ +[a(F -E =¢+[a’(F-E), (3.97)

e de [3.96] em [3.95]
Y=y +aa(E’' - F) =y +aalE - F). (3.98)

Aqui @ e ¥ definidos em [3.97] e [3.98] sdo chamadas de potenciais de Bardeen. Essas quantidades
sdo invariantes sob transformacdes de calibre. Se ® e ¥ desaparecem em um sistema de coordena-
das particular, elas vao ser nulas em qualquer outro sistema de coordenadas. Isto significa que nds

podemos imediatamente distinguir inomogeneidades fisicas de perturbagdes ficticias.

3.2.3 Calibre comovel

Antes de fixar de fato o calibre comdvel deve-se olhar para a quadrivelocidade u*. Analogamente ao
que foi feito com a métrica pode-se pensar que desvios da homogeneidade e isotropia do universo
provocam fluctuagdes também na quadrivelocidade, de modo que ela pode ser escrita como a soma

de um termo de fundo #* = (1,0, 0,0), com uma perturbacdo de ordem um it*

' ="'+ it (3.99)



55

Em geral, a quadrivelocidade € um vetor ortonormal u,u* = —1. Utilizando a equagdo anterior,

desprezando termos com ordem superior a primeira ordem obtém-se

uut = —1,

(it, + i) (@ + i) = -1,
i° = . (3.100)

Além disso, a relacdo para levantar ou abaixar indices também pode ser expressa em termos da métrica

total

u,u = gﬂvuva
ﬁp + ﬁ,u = (g;iv + guv)(ﬁv + ﬁy)a
i, = guit" + 8,it". (3.101)

A equacdo anterior fornece os seguintes vinculos para as componentes da perturbagcdo da quadrivelo-

cidade
. S0 A N
o =—0"+ 209 = fo=0"= 80 = =0. (3.102)
fy = A0yl + 8o =l = a* 0™ + a’F . (3.103)

Com ajuda da relagdo #,, = v, e usando a equacdo [3.78], o calibre comédvel € fixado através das

escolhas v/ = V@ = 0e F’ = F© = 0. Entdo o termo £° fica determinado através da equagio [3.77].
&=, (3.104)

enquanto { pode ser determinado pela equacdo da condi¢do imposta pela transformagdo de calibre do
parametro F em [3.91]

((ag=va?-F. (3.105)

Aplicando a equagdo [3.104] na transformac@o [3.77] conclui-se que um observador neste referencial
ndo serd capaz de ver as perturbacdes das componentes espaciais da quadrivelocidade. Entdo, os
termos ¢, E©, ¢/, no calibre comével, podem ser determinados a partir das informagdes expressas

na tabela [3.1]
¢ = ¢+ &,

¢ = ¢ + v, (3.106)
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EY =E+{a’?

EY = Eg+(a™)y,

EY =Eg+va”—F, (3.107)
v =y -&H,
' =y —vH. (3.108)

Para a perturbacao de uma quantidade escalar cujo termo associado ao fundo homogéneo e isotrépico
s6 depende do tempo s(z, x') = 5(¢) + §(t, x'), € possivel definir uma quantidade invariante de calibre
(33)

59 = 5+ £%5,. (3.109)

A formulagdo de uma teoria perturbativa em termos desta quantidade invariante de calibre € justificada

no calibre comével (£° = v = 0), pois neste caso a quantidade acima adquire significado fisico.

3.2.4 Teoria perturbativa em termos de quantidades invariantes de calibre

O formalismo padrdo na literatura da teoria das perturbacdes no cendrio relativistico consiste em in-
serir perturbacdes nas grandezas dinamicamente importantes e entdo resolver as equacdes de Einstein
para determinar a sua evolucdo. Neste trabalho serd utilizada uma forma andloga do ponto de vista
fisico, na qual as perturbacgdes serdo inseridas na equacdo do balanco de energia, na equacdo do ba-
lanco do momento e na equagdo de Raychaudhuri [(34), (35), (36), (37), (38), (39)].

Serd desenvolvida um andlise perturbativa para um fluido conservativo que serd posteriormente apli-
cada ao Universo como um todo. Neste ponto, além da métrica [3.84] e da quadrivelocidade (calibre
comovel) [3.99] a densidade de energia p, a pressdo p e o escalar de expansido ® também deverdo ser

expressas como em [3.27], [3.28] e [3.30] respectivamente.

O principio cosmoldgico permite establecer que no fundo homogéneo e isotrépico g,, seja dada pela
métrica de FLRW, a quadrivelocidade seja u* = (1, 0,0, 0) e que a densidade p, pressdo p e o escalar
de expansdo ® niio possuam dependéncia espacial. Em particular, a densidade e a pressdo devem

satisfazer

p = Zip;.

P = XZipi,
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na qual o indice i representa as possiveis componentes do universo.
A quantidade de interesse que vai descrever as estruturas no Universo é denominada contraste de
densidade, que foi definida anteriormente, e é dada pela razao entre a perturbacdo de densidade de

energia e seu valor no fundo homogéneo e isotrépico

0= (3.110)

bl.|b)

O balango de energia de um fluido perfeito pode ser escrito no nivel perturbativo, onde cada uma
das quantidades dindmicas [2.30], deve ser escrita como a soma de um termo que descreve o fundo

homogéneo e isotrépico e um termo perturbativo de primeira ordem.

@ +P) (@ + 1)+ (@ +O)N(P+p)+(p+ p) =0,

H+pil’ +@@p+p)+0OE+p) =0. (3.111)

Da definicao de contraste de densidade [3.110], temos

§=PEPE L p=p+po, 3.112)
0
de [3.112] em [3.111]
5+5€+€a°+®(5+5)+®(1+@). (3.113)
pp p p

Neste ponto pode ser introduzida para a densidade, pressdo, e escalar de expansdao uma descricao

invariante de calibre da forma [3.80], [3.82] e [3.83]

P =p+vp,
P9 =p+vp, (3.114)
09 =0+ v@.

Ainda que esse desenvolvimento ndo utilize explicitamente a métrica, as quantidades dinamicas p°¢,
pe @°, devem ser escritas no calibre comével, onde assumem o fato de densidade, pressdo e escalar
de expansao.

Em particular, dividindo a relacao para p¢ por p, obtém-se uma relacdo de calibre para o contraste de
densidade

5(6):(5+v/:) — 5(6):5+(

’:’) v+ Ly, (3.115)
o

p p



58

Dessa forma utilizando u° = uy = —¢, [3.114] e [3.115], a equacdo [3.113] pode ser reescrita como

5<c>_(f;)v_(@)ﬂe((s«»_@V)_@¢+@<c>(1+@)_@(1+@)v
p p p p p p p

_ 5 _ (PO -5
s ®(5<c) _ /:?V) N ®(1’__PV) - 0. (3.116)
p p

O préximo passo € olhar para as componentes espaciais da equacido do balanco do momento [2.31]

no nivel perturbativo, com limite na primeira ordem

B+ Piim = ~(H,p ). (3.117)

Para uma andlise mais cuidadosa vamos olhar separadamente a perturbacdo da derivada total da qua-

drivelocidade

um = (um;vuv)/\ = (um;v)/\ﬁv + ﬁm;vav = (um,O - rzqoua)/\ + (um,v - rgﬂ,ua)ljly,

N a a

fy =l + 10 = =ty + =Gl (3.118)
a a
Agora como
um — gmvuv - l//\tm — ngaV + gl’nvll/\tv’
= Zamtt" = ~8am@"™ + o, (3.119)
também
1
1—‘?nO = EgO#(g,um,O + 8uom — ng,,u)- (3.120)

Perturbando a primeira ordem

N 1., _ 1_
l—‘9710 = gO#(gum,O) + EgOﬂ(gum,O + g,uO,m - ng,y)/\’

2
£ = 22" — 22 (3.121)
m0 a um 2 00,m+ .
De [3.119] e [3.121] em [3.118], obtemos
2 A 1,
Wy = Wy — =800.m- (3.122)

Além disso, de [3.117] achamos

(hhp )" = (g + W u)py) = [P + unpl”,
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(py)" = Do + Pl (3.123)

Considerando que i, = v,

()" = Pon+ PV = (P + VP = P (3.124)

de [3.122], [3.124] e considerando gyp = —2¢ em [3.117], obtém-se, com o limite na primeira ordem,

o balanco do momento no nivel perturbativo

ﬁ(c)
V= ——. (3.125)
p+p
Com a consideracdo de que o termo g pode ser escrito como 5 = -0 (1 + ’;;’), de modo que a con-

servacdo da energia e do momento no nivel perturbativo podem ser descritas pela combinac¢do das
equacoes [3.116] e [3.125]

50 oL 50 4 6 (1 + @). (3.126)
p p

Para determinar a perturbacdo do escalar de expansao deve-se utilizar a equacdo de Raychaudhuri,

que no caso sem cisalhamento e vorticidade é dada por (ver apéndice B)
o 1 2 el
e+ §® — ity +47G(p + 3p) = 0. (3.127)

No entanto, antes de inserir perturbacdes na equacdo [3.127] € conveniente reescrevé-la segundo o

balanco do momento [2.31]

h/l
i = g, = —g" (—Vp 4 ) (3.128)
p+tp
h/l h,l h/l ’
u/":l — |:_g,uV( Vp#l) — _g/lV {( Vp,/l) —FZV yp/le’ (3129)
p+pjl, ptpl, ptp
de forma que a equagdo de Raychaudhuri [3.127] possa entdo ser reescrita como
. 1 2 hﬁp A h;l/p,/l
O+ =0 +"||—=| - FZV— +4nG(p +3p) = 0. (3.130)
3 p+r), p+p

No nivel perturbativo a equagdo anterior assume a seguinte forma

2 > 2_,\ AV+AVL+6O L_éOA
®—®¢+§®®+gﬂ‘/|:(p’ uyp v¢p VP,O)
i

ptp

_ [ P, +i,p+8%p—8po )fy (6@3,4 + @',y )l
p+p " p+p
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+ g+

o pa+ it _ (Oypa+ ‘D
) ( yPa ypa] —ILV( yP.a ypx] +47G(p + 3p) = 0. (3.131)
Y

p+p p+p

Os ultimos trés termos que multiplicam a métrica g’ contém o balanco do momento no fundo ho-
mogéneo e isotropico, que deve-se anular. Além disso, uma vez que a métrica de FLRW ¢ diagonal,

podemos escrever
A ﬁ(c')
@+ p)

Neste ponto introduz-se as varidveis dindmicas invariantes de calibre [3.114]

A o= 24
®-0¢+ §®®+ + 4nG(po + 3p) = 0. (3.132)

2 APO .
O + 200 + 47G(5") +3p) + ———— — Gy - BV + ¢)
3 a*(p + p)
2 A = =
- §®®v —4nG(p +3p)v =0. (3.133)

O escalar de expansao no fundo homogéneo e isotrépico pode ser obtido através do balanco da energia

[2.30], enquanto suas derivadas temporais sao obtidas da equagao H = —‘g”—HG O
R 2 . APH©
& + 200 + 4nGps + —L__ — (3.134)
3 a*(p + p)

Isolando a perturbagdo do escalar de expansio ©®© na equacio da conservagio da energia e do mo-

mento [3.126] pode-se obter sua derivada temporal a partir da equacdo anterior

A 1 . _p
O = _ - (5(0) _ @ﬁé(@) , (3.135)
1+2) p
N 7 Aﬁ(")
o291 (5@ @@5@) —47Gpo") — ——. (3.136)
3 (1 + ) 1Y% P aS(p +P)

Por fim, deve-se diferenciar a equacdo da conservagdo da energia e do momento [3.126] com respeito

ao tempo e entdo inserir os resultados anteriores junto as equagdes [2.30], [2.34] e [2.36]

» ) — = ] 3 9 = A’\(C)
5<‘>+5<C>H(2—6§ +3’—._’)+5<‘>H2( 12E P oP) - P (3.137)
P p 2 20 B pa

E comum representar a escala temporal em funcio do fator de escala a(f). Mudando a varidvel

59 = 69 qH, (3.138)

(e ¥ v 09 H'
5© = (6(‘) aH) aH = A H> [6(c) + (1 + aH )] , (3.139)
a
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onde a linha indica derivacdo com respeito ao fator de escala. A derivada do pardmetro de Hubble H’

pode ser determinada a partir de H
) H’ 1 3p
H=HaH = —41G@ + p)  — 1+%=——(1+—p). (3.140)

Além disso, por estarmos interessados na evolug@o temporal do contraste de densidade € conveniente

escrevé-lo no espaco de Fourier

ECHE i f S ek, (3.141)

de forma que a equacdo final, ja no espaco dos momentos, para as perturbacdes cosmoldgicas é

(c) . (c) ] N
v 9 (3 15p _p\ O (3 p 9  p ) | k 2
P S S Y O D DN DY -0 iy Y4 B o L1 o (3.142)
k a\2 2p p a\ 2 o 29 p pa*H?

. D 4 Ve a ~ . s,
Considerando que w = %12 , k =| k | ¢ o numero de onda comovel e para uma perturbacao adiabatica

temos ¢,> = g—z = ";;’, entdo a equagdo anterior fica
()’ ()
v 3 0y 212\ O
@ 2 (1 _ 2y k. _ 2 32 =6l — S| L =
6+ S (1-5w+2e’) = 2(1 + 8w — 3w” — 6, 3a2H2) > =0. (3.143)

Vamos agora procurar solugdes para as equacdes de perturbagdo relativistas para complementar os
resultados newtonianos da sec¢do anterior. Os casos a serem considerados sao: (i) Crescimento das
perturbacdes na componente dominante nio-relativista apés o equilibrio'?, quando o comprimento
de onda da perturbacdo € maior que o raio de Hubble. (i1) Crescimento das perturbacdes na compo-
nente dominante relativista antes da igualdade matéria-radiacdo, quando o comprimento de onda da

perturbacao esta dentro como fora do raio de Hubble (29).

A mesma andlise foi feita em Ref.(40) para obter uma equacdo do tipo [3.143], mas neste caso foi

incluida os efeitos de uma constante cosmoldgica positiva.

120nde w, é o parametro da equagio de estado do fluido total.
13Equilibrio representa no momento no qual a densidade de energia da matéria é a mesma que a densidade da radiacio.
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Universo perturbado Einstein-de Sitter

A andlise Newtoniano € vdlida para os modos bem dentro do raio de Hubble. Em escalas fora de A,
porém, € preciso envolver a relatividade geral mesmo se tratando matéria ndo relativista. Para poeira
sem pressdo w = 0 = ¢, na equacgio [3.143]. Este modelo é conhecido como Universo Einstein-de

Sitter, e fornece uma boa descri¢do de nosso Universo depois da recombinagdo

" 3. 3 2 k*ey?

k2c 2
a’H?

onde omitimos o (c¢) e o nimero de onda pela simplicidade. Aqui o termo ( ) deve ser mantido na

equagao, se queremos discutir o efeito da pressdo de suporte. Essas solucdes tém solugdes bastante

k2cg?
a’H?

simples. Para os modos situados fora do raio de Hubble 4 > Ay e < 1. Nestas escalas a equacao

acima reduz-se a

’ 3 7 3
6NR + %51\% - ﬁéNR =0. (3145)
Resolvendo com um Ansatz: Syg o« a”
Sygoca’ , Oygpocba” 8 o b(b - 1)a"?, (3.146)
de [3.146] em [3.145]
3
20 +b-3=0 — b:l,—i, (3.147)

temos uma solucdo que é uma combinagdo linear dos dois modos da forma
Syr = Cra+ Cra™", (3.148)

para a evolucao do contraste de densidade. Onde recuperamos o resultado obtido em [3.49].

Era dominada pela radiacao

Antes da igualdade radiagdo-matéria, a radiacdo dominou a densidade de energia do Universo e w =

1

3= ¢,2. Durante este periodo a equacdo [3.143] fica

L2 1 i
6), - ; |:1 - gﬁ] 5), =0. (3149)
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Agora do elemento de linha para um fotén
ds’ = -*di +d*dr* =0 — r= fgdt,
a

definimos o horizonte de particulas [, = ar

I, = affdz,
a

mas definindo o tempo conforme cdt = adn, a equacao anterior fica

Iy = an. (3.150)

Conhecendo o comprimento de onda comovel: / = 2k—” e comprimento de onda fisico:d = al = azf -

A o« . Aqui definimos uma nova quantidade kn = 156”7, onde usando o anterior temos

Iy horizonte de particulas
kno — = - —. (3.151)
A comprimento de onda da perturbacio

De [3.149] achamos as seguintes relacdes

a_ldadn_kdal_l_ca_’

H=-="——=——— = , 3.152
a adndt adkna aa ( )
do, dn do, 1 1
=L Lkt — =0, 3.153
Y dnda dknka a7 ( )
da mesma forma obtemos
1’ a,, 6; 1 1’
(57 = —E; + ﬁ(‘)’y, (3.154)
onde " em [3.152], [3.153] e [3.154] representa a derivada com respeito a k7 .
De [3.152], [3.153] e [3.154] em [3.149], resulta
. a\ 1
o, — |2 ol 0, =0. (3.155)
Como sempre a « i ou a = cn, entao
" 1d 1d 1
@ __4da _dnm_ 1 (3.156)

a _;dW]_cndkn_kn
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De [3.156] em [3.155]

L, 2 1.
5, - [W - 5]57 = 0. (3.157)

e Em grandes escalas, quando A > [, — kn < 1 em [3.157]

2
o) ———=06,=0. 3.158
(e L G159
Seja uma solucdo
Sy o< (kn)* &, oc b(kn)*™" 8 oc b(b — 1)(kn)*~?, (3.159)
usando [3.159] em [3.158]
P»-b-2=0 — b=2,-1, (3.160)
com uma soluc¢do de lei de poténcia da forma
6, =Cia* + Cra ™', (3.161)

onde C; e C, sdo constantes. Aqui, antes da igualdade matéria-radiacio as perturbacdes em grandes
escalas no fluido radiativo crescem como &, « a*. Notar que a Eq.[3.158] também governa a evolugdo
da componente ndo-relativista (barions ou nio), uma vez que nio incorpora os efeitos da pressao.

Portanto, a solugdo [3.161] também € aplicavel aos barions e a matéria sem colisdes.

e Em escalas dentro do horizonte (pequenas escalas), com A < [, — ki > 1 a equacdo [3.157]

torna-se

1
o+ 567 =0, (3.162)

e admite a soluc¢do oscilatéria

8, oc e, (3.163)

Assim, na era de radiacao flutuacdes em pequenas escalas na componente relativista oscilam como as
ondas de som. Como resultado, (5,) = 0 em escalas bem abaixo do horizonte. Em outras palavras, o
fluido radiativo deveré ter uma distribu¢@o suave em pequenas escalas.

Note-se que na era de radiag¢do a transicdo do modo crescente para os modos de oscilacdo ocorrem
em A ~ [, o que implica que, antes da igualdade radiacdo-matéria o papel do comprimento de Jeans

¢ desempenhado pelo horizonte.
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3.2.5 Sistema de duas componentes interagindo

Nesta parte em particular, iremos analisar sobre um modelo que tem duas componentes: matéria

escura (subindice M) e energia escura (subindice X), que interagem via uma interacdo nao gravitaci-

1]4

onal “. Esta secdo serd utilizada quando cobrimos o andlise perturbativo do modelo scaling.

Considerando um sistema de duas componentes que é caracterizado por um tensor de energia mo-
mentum total

Ty = puyuy, + phy, T, =0, (3.164)

onde hy, = guy + uuity € guu'u” = —1. A quantidade u* denota a quadrivelocidade total do substrato

cOsmico. A dindmica do fluido total é dada por os balanges

—u,T", =p,u”+0@(p+p) =0 (3.165)

KT, = (o + p) il + ph™ = 0. (3.166)

Agora vamos assumir uma divisdo de 7, em uma componente de matéria escura € uma componente
de energia escura,

T = T + T, (3.167)

com (A = M, X)
T\ = pauyuy + palty” W =g" +uyu . (3.168)

Uma interagdo entre as componentes pode ser covariantemente caracterizada por
Ty, =0, TY, =-0". (3.169)

Entdo, as equagdes de balango de energia separadas sao

- MM#TII;IV;V = pM,O'uﬂ + ®M (PM + PM) = _uMO'Q(T (3170)
e
- MXMT;;V;V = pxoUly + Ox (ox + px) = uxc Q7 . (3.171)

14Para nosso estudo nos seguintes capitulos, temos um um modelo fenomenolégico, onde estabelecemos que a interacio
de ambas componentes € do tipo ndo gravitacional, mas nao aprofundamos no tipo de interacao.
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Em geral, cada componente tem sua proprid quadrivelocidade, com g,,u’,u’; = —1. As quantidades

®, sdo definidas como @4 = Uy, -

Por outro lado, temos os balancos do momento

R T = (o + pan) iy + puht = h5, 0" (3.172)
€
W5 Ty, = (ox + px) i + pxuhy' = —hg, 0%, (3.173)

onde i§ = uf_ut. O termo fonte O € a transferéncia de energia-momento entre a matéria escura e a
energia escura. Este ultimo pode ser decomposto, como uma parte proporcional e outra perpendicular

ao quadrivelocidade total de acordo com
Q' =u'Q+ 0", (3.174)

onde Q = —u, 0" ¢ O = L0, com uﬂQ_" = 0. A secdo 4.1 da Ref.(33), mostra que o termo de
interacao é dado por

0" =(0.0). (3.175)
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Capitulo

MODELO SCALING

4.1 Introducao

Nosso Universo parece ser feito de cerca de dois tercos de algo que € agora chamado de energia
escura e de um terco de principalmente matéria escura. Usualmente, estas componentes sao conside-
radas como componentes independentes do substrato césmico. Dado que ndo conhecemos a natureza
da energia escura, nem da matéria escura, niao se pode excluir que existe uma interagdo entre eles. Tal

situacdo € ainda mais geral em compara¢do com o caso sem interagao.

Neste capitulo, nosso objetivo é estudar a dindmica do fundo homogéneo e isotrépico de um mo-
delo no qual a matéria escura e energia escura interagem de tal forma que a razdo das densidade de
energia de ambas componentes obedece uma lei de poténcia no fator de escala. Vamos explorar as

consequéncias de tal interagdo para o problema de coincidéncia.

Virios aspectos da dindmica do fundo deste modelo foram estudados até agora e foram confron-
tados com os dados observacionais [(8), (9), (10), (41), (42), (43)]. Neste capitulo se volta a estudar
a dindmica do fundo deste modelo, a partir de varias amostras de Supernovas do tipo Ia, e assim

colocamos restri¢cdes observacionais sobre os parametros (y,, £) deste modelo.
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4.2 O problema da coincidéncia cosmica

No modelo ACDM, a matéria escura e a energia escura decaem com a expansao em taxas diferentes,

ou seja utilizando as equacdes [2.55] e [2.57] vemos

p_M — _QMO a_3

- , (@.1)
PA QAO

onde segundo os dados observacionais (1), esta razdo € de fato da ordem 1 para o Universo atual. No
entanto, a dependéncia do fator de escala indica que este fato s6 foi alcancado para valores do fator

de escala proximos ao atual.

Entdo, surge a questdo: "Porque as densidades de energia da matéria escura e a energia escura sao da
mesma ordem hoje?". Em outras palavras, "De onde a relacdo (py/px), = O(1) vem?". Este é, em
esséncia o "Problema da Coincidéncia"(44), onde lembramos que o subindice zero significa valores

no presente.

O problema de coincidéncia pode ser aliviado admitindo-se uma interacdo entre a matéria escura
e a energia escura. Neste caso a interacdo tem que ser a adequada de tal forma que a razdo das den-
sidades das componentes escuras obedeca a relacdo introduzida por Dalal (8) (o qual foi a motivagao

de nosso trabalho) e que para o fundo homogéneo e isotrépico pode ser escrita como

r = % = roa_f, (42)
Px

onde a € o fator de escala da métrica de Robertson-Walker, ry é o valor presente da razdo entre as

densidades de energia e £ € um parametro constante.

Aqui ¢ € considerado como uma nova varidvel, a qual indica a severidade do problema de coinci-
déncia. Para uma equacgdo de estado py = —py da componente de energia escura, um valor de & = 3
equivale ao modelo ACDM. Um valor de ¢ = 0 representa uma razdo estacionaria py/px = const.
Assim, qualquer solucdo com um parametro escalando de 0 < ¢ < 3 torna o problema de coincidéncia

menos SEevero.



69

4.3 Dinamica do fundo homogéneo e isotropico

Em geral podemos considerar un Universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), tal
que sua densidade de energia total consiste de radiacdo, matéria baridnica , matéria escura com pres-

sdo desprezivel e energia escura

P =pPr+PB+PM T Px- (4.3)
As correspondentes pressdes sao
1

Pr= §PR, PB <P, Pm < Pum, Px = WPx- (4.4)

Da equacao [2.30], e considerando que s6 temos uma interacao no setor escuro, as componentes de
radiacdo e matéria baridnica se conservam separadamente, com isto, as equacdoes de balango para
essas componentes sao

or + 4Hpg = 0, 4.5)
P + 3HpB =0. (46)

As componentes de matéria escura (M) e energia escura (X) sdo supostas a compartir um acopla-
mento de modo que suas densidades de energia obedecem os balangos dadas pelas equagdes [3.170]

e [3.171], as quais para o fundo homogéneo e isotrépico e considerando [3.175], se reduzem a

pm +3Hpy = 0, 4.7)

px +3H(1 + w)px = -0, (4.8)

= X

respectivamente, onde w ox

€ o parametro da equacao de estado da energia escura e Q € o valor de
fundo do termo geral de fonte, o qual mede a forca de interacdo.

Da equacdo [4.5] a radiacdo evolui com o fator de escala como
PR = ProG ", (4.9)
e da equacgdo [4.6] a matéria baridnica evolui com o fator de escala como

PB =p30a_3. (4.10)
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Nos estamos interessados em solugdes com o comportamento de escala para as duas componentes
escuras dada por [4.2]. Entdo, combinando o ansatz r = rpa* = # = —¢Hr com os balangos [4.7] e

[4.8] produzimos

¢ ¢
S +w S+ w
Q :—(§+w)@:—3 -2 , @.11)
3Hpy 3 0 1+r roa~é + 1
ou, em termos do redshift,
¢
S t+w
¢ _ 3 (4.12)

3Hpy - _1 +ro(1+2)°
Estas relacdes determinam a interacdo que é necesséria para gerar a dinimica com r = roa¢. Neste
modelo fenomenoldgico, a cosmoldgia padrdo sem interagdo entre energia escura € matéria escura €
caracterizado por ¢ + 3w = 0, correspondendo a Q = 0, assim & + 3w # 0, onde Q # 0, denota uma
cosmologia ndo-padrao.
Além disso, &€ + 3w > 0 corresponde a Q < 0, indicando que a energia é transferida de matéria escura
para energia escura. Por outro lado, £ + 3w < 0 corresponde a Q > 0, onde se tem que a energia é

transferida de energia escura para matéria escura.

Para um w = cte e substituindo [4.11] em [4.7] obtemos que a densidade de energia da matéria

é
_1-3w

r0+a§) ¢

4.1
}“0+1 ( 3)

Py = Pued” (

Usando a relac@o do fator de escala com o redshift [2.15], a equagdo anterior pode ser escrita como

_1-3w
T+ro(1+2f] %

4.14
1+r ( )

Pm = P, [1 + Z]3(l+a))+§

Agora como
[E — r()a_é: = pX — p—M’
Px roa~¢

e usando [4.13], temos a expressdo para a densidade da energia escura

(4.15)

3w
Pmy 3 g(af"'ro)_(H'S)
px = —aa |—— :

1o 1+I‘0

De [4.13] e [4.15], obtemos a soma a densidades de energia da matéria escura e da energia escura

3w

L+70 3040 (1 +r0a s\ ¢
pu +px = py,——a " )(—) : (4.16)
ro 1+ 1o
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Com a evolugdo das componentes dadas pelas equagdes [4.9], [4.10] e [4.16], e restringindo-nos a um

universo com secOes espacialmente planas a equagdo de Friedmann pode ser escrita como (45)

&G 1+7 1+ra?\ ¢

2 2 0 331 0 -3 -4

12 = T p = | Qg (Tro) +Qpa + Qrat, (4.17)

onde temos introduzido os pardmetros de densidade sem dimensdes: €y, = ';ﬂ . Qx, = % ,
170 ('0

2
_ pBO _ PRO _ 3H0 2z . syt .
Qp, = o © Qg, = P onde p., = g € a densidade critica hoje.
Para nosso trabalho, nés vamos considerar s6 duas componentes, que atualmente sdo dinamicamente
as mais relevantes: matéria escura e energia escura, as quais estao interagindo, assim que negligenci-
amos tanto a componente baridnica como a radia¢cdo. Com isso temos agora €y, + Qx, = 1, entdo a

taxa de Hubble ficaria

3w
; 1 +roa®\ *
H = Hoa 31+ (ﬂ) , (4.18)
1+r
ou em termos do redshift .
: 1+ro(1+2)%\ >
H = Hy(1 + )30+ (M) . (4.19)
1+r
Considerando ry = 2—“:0, o parametro de Hubble pode ser reescrito como
0
_3w
H?> = H a3 (Qu, + (1 — Qp)a) " <. (4.20)

Na figura [4.1] ilustramos a situag¢do em relagdo ao problema da coincidéncia, onde nés comparamos
o comportamento de Qy = 81Gp,/ (3H2) e Q, = 8nGp,/ (3H2) para o modelo ACDM e nosso
modelo scaling, onde usamos os valores dos parAmetros Qy, € & da tabela [4.5]' usando a amostra
Union 2.1, e também para o modelo de interacdo estudado na Ref.(9) com a mesma forma para o
pardmetro de Hubble que nosso modelo, mas neste tltimo foram utilizados os dados de Supernovas
da amostra Constitution (397 dados de supernovas do tipo Ia), para o qual obtiveram os seguintes
valores para os parametros: Q, = 0.29 , w = —1.01 e & = 3.16. A figura [4.1] mostra que quando
nosso modelo € testado com a amostra Union 2.1 (fixando w = —1) € indistinguivel do modelo ACDM

(testado com a mesma amostra), ja que a igualdade de ambas componentes ocorre quase no mesmo

'Até aqui temos calculado a expressdo para o pardmetro de Hubble que depende de Qy, , w , & e h, mas para a
simplicidade da andlise do nivel perturbativo fixamos w = —1, entdo para fazer um anélise conjunto da parte de teste com
Supernovas do nivel de fundo com a parte perturbativa temos que fixar w = —1 também no parametro de Hubble, pelo
qual s6 ficamos com trés pardmetros Qy, , & € h.

>Temos que ter em conta que aqueles valores para os parimetros foram obtidos quando se fez um anélise do modelo
s6 com dados de Supernovas da amostra Constitution (397 dados de supernovas do tipo Ia).
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tempo para nosso modelo e 0 modelo ACDM. Mas quando comparado ao modelo estudado na Ref.(9)

(testado com a amostra Constitution), a igualdade de ambas componentes ocorre mais cedo no tempo.

Comportamento de Qy e Qx
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Figura 4.1: Dependéncia do redshift das contribug¢des fraciondrios Q) = 81Gpy,/ (3H2) e Q, =

8nGp./ (3H2), para os modelos scaling e ACDM (testados com os dados da amostra Union 2.1), e
Ref.(9) (testado com os dados de 397 supernovas da amostra Constitution).

Via a seguinte relacdo
H 3 3 w

_—— - 4.21

“H 2 2rpaf+1° 4.21)

onde H' = ‘2—2’, o parametro de desaceleragcdo definido em [2.50] fica

I 3 w
= -+ = 4.22
1=t a1 (+:22)
onde estd ultima equacdo pode ser escrita como
3Qu, (1 +2)F +3(1 - Q +1

o) = -1 3 S+ 2430 = Q)@ + 1) )

2[Qu,(1 + 25 + (1 = Quy)]

e para z = 0 obtemos o fator de desaceleracdo hoje em termos dos parametros de densidade e equacao
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de estado

L 3, + 30 - Qu)(@ + 1)

5 (4.24)

qo=-1

Esta ultima expressdo € independente do valor obtido para &.

Na figura [4.2], apresentamos o parametro de desacelerag¢do g(z) restringido ao conjunto de parame-
tros obtido para o modelo ACDM e nosso modelo scaling testados com a amostra Union 2.1 e também
para o mesmo modelo estudado na Ref.(9), mas este tltimo testado com a amostra Constitution. A
regido sombreada mostra a dispersdo em 1o de nivel de confian¢a do parametro de desaceleragcdo para
nosso modelo. Além disso as curvas para o pardmetro de desaceleracdo do ACDM e Ref.(9) ficam

dentro de 1o de nivel de confianga de nosso modelo.

Comportamento do parametro de desaceleracao

| ——  Ref.[9](2y,=029, w=-101, ¢=316)
——  Saing @y, =025, w=-1, £=278)
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Figura 4.2: Parametro de desaceleragdo para os modelos scaling, ACDM (testados com os dados da
amostra Union 2.1) e Ref.(9) (testado com os dados de 397 supernovas da amostra Constitution).

Para o caso especial py = —px em [3.171], temos (no fundo)
T¢=—-pxg* e px=-0, (4.25)

equivalente a um termo cosmoldgico decaindo (33).



74

4.4 A analise de Supernovas Ia

As supernovas do tipo IA sdo objetos luminosos com um brilho extremamente conhecido, intenso
e uniforme, o que permite que sejam usadas como velas padrdo. Atualmente, sua importancia para
a cosmologia é de grande valor tanto que levou ao prémio Nobel (46), podendo ser utilizada para a
selecdo de parametros e modelos cosmoldgicos [(10), (33), (36), (47)].

Em geral, para um objeto luminoso, cujo fluxo de radiacdo emitida f € conhecido, define-se a magni-

tude bolométrica aparente da seguinte forma
m = -2.5log(f)+C, (4.26)

onde C é uma constante que determina a escala de medida da magnitude aparente. A relagcdo anterior

pode ser descrita usando a defini¢do da distincia de luminosidade [2.17]

L
m = —-2.5log +C. 4.27)
47rd%
Dessa forma, utilizando o desenvolvimento anterior define-se como a magnitude bolométrica absoluta

o valor da magnitude aparente caso a distancia do objeto até o observador fosse de 10pc

M=-25 log[ (4.28)

L
— |+ C.
47r(10pc)2]

Observacionalmente € conveniente introduzir o médulo de distancia tedrico, dado pela diferenca entre
as magnitudes bolométricas aparente e absoluta. Explicitando a diferenga entre as equacdes [4.27] e

[4.28], temos

d
U = 510g( L ) (4.29)

Como temos interesse no estudo em escalas cosmoldgicas, e considerando que 10pc = 107 Mpc,

temos:

dr dp,
0 =5log| ———| =51 25. 4.30
K Og(lO‘SMpc) Og(lMpc) i (4.30)

Para um universo plano (k=0), temos que a distancia de luminosidade® é

Z d’
dL:(1+z)HiofO Tz) 4.31)

3 A pesar que estamos trabalhando com ¢ = 1, temos que colocar o valor de ¢ na distincia de luminosidade para quando
o modelo seja testado com amostras de Supernovas, se trabalhe nas unidades corretas.
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onde E = Hﬂo
De [4.31] em [4.30], temos:

H—l
=51 1+ +51 + 25, 4.32
Og(( Z)f E@ )) Og(lMpc) (4.32)
com: ¢ = 3 x 10%kms™' e Hy = 100hka onde / é uma quantidade adimensional, entdo: cH;' =
Mpc
3000
Em [4.32]
3000
=51 1 +51 25, 4.33
st 0 [ 2 ) sn[29) s
4 dZ/
=Slog|(1+2) | ——=|+42.38 —5log(h). (4.34)
o E@@)
Para nosso caso, por exemplo, temos 3 parametros livres Q,,, & e h (fixando w = —1) e queremos

estudar a distribu¢@o de probabilidades de apenas 2 deles €, e £, sem preocupar-nos com o terceiro,
reduzindo o tempo computacional.

Um caso tipico na cosmoldgia € a marginaliza¢do sobre o parametro # quando estudamos dados de
supernovas. Ja que este parametro € fixado nos tipos de calibradores que usaremos, pelo qual quando
o conjunto de parametros que melhor ajusta o modelo aos dados é obtido, 4 vai tender ao valor fixado
pelos calibradores.

Aqui descrevemos uma forma de ter uma marginalizag@o sobre /4, a qual pode também ser encontrada

em [(10), (48)].

1 =42.38 — 5log(h) + 51log [(1 + z)f E@ )] (4.35)
Ho
ﬂteo
M= o + @ (4.36)
O método para encontrar o melhor ajuste é feito construindo uma fung¢io y? dada por:
N obs _ eo 2
(; )
X’ Z (4.37)
De [4.36] em [4.37], temos
(#obs teo _ N obs laieo)Z _ zluo('u;)bs _ /1260) + /JZ
X' = Z d . (4.38)

=1 i= g;
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Aqui vamos definir as seguintes quantidades

N obs __ —teoy2
(ﬂi _,ul' )
i=1 i
N obs __ =teo
(/Ji —H; )
B= Z —— (4.40)
i=1 i
N
C = Z = (4.41)

De [4.39], [4.40] e [4.41] em [4.38], resultando
X' =A-2uB+Cuj. (4.42)

Considerando a equagdo [4.42], e fazendo igual a zero a derivada com respeito a uy, ja que o contém

a quantidade adimensional / da constante de Hubble H,

dy? B
N o 2B+ 2Cuy =0 = = = (4.43)
d,u() C
De [4.43] em [4.42]
2 B2
oA 4.44
X C (4.44)

Entdo o teste com Supernovas seré feito utilizando dados de médulos de distincia das amostras defi-
nidas abaixo. A partir dos dados observacionais serd aplicada a estatistica Bayesiana para a selecao
de parametros a partir de uma fun¢do definida em [4.44]

N (U -pz)) 2

2 = [/J:']bs - /jtw(zi)]z Zi:l Toni
Gy =, -

, (4.45)
i=1 TSwi il -
SNi
onde '’ € definido na equagdo [4.35] como
2 d !
i =5log|(1+2) f Tz)] (4.46)
0

Em cada amostra deve estar contido, para cada uma de suas N Supernovas, os seguintes dados: seu

médulo de distancia u°”*

, 0 erro em sua medida osy;, € seu parametro de desvio para o vermelho
z;. Desta forma, com os valores de z;, 0 mddulo de distancia previsto teoricamente pode ser obtido

através de [4.46].
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Neste caso, uma vez que o nimero de dados € extenso, a andlise estatistica permite que seja inferido
quais sdo os valores preferidos para os parametros cosmoldgicos através da minimizacdo da funcio
Xsn (49). Apés um processo de marginalizagdo, seré feita ainda uma andlise da fungdo de verossi-
milhanga para encontrar o valor individual de melhor ajuste para cada parametro, a qual € definida
mediante a funcdo densidade de probabilidade, conhecida como PDF (da suas iniciais em inglés Pro-
bability Density Function)

)
P=Aexp (%) 4.47)

onde A € uma constante de normalizacao.

Nesta se¢do colocamos restrigdes observacionais sobre os pardmetros Qy, e & deste modelo. Em (9),
a expressdo de H dado por [4.18] tinha sido investigado usando o conjunto de dados do Constitution
(397 dados de supernovas do tipo Ia)*. Agora, neste trabalho usamos as seguintes amostras, que con-
tém dados de supernovas: a) SDSS, b) Constitution e ¢) Union 2.1.

No entanto, as medidas reais de luminosidade ndo contemplam todo o espectro eletromagnético, o
que faz com que seja necessario uma calibracdo dos dados observacionais.

Neste trabalho serdo utilizados dados calibrados com dois calibradores comuns na literatura: Multi-

color Light Curve Shapes (MLCS2k2) (50) e Spectral Adaptive Lightcurve Template (SALT II) [(51),
(52)].

4.3.1 SDSS

O primeiro conjunto de dados a ser considerado € o resultado do projeto Sloan Digital Sky
Survey (SDSS) que tem catalogados 288 dados até o ano 2008. A andlise desta amostra serd
feita utilizando dois ajustadores de curva de luz para testar diferencas sistemadticas, aqueles

ajustadores ou calibradores sao MLCS2k2 e SALT II.

MLCS2k2: A figura [4.3] ilustra os dados da amostra SDSS calibrados com o filtro MLCS2k2
confrontados com a previsao tedrica do modulo de distancia obtido através da equacio [4.46]
com os valores de melhor ajuste para os parametros Qy,, e £ dados na tabela [4.1].

Seguindo a Ref.(53), a andlise estatistica para a selecdo de parametros deve incluir um erro

sistemdtico o, = 0,16 para os dados de mddulos de distancia da amostra. A minimizacdo

4No trabalho (9) colocam restrigdes observacionais sobre os parametros (2y,,w, £). Em nosso caso também estudamos
a teoria perturbativa relativista deste modelo, onde fixamos w = —1, entdo para fazer um andlise conjunto do nivel de fundo
com o nivel perturbativo relativista, necessariamente temos que fixar neste capitulo w = —1 para o fundo homogéneo e
isotrdpico.
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‘ SNe Ia SDSS(M L‘CSZkZ) ‘
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Z

Figura 4.3: Dados da amostra SDSS calibrados com MLCS2k2

da quantidade [4.45] com os dados da amostra SDSS (MLCS2k2), nos dao os seguintes va-
lores para os parametros com seus respectivos erros a 1o, 20 e 30 que melhor se ajustam

aos dados de Supernovas do SDSS com o filtro MLCS2k2 Q), = 0.393%)0307+0-0800+0-1500 e

=3 12+O.7678+1.6453+2.6752
'.i:_ *+<-0.6886-1.3218-1.9191"

A figura [4.4] mostra o plano & — Q,,,, com niveis de confianca de 1o, 20~ € 30~ 0s valores para

os parametros €y, e & que melhor se ajustam aos dados.
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Figura 4.4: Curvas de contorno a 1o, 20 e 30 de niveis de confianca de (Qy,, &) para Supernovas do
SDSS(MLCS2k2)

Utilizando o processo de marginalizacdo aliado a equagdo [4.47], pode-se ainda inferir qual é
o valor preferido para cada um dos pardmetros €, e ¢ individualmente. Os valores preferidos
encontrados para o modelo sdao Q,, = 0.362 e ¢ = 3.06, e estdo ilustrados graficamente na

figura [4.5].
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(a) Valor preferido Qy, = 0.362 (b) Valor preferido & = 3.06

Figura 4.5: Figura esquerda: Valor preferido de Q,,, para amostra SDSS(MLCS2k2). Figura di-
reita: Valor preferido de & para amostra SDSS(MLCS2k2).

Nos calculamos os valores para os pardmetros Q,, € 1 do modelo ACDM com a mesma amostra
SDSS (MLCS2k2), e establecemos uma comparagdo com os resultados obtidos para os para-
metros do modelo scaling na tabela [4.1], onde também se mostra os resultados para a fungao
X2, denominada y? reduzido, a qual é definida como a razdo entre o valor minimo da fungio
X2, pelo nimero de graus de liberdade v: x2 = x2. /v, onde o nimero de graus de liberdade
do modelo € definido como a diferencga entre o nimero de dados observacionais utilizados e o

nimero de parametros livres do modelo.

SNIa SDSS (MLCS2k2)
Modelo | Qu, | h G X
ACDM | 0.399%0022 | 0,639%00037 | 3| 0839
SCALING | 0.393+00407 3.12°07578 | 0,839

Tabela 4.1: Resultados da andlise com Supernovas do SDSS (MLCS2k2) para os modelos ACDM e
scaling

SALT II: Agora vamos continuar com a mesma amostra de Supernovas, mas agora os dados
estdo calibrados com o filtro SALT II. A figura [4.6] ilustra os dados da amostra SDSS calibra-
dos com o filtro SALT II, os quais foram comfrontados com o médulo de distancia através da
equacdo [4.46], utilizando justamente os melhores valores dos parametros €, € £ que ajustam

bem o modelo com os dados, os quais sdo dados na tabela [4.2].
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Figura 4.6: Dados da amostra SDSS calibrados com SALT II

Seguindo a Ref.(53), agora neste tipo de filtro vamos incluir um erro sistematico o, = 0, 14
para a anélise estatistica para os dados de mddulos de distancia da amostra. A minimizagdo de
[4.45] com os dados da amostra SDSS (SALT II), ddao os seguintes valores para os parametros
com seus respectivos erros a 1o, 20~ e 30~ que melhor se ajustam aos dados de Supernovas do
SDSS com o filtro SALT IT Qy, = 0.243%0035"00550 00780 € & = 3.64706156™13150 1 8155

A figura [4.7] mostra o plano & — ), com niveis de confianca de 1o, 20~ € 30~ 0s valores para

os parametros Q, e £ que melhor se ajustam aos dados.
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Figura 4.7: Curvas de contorno a 1o, 20 e 30 de niveis de confianca de (Qy,, &) para Supernovas do
SDSS(SALT II)

Utilizando o processo de marginaliza¢cdo novamente encontramos os valores preferidos para os
parametros Q,, = 0.230 e £ = 3.29, que sdo mostrados na figura [4.8].

Apresentamos a tabela [4.2] onde estdo os resultados obtidos para os parametros quando o
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(a) Valor preferido Qy, = 0.230 (b) Valor preferido & = 3.29

Figura 4.8: Figura esquerda: Valor preferido de Q,,, para amostra SDSS(SALT II). Figura direita:
Valor preferido de & para amostra SDSS(SALT 1I).

modelo ACDM e o modelo scaling sdo testados com os dados de Supernovas da amostra

SDSS(SALTII).
SNIa SDSS (SALT II)
Modelo | Qu, | h | ¢ %
ACDM | 0273100193 | 07021000 | 3| 0862
SCALING | 0.243+00305 3.64706%%9 | () 862

Tabela 4.2: Resultados da andlise com Supernovas do SDSS (SALT II) para os modelos ACDM e
scaling

4.3.2 Constitution
Continuamos fazendo uso dos dados de Supernovas para testar nosso modelo scaling e 0 mo-
delo ACDM, mas agora utilizamos a amostra Constitution, onde utilizaremos os seguintes dois

ajustadores de curva de luz MLCS2k2 e SALT II, e assim ter os dados calibrados.

MLCS2k2: Aqui temos que os dados de Supernovas da amostra Constitution os quais estao
calibrados com o ajustador MLCS2k2, que se encontra na referéncia (54)°. A figura [4.9] ilus-

tra os dados da amostra Constitution calibrados com o ajustador MLCS2k2, confrontados com

SPara esta amostra temos 372 dados de supernovas, os quais estiio contidos na tabela MLLCS17 da referéncia (54) que
correspondem a R, = 1,7.
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o modulo de distancia através da equacdo [4.46] com os valores que se obtiveram para os pa-
rametros Qy, e £ que melhor ajustam o modelo scaling com os dados, os quais sdo dados na

tabela [4.3].

Z

Figura 4.9: Dados da amostra Constitution calibrados com MLCS2k2

Seguindo a referéncia (54), a andlise estatistica tendo em conta esta amostra inlcui um erro
sistemdtico o, = 0,078 para os dados de modulos de distancia da amostra. A minimizagao da
equacao [4.45] para poder encontrar o conjunto de pardmetros com seus respectivos erros a 1o,

20 e 30 que melhor ajustam o modelo scaling aos dados da amostra Constitution (MLCS2k?2)

= _ +0.0274+0.0558+0.0850 _ +0.5336+1.1004+1.7111
sao QMO - O‘357—0.0265—0.0522—0.0771 € é: - 2'30—0.5102—1.0061—1.4968'

A figura [4.10] mostra as curvas de contorno com niveis de confianca de 1o, 20" e 30~ para os

parametros €, € €.
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Figura 4.10: Curvas de contorno a 1o, 20 e 30" de niveis de confianca de (€2y,, ) para Supernovas
do Constitution(MLCS2k2)
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Utilizando o processo de marginalizacdo para uma andlise individual dos pardmetros, mos-
tra que para ter um melhor ajuste de nosso modelo com os dados os parametros tem que ser

Qy, = 0.348 e ¢ = 2.214, e estdo ilustrados na figura [4.11].

PDF
PDF

0.0 0.2 0.4 0?6 0.8 i ‘2 é “‘ ‘5 é ‘7 8
O, &
(a) Valor preferido Qy, = 0.348 (b) Valor preferido ¢ = 2.214

Figura 4.11: Figura esquerda: Valor preferido de ,,, para amostra CONTITUTION(MLCS2k?2).
Figura direita: Valor preferido de ¢ para amostra Constitution(MLCS2k2).

Da mesma forma que fizemos com as amostras anteriores, achamos os parametros dos modelos
ACDM e scaling, neste caso testados com a amostra Constitution (MLCS2k2), os quais sao

apresentados na tabela [4.3].

SNIa Constitution (MLCS2k2)
Modelo |  Qy, | & & | X
ACDM | 0.323+09207 | 0.650+0.9033 3 0.924
SCALING | 0.357+0:9274 2.30%0333¢ 1 0.924

Tabela 4.3: Resultados da andlise com Supernovas do Constitution (MLCS2k2) para os modelos
ACDM e scaling

SALTII: Agora aqui temos a mesma amostra Constitution, mas neste caso os dados estdo ca-
librados com SALT II, os quais se encontram em (54) 6. A figura [4.12] ilustra os dados da
amostra Constitution cujos dados foram calibrados com SALT II, confrontrados com o modulo
de distincia, onde usamos os valores que se obtiveram para os parametros Q,,, e ¢ dados na

tabela [4.4] que melhor ajustam o modelo scaling com os dados.

5Neste caso, a amostra temos 351 dados calibrados com SALT II.
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Figura 4.12: Dados da amostra Constitution calibrados com SALT II

Neste caso, temos em conta um erro sistemdtico igual a oy, = 0,158 para os dados de
moédulos de distdncia da amostra. Aqui procedemos a minimizar a quantidade [4.45] para
assim encontrar o conjunto de pardmetros com seus respectivos erros a lo, 20 e 30 que

melhor ajustam o modelo scaling com os dados de Constitution (SALT II ), os valores sdao

_ +0.0303+0.0628+0.0977 _ +0.7586+1.5842+2.4990
'Q'Mo - O'230—0.0382—0.0543—0.0785 € ‘f - 4'16—0,7103—1.3902—2.0582‘

A figura [4.13] mostra as curvas de contorno com niveis de confianca de 1o, 20" e 30~ para os

parametros €y, € &.

CONSTITUTION (SALT 1)
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Figura 4.13: Curvas de contorno a 1o, 20 e 30 de niveis de confianga de (£2y,,£) para Supernovas
do Constitution(SALT 1I)
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Fazendo um andlise individual para cada pardmetro mediante a marginalizacio encontramos
que a amostra Constitution (SALT II) prediz que os valores individuais de melhor ajuste para o

modelo scaling sdo Q,, = 0.204 e £ = 3.71, e estdo ilustrados na figura [4.14].

PDF
PDF

P S S S AR R
0.0 0.6 1 2 3 4 5 6 7 8

(a) Valor preferido Qy, = 0.204 (b) Valor preferido & = 3.71

Figura 4.14: Figura esquerda: Valor preferido de Q,,, para amostra CONTITUTION(SALT II).
Figura direita: Valor preferido de & para amostra Constitution(SALT II).

A tabela [4.4] mostra os resultados da quantidade de cada parametro usando os dados de Su-

pernovas da amostra Constitution (SALT II) para o modelo scaling € 0 modelo ACDM.

SNIa Constitution (SALT II)
Modelo | Qu, | A G %
ACDM | 02741092 | 064910004 | 3| (666
SCALING | 0.230*0:03% 41673780 1 0.665

Tabela 4.4: Resultados da andlise com Supernovas do Constitution (SALT II) para os modelos ACDM
e scaling

4.3.3 UNION 2.1

Finalizamos usando o conjunto de dados de Supernovas da amostra Union 2.1 que contém

580 dados (55), os quais estdo calibrados com o ajustador SALT IIL.”

7A amostra Union 2.1 contem 580 dados calibrados com o ajustador SALT II e podem ser encontrados na pagina do
projeto Supernova Cosmology Project obtido do ano 2011, http://supernova.lbl.gov/, e é uma actualizacdo das amostras
Union (56) e Union 2 (57)
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A figura [4.15] ilustra os dados da amostra Union 2.1 calibrados com o ajustador SALT II, con-
frontados com o modulo de distdncia onde usamos os valores dos parametros €, € £ dados na

tabela [4.5] que melhor ajustam o modelo scaling com os dados segundo a amostra Union 2.1.

SNela UNION 2.1

Z

Figura 4.15: Dados da amostra UNION 2.1.

Neste conjunto de dados, as medidas de modulo de distancia para cada Supernova contém seu
proprio erro sistematico, que estdo dados na mesma pégina do projeto. Minimizando a equacio

[4.45], obtemos o conjunto de parametros con seus respectivos erros a 1o, 20 e 30- que melhor

- - e 0357+0.0733+0.11
ajustam o modelo scaling aos dados desta amostra, os quais sd0 Qy;, = 0.255" 0307 +0-0733+0. 1130

— +0.8272+1.7044+2.6616
€ é‘: - 2'78—0.8066—1.6269—2.5054'

A figura [4.16] mostra as curvas de contorno com niveis de confianca de 1o, 20" e 30" para os

parametros €y, € &.

UNION 2.1

)
T

S

N
T

0.0 0.2 0.4 0.6 08

Om

0

Figura 4.16: Curvas de contorno a 1o, 20 e 30 de niveis de confianca de (€2, £) para Supernovas
do UNION 2.1
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Utilizando o processo de marginalizacdo para assim obter os valores individuais dos parametros
que melhor ajustam nosso modelo com os dados, onde os valores de eles sdo ), = 0.244 ¢

& = 2.377, e estdo ilustrados na figura [4.17].
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0.0 0.6 1 2 3 4 5 6 7 8

(a) Valor preferido Qy, = 0.244 (b) Valor preferido & = 2.377

Figura 4.17: Figura esquerda: Valor preferido de Q;, para amostra UNION 2.1. Figura direita:
Valor preferido de & para amostra UNION 2.1.

A tabela [4.5] contém os resultados do andlise do teste do modelos scaling e ACDM com os

dados da amostra Union 2.1.

SNIa UNION 2.1
Modelo | Qu, | & | ¢ 1 x
ACDM | 0.24600278 | 0 701#00041 | 3 0.370
SCALING | 0.255+09357 2.78+08272 | 0,370

Tabela 4.5: Resultados da andlise com Supernovas do UNION 2.1 para os modelos ACDM e scaling
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Capitulo

FORMAGAO DE ESTRUTURAS NO MODELO SCALING

Aqui pretendemos complementar o estudo de nosso modelo para um andlise no nivel perturbativo,

tanto para um andlise Newtoniano como um andlise Relativista.

5.1 As Perturbacoes Newtonianas

N6s estamos interessados na dindmica da perturbagdes da matéria com comprimentos de onda menor
do que o tamanho do horizonte. Sob esta condi¢@o o tratamento Newtoniano € justificado.
Para um sistema de duas componentes a equagao [3.35] € modificada por um termo fonte que descreve

o0 acoplamento com a componente de energia escura.
P+ Opy + Opy = 0. (5.1

Em termos da perturbagdo fraciondria 9,, = ﬁ—’” a equagado de balanco de energia perturbada [5.1] da

componente de matéria toma a forma

UG BRI A%

Su+6=—(0- 0oy) = (—) : (5.2)
Pm

Esta equacdo tem exatamente a mesma estrutura que sua contraparte na Relatividade Geral para

(w = —1) [5.69] se todas as quantidades perturbadas sdo substituidas pelas correspondentes varia-

veis invariantes do calibre adaptadas ao gauge comdvel e as perturbacdes da pressdo sdo despreziveis.

Devido ao fato de que o modelo Newtoniano nao especifica o Q, podemos escrever, por simplicidade,
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Q = Q6 onde 8 é uma constante que quantifica a relevancia deste termo, entdo a equacio [5.2]

pode ser escrita como

Su+0=-(1 —ﬁ)_ng. (5.3)
Pu
Derivando com respeito ao tempo
S +6=—~(1-p) (_2) 61— (1 =By, (5.4
Pu Pm

Agora, o termo de interagdo introduzido no balanco da energia ndo afeta a equacdo de Euler. Isso
ocorre, pois supomos que as particulas produzidas devido ao seu decaimento possuem a mesma velo-
cidade do fluido total, caso contrario um termo adicional deve ser incluido! (58). O caso mais geral
vai ser considerado na se¢@o 5.2, onde além de um acoplamento via troca de energia, também sera
considerado uma troca de momento.

Entdo, a equagdo de Euler perturbada em primeira ordem para a componente de matéria sem pressao

¢ dada pela equacdo [3.2]*

O+ %@@ +Ad = 0. (5.5)
De [5.5] em [5.4], temos
Sy - 360 - A) = (1 —,8)(_2) 5y — (1= B L6, (5.6)
Pm Pm

mas de [5.3] utilizando © e substituindo em [5.6], obtemos

. 2 _ . ) R )\ ) .
S - 20 [—5M e —ﬁ)_gaM] A= -(1-p) (_2) 5= (1 =)L,
Pm PMm Pm
que pode ser reagrupada como
b+ H|2+(—p—L |6+ -p) [(2) ; 2H_2] Sy —Ad = 0. 5.7)
puH Pum Pum

A equagdo [5.7] mostra a influéncia da interag@o sobre a dindmica perturbativa. Os coeficientes de
ambos ¢ e § dependem do pardmetro de interagdo Q explicitamente. Para o caso em que 5 = 1, onde

a interacdo ndo afeta a dindmica perturbativa, o indice de Hubble é determinado essencialmente pela

'A creagio de particulas modifica a equag@o de Euler [3.2] da seguinte forma : ‘9(;—;” + (Vbe) Vvi=-0,+ ;% (V& =),
onde considera-se que as particulas foram criadas com velocidade V¢ (59). Entao se assumimos que as particulas criadas
tem a mesma velocidade como as ja existentes V¢ = v“, entdo a equacio de Euler ndo se modifica.

2A equagdo [3.2] pode ser escrita como uma equagdo do tipo Raychaudhuri © + 102 +2(0? - w?) = - (%) A

onde para o fundo homogéneo e isotrépico ou a perturbaciio em primeira ordem temos o = 0 (cisalhamento) e w = 0
(vorticidade) e para o caso da matéria escura p = 0.



90

interacao de acordo a equagdo [4.18].
A equacdo de Poisson [3.4] perturbada em primeira ordem, para um sistema de duas componentes é

escrita como

A} = 4nG Py + Px). (5.8)

Em termos da perturbacgdes fracionais para ambas componentes a equagio anterior fica

A(}S = 47TG(pM6M + ﬁxéx). (59)

Introduzindo coordenadas coméveis g* por x* = ag“, e procurando solucdes ¢ o« exp(ik,q*), onde k

€ o vetor de onda comoével. Com isso a equacdo de Poisson [5.9] no espaco-k torna-se
K, D O
~ = = 4nGp ('OT’”&M + ’?5;(). (5.10)
a p p

Considerando a equagdo de Friedmann para um Universo plano, a Eq.[5.10] fica

. 3 (5 5
- —d=ZH (’OTM(SM + p—_xax). (5.11)
a 2 p p

Em muitos estudos sobre o crescimento das perturbacOes da matéria, as perturbacdes de energia es-
cura sdo desprezados em escalas que sdo relevantes para a formacao de estruturas. Isso corresponde
fazer ox = 0 em [5.11], que seria justificado estritamente sé com uma constante cosmoldgica (60).
Negligenciar dy, completamente, corresponde a uma equagao fechada para d,,. Nos modelos dinami-
cos de energia escura, como no presente caso, fazer oy = 0 seria incorreto dado o acoplamento entre
as duas componentes de energia no nivel do fundo (€ dizer Eqs. [4.7-4.8]). Parece, portanto, razodvel
incluir um acoplamento, pelo menos aproximadamente, também no nivel perturbativo. Desprezar esta
influéncia poderia resultar num entendimento errado dos dados observacionais. Por outro lado, para
modelos especificos, o acoplamento pode ser mostrado desprezivel nas pequenas escalas. Pesquisas
anteriores, que contavam com uma relacdo de proporcionalidade x = ady;, onde @ € uma constante
[(36), (61)], mostraram ser compativeis com as observagdes apenas para | @ |< 1. No entanto, ha
indicios de uma dependéncia da escala na relagdo entre dy e dy. Com base nesse resultado, nos

generalizamos o ansatz anterior para

Ox = ——O0wm, (5.12)



91

onde a € uma constante que descreve a influéncia das perturbagdes da energia escura.

Como

Ao % (5.13)

entdo para pequenas escalas (comprimento de onda A muito pequeno), temos que k é muito grande

k2
=~ >> 1 = 6y <<dy. (5.14)
a

Enquanto que para grandes escalas (comprimento de onda A muito grande), temos que k é muito

pequeno e temos
= ‘12 ~1 = Oyv=~ a o (5 15)
a’H? 1+ n M> ’

PX:l oM

que justamente € o limite de aplicabilidade da aproxima¢do Newtoniana. Em [5.11] usando 5

k> .,
_ _2¢ = _H2K5M, (5.16)
onde
K:[1-—“ ] )p__M+—“ . (5.17)
l+n=m) P 1 +na2H2

Calculamos as perturbacdes da matéria escura que, pelo parametro a, sdo acoplados as flutuagcdes da

energia escura. Entdo de [5.17] em [5.7]

6M+H[2+(1 —ﬂ)£

Oy +
puH| ™"

(1-p) [(g) + 2Hg] - §H2K] Sy =0. (5.18)
Pm Pm 2

Tomando a derivada de [4.11], considerando w = cte, temos

- 5 1H )
ey e 1} (5.19)
pm) pPu|H 1+r

Com ajuda da equacdo de aceleragio H = —4rG[py + (1 + w)px] encontramos
H 3H| r l+w
H 2 1+r+1+r ) (>-20)

Da relacdo i- = —£Hr, temos

P & r
=-3H= 21
1+7r 3 31 +r (5-21)

De [5.20-5.21] em [5.19] ) .

( Q ) 2Hg = 3HL2 (5.22)
om Pwm Pwm
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onde (f )
1 1
2 r 37 35)— 5(1 + 0))
L== 5.23
3" T+r (5.23)
Com isto [5.18] fica
. ) . 3 )
Su+H|[2+(1 —ﬁ)_i] Sy — —H? [K -2(1 —ﬁ)Li_ Sy =0. (5.24)
puH 2 Hpy

Esta equacdo reduz-se a equagdo [16] da Ref.(58), no caso em que a componente de energia escura é
descrita por um termo cosmoldgico dependente do tempo, ou seja, Q = —py e além disso @ = 0 (ndo
temos flutuacdes na energia escura), 8 = 0 (sem perturbacdo do termo de intera¢ao).

Com 2H? = 47Gpy L a equagdo [5.24] pode ser escrita como

SM‘FH 2+(1 —ﬁ)_£:| SM—47TGefpr6M = O, (525)
omH
com uma constante gravitacional efetiva
1+7r

Gerr =v(a) p G, (5.26)

e -

_ 0
y(@) = K=2(1 - p)L——. (5.27)

Hpy

Nota-se que a interagdo também entra explicitamente no fator de "atrito" em adi¢do a sua influéncia
sobre o indice de Hubble. Este termo adicional no fator que multiplica 6y, na [5.25] desaparece s6
parag = 1.

Fazendo uma mudanca para a como varidvel independente

: , ) P | 5
Sy =S, aH e 6M:a2H2[6M—§(1+316: )—M] (5.28)
r

de [5.28] em [5.25]

+H [2 +(1 —ﬂ)_il 8y aH — 4nGypy6y = 0.
puH

’r 1 '
2172 w \Oy
H" |6, (1+3 )—
¢ [ 2 l+r/ a

Definindo u(a)

0
J+a- T (5.29)

w

3
=31
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obtemos a equagao final para as perturbacdes da matéria

q

’” 5M 3 (SM
Oy +,u(a)7 - EY(a)E =0. (5.30)

A equagdo [5.30] € a equacdo central para as perturbacdes Newtonianas.
Para o caso sem interacdo Q = 0, sem flutuacdes na energia escura @ = 0, com w = —1 e com as

defini¢cdes seguintes

QM - 87TGpM — 87TG/3M0 - 87TGpX (5 31)
r = — N = N = —’ = ) .
-0y M 3 M T 3 T3
temos
Q 1 Quya
;mn:3@——ﬂ):3@——:—lﬂif—, (5.32)
2 2 QMOCZ_3 + QX
e -
— QM Cl_3

a)=Qy = — 2 5.33
) =G = 5 (5.33)

Com [5.32] e [5.33] a equacdo [5.30] consistentemente se reduz a equagdo para as perturbacaoes da

matéria escura do modelo ACDM (36).

1 Qua” )5;\4 z( Qy,a”> )5’” -0. (5.34)
a

oy +3|1— = = = —| =
M 2 QMOCI_3 + QX QMOLI_S + QX a?

No caso de s6 uma componente, ou seja Qy = 0, se recupera u = % e ¥ = 1, que caracteriza as

perturbacdes em um universo de Einstein-de Sitter.

’ 3 ’ 3
Oy +=—0

20°M 2—6125/\4 =0. (5.35)

Analisamos o crescimento das pertubacdes da matéria escura 6y, para diferentes valores de @, B e 7,
onde o primeiro termo de corre¢do (o parametro «) descreve o acoplamento direto as fluctuacdes de
energia escura [5.12], o segundo termo de corre¢do (o parametro ) informa as modificacdes devido
a magnitude da perturbagio Q e n estabelece uma dependéncia da escala.

A Fig.[5.1] mostra a dependéncia do crescimento de d,, para diferentes valores de @ quando fixamos
B = 0 (ndo ha perturbagdo no termo de interagcdo), n = 0 (ndo ha dependéncia da escala na relacao de
Sx € 8y7) e usando os valores dos pardmetros da tabela [4.1]*. Observamos que para o crescimento de
0y similar ao modelo ACDM temos que @ — 0. Ou seja ndo temos perturbacdo da componente de

energia escura.

3De aqui em diante, todos os testes para estudar o crescimento da perturbacio da matéria escura &, no nivel perturba-
tivo Newtoniano serdo feitos usando a tabela [4.1] onde se fixo w = —1.
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Figura 5.1: Comportamento do crescimento das perturbagcdes da densidade de matéria ¢, como fun-
¢do do fator de escala a para diferentes valores de @ fixando S =0en = 0.

Analisando o mesmo caso anterior, com 1 = 1 (temos dependéncia da escala) e diferentes valores de
k: k =1,k =30ek = 50, obtemos a Fig.[5.2], onde para escalas cada vez menor (k maiores, e dy
vai se aproximando a zero), o crescimento de dy, para diferentes valores de a vao aproximando ao
crescimento de d,, para 0 modelo ACDM, com excecdo de @ = 0 onde logicamente ndo temos uma

dependéncia da escala.
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Figura 5.2: Comportamento do crescimento das perturbagdes da densidade de matéria d,, como fun-
¢do do fator de escala a para diferentes valores de «a fixando 8 = 0 e 7 = 1, onde as trés tabelas
correspondem a k = 1, k = 30 e k = 50 respectivamente.

Fixando f = 1 (a interagdo ndo afeta a dindmica perturbativa, mas se afeta ao fundo homogéneo

e isotrépico), n = 0 (sem dependéncia na escala), o crescimento de 6, para diferentes valores de
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a € mostrado na figura [5.3], onde um valor de @ ~ 0.5 faz o crescimento de 6,, se aproxima ao

crescimento de 6, para o modelo ACDM.
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Figura 5.3: Comportamento do crescimento das perturbagdes da densidade de matéria d,, como fun-

¢do do fator de escala a para diferentes valores de @ fixando S =1en =0.

Paraf=1en=1,comk =1,k =30ek =50, aFig.[5.4] mostra o crescimento de ¢,, para diferentes

valores de @, onde a medida que o k aumenta (escala diminui), a curva para @ = 0.5 fica primeiro

mais perto do ACDM que para os outros valores de «, e a curva para @ = 0 ndo muda devido a que

nao tem dependéncia da escala.
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Figura 5.4: Comportamento do crescimento das perturbagdes da densidade de matéria d,, como fun-
¢do do fator de escala a para diferentes valores de a fixando 8 = 1 e 5 = 1, onde as trés tabelas
correspondem a k = 1, kK = 30 e k = 50 respectivamente.

Na Fig.[5.5] fixamos @ = 0 (com 6x = 0) e mostramos o crescimento de d,, para diferentes valores de
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B, onde o ¢, fica semelhante ao do modelo ACDM para 8 préximo de zero, isto € quando ndo temos

perturbag@o no termo de interagdo.

1.0 T T r r r T T T T T T T T T T T |
[ — ACDM |

Ein—de Sit
0.8

=05
B=1

0.6

om[a]

0.4

0.2

0.0 . . . I . . . I . . . I . . . I . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a

Figura 5.5: Comportamento do crescimento das perturbagdes da densidade de matéria d,, como fun-
¢do do fator de escala a para diferentes valores de 8 fixando@ = 0en = 0.

O crescimento de ¢y para @ = 1 (um Jx proporcional ao dy,), 7 = 0 (sem dependéncia na escala) e
diferentes valores de 5 na Fig.[5.6], mostram que a medida que S cresce 6, do modelo Scaling vai se

aproximando ao crescimento de §,; do modelo ACDM.
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Figura 5.6: Comportamento do crescimento das perturbagdes da densidade de matéria d,, como fun-
¢do do fator de escala a para diferentes valores de 8 fixandoa = 1en =0.

Para o caso em que @ = 1, 7 = 1 e s seguintes valores para k: k = 1, k = 30 e k = 50 o crescimento
de 0, para diferentes valores de 8 é apresentado na Fig.[5.7], onde a medida que S cresce e a escala

aumenta, 6, fica semelhante ao do modelo ACDM.
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Figura 5.7: Comportamento do crescimento das perturbacdes da densidade de matéria ¢, como fun-
¢do do fator de escala a para diferentes valores de 8 fixando @« = 1 e 5 = 1, onde as trés tabelas
correspondem a k = 1, k = 30 e k = 50 respectivamente.

Em geral, a constante gravitacional efetiva G, s¢ difere de G devido ao termo de interagdo. Por exem-
plo para 5 = 1, o segundo termo na equagdo [5.27] desaparece: uma interacao na qual opera somente
no fundo na equacdo [5.17] modifica a "constante"gravitacional efetiva na equacao [5.26].

A "constante"gravitacional efetiva G.; aproxima a G na fase inicial dominada por matéria a < 1
(r > 1) devido a que nesta fase o termo de interacao € desprezivel [4.11], a equacdo [5.17] fica K =1

e portanto na equagdo [5.26] temos G.sr = G.

A Fig.[5.8] mostra o comportamento da razdo G.rr/G como func¢ao do fator de escala para dife-
rentes valores de « e 8, pode ser apreciado no limite assint6tico G.sr/G = 1 no passado e que para

valores de @« = 0 e 8 = 1 arazio G,.;4/G = 1 para qualquer valor de a.

A Fig.[5.9] apresenta a variacdo da razdo G.;¢/G para diferentes valores de a e 8 com valores de
k =1,k = 30 e k = 50, onde mostra que sé para @ = 0 e 8 = 1 independente da escala a razdo
G.rr/G =1, além disso arazdo G.r¢/G com a = 0 e § = 0 ndo tem dependéncia com a escala e que

as outras demais combinag¢des de a e S mudam com a escala.
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Figura 5.8: A razdo G.sr/G como fungdo do fator de escala para diferentes valores de a e § fixando
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Figura 5.9: A razdo G.sr/G como fungdo do fator de escala para diferentes valores de a e § fixando
n = 1, onde as trés tabelas correspondem a k = 1, k = 30, e k = 50 respectivamente.

5.2 As Perturbacoes relativistas

Comecamos esta secdo com a introdu¢do de um escala de comprimento / (62). A qual satisfaz a
seguinte relacao

I 1 ,

7= §® com | =1,u’.

(5.36)

Nosso objetivo € considerar uma dinamica para o qual a razdo das densidades de energia da matéria
escura € a energia escura, r = ‘;—’)‘f se comporte como uma lei de poténcia da escala de comprimento /,

da forma

r=—= rol_-*c.

(5.37)
Px
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A equacdo anterior € uma generalizacdo que nés propomos considerando como referéncia o ansatz
[4.2] proposto por Dalal ef al. (8). A equacdo anterior € valida tanto no fundo como no nivel pertur-

bativo.

No fundo homogéneo e isotrépico, temos ® = 3H = 33, para o qual da equacdo [5.36] se tem

que, [ torna-se o fator de escala a, e usando isto na equagdo [5.37], nds recuperamos [4.2].

Usando [5.36], a evolugdo no tempo da razdo r definida na equagdo [5.37], resulta
=—-20. (5.38)

A equcao [5.38] vai ser fundamental em nosso estudo da teoria da dindmica perturbativa no modelo
scaling.

Para o fundo homogéneo e isotrépico podemos considerar que as quadrivelocidades de cada uma das
componentes do Universo sdo as mesmas, ou seja, assumimos ufj, = uy = u”*, entretanto no nivel

perturbativo se faz necessaria uma diferenca entre essas quadrivelocidades.

Podemos encontrar que a perturbacido das quadrivelocidades de cada uma das componentes devem

satisfazer as relagdes expressas em [3.102] e [3.103]

a0 A0 0 L.
oy =0° = ”9\4 = ug)( = Egoo =—¢, (5.39)
U+ @ F g = figg = Vaa - (5.40)
De [5.38], i esta expressa como
. (/O_M) _ Py (/ﬂ _ fz), (5.41)
Px Px \Pm  Px

onde pjy = pu it € px = px,u”, sdo escritas em termos da quadrivelocidade do fluido total.

Para avaliar a relacdo [5.38] em primeira ordem, temos primeiramente que considerar os balangos

de energia [3.170] e [3.171]. Lembrando que no fundo as quadrivelocidades dos fluidos sdo iguais, as

4Por simplicidade se assume que as quadrivelocidades de cada componente e do fluido total no fundo homogéneo e
isotrépico sdo iguais, mas em geral podem ser diferentes (modelos chamados de "Tilted Fluid"(63)).
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~ . ~ - oo
perturbagdes a primeira ordem das expressdes py iy, € Px. Uy SA0

(Prctty) = Praotty + ProiiSy = P + P, (5.42)

(ox.oUS) = Proti§ + pxody = Px + pxi (5.43)

respectivamente. Isto implica que, até primeira ordem, se satisfaz as seguintes relacoes

PmoUyy = Pyt PxoUy = Pxou’ . (5.44)

Usando os balangos da energia [3.170-3.171] e as relacOes anteriores dadas na equagdo [5.44], a

equagdo [5.38] pode ser escrita como

fo - Oy + tueQ” Oy (1 +w) + Uxg O , (5.45)

3 Pum Px

a qual é valida até primeira ordem. Para o fundo homogéneo e isotrépico temos que: @y = Ox = O

e Uy, Q7 = ux, 07 = u, Q7 = —Q, com o qual em [5.45], recuperamos [4.11].

Um resultado importante que pode ser obtido € a perturbacdo do escalar de expansdo, introduzido

na equacio ©® = u‘;j,, onde usando a tabela [3.1], encontramos a seguinte relacdo

6= % (Av + Ay) — 3¢ — 3H¢, (5.46)

onde

x=a(E-F). (5.47)

De modo semelhante a [5.46] se tem
A 1 : A 1 .
Ou = — (Avy + AY) - 30 - 3Hop, Oy = — (Avy + Ay) — 3y — 3H¢ . (5.48)
a a
Daqui resulta que

N A 1 N A 1
®M -0 = - (AVM - AV) ) @x -0 = ) (AVX - AV) . (549)
a a

De acordo com a estrutura de um fluido perfeito, tanto o tensor energia momento total [3.164] e os
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tensores de energia momento das componentes em [3.168], e com as quadrivelocidades das com-
ponentes iguais no fundo, temos que a perturbagdo a primeira ordem da densidade de energia e da
pressdo satisfazem p = Py +px € p = py+ Px = Px, respectivamente. Usando isto obtemos a seguinte
relacdo

A A

70 =Ty, + Ty, = (0+ )il = puiiva + (px + px) fixa - (5.50)

Usando a defini¢do de potenciais de velocidade [3.78] na equacdo [5.50], pode se obter as seguintes

relagcdes
Px Pm

p+p

vu—v=>0+w) vy —vx) , Vy —V=— Vv —vy) . (5.51)

Para py = —px no fundo, segue-se a partir da equacao [5.50] o resultado seguinte

Px=—-px = p+tp=py = Uy,=l, = vy=. (5.52)

Uma vez que a componente M € suposta para descrever a matéria, € evidente, a partir de [5.50], que
a perturbacdo da velocidade da matéria i1y, coincide com a perturbacdo da velocidade total #,. Com
uy, = u" até primeira ordem, o balango de energia em [3.170] (correta até primeira ordem) pode ser

escrita como”

pM’a-l/lo- = _®pM - MG-QO- . (553)

Por outro lado, o balango de energia total [3.165] é

pou” =-0@p+p) . (5.54)

Para a diferenca, segue-se que

p—pu= Q= pm)u” =us07. (5.55)

Uma vez que, pelo menos até ordem linear, p — py, = px, a equacao [5.55] € equivalente (até primeira

ordem) para

pX = PX,GM(T = MO'Q(T . (556)

Na ordem zero recuperamos [4.25]. A equacdo a primeira ordem €

px + pxit® = (U Q%) . (5.57)

3 A partir de aqui nesta se¢io € utilizado w = —1.
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Observe que [5.57] resulta de uma combinacdo da conservacido da energia total e do balanco de
energia da matéria. Ele tem que ser consistente com o balango da energia escura [3.171]. Em primeira
ordem, o ultimo torna-se

Dx +pxil® = (uxs Q%) . (5.58)

Isto significa que de [5.57] e [5.58] se deduz

(uxe Q%) = (us Q%) , (5.59)

ou seja, as projecoes de Q7 ao longo de uy,- € ao longo de u, coincidem. Explicitamente,

Uy Q%) = (ugui” Q) = =0 . (5.60)

Sob as condi¢des [5.59] e [5.60] a relagdo [5.45] se torna

W |

6=60,-0-L —Q( P ) (5.61)
PMPx PMPx

Resolvendo para 0, onde é utilizada a equacio [4.11], obtemos

Q:—(ﬁ-l)pMpX@[9+‘3—M+@_é]. (5.62)

Usando a expressdo [3.110] para introduzir os contrastes de densidade do fluido total 6 = f—) e da
matéria escura 0y = /’%, e além disso, usando a seguinte relacdo px = p — Py, temos

Ou  BX L sy =r) 475, (5.63)

Pm Px P

Considerando [5.63], a expressdo para Q [5.62], fica

A

®
6+(5M(1—r)+r5 . (564)

s _(§_ ) Pu ol® .
0= (3 1)1+r®[®+5M(1 )+ 1o

=0

Nas equacdes sempre aparece a combinacdo Q — Q6. Para esta combinagdo, encontramos

. 0]
Q—-Q6y =20 [6 —r(0y — 6)] : (5.65)
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De [5.65], podemos definir a perturbacio da razdo do termo de interagdo e a densidade da matéria

escura

p——

(2)-&[8-e-].

Com o termo fonte perturbado explicitamente conhecido, podemos estabelecer agora o conjunto ba-

sico de equagdes de perturbagdo.

O Universo como um tudo € um sistema isolado, e por isso toda a andlise desenvolvida na secao 3.2
para a evolucdo de perturbacdes na densidade de energia deve ser vélida para o fluido total. Aqui
vamos a reescrever as equacgoes de conservagdo da energia e do momento para o fluido total, ja que

elas sdo necessdrias para fazer o andlise perturbativo de nosso modelo.

Apresentamos, logo de introduzir o contraste de densidade 6 = g, a equacdo de conservagdo da
energia do fluido total no nivel perturbativo [3.113], é
5+95+‘—’ao+®(1+3)+®((5+3)=0. (5.67)
PP p P

Também usando as equagdes [3.122] e [3.123] em [3.117], encontra-se a conservacdo do momento

do fluido total no nivel perturbativo

| R . . r .. .
Vat o =——[Pxa+Pxva] = V+¢=-——[px+pxv]. (5.68)
Pum Pu

A partir da equacdo do balanco de energia da matéria [3.170], e usando as equagdes [5.52] , [5.60] e

a defini¢do do contraste de densidade para a matéria escura, obtemos.

Su — ¢(—3H + 2) +6= (g) . (5.69)
Pm Pm

Da mesma forma que em [3.114], é conveniente agora introduzir quantidades invariantes de calibre

para descrever a dindmica perturbativa

§9=6+v, 9=y +P%y, 595+ By P9 =y pyv (5.70)
P Pm Px
bem como
O=0+6v, e 09=0+0v, (5.71)

onde o indice c significa comoével. Todas as grandezas tém o seu significado fisico em hipersuperficies

comével v = 0. J4 que no calibre comdvel assumem de fato o papel de densidade, pressdo, escalar de



104

expansdo, etc.

Agora, introduzindo as quantidades invariantes de calibre definidas em [5.70] e [5.71], a combi-
nacdo da conservacdo de energia [5.67] e conserva¢do de momento [5.68] do fluido total no nivel

perturbativo, € escrita como

p p

Além disso, usando a equacdo de Raychaudhuri perturbada definida em [3.134], a equacdo anterior

. . . , . 2., o .
vai ser escrita no espaco dos momentos, onde a partir de agora os indices k ja foram omitidos, como

3 15 ; 6(6)’ 3 9 5] 6@ k> po
sy |2 - 2P 3P 123——”——95 L P o (573
2 2p p| oa 2 p 20> pl|a*  a*H?pad?
onde esta equagdo descreve as perturbagdes do Universo como um todo [(34), (38)].
Agora usando a defini¢do de [5.70] em [5.68], com f);) = cgﬁg), onde ¢, é a velocidade do som
no sistema em repouso v = 0, segue-se que
A(c) A(c)
. _Px _ 2’0X _ 2PX PX s (5.74)
Pu ' pm *pom

Também usando as relagdes definidas em [5.70-5.71] e a conservacdo do momento do fluido total

[5.68], a equagdo [5.69] toma a forma

— (o)

5(c) + 0O L EM Pm PX — (g) ) (5.75)
PMPM Pm

A partir da defini¢do pgf) = cfpgf), a equacdo anterior pode ser reescrita como

— (o)

5(6) +0© 4+ ¢ ZpM Px 5(") - (g) . (5.76)
Py Py Pm

O termo do lado direito vai ser calculado usando as relagdes [5.70-5.71] em [5.66], resultando

—— (©) A
(g) _Q0 Q0.2

C)

6© |
— —r(of) - 5@)] . (5.77)
Pm pv e M pu

Sabendo que até primeira ordem se satisfaz p = py + px, entdo com ajuda de [5.70], é vélido o
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seguinte ﬁgf) =pl9 — /35“4'), com o0 qual obtemos a seguinte relacao

ﬁ = 2 (,[)(C) —,5551)) = 2 (D(c) _ 5;‘;‘1)) ’ (5.78)

Pm Pm

onde foi introduzido a seguinte defini¢cao

DO = P so LT o §9= — : DO, (5.79)
Pm r r
Para a derivada encontramos
, r . i D©
5© = DO 4 - 5.80
IL+r rl+r ( )

Entdo podemos olhar que via [5.78] a dinAmica de 6 ¢ acoplada a uma perturbacdo relativa da
densidade definida como D© — 6.

Para descrever a dinAmica de D© — 65“4') nés acoplamos as equagdes [5.72] e [5.75], resultando

. . A(C) — (o)
(D@y_éﬁ)_FEQD@L_BMEL_:_(EZ) , (5.81)
Pm PM Pm Pm

Isolando @@ da equagio [5.72] e usando a equagio [5.80], obtemos

. o 173
O© = _po__3@p9. (5.82)
1+r
De [5.82], a equagdo [5.77], resulta
— (©
(2) __ 2 |poy (2 ; @L)D@ - or(p“ - 5;?)]. (5.83)
oM Opy Pm lL+r

Além disso, de [5.83] em [5.81], se obtém

(D9 -5y) + p—QMD(“) + (@ - p—QM) % = W?M D + (}% + @ﬁ)D@ - 0r(D“ - 55‘}))] :
(5.84)
Através dos passos
@—5%:@%1: (5.85)
e
0 00 0 r {10 556

Py Opy pu PM1+”_§1+”,0_M’
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encontramos, que a Eq.[5.84], pode ser escrita como

¢
- SHr Q o £1 0
D —59) + L (D0 -5 r0l 2 (po-s9)= L po_£ L Lpo (58
( M) er( M) 1+rcs( M) Bpy 31+rpy (5.87)
Definindo a quantidade S, como

I+

§©=po 0= Tlso_ 50 (5.88)
r

(c)

A partir da defini¢do anterior de §,,

conclui-se a seguinte equagdo para a derivada temporal da

densidade relativa

¢
§O 1| L0t 2|0 @ po €1 Qe (5.89)
M om 1+r°| ™  Opy 31+rpu ’
ou, mais explicitamente,
S 4 —® [(§ + }’)C2 - r(§ - 1)]S(C) = _1 _ %: DO — § 1_ ®D© (5.90)
M 14+r\3 s 3 M 1+r 31+r ’ '
E usando [5.80], a equacgdo [5.90], fica
g
: O (/& & 1-3%,
(c) (c) _ 3 c
5+ s (G +)e - (- 1)Jsw =0, 390

Neste ponto € conveniente colocar a dependéncia temporal da equacdo acima em termos do fator de

escala. Esta mudanca de varidvel € definida como segue

(¢ C . (O
5@ = ag&(c)’ e SESI) = QESE‘? . (5.92)

Que aplicados na Eq.[5.91], resulta

el g e

A equagdo [5.93] representa a equacdo diferencial de primeira ordem para a perturbagdo relativa da

densidade de energia.

Usando a relagdo ﬁg) = cff)g?) no ultimo termo da equagao [5.73], temos ﬁg) = puS 5‘?. Com o
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qual a equagdo [5.73], se torna

=0. (5.94)

. c)y . c ()
3 15p B]é()_[3 p 9p? 35() K, r Sy
a

s 4|2 - 2L 43 S, Y Ay Y 4 L s S L
[2 2p P 2 p 20> pl|a® PH 1+ r &

A equagio [5.93] é acoplada com a equagdo [5.73] para 6.

O conjunto [5.93] e [5.94] para S;fl) e 09, respectivamente, descreve a inteira dinimica perturba-
tiva do sistema.

Se as perturbagdes da pressdo da energia escura sdo despreziveis (c? ~ 0), a equagdo para 6 desaco-
pla daquela para S;?. Como as equacgdes [5.93] e [5.94] sdo validas para w = —1, temos p = —pyx €

p = —px = Q. Daqui resulta que

. ¢
1 z -1
p_px__ 1 - p__ QO 570 (5.95)
Jol Jol 1+7r Jol 3Hpy 1+7r
com r = rpa ¢. A taxa de Hubble é explicitamente dada por [4.18] (ou [4.19]) com w = —1, ou seja
pela expressao seguinte,
4\
H = Ha? (ro ? ) (5.96)
rg + 1

Da equacao [5.95], se tem que o parametro da equacgao de estado total se aproxima a zero em grandes
redshifts (r > 1). A velocidade do som adiabatica € positiva para & > 3 e € negativa para € < 3. Para
¢ = 3 se recupera de forma consistente 0 modelo ACDM com f =0=0.

De acordo com [5.88] as perturbacdes da matéria (55(2 sdo entdo obtidas como a combinacao

1 r
(c) c (c)
6y = ——59 =81 (5.97)

A quantidade de interesse agora é 6\ que é dada por 6 e S em [5.97], onde 6 e S sdo solugdes
do sistema acoplado [5.94] e [5.93], respectivamente. Todos os coeficientes sdo dados explicitamente
em [5.95] com r = roa~¢ e [5.96].
Para avaliar o conjunto [5.93] e [5.94], devemos considerar o seu comportamento no limite em grandes
redshifts. Desde que r > 1 para a < 1 temos

P p

2«1, “<1, dH*>H} (a<1). (5.98)
p p

Sob esta condi¢do a Eq. [5.94] se reduz a

359 3450
22T =0 (@< 1), (5.99)

6(0)// +
2 a 2 a?
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que coincide com a equacgdo correspondente para o universo de Einstein-de Sitter.
As solugdes de [5.99] sdo

59%a < 1) = c1a + coa?, (5.100)

onde c; e ¢, s@o constantes de integracao.
Para a < 1 a equagdo [5.93] também desacopla e se reduz a

‘ S(C)
SE&[)/ + (3 y 3(:?) M _p (axkl), (5.101)
a

e tem a solugdo

S;;) o a_(3—§+3c§) (a<kl), (5.102)

que € constante exatamente apenas no limite ACDM com & = 3 e ¢ = 0. Ela decai para & < 3(1 +¢?).
A fim de escolher condicdes iniciais apropriadas, usamos o fato que em tempos primitivos, ou seja,
para fatores de escala pequenos a < 1, a equagdo [5.94], assintoticamente tem a forma do modelo
Einstein-de Sitter [5.99], o qual coincide com a equagdo correspondente ao modelo ACDM nesse
periodo.

Também paraa < 1, aequacdo [5.93] sereduz a [5.101], a qual tem solucdo que decai para a condicao
E<3(1+c%).

Usando estas duas condi¢des para as equagdes [5.94] e [5.93], a equacdo paras as perturbacdes da

matériaem a < 1 [5.97], fica
6% ~ 6 (a < 1). (5.103)

A equagdo [5.103], nos permite relacionar nosso modelo a0 modelo ACDM em tempos remotos.
Vamos a usar o fato que o espectro de poténcia da matéria para o modelo ACDM estd bem ajustada
pela fung¢do de transferéncia BBKS (64). Integrando o modelo ACDM para trés a partir de hoje a um
passado distante, digamos z = 1100, obtém-se a forma da fun¢do de trasferéncia naquele momento.
O espectro obtido deste modo € entao utilizado como condicao inicial para nosso modelo. Este

procedimento € semelhante ao descrito com mais detalhes nas referéncias [(58), (65)].

Analise estatistica

Para estimar os parametros livres do nosso modelo realizamos uma andlise Bayesiana e construimos

as fungdes de distribucdo de probabilidade correspondentes. O espectro de poténcia de matéria é



109

definido por
Py =| Sy I, (5.104)

onde d)x € a componente de Fourier do contraste de densidade 0. O resultado da previsao tedrica
para o espectro de poténcia serd confrontado com os dados da estrutura em larga escala (LSS-Large
Structure Scale) dos projetos 2dFGRS (66) e SDSS DR7 (67). Entdo o acordo entre a previsao
tedrica e observagdes € avaliado através da minimizacdo da quantidade X%s s> similar ao que feito

anteriormente para o fundo homogéneo e isotrépico.

N [Pk - P(k | 6)]?
LSS Z

i=1 i

; (5.105)

onde a soma € de todos os N dados de cada programa, as quantidades P(k)fbs e P(k; | 6) sao o
espectro de poténcia observado e tedrico do i-ésimo dado com 6 a quantidade de parametros livres e
o o respetivo erro da medigdo. Com ajuda de y7 , se construi a fungdo densidade de probabilidade
(PDF).

2
XLss

P=Be 2, (5.106)

onde B €é uma constante de normalizacao.

Agora, para testar o nosso modelo contra os dados do espectro de poténcia observado, consideraremos
a situaco a seguir. Como esperamos solugdes realistas para C? < 1, entfo fixamos a velocidade de
som® a Cf = 10™* e também consideramos H, = 72 e, com isso, s6 temos Qy, € &€ como parametros
livres. Isto nos proporciona informagdes sobre os valores dos parametros (£2,y,, £) que melhor ajustam

o modelo scaling aos dados da estrutura em larga escala de ambos projetos.

Programa 2dFGRS

O programa 2dF Galaxy Redshift Survey, contém 39 conjuntos de dados observacionais, correspon-
dentes ao estudo de 221414 galdxias. Estes dados tem suas incertezas expressas nas barras de erros
calculadas a 1o.

Primeiramente construimos o espectro de poténcia tedrico Py, a partir do contraste de densidade da
matéria escura ¢y, 0 qual foi achado a partir da equag@o [5.97], onde nesta ultima se tem que 6° € S,

sdo solugdes do sistema acoplado [5.94] e [5.93], respectivamente.

®Nesta situagioo, fizemos um teste construindo o espectro de poténcia tedrico, para o qual, fixamos os valores de Qy, €
& deixando a C? livre, entdo, observamos que valores muito pequenos de C2 (1073, 107#, 1073) estdo em boa concordancia
com os dados da estrutura em larga escala dos projetos 2dFGRS e SDSS DR7.
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Assim que temos os valores de Py, construimos a funcio X%s ¢ tendo em conta os dados da estru-
tura em larga escala do programa 2dFGRS. Por dltimo mimizamos a fungdo y2, para assim obter
os valores dos parametros com seus respectivos erros a 1o e 20~ dados na tabela [5.1] que melhor

ajustam o modelo scaling a os dados do LSS.

Projeto 2dFGRS
Modelo | Qu, | £ %

SCALING | 0367805500 | 2,69*1050:300% | 0,011

Tabela 5.1: Resultados da analise com dados da estrutura em larga escala do programa 2dFGRS para
o modelo scaling.

A partir da equagdo [5.106] construimos a respectiva Fun¢ao densidade de probabilidade (PDF) para
cada parametro. Nesta caso nds fixamos um dos valores dos parametros para obter o PDF do outro

parametro’.

O PDF para Q,,, é mostrado na figura [5.10(a)], a qual mostra um valor preferido de Q,;, = 0.367.
A figura [5.10(b)] mostra o PDF para &, o qual mostra que existe uma regido com alta probabilidade

para &, em torno de & = 2.694.

PDF
PDF

0.0 0.8

(a) Valor preferido Qy, = 0.367 (b) Valor preferido & = 2.694

Figura 5.10: Figura esquerda: PDF unidimensional para o parametro de densidade da matéria escura
Qy, resultante dos dados da estrutura em larga escala do programa 2dFGRS. Figura direita: PDF
unidimensional para & resultante dos dados da estrutura em larga escala do programa 2dFGRS.

"Este andlise ndo € o correto, porque para achar o PDF associado a um parimetro, temos que integrar a expressio
[5.106] sobre o outro pardmetro. Mas, este andlise nos da uma ideia do PDF para cada parametro.
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A figura [5.11] mostra o espectro de poténcia da matéria para vdrios valores de & ao redor de seu valor

preferido. Neste caso fixamos ;9 = 0.367 e usamos o ndmero de onda normalizado para o valor de

k = 0.185hM pc".

__PSwith normalizationat k=0.185 hMpc™ (2dFGRS)

Cs?=10"* £=35

40

Log,,Pch®*(Mpc™3)

35

-2.0 -1.8 -1.6 -14 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6
Log;ok/h(Mpc™)
Figura 5.11: Espectro de poténcia (PS) da matéria previsto para o modelo scaling normalizado em

k = 0.185hM pc~" para diferentes valores de & confrontado com os dados da estrutura em larga escala
do programa 2dFGRS.

Programa SDSS DR7

O SDSS DR7 corresponde as siglas de Sloan Digital Sky Survey Data Release 7, o qual também
corresponde a um estudo do redshift de galdxias. Este projeto contém 41 conjunto de dados corres-
pondentes ao estudo de galaxias.

Fazendo o mesmo processo do caso anterior, encontramos que os valores dos pardmetros com seus
respectivos erros a 1o e 20~ dados na tabela [5.2], sdo os que melhor ajustam o modelo scaling aos

dados do LSS do programa SDSS DR7.

Aplicando o mesmo procedimento feito no projeto anterior, encontramos a partir da equacao [5.106]

que o PDF para Q,, o qual € mostrado na figura [5.12(a)], da um valor preferido de Q,,, = 0.285.
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Projeto SDSS DR7
Modelo | Qu, \ é %

v

SCALING | 0.285%0350503%0 | 3047166555570, | 0016

Tabela 5.2: Resultados da andlise com dados da estrutura em larga escala do programa SDSS DR7
para o modelo scaling.

Além disso, a figura [5.12(b)] mostra o PDF para &, o qual mostra que existem trés regioes com alta
probabilidade para &, um deles com um pico pronunciado em torno de ¢ = 1.407, outro aproximada-

mente da mesma altura em & = 1.782 e o tltimo também da mesma altura em & = 3.044.

. :
o ol
O.OH 0.1 “0.5””0.6 i 8
(a) Valor preferido Qy, = 0.285 (b) Valores preferidos ¢ = 1.407 ,¢ =1.782¢e ¢ =
3.044

Figura 5.12: Figura esquerda: PDF unidimensional para o parAmetro de densidade da matéria escura
Qy, resultante dos dados da estrutura em larga escala do programa SDSS DR7. Figura direita: PDF
unidimensional para ¢ resultante dos dados da estrutura em larga escala do programa SDSS DR7.

O espectro de poténcia da matéria para varios valores de ¢ ao redor de seus valores preferidos é
mostrado na figura [5.13]. Neste caso também se fixo Q, = 0.285 e usamos o numero de onda

normalizado para o valor de k = 0.185AM pc~".

Analise conjunta: SNe IA Union 2.1 + SDSS DR7

Com o fim de aliviar a degenerescéncia entre as regides de alta probabilidade da figura [5.12(b)],
fazemos um andlise conjunto, ou seja juntamos o resultado do programa SDSS DR7 e o andlise feita

no fundo homogéneo e isotrépico usando dados de Supernovas.
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PS with normalizationat k=0.185hMpc™t (SDSS)

46
cs2=10"* 1
44
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40

Logyo Pkh®(Mpc3)

36

34r *
Coov v e ]

-2.0 -1.8 -1.6 -14 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6
Logok/h(Mpc™)

Figura 5.13: Espectro de poténcia (PS) da matéria previsto para o modelo scaling normalizado em
k = 0.185hM pc~! para diferentes valores de & confrontado com os dados da estrutura em larga escala
do programa SDSS DR7.

Nesta situacdo a funcado XZTOT 4, € definida como

XTorAL = XSNia ¥ X5pss- (5.107)

O resultado obtido através da combinagdo das equagdes [4.45] (amostra Union 2.1) e [5.105] (pro-

grama SDSS DR7) € apresentado a seguir.

O resultado da minimizacdo da funcao XZTOT 4, na equacdo [5.107], € sumarizado na tabela [5.3],

onde apresentamos os valores dos parametros com seus respectivos erros a 20- € 30-.

O resultado do andlise conjunta € mostrado em azul na figura [5.14], onde também & apresentada a

superposicdo das curvas de contorno dos testes mencionados.
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SNe IA Union 2.1+SDSS DR7
Modelo | Qu, | ¢ %

SCALING | 0286755076 50113 | 3-00075555 3005 | 0-386

Tabela 5.3: Resultados da andlise conjunta com dados da estrutura em larga escala do programa SDSS
DR7 e dados de Supernovas da amostra Union 2.1 para o modelo scaling.

Figura 5.14: Curvas de contorno a 20" e 30~ de niveis de confianca de (€, £) para o andlise conjunta.
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Capitulo

CONCLUSOES

Com a intencdo de quantificar e possivelmente suavizar o problema de coincidéncia, Dalal et al. (8)
introduziram um parametro fenomenolégico & que determina a dindmica da razao das densidades da

matéria escura e energia escura. Para ¢ = 3 e w = —1 0 modelo ACDM € recuperado.

Cada combinacdo w + &/3 # 0 corresponde a uma interagdo ndo gravitacional entre matéria escura e

energia escura. Cada valor £ < 3, segundo (8), faz o problema de coincidéncia menos grave.

Este modelo recebeu atengdo considerdvel na literatura e foi testado com observacdes de dados de
Supernovas do tipo Ia (397 dados de supernovas da amostra Constitution), espectro de anisotropia da

radiacao cosmica de fundo (CMB) e Oscilacdes Acusticas Baridnicas [(9), (45)].

No entanto, na forma original e nos trabalhos até agora publicados, este modelo € restrito para a

dindmica do fundo homogéneo e isotropico.
Aqui estabelecemos uma generalizacdo que também permite o estudo da dinamica das perturbacoes.

Num primeiro passo nds atualizamos testes da dindmica do fundo na base dos dados de SNIa (consi-
derando as amostras: SDSS, Constitution e Union 2.1). Para os dados da amostra SDSS encontramos
que o resultado depende do calibrador (MLCS2k2 e SALTII), mas ambos calibradores preferem va-
lores & > 3. Para a amostra Constitution temos que usando o calibrador MLCS2k2 valores & < 3 sdo
preferidos. Mas com o calibrador SALTII temos valores preferidos € > 3. Finalmente para o caso da

amostra Union 2.1 temos que aqueles dados preferem um & < 3.

No segundo passo consideramos uma andlise simplificada da dindmica das perturba¢des num contexto
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Newtoniano. Aqui encontramos uma equacgdo central para as perturbacdes da densidade de matéria,
a qual depende de um parametro 8 que relaciona o termo de interacdo do fundo e perturbado, o
parametro « que relaciona as perturbacdes da matéria escura e da energia escura, mas neste dltimo
caso temos um parametro 7, o qual dd uma dependéncia com a escala k. Analizamos esta equacao
central assumindo diferentes valores para a e 8 e fixando n = 0 (sem dependéncia da escala) e p = 1
(com dependéncia da escala). Usamos k = 1, k = 30 e k = 50 para verificar como a escala afeta
o grafico de d,,. Aqui justamente vemos que a medida que aumentamos o valor de k temos que Oy,
€ mais sensivel, o qual é algo que era esperado porque a medida que k é cada vez maior, as escalas
sdo menores, onde o andlise newtoniano € aplicavel. Além disso observamos que a razio G.;r/G
para diferentes valores de a e 8, vai para 1 e também muda com a escala. Por outro lado para o
caso sem interag¢do e sem flutuagdes na componente de energia escura, nossa equacao central para as
perturbacgdes € reduzida a equagdo para as perturbagdes da matéria escura no modelo ACDM. Assim
mesmo considerando s6 um modelo com matéria escura, a equacdo se reduz a uma equagio para as

perturbacdes da matéria escura no modelo Einstein-de Sitter.

Na parte principal da tese estabelecemos uma teoria de perturbagdes lineares, plenamente relativista

e invariante de calibre.

Obtemos as perturbacdes fraciondrias da matéria como uma combinacdo das solugdes de um sistema

de duas equagdes acopladas.

Calculamos nesta base o espectro de poténcia da matéria que foi confrontado com os dados dos

catdlogos 2dFGRS e SDSS DR7.

Estudamos a dependéncia do espectro de poténcia com relagdo ao parametro &, onde fixamos o valor
de Q,, de acordo com seu valor preferido pelos dados. Encontramos que para o caso do projeto SDSS
DR7 existe uma degenerescéncia no parametro &, ou seja, vamos ter trés valores para o parametro &

que ajustam melhor o modelo a os dados de aquele projeto.

Para aliviar essa degenerescéncia fazemos uma andlise conjunta, no qual € considerado a amostra de
dados de Supernovas Union 2.1 e os dados de estrutura em larga escala do programa SDSS DR?7.
Aqui observamos que a niveis de confianca de 1o, 20" e 30~ ainda permanece uma degenerescéncia

para o parametro &.

Tanto as andlises bayesianas separadas dos programas 2dFGRS e SDSS DR7 como as andlises con-

junta do programa SDSS DR7 incluindo os resultados da amostra Union2.1 do fundo sdo compativeis
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com o0 modelo ACDM.

A amostra Union2.1 para o fundo prefere valores ¢ < 3. A amostra 2dFGRS para as perturbagdes
preferem valores € < 3, mas com grande degenerescéncia, e a amostra SDSS DR7, para as perturba-
coes, preferem & > 3, também com amplia degenerescéncia. Para a andlise conjunta temos valores

preferidos para & > 3.

Consequentemente, ndo existe nenhuma indicagdo clara para uma aliviacdo do problema da coinci-

déncia dentro do modelo tipo scaling.

Um estudo mais detalhado, considerando C? como pardmetro livre, seria necessdrio para entender
S

melhor o modelo scaling.

Na Ref.(9), pode concluir-se que uma anélise considerando sé os testes com Supernovas do tipo [A
(amostra Constitution que contém 397 dados de Supernovas) e oscilacOes actsticas baridonicas nao
impodem restrigdes rigorosas sobre &, mas a inclusdo dos dados da posi¢do do primeiro pico do
espectro de anisotropia da radiagdo cosmica de fundo reduz significativamente a regido permitida
deste parametro. Isto implica que testes em altos redshifts podem ser capazes de dar uma restricao

mais forte para o pardmetro &.

Entdo, considerando a andlise feita na Ref.(9), uma préxima andlise mais completa no fundo homo-
géneo e isotropico para nosso trabalho, pode ser feita se foram considerados os testes com oscilagdes
actsticas baridonicas (BAO) e posi¢do do primeiro pico da CMB, além do testes com as diferentes
amostras de dados Supernovas do tipo IA. Mas neste caso o parametro de Hubble a ser usado sera

dado pela expressao [4.17].

Além disso, pode ser feito uma andlise conjunta mais completo, ou seja, tendo em conta o fundo
homogéneo e isotropico, onde serdo consideradas as diferentes amostras de Supernovas do tipo Ia
(SDSS, Constitution e Union 2.1), assim como os testes com oscilagdes acusticas baridnicas € posi¢ao
do primeiro pico da CMB. Logo podra ser feito um anélise conjunta do nivel de fundo com o nivel
perturbativo, onde neste ultimo serdo considerados os dados da estrutura em larga escala do projeto

SDSS DR7.
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Apéndice

As EquagOes be CAMPO DE EINSTEIN

O desenvolvimento formal que leva as equagdes de campo de Einstein pode ser feito através de uma
formulacdo Lagrangeana. Dai, tradicionalmente, inicia-se os procedimentos com uma ag¢ao apropri-
ada a fim de extrair as equagdes de campo que constituem a teoria em questdo. No caso da gravitacao
de Einstein, a a¢do adotada € a de Einstein-Hilbert. Em adi¢do a tal acdo gravitacional, temos a acdo

para a matéria, de maneira que a agdo total é
S =Sy +Su. (Al)

Agora, consideramos uma regido espago-temporal 4-dimensional limitada Q2 onde os campos de inte-

resse sdo definidos, e reescrevemos S em termos das densidades Lagrangeanas individuais

1
S =— f R+—gd*x + f Ly \—gd*x, (A.2)
2K O O

onde « é uma cosntante, /—gd*x é o elemento invariante de volume e Ly, € a densidade Lagrangeana
da matéria. A continuacio calculamos a variacdo e deduzimos as equagdes de campo de Einstein com
o requerimento de que 6S = 0 para variacOes arbitrarias da métrica.

Primeiramente, iremos efetuar as variagdes na acdo de Einstein-Hilbert, ou seja, no primeiro termo

da expressado [A.2], temos

1
5S gy = P f (\/_—ggﬂvéRW+ —gRﬂvég””+R6\/_—g)d4x. (A.3)
Q
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Para calcular 6R,,, primeiramente achamos 62, para o qual consideramos o seguinte

p?
A _ 1 Ao A4
F,uy - Eg (g/w',v + Evou — g;w,o-) . ( . )
Entdo a variagdo de I';, é
1 1
0T, = 508" (urw + 8 = 8urar) + 58" 108ur)r + (083 s = (Bgin).r)- (A.5)

Considerando g'7 g, = 0} = 6¢"7 = —g"“g?P6g,,, com 0 qual a equagdo [A.5], fica

1
0T}, = =808, 10, + 58" | 08ur).s + (080) = (0un)r| - (A6)

Além disso, conhecendo
(08uc)y = (68uc) v — 17,0800 — 1,080 (A7)
De [A.7], encontramos a seguinte relacdo
(08uc)y + (08v0) i = (080).0 = (08puc)v + (08ver)yu = (08uv)ior + 217,080 (A.8)

De [A.8] em [A.6], resulta

1
0T}, = 587 |(0gur)r + (081)u = (O8u)ir| (A9)

A ultima equagdo mostra que 6Fﬁv € um tensor, em virtude disso podemos escrever a derivada covari-

ante como
A _ A A A A
(0L, = ©O1,) . — I 015, = 1401, + 617 (A.10)
Contraindo os indices v e A, trocando « por A e restando as dois espressdes obtidas temos

O = (6T = O ) = (6T ) 4 = 10,6175, + T, 6T, +

+ 17 61, = T7,01%,. (A.11)
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Agora como

11 _714
R#K - Fﬂk,/l F/M,K

+ 17,0, =0 T, (A.12)
A variagdo do tensor de Ricci R, em termos das conexoes € dada por
SRy = (61300 = (6T« + 65T, + 10,81 = 617, Ty, = T, 6T (A.13)
Comparando [A.11] com [A.13]
OR e = (6T )0 = (BT s (A.14)
onde a ultima expressao é conhecida como a identidade de Palatini. De [A.14], podemos ter
V88" R,y = \=8¢" [T} = (0T L) |- (A.15)
Como g"”., = 0, a equagdo [A.15], pode ser escrita como
V88" R,y = V=g [(g"6T)a — (86T L) | (A.16)

Trocando v por 4 no segundo termo do lado direito de [A.16], temos

V=88"0R,, = \=gV.[g"oT}, — g"”oT,|. (A.17)

wA

V=88"6R,, = V=gV, W". (A.18)
Considerando a expressdo [A.18] na primeira integral da expressao [A.3], obtemos
fg V=8¢ 6R,d*x = fg (Vaw?) v=gd'x. (A.19)
Por o teorema de Gauus covariante, a equacao [A.19], fica
fQ V—gg" 6R,,d"x = ﬁ . WA\—gd’x, (A.20)

onde esta integral s6 contribui na fronteira, € como 6g,, = 0 na fronteira 0€2, entdo esta integral de

superficie se anula na fronteira e nao contribui a expressao [A.3].
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Agora, a variacdo 0 \/—g € dada pela seguinte propriedade

1
0 \/—_ = _Eguv \/__gdgﬂv' (Azl)

A partir de isso, considerando [A.21] em [A.3], obtemos

1 1
6S gy = — f Ry — =Rg, | V=gog" d"x. (A.22)
2K le) 2

Consideramos, a seguir, a variacao da acdo para a matéria de [A.2]

5S = f §(Ly v=g)d*x. (A.23)
Q

A variagdo de aquele argumento é dado por

O(—gLw) P O(—-gLw)

8 (Luv=3) = T Tﬁag{‘; . (A.24)

A equacdo [A.24] € escrita dessa forma porque a Lagrangiana L), em geral depende da métrica e suas
derivadas.

Agora definindo

_ a(y=gLw)

vt = ——5g". (A.25)
ag’;

A divergéncia ordindria (nfo covariante de V) é

o \/—_gLM)J O(N=8Lwm) _ .
Vi = (—V 0g" + ———9¢,. A.26
! ogy ), ¢ g’y & (A-20)
De [A.26] em [A.24], obtemos
5(LM \/__g) _ 5( \g__vaM)é wo (6( ‘/__gVLM)) (5g’” + V,//ll' (A.27)
8 agx ),

Assim pelo teorema de Gauss, a integral do dltimo termo do lado direito da expressdao [A.27] ndo

contribui na fronteira, pelo fato que a variacdo na fronteira é desprezivel, entdo fica

55, = f[a(x/—_gLM)_(a(x/—_gLM)) S (A28)
Q Pl

g ag')
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Definindo o tensor energia-momento como

2 |0(+/—gL 0(—gL
oo [(ngm_((\/_gvM)” (A29)
V—8 g agflﬁ 2
Com isto a equacdo [A.28], resulta
1
oSy = -3 f T \V—gdg"d*x. (A.30)
Q
Aplicando o principio da minima acdo em [A.1], temos
0S =0Seg+0Sy=0. (A.31)
Usando [A.22] e [A.30] em [A.31]
1 1 v 4
oS = —(R,y — ERg”V) — Ty | V—808"d x = 0. (A.32)
ol K
Para variacoes arbitrérias de (6g"”), finalmente obtemos as equacdes de Campo de Einstein
1
Gy =R, — ERg’W =Ty, (A.33)

onde G, € o tensor de Einstein e T}, € o tensor de energia-momento, como ja foi definido, ¢ a
constante « serd determinada sobre o requerimento de que as equagdes de campo se reduzam as leis
de Newton no limite de campo fraco, obtendo « = 87G.

As equagdes dadas em [A.33], representam quantitativamente o efeito da gravitacao.

A geometria do espago-tempo € determinada pela distribu¢do de matéria-energia. O tensor métrico
&uv» Na sua forma mais geral, possui dez componentes independentes, o que proporciona un nimero
de dez equagdes diferenciais parciais de segunda ordem (ndo lineares) para a solu¢do de potenciais

gravitacionais g, .
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Apéndice

EQuACAO DE RAYCHAUDHURI

Vamos a considerar em toda generalidade o que acontece com uma congruéncia (cole¢do) de particu-
las tendo uma quadrivelocidade u® que caem sob sua propria gravidade. N6s sabemos do movimento

do fluido que esto pode sofrer os seguintes efeitos:

e Expansdo ou contragdo so volume a qual € dado pela divergéncia de u®, definido como ® = u,.

e Cisalhamento, distor¢do em forma, sem alteracdo do volume, é dada por um tensor simétrico,

que é traco livre e ortogonal a u®, definido por
) 1
Oap = Uep) T UUp) — gh(yﬂ®, (B.1)

onde Uap) = % (l/la,;ﬁ + Mﬂ;a,) (& haﬁ = Zap — UaUp.

e Rotacdo ou vorticidade, rotacdo sem mudanca na forma, dada por um tensor antisimétrico or-
togonal ao u?,

Wep = Ula:p) + U], (B.2)

onde ujep = % (”a;ﬁ - ”B;a)-

e Aceleracdo devido a for¢ca ndo-gravitacional como a gradiente de pressdo, ¢ um vetor definido

por ity = ugpu’ 0 qual é ortogonal a u®.
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Considerando a seguinte relacao

[0 (04 — @ v
Upy ~Uyp = Rwﬁ” (B.3)
contraindo 8 = «
(07 a — 102 v __ @ v __ 4
Uy — Uy = Ry " = =Ry, u" = —R,u (B.4)

multiplicando por «” e fazendo a contragdo y = 3
Ut — ugzauﬁ = —R g’ (B.5)

Do primeiro termo do lado esquerdo da equagdo [B.5], temos

Ul = (Mfl );ﬂ W =0l =0pf =00’ = 0. (B.6)

Mo

Para o segundo termo do lado esquerdo da equagdo [B.5]

u%auﬁ = (u%uﬂ o — u"ﬁuga =i, — u"ﬁuﬁa =1, — g"”gﬂvuu;ﬂuv;a. (B.7)
——

ue

Agora das expressoes dadas em [B.1] e [B.2], obtemos
1 .
Ugp = Wap + Oop + §®h(x/3 — U Up. (B.8)

Usando [B.8] em o ultimo termo de [B.7], temos

1 1
uf;auﬂ =i, — g“”gﬁv (wﬂﬁ + 0o+ §®hﬂﬁ - u,,uﬁ) (wm + 0,y + §®hm - L't,,ua) . (B.9)
como
W Oy =—wW"0, =W oy =%, = W%, =0. (B.10)

antisimetrico a—vy simetrico
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Também de [B.2]

——
itq 0 -1 ugpuP
~———

1
(,Uwﬁl/tﬁ = —(ua.ﬁuﬁ—uﬁ.auﬁ +1t, uﬁuﬁ - l/'tlg Ltﬁl/l(,) = waﬁuﬁ =0.

uf uﬂ;pl/lﬂ
0
De igual forma de [B.1]

3

U 0 -1 0 0

1 1
U(,Buﬁ = —(ua;ﬁuﬁ + uﬁ;auﬁ +1it, Mlgl/tﬁ + uﬂuﬂ l/ta) - -0 haﬁuﬁ = Ualgl/tﬁ =0.
2 ~—— Y— ~—— Y— S~

considerando [B.10-B.12] em [B.9], resulta

1
ufz,auﬂ =i, — (—0" W,y — W0, +=0 hﬁ"wﬂﬁ —g%u, wp ' + 0" Wy,
k ? —— 3 ——— —_——

0 0 0 0

1 V. 1 ay l va
+0t o5 + §®aﬂ5h"ﬁ + &7, o gut —§® h" wa, +§®amh

0 0
1 2 uB 1 By - uﬁ ap - v ap - v
+§® hygh +§®g ity hg,t” =gty woyu” +8™ ity ooy
3 0 0 0

1
ap 4 Q, . v
+ =Og™iy hoyut” +8™ ugity, u'u,., u°),
3 —— N

0 0

1
Q0 sh* — @0, 1.

1 1
e L
3

uf;;auﬁ = U, + W Wy — 0o - 3 3

Agora, usando [B.1] calculamos

WP =

. , 1
o (uﬂ;ﬁ + Ug,y, + ity + uﬁuu) (g"ﬂ + u“uﬁ) - §®huﬁh"ﬁ,

| =

1
o gh* = 5( u[fg + o, it + g’ + w it VP + ug il u
—— ~— —

—_—— ——
P e} 0 0

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)
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1
+ i, uﬁuﬁ ! + g uut W) - -0 hﬂﬁh”ﬁ,
S~ S~—— 3 S~

-1 -1 3

ph” =

| =

Usando [B.17] em [B.14]

uf,gauﬁ = Uy + W Wy — O’”ﬁO'ﬂﬁ - §®2.

Tendo em conta que
De [B.19] em [B.18] fica

De [B.6] e [B.20] em [B.5], obtemos

) 1
®—-u* -2 (w2 + 0'2) + §®2 = —R,,ﬁu"uﬁ.

Das equacdes de campo de Einstein
1
RVB = 8nG Tvﬁ - EgvlgT .
Para um fluido perfeito temos

T\ = pu,ug + h,gp.
De [B.23] calculamos

T=gTy=puu, +p h, = T=-p+3p.

-1 3

De [B.23] e [B.24] em [B.22]

1 3
R, = 8nG (Puv“ﬁ +hygp + 58P = 58P |

(2@ + Ut + L’tﬁuﬁ — iut — itﬁuﬁ) -0 = O'Mgh“ﬁ =0.

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)
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1 3
Rt = 8nG(p uu’ ug’® + hypu’ Pp + = w'u, p— = w'u, p), (B.26)
-1 -1 0 -1 -1
= R’ =47G (o +3p). (B.27)
De [B.27] em [B.21], resulta
.1
®+§®2—2(w2+02)—ug+4nc;(p+3p):o, (B.28)

onde a ultima expressao é conhecida como a equacao de Raychaudhuri.
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