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Resumo

O método isogeométrico propoe o uso da base NURBS (Non Uniform Rational Basis
Spline) de fungbes para o espago de solugoes de equagoes diferenciais parciais, sendo ins-
pirado pelo método de elementos finitos. Curvas e superficies NURBS sao ferramentas
utilizadas na modelagem geométrica computacional para representar objetos. Esta disser-
tacao aborda a base NURBS e a construgao de curvas e superficies NURBS, tratando os
conceitos matematicos e destacando as principais propriedades. Apresentamos também a
aplicacao da base NURBS no método isogeométrico, detalhando a formulacao em dimen-
sao um e dois. Com isso, aproximaremos a solucao das equacoes diferenciais parciais de

Laplace e do calor através do método isogeométrico.

Palavras-chaves: Analise [sogeométrica, B-splines, Curvas NURBS, Superficies NURBS.






Abstract

The isogeometric method proposes the use of NURBS (Non Uniform Rational Basis
Spline) basis of functions for the partial differential equations solutions space, it is inspired
by the finite element method. NURBS curves and surfaces are tools used in geometric
computational modeling to represent objects. This dissertation deals with the NURBS
basis and the NURBS curves and surfaces construction, considering mathematical con-
cepts and emphasizing the main properties. It also presents the NURBS basis application
on isogeometric method, detailing the formulation in one and two dimensions. With this,
we will approach the Laplace and heat partial differential equations solution through the

isogeometric method.

Key-words: Isogeometric Analysis, B-splines, NURBS curves, NURBS surfaces.
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Introducao

Representar objetos reais através de modelagem computacional é um desafio para a
computacao grafica e as tecnologias CAD (Computer Aided Design) e CAGD (Compu-
ter Aided Geometric Design). Curvas e superficies sdo amplamente utilizadas para tais
representacoes.

Existem varias técnicas para criar e representar curvas e superficies. Nosso estudo
serd sobre curvas e superficies NURBS (Non Uniform Rational B-Spline), muito popula-
res nas representacoes geométricas computacionais pelas suas importantes propriedades
matematicas e computacionais.

Curvas e superficies NURBS sdo construidas como combinagdo de fungoes racionais
por partes. Sao generalizagoes das curvas e superficies B-splines, que sao combinagoes de
fungoes polinomiais por partes. As curvas e superficies NURBS sao criadas a partir de
pontos de controle, que determinam a forma da curva juntamente com as fungoes racionais
por partes. Essas fungoes racionais por partes formam uma base para o espaco de fungoes
polinomiais por partes, chamada base NURBS. Propriedades de suavidade sdao impostas
as funcgoes da base NURBS e, com isso, torna-se possivel construir curvas e superficies
precisas e flexiveis, para serem utilizadas como modelos geométricos.

Uma aplicagdo para a base NURBS é o Método Isogeométrico, um método proposto
recentemente para a resolucao de problemas descritos por equacoes diferenciais parciais
(EDP’s). A resolugao da grande maioria das EDP’s requer uma modelagem numérica, que
consiste numa representacao discreta do problema, a partir da qual aproxima-se a solugao.
O método de elementos finitos, em inglés Finite element method (FEM), é um exemplo de
método de aproximacao numérica de EDP’s muito difundido. O FEM discretiza o dominio
da EDP e utiliza espacos de dimensao finita para a aproximagao da solucao. O espago de
dimensao finita mais comum no FEM é o espaco de fun¢oes lineares por parte. O método
isogeométrico propoe o uso da base NURBS para aproximar a solucdo de EDP’s.

A ideia do método isogeométrico é adaptar a base NURBS para ser usada no método de
elementos finitos. Porém, a transicdo dos objetos da tecnologia geométrica computacional
para o contexto de FEM nao é imediata. O método isogeométrico e a transicdo mencionada
também serao abordados neste trabalho.

A dissertacao estd dividida como segue.

No Capitulo 1 definimos splines e B-splines, que sdo usadas para a construcao da
base B-spline de fungoes. Algumas propriedades importantes da base B-spline de fun¢oes
sao destacadas e a construcao de curvas e superficies B-splines é apresentada.

Inspirados nas curvas e superficies B-splines, no Capitulo 2 apresentamos a constru-
cao das curvas, superficies e sdlidos NURBS. Veremos também as derivadas das fungoes

da base NURBS. E, por fim, veremos o refinamento de curvas e superficies NURBS, que
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serd muito importante para o método isogeométrico. Com o refinamento, teremos mais
elementos no dominio das EDP’s e consequentemente maior precisao na aproximacgao para
a solucao.

O método isogeométrico serd visto no Capitulo 3, onde detalharemos a formulagao de
elementos finitos e consequente adaptacao para a base NURBS. Abordaremos o método
isogeométrico em dimensao um e dois. Exemplificaremos uma aplicagao do método isoge-

omeétrico resolvendo as equacoes de Laplace e do calor, para diferentes tipos de dominios.
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1 Splines e B-splines

Curvas e superficies sao objetos usados em computagao grafica e tecnologia CAD
(Computer Aided Design) para modelar uma grande variedade de problemas. O objetivo
deste capitulo é construir uma base de func¢oes para ser usada juntamente com pontos de
controle na construcao de curvas e superficies.

A base que vamos trabalhar é a base de fun¢des B-splines, que é uma base de funcoes
polinomiais inspirada na interpolagao. A construcao dessa base sera feita na segunda secao

deste capitulo. Antes, porém, introduziremos splines, como um método de interpolacao.

1.1 Splines

A interpolagdo surge da necessidade de construir aproximagoes baseadas em infor-
magoes limitadas. Interpolar uma funcao f consiste em aproximar essa func¢ao por uma
outra funcao g, escolhida entre uma classe de fungoes previamente definida e que satisfaca
algumas propriedades. A fun¢do g aproxima a fungao f. Quando a classe de fungoes onde
g € tomada se trata da classe polinomial, estamos no caso de interpolagao polinomial.
A interpolacao polinomial é muito utilizada devido a facilidade de manipular fungoes
polinomiais e as propriedades conhecidas de tal classe de fungoes.

Spline é um tipo de interpolacao polinomial por partes. A referéncia classica para o
estudo de Splines é A pratical guide to splines, de Carl De Boor (BOOR, 1978). O nome
spline faz alusao ao termo de mesmo nome da lingua inglesa, utilizado para denominar uma
haste flexivel usada para construir curvas suaves, principalmente por arquitetos navais,
passando por pontos preestabelecidos.

Dada uma funcao conhecida em apenas alguns pontos, o método spline interpola tais

pontos com fungoes polinomiais preservando propriedades de suavidade.

Definicao 1.1. Considere uma fungio f conhecida nos pontos ro < 1 < ... < x,. Uma

fungao S, é denominada spline de grau p com nés nos pontos x;, i = 0,1, ...,n, se satisfaz:

a) Em cada intervalo [v;,x;11], i = 0,1,....,n — 1, S,(z) € um polinémio de grau p,

denotado por st (x);
b) S, é continua e tem derivada continua até ordem p — 1 em [z, Ty).

Se, além disso, S, satisfaz:
c) Sp(x;) = f(x;), i=0,1,...,n,

entao serd chamada spline interpolante.
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Quando p = 1, estamos no contexto de spline linear interpolante. A funcao spline
linear interpolante de uma fungao f, Si, nos nés {zg, x1, ..., x,} pode ser escrita em cada

subintervalo [z;, z;41], 4 =0,1,2,...,n — 1, como

Tig1 — T T — T
T L fa) Vo € [, ).
Tit1 — Li Tit1 — Li

sipa(z) = f(@:)

Note que S; é um polindémio de grau 1 em cada subintervalo [z;, z;41]; S1 é continua em

cada [z, x;11] e, além disso, satisfaz s} (x;) = s/ (z;) = f(2).

Exemplo 1.1. Na Figura 1 temos a interpolacao com spline linear para a funcao do
4° grau f(z) = z*, consideramos a fungio como conhecida apenas nas abcissas xg =

-3, 11 =—2, xo=—1, 23=0, 1y =1, 5 =2, e xg = 3.

90

Figura 1 — Interpolagao com splines lineares (em azul) para a fungao do quarto grau (em
preto).

A defini¢do acima, enunciada para o caso de interpolacdo com splines ctibicas, pode

ser reescrita como segue.

Definicao 1.2. Supondo f conhecida nos pontos x;, i = 0,1, ...,n, a funcao Sz € chamada
spline cubica interpolante de f nos mds x; se existem m polinomios de grau 3, sy, k =

0,1,....,n —1, tais que:
(i) S3(x) = si(x) para x € [z, x11] € k=0,1,...n—1;
(ii) Ss(x;) = f(x;), i=0,1,...,n;

(iii) sp(xp) = siq (), k=1,2,..,n—1;

(iv) (sp(xr)) = (sppi(zp)), k=1,2,...,n—1;
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(v) (Sl?;(xk))” = (82_,_1(33]4;))”, k=12,..n—1

Como cada s} é um polindmio cibico, compactando a notagao temos
si(x) = sp(w) = ap(x — 23)* + bp(x — 2)? + cp(w — 21) + dip, k =0,1,...,n — 1.

Impondo as condig¢oes da definicao acima sobre os coeficientes podemos determinar S3. No
Apéndice A encontram-se os detalhes desse procedimento, o qual determina os coeficientes
em fungao das derivadas segundas s{(zg),k = 1,2,...,n — 1, através da resolu¢ao de um

sistema linear Az = b com (n — 1) equagoes e (n + 1) incognitas, sendo

[ ho 2(ho + h1) hy
hy 2(hy + ho) ho
ho 2(hy + h3)  hs

hn—? 2<hn—2 + h’n—l) h'n—l ]

50 (o) [ Ay — Ay
s1(z1) Ays — Ayy
xTr = e b=26 )
Sy 1(Tn-1) DYp_9 — DAYy 3
L 5%(£n) 1 L Ayn—l - Ayn—2 i

Yk+1 — Yk

onde yi, := f(zk), hi := Tpp1 — T € Ay, = i
k

Para resolver Ax = b com (n — 1) equagoes e (n + 1) incégnitas eliminamos duas
incognitas. Existem diversas maneira de fazer isso. Uma escolha possivel, chamada spline
cubica natural, consiste em supor que os polindmios ctibicos nos intervalos extremos sao
lineares, ou seja:

Sg([L'()) = Sg(l’o) =0

S3(xn) = si(z,) = 0.

A spline natural é uma forma para eliminar incégnitas muito comum e também pode ser

utilizada para formulacgoes que utilizam outros graus de polindmios.
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Exemplo 1.2. Na Figura 2 temos a interpolagdo com splines cubicas para a funcao do
4° grau f(z) = %, consideramos a fungio como conhecida apenas nas abcissas xg =
=3, x1=—2, xo=—1, x3=0, x4y =1, x5 = 2, e xg¢ = 3. Note que usando splines cubi-
cas ao invés de splines lineares temos um significativo ganho na aproximacao da fungdo.
A mesma escala do exemplo de splines lineares foi mantida, com isso, quase nao perce-
bemos visualmente o erro na aproximacao por splines cubicas. Na Figura 3 temos uma

comparacao ampliada da aproximagdo com splines cubicas e splines lineares em x = 1.

90

Figura 2 — Interpolacao com splines ctbicas (em verde) para a fungao do quarto grau (em
preto).

1.006 -
1.004 -

1.002 -

0.998 -

0.996 -

0.994t I . . . . . .
0.9997 0.9998 0.9999 1 1.0001 1.0002 1.0003

Figura 3 — Comparagao da interpolagdo com splines ctibicas (em verde) e splines lineares
(em azul) para a fungao do quarto grau (em preto) em z = 1.
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1.2 B-Splines

Uma curva B-spline é uma versao da spline natural, cujo objetivo é aproximar um
conjunto de pontos preservando as propriedades das splines. Os pontos a serem aproxi-
mados sao chamados pontos de controle. A curva é construida através de uma sequéncia
de segmentos curvos polinomiais, criados a partir de polinémios definidos por partes. A
curva B-spline é uma spline natural simplificada, com menor suporte possivel, que agrega
propriedades locais. Com isso, alteragbes nos pontos de controle se propagam apenas lo-
calmente. Uma discussao mais detalhada a cerca dessas diferencas entre splines e B-splines
é feita por Larry Schumaker (SCHUMAKER, 2007).

Nosso objetivo é construir a base de func¢des B-splines para representarmos curvas
como combinacgao de tais fungdes. A letra B do nome B-spline deve-se justamente ao fato

da construcao da base de fungoes.

Definicao 1.3. Definimos n funcoes B-splines de grau p recurssivamente, a partir de uma
sequéncia nao decrescente de numeros reais 4 = (Uy, Ug, ..., Upipi1), chamada vetor de
nos, por

1

Nlo(U) = ’
’ 0,  caso contrdrio.

seu; KU < Uipg

para i =1,2,...,n, onden é o nimero de fungoes. Sendo que N, o(tpipr1) = 1.
Para p=1,2,... definimos
U — u; Ujyp+1 — U
Nip(u) = Nip-1(u) + Nit1p-1(u).
Uitp — Uy Witp+1 — Uit

Quocientes indeterminados serao considerados zero.

Observe que N, ¢ uma funcao nula em todos os pontos exceto no intervalo [u;, u;41).
E, para p > 0, N, é uma combinagdo linear de duas funcoes de grau (p —1). Consequen-
temente, para efetuar cada etapa, sao necessarias as etapas anteriores como o diagrama

abaixo ilustra.

Ny
Ny
N Nig
N Nis
N3 N o Nia
N3 N3
Nayo N3 o
Ny
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As fungoes B-splines formam uma base de fung¢des polinomiais por partes. Veremos
no Teorema 1.1, a seguir, que a base formada pelas fungoes B-splines para o espaco de
funcoes polinomiais por partes atende convergéncia em L?. Resultados importantes sobre
convergéncia para essa base de func¢oes podem ser encontrados em Mathematical analysis
of variational isogeometric methods (VEIGA et al., 2014).

Para determinar a base de funcdes B-splines sao necessarios apenas de um grau p e
um vetor de nés u = (uy, ua, ..., Up1pt1), observando-se obviamente a dependéncia entre a
quantidade de elementos no vetor de nos e a quantidade de fungoes base. Isso podera ser
visto no exemplo a seguir, onde u tera 7 elementos, isto € 7=n+ p + 1, e como o grau

serd p = 2, encontraremos n = 4 fungoes base.

Exemplo 1.3. Sejau = (0,0,0, %, 1,1,1), vamos calcular as fun¢oes B-splines para p = 2.

Nig(u) = Nog(u) = Nso(u) = Neo(u) =0, para todo u;

Ny o(u) 1, S€0<U,<% Nyou) 1, seééuél
3,0(U) = - € 4,0(U) = .
0, caso contrdrio 0, caso contrdrio.

Na Figura 4 ilustramos as fungoes B-splines de grau zero correspondentes.

1 1 1 ——
0.8 N1’0 08 N2’0 0.8 Ngyo
06 0.6 0.6
0.4 04 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 0
0 05 1 0 05 1 0 05 1
1 — ] 1 1
0.8 N4!O 08 N5’0 0.8 N6,O
06 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 o —— 4 o0
0 05 1 0 05 1 0 05 1

Figura 4 — Funcdes B-splines de grau zero correspondentes ao vetor de nés u =

(0,0,0,3,1,1,1).

Agora para o grau 1, temos

u—20 0—u
Nl,l(u) = 0—0 170(u) + 0_ 0N270(U) = 0;
u—0 %—u
Ng’l(u) NQ’O(U) —+ 7N3’0(U)

0-0 :
_{1—2u, 560<u<%

0, caso contrdrio;
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e, sucessivamente, encontramos

2u, se0<u< %
Nyj(u) =13 2—2u, sei<u<l
0, caso contrdrio;
N471(u) _ 2u — 1, se % <u é/ 1.
0, caso conlrdrio
e
Nsi(u) =0.

Na Figura 5 ilustramos as funcoes B-splines de grau 1 correspondentes.

1 1 1
08 08 08
0.6 N 0.6 N 0.6
04 1,1 04 2,1 04 3,1
0.2 0.2 0.2
0 0 0
0 05 1 0 05 1 0 05 1
1 1
08 08
0.6 N 0.6 N
04 41 04 51
0.2 0.2
0 0
0 05 1 0 05 1

Figura 5 — Fungdes B-splines de grau 1 correspondentes ao vetor de nés u =

(0,0,0,11,1,1).

)92

Finalmente para o grau 2 temos:

1 —2u)?,

0,
4y — 6u?,
NQQ(U) = 2U2 — 4u -+ 2,
0,
2u2,
Ng’g(lb) = 8u — 6U2 - 2,
0,

€
2u — 1)2,
Nog | >O

S€0<U<%

caso contrdrio;

caso contrdrio;

seO§u<%
seééugl

caso contrdrio

seégugl

caso contrdrio.

Na Figura 6 ilustramos as fungoes B-splines de grau 2 correspondentes.
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1 N 1 N 1 N 1 N
0.8 1 ,2 0.8 2’2 0.8 3,2 0.8 4’2
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 0.2
0 0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 6 — Fungoes B-splines de grau 2 correspondentes ao vetor de nos u =
(0,0,0,2,1,1,1).

)90

Exemplo 1.4. Vejamos um exemplo de base de fungoes B-splines cubicas para o vetor de
nésu = (0,0,0,0, %, %, 1,1,1,1). E, trocando para o vetor de nésu = (0,0, 0,0, %, %, 1,1,1,1),
podemos perceber o efeito causado na base de funcgoes pela repeticao de um no. Veja na

Figura 7.

Figura 7 — Base de fung¢oes B-splines ctibicas para u = (0,0, 0, 0, %, %, 1,1,1,1) (esquerda)
e para o vetor de nés u = (0,0, 0,0, %, %, 1,1,1,1) (direita).

A mudanca na base de fungbes B-splines causada pela repeticio de um né nao é
mero acaso. Existe uma relagdo entre a repeticdo de nés e a continuidade das fungoes da
base. Na figura 8 temos uma base de fung¢des B-splines quadraticas para o vetor de nés
u = (0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5). Considere as funcoes Ny2, Naa, N3o, Ngo € N7o dessa
base. Cada funcao da base assume valores em uma parte do vetor de nés. Para as fungoes
que estamos considerando temos as respectivas partes do vetor de nés que sdo alcangadas:
(0,0,0,1), (0,0,1,2), (0,1,2,3), (3,4,4,5) e (4,4,5,5). No vetor de nds, o n6 u = 0 tem
multiplicidade 3. Agora para as funcoes Ni o, Nao, N3o e Ngo, por exemplo, o n6 v =0
tem multiplicidade respectivamente 3, 2, 1 e 0. Essa multiplicidade do n6 com relacao as
fungoes é quem determina a continuidade das mesmas. No mesmo no, u = 0, temos que
Ni 5 é descontinua, Nyy é C° N3y ¢ C' e Ngo nao tem continuidade afetada. Em geral,

N; , possui continuidade de ordem p — m; no né u;, onde m; é a multiplicidade do n6 u;.
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Ainda na Figura 8 podemos ver que Ngo ¢ C° no n6 u = 4, que possui multiplicidade
2; Nio e Ngo sao descontinuas respectivamente nos nés v = 0 e u = 5, que possuem

multiplicidade 3 e Nys ¢ C!' no n6 u = 1, que possui multiplicidade 1.

N, \ N Neo N,
0.8 N 3.2 4,2 N b
22 / 5.2
0.6 N712 7
0.4 1
0.2 B
0 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

Figura 8 — Base B-spline quadratica para u = (0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5).

Observe agora na Figura 9 o efeito causado por mais uma repeticao do né v = 4 no
vetor de nds. Perceba que nesse né as fungoes Ngo € N7 sao descontinuas; N5 e Ngo

sao O Ny e Ngo sao C! e as demais funcoes ndao assumem valor nesse no.

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5

Figura 9 — Base B-spline quadratica para u = (0,0,0,1,2,3,4,4,4,5,5,5).

Existem varios tipos de vetores de nés. Neste trabalho vamos considerar vetores de

nds da forma

U= (a,a,,...0Up1,...;Un_p_1,0,.... b),
——— ——
p+1 p+1

onde o primeiro e o tltimo nés possuem multiplicidade p + 1. Note que o vetor de nés
u da forma acima é um vetor de nés ndo uniforme, pois o espacamento entre os nds nao
necessariamente é o mesmo.

A escolha da multiplicidade dos nés extremos se da pelo fato de que as curvas B-splines

serao generalizagoes das curvas de Bézier que sao construidas com vetores de nos da forma

u=1(0,0,,..,0,1,...1,1)
—_——— ———

p+1 p+1
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e baseadas na base de polindmios de Bernstein de grau p dada por

p!
- il(p —)!
Informacoes detalhadas sobre as curvas de Bézier podem ser encontradas em The NURBS
Book (PIEGL; TILLER, 2012).

Com a escolha desse vetor de nds, propriedades importantes como a particdo da uni-

B; p(u) u' (1 —u)P".

dade serao preservadas. Vejamos algumas propriedades da base de func¢oes B-splines.

P1. O suporte de cada N;, é [u;, Uitpi1)-

Para o caso p = 0 o resultado é imediato da defini¢ao

N, ofu) 1, se u; KU < Uipg
i,0\u) = .
0, caso contrdrio.

Vamos supor, por indugao, que N;,—1(u) = 0 quando w ¢ [t;, Uit (p—1)41) = [Wis Uitp)

e mostraremos que a propriedade é verdadeira fazendo para o caso p.
Da hipotese de inducao também temos que N1 ,-1(u) = 0 quando u & [w;y1, Uit14p)-

Para o caso p, temos

, Uitp+1 — U
N (1) = ———N;p_y(u) + —22 — Ny (u).
Lp( ) Uity — Ui %P 1( ) Uippr1 — Uit +1,p ( )
De Ni,p—l(u) —0seu ¢ [ui7ui+p) e Nz‘+1,p—1(u) =0sewu §é [ui+1, Ui+1+p)u temos que

Nip(u) =0 quando u & [, Uiypi1)-

P2. Nao negatividade: N;,(u) > 0, para quaisquer que sejam u, i € p.

Para verificar que N;,(u) > 0, para quaisquer que sejam u, ¢ e p, também faremos

inducao sobre p.
O caso p = 0 ¢ trivialmente determinado pela definigao.

Assumindo N;,_1(u) > 0, para quaisquer que sejam u e i, temos que N;,_1(u) =0
[§] Ni+1,p_1(u) 2 0.

Pela defini¢ao, temos

U — Uy Uitpt1 — U
Nip(u) = ——Nip 1(u) + —————Nip1,1(u).
Z,p( ) Uiy — Us i, 1(u) Uitpr1 — Uit i+1,p 1(u)

Da propriedade P1 temos que N;,_1(u) = 0 se u ¢ [u;, u;4,) €, para o caso em que

= 0.

U € (Ui, Uiyp), temos que
Uitp — Ug
Ainda da propriedade P1, temos que N;ij,-1(u) =0 se u & [u;11, Uit14p) €, Para o
Uiti4+p — U
caso em que u € [ty 1, Uit14p), temos que ————2——— > (.
Uit14p — Wit

Com isso segue que N; ,(u) > 0, para quaisquer que sejam u, i e p.
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P3. Particdo da unidade: a soma de todas as func¢oes base de grau p para qualquer
u € [0,1] é igual a 1. Em particular, para cada intervalo [u;, u;1) também temos

particao da unidade.

Em um intervalo [u;, u;+1) as fungdes nao nulas sao

Ni—pvp(u)v Ni—p—&-Lp(“)a sz}p(U)-

Para demonstrar a particdo da unidade devemos verificar que

Z Njap(u) =1Vu € [uiu ui—i—l)a

J=i—p
mas da definicao temos
: Lou—u TS —u
> N = Y ——L N a(w)+ Y L Njp, (),
j=i—p j=i—p Yitp — Uj j=i—p Witp+1 T Ui+l

e trocando ¢ — p por ¢ — p 4+ 1 no segundo somatoério ficamos com

% i+1

: U — uj Ujyp — U
> Nip(w) = > ————Njpa(u) + I Njp1(w).
j=i—p j=i—p Yj+p — Uj j=i—p+1 Yi+p — Uj
Observando que N;_,p1(u) = 0 se u & [Ui—p, UG—p)4(p—1)+1) = [Wi—p, U;), €, COMO

1n0SS0 €aso é u € [u;, Uiy1), entdao temos N;_,, ,—1(u) = 0. Analogamente, N;11,-1(u) =

0se u & [Wit1, Uit t(p—1)+1) = [Wit1, Uit14p), €NtAO temos N;iq,—1(u) = 0. Com
P

1SS0, nossa expressao torna-se

i

> Njp(w)= > L Nip-1(u) = > Njpa(u)

j=i—p j=i—p+1 LUj+p — Uj Ujtp — Uj j=i—p+1

Aplicando recursivamente o mesmo raciocinio chegamos em

22: Njp(u) = i: Njp-1(u) = i: Njpa(u) = ... =3 Njo(u)=1.

j=i—p j=i—p+1 Jj=i—p+2 J=t

Portanto a propriedade de particao da unidade é verdadeira para a base de fungoes

B-splines.

No Capitulo 3, quando introduziremos a resolucao de equacoes diferenciais parciais
pelo método isogeométrico, faremos uso da derivada da base de fungoes B-splines. Para

tanto, vamos determina-la.

Proposigao 1.1. A derivada de N;,(u) é dada por

; p
Lp T

—————————Nit1p-1(u).
Uitp — Ug Uitpr1 — Uit
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Demonstracao 1.1. Demonstraremos por inducdo sobre p.

Para p =1, as fungoes Ny 1(u) € Nip1p-1(u) sio 0 ou 1, e Nj (u) €

1 -1
ou ,
Uitp — Uj Ujgp+1 — Uit1
ja que
U — U; Ujyp+1 — U
Nip(u) = ———Nip1(u) + ———————Nip1,-1(u).
Witp — Ui Witp+1 — Uit

Agora, assumimos que a expressio para a derivada é verdadeira para p — 1, isto €,

p—1 p—1
N/ u)=————""—N;, o(u) — ———N;. 1 ,-2(u
i p—1(w) P—— 2(u) g iy Vit 2(u)
€
N/ (u) = =1l (u) — =l (u)
i+1,p—1 Uity — Uit i+1,p—2 Uit14p — Uit i+2,p—2 :

Usando a regra do produto para derivar a expressao de N;,(u), temos

1 U — U;
Niy(u) = ———Nip1(u) + ———N] U
z,p( ) Uity — Ui %D 1( ) Uisp — U Z,p—l( )
1 Ujgp+1 — U
~ o N (W) e e N ().
Uigprr — i1 () Uitpsr — Uisr 7 1(u)

Substituindo as respectivas expressoes de Nj, 1(u) e Njy, 1(u), temos

1 1
!
Nip(u) = ———Nipa(u) = ————Nij1p-1(u)
Uiyp — Uy Ujgp+1 — Uit1
U — U p—1 p—1
Ni,pr(u) - 7N’i+l,p72(u)
Uitp — Wi \ Uipp—1 — Uy Ujtp — Uit
Uigpp1 — U p—1 p—1
+ Ni+1,p—2(u) - —Ni+2,p—2(u)
Witp+1 — Uit1 \Uitp — Uit1 Uit14p — Uit2
1 1
= 7Ni,pfl<u) - —Ni+1,p71(u)
Uirp — Uy Ujtp+1 — Uit1
p—1 U — Uy
Uitp — Ui Uigp—1 — Uy
p—1 Uitpt1 — U U — U
+ - Ni+1,p—2(u)

Uipp = Uir1 \Uitp+1 — Uig1 Uigp — Uy
p—1 Uitp+1 — U
- : Nit2p-2(u).
Ujpp+1 — Uit1 Uidpr1 — U2

Observe que
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Uitp+1 — U U — Uy Ujtp+1 — Uit1 4 Ujppt1 — U I Ujpp — Uy U — Uy
Ui4p+1 — Ui Uitp — Uy Uipp+1 — Ui+l Uidprl — Uil Uipp — U Ujpp — Uy
_ Uitp — U U — Uiy
Uitp — Uy Ujtp+1 — Uit1
Substituindo em Nj,(u) temos
1 1 p—1 U — U;
! 1
ip(u) = ——Ni,1(u) - Nit1p-1(u) + : Nip—2(u)
7p
Uiyp — Uj Uitp+1 — Ui Ujrp — Wi Wipp—1 — Yy
—1 Uiy — U U — U
D 1+1
+ - Nit1,p—2(u)
Uitp — Wit1 \Witp — Ui Uippt1 — Uit
p—1 Uitpt1 — U
- : Niiap-2(u)
Uitp+1 — Ui+l Uitp+1 — Uit2
1 1
= ——Nipa(u) — Nit1p-1(u)
Uitp — Uj Uitp+1 — Uit1
p—1 U — Uy Wigp — U
+ —Nip2(u) + ————Njj1,2(u)
Ujgp — Ui \ Uidp1 — Uy Ujgp — Uit
p—1 U — Ui Uipt1 — U
- Niy1p-a(u) + ———————Nijta, o(u)
Uitp+1 — Uit1 \ Witp+1 — Uit Ujpp+1 — Uit2
1 1
= Nz,p—l(u) - Nz’+1,p—1(u)
Witp — Uy Witp+1 — Uit1
p—1 p—1
+————Nipa(u) - Nit1,p-1(u)
Uitp — U Uitp+1 — Uit
p p
=L Ny (u) - N1 -1 (1):
Witp — Uy Uitp+1 — Uit

Portanto, concluimos que a expressio da derivada de N;,(u) é vdlida para todo p.

Vejamos agora que, de fato, o conjunto das fungdes B-splines {V; ,(u)} consiste numa

base de fungoes para o espago de fungoes polinomiais por partes.

Teorema 1.1. Seja {u;}, 1 < j <k, uma sequéncia estritamente crescente de pontos.

O conjunto de todas as fungées polinomiais por parte de grau p em {u;} que sio C"

continuas em u = u; forma um espago vetorial V(—1 <r; <p—1), onde r; =

descontinuidade. O conjunto {N;,(u)} € uma base de V(=1 <1r; <p—1).

Demonstracao 1.2. Se nao sao impostas limitagoes de continuidade (

j) entdo a dimensao de V é dim(V) = (k—1)(p+1).

Cada limitagdo de continuidade decresce a dimensdo de ¥V em um, portanto

dim(V)

(k-

k
Dp+1)=> (r;+1).
j=1

—1 indica

r; = —1 para todo
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Tomando multiplicidades m;, onde m; = p — r;, nos nds do vetor de nds u = {u;}
obtemos a base de fungoes B-splines de grau p e continuidade desejada. Considerando que

o vetor de nds € da forma

u = (ubula yeeey UL, Uy Uy y ooy Uy vvny Uy Uk, .oy uk)7
mi ma mg
k
temos que m = ij e existem m — 1 fungoes de grau zero, N;o, m — 1 — 1 fungoes de
=1

grav um, N; 1, e de maneira geral m —p — 1 fungoes de grau p, N .

Sabemos que N;,, C V e que dim(Span{N;,}) = m—p—1, trabalhemos com a dimensdo
de V.

dim(V) = (k—1)(p+1) — Z:(rj +1)

[y

=kp+k—p—1-> (p—m;+1)
=1
k k k
=kp+k—p—1=->p+> m—> 1
=1 =1 =1

:m_p_17

portanto, dim(Span{N;,}) = dim(V).

Agora vamos mostrar que as funcoes B-splines de grau p em w sdo linearmente inde-

pendentes. Faremos por indugdo sobre p.
Claramente as fungoes de grau zero sao linearmente independentes.

Vamos assumir que as funcoes de grau p — 1, p > 0, sdo linearmente independentes e

demonstraremos a independéncia linear para o caso p.
n
Sejan =m—p—1 e considere que Z a;N; ,(u) = 0 para todo u. Usando a expressio
i=1
para a derivada obtemos

/
n 3 S Mo Nitto it
0= (Z alNl,p(u)) = aZNZ/,p(u) =p a; ( P 1(”) . +1,p—1(u) ) ‘
=1 i=1 i=1

Uipp — Wi Uippt1 — Uipl

Como p > 0 entdo necessariamente temos
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0= Z a p—1 . i . Ni—i—l,p—l(u)

7
im1  Uitp — Ui ;= Uigpt1 — Uit

Ni,p—l(u) = Ni,p—l(U)

n
N D S

i=1  Uitp — Ui 355 Witp — Uy

Note que usamos Ny ,—1(u) = Nyt p—1(u) = 0.
A igualdade obtida implica que c;—a;_1 = 0, Vi, que, por sua vez, implica o; = ;1 Vi.

Seja o = a; = g = a3 = ... = @, entdo temos

e, portanto, « = 0 = oy, Vi. Logo as fungoes N;, sdo linearmente independentes.

Concluimos que {N;,} forma uma base para o espago vetorial V.

Com a base de func¢oes B-splines e suas coordenadas, representadas num conjunto de
pontos de controle, serd possivel criar as curvas e superficies B-splines. Vejamos como isso

é feito na secao a seguir.

1.3 Curvas e superficies B-splines

As curvas B-splines em R? sdo construidas tomando uma combinacdo linear de funcdes
da base B-spline. Além de The NURBS Book (PIEGL; TILLER, 2012), An introduction
to NURBS (ROGERS, 2000), é uma referéncia importante para esta seao.

Definicao 1.4. Dadas n fungoes base N;,, i = 1,2,...,n, criadas a partir de um ve-
tor de nds da forma w = (0,0,,...,0,Upt1, ..., Um—p—1, 1, ..., 1) € pontos de controle B =
———— —
p+1 p+1

(Bi, ..., By) correspondentes, a curva B-spline polinomial por partes é dada por

A curva C(u) é uma curva polinomial por partes de grau p com n pontos de controle,
mesmo nimero de fungoes na base B-spline. Isto ¢, se o vetor de nds possui m =n+p+1

nos teremos m — p — 1 fungoes base e essa mesma quantidade de pontos de controle.
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Exemplo 1.5. Nosso primeiro exemplo é uma curva B-spline cibica no vetor de nos
u = (0,0,0,0,1,1,1,1), na Figura 10, que, devido ao formato do vetor de nés, coincide
com a curva de Bézier. Os pontos de controle By, By, Bs e By também aparecem na

figura e suas coordenadas sio dadas na Tabela 3 do Apéndice B.

*B

®B

Figura 10 — Curva B-spline ctbica para v = (0,0,0,0,1,1,1,1).

As curvas B-splines possuem algumas propriedades importantes, que seguem das pro-

priedades da base de fungoes B-splines, listamos algumas.

PC.1 Interpolagao nos extremos: C(0) = By e C(1) = By;

PC.2 Invaridncia afim: quando uma transformacao afim, como rotacao, translacao e pro-
jecao, é aplicada a uma curva B-spline a sua geometria nao é afetada, pois a trans-

formagao afim é aplicada nos pontos de controle;

PC.3 Propriedade de fecho convexo: a curva B-spline esta contida no fecho convexo do

poligono formado por {B;}, chamado poligono de controle;

PC.4 Suporte local: quando mudamos a posi¢ao do ponto de controle B;, a curva B-spline

muda apenas no intervalo [u;, Uiip+1)-

Vejamos agora mais alguns exemplos de curvas B-splines, onde perceberemos algumas

das propriedades acima citadas e algumas de suas particularidades.

Exemplo 1.6. Para o vetor de nds u = (0,0,0, %, %, %, %, 1,1,1), temos a base B-spline
quadrdtica e a curva B-spline quadrdatica, como os respectivos pontos de controle ilustrados,
na Figura 11. As coordenadas dos pontos de controle sao dadas na Tabela 4 do Apéndice
B.

Na Figura 12 (esquerda) temos uma comparagao, considerando a modificacio do ponto

de controle B, para B4*, onde podemos perceber a propriedade de modificagio local. A
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curva sofre modificagdo apenas no intervalo [%, %) Note também que By* foi escolhido de

modo a ser colinear com B3 e By, com isso, a propriedade de fecho convexo obriga a curva
a se comportar como uma reta entre os trés pontos de controle colineares. E na Figura 12
(direita) podemos perceber como a curva se comporta com um ponto de controle repetido.

O efeito € de aprorimacao da curva para o ponto.

0.9
0.8
0.71
0.6
0.5F
0.4r
0.3F
0.2
- \ .BG
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 11 — Base B-spline quadratica (esquerda) e curva B-spline quadratica (direita).

P

Figura 12 — Modificagao local e pontos de controle colineares para a curva B-spline qua-
drética (esquerda) e curva B-spline com repeti¢ao no sexto ponto de controle
(direita).

Exemplo 1.7. Fizando os pontos de controle, cujas coordenadas sao dadas na Tabela
b do Apéndice B e utilizando os vetores de nos e graus dados na Tabela 1, temos uma
comparacao das curvas B-splines na Figura 13. Onde, podemos perceber que o poligono
de controle equivale ao grau 1 e a medida que aumenta o grau a curva se distancia do

mesmo, consequéncia da suavidade ganhada com o aumento do grau.
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Grau Vetor de noés
1 u=(0,0,%,%2 311
1

( 57559
1 3
(0001511,1,

2 1 )
3 u:(0000,§,§1111)
4 w=(0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1)
5

u=(0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1)

Tabela 1 — Vetores de nds e graus para comparacao.

oB

Figura 13 — Comparacao das curvas B-splines de grau 1, 2, 3, 4 e 5 de acordo com as
cores, respectivamente preta, azul, magenta, vermelha e amarela.

Por fim, temos uma tentativa de representar uma circunferéncia através de uma curva
B-spline quadrética, com u = (0, 0, 0, i, i, %, %, %, %, 1,1,1) e pontos de controle dados pela
Tabela 6 do Apéndice B. O resultado esta na Figura 14 e é uma aproximagao muito ruim.
Isso se da pelo fato de que circunferéncias, elipses e muitas outras importantes curvas
nao podem ser representadas precisamente por polindmios. Uma demonstracao para o
caso da circunferéncia pode ser encontrada na secao Curvas de Bézier Racionais em The
NURBS Book (PIEGL; TILLER, 2012). Para driblar essa dificuldade surge o estudo de

curvas racionais. Trabalhar com curvas racionais sera o foco do préximo capitulo, onde

sera possivel representar a circunferéncia de forma precisa.

Observacgao 1.1. E importante destacar que as curvas estdo representadas em vdrios
pontos de visualizacao de seus dominios. Em outras palavras, foram calculadas numa
quantidade suficientemente grande de pontos do dominio para garantir a visualizagdo.
E isso independe da quantidade de pontos de controle. A linha continua que vimos nos
exemplos foi possivel uma vez que a curva foi avaliada em uwma grande quantidade de

pontos do dominio. Caso contrdrio, seriam apenas alguns pontos do contorno da curva.
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0.4
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Figura 14 — Circunferéncia com B-splines

Agora vamos definir, ver alguns exemplos e destacar algumas propriedades das super-
ficies B-splines. Uma superficie B-spline sera construida com os mesmos tipos de ferra-
mentas que utilizamos para curvas B-splines. Usaremos uma rede de pontos de controle,
agora bidirecionais, dois vetores de nds e o produto tensorial das fun¢ées B-splines unidi-

mensionais.

Defini¢ao 1.5. Dadas n funcoes base N;,, © = 1,2,...,n, e m fungoes base M;,, j =

1,2,...,m, construidas a partir de vetores de nos das formas

u —= (0,07 s --.,O,Up+17 ceey Up—p—1, 1,..., ].)
—_—— ~——
p+1 p+1
€
V= (0 0,,...0,v 41y -0y UGg—g—1 1,.. 1)
1y ey Uy Ugtly ooey Ug—g—15 15 +-o5 L)
q+1 q+1

respectivamente, e uma rede de pontos de controle {B; ;} bidirecionais correspondente, a
superficie B-spline polinomial por partes é dada por

n m

S(u,v) =¥ Nip(u)M;o(v) By j.

i=1j=1

O vetor de nosu temp=n-+p+1niésewv temg=m-+q+ 1 nos.

Exemplo 1.8. O primeiro exemplo de superficie ¢ um dos mais simples possiveis, o qua-
drado. Considere os vetores de nésu = (0, 0,0, 0, i, %, %, 1,1,1,1) ev = (0,0,0, %, %, 1,1,1)
e 0s graus p = q = 2. A partir de fungoes B-splines unidimensionais N; ,(u) e M;,(v),
criadas com os respectivos vetores de nos u e v, construimos os produtos tensoriais de
Nip(u)M; ,(v). Veja na Figura 15 alguns exemplos desses produtos tensoriais. Na Figura
16 temos a base completa de fungoes para todos os produtos tensoriais das bases unidi-

mensionais que geram o quadrado.
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Figura 15 — Produto tensorial das fung¢oes base unidimensionais.

Figura 16 — Base bidimensional de funcoes B-splines usadas para gerar o quadrado.

Com uma rede de pontos de controle bidirecionais e a base bidimensional de funcoes
B-splines, construimos o quadrado, na Figura 17, onde os pontos de controle B;; estao

tlustrados.

Exemplo 1.9. Na Figura 18 temos uma superficie biquadrdtica criada com bases bidi-
mensionais de fungoes B-splines, geradas a partir dos vetores de nésu = (0,0, 0, %, 1,1,1)

ev=(0,0,0,1,1,1), sendo a rede de pontos de controle dada na Tabela 7 do Apéndice B.
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B1,1 B2,1 BS,1 B4,1 BS,1

Figura 17 — Quadrado gerado com B-splines

L1

Figura 18 — Superficie B-spline biquadratica e seus pontos de controle.

As propriedades do produto tensorial das funcoes da base B-spline seguem das pro-

priedades vistas para o caso unidimensional.

P1.

P2.

P3.

P4.

O suporte de cada N; ,(u)M;4(v) € [ti, Uispr1) X [V, Vjtqt1);
Nao negatividade: N;,(u)M;,(v) > 0 para quaisquer i, j, p, ¢, u e v;

Particao da unidade: a soma de todas as fungoes base de graus p e q para qualquer
(u,v) € [0,1] x [0,1] é igual a 1. Em particular, para cada intervalo [u;, u;11) X

[vj,v;+1) vale a parti¢do da unidade.

No interior dos retangulos formados pelo cartesiano dos nés u e v, onde as fungoes
sdo polindmios de duas varidveis, todas as derivadas parciais de N;,(u) e M (v)
existem. Em um né u (respectivamente v) as fungoes sdo p — k (respectivamente
q — k) vezes continuas na diregdo u (respectivamente v), onde k é a multiplicidade

do né.
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As propriedades das curvas B-splines também sao generalizadas para superficies B-

splines.

PS.1 Interpolacdo nos extremos: S(0,0) = By, S(1,0) = B, 1, S(0,1) = By, e S(1,1) =
By m;

PS.2 Invariancia afim: quando uma transformacao afim, como rotagao, translagao e pro-

jecao, é aplicada aos pontos de controle a superficie B-spline nao se altera;

PS.3 Propriedade de fecho convexo: a superficie B-spline esta contida no fecho convexo

de seu poligono de controle;

PS.4 Suporte local: quando mudamos a posicao do ponto de controle B; ;, a superficie

B-spline muda apenas no retangulo [w;, Uirpr1) X [V, Vjigi1)-

No préximo exemplo vamos perceber a propriedade de modificacdo local para um

ponto da rede de controle.

Exemplo 1.10. Consideremos os mesmos vetores de nés do exemplo anterior, mas com a
rede de pontos de controle, da Tabela 7 do Apéndice B, para o caso planar, isto é, omitindo-
se a terceira varidvel. Na figura 19 temos a superficie B-spline e uma comparagdo para o

seu efeito apds a mudanca em um ponto de controle.

4,1

Figura 19 — Modificagdo em um ponto de controle de uma superficie B-spline.

Observacao 1.2. Assim como as curvas, as superficies, dos exemplos jd vistos e também
dos que veremos no proximo capitulo, estao representadas em vdrios pontos de visualiza¢ao
de seus dominios.

Para ilustrar a diferenca entre pontos de controle e pontos de visualiza¢io de uma
superficie, vejamos para o Exemplo 1.10, onde os vetores de nds sio u = (0,0, 0, %, 1,1,1)
ev = (0,0,0,1,1,1). Com as coordenadas dos pontos dos vetores de nds, conseguimos
apenas gerar a superficie em (0,0), (0,1), (%,O), (%, 1), (1,0) e (1,1), como na Figura 20

(esquerda). Mas a superficie estd bem definida em todo o dominio [0,1] x [0, 1], assim,
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com a mesma quantidade de pontos de controle, podemos determind-la em muitos outros
pontos do dominio. Dai que foi possivel a visualiza¢ao que temos no FExemplo 1.10. Veja

na Figura 20 (direita) um outro exemplo com poucos pontos de visualiza¢do

. ®
° 'OO ©
o oo ©°
° %%OO o (@)
O [
® o%%ooo ° o
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O
. .0 Qooo D0 0 ©
o)
00
® ®

Figura 20 — Pontos da superficie do Exemplo 1.10 (em azul), calculados apenas nos vetores

de nés (esquerda) e em poucos pontos de visualizagdo (direita), e pontos de
controle (em preto).

Como para o caso de curvas, nao foi possivel representar a circunferéncia de maneira
adequada com B-splines, para o caso de superficies temos o mesmo problema para o
disco. Para essa representacao o uso de superficies racionais se faz necessario. Curvas e

superficies racionais serao trabalhadas no préximo capitulo, onde as representacoes de
circunferéncias e discos serao precisas.
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2 NURBS

A base de fungoes B-splines foi muito importante para a construcao de curvas e su-
perficies. Porém algumas limitagoes foram encontradas, como o caso da circunferéncia e
do disco, que nao podem ser representados precisamente por polindmios. Agora esten-
deremos os conceitos da base B-spline para uma base de fungoes racionais por partes, a
base NURBS (Non Uniform Rational B-Spline). Com essa base, uma quantidade maior
de curvas e superficies poderao ser construidas. E essa construgao sera feita de maneira

inteiramente andloga as curvas e superficies B-splines.

2.1 Curvas NURBS

As curvas racionais sao descritas como a razao de dois polinémios. Para construir
a base NURBS os conceitos de func¢oes B-splines serao utilizados na determinacao de

quocientes polinomiais.

Definigao 2.1. Uma curva NURBS (Non Uniform Rational B-Spline) de grau p € definida

por:
n

Clw) = = ,
Z Nip (u)W;

=1

onde B = (By,...,By,) sdo os pontos de controle, W = (Wy,...,W,) sao os pesos e

{Nip(u)} € a base de fungoes B-spline de grau p definida no vetor de nds nao-uniforme
u = (0, O, y ey O,Up+1, vy Um—p—1, 1, ey 1)
—— N——
p+1 p+1
Vamos assumir a =0, b =1 e W; > 0 para todo i. Fazendo
Nip(w)W;

Z Nip (U)VVJ
j=1

)

R p(u)

podemos escrever a curva NURBS como

O conjunto {R;,(u)} é uma base de fun¢bes racionais, chamada base NURBS, que
consiste de fungoes racionais por partes. No caso em que W; = ¢, para uma constante

¢ € R e para todo 4, temos que R;,(u) = N, ,(u) para todo i, ou seja, a base de func¢oes



50 Capitulo 2. NURBS

B-splines é um caso particular da base NURBS. As propriedades da base de func¢oes B-
spline, vistas no capitulo anterior, também valem para a base NURBS. Isto é, fazendo as
generalizagoes necessérias, veja em The NURBS Book (PIEGL; TILLER, 2012), é possivel

demonstrar que valem as propriedades a seguir.
P1. O suporte de cada R;,(u) ¢ [u;, Uitpi1);
P2. Nao negatividade: R;,(u) > 0, para quaisquer que sejam u, i € p.

P3. Particdo da unidade: a soma de todas as fungdes base de grau p para qualquer
u € [0, 1] é igual a 1. Em particular, para cada intervalo [u;, u;+1) vale a partigao da

unidade.

P4. Todas as derivadas de R; ,(u) existem no interior dos subintervalos do vetor de nés,
onde sao fungdes racionais nao nulas no denominador. Em um né, cada R;,(u) é

p — k continuamente diferenciavel, onde k£ é a multiplicidade do né.

As curvas NURBS sao criadas da mesma maneira que as curvas B-splines, mudando
apenas a base de fun¢des. Como a base NURBS é uma generalizacao da base B-spline, as
curvas NURBS também sao generalizagoes das curvas B-splines. Com isso, temos que as

propriedades das curvas B-splines valem também para as curvas NURBS.

Exemplo 2.1. Vejamos na Figura 21 uma comparagdo das bases de fungoes e respectivas
curvas B-spline e NURBS, para u = (0,0,0,0, i,%, %,1, 1,1,1), onde utilizamos W =
(1,1,1,1,1,1,1) e W = (1,1,1,3,1,1, 1), respectivamente. As coordenadas dos pontos de
controle sio dadas na Tabela 8 do Apéndice B. Note a diferenca do comportamento da
curva B-spline para a curva NURBS. Como resultado da modifica¢io apenas de um peso,
importancia maior a respectiva fungdo base foi dada e a curva se aprorima mais do ponto
de controle correspondente. Continuando com o mesmo vetor de nds, vejamos também
como a curva e sua base NURBS se comporta, com outras modificacoes no peso Wy.
Observe que quando Wy = 0 a curva € construida sem utilizar o ponto de controle cor-
respondente e a respectiva funcao base. Essa é uma grande diferenca entre curvas NURBS
e B-splines. Em curvas NURBS podemos variar da maneira que quisermos a contribuicdo
de uma funcdo da base. De ignorar totalmente ou dar pouco peso até, no outro extremo,

transformar uma fungdo da base muito mais importante que as outras.

Exemplo 2.2. Os pesos adicionam um novo grau de liberdade a curva. Com isso, €

possivel criar curvas que antes mao consequiamos, como a circunferéncia, onde u =

(0,0,0,1,1,3.3.5,3,1,1,1), W = (1, g, 1, ?, 1, g, 1, g, 1) e p=2. Os pontos de con-

trole sio 0s mesmos que foram utilizados para a circunferéncia criada com B-splines, na
Tabela 6 do Apéndice B. Na Figura 22 temos a circunferéncia e sua base NURBS.
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Figura 21 — Bases B-spline ciibica (esquerda superior) e NURBS ctibica (direita superior),
com as respectivas curvas embaixo. Em segida, curvas NURBS ctbicas com

Wy =3, Wy =1, Wy = % e W, = 0 nas cores preta, azul, magenta e
vermelha, respectivamente e base NURBS para W, = 13—0 (esquerda inferior)

e Wy = 0 (direita inferior).
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Figura 22 — Circunferéncia criada como curva NURBS (esquerda) e respectiva base
NURBS (direita).

2.2 Superficies NURBS

De maneira inteiramente analoga a generalizacao de curvas B-splines para superficies
B-splines, também existe a generalizacao de curvas NURBS para superficies NURBS.
Uma superficie NURBS é construida como uma razao de polinémios de duas varidveis. A
liberdade alcancada com os pesos para curvas NURBS também é possivel para superficies
NURBS. Com estas, sera possivel representar superficies, como o disco, que ndo podem ser

representadas precisamente por polinomios. Vejamos como sao construidas as superficies
NURBS.

Definicao 2.2. Dadas n fungoes base B-splines N;,, © = 1,2,...,n, e m fungoes base

B-splines M;,, j =1,2,...,m, construidas a partir de vetores de nos das formas

u = (O, O, g eeny O, Up+1, ceny uﬁ—p—la 1, ceey 1)
— —— ——
p+1 p+1
(&
vV = (0, 0, g ooy O,Uq+1, cory Ug—g—1, 1, ey ].),
——— ——
q+1 g+1

respectivamente, uma rede de pontos de controle {B; ;} bidirecionais e pesos {W,;} cor-

respondentes, a superficie NURBS polinomial por partes é dada por

> 2 Nip(u) Mg (v)Wi; Bi

zn: i Nip(u) Mjq(0)Wi s

O vetor de nésu temp=n+p+1 niés ev tem §g=m+ q+ 1 nos.
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Para introduzir a base NURBS de fung¢oes racionais por partes, fazemos

Rl}j (u’ ’U) _ im(“) J:q

Zn: > N; () M5 (0) W5

observe que os somatorios no denominador percorrem todas as funcoes base B-splines.

Assim podemos escrever a superficie NURBS como

O conjunto {R; ;(u,v)} é uma base bidimensional de funcées racionais por partes, a
base NURBS. Quando, para qualquer ¢ € R, toda fungao base for constante com, W; ; = ¢
temos R; ;(u,v) = N; ,(u)M, ,(v) para todo i e j. Isto é, quando W, ; = ¢ as bases B-spline
e NURBS bidimensionais coincidem. As importantes propriedades do produto tensorial
das funcoes B-splines N, ,(u)M; ,(v), também valem para o produto tensorial que gera as
fungoes da base NURBS bidimensional, R; ;(u,v).

Exemplo 2.3. Vamos fazer uma comparacao das bases de fungoes bidimensionais. Consi-
dere os vetores de nés u = (0,0,0,0, i, %, %, 1,1,1,1) ev = (0,0,0, %, %, 1,1,1) e os graus
p = q = 2. Na Figura 23 notamos a diferenca da base B-spline para a base NURBS,

construida variando-se apenas o peso Wys de 1 para 5.

Figura 23 — Comparagao da base bidimensional B-spline (esquerda) com a base bidimen-
sional NURBS (direita).

Exemplo 2.4. Agora, vamos construir o disco utilizando a base de fungéoes {R; ;(u,v)}.
Serao wutilizados os vetores de nés u = (0,0,0,1,1,1) ev = (0,0,0,1,1,1) e as fungoes
racionais quadrdticas. Na Figura 24 temos o resultado, sendo a rede de pontos de controle

e 0s pesos dados na Tabela 9 do Apéndice B.
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[ ] B2,3

Figura 24 — Disco como superficie NURBS.

Com o exemplo do disco, fica evidenciada a dificuldade de modelar superficies NURBS.
Os pontos de controle e 0s pesos nao sao trivialmente determinados. Isso também ocorre
com superficies B-splines. No exemplo do disco, intuitivamente, percebe-se trés sequéncias
de camadas de trés pontos de controle. Sequéncias desse tipo também foram utilizadas
para gerar o quadrado e as outras superficies B-splines vistas anteriormente. Utilizar essa
técnica de construgao da superficie por camadas é possivel, mas requer conhecimento
prévio de certas propriedades da mesma. Uma outra técnica possivel é fazer um produto
dos pontos de grafo da curva com os pontos de um grafo linear e tomar os pontos de
controle e pesos das curvas para utilizar na construcao da superficie. Vejamos um exemplo

utilizando tal técnica.

Exemplo 2.5. Vamos construir uma coroa circular (ou anel) fazendo o produto dos pontos
de grafo da circunferéncia com os pontos de um grafo linear. Considere inicialmente uma
circunferéncia Cy e seus pontos de controle. E possivel trasladar os pontos de controle na
direcdo radial da circunferéncia de forma a ficarem mais prozimos do centro da mesma.
Usando esses novos pontos, como pontos de controle, geramos uma nova circunferéncia

Cs. Veja na Figura 25.

A0 N
,"/ \
‘:. .‘+
\ /,
s S

Figura 25 — Gerando circunferéncias sucessivas para a construcao da coroa circular.
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De maneira andloga, é possivel tomar vdrias circunferéncias. Feito isso, utiliza-se as
informacgoes dessas circunferéncias como referéncia para criar a coroa circular. O conjunto
de pontos de controle da coroa circular serd {B;;}, onde Byy € o primeiro ponto de
controle de Cy, By € o seqgundo ponto de controle de Cy, sucessivamente B;; é o j-ésimo
ponto de controle da i-ésima circunferéncia. Analogamente encontram-se os pesos {W; ;}
para a coroa circular. Na Figura 26 temos uma coroa circular, cuja rede de pontos de
controle é dada na Tabela 10 do Apéndice B. A superficie é dividida em setores da coroa
circular, cada um desses setores € um elemento da superficie. Em destaque aparece um

dos elementos.

Figura 26 — Coroa circular como superficie NURBS com um elemento em destaque.

Os graus utilizados para a coroa circular foram p = q = 2 e os vetores de nos
u=(0,001,1,3323111) ev=1(000,1211,1,1). Com isso, obtivemos n = 12 —
2 —1 =9 fungoes base na diregio uw e m = 7 — 2 — 1 = 4 funcoes base na direcio
v. O numero de pontos de controle, obrigatoriamente, coincidiu com o numero de fun-
coes base apos o produto tensorial. Note que temos 36 pontos de controle, lembrando
que 4 deles, na diregdo radial, sio repetidos, pois foi dessa maneira que criamos as cir-

cunferéncias. Com as coordenadas dos pontos dos vetores de nos, consequimos apenas

gerar a superficie em 15 pontos (0,0), (0,3), (0,1), (5,0), (5,3). (5,1), (5.0), (3.3),

(3.1), (3,0), (3,3), (3,1), (1,0), (1,3), e (1,1). Sendo que a superficie calculada nos
trés primeiros pontos tem mesmo valor que ao ser calculada nos trés ultimos, efeito dos
pontos de controle extremos repetidos. Os 12 pontos distintos da superficie sdo os pontos
extremos dos 8 elementos que aparecem na figura. As curvas que aparecem ligando os
12 pontos da superficie calculada no vetor de nds sao resultado da superficie calculada
em pontos de visualizacdo especificos. Para a construgdo de superficies, a unica diferenca
entre calcular a superficie em pontos do vetor de nos e em pontos de visualizagdio € na
tlustragdo, com mais ou menos pontos avaliados. Porém, no método isogeométrico, a so-
lucao numérica de equacgoes diferenciais parciais serd calculada nos pontos do vetor de

e

nos.
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2.3 Solidos NURBS

As superficies NURBS ainda podem ser generalizadas para sélidos NURBS. Isso tam-
bém pode ser feito para B-spline, mas os exemplos de maior aplicacao requerem a re-

presentacao por fungoes racionais. Vejamos como construimos sélidos utilizando a base

NURBS.

Definicao 2.3. Dadas n fungoes base B-splines N;,, ¢ = 1,2,...,n, m fungoes base B-
splines M ,, 7 =1,2,...,m, el fungoes base B-splines Ly ,, k =1,2,...,1, construidas a

partir de vetores de nos das formas

u = (0,07 s ...,O,Up+1, vy Up—p—1, ]_, ceey ].),
— N——
p+1 p+1
V= (0,0, s ...,O,’Uqul, ooy Ug—q—1, 1, ceny 1)
— —— ——
q+1 q+1
e
w = (0,0, , ...,0,wr+1, vy W1, 1, ceny 1),
— N——
r+1 r+1

respectivamente, uma rede de pontos de controle {B; i} tridirecionais e pesos {W; 1}

correspondentes, o solido NURBS polinomial por partes é dado por

n

m 1l
S(u,v,w) = Z > > Rijw(u,v,w)B; i,

i=1j=1k=1

onde a base de fungoes tridimensionais NURBS € dada por
Nip(u)Mj,q(U)Lk,l (w)Wijin

i i 0 0 (005 0 )W

R; jk(u,v,w) =

O vetor de nésu temp=n+p+1nds,vtemg=m-+q+1nésew tem7=1+r-+1.

O conjunto {R; ;x(u,v,w)} é uma base tridimensional de funcoes racionais por par-
tes, a base NURBS, utilizada na construcao de sélidos NURBS. Para construir um soélido
NURBS, assim como para superficies, nos deparamos com certa dificuldade na determi-
nacao dos pontos de controle e pesos. A seguir faremos um exemplo de sélido modelado
por camadas. Porém a técnica do produto de pontos de grafo, vista para a coroa circular,

também pode ser utilizada.

Exemplo 2.6. O exemplo de solido NURBS ¢ um tubo joelho 90°, muito conhecido em

construgdao ciwil, veja na Figura 27. Os vetores de nés saou = (0,0, 0, i, i, %, %, %, %, 1,1,1),

v =(0,0,1,1) ew = (0,0, 0,%,;,1 1,1); os graus seraop =2, g =1 er = 2; 0s pesos
e pontos de controle podem ser encontrados no livro Isogeometric Analysis (COTTRELL;

HUGHES; BAZILEVS, 2009).
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Figura 27 — Tubo joelho 90° construido com NURBS (esquerda) e um corte com destaque
em um de seus elementos, que é um pequeno volume do sélido (direita).

2.4 Derivadas

Os objetos construidos com a base NURBS nesse capitulo serao utilizados no método
isogeométrico, que veremos no proximo capitulo. Nesta se¢ao vamos tratar das derivadas
das fungdes NURBS, que serao usadas no método isogeométrico.

No capitulo anterior, vimos que a derivada de uma fungao base B-spline V; ,(u) ¢é dada

por

/ p

nwp

———Nip-1(u) - —r
Uitp — Ug Uitpr1 — Uit

Nit1,p-1(u).

Repetindo a diferenciagdo é possivel determinar a derivada de ordem k de uma funcao
base B-spline.

Proposigao 2.1. A derivada de ordem k de N; ,(u), N® (u), é dada por

l7p

k—1 k—1
N ) = p (N},,,_B (W) Nitiga(u) ) |

l?p

Uitp — Uj Ujgpt1 — Uit

Essa expressdo ainda pode ser expandida em termos de expressoes da mais baiza ordem

das funcgoes
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N.(’ﬂ(u)_pi! Zk:a Nii(t)
P - (p_ k)' JZO k,j H—],p—k 9

com
1 . Ak—1,0
Qoo = 1, Qo= —————,
Uigp—k+1 — Uy
Qg1 — Op—1,5-1 .
g = ,i=1,..,k—1
Uitptj—h+1 — Uitj
e

—Ok—1k-1
O =" .
Uitp+1 — Uitk
Maiores informacoes sobre a proposi¢ao acima podem ser encontradas em The NURBS
Book (PIEGL; TILLER, 2012).
As derivadas das fungoes NURBS dependem das derivadas das fungoes B-splines e sao

dadas pela derivacao do quociente, veja a seguir.

Proposigao 2.2. A derivada de R;,(u), é dada por

W ()N, (u) = W) Nip(u)
(W(u))? ’

R;p (U) = Wl

onde .
W/(U) = Z N],-,ij.
j=1

Uma expressao para derivadas de ordens altas das func¢oes da base NURBS foi proposta
por Piegl e Tiller em The NURBS Book (PIEGL; TILLER, 2012). De uma forma resumida,
eles consideram

AP (w) = WNS (u)

e fazem

® ) — S (FY o () RO
A0 ) =3 ()R

onde

2.5 Refinamento

Para gerar curvas e superficies, nas se¢Oes anteriores, utilizamos vetores de nos re-
lativamente pequenos, ou seja, com poucos nos. Isso gerava figuras com elementos de
tamanho grande. As figuras entao foram criadas com varios pontos de visualizagao, dimi-
nuindo o tamanho de seus elementos, e melhorando a sua representacaoo. Porém, existem

situacoes, como veremos no método isogeométrico, em que pontos de visualizacao nao sao
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suficientes, precisamos ter elementos de tamanho pequeno ja definidos na superficie. Isso
pode ser alcancado através do refinamento do vetor de nds via insercao de nos.
O refinamento do vetor de nos, através da insercao de nés ao mesmo, é feito sem alterar

a geometria do objeto. Considere uma curva NURBS

n
CW(u) = Nip(w) B (u),
i=1
onde o conjunto de pontos de controle é dado pelos pontos BYY = (W;x;, Wiy, Wiz, W),
sendo {W;} os pesos. Note que z;, y; e z sdo as coordenadas do vetor de pontos de
controle B; = (x4, y;, 2;).
Considerando a curva C%(u) construida a partir do vetor de nés u = (uq, ..., Up,)
e seja u = (uy, ..., u,) satisfazendo w; < W;y1 e uy < U < Uy, Vi. Os elementos de u
serdao inseridos em u e o correspondente novo conjunto de pontos de controle QY i =
1,....,n+r+ 1, sera calculado.
Vamos entender como se insere um n6 @ € [ug, uy41) no vetor de nés u. Com a insergao,

a curva terd uma representacao no novo vetor de nés

n
CW(“) = Z NZVP(U)Q:/V(U),
i=1
onde {N;,(u)} é a fungdo base de grau p no novo vetor de nés e o conjunto {Q}"} é o
conjunto dos novos pontos de controle e pesos. O objetivo é encontrar {Q!"} de forma

que a curva seja a mesma, ou seja,

Uma série de operagoes aplicadas a essa igualdade pode ser encontrada em The NURBS
Book (PIEGL; TILLER, 2012) e nos leva ao seguinte resultado.

Proposigdo 2.3. O conjunto de pontos de controle e pesos {Q'}, i = 1,...,n+ 1, da

curva gerada pela inser¢io de um no U € [uy, ug41) no vetor de nosu = (Uy, ..., Upipr1) €

dado por
QY = ;B\, + (1 —a)BY,,
onde
1, 1< k—0p
=1 27Uk pr1<i<k
Uiqp — Uy
0, 1> k+1.

Exemplo 2.7. Vejamos um exemplo de uma curva com refinamento. Inserindo-se um no

entre cada dois mds, mas sem considerar as repeticoes no inicio e fim do vetor de nos.

1 2

Para este exemplo p = 3, o vetor de nds inicial ¢ u = (0,0,0,0,3,3,1,1,1,1) e apds um
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Figura 28 — Curva NURBS inicial (esquerda) e com um refinamento (direita).

refinamento passa a seru = (0,0,0,0 1112311,1 ,1). Na Figura 28 temos os pontos

1673727376
de controle correspondentes ao refinamento.

Note que os unicos pontos de controle que ficam fixos sdo o primeiro e o ultimo. Veja
na Figura 29 como ficam os pontos de controle com dois refinamentos, isto €, inserindo

um no entre cada dois nos duas vezes.

Figura 29 — Curva NURBS com dois refinamentos.

Se SW (u,v) Z Z R; j(u,v) BW ¢ uma superficie NURBS em u e v, um refinamento
=1 7=1
do vetor de noés u é calculado aplicando-se o refinamento nas m colunas dos pontos de

controle. E, um refinamento do vetor de nés v é calculado aplicando-se o refinamento nas

n linhas dos pontos de controle.

Exemplo 2.8. Os pontos de controle do quadrado, com diferentes tipos de refinamentos,
podem ser vistos na Figura 30. Destacamos também os elementos do quadrado para cada
refinamento, onde notamos a consequéncia do refinamento no aumento no niumero de

elementos.

Exemplo 2.9. Veja os pontos de controle do circulo com refinamentos em ambos vetores

de nésu ewv, na Figura 31.
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Superficie inicial 1 refinamentoemue 0O em v

sem refinamento 2 refinamentosemue 4 emyv
emue3emyv

Figura 30 — Pontos de controle e elementos do quadrado com diferentes refinamentos.

Superficie inicial 1 refinamento

2 refinamentos 3 refinamentos

Figura 31 — Pontos de controle do circulo com refinamentos.
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3 Método Isogeométrico: Uma Aplicacao da

base NURBS

A resolucao de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP’s) é uma etapa importante no
estudo de grande quantidade de problemas cientificos tais como os de difusdao do calor,
elasticidade, dinamica de fluidos e muitos outros aplicados em engenharias.

Dada a abrangéncia e aplicabilidade dessas equagoes, e considerando que na maio-
ria dos casos nao existem solugoes analiticas, a resolu¢do numérica de EDP’s é muito
importante.

A modelagem numérica consiste numa representacao discreta do problema, a partir
da qual aproxima-se a solu¢ao. O método de elementos finitos, do inglés Finite element
method (FEM) é um exemplo de método de aproximagao numérica de EDP’s muito di-
fundido, (HUGHES, 2012), (CTARLET, 2002). O FEM discretiza o dominio da EDP por
malha, uma grade composta por um conjunto de vértices conectados por células, e utiliza
espagos finitos de fung¢des base para a aproximacao da soluc¢ao. O espaco finito de fungoes
mais comum no FEM ¢é o espaco de fungoes lineares por parte.

Por outro lado, temos a base de funcbes NURBS. O método isogeométrico é uma
generalizagdo do FEM baseado nessa base de fungoes.

O método isogeométrico foi introduzido em 2005 por Hughes (HUGHES; COTTRELL;
BAZILEVS, 2005), quando foi colocado como um novo método para a anélise de problemas
descritos por EDP’s. Apesar da ideia do método ser simples, a pratica é complicada.
Nao é automaética a transigao da representagao no contexto de CAGD (Computer Aided
Geometric Design) para o de FEM. Representar a resolugao de EDP’s por base de fungoes
NURBS ¢ um desafio de interacao entre a andlise de elementos finitos e a tecnologia
geométrica computacional, que antes trabalhavam com os mesmos objetos mas de forma
independente. Os principais resultados mais recentes, sob uma perspectiva da anélise
numérica (VEIGA et al., 2014), e também os com perspectiva de aplicagdes (REALI,
HUGHES, 2015), (KIENDL et al., 2015), mostram que essa intera¢do tem impulsionado

o desenvolvimento do método isogeométrico.

3.1 Método Isogeométrico em uma dimensao

De maneira similar ao método dos elementos finitos, para resolver numericamente
equacoes diferenciais no método isogeométrico, primeiramente construimos uma formula-
¢ao fraca da equagao diferencial, ou seja, colocamos o problema num espago de fungoes
adequado, usualmente um espago de Hilbert. Veja nas referéncias (BRENNER; SCOTT,
2008) e (GALVIS; VERSIEUX, 2011) para elementos finitos. Em seguida, aproximamos o
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problema num espaco de dimensao finita, que serd o espago das fungoes NURBS { R, ,(u)}.
Utilizaremos a equacao de Laplace para fazer a formulacao fraca, mas o procedimento pode

ser empregado em outras EDP’s.

3.1.1 Formulacao fraca para a equacao de Laplace

Para deduzir a formulacao fraca da equagao diferencial parcial temos que supor que
existe uma funcao solucao f e multiplicar os dois lados da equagao por uma funcao
auxiliar h € C§°(a,b). Com isso, podemos tomar integrais nos dois lados da igualdade
e usar integracao por partes e a condicao de contorno para ficar com expressoes que
necessitem somente de derivadas da mais baixa ordem possivel. Considere a seguinte
equacao diferencial parcial de Laplace

Encontrar f : (a,b) — R tal que

{ —f"(z) = g(x)  paraz € (a,b)

f(z) = go(z) para x = a,x = b. (3.1)

Multiplicando os dois lados da primeira igualdade por h € C§°(a, b) fixa, mas arbitra-
ria, e integrando os dois lados da equacao temos

Encontrar f : (a,b) — R tal que:

{ — [} 1" (@)h(x)dr = [ g(e)h(x)dz V€ C5(a,b) (32)

f(x) = go(2) para z = a,r = b,

da integracao por partes e do fato que h(a) = h(b) = 0 para toda h € C§°(a, b) obtemos

— [ @@= [ r@ @ - [FOR) - 1 @)
= [ e~ (700 - )
- /ab F(2)W (z)dz.

Com isso, a equagao (3.2) pode ser escrita como

Encontrar f : (a,b) — R tal que:

{ —J; f(@)l (z)de = |} g(x)h(x)dz  Vh € C*(a,b)
f(z) = go(x) para r = a,x = b.

Ainda temos que escolher um espago de fungoes para procurar a solucao.

Definigao 3.1. Definimos o espago L*(a,b) como o conjunto das fungoes de quadrados
integraveis em (a,b).

Além disso trabalharemos com o espago

H'(a,b) := {h € L*(a,b) ; W' € L*(a,})},
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que é um espago de Hilbert. E também com o espago H}(a,b) C H'(a,b) definido por
Hj(a,b) = {h € H'(a,b) ; h(a) =0 e h(b) = 0}.

O espaco de fungoes para a solugdo serd H'(a,b) e o espaco para as fungdes auxiliares
serd Hi(a,b), que contém o espago C5°(a, b).

Para facilitar a escrita vamos considerar a seguinte notacgao

A(f,h) = /ab f'(x)R (z)dx para toda h € Hy(a,b) e f € H'(a,b) (3.4)

b
B(h) = / g(x)h(z)dx para toda h € Hy(a,b). (3.5)
A formulacao fraca torna-se entao

Encontrar f € H'(a,b) tal que:

(3.6)

{Aunwzgw) Vh € Hl(a,b)
f(x) = go(x) para x = a,x = b.

Essa formulagao ainda pode ser reduzida ao caso go(a) = go(b) = 0. Pois se fy é
uma funcao suave qualquer tal que fo(a) = go(a) e fo(b) = go(b) entdo podemos escrever
f = f*+ fo, onde f* € Hi(a,b) e deve ser encontrada tal que A(f* h) = B(h) —
A(fo,h) VYh € Hi(a,b).

3.1.2 Formulacao de Galerkin

Apés a formulagao fraca, o préximo passo na aplicacdo do método dos elementos finitos
se baseia na aproximacao de Ritz-Galerkin, que consiste em trocar os espacos de dimensao
infinita, como H{(a, b), por espagos de dimensao finita.

Dado H C Hj(a,b) de dimensdo finita, a formulagao de Ritz-Galerkin de (3.6) em H,
ja considerando go(a) = go(b) =0, é

Encontrar f* € H tal que A(f*,h) = B(h) Vh e H. (3.7)
O espacgo ‘H tem dimensao finita, entao podemos considerar uma base
{¢1, 02, -+ ,dn} onde n é a dimensdo de H. (3.8)

Podemos escrever f* como combinacao linear desta base
" =qd+@o+ -+ qudn = Z%’@-
i=1

A é uma forma bilinear, entao temos que para toda h € H vale

A(f*7h) :A<i%¢z’h> qu (bzv
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Basta entao verificar a formulagao (3.7) com a fungao auxiliar h na base (3.8), ou seja,

temos a formulagao de Galerkin (3.7) equivalente a

Encontrar f* =" a6 tal que Y- q: A6 65) = B(@y), j =1, ,n. (3.9)

=1 =1

Considerando a representacao matricial da forma bilinear A, temos a matriz A = [a;]

de dimensao n x n e os vetores b = [b;] e ¢ = [q1, - - - ’qn]T € R”, onde
a; = A(gi, d5), i,5=1,---,n e  bj=DB(¢;), j=1,---,n.

Com esta notagao, (3.9) é equivalente ao problema

n

Encontrar f* =Y q¢; tal que > a;q; =b;, i,j=1,--- ,n. (3.10)

i=1 i=1

Que é equivale a encontrar ¢ € R" tal que Aq = b e fazer a combinacao linear das fungoes
base com os coeficientes nas coordenadas do vetor ¢ para determinar f*. E importante
ressaltar que é necessario impor as condi¢oes de contorno para a resolucao do sistema.

Impor a condigao de contorno em Aq = b consiste em identificar para quais valores
¢; temos informacoes e adequar o sistema linear com essas informacoes. Por exemplo,
suponha que a condigdo de contorno é da forma ¢; = a7, onde a; é um valor conhecido.
Vamos fazer a adaptacao do sistema linear como (NGUYEN, 2006).

Considere o seguinte sistema linear

A Ap Az Ay 41 by
Ag1 Agp Asz Ao a | by
Az Az Aszz Az 43 a bs 7
Ap Ay Az Ay 44 by

e considere um valor ndo conhecido (3; resultante da imposicdo da condi¢ao de contorno

A A Az Ay a1 = q1 B
Agr Agy Agz Any a2 . by
Az Az Asz Az a3 B bs
Ay Ag Az Au ! by

Esse sistema é equivalente a formulagao

1 0 0 0 ¢ Qo

0 Axp Ay An a | by — Anay
0 Az Azz A as B by — Az1on
0 Ap A Ay qa by — Apon

Nas resolugoes de sistemas lineares onde temos que impor condi¢oes de contorno usa-

remos essa formulacao.
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3.1.3 A base de funcGes NURBS

O método isogeométrico no caso unidimensional é muito parecido com o método dos
elementos finitos. A formulacdo feita nessa secdo é a mesma para os dois métodos. Na
se¢ao seguinte, que trata do caso bidimensional, maiores diferencas serao notadas.

Para o método isogeométrico, o espaco de dimensao finita H tomado na formulagao
de Galerkin sera o espaco da fungdes NURBS de um grau p fixo, {R;,}. Assim as funcoes

da base serao ¢ = R, 92 = Rap, ..., 0 = R, p. E nosso problema é

Encontrar f* = ZqiRi,p tal que Zaijqi =b;, t,7=1,---,n, (3.11)
i=1 i=1

com
aij - A(Rz‘7p,Rj7p), Z,j = 1, R (& bj = B(ijp), j = 1, e, N,

onde
b , , b
A(Rip, Rig) = | B @R @)z e B(Ry,) = [ g(@)R;,(@)dr,

E importante registrar que para o caso p = 1 os métodos isogeométrico e elementos
finitos coincidem. Isso se deve ao fato de que as fungoes da base NURBS coincidem com

as funcoes lineares por partes da base de elementos finitos para esse caso.

Observacao 3.1. As integrais que aparecem na formulacao precisam ser resolvidas nu-
mericamente, para isso, utilizamos a quadratura de Gauss-Legendre.

A integragdo via quadratura de Gauss de uma funcao f é expressa como
b n
| f@)dz =Y P,
a i=1

onde P; sao pesos e x; sao os pontos onde a quadratura é calculada. A aprorimacdio da
integral de f é exata para polinomios de grau igual ou inferior a 2n—1, onde n é o numero
de pontos de quadratura.

A integragao de Gauss usa polinémios para aproximar f(t) sobre o intervalo [—1,1].
Com uma mudanga de varidveis conseque-se integrar sobre um intervalo qualquer [a,b]
fazendo

b—a, b+a

T = t+

2 2
Ezistem vdrias formas de escolher os pontos sobre o intervalo |a,b] e também os pesos,

que podem ser escolhidos de acordo com a classe de polinomios usada para aproximar
f. Neste trabalho utilizamos ponderacao uniforme sobre o intervalo e os pontos em que
avaliamos f(t) sao raizes de polinémios de Legendre. Os wvalores dos pesos e os pontos
de quadratura encontram-se tabelados, para varias quantidades de pontos de quadratura,
em (OLVER, 2010). Veja também (STOER; BULIRSCH, 2013), para mais informag¢ées

sobre a quadratura de Gauss.
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Exemplo 3.1. Considere o sequinte problema de valor de contorno

Encontrar f :[0,1] — R tal que

f"(x)=1  paraz € (0,1)
flx)=1  para x =0,z = 1.

Vamos aproximar a solugdo usando o método isogeométrico. Primeiramente considere

o vetor de nés u = (0,0, + 35 3, 1,1), o grau p = 1 e 0s pesos todos iguais a 1. Na Figura
32 temos o resultado da aprorimacao da solu¢io comparada com a solucao analitica e o
grdfico do erro da aproximacao.

0.0141

0.012F \ / \

0.008 -

0.006 - ““

0.004} | |/ | |

| \ \
0.002 \ \ | \

i / ' \
0.86 L L L L L L L L L ,
0

Figura 32 — Esquerda: aproximagao via método isogeométrico (azul), para p = 1 e u =
(0,0, é, 3, 1,1), comparada com a solucao exata (preto).
Direita: graﬁco do erro da aproximacgao (vermelho).

Vale ressaltar que em azul é a fungdo solugdo do nosso problema, diferentemente dos
pontos de visualizacao das curvas B-splines e NURBS, agora ndao sao pontos solugoes
ligados por segmentos de retas, embora coincidam quando p = 1.

Se quisermos manter p = 1, para melhorar a aprorimacao precisamos refinar o vetor de
nos. Veja na Figura 33 a aproximagao para o vetor de nésu = (0,0, é, }l, 55 ;, 2 4, 8, 1,1),
mantendo o grau p =1 e os pesos todos iquais a 1, e o grdfico do erro correspondente.

Aumentando o grau para p = 2, com vetor de nés u = (0,0,0, é, ?,),1 1,1) e pesos
todos iguais a 1, temos o resultado da aprorimacdo pelo método isogeométrico e o grdfico
do erro da aproximacao na Figura 34. Note que, com um vetor de nos pouco refinado, para
0 caso p = 2, conseque-se uma aprorimacao exata, a menos do erro numérico. Isso ocorre
devido ao fato de que a solucao analitica é um polinomio de grau 2, e consequantemente
um polinomio de grau 2 por partes. E a base onde estamos aprorimando o problema é

uma base de polinomios de grau 2 por partes, com isso a aprorimagdo é erata.

Vejamos agora um exemplo onde o comportamento da solugao analitica nao é polino-
mial.
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R I SR I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 33 — Esquerda: aproximagao via método isogeométrico (azul), para p = 1 e u =
(0,0, é, i, %, %, g, %, %, 1,1), comparada com a solugao exata (preto).
Direita: grafico do erro da aproximagao (vermelho).
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Figura 34 — Esquerda: aproximagao via método isogeométrico (azul), para p = 2 e u =
(0,0,0, %, %, 1,1,1), comparada com a solucdo exata (preto).
Direita: grafico do erro da aproximagao (vermelho).

Exemplo 3.2. Considere o sequinte problema de valor de contorno

Encontrar f :[0,1] — R tal que

f"(x) = —100sen(10x) + €*  para x € (0, 1)
f(x)=1  parax =0
f(x) = —100sen(10) +e  para x = 1.

Vamos aprorimar a solugcao usando o método isogeométrico. Primeiramente considere 0s

pesos todos iguais a 1 e vetor de nésu = (0,0, %, %, %, %, 1,1), isto é, dividimos o intervalo

[0,1] em & partes. Na Figura 35 temos o resultado da aproxrimagao da solugao para p = 1.
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35

Figura 35 — Aproximacao via método isogeométrico (em azul), para p = 1 e 5 divisdes no
dominio, comparada com a solugao exata (em preto).

1
)5

divisdo do intervalo [0, 1], veja a aproximacio na Figura 36.

Para p = 2 vamos considerar o vetor de nésu = (0,0,0 %, %, %, 1,1,1), mantendo a

Figura 36 — Aproximacgao via método isogeométrico (em azul), para p = 2 e 5 divisdes no
dominio, comparada com a solugdo exata (em preto).

E na Figura 37, para p = 3, também mantendo a divisao do intervalo [0,1], temos o vetor
de nos u = (0,0,0,0, %, %, %, %, 1,1,1,1). Em todas as figuras temos a compara¢io com a
solucao analitica.

Observe que, como jd comentamos, entre os pontos de solugao existem fungoes NURBS
dos respectivos graus. Isto €, a solucao nos pontos dos vetores de nos nao foi simplesmente

ligada, por segmentos de reta, por exemplo, mas sim determinada em todo o intervalo.
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3.5

Figura 37 — Aproximagao via método isogeométrico (em azul), para p = 3 e 5 divisoes no
dominio, comparada com a solugdo exata (em preto).

Ainda para esta equagdo temos na Tabela 4 o erro para alguns casos. O erro foi cal-

culado na norma I', isto ¢, || x [|=>_ |zl
i=1

Divisoes em [0, 1] grau erro
10 1 4.9686
50 1 0,0407
100 1 0,0051
200 1 6,1216e*
10 2 0,4570
50 2 5,5390e 4
100 2 3, 328477
200 2 1,9861e
10 3 0,0785
50 3 1,6568¢7
100 3 5, 118267
200 3 1,5625¢~8
10 4 0,0143
50 4 5,6184e~7
100 4 8, 4388¢e~?
200 4 1,2920e10

Tabela 2 — Comparagao de erro.
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3.2 Meétodo Isogeométrico em duas dimensoes

Analogamente ao caso unidimensional, o método isogeométrico em duas dimensoes
¢ inspirado no método dos elementos finitos. Para esta secdo a principal referéncia é
(VUONG; HEINRICH; SIMEON, 2010). Primeiramente vamos fixar algumas notages
para o desenvolvimento do método e depois resolveremos as equagoes diferenciais parciais

de Laplace e do calor, onde nesta tltima aparece a derivada temporal.

3.2.1 A transformacdo geométrica

No capitulo anterior, a base NURBS de func¢oes bidimensional foi construida da se-

guinte maneira

RU(U”U): n m7p() J:Q() ’ Zzl,"',ne]:l,"',m,
55 35 Ny () Mig(0)Wis
k=11=1
onde N;,(u) é uma base B-spline associada a um vetor de nés u = (uy,--- ,u,) € M;,(v)
¢ uma base B-spline associada a um vetor de nés v = (vq,- -+ , V).

Para o método isogeométrico bidimensional nosso objetivo serd utilizar a base NURBS
bidimensional, {R; j(u,v)}, como espago de aproximacao para a solugdo de equagoes di-
ferenciais parciais. A superficie NURBS sera o dominio fisico, onde a solug¢ao serd aproxi-
mada. Para tanto, vamos introduzir agora algumas notagoes e vamos tratar a superficie
NURBS como uma transformacao geométrica, afim de formalizar alguns conceitos que
serdao utilizados na formulagdo da aproximacao de solugoes de EDP’s via método isogeo-

métrico.

Definicao 3.2. Seja Dy = [0,1] x [0,1] o dominio computacional e D o dominio fisico

de uma EDP. Definimos a transformagdo geométrica

T : Dy — D
(u,v) — (2,9)

por
m

Zn: > Rij(u,v)Bij,

k=11=1
onde {R; ;j(u,v)} sdo as fungoes NURBS bidimensionais e {B;;} € R* sio os pontos de

controle.

Na Figura 38 temos um diagrama representando a agao da transformagao geométrica.
E a acio que vimos na construcio das superficies NURBS.

O dominio Dy é o dominio computacional e dj representa um elemento desse dominio.
D é o dominio fisico, onde estdao nossas fungoes base, e T'(dy) representa um elemento

desse dominio.
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d, T(d,)

H -

0
v DO y D
L)u L)X

Figura 38 — Acao da transformagao geométrica.

Como a aproximagao para a solucao sera feita no dominio fisico D, entao para efetuar
tal aproximagao serao necessarios todos os dados para gerar o dominio fisico, isto é, as
fungoes base e os pontos de controle. Diferentemente do método dos elementos finitos nao
precisaremos nos preocupar com criacao e divisao de malha, pois ja temos as funcoes base

calculadas ao gerar o dominio fisico.

3.2.2 A equacdo de Laplace

Vamos considerar a seguinte equagao diferencial parcial de Laplace bidimensional
Encontrar f: D — R tal que

{ ~Af(ay) = gley)  para(zy) €D
flx,y) = go(x,y) para (z,y) € OD.

Considerando formulagoes fraca e de Galerkin andlogas ao caso unidimensional, com

as generalizagOes necessarias, é possivel chegar em um problema da forma abaixo.
Encontrar f € H tal que A(f,h) = B(h) YheH, (3.12)

onde H = {¢y € H'(D) ; ¢, =0 em dD} C Span{R;; o T~}

1,7

A(f,h) = /D Vf(xz,y)Vh(z,y)dzdy para toda h € H

B(h) = / g(z,y)h(x,y)dxdy para toda h € H.
D

E desejamos escrever f como combinacao dos elementos da base de fungoes do espaco H,
isto é,

f(x,y) = ZZQi7jRij<T_1(x7y)>'

i=1j=1
Com o auxilio da transformacgao geométrica T, as integrais sobre D podem ser transfor-
madas em integrais sobre Dy, onde as regras de integracao sao conhecidas. Primeiramente

temos que
/ e, y)daedy = / F(T(u,0))| det (DT (u, v))|dudv,
D Do
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onde a7 a7
1 1
— (u,v)  ——(u,v)
DT — ou ov
Ty 0Ty

—(u,v) —(u,v
ou (v, 0) ov (u,0)
Vamos escrever nossas integrais em A e BB usando a igualdade acima. Para isso vamos

utilizar o seguinte resultado.
Proposicao 3.1. Seja f nas condigoes da equagio (3.12), entdo
Y/ (@,y) = DT(u,0) TV f(T(u,0)).

Demonstracao 3.1. Como f(z,y) = f(T(u,v)), aplicando a regra da cadeia temos

OfoT 0 T 9, oT:
LoD ) = PG o) + o) G w0,
OfoT 0 T 9, oT:
LoD w0 = Lo G + S G ),
donde
o 0
a(fau 7) (u,v) a;;(u, v) a;j(u, v) af(:v, Y)
o ~ | or T, 9 ’
a(fav T) (u,v) a—vl(u, ) 8—1}2(% ) agjj(w, Y)
e portanto

Vf(T(u,v)) = DT (u,v) "V f(z,y).

Assim é possivel escrever

/D Vf(z,y) Vh(z,y)dzdy =
/DO(DT(U, v) IV F(T(u,v))) - (DT (u,v)"TVh(T (u,v)))| det (DT (u,v))|dudv

/D gz, y)h(z, y)dady = /D g(T(w, o)) A(T (u, v))| det (DT (u, v))|dudv.

0
Que podem ser reescritas como

/DVf(:c,y) Vh(z,y)dzdy =

/ /u (DT (u,v) "V f(T(u,v))) - (DT (u, v)""VA(T(u, v)))| det(DT(u, v))|dudv,

U1

st it gydady =37 [ 2T )T, )| det(DT (u0))

onde consideramos a integracao sobre cada elemento, di, do dominio Dj.
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Observacao 3.2. Vamos entender como calcular DT .

o7y o7y

7<U,U) 7(“7 U)
2 2

%(Uﬂ)) E(% U)

)N (V)W

= Rij(u,v)Bij e Rij(u,v) = Nip(u :
- Nip () Nig(0)Wia

onde T'(u,v) = i

QMS

11

M=
T Mg

k

A derivada parcial de T;; numa direcio x4 ¢ dada por

O, " 7 DR,

TR D P

Por sua vez, a derivada parcial de R;; numa dzreg:ao xq € dada por

O, —Vvij-a (W) N (v uv—-u-kuv
() = gty | SN (N ()W (1:0) = (Vi) Ny () G 0 0)
onde
W (u,v) = iii\a,p(umq( o)W
e portanto
i 101 = 2037 5 (07, (0)Neg 1) Wi

VR;j(u,v) =

Observagao 3.3. Entenderemos agora como determinar V f(T(u,v)), Vh(T(u,v)) e
(T (u,v)).
As fungoes f e h sao tomadas no conjunto
H={¢p € H'(D) ; 1y =0 em dD} C Span{R;; o T~'}}""
e portanto
fij(@,y) = Rijo T;; (z,y), dai fi;(T;;(u,v)) = Rij(u,v) e
V fij(Tij(u, v)) = VRij(u, v).
Analogamente,

hu(z,y) = Ry o T (0, ), com isso hy(Tie(u,v)) = Ryp(u,v) e

Vhy(Ti(u,v) = VR (u,v).
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Sabendo determinar A e B, resolver (3.12) consiste em encontrar
flz,y) = Z Zqi,jRij(T’l(:v,y)) € H tal que A(f,h) = B(h) Yh e H. (3.13)
k=11=1

Dado o conjunto {R;;};5Z, das funcdes base NURBS bidimensionais, ordenando os

elementos desta base, podemos denotar ¢, k = 1,--- ,nm, para representar cada elemento
Rij, isto é
¢1 = Rp P2 = Ry -+, bm = Rin
Pm+1 = Ry P2 = Ry , -, Omtm = Ron
¢2m+1 = R31 ) ¢2m+2 = R32 y Ty ¢2m+m = RSm
¢(n—1)m+1 = Rn ) ¢(n—1)m+2 = Rpo ) ¢(n—1)m+m = Rum.

Com isso, podemos montar a matriz A

[ A(pr, b)) Aldr, da)  A(br,03) - AlPr, bum)
A(¢27 ¢1) A(¢27 ¢2) A(¢2a ¢3) e A(¢27 ¢nm)

A= | Algs,01) Alg2,03) Alds,¢3) -+ A(ds, dnm)

L A(¢nm’ ¢1) A(¢nma gb?) A(¢nm7 ¢3) T A(¢nm7 gbnm) ]

e o vetor b
B(¢1)
| oo |
B(¢n.m)
onde

A(odg, d1) = /D (Vi (u, v) DT (u,v)™1).(Vy(u,v) DT (u,v)" )| det DT (u, v)|dudv

0

B(ér) = /D 9(T(u, 0)) o, v)| det DT (u, v)|dudv.

0

Com essa notagao, (3.13) é equivalente ao problema

nm

Encontrar f = Z qrdr tal que Ag =b,onde g = [q1,- - , @um]” € R™™. (3.14)
k=1

Isto é, resolver o sistema Aq = b e fazer a combinacao linear das fungoes base com os

coeficientes nas coordenadas do vetor q para determinar f.
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Novamente, é importante ressaltar que é necessario impor as condigoes de contorno
para a resolucao do sistema. Para isso utiliza-se a mesma estratégia usada para o caso
unidimensional.

Com relacao a integracao numérica, utilizamos a quadratura de Gauss-Legendre bidi-

mensional, que nada mais é do que aplicar a quadratura por coordenadas.

Exemplo 3.3. Vamos utilizar o método isogeométrico para encontrar a solucao da equagcao
diferencial parcial de Laplace com D =1[0,1] x [0,1] e g(x,y) = —1, ou seja, queremos

Encontrar f : D — R? tal que

fley) =1 V(z,y)€dD.
Comegamos com um caso simples, os graus sao p = q = 1, 0s pesos todos iquais a 1 e
o0s vetores de nésu =v = (0,0, %, %, 1,1). Os pontos de controle sao tomados de maneira

a gerar o dominio D como uma superficie NURBS. Na Figura 39 temos a aproximacao

para a solucao via método isogeométrico.

Figura 39 — Aproximacao para a solucao da equacgao de Laplace em D, com p=¢g=1¢e
u=v=(0,05,31,1).

Agora veja na Figura 40 como fica a aproximagdo para um vetor de nos com mais nos,
u:v = (O’O7é7i7%7%’%7%’%7171)'

Por fim veja na Figura 41 a aprorimacao para p = q = 3, pesos todos iquais a 1 e

e 1131537
vetores de nésu =v = (0,0,0,0,5, 7. 5,35 g L 1, 1, 1),

Exemplo 3.4. Agora faremos a aproximacao da mesma EDP do exemplo anterior tro-

cando o dominio para o disco unitario, veja na Figura 42 a aproximacao correspondente.
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Figura 40 — Aproximacao para a solugao da equacao de Laplace em D, comp=g=1¢e

py 11315 37
u_v_<0a07§717§7§a§71a§7171)'

Z,
N 2755477577
N 7557
NS
==

Figura 41 — Aproximacao para a solugao da equacao de Laplace em D, com p =g =3 e

oy 11315 37
u_v_<0a070707§7Z7§a§7§a17§a171)171)'

Exemplo 3.5. Nosso ultimo exemplo é a aproximacio da mesma EDP usando como
dominio a coroa circular, que construimos na se¢io 2.2. Na Figura 43 temos o resultado
e na Figura 44 temos o caso em que colocamos condicao de contorno também em uma

ligacao das fronteiras externa e interna.
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Figura 42 — Aproximacao para a solucao da equacao de Laplace no disco, sendo p = ¢ = 2
eu=v=(0,0,0,1,1,1)
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Figura 43 — Aproximagao para a solugdo da equagao de Laplace na coroa circular e
um corte para possibilitar melhor visualizacdo. Com p = ¢ = 2, u =

(O,O,O,%L, }L,%, %,%, %,1,1,1) ev = (0,0,0,1,1,1), sendo utilizados 4 refina-
mentos em u e 3 refinamentos em v.

3.2.3 A equacao do Calor

A equacao do calor modela a variacdo da temperatura em um dado material. Diferen-
temente da equacgao de Laplace, para a equagao do calor existe uma dependéncia temporal

e, portanto, para aproximar a solucao também temos que discretizar o tempo.
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Figura 44 — Aproximagao para a solugdo da equacao de Laplace na coroa circular com
condi¢ao de contorno também em uma ligacao das fronteiras externa e interna
e cortes para possibilitar melhor visualizagao.

Vamos considerar a seguinte equagao diferencial parcial do calor bidimensional

Encontrar f: D x R — R tal que

g—{(x,y,t) = Af(x,y,t)  para (z,y) € D

f(x7y7t) = go(.’E,y,t) para (fI?,y) € oD
f<x7y70) = f0($7y)‘

Analogamente ao caso da equacao de Laplace, apds aplicar as formulagoes fraca e de

Galerkin chegamos ao seguinte problema

Encontrar f € H tal que

/ g—{(a:, y, t)h(z,y)dzdy = —/ Vf(z,y,t)Vh(z,y)dedy para toda h € H, (3.15)
D D

onde H = {¢p € H'(D) / ¢ =0 em dD} C Span{R;; o T~'}}".
A discretizacao temporal é feita baseada na série de Taylor de f, que quando supomos
f € C?, é dada por

£ 9,84 7) = Fot) 70 (2, 0) 7, 8),

onde r(z,y,t) é o resto. Dai temos

of

O (2,0 = L0t H D = S0

T

+71r(x,y,t),
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que pode ser aproximada, pelo método de Euler, por

2{(1_ y,t) f(x,y,t—l—:)_—f(m,y,t)‘

Para cada t = n7 podemos escrever f como combinacao dos elementos da base do

espago H, isto é,

f(z,y,t) Zq?@/)zmy

onde nj, = dim(#H). Substituindo em (3.15) temos

Zu/ Vi, y)y (2, y)dedy = Zqz / Vi, y) Vi (2, y)dedy.  (3.16)

=1

Por outro lado, temos que
| nta y)dady = [ n(T(u,0)|det(DT(u,v) | dudv,
D Do

e, como ¥ € H, temos que ¥y (T(u,v)) = ¢, onde ¢, representa um elemento da base
de fungées NURBS bidimensionais, {R;;}; 7"

caso da equacao de Laplace. E para os gradientes temos

i=1s seguindo a mesma ordenagao vista para o

Vr(z,y) = DT (u,v) TV (T (u,v)).

Assim, utilizando essas informacoes em (3.16), ficamos com

n—1

Z u /Do éi(u, U)ij (u,v)| det(DT (u,v))|dudv =

i=1 T

—Zqz / DT (u,v) " "V¢i(u,v)).(DT(u,v) "V;(u,v))| det(DT (u,v))|dudv,

que pode ser reescrita como

an_iq%1 = —Aq" (3.17)
T

onde i )
K(p1, 1)  K(pr,¢2) K(dr,¢3) -+ K(d1, Pnm)
K2, 1)  K(d2,02) Koz, 03) -+ K(d2, onm)

K=\ K(¢s,01) Klpa2,03) K¢z, 03) - K(ds, onm) |,

’C(gbm’mgbl) K(¢nma¢2) K(¢nma¢3) e ’C(gbnrmgbnm) ]

com

K(én, 1) = /D 0u(u,0)01(1, )| det (DT (u, v)) | dud

A é a matriz correspondente ao outro lado da igualdade, ja vista para o caso da equagao

de Laplace e ¢" é o vetor com coordenadas ¢;'.
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A equagao (3.17) ainda pode ser reescrita como
(K +7A)q" = Kq" ', (3.18)

e dessa forma, dada a solugdo no instante (n — 1)7, podemos resolver o sistema linear e

encontrar a solugao no instante nr.

Exemplo 3.6. Vamos utilizar o método isogeométrico para encontrar a solugcdo da equagdo
diferencial parcial do calor com D sendo o disco unitdrio, go(z,y) = 0 e fo serd nula em
todos os pontos exceto no centro, onde serd 1, ou seja, queremos

Encontrar f: D x R — R tal que

Z(:U,y,t) = Af(x,y,t) para (z,y) € D
flz,y,t) = 0 para (z,y) € OD
f(x,y,O) = fO(J:,y)

7. . 1 . .
Para resolver esse exemplo utilizamos T = 15555, P = ¢ = 2, pontos de controle, pesos e
vetores de nos, com devidos refinamentos, adequados para gerar o disco. Veja na Figura

45 o resultado para alguns valores especificos de t.

t=0 t=5

t=10

t=20

Figura 45 — Aproximacao para a solucao da equacao do calor no disco.

Exemplo 3.7. Fazendo D como a coroa circular x,y) =0 e fo serda nula em todos os
> YO\ 4, 0
pontos exceto em uma das ligagoes entre a fronteira externa e a interna, onde serd 1.
Para resolver esse exemplo utilizamos T = ﬁ, p = q = 2, pontos de controle, pesos
e vetores de nds, com devidos refinamentos, adequados para gerar a coroa circular. Veja

na Figura 46 o resultado para alguns valores especificos de t.
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=5 t=10

t=50 =100

Figura 46 — Aproximacao para a solucao da equacao do calor na coroa circular.

Exemplo 3.8. Continuando com a coroa circular e go(x,y) = 0, mas agora fazendo
fo nula em todos os pontos exceto em uma circunferéncia entre a fronteira externa e a
interna, cujo perfil inicial serd a fungdo trigonométrica sen(4mwl).

Para resolver esse exemplo utilizamos T = ﬁ, p = q = 2, pontos de controle, pesos e
vetores de nos, com devidos refinamentos, adequados para gerar a coroa circular. Veja na

Figura 47 o resultado para alguns valores especificos de t.

t=0 t=1 t=3

t=6 t=20

Figura 47 — Aproximacao para a solucao da equagao do calor na coroa circular com perfil
inicial trigonométrico em uma das circunferéncias internas.
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Conclusao

O objetivo deste trabalho era utilizar NURBS, objetos da tecnologia geométrica com-
putacional, na resolucdo numérica de equacoes diferenciais parciais. Para aproximar a
solugao das equacgoes diferenciais parciais utilizamos a base NURBS no método dos ele-
mentos finitos, isso constitui o método isogeométrico.

Inicialmente estudamos splines, que é um tipo de interpola¢do polinomial, onde vimos
como representar uma funcgao conhecida em apenas alguns pontos por meio de polinémios.
Em seguida, definimos B-spline e vimos a construc¢ao da base de fung¢oes B-splines. Com
essa base de func¢oes e um conjunto de pontos de controle, foi possivel descrever curvas
e superficies B-splines. Propriedades importantes, como invaridncia afim e modificacao
local, foram discutidas e exemplificadas. Inspirados na base B-spline, que é composta
de fungoes polinomiais por partes, foi possivel construir a base NURBS, constituida de
funcgoes racionais por partes. Com a base NURBS, uma quantidade muito grande de curvas
e superficies pode ser construida, inclusive curvas como a circunferéncia e superficies como
o disco, que nao podem ser representadas precisamente na base B-spline. Ainda com a
base NURBS, definimos e exemplificamos a generalizacao de superficie NURBS para solido
NURBS.

O método isogeométrico é inspirado no método dos elementos finitos, isto é, aproxima
a solucao de uma equacao diferencial parcial num espago de dimensao finita. A grande
inovagao que o método isogeométrico propos foi o uso da base NURBS como sendo esse
espaco. Com isso, conseguimos uma interacao entre a andlise de elementos finitos e a
representacao geométrica computacional. O método isogeométrico em uma dimensao é
relativamente simples e sua formulacao coincide com a de elementos finitos. J4 em duas
dimensoes, um cuidado maior foi necessario. Fizemos uso da transformacao geométrica,
que nada mais é do que a construcao de uma superficie NURBS a partir de um dominio
computacional. A superficie NURBS foi o dominio fisico para a aproximagao da solucao
da equacao diferencial parcial.

Gerar superficies NURBS nao é uma tarefa simples. O exemplo da coroa circular, que
foi construida através do produto dos pontos de grafo da circunferéncia com os pontos
de um grafo linear, evidencia isso. Porém, uma vez gerada a superficie NURBS, auto-
maticamente ja temos todas as funcoes da base NURBS calculadas, via transformacao
geométrica. Apos isso, para aplicar o método isogeométrico resta apenas considerar as
relagoes entre tais fun¢oes. Lembrando que, como a aproximacgao para a solu¢ao da EDP
¢ dada na base NURBS, o que queremos encontrar sao os coeficientes para fazermos a
combinacgao linear com as fung¢des dessa base. Obviamente a quantidade de coeficientes
deve ser a mesma que a quantidade de func¢oes base. Um detalhe imprescindivel para a

execucao do método, é que essa quantidade s6 coincide com a quantidade de elementos
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do dominio para p = 1. Portanto a formulacao foi aplicada atentando-se as fungoes base.
Em quais elementos do dominio cada fun¢ao estava definida era uma informacao conse-
quente. Utilizamos o método isogeométrico para resolver a equacao de Laplace e do calor,
escolhendo como dominio o quadrado, o disco e a coroa circular. Como ja tinhamos um
pouco de conhecimento sobre essas superficies, conseguimos, facilmente, impor diferentes
tipos de estagios iniciais para os respectivos dominios da equacao do calor.

Em trabalhos futuros, gostariamos de formular a variagdo dos pesos para uma su-
perficie como reacao a um fenémeno. Por exemplo, pretendemos simular a equagao do
calor numa superficie que esta com a temperatura aumentando. Portanto, poderiamos
imaginar que o dominio estaria queimando, isso seria representado através do decresci-
mento no valor do peso correspondente. A partir de um momento, ao qual a temperatura
ultrapassa um determinado valor limite, o peso seria definido igual a zero e estariamos
desconsiderando a fungao base correspondente na hora de calcular a superficie, o que sig-
nifica que aquela parte do dominio queimou. Essas ideias exploram as propriedades locais
das superficies NURBS e pretendemos estudar suas aplicacbes em computagao grafica.
Gostariamos também de utilizar o método isogeométrico para resolver equacoes do tipo

Navier-Stokes, com dominio espacialmente variante.
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APENDICE A - Splines cdbicas

Vejamos a formulagao para o caso de interpolacao com splines ctbicas.

Definicao A.1. Supondo f tabelada nos pontos x;, i = 0,1,...,n, a funcao S3 é chamada
spline cubica interpolante de f, nos nos x;, se existem n polinomios de grau 3, S, k =

0,1,...,n — 1 tais que:

(i) Ss3(x) = sg(x) para x € [xg, xp41] € E=0,1,...,mn—1;

(M’) 53(331) = f(l'z), 1= 07 17 ey TS

(7i) sp(rk) = Spy1(zr), k=1,2,....,n — 1;

(iv) sp(xr) = Sppi(ze), k=1,2,...,n—1;

(’U) S/é(Ik) = S/lﬂlJrl(Ik)? k= ]-7 27 sy TV L.

Como cada s; é um polindémio ciibico, compactando a notacao temos
sp(2) = ap(z — 2)® + bp(x — 21)* + cple — x3) +di, k=0,1,...,n — 1. (A.1)

Agora vamos impor condigdes sobre os coeficientes para que satisfacam as condig¢oes
da definicao acima e assim determinarmos Ss.

Pela prépria definigao de cada sj a condigao (i) é automaticamente satisfeita.

Fazendo x = x5, em (A.1) temos sg(xy) = di.

De (7i) temos que f(zg) =di, k=0,1,...,n — 1. E chamando f(x}) de y; temos
dr. = Y. (A.2)
Agora, para & = x4 em (A.1) temos
k(o) = ap(@pr1 — 2)° + bp (T — o) + cr(@rar — 1) + dis-
Seja hy 1= x11 — xy, entao
sp(Trp1) = arhy + bphi + cphy + di.

De (i71) temos que sgi1(Th11) = aphy + bphi + cphy, + dy.

E de (i7) chegamos em
Y11 = akhi -+ bkhi + Ckhk —+ dk (A3)
Agora vamos derivar a expressao (A.1):

si(r) = 3ag(z — xx)* + 2b(x — a1) + Cx, (A.4)
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sp(x) = 6ag(z — ) + 2by. (A.5)
Fazendo = = z; em (A.5) encontramos sy (x) = 2bx, ou seja,

1
m:S%?Xk:ogwwn—L (A.6)

Ainda em (A.5), fazendo © = 441, temos

Sp(Tpy1) = 6ag (g1 — xp) + 20y

Aplicando a condigao (v) ficamos com
St (@Trt1) = 6ag(Tpp1 — xx) + 20y
Agora substituindo o valor de by, encontrado em (A.6) temos
Skt (Th1) = 6ahy, + si (),

donde

Spy1(Trg1) — sp(xr) i
6hy, ’

=0,1,..,n—1. (A.7)

A —

Para encontrar o valor de ¢, vamos substituir os valores de ag, by e di em (A.3)

S// ZUk — 3// xk,’ 8” T
Ypr1 = ke +61i)z il )hi + k<2 k)hi + cxhi + Y,
k
portanto
B 7] 2 "
o = Ye+1 — Yk Sk (Tht1) + Sk(xk)hk, k=0,1,....,.n—1. (A.8)

hu
A condigao (iv), a unica que ainda nao foi usada, nos da que s,_(xy) = s.(zk).
Impondo tal condigdo em (A.4) temos

3ak,1(:€k — xk,I)Q + Qbk,l(a:k — $k71> +Ccp_1 = Bak(xk — l’k)2 -+ Qbk(xk — SL’k) + Ck,

e substituindo os valores dos coeficientes temos

sp(xr) — sy (Tp-1) Uk — Y- Sp(wr) + 2871 (2r—1)

3 hi_1+ s} ) hg_1 + - .
6 k—1 Sk_1(xk 1) k—1 ey 6 k-1
Y1 — Yk Sh1 (Th1) + 25%($k)h
- - ks
hy 6
dai,
h—1 Y — Yk—1 _ Ykt — Yk S (Teer) + 283 (2k)

(28Z(£Ek) + sg_l(xk_1)> + hk

D1 I 6
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Isto é

(2% (@) + 81 (@r—1) 1 + (Spya (Ths1) + 283 (25)) e = 6 (ykﬂhk_ Y _ ykh_kyk_1> :
-1

Tomando Ay := Yl = Yk , chegamos em

hy,

hi—18i—1(Th—1) + 2(he—1 + hi) s (zr) + hasir (2r1) = 6(Dye — Dyg-1),
que gera o sistema linear Az = b com (n — 1) equagdes e (n + 1) incégnitas, onde
[ ho 2(ho + h1) h

hy 2(h1 + ho) o
ho 2(hg + h3)  hs

hn—? 2<hn—2 + hn—l) hfn—l ]

50 (o) [ Ay — Ay
5’1’(%) Ayy — Ay,
xr = e b e 6
Sy 1(Tn-1) AYp_o — Ayp_3
L sp(@) AYp—1 — DyYn_o

Para resolver Az = b, com (n—1) equagoes e (n+1) incégnitas, elimina-se duas incognitas.
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APENDICE B - Pontos de controle

Tabelas com as coordenadas dos pontos de controle de algumas curvas e superficies

vistas ao longo da dissertacao sao dadas a seguir.

Bl BQ Bg B4
(=1.5,—1) (=1,0.9) (0.7,1.4) (1.5,—0.8)

Tabela 3 — Coordenadas dos pontos de controle da curva B-spline da Figura 10.

B, B, Bs B, B} Bs By B,
(=2,0) (=2.7,1.7) (0,2) (=1.3,0.5) (—0.5,0.5) (—1,—1) (1.8,—1.3) (1,1)

Tabela 4 — Coordenadas dos pontos de controle da curva B-spline da Figura 11.

Bl BQ B3 B4 B5 B6
(=2,0) (=22,2) (0,2) (—0.8,—2) (18,—2) (1,0.6)

Tabela 5 — Coordenadas dos pontos de controle das curvas B-splines da Figura 13.

Bl B2 Bg B4 B5 B6 B7 Bg Bg
(,0) (1,1) (0,1) (-1,1) (-1,0)0 (-1,-1) (0,-1) (1,-1) (1,0)

Tabela 6 — Coordenadas dos pontos de controle para a circunferéncia com B-splines da
Figura 14.
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=~ B R W W W NN NN R R s,
W N = WD R WD R W N .
S
—

\.N)

[N}

N—

Tabela 7 — Rede de pontos de controle da superficie B-spline da Figura 18.

B, By Bs B, Bs Bs By
(—2.8,0) (=1.8,1) (0,2) (—0.8,—2) (1.8,—2) (1,0.6) (2.7,0.9)

Tabela 8 — Coordenadas dos pontos de controle para a curva NURBS da Figura 21.
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t ] Bi,j Wi,j
11 (=2, ¥) 1
L2 (g0 ¢
1 3 (—2,-¥) 1
2 1 (0,%) 2
2 2 (0,0) 1
2.3 (0,-%) ¥
31 (L)1
3 2 (420 L
33 (-9 1

Tabela 9 — Rede de pontos de controle e pesos para o disco da Figura 24.

(=7i, —7i)
(0, —1;)
(ri, —14)

(ri’ O)

ondery =1,7,=0.9,r3=08ery, =0.7.

J
1
2
3
4
5 (-7;0)
6
7
8
9

Tabela 10 — Rede de pontos de controle para a coroa circular da Figura 26.



