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Abstract

We obtain the general solution of the Einstein-(anti) Maxwell-(anti) Dilaton (EMD)
theory for a static, spherically symmetric spacetime in four dimensions. In the phantom
(anti) cases, we obtain new solutions with non-degenerate horizon and make the analysis of
their causal structures. The causal structures of some solutions are exotics, some of them
can not be described in two-dimensional usual Penrose diagrams. We obtain also, using
the method of Sigma model, new stationary solutions with axial symmetry, for Einstein-
anti-Maxwell-Dilaton (EMD) and Einstein-anti-Maxwell-Dilaton-Axion (EMDA) theory.

We analyse the causal structure of these new solutions.



Resumo

Obtemos a solucao geral da teoria Einstein-(anti)Maxwell-(anti)Dilaton (EMD) para
uma métrica estdtica e esfericamente simétrica. Nos casos fantasmas (anti), obtemos
novas solugoes com horizonte nao degenerado e fazemos a andlise da estrutura causal
das mesmas. As estruturas causais de algumas solugoes sao exéticas, a ponto de algumas
delas nao poderem ser descritas em diagramas de Penrose bidimensionais usuais. Obtemos
também, utilizando o método do modelo Sigma, novas solugoes estacionarias, com simetria
axial, da teoria Einstein-anti-Maxwell-Dilaton (EMD), e da teoria Einstein-anti-Maxwell-

Dilaton-Axion (EMDA). Analisamos as estruturas causais dessas novas solucoes.
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Introducao

A Relatividade Geral (RG) de Einstein é uma teoria consolidada, comprovadamente
util para a descricao dos fenomenos relacionados a gravitagao. As varias teorias que
surgiram como um aperfeicoamento ou como generalizacao da RG, também touxeram
grandes avancgos ao conhecimento cientifico. A primeira solucao, relacionada a gravitagao,
das chamadas equacoes de Einstein, que regem a RG, foi uma solucao singular do espaco-
tempo. Assim, o préprio Einstein, juntamente com Rosen, por causa da pressao da
comunidade cientifica, ao criticarem a RG por haver, na época, somente esta solucao
singular, utilizou um artificio nao fisico, com o intuito de obter uma nova solucao nao
singular. Ele foi o primeiro a considerar o termo de interacao do campo de Maxwell com a
gravitacao, com o sinal invertido, dando origem assim aos campos fantasmas e aos buracos
de minhoca .

Em modelos de teoria de cordas, é comum encontrarmos um sistema especifico, o
que contém na agao o termo que gera a RG, acoplada com um campo escalar, chamado
dilaton, e mais um acoplamento do dilaton com o campo de Maxwell. Essa teoria, a
baixas energias e em 4D, é comumente chamada de Einstein-Maxwell-Dilaton (EMD).
O estudo e obtencao de solugoes dessa teoria comegou com o artigo de Gibbons-Maeda
2] Depois deles, muitos outros se interessaram em vérios aspectos dessa teoria, como
por exemplo a supersimetria . Os primeiros que usaram esta teoria para obter solucoes
estaciondarias, com simetria axial, foram Frolov et al , e no caso de Kaluza-Klein, Horne-
Horowitz [[5]. Muitos outros interesses foram surgindo e diferentes abordagens e métodos
igualmente. Na teoria Einstein-Maxwell-Dilaton-Axion (EMDA), o primeiro a obter uma

generalizagao da solucao de Kerr, pelo método das simetrias das equagoes, foi Sen .
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Assim, temos muitas outras solugoes, tanto da teoria EMD, quanto da EMDA.

Assim como foi dito anteriormente, sobre Einstein e Rosen, muitas outras situacgoes
na Fisica violam as chamadas condicoes de energia da RG . Como mencionado, os
buracos de minhoca em geral, inicialmente formulados por Einstein e Rosen [[7], violam
tais condicoes de energia. Outros exemplo que podemos citar aqui sao: efeito Casimir
(normal e topolégico) [1]; vécuo espremido [9]; evaporagio de buracos negros ; Cos-
mologia inflacionaria , com Universo em expansao acelerada e fluidos fantasmas o
permeando |12, 13]; quantizagdo do campo escalar massivo livre ; espelhos acelerados
; algumas teorias de campos com interacao ; particula de Dirac massiva na pre-
senca de um buraco negro de Kerr . Dessa forma, ndés também tivemos o interesse
de abordar e analisar modificacoes das teorias EMD e EMDA, nos seus casos fantasmas
Einstein-(anti)Maxwell-(anti)Dilaton (EMD, EMD ou EM D) e Einstein-(anti) Maxwell-
Dilaton-Axion (EMDA), as quais podem violar certas condicoes de energia da RG.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No primeiro capitulo fazemos as
defini¢Oes necessarias a compreensao da RG, apresentamos um pouco do desenvolvimento
histérico, e concluimos com a andlise da estrutura causal do espaco-tempo de Reissner-
Nordstrom. No segundo capitulo, fazemos a construcao do modelo Sigma e uma breve
apresentacao das solucoes de Rasheed e Kerr-Sen, como base de comparacao das solugoes
do quarto capitulo. No terceiro capitulo, obtemos a solugao geral para a teoria Einstein-
(anti) Maxwell-(anti)Dilaton com simetria esférica e concluimos com a andlise das estru-
turas causais das mesmas. No quarto capitulo, construimos o modelo Sigma Fantasma
para a solugao cosh e obtemos uma nova solucao estaciondaria da teoria, depois anali-
samos sua estrutura causal. Ainda neste capitulo, obtemos também uma nova solugao

estaciondria para a teoria EM DA, concluindo com a andlise de sua estrutura causal.



Capitulo 1

Buracos Negros

Nesse capitulo nds apresentamos algumas definicoes matematicas basicas para a con-
strugao do entendimento da teoria da Relatividade Geral de Einstein. Continuamos com
um pequeno resumo do desenvolvimento historico da teoria, e terminamos com a apre-

sentacao de uma metodologia simples para a andlise da estrutura causal do espago-tempo.

1.1 Definicoes Preliminares

A Mecanica newtoniana e o Eletromagnetismo classico de Maxwell sao teorias, formu-
ladas de tal forma, que dependem dos referenciais nos quais se observam seus fenémenos,
como os referencias inerciais por exemplo. Entretanto, a teoria da Relatividade Geral
(RG) foi formulada no intuito de conter todas as possibilidades de observadores ou ref-
erencias fisicos, inerciais ou nao. Com isso, deveria explicar as relacoes entre tais ob-
servadores, sem que houvesse mudanca na forma das leis fisicas, pois deveria haver uma
invariancia na forma das leis fisicas para cada referencial adotado. Como a observacgao é
relativa entre cada observador, entao, Einstein construiu a RG como uma teoria
geométrica que depende dos campos de matéria fisicos associados ao sistema. Vamos
comecar definindo alguns elementos importantes nesta teoria.

Na Matematica [[19, 21, 20, 22l , um conceito basico é o de continuidade. E

para estabelecer consistentemente este conceito, devemos definir a estrutura matematica

mais simples onde ele aparece, essa estrutura é o espaco topologico. Dado um conjunto



arbitrario M e um conjunto finito ou infinito 7 de subconjuntos U; C M, dizemos que o

par (M, T) é um espago topoligico se as seguintes relagdes sao satisfeitas:
1. 7 contém tanto o conjunto vazio ¢ como o proprio M.
2. Qualquer uniao finita ou infinita dos conjuntos U; pertence a 7.
3. Qualquer intersecao finita dos conjuntos U; pertence a 7.

Usualmente chamamos o préprio M de espaco topoldgico. Os U; sao chamados con-
juntos abertos e 7 é dita a topologia de M. Existem sempre duas topologias ébvias para
qualquer conjunto M: a topologia discreta, na qual 7 é tomado como sendo o conjunto
de todos os subconjuntos de M, e a topologia trivial, na qual 7 = {¢; M}. Um conjunto
I é definido fechado se o seu complemento C' = M — F' é aberto.

O espaco M é chamado métrico quando podemos definir uma funcao g : M x M — R,

tal que:

L g(z,y) = g(y,2),

2. g(z,y) >0 e g(z,7) =0,
3. 9(z,y) + 9y, 2) > g(z, 2),

onde z,y,z € M. Assim, definimos facilmente uma topologia para os espagos métricos

através das chamadas bolas abertas:

Ur(x) ={y € M,g(z,y) <r}, (1.1)

onde r é o raio em torno do centro x. Uma topologia métrica é o conjunto de todas as
bolas abertas de M e suas possiveis unioes.

Definimos a imagem inversa f~1(V') de uma aplicacao f : M; — Mo, entre dois espacos
topoldgicos, como sendo o conjunto U C M; que é levado em V' C M, pela aplicacao f.
Finalmente, dizemos que a aplicacao f é continua, se dado um aberto V' C My, f~1(V) é

um aberto U C M;.



Podemos agora definir uma aplicagao chamada homeomorfismo, como sendo a aplicacao
continua f : M; — My em que existe uma aplicacao inversa e continua, entao M; e M,
sao ditos homeomorfos. Definimos uma carta como o par (U, f)!, para U aberto em M.

Agora podemos conceituar o que é uma variedade di ferenciavel. Uma variedade

diferenciavel M é um espago topoldgico que satisfaz as seguintes propriedades:

1. M é localmente homeomorfo a R™, para m < oco. Logo, para cada aberto U de
M existe um homeomorfismo f que mapeia localmente em um aberto V' de R™, e

dizemos que a dimensao de M é m.

2. Para duas cartas (f1,U;) e (f2,Uz), onde U (Us # ¢, as aplicacoes fy o f; ' e
fio fyt, de R™ em R™, sdo continuas e diferencidveis em todas as ordens. Essas
aplicagoes sao chamadas de fungoes de transicao e sao as responsaveis pela mudanca

de coordenadas?® nos pontos de U; N Us.

Com a estrutura das variedades diferenciaveis podemos definir alguns objetos geomé-
tricos importantes para a obtengao e analise das solugoes advindas da RG de Einstein.
Como nao é nosso objetivo fazer defini¢oes formais destes objetos, vamos procurar defini-
los sem minuciosidade.

Podemos entender como uma possivel definicao da métrica de uma variedade difer-
enciavel riemanniana, a medida do comprimento entre dois pontos da variedade. Este
objeto pode também medir normas de vetores (ou co-vetores)® do espaco tangente (ou
co-tangente) a variedade. E ainda pode ser o objeto responsavel pela relacdo entre as
componentes dos elementos dos espagos tangente e co-tangente. A expressao mais usual

para a definicao da métrica é dada por:

dS? = g, dxtdx” (1.2)

'Em geral esse par é apenas local, ou seja, a aplicacdo f ndo é um homeomorfismo em todo M.
2Quando essas aplicacdes e suas inversas sao continuas e suas derivadas de ordem arbitraria existem

e também sao continuas, as chamamos de difeomorfismos.
3Tensores em geral.

10



onde, no caso em que a dimensao é igual a 4, pu,v = 0,...,3. O dS? é conhecido em
geometria cldssica como a primeira forma quadratica, ou primeira forma fundamental
124]. Usualmente é mais conhecido por elemento de linha, ou, em um abuso de linguagem,
métrica.

Para uma variedade métrica diferenciavel, a conexao afim é definida em termos das

componentes da métrica, por:

1
Fﬁulj —= 5960— [augyo' + a,/guo— - ao—guy] . (]_3)

Uma definicao necessaria para se ter uma derivacao condizente com esta estrutura
geométrica invariante por transformacao de coordenadas, é a chamada derivada covari-

ante. Vamos defini-la para um vetor, de forma a se transformar como um tensor:
V.V =90,V" +T,, V7. (1.4)

onde V¥ sao as componentes do vetor.
Uma variedade riemanniana é definida como sendo uma variedade diferenciavel que

possui as seguintes propriedades:

1. A derivada covariante da métrica é zero, V,g,, = 0.

e 0 _ 1a
2. A conexao é simétrica, I'*,, =1, ..

Uma variedade diferenciavel é a generalizagao do usual espago plano euclidiano. Pode-
mos ter uma nocao até de estruturas espaciais curvas. O objeto geométrico que representa
a curvatura da variedade é o tensor de Riemann. Quando ele é nulo, a variedade é dita
plana, como em Euclides. Mas quando suas componentes nao sao nulas, a variedade é dita
curva. O exemplo mais usual é o da superficie bidimensional da esfera S?, onde existem
componentes nao nulas do tensor de Riemann. As componentes do tensor de Riemann

sao definidas, em termos das conexoes, por

o o o o ) o ) o
R, = 0,07, —,I%, +T° T°% —T° T% . (1.5)
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Através da contracao de dois indices das componentes do tensor de Riemann, podemos

definir o tensor de Ricci:

R/u/ = RJHUV s (16)
podemos ainda definir o escalar de curvatura:
R=R’_, (1.7)

pela contragao dos indices do tensor de Ricci.

Com esses objetos geométricos podemos definir dois outros: o tensor de Einstein

1
GMV = RMV — §gMVR s (18)
e o escalar de Kretschmman?
K = 4K} + 8K; + 8Kj + 4K | (1.9)

onde

O tensor de Einstein sera usado para a formulacao da teoria, conectando a geometria
diferencial, com a matéria contida na variedade. A estrutura de variedade riemanniana
definida acima é usualmente chamada de espaco-tempo. O sistema fisico é formado pela
juncao do espaco-tempo e a matéria contida nele.

Agora, vamos introduzir o principio de minima acao. Toda acao é uma integracao
da densidade lagrangeana do sistema fisico, portanto um funcional. Se minimizarmos a
acao, ou seja, igualarmos a zero a variacao funcional da mesma, teremos diretamente as

equagoes de movimento do sistema fisico. Comecamos pela acao de Einstein-Hilbert:

S = /dm4\/——gR, (1.10)

40bjeto geométrico que evidenciars a existéncia de singularidades (regides do espaco-tempo onde as

geodésicas terminam) em nossas variedades.
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onde g é o determinante da métrica. Seguindo a mecanica cléssica, visto que a conservagao
da energia e as leis da entropia continuam valendo aqui, temos que se minimizarmos a
acao, ou seja, 05 = 0, teremos as equagoes de movimento para cada campo fisico. Entao,
fazendo a variacao funcional®, em relacao a métrica do espaco-tempo, da acao de Einstein-

Hilbert somada a um termo de acao da matéria, temos as equacoes de movimento
G = kT, , (1.11)

onde k é uma constante e as equacoes sao conhecidas como equagoes de Einstein. As
equacoes de movimento para os campos de matéria sao obtidas pela variacao funcional
da acao total em relagao aos campos.

Na préxima se¢ao, veremos um pouco do desenvolvimento histérico dessa teoria.

1.2 Desenvolvimento Histérico

Como a descricao da teoria da gravitacao pela RG é extremamente complicada, pois
as equacoes de campo sao equagoes diferenciais nao-lineares e acopladas, entao Einstein
achou que encontrar uma solucao exata para estas equacoes era uma tarefa quase im-
possivel. Mas, surpreendentemente, em 1916, Schwarzschild [25, 26] obtém uma solugao

exata das equacoes de Einstein no vacuo, considerando uma métrica com simetria esférica

-1
ds? = (1 - %) dt® — (1 — %) dr? — r?dQ? (1.12)
T

r

e estatica:

onde M é a massa e dQ? = df? + sin? d¢?* é o elemento de angulo sélido. Esta solucdo,
posteriormente analisada por vérios autores nos anos seguintes’®, mostra uma singularidade
em r = 0, coberta por um horizonte geométrico’, onde nem a luz pode escapar, e uma

singularidade de coordenadas |28, 29] em rg = 2M (horizonte de eventos), chamada de

SEm capitulos posteriores faremos em detalhes esta variacdo, por isso a omitiremos aqui.
60s quais sdo Flamm (1916), Weyl (1917), Eddington (1924) , Lemaitre (1933), Einstein e Rose

(1935), Synge (1950), Finkelstein (1958), Fronsdal (1959), Kruskal (1960), Szekeres (1960), Novikov

(1963-64).
"Regido que separa a estrutura causal do espaco-tempo, e uma consequéncia direta é que goo(rg) = 0.
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raio de Schwarzschild. Pelo teorema de Birkhoff® [30, 31], sabemos que esta é a tinica
solugao esfericamente simétrica e estatica das equagoes de Einstein no vacuo. Em 1935,
Einstein e Rose, no intuito de burlar solugoes singulares, demonstram a formulacao dos
buracos de minhocas. Em 1939, Tolman-Oppenheimer-Volkoff |32, 33| mostram que é
possivel existir estrelas de néutrons.

Em 1916 Reissner [34], e independentemente Nordstrom em 1918 , encontram uma
solugao exata das equacgoes de Einstein acopladas com o campo de Maxwell, para a métrica
esfericamente simétrica e estatica:

ds? = <1—%+q—z> dt® — (1—%+q—z)_ldr2—r2d92, (1.13)
r r r r
onde q ¢é a carga elétrica do buraco negro. Esta solucao apresenta dois horizontes geométricos
emry = M + m, onde r, é o horizonte de eventos e r_ é o horizonte interno.
Novamente estes horizontes nao passam de singularidades de coordenadas, mas existe uma
singularidade em r = 0.

Em 1963, Kerr , obteve uma solugao das equagoes de Einstein no vacuo, para a

métrica com simetria axial e estacionaria:

d5? = LI (dt — wodg)® — SB[ dr? + f3d0° + Do sin® 9dg?]

Ao =1*—=2Mgr+a2 , Yo=r1r>+a’cos’0, (1.14)

fe=r?—2Mgr+adcos’l |, wy= —;—gQMKrsinQG ,
onde M é a massa e ag o parametro ligado ao momento angular orbital. Observamos
que se fizermos ag = 0 em (1.14), recaimos na solugao de Schwarzschild, logo, a solugao de
Kerr é uma generalizacao de (1.12). Esta solucdo apresenta dois horizontes de Killing?
emry = M2+ m, para Ag(r+) = 0. A singularidade estd na regiao onde ¥y = 0
, que para cosf = 0, fica em r = 0. Aqui aparece uma nova regiao do espago-tempo

8Todas as solucdes esfericamente simétricas das equacdes de Einstein sdo independentes do tempo

numa regido em que nao hd matéria e (ou) energia.
9Regido onde existe uma hiper-superficie nula, em que os campos de Killing também sdo nulos. No

caso de Kerr temos os campos de Killing (campos que satisfazem a equagdo L¢g,, = 0, onde L¢ é a
derivada de Lee na direcdo ¢) dados por x® = (* + Quv®, onde (“ e ¥* sdo as componentes dos vetores

de Killing das simetrias temporal e axial, e Qg a velocidade angular.
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chamada ergo-esfera, onde fZ = 0, e qualquer particula massiva deve, obrigatoriamente,
ter uma velocidade angular de rotacao orbital diferente de zero. A generalizacao desta
solugao foi feita em 1965 por Newman et al para uma métrica axial estacionaria com
campo de Maxwell acoplado.

Na década de 60, houve muita especulagao em torno dessas solugoes, principalmente
com os trabalhos iniciados por Tolman-Oppenheimer-Volkoff [32, 33]. A formacao de
uma estrutura bizarra do espago-tempo, com uma singularidade encoberta por um hori-
zonte de eventos, foi muito analisada pelo processo de colapso gravitacional de estruturas
conhecidas.

A histéria sobre a utilizacao do termo buraco negro é relatada, por especialistas, como
segue. Em 1967, John A. Wheeler, através de uma carta de convite a um colega, utiliza
pela primeira vez o termo buraco negro para estas estruturas, que foi usado,
posteriormente, por muitos outros pesquisadores. Hoje a nomenclatura usual é esta.

Na década de 70, muitos outros avancgos foram obtidos, por exemplo: o teorema sem

cabelo!® de Bekenstein [41, 42,43, 44]|, os teoremas de singularidade!! por Hawking e Ellis

[8], & termodinamica de buracos negros'?.

Muitas outras solugoes de buracos negros surgiram, como as assintoticamente nao-
planas, como o de Schwarzschild-de Sitter e outras mais complicadas como o buraco negro
topologico de Kerr-Newman-Taub-NUT-AdS . Outras solugoes de buracos negros
surgiram de novos métodos de obtencao, por meio das simetrias das equacoes, como
por exemplo: o de Ernst , o de Maison e o de espalhamento inverso . Os
de integracao direta das equacoes podem ser listados em [52]. Todas as solugoes mais
conhecidas citadas acima sao as unicas possiveis, isso é estabelecido pelos teoremas de

unicidade das solugoes .

1905 buracos negros advindos da teoria de Einstein s6 possuem, exteriormente, campos escalares. Isso
implica que os Unicos parametros fisicos que um buraco negro pode possuir, em geral, sao sua massa, sua

carga e seu momento angular orbital.
1Que estabelecem as condicoes para uma variedade diferencidvel ndo possuir singularidades.
12Termodinamica Cléssica, por Bekenstein, Smarr, Carter, Hawking, Bardeen, resumida em , e

semi-classica por Hawking, Bekenstein, Unruh, etc..., ver Birrel e Dives [47].
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As evidéncias indiretas que sao cogitadas como advindas de buracos negros reais no
universo, ainda sao poucas: a emissao de raio-X pelos supostos discos de acrecao de
buracos negros , e os efeitos em lentes gravitacionais [56, 57, 58].

Terminamos esta secao citando algumas das varias generalizagoes de buracos negros:
0s quasi-buracos negros , 0s anéis negros , os buracos negros multidimensionais ,
as membranas negras [63], os buracos negros topologicamente massivos [62], os buracos
negros acusticos .

Na préxima secao, veremos a estrutura causal das solugoes de buracos negros, focando

a de Reissner-Nordstrom.

1.3 Estrutura Causal

O espaco-tempo fisico da RG é matematicamente uma variedade pseudo-riemanniana'?

diferencidvel, globalmente hiperbélical que possui somente geodésicas extensiveis (o pa-
rametro afim geodésico assume todos os valores reais), exceto nas regidves que possuem
singularidades, que devem, obrigatoriamente, ser cobertas por horizontes geométricos.
Assim, como nao se pode ver geodésicas que acabam em algum ponto no mundo fisico
real, pois seria como se algo deixasse de existir num determinado instante, temos que fazer
a analise, sempre que obtemos uma nova solugao das equagoes de Einstein, da estrutura
causal do espago-tempo, para determinar se sao fisica ou nao.

A metodologia da década de 70, usada para determinar se o espago-tempo é global-
mente hiperbélico, é completamente abrangente , e nao encaixa-se em nosso objetivo
aqui. Entdo, vamos seguir uma metodologia alternativa, mas equivalente!®, para estru-

turas simples como as que veremos.

13A condicdo de espaco métrico é generalizada para métrica que nao é positivo-definida.
Defini-se variedade globalmente hiperbélica como toda variedade diferencidvel que pode ser folhiada

localmente em R x 3 (exceto nas singularidades), onde ¥ é uma hipersuperficie de Cauchy, ou seja, uma

hipersuperficie por onde passam todas as curvas causais, definindo assim uma direcao passada e futura.
15Estruturas topologicamente mais complexas, ndo podem ser analisadas por esse método, necessitando,

assim, dos teoremas de singularidade.
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Vamos considerar como exemplo a solugao de Reissner-Nordstrom (1.13), pois possui
dois horizontes geométricos e servira para a formulagao da metodologia. O procedimento
consiste em averiguar todos os pontos, ou regides do espago-tempo, que apresentem de-
generescéncia ou singularidade aparente na métrica, ou nos escalares geométricos definidos
em (1.7) e (1.9). Para isso, faremos a andlise das geodésicas, pela equacao das geodésicas,
e da prépria métrica, quando houver simetria esférica.

Comecamos definindo a equacao das geodésicas. A densidade lagrangeana, para um

espaco-tempo com simetria axial e estaciondrio, é definida como'®

T, 1 . .. ) . .
L= iguﬂ“x =3 [900752 + 2003t + 9117 4 go20? + g3sd?| = € , (1.15)
onde ¢ = —1 para geodésicas tipo-espaco, ¢ = (0 para geodésicas tipo-nula e ¢ = 1 para

geodésicas tipo-tempo. Definindo os momentos canonicamente conjugados as coordenadas

t e ¢ como'’

oL . . oL . .
By goo Go3® 00 go3 g33Q ( )
podemos substitui-los em (1.15) para obter
] 911
72 4 gMlgenb? = gte — { 2} [933E* + gooL* — 2903 LE] . (1.17)
Jo09g33 — (903)

Esta é a chamada equacao das geodésicas, pois depende de qual tipo de geodésica se
trata, as quais sao determinadas pelo parametro €. No caso de Reissner-Nordstrom, a
métrica é diagonal, logo gos3 = 0. Tomando geodésicas no plano equatorial § = /2, e
substituindo as componentes da métrica (1.13) em (1.17), temos:

7'"2:E2—(1—ﬂ+q2) <e+L—2) . (1.18)

r r2

16Defini-se usualmente esta quantidade, fazendo a extremizacdo do pardmetro geodésico afim, entre
dois pontos. Existem outras formas de definir esta quantidade, mas que mostram-se equivalentes. Nossa

escolha ¢ feita no intuito de abreviar enormemente os calculos.

1"No caso da métrica possuir simetria axial e ser estaciondria, ela ndo depende do tempo e da coordenada
¢, logo, podemos ver que os momentos canonicamente associados a essas coordenadas sao conservados.

Entao E e L sao constantes de movimento.
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Como obtivemos a equagao das geodésicas para o caso de Reissner-Nordstrom (RN),
guardemos este resultado. O segundo passo para o procedimento consiste em parametrizar
a métrica em coordenadas adequadas. Como RN possui simetria esférica, entao, para qual-
quer solucao com esta simetria, parametrizaremos a métrica de tal forma que seja confor-
malmente minkowskiana e a coordenada radial seja proporcional ao parametro geodésico
afim proximo ao horizonte de eventos. Assim, qualquer solucao esfericamente simétrica

deve ficar na forma:
dS® = H(z) [dt* — dy* — F(z)dQ’] | (1.19)
onde

H(z) = goo(z) , dy = /=g (z)gu1(2)dx , F(x) = —900(35)922(35) ) (1.20)

e xr é uma coordenada radial proporcional ao parametro geodésico afim proximo ao hori-
zonte de eventos.

Para a solugao de RN, pela equacao (1.18), vemos que se 7 — r, temos r ~ s, com
s sendo o parametro geodésico afim. Entao, podemos parametrizar a solucao de RN na

forma (1.19), onde:

oM ¢ oM ¢\ 2
Hry=(1-"24+L)) ay=x(1-24L) o, Fr)= - (1.21)
r 72 72 (1_2M+%)

Agora, vamos analisar os pontos que apresentam problemas diretamente na métrica,

lembrando que somente para este caso em particular, pois poderia haver outros pontos
que apresentassem problemas nos escalares geométricos. A primeira regiao é a chamada
infinito futuro. Se fizermos o limite r — 400 em (1.18) e (2.4), temos ds & +dr, o que
nos mostra a extensividade do parametro geodésico afim, e H — 1,y, F' — 00, 0 que nos
caracteriza um infinito futuro. Como neste limite temos que o elemento de linha de RN

fica sendo

dS? ~ [dt* — dy® — y*d?] | (1.22)
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logo, a parte do diagrama de Penrose!'® que representa o infinito futuro da solucao
de RN é idéntica a de Minkowski para esta regiao, coforme mostra a Figura 1(b). A outra
regiao que analisaremos ¢ a do horizonte de eventos r = r,. Fazendo o limite r — r
(¢ # M), pela direita, em (1.18) e (2.4), temos ds x £dr, o que reflete a analiticidade e
regularidade do horizonte, e H — 0,y, F' — 00, 0 que caracteriza um horizonte. Vemos
aqui que a diferenca entre o infinito futuro e o horizonte de eventos, é que H vai a zero neste
caso, mostrando o carater de regiao conformalmente nula. Esta, separa a estrutura causal
do espaco-tempo em antes deste horizonte e depois dele. Geodésicas podem atravessé-lo,
mas as causais, tipo-tempo e nulas, nao retornam. Assim, a representacao no diagrama
de Penrose dessa regiao é idéntica, mas invertida, ao infinito futuro do caso de Minkowski,
como mostra a Figura 1.1(a). Entao, juntamos as partes das representagdes do infinito
futuro e do horizonte de eventos, dando assim um losango. Nesta regiao, as geodésicas
tipo-tempo estao distribuidas como mostra a Figura 1.2(b), as tipo-nula como retas de 45

graus, e as tipo-espaco na Figua 1.2(a).

) () «> @

Figura 1.1: Partes gréaficas correspondentes a regides conformes.

Na regido 7_ < r < r4, a componente gop da métrica muda de sinal'®, ou seja, os

vetores de Killing tipo-tempo, passam a ser tipo-espaco®’, logo, as geodésicas tipo-tempo

180 diagrama que representa em uma figura plana (2D) a estrutura causal conforme do espago-tempo,
delimitando as regides do infinito passado e futuro em uma representacao compacta. Este diagrama nos

mostra diretamente as singularidades, caso haja, do espaco-tempo.
Ysto esta relacionado a paridade do horizonte. Como neste caso temos um horizonte impar, existe

uma mudanca de sinal, mas quando houver um horizonte par, como no caso RN extremo, nao havera

mudanca no sinal da métrica.

20Como vimos na secdo de definicoes, a métrica determina a norma de um vetor. Para o vetor de

Killing ¢ (satisfaz a equagéo de Killing £¢g,,, = 0, onde L é a derivada de Lee na diregdo de (), temos
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) )

Figura 1.2: Geodésicas na estrutura conforme.

e espaco trocam a distribuicao mostrada na Figura 1.2a e 1.2b. Fazendo o limite r — r,,
pela esquerda, temos o mesmo resultado anterior, mas a representacao desta parte no
diagrama de Penrose, devido a mudanca de sinal de gq, fica sendo a da Figura 1.1d.
Fazendo o limite » — r_, pela direita, temos ds o +dr, o que reflete a analiticidade
e regularidade do horizonte interno » = r_, e H — 0,y,F — o0, o que caracteriza
novamente um horizonte. Como as geodésicas tipo-espaco e tempo mudaram entre si, a
representacao deste horizonte interno é dada pela Figura 1.1c. Juntando os resultados
dos dois limites, temos novamente um losango, mas com geodésicas tipo-tempo na Figura
1.2a e espaco na Figura 1.2b. Esta outra regiao que compoe a estrutura causal do espago-
tempo deve ser colada, para que haja continuidade na solugao, a anterior, formando assim
a Figura 1.3a.

Na regiao 0 < r < r_, a componente ggg da métrica, volta a mudar de sinal. Aqui
temos novamente um horizonte impar. Fazendo o limite » — r_, pela esquerda, temos o
mesmo resultado anterior, mas a representacao é dada pela Figura 1.1b. Fazendo o limite

r — 0, pela direita, temos a seguinte estrutura
it =E?—V,;, (1.23)

onde V,; é o potencial efetivo. Neste limite V,; — 400, logo 72 — —o00, 0 que caracteriza
uma singularidade. Nesta regiao as geodésicas param e a estrutura causal termina. Como

H — +o00, F'— 0 e y — Foo, temos uma singularidade tipo-espaco?! que representamos

que se ("¢, =1, ele é tipo-tempo, se ¢#(, = 0, ele é tipo-nulo, se (#(,, = —1, ele é tipo-espaco.
21 A determinagao do tipo de singularidade é feita pela anélise dos valores de H(x), F(z) e y. Quando

H, F e y divergem para infinito, a singularidade depende da distribuicao das geodésicas, mas é sempre
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por uma reta duplicada. Unindo os dois limites desta regiao, temos um triangulo, conforme
a Figura 1.3b. Esta figura também deve ser colada com as regioes anteriores, para que

haja continuidade na solucao, logo, a representacao é mostrada na Figura 1.3c.

T[>

Figura 1.3: Partes gréaficas correspondentes a regides conformes.

Como devemos impor a continuidade da solugao em todos os horizontes, temos que
colar infinitas regides uma nas outras. Quando isso é feito, estamos na realidade fazendo
a extensao analitica maxima do espago-tempo de RN, assim, aparecem infinitas regioes,
as quais sao meras copias das originais, e infinitas singularidades. Na Figura 1.3c, as
duas partes de cima do losango da regiao II sao representacoes do horizonte interno r_.
Quando passamos para regiao 0 < r < r_, podemos passar pela parte esquerda da regiao
I1, para a regiao III, ou pela parte direita, para uma copia III’ da regiao III. Fazendo o
mesmo em todos os horizontes, finalmente, o diagrama de Penrose para o buraco negro
de RN é dado pela Figura 1.4, onde os pontos significam continuacao indeterminada da
figura.

Este método de construcao do diagrama de Penrose, o qual nos possibilita a andlise
da estrutura causal do espaco-tempo, sera usado para o estudo das novas solucoes obtidas

neste trabalho. Para uma exposicao mais detalhada da estrutura causal de um espaco-

tempo veja , , .

representada por uma reta duplicada, no nosso caso. Se as geodésicas tipo-tempo distribuem-se como na
Figura 1.2a, a singularidade é tipo-tempo, se pela Figura 1.2b, tipo-espago. Quando y diverge ao infinito

e H vai a zero, entao a singularidade é tipo-luz.
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Figura 1.4: Partes graficas correspondentes a regioes conformes.
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Capitulo 2

Modelo Sigma Acoplado a Gravitacao

Comecamos o capitulo com a apresentacao do modelo Sigma para a teoria Einstein-
Maxwell-Dilaton, apds descrevemos brevemente o mecanismo para a obtencao das solugoes

de Rasheed e de Kerr-Sen.

2.1 O Modelo

Historicamente, o modelo Sigma foi introduzido por Schwinger , e usado em teo-
ria de campos por Gell-Mann e Levy para descrever os pions. No inicio, o modelo
foi introduzido em quatro dimensoes e utilizado para descrever a fenomenologia da cor-
rente axial parcialmente conservada; nao tinha inicialmente carater geométrico. Mas,
um dos fracassos do modelo foi a previsao da particula o, a qual nunca foi observada.
Ainda, para completar seu abandono por alguns anos, o modelo nao é renormalizavel .
Alguns anos mais tarde, volta-se a atencao para a primeira generalizacdo proposta por
Eichenherr em 1978 onde o CPV~! é proposto como grupo de simetria. No inicio
da década de 80, demosntra-se que os modelos Sigma, com estruturas diferentes do orig-
inal, sao renormalizaveis , e estes voltam ao cenario, dentro do contexto de algebras
de correntes e bosonizacao nao-abeliana onde neste momento o termo de Wess-Zumino é
agregado ao modelo Sigma por Witten m Em 1984-85, o modelo de Wess-Zumino
¢é supersimetrizado e seus aspectos comecam a ser estudados .

No caso em que o modelo Sigma é acoplado a gravitacao, que é o nosso interesse aqui,
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a primeira aplicacao formal, como estrutura algébrica bem definida, foi implementada por
Maison em 1979. Esse método de obtencao, iniciado por Maison, de novas solugoes das

equacoes de Einstein utilizando suas simetrias, ou, de igual modo, as simetrias do espaco

alvo!, foi largamente estudado e estabelecido como consistente |[76, 77, 78, 79, 80, 81].

Um pequeno resumo pode ser visto em [82].

Introduzimos a teoria chamada Einstein-Maxwell-Dilaton (EMD), pela acao

S = /dx‘ﬂ/—g [R —2mg"'V oV, +n e”‘“”F’WFW} , (2.1)

onde o primeiro termo gera a teoria de Einstein, o segundo é o acoplamento do campo
escalar com a gravitacao e o terceiro é um termo de interagao entre o campo escalar e o de
Maxwell, acoplados a gravitagao. Os parametros 7, e 7o assumem valores +1, e A € R.
O tensor de Maxwell é definido por F),, = 9,4, — d,A,, A, sendo o quadri-potencial.

Esta acao pode ser proveniente das acoes efetivas da teoria de cordas a baixa energia,
por uma reducao dimensional, fixando o parametro A. Os parametros n; e 1y determinam
o sinal em relacao ao termo de gravitacao. Entao, quando n; = 1, = +1, a teoria é a usual
EMD. Quando 7 = —1,172 = +1, chamamos a teoria de Einstein-Maxwell-anti-Dilaton
(EMD), quando 7; = +1,7, = —1, chamamos a teoria de Einstein-anti-Maxwell-Dilaton
(EMD), e quando 7, = 1, = —1, chamamos a teoria de Einstein-anti-Maxwell-anti-
Dilaton (EM D).

A teoria EMD é constituida pelo termo de gravitacdo, mais o termo do campo de
Maxwell e o termo de um campo escalar com o sinal oposto ao normal, o que implica em
uma energia cinética negativa para este campo. Chamamos normalmente este campo es-
calar de fantasma, devido a sua natureza exdtica nao apresentar representacao de particula
elementar conhecida hoje. A teoria EMD é constituida pelo termo de gravitacdo, mais o
termo do campo dilatonico e o termo de um campo de spin 1 com o sinal oposto ao de
Maxwell. Chamamos normalmente este campo de spin 1 de fantasma. J4 a teoria EM D,
é constituida pelo termo de gravitacao, mais o termo de um campo escalar fantasma e

um termo de um campo fantasma de spin 1.

!Espaco-tempo onde as coordenadas sdo os diferentes graus de liberdade do sistema fisico.
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Vamos comegar pela construgao do modelo Sigma para o caso da teoria Einstein-(anti)
Maxwell-Dilaton?, que nos servird de base para construcao de outras teorias. O modelo
Sigma da teoria EMD ¢é advindo de uma reducao dimensional da acao de Einstein-Hilbert
no vacuo, em 5D. Essa reducao dimensional é feita no apéndice A, o que resulta em uma
nova métrica reduzida a 4D. A teoria é entdo dada pela acdo (2.1), com n; =1 e A = /3.

Para que o modelo Sigma seja implementado, é necessario definirmos primeiramente
quando podemos ter esse modelo.

Definindo:

1. O espago-tempo como uma variedade diferencidvel pseudo-riemmaniana M, com

métrica ©) Gy, com 5 dimensoes e coordenadas x”.

2. O espaco alvo como uma variedade diferenciavel N, com métrica G 45, com n di-

mensdes e coordenadas ®4.

Para uma imersao® de N em M em que existe um mapa harmonico ®(z), entdo o

sistema admite um modelo Sigma. A ac¢ao deste modelo é dada por
S = / Pay/|®g|® g™ G 450, 040,DF . (2.2)

Esta acdo é invariante por transformacoes gerais das coordenadas ®4 de N. Uma
possivel transformacao é a infinitesimal isométrica 4 = ®4 + (4, onde ¢4 sdo as com-
ponentes do vetor de Killing do espago alvo N. Um dos principais interesses em es-
tudar as simetrias geradas pelas transformacoes infinitesimais é que as transformacoes
finitas, advindas das infinitesimais, podem gerar novas solugoes das equagoes de Einstein,
a partir de uma solucao ja conhecida. Em particular, as teorias de Einstein, Einstein-
Maxwell (EM), EMD e Einstein-Maxwell-Dilaton-Axion (EMDA) admitem este modelo
[49[83, 84, 85, 86, 87].

20 (anti) na frente do Maxwell significa que generalizamos a construgao do modelo Sigma para o caso

em que o campo de Maxwell pode ser tomado com uma contribuicao de densidade de energia negativa,

invertendo assim o sinal usual do acoplamento com a gravidade.
3Um mapeamento f : N — M, localmente bijetor e inversivel.
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O modelo Sigma acoplado a gravitagao é advindo da redugao dimensional da variedade
em 5D para 3D. A reducao dimensional é feita da seguinte forma. Para uma métrica em

° existem dois vetores de Killing

5D com simetria estaciondria em duas coordenadas z e
() € (5 que comutam na algebra de Lie do espago tangente? & variedade. Com o auxilio

do projetor

ag = Pgap — XCyaln)s » (2.3)

onde A,B =1,...,5, a,b = 4,5 \%* = (5)gAB§(‘2)C£), e 08 ((q)a S0 as componentes dos

vetores de Killing, podemos definir a métrica no espago-tempo em 3D como sendo
dS(zg) = Hapdr?dz® . (2.4)

Fazendo as componentes dos vetores de Killing como C(f}l) =dte Cg) = 62 5 temos

(5)gab = \ab ) (5)gai = C(a)i ) Maq = 0,

- (2.5)
dS(23) =) gijdx’dx] s

onde 7,7 = 1,2,3. Podemos entao definir 3-vetores no espago em 3D, cujas componentes

covariantes sao dadas por V(f ) = leC(b)i, e parametrizar a métrica em 5D por

(5)gab = )\ab 5 (5)gia = )\abv(ib) s (5)gij = (3)gij + )\abV(Za)V(]b) 5

(5)gij _ (3)gij : (5)gm _ _(3)§ijv(j{1) : (5)gab — )b 4 (3) G + V(Z-G)V(Jl?) :

(2.6)

ou, por uma transformagao conforme ®g;; = 771 h;(2*), onde 7 = | det [A\yp)| € Phy; 6

a nova métrica em 3D, a métrica em 5D fica sendo

dSEy = Aap(aF) [da® + V(¥ )da'] [da® + VO (2F)da| + 771 O by (2¥)daida? . (2.7)

4Espaco onde sdo definidos os vetores de uma variedade diferenciavel.
SEscolhendo um sistema de coordenadas particular.
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A conexao (1.3) em 5D fica sendo

(

O, = =1V, , O, =170,
Ore, = e VO ED — v OvOain, + LN
i _ 1. 1® 4 1 (b)i
(5)F ja T §ij 0 )\ab — 57‘)\(11)}’_’]- s
O = OO0, — L1 (80,7 + 6.0, — haed'7) + 2V PV A4+

: . 2.8
—L1r1 (V(,? FO 4y @ Féb>z> ’ (28)

ore, =1 (09 + OV ) + 1 (Vo + VE0M) |
+%7‘_1V(3) (5?0;&' + 0p0;T — hjd'T) |
—%T_lhmv(s) (Ava(;)F’i(kb) + Acbv(g)ﬂ(jb) + V(;)V(E)@ACO 7

\
onde (3)Fijk = h™ (Ojhpk + Ochnj — Onhjk) € Fi(ja) = &-V(;) — 8jV(f). Introduzindo as
quantidades wiya = EABCDEQ“(E)C(CS)(E’)VDC(%), onde €935 = —+/|®g|, e lembrando que

Cé) = 5f> temos w,); = fz'jk(s)vkg(ja), W(a)b = 0 e entao
Wiy = —Th™ 2 Aaphine OV (2.9)

com h = —det [h;;]. Os w,); sdo duais aos 3-vetores V(]I-)), logo, esta relacao é chamada
de equagao de dualidade.
Fazendo a variagao funcional da agao (2.2) em relagdo a métrica em 5D, temos as

equacoes de movimento ® R p = 0. Separando as equacoes em termos 3D e dos campos,

como
(3)Rij = iTT()\_lﬁi)\)\_lﬁjA) + iT_zﬁiTajT - %T_IW(a)i)\abw(b)j s
(3)%8")\&5, = (8¢>\)\_18i)\)ab + T_lhijw(a)iw(b)j , (2.10)
OVivw; —OVjw@ =0,

com o auxilio da redefinicao w(q); = Gjw,, onde a = 4,5, podemos reescrever as equagoes

de uma forma matricial. Definindo a matriz de Maison

>\44 + T‘lwi )\45 —+ T_1W4u)5 T_ICU4 y
X= | Aa+7 wws  Ass +77wi T ws, | (2.11)

7w, 7w, 1
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as equagoes de movimento (2.10) ficam sendo

Ry = 3Tr[x "0ixx ' 9;x] ,

| (2.12)
Vi (x10'x) =0

Essas equacoes podem ser provenientes de uma acao em 3D, chamada acao do modelo

Sigma acoplado a gravitacao

S, = / &Eavh [<3>R— iTr (X—laixx—laix)} = / d*rvVhh7 [P Ry — Gapd,®10,07]
(2.13)

onde os ®* sdo campos e G4p é a métrica do espaco alvo. Logo, o elemento de linha

desse espaco ¢é dado por
1
dI? = G 4pd®*dd” = T (xtdx)* . (2.14)

Tanto a acdo (2.13) quanto a métrica (2.14) sao invariantes por transformagoes de
matrizes unitdrias e simétricas. Entdo, devido esse espaco ter a propriedade V4 R4y, = 0,
o espaco alvo é dito um espaco simétrico.

Como uma transformacao unitéria
x—x=P'xP , PeSL(3R), (2.15)

deixa invariante as equagoes de movimento (2.12), logo, as duas solugoes representadas
pelas matrizes x e X, possuem a mesma métrica 3D h;;, pois (3)]§ij =0 R;;. Assim, pode-
mos formular um método de obtencao de novas solugoes através de solugoes conhecidas.
Quando obtemos uma nova solucao carregada e estatica, a qual tenha a mesma métrica
3D da solucao de Schwarzschild, podemos determinar a matriz de transformacao P, em
(2.15), que relaciona a nova solu¢do com a antiga conhecida. Isso significa que existe uma
forma de transformar uma solugao neutra, sem carga, das equacoes de Einstein, para uma
outra carregada. Com isso, podemos transformar, com a mesma matriz P, a solucao de
Kerr, que ¢é descarregada, para uma nova solucao carregada estaciondaria. Pela conclusao

anterior, essa nova solugao tera a mesma métrica 3D da de Kerr.
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Para o caso particular® em que os campos ®4 em (2.13) dependem unicamente do po-
tencial o(z”), ou seja, ® = ® [a(mﬁ )}, podemos sempre escolher o potencial o harmonico,
isto é, Ao = 0. Isso se prova da seguinte forma. Se fizermos a variacao funcional da agao

(2.13), em relagao aos campos ®*, temos

0, (VR Gapds ") =0,

A 2HA B C
don Eoh didi) 9,000 =0 . (2.16)

do

W00 + ( 752 + I p—
Como a liberdade de transformacoes gerais de coordenadas z° se traduz em trans-
formagoes gerais para o potencial o, podemos escolher um referencial em que
% + I (7)) de7 Ao _ 0, (2.17)
e de (2.16), teremos Ac = 0. A equacdo (2.17) nos mostra que podemos interpretar a
escolha do potencial harmonico como um movimento geodésico no espaco alvo, em que o

parametro geodésico é o potencial o.

Dessa forma, as equagoes (2.12) podem ser reescritas como

_ 2
G Ri; = 1Tr (x 1 2X) 9,000,
d (—1d
ir (X)) =0.
A segunda equagao pode ser integrada facilmente, e com uma parametrizagao ade-

quada , resulta em

p

(2.18)

M 0 r—a b
x=ne""; N = ;M =
0 —x —meb a
x=Tr[M]; y=det[M] = nb?> + ax — a*
M)y = det [M] = 210
10 0
1 0
n= 0 —T)2 0 ; P\ab] = eMJ )
0 —n
0 0 1
\
onde 7, = 1 para o caso EMD e 7, = —1 para o caso EMD. Com essa parametrizacio da

matriz de Maison, as equagoes de movimento e o elemento de linha do espaco alvo, ficam

6Veja generalizacdo para dois potenciais em [88].
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sendo

G R, = iTT (N?) 9,000 ,
Ao —0. (2.20)
dl2 = iTT (Nz) do? ,

onde, pelas simetrias de x, temos Tr[N] = 0 e NT = nNn.

As solugoes, para o espago-tempo normal, com Tr[N?] > ( sao singulares e carac-
terizam os buracos negros; as solugoes com Tr[N?] = 0 sao regulares e caracterizam
as multicentro; e as com Tr[N?] < 0 sao regulares e caracterizam os buracos de
minhoca. Quando Tr[N? = 0, a métrica h;; é plana, pois o tensor de Ricci é nulo por
(2.20). Como em 3D podemos escrever o tensor de Riemann em termos de combinagao
linear do de Ricci, o tensor de Riemann se anula também, sendo o espaco 3D plano.

Assim, uma possivel solucao para o potencial harmonico é
&
o(r)= _. 2.21
=Yg (221)

Na préxima segao, faremos uma breve apresentagao das solugoes de Rasheed e Kerr-

Sen.

2.2 As solugoes de Rasheed e Kerr-Sen

2.2.1 Solucao de Rasheed para teoria EMD

Utilizando o método de obtencao de novas solucoes pelo modelo Sigma, Rasheed
constréi uma solucdo geral” para a teoria EMD, com 1, = 1,A = /3 (Kaluza-Klein).
Como nao é nosso intuito a explicitacao do formalismo completo nesta secao, vamos
somente expor os passos basicos de como Rasheed procedeu. A solucao de Kerr imersa
em 5D é dada por:

ASEy = (da®) + & (dt — wodo)” — B[ dr? + f2d6> + Ao sin? 0d7]
Ao =12 —=2Mgr+a2 ; 3o =r>+ adcos’0 (2.22)

fg — 2 2MK7"+CL3 cos? @ P owy = —%QMK’FSiH2‘9 .
0

"Considerando simetria axial e acoplamento dos campos de Maxwell e dilaton.
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Usando a equagao de dualidade (2.9), com W(a)i = Oijw,, obtemos a matriz de Maison

(2.11), para a solugao de Kerr imersa em 5D:

(r —2Mg)* +adcos’0 0 —ag2My cosb

1
XK =+ 0 12 0 . (2.23)
/o
—ap2Mp cos b 0 2o
Agora, fazendo uma transformacao P = P P,P; em Kerr, pertencente ao grupo

SO(1,2)8, contendo dois boosts P, e Py, e uma rotacao Ps, chega-se a uma nova solucao
da eletri t ti t lar? t lar. A
carregada eletricamente, magneticamente, com carga escalar’ e momento angular. As

matrizes de transformacao sao dadas por

cosha sinha 0 1 0 0 cosy 0 sinvy
Py =] sinha cosha 0| , =10 coshf sinhfg | , P3= 0O 1 0 (2.24)
0 0 1 0 sinhf3 coshp siny 0 cosvy

onde os angulos satisfazem a relacao tan2vy = tanh asinh 3, que vem do vinculo para
a forma assintética da matriz de Maison. Fazendo a transformacao (2.15) na matriz da
solucdo de Kerr, e usando novamente a equagao de dualidade (2.9) para obtermos os
campos e a métrica, com a definicao da matriz de Maison, e fazendo uma translacao
r — r—+ Mg — M, onde M é a massa da nova solugao; a equacao (A.11) nos fornece a

solucao de Rasheed

2 f 2 _ VAB i 2 2 ‘2 2
Sty = m(dt+w3d¢) 7 Fdr® + fd0* + Asin® 0de? | (2.25)

8Esse grupo é o subgrupo de SL(3,R) apropriado para manter a solucio assintoticamente

minkowskiana na teoria EMD.
9Ainda existem generalizagoes com carga de NUT (Newman, Tamburini e Unti [95, 96]) [97].
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onde

( _ > )2 2Py 2JPQ cos

A —(r—% v M\[)—I—aocos 9+( ) ;
2
o > \7 2% 2 __2JPQcosf
B = (7’ + \/§> Er1v3) + a? cos® § — (o1 ) :
s _2s?0 | arg (M2 432-p2- Q2)(M+%)
/ Cray-e |
f =72 —2Mr + P? 4+ Q? — X2 + a2 cos? 0 , (2.26)
A =7 —2Mr+ P>+ Q* - ¥*+af,
QAMdZL"u = %dt + (CU5 + %w;;) dgb s
2PJ cos O M+
¢ —2q(r-) - el
(i)~
o _opa g 2QJsin2O[T(M—%>+M%+EZ—P2—Q2]
- f2 2
\ 7| (%) -
Os parametros fisicos sao dados por
(
. (l—l—cosh2 o cosh? ,B) cosh a
M = MK 2\/1—4-sinh2 acosh? 3 ’
D _ MK \/g(l—cosh2 B+sinh? o cosh? 6) cosh a
2\/1-i-sinh2 acosh? 3 ’ (227)

= My sinh 1 + sinh? & cosh? P = Mj —SohBcoshp
Q o a\/ A 6 \/1+51nh2acosh2,8 ’

J = agMk cosh ﬁ\/l + sinh? acosh? 3 |
\
onde X é a carga escalar, P e () sao as cargas magnética e elétrica, J o momento angular
orbital.

Da equagao (2.27), podemos escrever as seguintes relagoes

Q* + Pz _ 2%
Y+MV3 T 3—Mv3 T 3
Mp = M? + 3% — P2 - Q?, (2.28)

Alereloarr]

M?2 +22 P2 _Q2

J2 =

No caso particular em que P = 0 (teoria EMD), caso que compararemos posterior-
mente com uma nova solugao obtida neste trabalho, pela resolucao da equacao de Killing,
para o espaco alvo, temos dez vetores de Killing. Esses vetores satisfazem regras de co-
mutacao em que as constantes de estrutura formam a algebra sl(3,R) , 0 que nos

revela o espago simétrico SL(3,R)/SO(1,2) como espago alvo [79].
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2.2.2 Solucao de Sen para a teoria EMDA

A teoria Einstein-(anti)Maxwell-Dilaton-Axion (EMDA ou EMDA, A = 1) é descrita

pela acao
1 -
S = /dx4\/ gl [R — 20,p0" ¢ — 564@8u/<8”/< + e P F? + kF, ™| (2.29)

onde o primeiro termo gera a gravitacao, o segundo é de interacao do campo escalar com a
gravitagao, o terceiro é de interagao entre os campos escalar e dxion (k) com a gravitagao,
o quarto ¢ a interacao entre os campos de Maxwell e escalar com a gravitacao e finalmente
o quinto, é a interacao entre os campos de Maxwell e dxion com a gravitacao. A teoria é
dita EMDA para 1, = 1 e EMDA para 1, = —1.

Parametrizando a métrica em 4D por
dS? = f(dt — widx")(dt — wida?) + f~ hij(a")da'da’ | (2.30)

a construcao do modelo Sigma para esssa teoria, realizada em , ¢ semelhante a da

EMD, mas agora usamos os campos escalares elétrico v e magnético u, definidos como:

1 y
-5 %aﬂfaku : (2.31)

onde h é o determinante da métrica 3D, e um novo campo gravitacional y, definido por

oix = — {Lhme"jkajwk + vo;u — u@iv} (2.32)

Vh

F O, kEFY — e 2P F =

onde wy, ¢é definido em (2.30).

A acao do modelo Sigma acoplado a gravitacao é dada por

1 . .
S, = / d*xv'h [@’)R— T (M-la,.MM—laZM)] = / PPrvVhh [P Ry — Gapdd20;07]

(2.33)
onde @ = (f, x,v,u, p, k) e M pode ser parametrizada por
M = P Pme (2.34)
| ert ProrQ | '
o, | VP mfe* v vw—x W
v 1 w —K
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onde w = u — kv.

O espaco simétrico para a teoria EMDA é o Sp(4,R)/U(1,1), e para a teoria EMDA
é o Sp(4,R)/U(2) m

Utilizando o mesmo procedimento da secao anterior'®, Sen @ obteve uma solucao,

conhecida como Kerr-Sen, para a teoria EMDA. Essa solucao, quando expressa em termos

4

do campo de 4xion r, fazendo 9,k = le- Y€ wap vaB fica sendo:

3

2
d#::ﬂﬁ—%wf—rl%m%wwﬁ+m@ﬁwﬁ, (2.36)
0

rlr —2(M + D)] + a2 cos®
r= [r(r(—2D)+)]a2(:o(;29  fo =rlr—2(M + D)+ ageos®d,  (237)
0

\/iqr _agcos 0

A, = —2%AM+D 2 = = 2.38
0 rlr = 2(M+ D) +a;, v r(r—2D)+agcos29’u r v, (2.38)
2 202
2% r* + a§cos” 0 _ 2Day cos 0 C o7sin20 539
‘ r(r —2D) + a3 cos? 0’ " 72 + acos? 0’ 3 o e (2:39)
2
J = aoM , M = My cosh®a , ¢ = %M(K) sinh acosh o , (2.40)
D = —Mysinh®a, (2.41)

onde Mg é a massa do buraco negro de Kerr e a ¢ o parametro do grupo de simetria.
Faremos a generalizacdo da teoria EMDA, para a teoria EMDA, que é a versao fan-

tasma de EMDA, no capitulo 4.

10Faremos em detalhes para a solucdo fantasma obtida neste trabalho.
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Capitulo 3

Buracos Negros Fantasmas Carregados

Iniciamos esse capitulo com a obtenc¢ao das equagoes de movimento da teoria Einstein-
(anti) Maxwell-(anti)Dilaton, apresentando uma solugao geral das mesmas para uma métrica
esfericamente simétrica e estatica. Apds detalhamos quais classes de solugoes sao regulares

e analiticas, prosseguindo com a analise de suas estruturas causais.

3.1 As Equagoes de Campo

Nesta secao vamos descrever a fisica de um sistema gravitacional acoplado, ou inte-
ragindo, a um campo escalar e ao campo eletromagnético de Maxwell. Este sistema é
conhecido por Einstein-Maxwell-Dilaton (EMD).

A acao da teoria EMD é dada por:

S = /dx‘l\/—g [R —2mg"'V,oV,p +m e FE,] | (3.1)

como descrita na secao 2.1.
Para descrevermos a fisica destas teorias contidas na acao (3.1), devemos obter as
equagoes de movimento provenientes desta acao. Fazendo a variagao funcional da acao

(3.1) em relacao ao quadri-potencial A,, temos
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05 — 4 7/ 2 p Y "
A, (2)) 2 /dx ge 5 A, (2') (V,A, =V, A,) (F*)
= 212 / da'/=ge V7,6 (v — ') 83 = V,8" (@ — 2') 6] (F*)
= 4772/615134 {VM [ /—_ge2>\g054 (z — ) Fua] Y (r — ') v, [\/__g6—2)\goF,ua}}
= —dmy/=gV, [F —0. (32)

Fazendo a variagao funcional da acao (3.1), em relagdo ao campo escalar ¢, temos

oy = v (Ve w5 ) i

= /d:v‘l{vu [—4n1v/=gg" 6" (x — 2) Vo] + dmy/=g6* (z — ') Op+

+ (2 \)/—ge? ¥ F25% (x — o) }

1 ,
= dm~/—¢ {D'(p(x') + §nln2AeW<x )F’Q] =0. (3.3)

Fazendo a variagao funcional da agao (3.1) em relagdo a métrica g,g, temos

a5, B et

0gap(2’) 09ap(7') Jap (T') gaﬁ

0y/—yg(x) ogh” ()
— 2V vy pr_vV. I 7 + _
m ,LLSO 2 (g 6gaﬁ($,) gégaﬁ (x/)

PV | (gwag“%x)wwagwx))]}.

0gap() 0gap (2') 09as (')

+ 19 €2

Entao
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oS
09ap (')

oR,, 1 o ou By
:/d:L'4 /_—gg“”ﬁ+/dx4{§ /_—gg 672—{— /__g (—g ugﬁ )RW
1
—2mV,oV,p [g“”§x/—gg“5 +v=g (—g““gﬁ”)}
1
+ 1 €22 {F%\/ —99°" + V=9FuFyy (1) (¢ 9" 9" + g" g"*g"" )} }54 (x —a')

! 167 1 (e} 1 vV o 14
- /dx454 (z —:E)«/—g{ - (R P59 BR) — 2m VoV, (59“ g% — g"g’ )

1
+ 2 €2 (Z g F? — F"‘“Fﬁu) }

que resulta em

0SS 1 1
- - Raﬁ__ OlﬁR -9 5 - uvaB  pa Br
Sons @) ( 59 ) mVupVup (29 g 9"%g

(V=9)"!
1 « (0%
+ 2y €A% (Zg AF?2 - F “Fﬁu) : (3.4)
Utilizando o principio de minima acao', igualamos (3.4) a zero, depois de substituirmos

o escalar de curvatura, obtemos

1
RHV = 27]1vu90vu90 + 2772 626)\@ (ZQMVFQ - FMUFIJU) . (35)

Tomando o trago de (3.5) obtemos o escalar de curvatura
R =2mg*"VapVsp . (3.6)

Colecionando as equacoes de campo, temos

V, [e2e@ pre] = 0,
Dip(x) + 3mmpAe? ¢ @ F? =0, (3.7)
Ry =21V .oV + 213 € (19, F? — F,°F,,) .

Na proxima secao, vamos obter novas solucoes dessas equagoes, para uma métrica

esfericamente simétrica e estdtica.

!Principio fisico que impéde % =0, onde ® é quaquer campo fisico [113].
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3.2 Solucoes Esfericamente Simétricas

Podemos parametrizar a geometria do espago-tempo como um espaco-tempo esferica-

mente simétrico e estatico. Entao, o elemento de linha do espago-tempo fica sendo
dS? = P W t? — 20 2 — 20 g0? (3.8)

Usando a métrica (3.8), calculamos as componentes nao nulas da conexao

FO01 = %90081900 =7,

[y = _%91131900 = 7'e?7) |
Fln = %91181911 =a,

Iy, = —%91131922 =~
[y = —%91131933 = Bt
2, = %92231922 =0,

[y = —%gmagggg = —sinfcosf
11331 = %93381933 =0,

[Py = %93332933 =cotf .

Com as componentes nao nulas da conexao, calculamos as componentes nao nulas do
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tensor de Riemmann

R = 9oT%), — T, + 7,100 = 171,
=—0"+7'( =,

R%05 = 001% — 05105 4TI 1 — T
= —/ e |

R'yps = —sin? 0/ 3P |

Ry, = 01y, — o1, + 171 ) = 1%, T,
— 4 B )]

Rl = —sin® 0*P V" + 5'(F' — )] ,

RPy5 = 0o1% g5 — O31%55 + 175517, — T

=sin?0[1 — (3')% 20~ .

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Contraindo as componentes do tensor de Riemmann, obtemos as componentes nao

nulas do tensor de Ricci

Rog = Rgg9 + R'g19 + R0 + R
= goog" R 101 + 900g°> R%305 + 9009”303
=0Ty /(v + 20 = )]
Ry = R’ + R'yyy + Ry + Ry
= R0101 + 911922R1212 + 911933R1313
=-["+20"+9 (v = o) +25(8 = )],
Roy = RO202 + Rlzlz + R2222 + 33232
= Rozoz + R1212 + 92293332323
= 1"+ 5y + 26— o)],

R33 = SiIl2 0 R22 .
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Para a métrica (3.8), o escalar de Kretschmman (1.9), fica sendo

K = 911R0101 =e W'+ =d)] = e () (7/‘3%&), 3 (3.16)
Ky = 922R0202 =5 pe ™, (3.17)
Ks = g®RY,, = ¢ @t9 (ﬁ'eﬁ_a)/ , (3.18)
Ki=gBR%,, = (B) e — e, (3.19)

A fungdo a da métrica (3.8), pode ser mudada em outra fun¢do através de uma
transformacao da coordenada radial u. Levando em conta a liberdade de escolha de um

sistema de coordenadas, escolhemos o sistema de coordenadas harmonicas
a=20+~. (3.20)

Assumindo que o tensor de Maxwell seja puramente elétrico (o caso puramente mag-
nético pode ser obtido pela transformacao de dualidade ¢ — —p, F — e 22 x F), a
equagao (3.2) fica sendo

O [ F) 4 [, + T + 1%, +1%,] [F] =0

que utilizando a métrica (3.8), obtemos
FlO(u) _ qe—2()\go+26+'y) (F2 _ _2q26—4ﬁ—4)\gp) 7 (321)

com ¢ uma constante de integracao real.
Considerando o sistema de coordenadas (3.20), substituindo as componentes (3.13)-

(3.15) do tensor de Ricci em (3.5) e a equagao (3.21) em (3.3), temos

¢ = —mmAgie® (3.22)
"= e, (3.23)
ﬁ” — 62J _ 772q262°’ ’ (324)
com
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e a equacgao de vinculo
/8/2 + 2/8,7, . ,)71%0/2 — 62J _ n2q262w ] (326)

Fazendo combinagdes lineares entre as equagoes (3.22)-(3.24) e integrando parcial-

mente, temos:

o(u) = —mAy(u)+ 1w+ @, (3.27)
Ww? = Qe = a?, (3.28)
Jr—et = (3.29)
onde
A= 1xmA), Q=mr ¢, (3.30)

e as constantes de integracao ¢g, 1 € R, a,b € C. A equagao (3.28) pode ser integrada

da seguinte forma

d
/—w = (u—uyp) , (3.31)
/a2 + Qe2w
cujas solucoes, podemos obter como se segue. Para a,Q € R, fazendo as transformacoes

z=eY apés y = %z e apds sinh § = y, temos que (3.31) torna-se:

dé e .
/sinh9 =a(u—uy) = e ¥ =+/|Q| a” sinha(u — ug)] .

Podemos, de forma similar, obter a solugao geral da equagao (3.28)

( —ln‘ |Qla™! cosh[a(u — uo)]‘ (aeRt, QeR),

a(u — ug) (aeRT, Q=0),

wu) =1 —In|y/Qa 'sinhfa(u —u)]| (a€R*, Q €R*), (3.32)
—In|vVQ(u—u)| (a=0, QeR"),

| —In|vQa'sinfa(u —u)]| (a=ia, a,Q€RY),

onde ug é uma constante real. Consideramos aqui somente os valores positivos de a (ou

a), pois as solugdes (3.32) possuem simetria na inversao do sinal de a (ou a).
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Resolvemos da mesma forma a equagao (3.29), o que resulta em

—In|b~tsinh[b(u —wy)]| (b e RT),
Jw)=9 —Inlu—u| (b=0), (3.33)
—In|b~'sinb(u — uy)]| (b=ib; b€ R)
onde u; é uma constante real. Desta forma, temos a solugao geral para a agao (3.1) com

a métrica (3.8) e Ay #0

p

dS? = e2df? — 2du? — 28d0?

a(u) =2J(u) —y(u),

Bu) = J(u) —v(u), (3:34)
Y(u) = AT w(u) + Aoru + Ago)

o(u) = AT (—mAw(u) + e1u+ ¢o) |

F=—qe*®WduAdt,

\
e as constantes de integragdo, que obedecem a equagao de vinculo (3.26), estao rela-

cionadas por

A b? = a® it (3.35)

A solugao (3.34) depende de 7 parametros reais (a, b, g, ug, u1, @o, v1). Podemos fixar
algumas destas constantes impondo condi¢oes necessarias a obtencao de solugoes regulares
e analiticas.

Fazendo o limite u — u; na fungao J, em (3.33), temos que J — oo. Isso significa que
uy representa o infinito espacial do espago-tempo. Temos entao duas possiveis solugoes,
as quais sao disjuntas, dependendo do sinal de (u — u1). Mas a métrica (3.8) é invariante
pela transformagao (v — u;) — —(u — uy), que leva de uma solugao a outra. Podemos

entao escolher qualquer um dos intervalos positivo ou negativo de (v — u1). Fixando
u<u, (3.36)

podemos usar entao outra simetria da métrica (3.8), a qual é invariante por translagao
de u, o que implica que podemos escolher, sem perda de generalidade, o infinito espacial

uy = 0, logo u < 0.

42



Impondo-se que o espaco-tempo é assintoticamente minkowskiano?, fixamos uma das
constantes livres da solugao. Impondo que o campo escalar ¢ anula-se no infinito espacial,
fixamos outra constante livre. Depois impondo a analiticidade das solucoes, fixamos
ainda outra constante livre. No final, levando em conta a relacao entre as constantes
pela equacao de vinculo (3.35), obtemos solugoes que dependem de duas constantes livres
(massa e carga), e dos parametros de acoplamento da agao (3.1).

As solugoes da métrica (3.34) com 7; = 75 = 1 (solugbes EMD normais), foram obtidas
anteriormente por vdarios autores diferentes (ver e suas referéncias). As solugoes
fantasmas, com horizonte nao degenerado, foram obtidas por Gibbons e Rasheed . As
solugbes com A, = 0, serao obtidas posteriormente. As solucoes fantasmas com horizonte

degenerado, sao novas solugoes obtidas neste trabalho e publicadas na referéncia [100].

3.3 Novas solugoes

Nesta segao vamos analisar as novas solugoes que encontramos para a a¢ao (3.1). Temos
15 classes de solugoes diferentes provenientes da combinagao de (3.32) com (3.33). As duas
primeiras solugoes de (3.32) sdo necessariamente fantasmas (7, = —1 e/ou g, = —1). As
outras solu¢oes podem ser normais (7, = 7o = 1), ou fantasmas (9, =7, = —1,A > 1 ou
n = —1n2 = —1,A% < 1). Para o caso normal, a funcao J(u) é dada somente pela primeira
solugao em (3.33). Isto é devido a seguinte condigdo: se b = ib (b real)® o vinculo em

(3.35) pode ser escrito como
@+ T =~ () + NP, (3.37)

implicando em 7; = —1 (casos anti-dilaton). Nesta segao, discutiremos as novas solugdes
de buracos negros fantasmas, classificando-as pelo tipo proveniente da funcdo w(u) em

(3.32).

2No limite em que a coordenada radial antinge o valor do infinito espacial, a métrica do espaco-tempo

torna-se proporcional a de Minkowski.
3Incluindo o caso b = 0.
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3.3.1 Solucao cosh

A solugao cosh possui uma infinidade de possibilidades, de acordo com a escolha dos
parametros livres e constantes de acoplamento da teoria. Entao, selecionaremos somente
as solugoes de buracos negros regulares e analiticos.

A funcio ¥ da métrica (3.34), pode anular-se, para esta solugao, somente quando
u — —o00, o que corresponde ao horizonte de eventos? do espaco-tempo. Se escolhermos
a terceira solugdo de (3.33), teremos uma métrica que assume somente valores finitos,
impossibilitando assim de haver um horizonte neste caso. Tomando a segunda solucao de

(3.33), podemos reescrevé-la como:
dS? = e¥dt® — e (dr® + Q) (r=-—1/u), (3.38)

mostrando-nos que o horizonte u — —oo (r = 0) é singular. Temos entdo que a tUnica
soluc@o de (3.33) que leva a buracos negros é a primeira.

Para estudar o comportamento da métrica proximo ao horizonte, sera-nos tutil fazer
uma transformacao na coordenada radial, para uma outra proporcional, préximo ao ho-
rizonte, ao parametro geodésico afim. Definindo a Lagrangeana do movimento geodésico
como

1
L= Sgumi"i” (3.39)

obtemos a equagao das geodésicas no plano 6 = 7

M = B? — eM[e + L2, (3.40)

onde E é o momento conjugado em relagao ao tempo (energia), L é o momento conjugado
ao angulo azimutal (momento angular), e ¢ = 1 indica geodésicas tipo-tempo, ¢ = 0
geodésicas nulas e € = —1 indicando geodésicas tipo-espaco. Esta equacao, no horizonte
de eventos, torna-se

ds ~ e* du ~ b?e*du . (3.41)

4Como a métrica é invariante pela inversao do sinal da coordenada radial u, poderfamos ter escolhido

u — 400 como o horizonte de eventos, para u > 0.
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Isto nos sugere fazer a transformacao de coordenada
z = e?u=uo) (3.42)

a qual, pela equagao (3.41), é claramente proporcional ao parametro geodésico afim, como
pretendiamos. Escolhendo a primeira solucao de (3.33), o elemento de linha (3.34), com

essa transformacao, fica sendo

45 — ca’ o 42z 2t (1 + 2™ Y [z da?
(1 + am)2/ ™+ c(z — x1)? z(r — x1)

2
s d0?| (3.43)

onde z < z1, concordando com (3.36), e x; = e~ 2% ¢ > (0 é uma constante que pode ser

fixada impondo que o espaco-tempo seja assintoticamente minkowskiano, e

14+ Ap
m297 HZM (3.44)
b Ar
(p1 = ¢1/a). Este espago-tempo é assintoticamente plano, com infinito espacial em

x = (u=0) e o horizonte de eventos em z = 0 (u — —o0). Esta métrica s6 é analitica,
préximo ao horizonte (x — 0), se m e n forem inteiros positivos® . O ntmero n
¢é o grau de degenerescéncia do horizonte de eventos e m aparece devido a analiticidade
da métrica.
Com a definigdo de n e a equagao de vinculo (3.35), podemos reescrever
1+ )‘()51 = )‘-l-% )

A (3.45)
1+ met =5 .

A primeira equacao nos fornece a relagao entre a constante de integracao p; e os
numeros inteiros m e n. Substituindo esta relagdo na segunda equagao de (3.45), obtemos

a seguinte relacao entre m e n

m=n=xA/m(l—n?). (3.46)

5Note que como o horizonte encontra-se no valor que divide valores positivos e negativos da coordenada

x, quando entramos no horizonte, temos valores negativos para x. Isto caracteriza uma extensao analitica
da métrica. Necessitamos assim de expoentes inteiros e positivos de x, para que tenhamos analiticidade

e regularidade no horizonte.
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Esta relagao dependera do grau de degenerescéncia do horizonte. Se n = 1 (horizonte
nao degenerado), entdo temos necessariamente m = 1; isto ocorre para qualquer valor
real de A (para todo 7y e 79 tal que ;AL < 0). Se n > 2 (horizonte degenerado), que
somente é possivel para o caso anti-dilaton 17 = —1, a relagao (3.46) nos fornece um valor
quantizado, em termos dos nimeros inteiros m e n, para a constante de acoplamento A

(m —n)*

2=
nz2—1 "7

(3.47)

talque X2 <1 (mpp=—-1)sel<m<2n—1,eA>1 (g =+1)se m > 2n. Notamos
que para o caso normal 17; = +1 as relagoes (3.45), para A = 0, nos fornecem m =n =1
e p; = 0, o que nos leva a solugao de Reissner-Nordstrom. Isto é o famoso teorema que
diz que buracos negros nao possuem cabelos, comentado no primeiro capitulo, o qual nao
tem validade para os casos fantasmas.

Para colocarmos a solugao cosh em uma forma mais familiar, utilizamos a seguinte

transformacao de coordenadas ,

1 f+ '+
— In (| L& =1-—= 3.48
en(F) . e .
com
2a
r4+ = w (T+ —Tr_ = 20,) . (349)

A coordenada z definida em (3.42) estd relacionada com r por

R iy (3.50)
rof-
Para o caso nao degenerado (m =n = 1), a solu¢ao assume a forma
A= _2= 1-2=
dS? = fofdtt - f7 At -t e (3.51)
1-2=
F o= —ZLarpdt, e =p ™ (3.52)
r

onde escolhemos a constante ¢y = w(0) = 0 em (3.34), para que tenhamos um elemento
de linha assintoticamente minkowskiano. Os parametros fisicos, massa e carga elétrica,

da solucao, sao dados por

1 A .
=3 <r+ + —7’_) L g=t (3.53)




Estes parametros fisicos podem ser obtidos pela andlise assintética da solugao: a massa
pela componente ggy da métrica, onde goo(r — +o0) ~ 1 — %, e a carga diretamente
da expressao do tensor de Maxwell F' em (3.34). A solugao (3.53) tem a mesma forma
que as solucoes de GM e GHS , obtidas anteriormente. A tnica diferenca é que
temos aqui 7y > 0 mas r_ < 0, modificando, em alguns casos, a estrutura causal do
espago-tempo, como veremos adiante.

Esta solucao foi primeiramente obtida, como uma continuagao analitica do caso nor-
mal, por Gibbons e Rasheed nos casos (o = —1,7m7; = +1) e 1 = —1 com 1, = +1 (para
a? > 1 na referéncia [99]) ou 7 = —1 (a? < 1), e depois foi generalizada para buracos
negros multidimenssionais (no caso anti-dilaton 17, = —1 com 75 = +1) por Gao e Zhang
104], e para membranas multidimensionais por Grojean et al [105].

Uma das novas solugoes que obtivemos neste trabalho é o caso de horizonte degenerado
(m = —1 en > 2) da solugao cosh. Fazendo a transformagao (3.48) em (3.34), escolhendo

cosh em (3.32) e a primeira solugdo em (3.33), temos

. 2 1-n_l4n—v
ds? = gigi—ndt2_ (T+ 27"—> 9+ 9- - X
m (9+ —9-)
2 1-2m
| e =N Ge02) T 2 ) (3.54)
m?rt(gs — g-)?
Fo= —Sdrndt, e =gpgnt, (3.55)
onde gy = fi/™, e
2m 2m(1 — n?)
= = ) 3.56
Y Ay (m—n)24+1-—n? (3:56)
Os parametros fisicos massa e carga elétrica da solucao, sao dados por
M= fnry + (v —n)r] + = (3.57)
=—|nr v—mn)r_ = .
om + ’ q 7]2)\+
3.3.2 Solugao Linear
Analisaremos agora a solucao em que A = +1 com 7, = —1. Neste caso A\, =

0 e obtemos a segunda solu¢ao para w(u) em (3.32), a qual depende linearmente da
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coordenada radial u. As solugoes de ¢(u) e v(u) em (3.22) e (3.23) sao

Y(w) = nu++ %62“(“‘“0) : (3.58)
eu) = =£[(y1 —a)u+ (90 + aug) + %62“(“_“0)] , (3.59)

onde 7y e 7; sao constantes de integracao, e q; = 72¢*/2a?. Escolhendo a solugio sinh em
(3.33), pois nao existe solu¢ao de buraco negro nos outros casos, e fazendo a transformacao

de coordenadas (3.42), obtemos o seguinte elemento de linha,

APyt x1dz?

dS? = cx"exp[qa™]dt? — exp [—q1z™] S +d2?|, (3.60)

c(r — xq1)? x(x —x1)

onde novamente z; = e~2“0 ¢ > 0, e os expoentes m e n sdo dados por

L
b’ b’

Como no caso da solugao cosh, a solucao linear é uma solugao assintoticamente plana,

m =

(3.61)

com infinito espacial em x = x1, e horizonte de eventos em z = (0. Novamente, para que
a métrica seja analitica, devemos ter os nimeros m e n inteiros positivos. Estes niimeros

nao sao independentes, pois a equacao de vinculo (3.35) nos fornece
bV —a2y,—a)=0 = m2n-—m)=1. (3.62)

Esta equacao é justamente a equacdo (3.47) para A\? = 1, cuja tnica solucdao para
numeros inteiros é m = n =1 (a = b = ;). Fazendo a transformagao r = z1 f,, onde
fr =1—=ry/r, ry = 2a, recuperamos a solugao discutida por Gibbons e Rasheed e
por Gao e Zhang [104]:

dr?
48* = frown(f. - D~ el - 0] (4% ) @6y

+

q _
F = —5drndt, e 2% — exp—qi(fy — 1)], (3.64)
onde
1
M = +q1r+, q=*try Lty (3.65)
2 2

No caso em que 75 = —1,¢> = 2a%, temos um buraco negro carregado de massa
identicamente nula. No caso em que 172 = —1,¢% > 2a?, temos um buraco negro carregado

com massa negativa, violando assim algumas condicoes de energia.
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3.3.3 Solucao sinh

A solugao sinh em (3.32), nos leva a uma grande gama de solugoes de buracos negros
fantasmas, com 7; = —1 (as solugbes em que n; = 1, > 0 implicam em 75 = 1, as quais
levam a buracos negros dilatonicos, obtidas anteriormente). Temos duas possibilidades
para o horizonte de eventos, dependendo do sinal de ug. Para uy > 0 ou uy = 0, o horizonte
encontra-se em u — —o0, sendo somente possivel ao primeiro caso de (3.33). No caso em
que a constante de integracao ug coincide com o infinito espacial (v = ug = 0), o espago-
tempo é assintoticamente nao plano (ANP), como em [I06]. Para ug < 0, o horizonte
encontra-se em u = ug (para Ay < 0), sendo possivel nos trés casos de (3.33).

Primeiramente consideramos a solugdo em que J(u) é dada pela primeira fungao de
(3.33). Fazendo a transformacao de coordenadas (3.42), obtemos o seguinte elemento de
linha:

cx™ e 4Px 2L — 2™ P [ ayda?

|1 — am |2/ + c(r — )2 x(x — 1)

ds? =

S+ d0? | (3.66)

—2w o ¢ > 0. Os numeros reais m e n, dados por

onde novamente r < ; com r; = e
(3.44), estao novamente relacionados por (3.46). Temos trés possibilidades, dependendo

dos valores de z;.

1. Se x; < 1 (up > 0), o horizonte de eventos estd em x = 0. Como no caso cosh, este
horizonte é regular se m e n sao inteiros. As consideragoes em relacao as solugoes
com horizonte degenerado, sao idénticas as que seguem a equagao (3.46), mas 7, é
substituido por —ny (72A. é positivo no caso sinh). Fazendo a transformacao de
coordenadas (3.48), com

2a
1— €$2auo

(ry —r_ =2a), (3.67)

ry =

obtemos novamente o caso m = n = 1 da métrica (3.51), mas agora temos 0 < r_ <
r.. Esta solucao foi anteriormente obtida em . A diferenca entre as solucoes
dilatonicas é que sempre temos 7; = —1, casos fantasmas. No caso de horizonte
degenerado (7, = —1,n > 2, caso obtido neste trabalho), obtemos a mesma forma

funcional de (3.54).
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2. No caso intermediario z; = 1 (ugp = 0), o horizonte de eventos estd, como no
primeiro caso, em x = 0, com m e n inteiros positivos. Entretanto, a solucao é
agora assintoticamente nao plana m Fazendo a transformacao de coordenadas
r = fy com ry = 2bc~'/? e redefinindo a coordenada tempo, (3.66) torna-se:

PR (S 10

I L S—;
(L= JrPrs i

[dr® +r(r —ry)dQ?]. (3.68)

O comportamento assintético desta solugao é
.\ 2 ,\ 2
ds? ~ (—) dt* — (—) (dﬁ + r2d92) , (r— o0) (3.69)
4 T4

com 0 < Ay <1 paran, >0,e A <0 para n, < 0.

3. Se x1 > 1 (up < 0), entao o espago-tempo é assintoticamente plano, mas o horizonte
de eventos estd em = = 1 (u = ug), com A, < 0, implicando em 173 < 0 e 1y < 0,

logo A? > 1. Esta solucdo é regular se A, = —2/p, isto é.

2
A2 — 1%, (3.70)

com p inteiro positivo (mas m e n nao sdo necessariamente inteiros neste caso).

Esta possibilidade também acontece quando a segunda ou terceira solugdes de (3.33)
sao combinadas com a terceira solugao de (3.32) com uy < 0. Neste caso, a transformagcao
de coordenadas (3.42) leva para uma forma muito complicada da métrica. Uma expressao

mais clara para a métrica, no caso ug < 0, é

dS? = chPdt? — ¢ 'h7Pe? (e* du? + dQ?), (3.71)
com

h(u) = e "“sinha(u — u), i (3.72)

2 = ﬁ , ou % , ou % : (3.73)
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3.3.4 Solucao a=0

Denominamos a quarta solucao de (3.32) por a = 0. Se uy > 0, o horizonte de eventos
estd novamente em u — —oo, onde J(u) é dada pela primeira ou segunda solugao de
(3.33). No primeiro caso (b* > 0), a transformagio de coordenadas (3.42), leva a uma
métrica similar a (3.66), com n = (A/A;)(¢1/b) e m — 0, onde 2™ é substituido por um
logaritmo, o qual é nao analitico. Assim, esta possibilidade nao nos leva a um buraco

negro regular. No caso a = b = 0 (implicando ¢; = 0), a transformagao de coordenadas

u = —1/r leva-nos a seguinte métrica
2/ —2/\4
as? = (" a? — (20 (dr? + r2d0?) (3.74)
14 ugr 1+ ugr
que é analitica se Ay = 2/(p+ 1) (p sendo inteiro positivo), implicando em 7, = 1, onde
o caso fantasma corresponde a 1, = —1, logo
—1
=" (3.75)
p+1

Notemos que este é um caso particular da relacao (3.47) param =1 e n = p.

Por outro lado, se 1y < 0, o horizonte de eventos estd em u = ug, e é regular somente
quando A\ = —2/p, com p sendo um inteiro positivo. Novamente, isto implica em 7, =
ne = —1,e A\? > 1. O vinculo (3.35), neste caso, reduz-se para b* = pp?/2 > 0. A métrica

resultante tem a forma (3.71) com a funcao h(u) dada por

h(u) = e "% (u — ug) . (3.76)

Para b =0 (¢; = 0), a transformagao de coordenada u = —1/r, leva a uma expressao
simples da métrica

dS? = fPadt* — fP(dr® +r?dQ?), (3.77)

com ry = —1/ug.

3.3.5 Solucgao sin

No caso da quinta solugao de (3.32), a métrica estd restrita a assumir valores finitos da

coordenada radial u, entao nao temos um horizonte em u — —oo. Novamente, o horizonte
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pode somente estar em u = ug < 0, e é regular se Ay = —2/p (p sendo inteiro positivo).

O vinculo (3.35), neste caso, torna-se

2b°
= a’ + 7, (3.78)

onde temos necessariamente b*> > 0, correspondendo a primeira solugao de (3.33) para a

funcdo J(u). Entdo a métrica pode ser escrita como (3.71), com h(u) sendo

h(u) = e " sina(u — ug), (3.79)
b2

O 3.80

‘ sinh? bu ( )

3.4 Analise das geodésicas e construcgao dos diagramas de Pen-

rose

Faremos a anédlise, como descrita no primeiro capitulo, das estruturas causais das
novas solugoes e das solugoes fantasmas de Gibbons e Rasheed, as quais nao haviam sido
feitas anteriormente. Muitos diagramas de Penrose que aparecem nao sao usuais. Uma

primeira referéncia onde surgem diagramas bizarros é em m

3.4.1 Solucao cosh

A estrutura causal do espaco-tempo destas novas solugoes fantasmas obtidas, podem
ser determinadas analisando a equagao das geodésicas (3.40), escrevendo em termos da

coordenada z definida em (3.42),

4b% a3 3 _ g cx™ . L2cx" Yo — x1)? ’ (3.81)
(x — xq)* (1 4 am)2/A+ 4b2x1 (1 + )2/ A+

juntamente com a forma conforme da métrica (3.43)

dS* = H(z) [dt* — dy* — F(z)d*] | (3.82)
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co1m

20z, 17" (1 + ™)
c (x — 21)?
cx™
H(z) = A5 zmyis (3.84)
4b2ll§'1 1'1_2”(]. + l.m)4/)\+

c? (x — x1)?

dy = + dx | (3.83)

(3.85)

Os vérios limites a serem considerados sdo * — x; (o infinito espacial), z — 0 (o
horizonte de eventos), as possiveis singularidades em * — —1 e © — —oo. No limite
T — 1z, obtemos y — oo , com F(z) = y? e H =cte, mostrando que a métrica (3.82)
¢é assintoticamente minkowskiana. Por outro lado, no limite x — 0, obtemos y — +o00 e
H — 0. Isto caracteriza um horizonte, neste caso o horizonte de eventos do buraco negro,
como previamente discutido, é regular para os ntimeros inteiros n e m.

A anélise das outras possiveis singularidades, em x — —1 ou x — —o0, dependem da

paridade de m. Vamos sumarizar nos seguintes casos.

1. msendo par. Neste caso, a métrica (3.82) é regular em x = —1, que corresponde para
um valor finito de y. Agora, passando para r — —oo, as possibilidades dependem

dos valores de ;.

(a) Se Ay < 0, (\*> > 1, que pela condigao (3.47) n < (m? + 1)/2m, isto &,
n < m/2) entdo H — oo e y — 0. Assim, temos um centro, uma singularidade
onde as geodésicas param. Se n é impar, o diagrama de Penrose é similar ao
de Schwarzschild (Fig. 1), mas aqui existe uma inversao do cone de luz, devido
a mudanga da assinatura da métrica de (+ — ——) — (— + ——). Se n é par,
o cone de luz bi-dimensional permanece o mesmo, logo o diagrama de Penrose
é similar ao de Reissner-Nordstrom extremo (Fig. 2). Entretanto, a métrica
quadri-dimensional, muda a assinatura de (+ — ——) — (4+ — ++), assim o
movimento geodésico neste espaco-tempo € significantemente diferente do caso

Reissner-Nordstrom extremo (veja uma discussdo mais detalhada em [101]).
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(b) Se Ay >0 (n > m/2), vemos que pela equagao (3.47) temos
Ay =2m/(n+1)— (m—1)?/(n* —1) < 2m/(n + 1),

logo y — co e H — 0, correspondendo a um horizonte. Para analisarmos se as
geodésicas podem ser continuadas sobre este horizonte, reescrevemos a equacao

(3.81) em termos da nova coordenada z = —1/z,

4b2Z%Z2 _ E2 B C(_l)nz—n+2m/>\+
(2 — 21)* (1 + 2m)2/ A+

L2C(_1)nz—n—l+2m/>\+ (Z _ 21)2

3.86

x|et 40221 (1 + 2m)2/ A+ (3.86)

(z1 = —1/z1). Nao temos analiticidade em z = 0 (z — —o0), se nao tivermos
2m/ Ay =n+p, (3.87)

com p um inteiro positivo. Sem esta condi¢ao, as geodésicas terminam em
z = 0 (horizonte singular). Pela condi¢ao (3.87), a definigdo de A, e a relacao

(3.47), nos fornecem a equagao

(n+p)(m—n)? = (n+p—2m)(n*-1), (3.88)
cuja solucao é
a) m=n=1 (p arbitrério)
) m=p=1 (n arbitrario) . (3.89)

onde as duas primeiras solugoes de (3.89), excluem a possibilidade para m par,
e a terceira aplica-se somente a Ay = 1. Assim, este caso corresponde generi-
camente a uma singularidade nula (horizonte singular), levando aos diagramas
Fig. 3 se n é fmpar, ou Fig. 4 (com a assinatura (+ — ++) na regiao II) se n

é par.
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(¢) Nocaso Ay =1 comm =n = p pares (caso Einstein-anti-Maxwell-anti-Dilaton
A=0,m =mn = —1), © — —oo é um horizonte regular. A métrica (3.43) é

escrita, neste caso, como

" APzt (1 +2™)? [ aqda?
452 = g2 2 492 | 3.90
Tt o) (o) |e@—mp (3.90)

Esta métrica é invariante pela transformagao r — z = 1/z, 21 — 2z = 1/,
a qual inverte a coordenada e transforma o espaco-tempo com dois horizontes
(x = z = 0) e dois infinitos espaciais (z = x1,z = 21). O diagrama de Penrose
correspondente esta ilustrado na Fig. 5, o qual difere do caso de Kerr, devido
os dois horizontes serem degenerados, e a assinatura da métrica na regiao II é

(+ — ++). Este espago-tempo é geodesicamente completo.

2. m impar. Neste caso, existe uma singularidade de coordenadas em x = —1. Proximo
a esta regido, fazendo z = —1 + z com z — 0, obtemos H ~ z72/* e y ~ 22/+F1,

e a equacao das geodésicas sendo

74[)217%22 ~ B — 27 e — —de(l i $1)2z_2/’\+ (3.91)
(14+2)* 4b% 14 '
(¢ = (=1)"cm~2/*+). Temos entdo as seguintes estruturas:
(a) Para Ay < =2, H - 0 ey — 0, logo z = —1 corresponde a uma singularidade

verdadeira, e o diagrama de Penrose é o de Schwarzschild (Fig. 1) para n impar

e o de Reissner-Nordstrom extremo (Fig. 2) para n par.

(b) Para —2 < Ay < 0, H - 0 ey — o0, logo z = —1 corresponde a um
horizonte. Entretanto, devemos ter a condi¢do —2/A; = p, com p sendo um
inteiro positivo, para que o horizonte seja regular, caso contrario, o horizonte
sera uma singularidade nula. No caso em que a condi¢ao nao é satisfeita, o
diagrama de Penrose correspondente esta ilustrado na Fig. 3 se n é impar, e

na Fig 4, se n é par.
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(c) Para o casoem que A\ = —2/p (—2 < Ay < 0) com p inteiro positivo (g, = —1,

ny = +1,A% = (p+ 2)/p), tomando em conta (3.47), nos leva para a equagao
p(m —n)? = (p+2)(n* 1), (3.92)

a qual pode ser resolvida em termos de inteiros em duas subclasses. A primeira
é

m=n=1, (3.93)
e p um ndmero inteiro positivo arbitrario; neste subcaso, a métrica (3.51)

escreve-se de uma forma analitica mais simples
dS? = f, =P Va2 — f e — 2 02 (3.94)
com horizonte interno em 7 = 0 > r_. A segunda solugao para (3.93) é
m=2n+1, p=n-—1. (3.95)

Em ambos subcasos, as geodésicas podem ser estendidas até x — —oo (r =r_).
Neste limite, obtemos H ~ 2" — oo e y ~ 27" ™~ — (), correspondendo
a uma singularidade. No primeiro subcaso (3.93), a extensao analitica méxima
do espago-tempo estd representada em um diagrama (Fig. 6) similar ao de
Reissner-Nordstrom (mas a assinatura da métrica é (+ — ++) na regiao III)
se p é impar, ou pelo diagrama Fig. 7 (discutido mais abaixo) se p é par. No
segundo subcaso (3.95), a estrutura causal do espago-tempo estd representada
na Fig. 7 se n é impar (p sendo par), ou pelo diagrama Fig. 8 (com assinatura
(+ — ++) na regiao II) se n é par (p sendo impar).

(d) Finalmente, para Ay > 0, H — oo e y — 0, logo x = —1 corresponde a uma
singularidade. Como no caso (2a), temos o diagrama de Schwarzschild (Fig.

1) para n impar e o diagrama de Reissner-Nordstrom (Fig. 2) para n par.

Observamos que a representagao da estrutura causal do espago-tempo da solugao do
buraco negro com um horizonte r = r, (ordem n) degenerado, ou degenerado com pari-

dade ifmpar, seguido de um horizonte interno » = 0 (ordem p) degenerado ou nao, e que
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termina em uma singularidade » = r_, nao pode ser representada em um diagrama de
Penrose bidimensional convencional. Esta impossibilidade ¢ devido a jungao inadequada
dos horizontes internos com os infinitos espaciais. Outra observagao é que o diagrama
Fig. 7, representa, de uma forma nao usual, a estrutura causal e a topologia global
deste espago-tempo. Tentamos representar aqui a sequéncia infinita das bordas nulas bi-
furcadas, as quais sao os infinitos espaciais assintoticamente minkowskianos, como linhas
retas verticais (tipo-tempo) tracejadas. Cada uma destas linhas, corresponde aos infinitos

nulos passado e futuro das duas regioes I contiguas.

3.4.2 Solugao Linear

Vamos agora analisar a estrutura causal da solu¢ao Linear (3.60) com m =n =1. A

equagao das geodésicas (3.40), neste caso, torna-se

2.2:2 2
4b*xix C B epe® | 4 Lc

" (- 2o 3.96
(x —xq)? 4b%a, (x—21)% ’ (3.96)

e a forma conforme desta métrica é dada por (3.82), com

2b ~qie
— L1 e

dy dz . (3.97)

¢ x(r—x1)?
Como antes, o limite x — x; corresponde ao infinito espacial, e x — 0 ao horizonte

regular. A anélise do limite x — —oo depende do sinal de ¢;.

1. Para ¢ < 0 (e = —1), y — 0, logo x = —oo corresponde a uma singularidade, o

diagrama de Penrose é o de Schwarzschild (Fig. 1).

2. Para q; > 0 (ny = +1), y — £o00, correspondendo a um horizonte. Préoximo a este
horizonte, a equagao das geodésicas (3.40), em termos da varidvel z = —1/(z — x7)
(z — 0), escreve-se

L

-2 _—q1/z
T (3.98)

AP35 ~ B? 4 d2 e 0/ e +

(¢ = ce®™ > (). Quando z — +0, o potencial efetivo tende a zero, entretanto,

quando z — —0 e L? > 0 com € > 0 ou L? > 0, o potencial efetivo tende a infinito.
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Logo, as geodésicas radiais tipo-tempo e todas geodésicas nao-radiais, terminam
neste limite, devido a barreira do potencial efetivo. Temos entao que o horizonte
aparente ¥ — —o0, é, na verdade, uma singularidade nula. O diagrama de Penrose

correspondente estd representado na Fig. 4 (neste caso a assinatura da regiao II é

(+-).

3.4.3 Solucao sinh

Como vimos anteriormente, temos trés casos, os quais dependem dos valores de wuyg.

1. Para up > 0, J(u) é necessariamente dada pela primeira fungao de (3.33), e a
métrica pode ser escrita na forma (3.66), que é assintoticamente minkowskiana no
limite x+ — x; < 1. Para m e n inteiros positivos, a métrica pode ser estendida
sobre o horizonte x = 0 (de ordem n). Depois temos uma possivel singularidade em
xr = —1, onde a analise pode ser feita como no caso do cosh, mas a paridade de m

muda neste caso:

(a) m impar. Neste caso, x = —1 é regular, e as geodésicas estendem-se até

r = —o00. A natureza desta singularidade de coordenada depende dos valores

de \;.

i. Para A\, < 0, como no caso do cosh, x = —oo é uma singularidade. O
diagrama de Penrose estd representado na Fig. 1 para n impar, e na Fig.
2 para n par.

ii. Para Ay > 0, © = —o0 é genericamente uma singularidade nula. O di-
agrama de Penrose é dado por Fig. 3 para n impar, e Fig. 4 para n
par.

iii. Param =n=1,A; =2/(p+1) (a primeira solucao de (3.87)-(3.88)), com

p inteiro positivo, a métrica (3.51) torna-se

dS* = fofPat® — f7 fPdr? — o f2PHA0? (3.99)
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Esta métrica tem dois horizontes regulares v (r = 0) e r_ (x = —00)
encobrindo a singularidade em r = 0. Para p impar, o diagrama de Penrose
¢ semelhante ao de Reissner-Nordstrom (Fig. 6), mas com a assinatura
(+ — ——) na regiao III. Para p par, o diagrama estd representado na Fig.
7.

iv. Param = p = 1,\; = 2/(n + 1), a transformacao de coordenadas = =

1/2 <0, nos leva a

dS2 (_1)n+lczdt2 B (_1)n+14b2zl(1 _ Z)n—i—l y
(1 —z)ntt c(z —2)?
2 da?
+dQ?| (3.100)
2(z — z1)?

(21 = 1/21). Esta métrica pode ser estendida sobre o horizonte z = 0 até a
singularidade z = 1. A estrutura causal do espago-tempo esta representada
pelo diagrama de Penrose de Reissner-Nordstrom (Fig. 6) se n é impar, e
por Fig. 8 se n é par.

v. Para m =n =p (A, =1, caso Einstein-Maxwell-anti-Dilaton), a métrica

cx™ 0 4zt (1 — 2?2 [ xyda?

457 = (1 —am)? c(x — xq)? z(r — x1)

2
S +dQ?|, (3.101)

¢ invariante pela inversdo combinada r — z = 1/x, x;1 — 2 = 1/z7. A
diferenca entre o caso Einstein-Maxwell-Dilaton é que agora para x; < 1
temos o valor correpondente de z = 2z; > 1. A coordenada z cresce de
z = —oo (horizonte de eventos) para z = 0 (horizonte interno) até atingir
a singularidade em z = 1. Como n é necessariamente impar, o diagrama

de Penrose é o de Reissner-Nordstrom (Fig. 6).

(b) m par. Neste caso, existe uma singularidade de coordenada em = = —1.
Fazendo x = —1 + z, obtemos que a equacao das geodésicas proximo a z = 0,
possui a mesma forma que (3.91). Assim, a andlise deste caso segue idéntica ao
caso do cosh, realizado abaixo de (3.91), entretanto, omitimos a possibilidade
Ay = —2/p, pois m é necessariamente par. Logo, x = —1 é sempre uma

verdadeira singularidade, classificada como no caso do cosh, Fig. 1-Fig. 4.
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2. Para up = 0 (temos novamente somente a primeira solugao de (3.33) para J(u)),
a unica diferenca na andlise é que a métrica (3.68) é assintoticamente nao plana

(ANP) para x — x;. A equagao das geodésicas para a forma assintética da métrica

(3.69) é:
2/A4 2/A4 L2
72~ B2 (ri) [e + (TL) ﬁ] . (3.102)
+ +

Para A\, < 0, o potencial efetivo tende a zero para r — 400, que estd a uma
distancia geodésica infinita. A coordenada radial conforme y, dada na forma assin-
tética por dy ~ (r/r.)~*+dr, também tende a infinito, logo a métrica conforme
¢é assintoticamente minkowskiana. A extensao analitica, cruza o horizonte z = 0
(r = ry) ocorre como no caso de ug > 0 e nos leva aos diagramas de Penrose da
Fig. 1 para n e m impares , ou m par com A, < —2, Fig. 2 para n par e m impar
,oum par com Ay < —2, Fig. 3 para n impar e m par com —2 < A, < 0, e Fig. 4

para n e m pares com —2 < A\, < 0.

Para 0 < Ay < 1, a equacdo (3.102) nos leva, assintoticamente, a s ~ r'=1/*+ logo
as geodésicas terminam no infinito espacial r — 400, que é, conformalmente, uma
singularidade tipo-tempo. Esta solug¢ao nao nos fornece buracos negros. Entretanto,
para Ay = 1 (m = n), temos assintoticamente s ~ Inr, e as geodésicas sdo com-
pletas, mas o infinito espacial conforme é agora tipo-tempo. A extensao analitica
da métrica (3.101) com x; = 1 ocorre similarmente ao caso onde u > wugy. Para
m = n impar, a métrica é regular em x = —1 e é invariante a inversao combinada
x — z = 1/x, o que nos leva a uma extensao sobre os dois horizontes z = 0 e
z = 0 até um novo infinito espacial conforme tipo-tempo (Fig. 9). Este espaco-
tempo ¢é geodesicamente completo. Para m = n par, o espago-tempo possui um
unico horizonte em x = 0, o qual pode ser cruzado até atingir uma singularidade

conformalmente tipo-tempo em z = —1 (Fig. 10).

3. Para ug < 0, temos visto que o horizonte de eventos em u = g é regular (de ordem
p) se Ay = —2/p (para qualquer m e n reais). As propriedades da métrica dentro

do horizonte (u < uy) dependem da solugao (3.33) para J(u).
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(a)

Primeira solugao de (3.33). A forma da métrica (3.66) nos mostra que z = 0
(u — —o0) é um horizonte, o qual é regular se m e n sdo inteiros positivos.
Como Ay = —2/p, entdo os numeros inteiros satisfazem a equagao (3.92).

Assim, temos trés possibilidades:

i. Para m e n genéricos, u = —oo é uma singularidade nula. O diagrama de
Penrose é dado pela Fig. 3 para p impar, e Fig. 4 para p par.

ii. Para m =n = 1, as geodésicas terminam na singularidade em x — —o0.
O diagrama de Penrose é dado pela Fig. 6 para p impar, e pela Fig. 8
para p par.

iii. Param = 2n+1,p =n — 1, a singularidade est4 novamente em x — —o0.
O diagrama de Penrose esta representado pela Fig. 7 para p impar, e pela

Fig. 8 para p par.

Segunda solucao de (3.33). A métrica estd representada em (3.71) com b = 0

e p1 = £a (que vem de (3.35)), onde
h(u) = e sinh a(u — ug) . (3.103)
A equacao das geodésicas correspondente a esta métrica é
72 = E? — ch?le — L*ch? /1%, (3.104)

com r = —1/u > 0. Préximo a singularidade r = 0 (v — —o0), h(r) =~
e(#Na/7 /2 " entdo a andlise é semelhante ao caso Linear. Tomando em consi-

deracao A\? > 1, temos duas possibilidades:
i. Se £\ > 1, h(r) diverge, levando a uma singularidade tipo-espago se p é
impar (Fig. 1), ou uma singularidade tipo-tempo p é par (Fig. 2).
ii. Se £A < —1, h(r) desaparece, caracterizando um horizonte. Entretanto,
o potencial efetivo em (3.104) diverge para r — —0 (h(r) =~ e(FVa/I"l /2),
logo r = 0 é uma singularidade nula. O diagrama de Penrose é dado pela

Fig. 3 se p é impar, e pela Fig. 4 se p é par.
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(¢) Terceira solugio de (3.33). Em (3.71), €2/ = b?/sin®bu. Assim, a métrica
possui uma singularidade aparente em u = u,, = k7 /b (k inteiro). Fazendo

u = us, + z, a métrica, préximo a z = 0, tem a forma assintoticamente plana
dS* = ddt* — ¢ ~Hztd2? 4 272d0?), (3.105)

com ¢’ = chP(u,). Assim, no setor genérico u,, < u < u,,,, da solucdo, o
qual nao contém wug, temos um espago-tempo geodesicamente completo, sem
horizontes, com duas regioes assintoticas — um buraco de minhoca Lorentziano
108|, generalizando o caso de A = 0 no buraco de minhoca da teoria Einstein-
Maxwell-anti-Dilaton de Bronnikov em . O setor da solugao que contém
ug, 0 espago-tempo é geodesicamente completo, possuindo um horizonte de
ordem p. O diagrama de Penrose correspondente é dado pela Fig. 11 para p

impar, e pela Fig. 12 para p par.

3.4.4 Solugao a =0

Como haviamos visto, neste caso temos duas solugoes:

1. Para ug > 0, a = b = 0, a métrica é dada por (3.74) com A\; = 2/(p+ 1). Esta
métrica tem um horizonte de ordem (p+1) em r = 0 (v — —00), e uma singularidade
em 7 = —1/ug. Entao, para o caso em que ug > 0, o diagrama de Penrose é dado

pela Fig. 1 se p é par, e pala Fig. 2 se p é impar.

Para ug = 0, (3.74) é substituida pela métrica
r O\ P r\ ~ @D
dS?* = (—) dt* — <—) (dr? 4+ 1r2dQ?) . (3.106)

Ty Ty

A métrica bidimensional reduzida é similar aos buracos negros de * primeira-classe”
de [102]. O infinito espacial r — oo é conformalmente tipo-tempo. Para p par,
as geodésicas cruzam o horizonte impar em r = 0 e terminam na singularidade

r — —oo (Fig 13), a qual é conformalmente tipo-espaco. Para p impar, r — —r é
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uma isometria da métrica (3.106). O espago-tempo é geodesicamente completo e o

diagrama de Penrose ¢é dado pela Fig. 14.

2. Para uy < 0, a métrica é dada por (3.71), com h(u) dada por (3.76). Esta métrica
tem um horizonte de ordem p em u = ug e uma singularidade de coordenadas em
u — —oo. Se b? > 0 (p; # 0), amétrica, escrita em termos da coordenada x, contém
um logaritmo nao-analitico, logo u — —oo (z = 0) é uma verdadeira singularidade.
Se b> = 0, a métrica reduz-se a (3.77), a qual é claramente singular em u — —oo
(r = 0). Em ambos os casos, o diagrama de Penrose é dado pela Fig. 1 se p é impar,

e pela Fig. 2 se p é par.

3.4.5 Solucgao sin

Como visto anteriormente, a tnica solugao de buracos negros regulares, é possivel
somente para a primeira soluc¢ao de (3.33) para a fungao J(u), e escreve-se como (3.71)

com h(u) dada por (3.79). Esta fungao pode ser reescrita como:
h(u) = e sina(u — u,), (3.107)

para us; < u < 0, onde us = ug + kw/a, com —w/a < us < 0. Este espaco-tempo é assin-
toticamente minkowskiano (para u — 0), apresentando uma série infinita de horizontes
regulares u = ug, u = us—m/a, u = ugs—27/a, - - -, todos de ordem p, separando sucessivas
regides I, I, II1, --- as quais sdo todas diferentes entre si (por causa das fungdes nao-
periédicas e/ ¢ e 1), Este espago-tempo é geodesicamente completo. Para p par,
as regioes sucessivas tem todas a mesma orientacao do cone de luz. Entao, o diagrama
de Penrose é representado pela Fig. 15. Por outro lado, para p impar, a orientacao do
cone de luz alterna entre as sucessivas regioes, o que possibilita que as geodésicas podem
rodar indefinidamente. Neste caso o diagrama de Penrose nao pode ser desenhado em

duas dimensoes.
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Figura 3.1: Diagrama de Penrose para a solugdo cosh com n impar e m par (A < 0) ou m ifmpar (A < —2 ou
A+ > 0); para a solugdo Linear com n = m =1 e q1 < 0; para a solugdo sinh com n e m {mpares (ug > 0,y < 0) ou m
par (up > 0,A4 < —2 ou up > 0, A+ > 0), ou com b =0 (ug < 0,Ay = —2/p,+\ > 1) e p {mpar; e para a solugdo a = 0
com b =0 (ugp > 0, A+ =2/(p+ 1)) e p par ou com b2 > 0 (up < 0, A\ = —2/p) e p impar. A singularidade central é

representada por uma linha dupla.

Figura 3.2: Diagrama de Penrose para a solu¢do cosh com n e m pares (A1 < 0) ou m impar (A+ < —2 ou Ay > 0);
para a solugdo sinh com n par e m {mpar (ug > 0, Ay < 0) ou m par (up > 0, Ay < —2 ou ug > 0, A+ > 0), ou com b =0
(up < 0, Ay = —2/p, £\ > 1) e p par; e para a solugio a = 0 com b =0 (up > 0, Ay = 2/(p + 1)) e p impar ou com b > 0

(uo < 0, A = —2/p) e p par.

Figura 3.3: Diagrama de Penrose para a solugdo cosh com n impar e m par (A+ > 0) ou m impar (-2 < Ay < 0); e
para a solugdo sinh com n e m impares (ug > 0, A4 > 0) ou m par (up > 0,—-2 < Ay <0),ouup <0e Ay =—2/p com p

fmpar (b> >0oub=0¢ £\ < —1).

Figura 3.4: Diagrama de Penrose para a solugdo cosh com n e m pares (Ay > 0) ou m fmpar (-2 < Ay < 0);
para a solucdo Linear com n = m = 1 e ¢1 > 0; para a solucdo sinh com n par e m impar (ug > 0, A+ > 0) ou m par

(up>0,—-2< Ay <0),ouup<0eAr =—2/pcomppar (b>>00ub=0e )< —1).
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Figura 3.5: Diagrama de Penrose para a solugdo cosh com Ay =1, m = n par

Figura 3.6: Diagrama de Penrose para a solugdo cosh com m =n =1e Ay = —2/p com p {mpar; e para a solugdo sinh
comug >0e Ay =2/(p+1) (m=n=1) com p impar ou Ay =2/(n+1) (m=1) com n impar ou Ay =1 com m =n

fmpar, ou com up < 0 (b2 >0,m =n =1) e A\ = —2/p) com p impar.

%0

i

Figura 3.7: Diagrama de Penrose paraa solu¢do cosh com Ay = —2/peppar (m=n=1loum=2n+1,p=n—1);e
para a solugdo sinh com ug > 0,A\y =2/(p+1)eppar (m=n=1),oucom ug < 0, Ay =-2/p(m=2n+1,p=n—1

fmpares).
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Figura 3.8: Diagrama de Penrose para a solug¢ao cosh com Ay = —2/p e p impar (m = 2n+1,p = n—1); e para a solugdo
sinh com ug > 0, A4 =2/(n+1) en par (m=1),oucomug < 0, A\ = —2/peppar( m=n=1loum=2n+1,p=n—1).

Figura 3.9: Diagrama de Penrose para a solugdo sinh com ug = 0, Ay = 1, m = n impar.
-
i3
x
>

Figura 3.10: Diagrama de Penrose para a solugao sinh com ug = 0, Ay = 1, m = n par.
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Figura 3.11: Diagrama de Penrose para a solugdo sinh com ug < 0 (b2 < 0) e Ay = —2/p, p fmpar.

Figura 3.12: Diagrama de Penrose para a solugio sinh com ug < 0 (b2 < 0) e Ay = —2/p, p par.

Figura 3.13: Diagrama de Penrose para a solugdo a = 0 (b=0,u0 =0,y =—-2/(p+1)) com p par.

Figura 3.14: Diagrama de Penrose para a solucio a = 0 (b=0,u0 =0,y =—-2/(p+ 1)) com p impar.
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Figura 3.15: Diagrama de Penrose para a solugdo sin com Ay = —2/p, p par.
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Capitulo 4

Modelo Sigma Fantasma

Iniciamos esse capitulo com a formulacao do modelo Sigma fantasma para a teo-
ria Einstein-(anti)Maxwell-Dilaton (EA/D), mostrando sua potencialidade pela obtencao
da solucao cosh, anteriormente apresentada no capitulo 3, no caso de Kaluza-Klein.
Prosseguimos com a construcao de uma nova solucao estaciondria, com simetria axial,
da teoria EMD. Apresentamos a andlise da estrutura causal dessa solucdo. Apés for-
mulamos o modelo Sigma fantasma para a teoria Einstein—(anti)Maxwell—Dilaton—Axion,
construindo uma nova solugao estacionaria, com simetria axial, terminando com a analise

da estrutura causal dessa solucao.

4.1 Solucao Estatica

Vamos considerar a a¢ao de Einstein-Hilbert no vdcuo em 5-dimensoes (5D):

As :/\/ —Glg ORPx . (4.1)

Vamos impor que o espago-tempo possua dois vetores de Killing d; e 05 (nossa escolha
para a assinatura da métrica em 5D é + + — — —), e que a coordenada x® ¢é ciclica. A

acao (4.1) pode entao ser decomposta em 4D como':

Ay = 275 / V—Bg [DR =2 Wg"d,08,0 + ne V3 F,, FHd*s | (4.2)

Veja apéndice A.
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onde WR é o escalar de Ricci no espaco-tempo em 5D, W g# é a inversa da métrica em 4D
(fizemos uma transformacao conforme na métrica original em 4D), ¢ é o campo escalar e
F,, = 0,A, —0,A, é o tensor de Maxwell, onde A, é o quadri-potencial eletromagnético.

Como visto no segundo capitulo, o elemento de linha em 5D pode ser parametrizado

em duas formas convenientes:
sz, = evs® W, (a)detde’ + e V5% (da® + 24, da")? (4.3)
= Aap(2")(dz® + V(") dz") (da®
+ Vi(ah)da?) + 77t Ohy(at)do'da? (4.4)
onde a,b = 4,5 ; i,5,k = 1,2,3; 7 = |det [Awp)|, @hiy; é a métrica em 3D (fizemos

novamente uma transformacio conforme na métrica original em 3D e V%(z*) sdo tri-

vetores definidos no espacgo 3D. Estes vetores satisfazem a relacao de dualidade

was = W7 Thidae® V0, (4.5)

onde w, sao duais aos Vbj e e =1.

Definindo a matriz de Maison,
Mg+ 7710] A+ 7 lwgws 7wy
X = s+ T_ICU4LU5 As5 + T_lwg T_ILU5 ) (4’6>
T_1w4 T_1w5 71

as equagoes de campo correspondentes a agao (4.1), tornam-se

(S)Rij = iTT[X_lﬁiXX_lﬁjX]

' (4.7)
OV (x'o'x) =0
Parametrizando a matriz de Maison por [110]
(
N M 0 r—a b
x=mne’"; N= ; M =
0 —x —12b a
x="Tr[M|; y=det[M] = nb?> + ax — a*
M)y = det [M) =, s
1 0 0
1 0
n=10 —m 0| ;A= Mo
0 —n
0 0 1
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obtemos a seguinte solugao, impondo simetria esférica, para as equagoes (4.7), no caso

ne = —1:
_1 )
ds? = k (a - g) sinh (qo) + cosh (qa)} e2? x
- 2
4+ 'bsmh (go)dt
(a — £) sinh (go) + g cosh (go)
-1
+ |- ( — f) sinh (¢o) 4 cosh (qa)} e27dt? —
2
2 2 —xo
Gpe 2
+dQs5| 4.9
smh [smh 2} (49)

onde p = et = £8,/(%) +3, ¢ = /5 —y, rlo) = e e f = gE
Co, C1, Co sa0 constantes de integracao. A solucgao (4.9), é a solucao geral do modelo Sigma
para um espacgo-tempo no vazio, estatico e esfericamente simétrico em 5D.

Podemos fazer uma comparacao entre a solugao do modelo Sigma e a solucao geral, que
provém da mesma agao, cosh do terceiro capitulo. Para a solucao cosh, podemos escolher
os valores particulares dos parametros A = —v/3,7m; = —n, = 1. Assim, o elemento de

linha desta solugao pode ser usado na equacao (4.4), que torna-se

4 1
ds? = —Lcosha(k — ko)le V5

[dx - 4—q(tanh[ a(k — ko)] — tanh [a(k; — ko)])dt]

4q I
+ <;q cosh [a(k — k:o)]> ¢~ vsPrhteo) g2
526%(5011%%) b2
sinh? [b(k — ky)] [sinh2 [b(k — k)]

+ dQ%] : (4.10)

Comparando (4.9) e (4.10), obtemos as seguinte relagoes entre os parametros das duas

solugoes:

(4.11)

= oL 436—79 — cosh™! [a(k; — ko)]e‘%x ; c3qb = 4aq ;
g o(k) = (k; — k1) ; qeo = 4G cosh [a(ky — ko)l -

P
q
Fazendo uma anélise assintética em (4.9), podemos obter as relagoes destes parametros
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com os parametros fisicos massa, cargas escalar e elétrica:

_ 4> .o _ 2 . . _ 2 DR
a—62ﬁ7b— 0271’—02<M+\/§>7

(4.12)
¢ =5 [(M-V3E)?+43] ; p*=5[M*+ 322+ .
Isso prova a consisténcia da solucao obtida pelo modelo Sigma.
4.2  Solugao com Rotagao
A solugao cosh (3.51) do capitulo anterior, para n; = —ny = I,n =p =1, A =
—V3, 2a =r, —r_ é dada por:
_1 1
dSty = fof22dt? — fIHf2[dr® 42 fo f-dS3); (413)

q. 5w
AOZF;eﬂ :f—7

onde fixamos ¢y = 0.

Usando (4.4), temos para o elemento de linha (4.13),

_ 2
2 _ - 5 _ 94 -\ =\ —7(T+_T_) 2
asty = (1+ T){dx 22 (1+ ) dt] +(1+=) {1 2 aet
-1
_ {1_7(74—7“_)} {dr* +rlr — (ry —r_)]d03} ; (4.14)
T

_q [k T S -\

Ay = r<1+r> ,ef—<1—|—r> : (4.15)
1 r_ _ 1 e V3

M= g(r-F) s i= gV Bo = (419

onde fizemos a translacao r — r 4+ r_.

A solugao de Schwarzschild, imersa em 5D, é dada por:

sty = (@) + (1= )t = (1= 02) e - (@)

r



A solugao de Schwarzschild e a solugao cosh (4.14) tém as seguintes matrizes de Maison:

| (I1-2) 0 0

Xs = o 1 0 (4.18)
0 0 (1-1)
[ fe -2 0

Xc = —2¢ (1+ %) 0 . (4.19)
0 0 [1-te]

A solugao de Schwarzschild imersa em 5D e a solugao cosh tem a mesma métrica 3D

reduzida em (4.4). Isto significa que estas solugoes sdo conectadas por uma transformacao

do grupo SO(3)2. Assim,

xc = PicoxsPsc ; Psc € SO(3) . (4.20)
onde
cosae —sina 0
Psc = | sina cosa (4.21)
e
cos (v = ,sina = (4.22)
ry—r_’ Vory —r_
Para o modelo Sigma fantasma (n, = —1 , diag(g,) = + + — — —) temos x €

SL(3,R)/SO(3) e P € SO(3) [79].

Agora, podemos construir uma nova solucao fantasma com rotacao, apartir da solucao
de Kerr imersa em 5D, da seguinte forma. Assim como as solugoes de Schwarzschild e cosh
possuem a mesma métrica 3D reduzida e por isso sao conectadas por uma transformacao
do grupo SO(3), existe uma nova solugdo fantasma com rotagdo que também possui a

mesma métrica 3D reduzida da solucao de Kerr imersa em 5D. Esta solucao pode ser

2Este grupo ¢ obtido fazendo a anélise da forma assintética da matriz (4.19), que é a identidade 3 x 3.
Neste caso fantasma, teremos que ter um subgrupo em que a “métrica’seja a identidade, ou seja o grupo
SO(3) [79]. Uma observacdo importante aqui é que na literatura atual, ainda existe uma grande confusao

em relacao aos espagos simétricos de cada teoria.
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obtida fazendo a mesma transformagao (4.20) na solugao de Kerr imersa em 5D. Depois,
extraindo todos os campos necessarios para a construcao da nova métrica e os campos
escalar e de Maxwell, pela relagdo de dualidade (4.5) e a relagdo entre as métricas em
5D e 4D (4.3)-(4.4), obtemos a forma final da solugdo. Esta nova solu¢do sera uma
generalizacao estaciondria da solucao (4.14).
A solucao de Kerr imersa em 5D é dada por:
ASEy = (da®) + L& (dt — wodo)” — B[ dr? + f2d6> + Ao sin? 0d7]
Ao =1%—=2Mgr + a2 ; Yo =12+ acos’0 (4.23)
fE=1r?—2Mgr+alcos®0 ; wy= —;—EQMKrsiﬁH :
Usando a equagao de dualidade (4.5), obtemos a matriz de Maison para a soluc¢ao de
Kerr imersa em 5D:
(r —2Mg)? +adcos’d 0 —ag2My cosf
XK = 7 0 G 0 : (4.24)
—ap2Mp; cos b 0 2o

Fazendo a transformagao do grupo SO(3) em (4.24), obtemos:

xxc = PioxxPsc = - X

e
f& — 2My cos® a(r — 2My) 2Mg sinacosa(r — 2My)  —ag2My cos a cos
2M sinacosa(r — 2My)  f& —2Mysin® a(r — 2My)  ag2My sin a cos 0(4.25)
—ag2My cos acos b ao2Mp sin o cos 0 >o

Considerando a forma assintdtica de (4.25), dada por

1—2<M—%>% —2% f,—;]cosﬁ
Xxc(r — +00) ~ —24 1-421 0 ,  (4.26)
i—gcosé’ 0 1+2<M—|—%)%

onde M,q,.J e ¥ sao massa, a carga elétrica, o momento angular, e a carga escalar

respectivamente. Assim, obtemos os parametros fisicos da nova solucao:

M = TK(l +cos?a); §= —Mgsinacosa ;
3
J =—ayMgcosa; ¥ = gMK sin®a . (4.27)
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Usando a definigao da matriz de Maison (4.6) e a equacao de dualidade (4.5), obtemos
as componentes da métrica da nova solucao. Fazendo a translagao r — r + %, para

compararmos com a solucao de Rasheed, obtemos a seguinte métrica:

p

ds%) = LA —2d ( )A\If+ Log2 _ [der + f2d6° + Agsin? 0de?
20:<r+\/§) + adcos® 0 ; A():T’(T—QM)—((] +32) + a?
fe=r(r—2M)—(¢*+ X% + akcos’0 ; flzzo—%<r+%>
f2220—2<M—%) <r+%> ;coszoz:ﬁ%;g;siﬁa:ﬁ?\irz
J =% (VBM+Y) (VBM —%) ; =25 (VBM = %) ; MZ = M? + @ + 32

(4.28)

>
A = da® — 205 Ml U =dt —2J (r+ 3 ) #50do
\ (M_%) ( \/5)
A solugao em 4D, usando (4.3), é dada por,
A%y = w2 - [ S 412 4 £2d6% + Agsin 9d¢2]

A= fil g%fg (r + %) [\/Edt — ag sin 9d¢] ¢ = \/% (4.29)
M=3(ry—5) ; G= 3147 J==2\/ri(ry —712); E=—§T-
Esta solucao é uma nova solucao de buraco negro fantasma estacionario, eletricamente
carregado, assintoticamente plano com rotagao.
A solugao (4.29) é a generalizacao, como havimos dito, de (4.14): impondo ag = 0 em
(4.29) e fazendo a translacio r — r + /3%, obtemos novamente (4.14). A solucio (4.29)
é também a versao fantasma da solucao de Rasheed, apresentada no segundo capitulo. Se

fizermos ¢ — —¢*>, J — —J , ¥ — —Y em (4.29) encontramos a solucao de Rasheed

(2.25), para P =0 e x € SL(3,R)/SO(1

4.2.1 Analise da Estrutura Causal

Devido a inversao do sinal do termo de interagao com o campo de Maxwell na acao
(4.2), é possivel obter vérias estruturas causais nao usuais com os modelos fantasmas
100]. Analisaremos agora a estrutura causal da solucado da secao anterior, dada pela
equacao (4.29). Definindo a funcao lagrangeana como

1
L= 59ui"d", (4.30)
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a equacao da geodésica é dada por

gll

googs3 — (903)2

72+ M g220” = gMe — { ] [933E% + gooL* — 2903 LE] (4.31)

onde E é a energia, L o momento conjugado ao angulo azimutal (momento angular), e
€ = 1 para geodésicas tipo-tempo, € = 0 para geodésicas tipo-luz e e = —1 para geodésicas
tipo-espaco.
Para a solucao (4.29), a equagao da geodésica (4.31) torna-se,
A Ao 2 { 2J< 2).2 ]2
e+ —F ———— |L+— |r+—|sin“0F| . (4.32
Ve  f§ f1Xosin® 0 13 V3 (4.32)

Assim como acontece na solucao de Kerr, a coordenada radial r é definida para todos

7"2+A09‘2:—

os valores reais, incluindo valores positivos e negativos. No limite r — 400, fixando um
valor para 6, encontramos 7 = cte: logo nao temos singularidade no infinito futuro. O
espaco-tempo é assintoticamente plano. As geodésicas sao regulares ao cruzar a regiao da
ergosfera (onde fo = 0) e o horizonte de eventos (onde Ay(ry) = 0), logo existe apenas
uma singularidade de coordenadas nestas regices, sendo uma singularidade aparente na
equacao da geodésica (4.32).

No limite r — —% (ou r — /3%, que sdo os anéis singulares), a equacdo (4.32)

torna-se:
2 | 242 2 2 L?
“ 4+ agf” =cos "0 | BT —e— ——| . 4.33
7+ ag Cos [ € e (4.33)
Considerando os valores constantes 6 = 6y € (0,7/2), e E? > ¢ + %, a equagao
0
(4.33) torna-se:
+ cos 6,

ds = Sk (4.34)

2 _ . L%
\/E € ag sin? g

Como a coordenada radial  pode assumir todos os valores reais, o parametro geodésico
afim s pode assumir qualquer valor real, assim o espaco-tempo é geodesicamente completo.
Entretanto, para o valor particular § = 7/2, com a equagao (4.33), podemos ver que existe

uma singularidade nesta regiao: como no caso da solucao de Kerr, existe um anel singular
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no plano z = 0, dado por 22 + y? = a2, em coordenadas cartesianas. Este resultado

¢ advindo de uma simplificagdo da equacao das geodésicas, pois ela apresenta-se nao
separavel, logo, nao integravel diretamente. Por isso consideramos planos com valores de
0 constante [111].

Este resultado pode ser confirmado seguindo um outro caminho de obtencao das

equagoes de movimento, o formalismo de Hamilton-Jacobi [112, 113, 114} [L115]. O pro-

blema de que a equacao das geodésicas nao é separavel, surge também no caso de Kerr.
Carter [112] soluciona este problema tomando um outro caminho para a obtengdo das
equagoes de movimento. Com o formalismo de Hamilton-Jacobi, as equacoes de movi-
mento de uma particula teste, mostram-se separdveis, com isso, podemos fazer a analise
completa da estrutura causal no caso de Kerr. Como nosso caso é semelhante ao de Kerr,
vamos tentar tomar o mesmo caminho de Carter.

A equacao de Hamilton-Jacobi, para uma particula teste neutra, é dada por:

oS , 0S8 08
270 = g2 2
o\ ozt Oxv

A S 0S8 A 05\ 05\
_ 00 YP 03YP U0 1 (Y9 22 [ UP 33 [ Y°
-7 (at) AT (a) " (69) i (aas) |
- (2 5) 5) -G 5 v (5)
goog33 — 983 ot goog33 — 903 0 or ’
+ (g22)”" <a_5)2+<$)< ) (4.35)
- 00 googs33 — 903 8¢ '

onde S é chamada de acao de Jacobi. Para nosso caso, a métrica é dada por (4.29), logo

(4.35) torna-se

2
99 Yo f1lo — 47 (7‘—{— %) sin? 4 <8S)2 4J (7‘—!— %) 95 oS
ox VE L2 A ot VE.fiA, | ot 09’

i) () i ) )]

A agao de Jacobi é uma fungao do parametro geodésico afim e das coordenadas do
espaco-tempo. Sabemos que as varidveis onde hé simetria sao separaveis em S, o que,

levando em consideracao a assinatura da métrica e as constantes de movimento, temos,
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para uma acao separavel,
1
S = ieA — Et+ Lo+ S,(r) + Sp(6), (4.37)

onde ¢, £ e L sao os mesmo parametros definidos em (4.31). Substituindo (4.37) em

(4.36), temos que a primeira condi¢ao para uma equagdo de movimento separavel é que a

funcao /X f1 seja separdvel em r e §. Como, para o = %,
V25of1 = \/[(r + 0)2 + a cos? 0] [(r + o)(r — 30) + ad cos? 0], (4.38)

nao é separavel, concluimos que a equacao (4.36) nao é separavel também. Por este
caminho, nao podemos construir a estrutura causal geral. O que podemos fazer é usar a
analise do escalar de curvatura, para ver, indiretamente, se existe uma singularidade nos
pontos problematicos da métrica.

O escalar de curvatura (3.6), da teoria EMD com A = —+/3, é dado por
(4)'R — 291190/2 +2922 (00()0)2 ’ (4‘39)

que para a solugao (4.29), torna-se

2
DR = — bo - {Ao [(r+ o) — ag cos® 9}2 + 4ag sin® § cos® O(r + 0)2} : (4.40)

(Zof1)?

Em todo o espago-tempo o escalar é regular, exceto nos zeros de ¥y e f;. No plano

equatorial (0 = 7/2),
Yo = (r+o)?

fi=(r+o)(r—30) (4.41)
Ag=(r—M)?—(c+M)>+ad?.

Os horizontes de evento e interno sao r. = M £ /(M + 0)2 — a2, que, para a2 <
(M + 0)?, estao limitados por M < r, <2M + 0 e —0 <r_ < M; para a2 = (M + 7)?,
r. =r_ = M; e para a2 > (M + 0)?, Ay > 0 nao apresenta horizonte. Como as
singularidades estao em r = 30 e r = —o0, as estruturas regulares terao a restricao
ry > 30, o que implica em M > 30 para os buracos negros extremos, e M > ¢ para os

nao extremos.
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Podemos agora fazer o limite da coordenada r préximo ao anel singular, ou seja,
r — —o,30, pela direita. Neste limite (4.40), fica sendo

602

DR = ————— .
ag cosb

(4.42)

Fazendo agora a andlise do valor de # préximo ao plano equatorial, temos claramente
(4)
uma divergéncia, pois lim lim R — —o0.
r——o,30 0—m/2
Colecionando os resultados particulares da estrutura causal, podemos entao dividi-la

da seguinte forma:

1. Para a2 > (M + 0)?, o espago-tempo ndo possui horizonte, pois Ag > 0. O anel
singular, em r = 30 (ou r = —0), fica descoberto, logo isto caracteriza uma singu-

laridade nua.

2. Para af = (M + 0)?, o espago-tempo possui apenas um horizonte em r, = M, pois
Ag(r =ry = M) =0. A estrutura causal fica sendo idéntica a Kerr extremo, para

M > 30, e uma singularidade nua para M < 30.

3. Paraa? < (M+0)?, o espago-tempo possui dois horizontes em 4 = M=4+/(M + 0)2 — a2,
pois Ag(r = r1) = 0. Os horizontes estao limitados por M < ry < 2M + o e
—0 < r_ < M. A esttrutura causal do espago-tempo fica sendo idéntica a de Kerr

com dois horizontes para M > ¢ e é uma singularidade nua para M < o.

4.3 Modelo Sigma da Teoria EMDA

Para a solugdo cosh (3.51) do terceiro capitulo, para A\ = —n; = 1o = —1; A\, =

14+ A2 =2;\_ =0, o elemento de linha, em 4D, ¢ dado por:

dS?* = fodt* — fildr? —r?fodQ?; F = —%dr Adt, (4.43)
% _ f g Ty T e T 4.44
€ f— » 4 2 ) 2 ) D) : ( ' )
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Fazendo a translacao r — r 4+ r_, obtemos

ds? = (1 - E) (1 + %‘)_1 dt? — (1 - E)_l (1 + %‘) [dr? — r(r — r,)d?](4.45)

T T

q 2 ryar_ Ty r_
= —=drAdt; e?=f_,q=y/—; M=—:; Y=—— 4.46
T2 T ; € f ; q 2 ) 9 ) 2 ; ( )

onde ry = r, — r_. O modelo Sigma da teoria EMDA ¢é dado pela acao:

S = /dm‘l\/ lgll {R —20,p0"p — %ewa“ma“m +e 2 — HFWF‘“’] : (4.47)

Parametrizando os campos por

dS? = f(dt — wida®)(dt — w;da?) + f h(aF)datda? (4.48)
1 - g f .

Fy = —0w, kB9 — e 20 = _L_dikg 4.49

S —ieijkajwk , T = Oix + vo;u — udv (4.50)

Vh

onde h;; ¢ a métrica reduzida em 3D e w = u — kv. Entao, podemos escrever a agao

(4.47), reduzida a 3D, em termos dos campos, da seguinte forma:
Sy = / BPaVhhI PR, — Gapd®40,8P) , @4 = (f, x,v,u, 0, K) . (4.51)

Parametrizando a matriz dos campos por

P—l P—IQ
M = , (4.52)
QP! P+QPIQ
v2 4 fe* v Vw — w
P = % ! Q= X , (4.53)
) 1 w —K

podemos escrever a acdo da teoria EMDA na forma
1
Sy = / PavVh[®R + T (VMVM™)], M € Sp(4,R)/U(2) . (4.54)

A acao do modelo Sigma da teoria EMDA é invariante pela acao do grupo Sp(4, R).

Podemos entdao encontrar o modelo Sigma da teoria EMDA da solugdo cosh (4.45).
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Parametrizando esta solugdo da mesma forma que em (4.48)-(4.50), temos para cosh

Ts

vo= V)T f= (-4 )T k= u=y =7 = Q=0 (4.55)

1+T—*—1(fs+2f) V28

P = 1+ " Tl =1 (4.56)
Vet (1+%) '

A solugao (4.45) e a solugao de Schwarzschild, sdo conectadas por uma transformacao

do grupo U(2), subgrupo de Sp(4,R), da seguinte forma:

Us 0 cosa —sina
’ U = ) (457)

0 U, sina  cos«

onde sinaw = ,/——— e cosa = ,/—+—. Entao, podemos generalizar a solucao cosh
r4—r— T4—T—

fazendo a transformagao do grupo U(2), na matriz que representa o modelo Sigma da

Mo = U'MU, U=

solucdo de Kerr. A solucao de Kerr, parametrizada como em (4.48)-(4.50), é dada por

2
dStey = fr(dt —wide)® — f! M—Odﬁ + f3dO* + Agsin® 0de? | | (4.58)
0
2
fk = é_o , fo =r(r—2Mx)) +agcos® 6, 3o =1r*+ ajcos’ 0, (4.59)
0

Ay = r(r—2My) +a}, wg = —a—gQM(K)rsin29 , e =1, r=F=0(4.60)
0

Pela equacao de dualidade (4.50) e a definicao da matriz dos campos (4.52), podemos

determinar a matriz dos campos para a solucao de Kerr

f&t 0 —xfx" 0
0 1 0 0
My = . (4.61)
X[t 0 fr+X2fs' O
0 0 0 1

Fazendo a transformaccao (4.57) do grupo U(2), obtemos a matriz dos campos para
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a nova soluccao cosh com rotagao

T My M,
Mexg = U'MgU = . (4.62)
My Ms;
[ Yo — 2M gy sin® ar  —2M k) sin a cos ar
M, = ’ () () : (4.63)
—2Mysinacosar Yo — 2M k) cos® ar
[ —2M ke cos® aagcos @  2M k sin « cos aag cos
M, = () ’ () ° , (4.64)
I 2M(gysinacosaagcos) —2M k) sin? aag cos 0
[ m YoM eyr f2 — AM? . a2 cos® 0
M= ST (TS
my = Sg'[fF(S0 — 2M k) cos® ar) + 4M(2K) cos® aag cos? 0], (4.66)
my = Xy [fF (%0 — 2Mx sin® ar) + 4 M) sin® aag cos® 6] (4.67)

Entao, usando a definicdo da matriz dos campos (4.52) e a equacao de dualidade

(4.50), obtemos a seguinte solugao cosh com rotacao

2
dS? = f(dt —wsdp)® — f! i—odr2+ f3do* + Agsin® 0de?| | (4.68)
0

_r[r=2(M+ D)+ aicos*d  ,, .
= r(r —2D) + ag cos® 0 , Jo =rlr—2(M+ D) +agcos™ 0, (4.69)

V2qr ag cos 6
Ay = —2(M+D 2 v= = 4.70
0 rir=2M+ D)l +ap, v r(r—2D)+agcos29’u r (4.70)
2 2.2
2% _ 7% 4 ag cos” 0 _ 2Dag cos 6  _9Jsin?0 471
‘ r(r—QD)—l—a%coszH’H r2+agcos29’w3 o g’ (4.71)

2
J = aM , M = Mgycos’a, q= EM(K) sinacosa, D = Mgy sin® a (4.72)

Esta é uma solugao estaciondria, assintoticamente plana e carregada. A métrica (4.68)
é a generalizacdo, com rotacao e campo de axion, da métrica (4.45). Tomando ag = 0 na
solucdo (4.68), recuperamos novamente a solugao (4.45). Essa solucdo é a versao fantasma

da solugao de Sen (2.36).

82



4.3.1 Analise da Estrutura Causal

A equagao da geodésica (4.31) para a solugao (4.68) é dada por

A, A 12
.9 A 92:__0 —0E2_ 0
TS 20€+ 1é 32 sin? 0

onde X = 7(r — 2D) + a3 cos? 6.

2
L — 2 sin’ GE} , (4.73)
o

Assim como na solucao de Kerr, a coordenada radial r toma todos os valores reais.
Fazendo o limite r — 400, obtemos a métrica de Minkowski, logo a solucao é assinto-
ticamente plana. Novamente a equacao da geodésica nao é separavel, sobrando apenas
tentar o formalismo de Hamilton-Jacobi. Procedemos entao, de igual modo que o caso
anterior. Passamos para o formalismo de Halmiton-Jacobi, e a equagao (4.35), para a

métrica (4.68), usando (4.37), fica sendo

Ao (252)? — A {[(Ao +2Mr)E — agL* — Ag er(r — 2D) + (L — agE)?]} =

— {(%)2 + [L2 csc2 0 — ag(E2 —€)] cos? 9} ) (4.74)

onde usamos (1/sin®6)(agsin? 0F — L) = (L% csc? 0 — a2 E?) cos? 0+ (L —apE)?. Definindo
as fungoes
[(Ag + 2M7)E — agL)” — Ag [C + er(r — 2D) + (L — ag E)?]

¢ —[L*csc? 0 — ak(E* — €)] cos® 0,

R(r) (4.75)
T

(6)

onde ¢ é uma constante de integragao, a equagao (4.74) é integravel, e a solugao para a

acao de Jacobi em (4.37) é dada por

S = %6)\ — Bt+ Lo+ / VI, / VT(0)db . (4.76)

A

Como o formalismo de Halmiton-Jacobi [112, 113, 114] [115] nos diz que a derivacio

parcial da acao de Jacobi, em relacao as constantes €, F/, L e ( sao constantes arbitrérias,
que podem ser consideradas zero, temos

oS dr do

a8 _ [r(r—2D) , [ cos®6
86—0:>>\—/7\/E dr+a0/ \/Tdﬁ. (4.78)
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Substituindo (4.77) em (4.78), temos
A= "2Ldr | d\="2df . (4.79)

Isso nos mostra que o parametro geodésico afim \ é sempre extensivel®, exceto quando
Yo = 0, onde temos uma singularidade. Podemos confirmar esse resultado calculando o
escalar de curvartura para essa teoria. Na teoria EMDA, a variacdo funcional da acdo
(4.47), em relacao a métrica, é dada por

1 1
Ry, = 20,00,0 + 564%06#&8”% -2 (FWFV” — Zngz) e . (4.80)

Tomando o trago, temos o escalar de curvatura
pv 1 4o
R = 2¢"" | 0,0, + 1€ OukOyK| . (4.81)

Para a solucao (4.68), o escalar de curvatura (4.81) é

2D?

R="553

{Ao [ag cos® 0 + (r* — ag cos® 0)*] + ag sin® @ [af cos® 6(4r% — 1) + 1] }(4.82)

onde Yy = r? 4+ a2 cos? . Podemos ver diretamente que o escalar de curvatura diverge
nos zeros das funcoes Y g e ¥y. Como, no plano equatorial, o zero de X é em r = 0, e
que os de Yo sao em 7 =0 e r = 2D, temos que analisar somente os zeros de .

Os horizontes de eventos e interno, para Ag = 0, sao dados por ro = M + D +

\/ (M + D)? — a%. Como existe uma singularidade em r = 2D, as estruturas regulares

devem ter como restricao r, > 2D. Colecionando os resultados, temos:

1. Para a2 > (M + D)?, o espago-tempo nao possui horizonte, pois Ag > 0. O anel sin-
gular, em r = 2D (our = 0), fica descoberto, logo isto caracteriza uma singularidade

nua.

2. Para a2 = (M + D)?, o espago-tempo possui apenas um horizonte em r, = M + D,
pois Ag(r = ry) = 0. A estrutura causal fica sendo idéntica a Kerr extremo, para

M > D, e uma singularidade nua para M < D.

3 Assume todos os valores reais.
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3. Para a3 < (M + D)? o espago-tempo possui dois horizontes em r. = M + D =+

V(M + D)? — a2, pois Ag(r = r1.) = 0. Os horizontes estao limitados por M + D <
ry <2(M+D)e0<r_< M+ D. A estrutura causal do espago-tempo fica sendo
idéntica a de Kerr com dois horizontes para M > D, e é uma singularidade nua

para M < D.
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Conclusao

A motivagao de abordar os modelos fantasmas é cada vez mais crescente em nossos
dias. Com o intuito meramente matematico, no momento, obtivemos uma classe geral de
solucoes esfericamente simétrica da teoria EMD e analisamos a estrutura causal, muitas
vezes exoOtica, dessas solucoes. Isso nos mostrou que mudando o sinal da contribuicao do
campo escalar ou de Maxwell, aparecem novas possibilidades para construgoes de solugoes
regulares e analiticas de buracos negros, como por exemplo os de horizonte degenerado
(3.54) para os casos cosh e sinh. No caso sinh fantasma, aparece uma nova solucao
assintoticamente nao plana, mas com horizonte degenerado, fato inédito ao nosso conhe-
cimento. Os casos que nos revelam novidades, bastante aprecidveis, na estrutura causal
sdo as solugoes dos diagramas de Penrose das figuras 3.7, 3.8 e 3.15 (cap. 3). Algumas
classes de solugoes nao podem ser representadas em um diagrama bidimensional usual
(casos particulares de cosh e sin); e as da figura 3.15, ndo apresentam cépias das regioes
ja existentes, mas possuem infinitas regioes distintas no diagrama.

Também, pelo método do modelo Sigma acoplado a gravitacao, pudemos obter no-
vas solucdes estaciondrias, com simetria axial, das teorias EMD e EMDA. Descobrimos
ao final que a obtencao das solugoes poderia ser feita por uma espécie de continuagao
analitica, fazendo a transformacao ¢> — —¢?, na carga. Mas isso nao poderia ser previsto
sem que obtivéssimos essa experiéncia com esses modelos. Na verdade a formulacao do
modelo Sigma fantasma é diferente da usual, como vimos. No caso EMD, por exemplo,
o grupo de simetria das equagoes de Einstein continua sendo o SL(3,R), mas o espago
simétrico muda para SL(3,R)/SO(3). O mesmo acontece com a formulagao da teoria fan-

tasma EMDA. O grupo de simetria Sp(4, R) permanece o mesmo, mas o espaco simétrico
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muda para Sp(4,R)/U(2). Entretanto, mesmo com a mudanca do sinal de ¢%, a anélise
da estrutura causal dessas solugoes revelou uma grande semelhanca com as estruturas
anteriormente conhecidas em Kerr.

Esse trabalho nos oferece a abertura para varias outras possibilidades de modificacoes
dos modelos usuais para seus casos fantasmas. Um exemplo é o da teoria Einstein-Maxwell
(EM), modificada para EM. Neste caso, o modelo Sigma usual tem como espaco simétrico
SU(1,2)/S(U(1,1) x U(1)), que, para o caso fantasma, muda para SU(2,1)/S(U(2) x
U(1)). Dessa forma, obtivemos uma nova solugao anti-Kerr-Newmann, partindo de Kerr,
semelhante ao caso de [85]] Estamos ainda trabalhando na construcao formal dos modelos
Sigma fantasmas de varias teorias, onde temos obtido novas solucoes. Essa construcao
formal deverd estabelecer os espacos simétricos de cada modelo, fantasma ou nao. Como
mencionado em uma nota de rodapé do capitulo 4, ainda existe uma grande confusao na

literatura atual a respeito da determinacao desses espacos simétricos.
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Apeéendice A

Reducao Dimensional

A redugao dimensional da acao de Einstein-Hilbert em 5D no vacuo é feita

considerando as seguintes condigoes:

1. O espaco-tempo de 5D deve ser compacto na quinta dimensao, em que escolhemos

a topologia de um circulo S*.
2. A métrica do espaco-tempo nao depende da quinta dimensao.

Dessa forma, podemos parametrizar a métrica pelo elemento de linha:
dS: =¥ gap(2®)datdx® = g, (2P)datdz” — ny®*(27) (dz® + 2A5dx5)2 : (A.1)

onde ®g,p é a métrica do espaco-tempo em 5D, (4 g € a métrica do espaco-tempo em
4D, ® um campo escalar, 7, = £1, e Ag é o quadri-potencial eletromagnético ou campo
de Maxwell. Os indices sao dados por A, B =1,....,5e u,v =0, ...,3. Pelas componentes

da métrica em 5D
Dgss = =@, Vgus = —2p0°4, , Og,, =W g, —4p@°4,4, (A.2)
podemos obter suas inversas'

g% = —p®~* 44,40 | Og® = 241 Ogm = g, (A-3)

Pela relacio M gap (MgP¢ = 59.
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Pela definigao de conexao (1.3), e através de (A.2) e (A.3), temos

O, = —2mp®A*0, 0 , OTH, = @i d
O 5 = &719,P — 4 A, A" DD, P + 21, D2 AVF,,
OIr®, =V,A +V, A, + A0, + A,070,0+ (Ad)
+4np A% [®2 (A Fuo + AuF,0) — 2A,A,80,9] |
OITF o = —ny (P2F,* — 2A,00D) |
| T, =W T0, = 20° (A F,% + AF, a) +4pA,A,00°0

onde F),, sao as componentes do tensor de Maxwell, e todas as grandezas barradas em
cima sdo referentes & métrica () Juv- Em 5D, as componentes nao nulas do tensor de Ricci
sao

(5)R55 = 7]2(1)(4)?#8”(1) + (I)4F2 ,

_ _ _ (A.5)
ORW =W R $1 (0,04 1 2,d2F? |
Usando as relagoes
G)Rs, =0) 9;;5 5) pus 4 (5 5(5)R55 ’
(5)RM5 ( gu5 Rﬂ + g 5(5)RH5 ) (A6>
R 955( )R55 +6) gsu(S)Rus, ;
na definigao de escalar de curvatura em 5D
(5) (5 AB _ o NG
R = R gw, R ( 955) R55 y (A?)
encontramos
GOR =W R 207! WV ,0"D + ny®2F? . (A.8)
Como ®)g = det [®) g4p] = —no®? Wg, onde g = det [¥g,,], entdo, a acio de Einstein-

Hilbet em 5D fica sendo

(B) A — 1y /| OF
A C16rOG /d "l

_ 27”“(5 4 @R (4) " 372
BTG /d z\/|Wg| [® 2 WV ,0"D 4+ @ F?] (A.9)
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onde fizemos a integracao na coordenada ciclica z°.
Fazendo a transformacao conforme () G = ®71g,,, e uma mudanga de campo escalar

d = exp (—%gp), escolhendo )G = 27r(5), temos que (A.1) e (A.9) ficam sendo

1
O4=0 A= [\ |0g] [OR 2 D000 4 me V] L (120)
dSG, = e%¢gwdx“dx” - 7726_%¢ (dz® + 2Audx“)2 . (A.11)
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