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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugao para os casos autonomo e nao-
autonomo de uma equacao de Schrodinger quasilinear estacionaria. Esses resultados
foram demonstrados por Colin e Jeanjean. Ao se utilizar uma mudanga de varidveis,
a equacao quasilinear é reduzida a uma equacao semilinear, cujo funcional associado
estd bem definido no espaco de Sobolev usual H* (RN ) . A existéncia de solugao para o
caso autonomo é obtida como consequéncia de um resultado de Berestycki e Lions. No
caso nao-autonomo, mostra-se que o funcional associado possui a geometria do passo da
montanha. Usando uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem a condicao de
compacidade, obtém-se uma sequéncia de Cerami no nivel minimax fracamente conver-
gente para uma solucao vy. Na prova de que vy é nao trivial, a principal ferramenta é um

resultado de concentragao-compacidade devido a Lions.



Abstract

In this paper we study the existence of solution of a quasilinear stationary Schrédinger
equation in the autonomous and nonautonomous cases. These results were demonstrated
by Colin and Jeanjean. Applying a change of variables, the quasilinear equation is reduced
to a semilinear one, whose associated functional is well defined in the usual Sobolev space
HY (]RN ) . The existence of solution for the autonomous case is obtained as a consequence
of a result due to Berestycki and Lions. In the nonautonomous case, we show that the
associated functional satisfies the mountain pass geometric hypotheses. Using a version of
Mountain Pass Theorem without the compactness condition, we obtain a Cerami sequence
in the minimax level weakly convergent to a solution vg. In the proof that vy is nontrivial,

the main tool is a concentration-compactness result due to Lions.
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Introducao

Neste trabalho estudamos equagoes da forma
—Au— (Av*)u=g(z,u), v€ RY, (P)

onde N > 3, nos casos autonomo e nao-autonomo.
Equagoes da forma (P) estao relacionadas com as equagoes de Schrodinger quasiline-

ares da forma

Z%_f =~y + W)y —h (1) ¥ = [Dp ([01)] 0 ([01°) ¥, (S)

onde 1 : R x RV — C, W : RY — R é um potencial dado, x é uma constante positiva
e p, h : Rt — R sao fungoes convenientemente escolhidas. Essas equages aparecem,
mais naturalmente, em problemas da Fisica-Matemética e modelam diversos fenomenos
fisicos correspondentes aos véarios tipos de p. Por exemplo, conforme citado em [20, 22|, o
caso p (s) = s foi usado por Kurihura em [14] na obtencao da membrana do superfluido
em Fisica dos Plasmas (veja também [15]). No caso p(s) = (1 + )2, a equacdo ()
modela a canaliza¢do de um laser ultra-curto de alta poténcia na matéria (veja [27]). A
equagao (S) também aparece na Teoria Ferromagnética e dos Magnons de Heisenberg
[16], em Mecanica Quantica Dissipativa [11] e em Teoria da Matéria Condensada [21].

Aqui, nosso interesse é na existéncia de solugoes do tipo ondas estacionarias, isto é,
solucoes do tipo

Y (t,r) = e Flu(z),

onde F € R e u é uma fungao real. Observamos que no caso p(s) = s e k = 1, tal ¥
é solugao de (S) se, e somente se, u é solugao da equagao (P) com g (z,u) = h (u?)u —

Recentes estudos matematicos [19, 20, 24] se concentraram na existéncia de solugoes

para equagoes do tipo (P). Mais precisamente, Poppenberg, Schmitt e Wang [24] e Liu



e Wang [19] provaram a existéncia de uma solugdo positiva para a equagao (P) com
g(z,u) = Mu["'u — V (2)u, onde V é um potencial dado, A\ é um multiplicador de

2N
Lagrange desconhecido e 3 < p < 2(2*) — 1, com 2* = N_9o Eles estabeleceram uma

solugao para potenciais positivos usando um argumento de minimizagao com vinculo. Liu,
Wang e Wang [20], por uma mudanga de varidveis, reduziram o problema quasilinear para
um semilinear e provaram a existéncia de uma solucao positiva para cada A > 0 em um
espago de Orlicz via Teorema do Passo da Montanha. Em [5], Colin e Jeanjean também
fizeram uso dessa mudanca de varidvel para reduzir a equagao (P) a uma semilinear,
porém trabalhando no espaco de Sobolev usual H* (]RN ) , dando uma prova mais simples
para os resultados de [20].

Conforme observado em [7, 20], o niimero 2 (2*), com N > 3, se comporta como um

expoente critico para a equagao

—Au+V(@)u— (Au?)u = |[ulf " u, =eRV. (P)
Mais precisamente, usando uma identidade variacional dada em Pucci e Serrin [25], pode-
mos mostrar (veja Capitulo 3) que, se p > 2(2*)—1e V é de classe C'! com VV (x)-2 > 0
para todo z € RV a equacdo (P) nio possui solucio positiva u € H' (RM)NC? (RY) tal
que u? € H! (RN) .
Equagoes envolvendo o expoente 2 (2*) — 1 foram estudadas por [22, 7, 28|, seguindo
a mesma técnica de mudanca de varidveis introduzida por Liu, Wang e Wang em [20].

Trabalhando no mesmo espago de Orlicz utilizado em [20], Moameni [22] obteve solugao

nao negativa para a equagao
—eAu+V (2)u— ek (Au?)u = plul’ ' u, xRV,

no caso p = 2(2*) — 1, para € > 0 suficientemente pequeno, supondo que o potencial V' é
radialmente simétrico e satisfaz algumas condi¢oes geométricas. Em [7], do O, Miyagaki
¢ Soares estudaram a equagao (P) no caso p = 2(2*) — 1, adicionando ao lado direito de
(P) um termo |ul*™ u com 3 < ¢ < 2(2*) — 1. Em [29, 28], Silva ¢ Vieira estudaram uma
classe de equagoes

—Au+ V(z)u— (Av’)u = h(z,u)

em H! (RN ), onde V' é uma perturbacao de uma funcao periddica no infinito e h é



assintoticamente periédica no infinito, nos casos subcritico [29] e critico [28], generalizando
resultados anteriores.

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugoes de (P) demonstrados por Colin e
Jeanjean em [5].

Inicialmente estudamos o problema (P) no caso auténomo,
—Au—(Av)u =g (u), v €RY, (Py)

admitindo que o termo nao linear g satisfaz

(go) g : R — R é continua e g (s) = 0 para todo s < 0;

(91) —oo < liminf 9(s) < limsup 9(5) =-v<0;
s—0t S s—0+ S

(g3) existe & > 0 tal que G (&) > 0, onde G (s) = / g (t) dt.
0

Observamos que um exemplo de fungao g satisfazendo (go) — (g3) é g (s) = s* — vs

para s > 0e g(s) =0 para s <0, onde v > 0. E de verificacao imediata que tal g satisfaz
3N + 2 >3

N -2 ‘

Apé6s mudanga de variaveis, o problema (P4) é reduzido a um problema da forma

(90), (g1), (g3) e também (g3), uma vez que 2 (2*) — 1 =

—Av=Fk(v), v €R", (My)

e a existéncia de solugdo de (P,4) segue quase que diretamente de um resultado de

Berestycki e Lions em [2].

Teorema A Suponha que valham (go) — (g3). Entao a equacdo (P4) admite uma

solucao ug € H* (RN ) satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) ugp > 0 em RY;

(17) ug tem simetria radial, isto €, ug(x) = ug(r) com r = |x| e ug € decrescente com

respeito a T;

(iii) uo € C* (RV) ;



(1v) ug e suas derivadas parciais até sequnda ordem tem decaimento exponencial no in-

finito, ou seja, para todo multiindice o com |a| < 2, existem C, § > 0 tais que
|D%uq (z)| < Ce™®l 2 e RN,
Nosso objetivo principal é estudar a existéncia de solugao da equacao nao autonoma
—AutV (z)u—(Au?)u = h (u), r € RY, (Pyna)
que é da forma (P) com g (z,u) = h(u) —V (z)u.

Admitimos que as funcoes V : RY —s R e h : R — R sao continuas, que h(s) =0
para todo s < 0 e também
(V1) a fungao V : RY — R é uniformemente positiva, isto é, existe uma constante Vg > 0
tal que
0 < Vy <V(x), paratodoz € RY;

(V) existe uma constante V., > 0 tal que

lim V(z) = Vay e V(z) < V., paratodoz € RY,

|z| =00

onde a tltima desigualdade é estrita em um subconjunto Q C RY de medida positiva;

(hy) Tim )

s—0 8

(h1) existem 3 < p < 2(2*) —1 e C > 0 tais que
|h(s)] < C(1+ |s|"), para todo s € R;
(hs) existe p > 4 tal que, para todo s > 0,
0 < pH (s) < h(s)s, onde H(s)= /sh(t)dt.
0

Observamos que um exemplo de fungao h satisfazendo (hg), (h1) e (hy) com p =4 é
h(s)=sP paras>0eh(s)=0paras<0,com3<p<2(2*)—1.

O teorema a seguir contém o principal resultado deste trabalho.

Teorema B Suponha que valham (Vy), (Va), (ho) e uma das sequintes condigoes:



(i) N >3, (h1) e (ha) sao satisfeitas com 3 <p <2(2*)—1e pu>4;

(11) N = 3, (h1) e (hg) sdo satisfeitas com 3 <p <5 e u=4;

3N +4

(1ii) N >4, (hy) e (he) sdo satisfeitas com 3 <p < I

e p=4.
Entao (Pya) possui uma solug¢do positiva.

Seguindo a estratégia desenvolvida em [4, 20], Colin e Jeanjean fizeram uso de uma
mudanca de varidveis a fim de reduzir a equagao (Py4) para uma semilinear cujo funcional
associado estd bem definido no espaco de Sobolev usual H'! (]RN ) e satisfaz a geometria
do passo da montanha. Para obter um ponto critico a principal dificuldade é a falta de
compacidade do tipo Palais-Smale uma vez que o dominio é todo o RY. Utilizando uma
versao do Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢cao de compacidade, é obtida uma
sequéncia de Cerami no nivel minimax fracamente convergente para uma solucao vg. Na
prova de que vy é nao trivial, a principal ferramenta é um resultado de concentracao-
compacidade devido a Lions.

Este trabalho estda organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1 reunimos al-
guns conceitos e resultados preliminares que serao utilizados nos demais capitulos. No
Capitulo 2, definimos a mudanca de variaveis, apresentamos algumas de suas propriedades
e obtemos a equagao semilinear correspondente a (P). No Capitulo 3 demonstramos um

resultado de nao existéncia de solugao para a equagao (P) quando p > 2(2*) — 1 e no

Capitulo 4 apresentamos as demonstracoes dos Teoremas A e B.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo reunimos alguns conceitos e resultados preliminares que serao utilizados
ao longo deste trabalho. Comegamos estabelecendo algumas notagoes.

Escrevemos C, Cy, C1, Cy, ... para denotar constantes positivas possivelmente diferen-
tes. Em um espago vetorial normado E, denotamos por Bpg (p) a bola aberta com centro
p € E eraio R > 0 e por 0Bg (p) a fronteira dessa bola. Quando p for a origem, usamos
as notagoes mais simples Br e 0Bpg.

Para 1 < p < oo e 2 um aberto do R¥, denotamos por LP(Q) o espaco das funcoes

[ 2 — R Lebesgue mensurdveis tais que [ |f(z)[Pdz < oo, dotado da norma
Q

1/p

191, = | [ 1Pz

Escrevemos V CC € quando V est4 fortemente contido em (2, isto é, quando V C Q é

compacto. Denotamos por L (Q) o espago das fungoes u : @ — R tais que ul|y € LP(V)

loc

para todo V' CC Q.

O suporte de ¢ : 2 — R é o conjunto supp ¢ = {x € Q: p(z) # 0}. Designamos por

C° () o espago das fungodes infinitamente diferencidveis com suporte compacto contido

em ).
Um vetor a = (v, ..., ay) € (NU{0})" é chamado um multiindice de ordem |a| =
ol
a1 + ...+ ay. Denotamos o operador derivada parcial ——5——- av por D¢,
0x{" 0x3* ... 0z}

Sejam © um dominio de RY, u € L} (Q) ei € {1,..., N}. A i — ésima derivada fraca

loc



1
loc

de u, quando existe, é uma fungao g; € L;,.(€2) que satisfaz

/glwpdx— —/gjudw, para todo ¢ € Ci°(€2).
Q o

U
Nesse caso, denotamos g; por Er Observamos que 3 ¢ unicamente determinada a
ZT; Ty
menos de conjuntos de medida nula. Denotamos por H'(Q) o espaco das funcoes u €
Ju

L? () cujas derivadas fracas € L*(Q) para todoi € {1,2,..,N}.

T
Para u € H' () denotamos

o ou Ou ou
 \ Oz, Oxy) TV Oxn )

O espaco H' (Q2) dotado do produto interno

(u,v) = /(uv + Vu - Vo) dz,

Q

CO11l norma correspondente

1/2

Jull = | [ (ul* + 1Val?) do|

Q
é um espaco de Hilbert reflexivo e separavel.

Recordamos que, se (E, ||.||g) C (F,||.||r) s@o dois espacos de Banach, entao dizemos
que E estd imerso continuamente em F), e escrevemos E — F, quando o operador id :
E — F, dado por id(x) = x, é um operador linear e continuo, isto ¢, existe uma constante
C > 0 tal que ||u|p < Cllu||g para todo v € E. Se além disso, cada sequéncia limitada

em F possui uma subsequéncia convergente na norma de F' dizemos que a imersao é

compacta.

2N
No que segue, 2* = N_9o As demonstragoes dos resultados a seguir podem ser

encontradas, por exemplo, em [3].

Teorema 1.1 (Sobolev, Gagliardo, Niremberg) Existe uma constante C = C (N)
tal que

|ull2- < C||Vulla, para todouw € H' (RY) .

Consequentemente, H' (RY) < L* (RY) continuamente.



