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Resumo

A Teoria Espectral de Grafos (TEG) busca analisar propdiesidos grafos através de ma-
trizes representativas de grafos e seus espectros. De opréepade proveniente da TEG, a
autocentralidade, surge um importante invariante paraobl&mna de Isomorfismo de Grafos:
se dois grafos sédo isomorfos entdo eles possuem auto@ades proporcionais. Porém, esta
propriedade ndo pode ser usada diretamente para resolag@midlema de Isomorfismo de
Grafos Regulares (PIGR), pois todo grafo regular posswicantralidades iguais. Este traba-
Iho apresenta uma estratégia para resolver o PIGR atravésoddas autocentralidades para
podar a arvore de busca e restringir as possibilidades deamsmnto.

PALAVRAS CHAVE . Isomorfismo. Espectro. Autocentralidade.



Abstract

Spectral Graph Theory (SGT) studies graph properties yhgrepresentation matrix and
its spectrum. A property from SGT, the eigencentrality,vides an important invariant to
Graph Isomorphism Problem: if two graphs are isomorphiey tave proportional eigencen-
tralities. However, this property can not be directly useddolving the Regular Graph Iso-
morphism Problem (RGIP), as every regular graph has the sageacentralities. This work
presents a strategy for solving the RGIP through the usegeheentralities to prune the search

tree and restricting the possibilities for mapping.

KEYWORDS. Isomorphism. Spectro. Eigencentrality.
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1 Introducao

O Problema de Isomorfismo de Grafos (PIG) é um problema delgraeresse entre 0s
pesquisadores, pois € sabido que o PIG pertence a classeRESAR ANTA, 2009), porém,
sua classificacado € considerada indefinida com respeitaasesl de complexidade P e NP-
completo (PORUMBEL, 2009; PRESA; ANTA, 2009). A existéndealgoritmos polinomiais
para determinadas classes de grafos, por exemplo, grafedéteia limitada (LUKS, 1982),
levam alguns pesquisadores a acreditarem no desenvobaigenm algoritmo polinomial que
comprove que o PIG esta em P. Contudo, outras classes ds grafiem um comportamento
exponencial de algoritmos eficientes (MIYAZAKI, 1996), umindo outros pesquisadores a
acreditarem que o PIG nao esta em P. Por outro lado, Karp E@¢veira e Greve (2005)
creem que o PIG néo pertenga a classe P e nem a classe NPtoomple

Todavia, varios algoritmos eficientes foram desenvolvjghra 0 PIG como, por exemplo,
o algoritmo denominado VF (CORDELLAt al., 1999) que consiste em uma busca em pro-
fundidade com técnicas de poda, a sua versdo melhorada oheaanVF2 (CORDELLAet
al., 2001) e o filtro paramétrico IDL(d) (SORLIN; SOLNON, 2008ye faz uso de um forte
invariante, distancias entre os vértices, para rerrofyiaios e restringir as possibilidades de
mapeamento. Além desses, existem algoritmos que buscatifichr o isomorfismo entre os
grafos através de rotulagdo candnica e automorfismos, casalgbritmoBliss (JUNTTILA;
KASKI, 2007),Conauto(PRESA; ANTA, 2009) eNauty(MCKAY, 1981), que € precursor dos
dois primeiros e um dos algoritmos mais referenciados e@tiira por sua eficiéncia.

Outro fator que atrai os pesquisadores sdo as aplicacoelsdasado para modelar pro-
blemas em diversas areas, por exemplo, na identificacdonipostos quimicos em Quimica
(CORNIEL; GOTLIEB, 1970; READ; CORNEIL, 1977), reconhe@nto de moléculas de pro-
teina em Biologia (ABDULRAHIM; MISRA, 1998), reconhecimerbiométrico para identifi-
cacao de pessoas (NANDI, 2006), entre outros.

Dois grafos sé@o isomorfos se existir uma funcéo bijetorangapeie os conjuntos de veérti-
ces preservando as suas relagdes de adjacéncias. O PI&e&ensiverificar se dois grafos s&o
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isomorfos ou ndo, apresentando a bijecdo mencionada, o@ttamativo.

A principal estratégia utilizada na resolucéo do PIG é atitlemcao de vértices similares
para mapeamento, isto é, vértices que possuam as mesmasristiaas extraidas de proprie-
dades estruturais dos grafos como sequéncias de gra@scihstentre os vértices, centralida-
des de autovetor, entre outras.

A Teoria Espectral de Grafos (TEG) busca analisar propdiesidos grafos através de suas
matrizes representativas (Adjacéncia, Laplaciana, lcegpla Sem Sinal, entre outras) e seus
espectros. He, Zhang e Li (2005), Rajasekaran e KundetOj2@antos, Rangel e Boeres
(2010), entre outros, utilizam TEG como ferramenta paratifiear caracteristicas comuns en-
tre os vertices do par de grafos comparados. Através demsadaristicas € possivel confirmar
ou refutar a presenca de isomorfismo, ou simplesmente realezpaco de busca no qual s&o
feitas tentativas de mapeamento.

Neste trabalho s&o considerados apenas grafos regulareserdtados, simples e conexos.
Grafos regulares constituem a classe de grafos de maidiajgeancipalmente os fortemente
regulares, pois séo grafos que possuem vértices dificsisrden distinguidos uns dos outros, o
que torna mais dificil identificar se grafos desse tipo séma@fos, motivando a busca por um
algoritmo eficiente para resolucdo do Problema de IsomafenGrafos Regulares (PIGR).
Além disso, nao foi encontrada uma abordagem que utiliz=cantralidades como base de um
procedimento de resolucédo deste problema. A principabrpaia isto € que as informacdes
advindas do vetor de autocentralidades néo possibilitatingéo alguma dos vértices de gra-
fos regulares, pois o vetor de autocentralidades dessesdggrafos é proporcional ao vetor
unitario (GRASSI; STEFANI; TORRIERO, 2007). Broblema de Isomorfismo de Grafos Ori-
entados2 polinomialmente redutivel a@roblema de Isomorfismo de Grafos N&o Orientados
como demonstra Miller (1979), o que justifica a restricAoafay ndo direcionados. Grafos
ndo direcionados com arestas paralelas podem ser tramsfosnem grafos simples através da
substituicdo das arestas paralelas por uma Unica que aseafe, assim como grafos com lagos
sao facilmente transformados em grafos simples atravéstidada dos lacos, nao interferindo
na propriedade de isomorfismo. Por fim, a resoluca@mblema de Isomorfismo de Grafos
Desconexadmplica em resolvé-lo para cada componente conexa.

Este trabalho apresenta uma abordagem de resolugéo do Ri&Rtiiza conceitos de
TEG, as autocentralidades, para buscar um mapeamentoengaats condi¢cdes de isomor-
fismo. A matriz de representacéo de grafos adotada para armeptacdo da abordagem pro-
posta é a matriz de adjacéncia. Além disso, as notaG@esG,, V(G1) eV (G,) e E(Gy) e
E(G,), referem-se respectivamente a dois grafos distintos,respsctivos conjuntos de vérti-
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ces e de arestas.

O préximo capitulo apresenta conceitos basicos de Teol@raf®s, baseados em Diestel
(2006) e Abrelet al. (2007), bem como notacdes e terminologias utilizadas nkssartacéo
gue sdo necessarias a compreensao deste trabalho. O €8pétulaseado em Abreat al.
(2007) e apresenta conceitos basicos e resultados te@ecdsoria Espectral de Grafos. O
Capitulo 4 trata do Problema de Isomorfismo de Grafos apmassm algoritmos para sua re-
solucéo, aplicacdes e ilustracdes de grafos isomorfos ésnawrfos. O algoritmo proposto
neste trabalho e variagdes dele séo apresentados no G&pétgkeu desempenho é avaliado no
Capitulo 6. Por fim, o Capitulo 7 apresenta as conclusdesearsggutivas de trabalhos futuros.
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2 Algumas definicOes de Teoria dos
Grafos necessarias ao trabalho

Um grafo G é uma estruturdV,E), ondeV é um conjunto finito ndo vazio E é um
conjunto composto por pares nao ordenados formados poeetemdé/. Os elementos de
V sdo denominadogértices, enquanto que os elementos Hesdo denominadoarestas O
namero de vértices d¥, conhecido como ardem de G, é normalmente denotado pore o
namero de arestas,tamanho de G, porm.

Cada aresta € E é definida e normalmente referenciada por satiiemosu ev, ou seja,
e={u,v} € ECV xV, e a aresta é ditaincidente aos seus extremos. O numero de ares-
tas incidentes em um vértisedesigna ograu ou valénciadev e é denotado pad(v). Dois
vérticesu e v sdo chamados dedjacentesse{u,v} € E, caso contrario, sdo chamadosiae
dependentes Também existe a rela¢do de adjacéncia entre arestas,ajasssi@ denominadas
quando possuem um extremo em comum. Quando isto ndo ocaresaas sao chamadas de
independentes. Uma aresta com um unico extremo é denomagad#restas distintas com o
mesmo par de vértices extremos sdo chamadasesdtas paralelas Grafos que ndo possuam
lagos nem arestas paralelas sdo denomingudes simples

Percursooucadeiaé uma sequéncia de arestas sucessivamente adjacentesuB@euja
ltima aresta da sucessao é adjacente a primeira € chamadocdeso fechado Quando isto
ndo acontece o percurso € denominaderto. O comprimento de um percurso € a quantidade
de arestas nele contidas. Se um percurso ndo contém apgsttidas, entdo ele € denominado
percurso simples Um percurso simples que nao repete vértices é chamadardeho ou
percurso elementar Um percurso simples e fechado é denomineidto e um grafo que ndo
possui ciclos é chamado deiclico. O comprimento do menor caminho entre dois vértices
eV representa distanciaentre eles e é denotado pdfu,Vv) ou, simplesmente},,. Um grafo
pode ser visualizado através de uma representacéo gemamétrde os vertices correspondem
a pontos distintos em um plano e as arestas séo represeptadiabas arbitrarias ligando seus
extremos. Na Figura 2.1 sdo apresentados exemplos deaef@eles geométricas de grafos.
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No grafoGp, Figura 2.1(b), as arestd4,2},{2,3} e {3,4} formam um percurso aberto e as
arestas(1,2},{2,3},{3,4} e {1,4} formam um percurso fechado. Este exemplo de percurso
fechado também corresponde a um ciclo. Por sua vez, o GrafBigura 2.1-a) é exemplo de
um grafo aciclico.

Dois grafosG; e G, sdo isomorfos se, e somente se, existe uma fungéo bijptMeG, ) —
V(Gy) tal que,Vu,ve V(Gy), {u,v} € E(G1) < {¢(u),p(v)} € E(G2) (DIESTEL, 2006). Tal
funcao bijetora é chamada ®mor fismo SeG; = Gy, entdop é denominadautomorfismo.
Um isomorfismo pode ser visto como uma permutagague aplicada ao conjunto de veértices
de G, (ou Gy) resulta emG; = GJ (ou GI' = G). G1 ~ Gy denota ques; e G, séo grafos
isomorfos. Uma caracteristica que ndo varia em grafos igos1é chamada dmvariante.

O namero de vértices, 0 numero arestas e 0s graus dos vélticen grafo sdo exemplos de
invariantes.

Existem varias classificacdes para grafos. Podem ser sijgrlentados, ndo orientados,
conexos, desconexos, regulares, fortemente regulacesEste trabalho resume algumas des-
sas denominacdes de grafos.

O grafo que pode ser representado geometricamente em um géaiorma que as suas
arestas ndo se cruzem é denomingdfo planar. A Figura 2.1 apresenta exemplos de re-
presentacfes geométricas de dois grafos planares, seadwmmdeles € um exemplo de grafo
simples enquanto que o outro contém arestas paralelass laco

hice

(@) (b)

Figura 2.1: Grafo planar simple&() e um grafo planar com lacos e arestas paralé€ak (

Grafo direcionado ou simplesmentdigrafo é um grafo formado por um conjunto de vér-
tices e um conjunto de pares ordenados de vérfigas, geralmente chamados decos ou
arestas direcionadasondeu é chamado degértice inicial e v, devértice terminal. O grafo
da Figura 2.2 ilustra um digrafo.

Um subgrafo € um grafo formado por vértices e arestas contidos nos cmsjale vértices
e arestas de outro grafo. Mais formalmente, considere dafegG; e G,, G; é subgrafo
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®

Gs
L—®

Oau©

Figura 2.2: Exemplo de um grafo direcionado.

de G, (G1 C Gp) se somente s€(G1) CV(Gp) e E(Gy) C E(Gy). Por outro ladoG, é um
supergrafo de G;. SeG; C G, entdoG; € chamadaubgrafo proprio de G,. G; € chamado
de subgrafo induzido de Gy, seG; C G, e contém todas as arestgs v} € E(Gp) tais que
u,ve V(Gy1). A Figura 2.3 serve de exemplo. Observe @ueé subgrafo proprio e induzido
de G, grafo da Figura 2.1(b). O subgrafo que contém todos oscedrtie seu supergrafo é
denominadsubgrafo gerador.

Figura 2.3: llustracdo de um subgrafo proprio e induzidomdogG, da Figura 2.1(b).

Grafo conexoé aquele que contém ao menos um caminho ligando qualquee pértites.
Um grafo ndo conexo é denominagi@fo desconexo Todo grafo conexo e aciclico é chamado
de arvore. Umaarvore geradora é um subgrafo gerador aciclico. A Figura 2.4 ilustra uma
arvore geradora do grafo da Figura 2.1(b).

0

G

> O—@—06
O B

Figura 2.4: Arvore geradora do gra@, Figura 2.1(b).
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SejaSum conjunto €5; C S. Diz-se queS; € um conjuntamaximal em relacdo a uma
propriedadd?, seS; satisfaz a propriedadee néo exist& C Sque contenh&, e também sa-
tisfacaP. Ou sejaS; ndo esta propriamente contido em nenhum subconjunBmde satisfaca
P. Se ndo existi&, C S que satisfac®, entdoS; € minimal .

Denominam-se&omponentes conexade um grafoG aos subgrafos maximais d&que
sejam conexos. A propriedad® neste caso, € equivalente a ser conexo. Entdo, um grafo é
conexo somente se ele proprio for uma componente conexag¢oagario, ele € desconexo. O
grafoG; da Figura 2.1(a) € um exemplo de grafo conexo e o grafo daa&R6r um exemplo
de grafo desconexo com duas componentes conexas.

Figura 2.5: Exemplo de um grafo desconexo.

O grafo que possui todos os vértices com mesmo grau é chagnaidoregular. O grafo
regular que contém vértices de gtaé normalmente chamado deafo k-regular. SeG é um
grafo regular tal qué& = n-1, entdoG é chamado dgrafo completoe denotado poK,. Um
grafok-regular comn vértices tais que, cada par de vértices adjacentes pasgizanhos em
comum e cada par de vértices ndo adjacentes p@ssiranhos em comum € conhecido como
grafo fortemente regular e denotado posrg(n,k,A, ). Um exemplo de grafo regular, que
também é fortemente regular de parametfog,0, 1), pode ser visto na Figura 2.6.

Figura 2.6: Exemplo de um grafo regular que também é fortearegular.

Um grafoG é assimétricose admitir apenas o mapeamento identidade em se tratando de
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automorfismo Ou seja, s& é um grafo assimétrico com conjunto de vérti¢és2,... n} e
@: G — G é um isomorfismo, entap € tal quep(1l) =1, ¢(2) =2, ..., (n) = n. Figura 2.7,
apresenta um exemplo de grafo assimétrico.

Grafos podem ser representados por matrizes de Adjac@isi@ncia, Laplaciana, La-
placiana sem Sinal, entre outras. As matrizes apresendasleguir sdo todas indexadas por
vértices, ou seja, a linha ou coluneontém informacdes do veértice

SejaG um grafo de ordemcomV = {1,2,...,n} ei, j vértices d&/, onde 1<i,j <n. A
matriz de adjacénciade G, geralmente denotada pAfG), € uma matriz quadrada de ordem
com entradas;j iguais a 1, s€i, j} € aresta d&, e iguais a zero em caso contrario. A Figura
2.7 é exemplo de um grafo n&o orientado, simples e conexoadamam obtidas as matrizes
A(G), ©(G), L(G) eQ(G) presentes neste capitulo.

011110
101001
110100

AG) =
101000
100000

(01000 0

A matriz distancia de G, denotada po®(G), é a matriz quadrada de ordeneujas entra-
das@; séo iguais @(i, j).

N B R R RO
N N P O R R

P N N P O -
w N O B N B
W O N NN P
o W W N P DN

Outras duas matrizes de representacéo de grafos bem ateshs&o as matrizégplaciana
e laplaciana sem sinal A primeira, também chamada plaplaciano de G e denotada por
L(G), é dada pela difereng(G) — A(G), ondeD(G) é a matriz diagonal composta pelos graus
dos vertices d& (D; = d(i),i € V). A segunda é dada pela soD&G) + A(G) e denotada por
Q(G).
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Figura 2.7: Grafo ao qual se referem as matri&éS), O(G), L(G) e Q(G) presentes neste
capitulo.

(4 1 -1 -1 -1 0]
13 -10 0 -1
1-13-10 0
O =11 01200
1 0 1 0
[0 -1 0 0 1]
(4111 1 0]
131001
0(G) = 113100
101200
100010
(01000 1

Densidadede um grafoG de ordemn e m arestas € a raz& ou a razéo entren e a
quantidade de arestas #g. Um grafo é denominadesparsose possuir poucas arestas ao
ponto de ser vantajoso explorar esta caracteristica. Efigsigdio é analoga a definicdo de
matriz esparsa presente em Saad (2003).
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3 Teoria Espectral de Grafos

O espectro de um grafo, definido a partir do seu conjunto dwalarres, depende da matriz
de representacdo utilizada. A Teoria Espectral de Grafesanelacionar propriedades dos gra-
fos através de suas matrizes de representacao e seus@sp@etrdo assim, € possivel utilizar
teoria espectral de grafos para identificar caractergstjopa devem ser comuns a grafos isomor-
fos, no intuito de eliminar a possibilidade de isomorfismtrafi possibilidades de mapeamento
entre os conjuntos de vértices dos grafos ou até mesmo afaesma bijecao entre os vertices
desses conjuntos.

Neste capitulo sdo apresentados conceitos basicos da Espectral de Grafos, bem como
resultados tedricos importantes que relacionam o espaetoon grafo e informacdes proveni-
entes dele com propriedades estruturais de grafos.

SejaG um grafo conn vértices em arestas. O polinbmio caracteristico da matriz de adja-
cénciaA(G) do grafoG € dado podet(A| —A(G)) e denominadpolindmio caracteristico de
G, denotado popg(A).

ConsidereA uma raiz do polinbmio caracteristico @& entdoA é denominado urauto-
valor de G quando é uma raiz dpg(A). SeA(G) possuis autovalores distintod; > . . . >
As com multiplicidades algébricaXy), ..., a(As), respectivamente, @spectro deG, denotado
spect(G) é definido como a matriz s, onde na primeira linha se encontras@aitovalores
distintos deG e na segunda linha suas respectivas multiplicidades. @Qu sej

A e A
spectG) = [ ! ° ] :
a(A1) ... a(As)
O maior autovalor d& é denominadaéndice deG e denotado pok;.

Exemplo 1 Para ilustrar, considere o grafo & Figura 2.7, e seu polinbmio caracteristico
Pe(A) =A®—7A% —4A346A% 42X —1, entdo o espectro de G é:
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2.75371 077267 030636 —0.60928 —1.32926 —1.89420

spectG) =
pectG) 1 1 1 1 1 1

A partir do polinémio caracteristico de um grafo é possitééoa sua quantidade de trian-
gulos. Seja um grafo de ordem, marestas e polinémio caracteristigg(A) = A"+ a;A™L +
aA™2 + .. +an1A +an. Entdoa; =0, a, = —meaz = —2t, ondet é o nimero de triangulos
contidos enG.

Os autovalores de um grafo também fornecem a quantidadédgutos que ele contém.
SejaG um grafo de ordem, marestas e autovalords, ..., A,. Para obter o total de triangulos
de G basta dividir a soma dos cubos de seus autovalores por s&is.rdsultado é parte do
Corolario 2.1 presente em Abretial. (2007).

Os resultados que relaciong®(A ) e os autovalores com o total de triangulos que um grafo
G contém podem ser verificados no Exemplo 1. Neste exemplo sgdésto queaz = —4 e
0s autovalores saa7537,0.7727,0.3064 —0.6093 —1.3293 e—1.8942, sendd o numero de
triangulos do grafo, entéo, pelo polindmio caracteristiet:

as
t=—= =2
-2

E pelos autovalores d&:

(2.7537)2 + (0.7727)° + (0.30643 + (-0.60933 + (-1.32933 + (-1.89423
6

t = 1.936

Portanto, a quantidade de tridangulos presentes no grafi@ka@, o que pode ser facilmente
verificado na Figura 2.7.

Grafoscoespectraisou isoespectraissdo grafos que possuem 0 mesmo espectro. Sabe-
se que o espectro é um invariante quando se trata de isomodsmgrafos, portanto, se dois
grafos séo isomorfos eles sdo coespectrais (ABRE#I., 2007). Porém, a reciproca desta
afirmacao nado é verdadeira. Um exemplo que comprova estagfimpode ser visto na Figura
3.1 (retirada de Santos (2010)).

Um autovetor de um grafoG é um vetor ndo nule, tal queM(G)v = Av, ondeM(G)
€ uma matriz que represene A é um autovalor dessa matriz. O vetoé dito autovetor
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Figura 3.1: Grafos ndo isomorfos de mesmo espectro.

associado ao autovaldr O autovetor ndo negativo associado ao indice de um grafol#®ma
conhecido comautovetor principal ouvetor de autocentralidades

Sejau o autovetor principal de um graf@ simples e conexo. Aentralidade de au-
tovetor (autocentralidade); de um vértice de indiceemV(G) é definida como a i-ésima
coordenada do autovetor principaé denotada neste trabalho @a(i). Esta definicdo é base
para dois resultados relacionados ao PIG. Se dois grafosed@mrfos eles possuem auto-
centralidades proporcionais (SANTOS, 2010; HE; ZHANG; 2005). Além disso, as au-
tocentralidades fornecem um resultado que € suficientetg@anisomorfismo. S&; e Gy
sao grafos simples, conexos, com mesmo indice, de autalieatles proporcionais e distin-
tas entre si em cada grafo, entdo os grafos sdo isomorfosTOANRANGEL; BOERES,
2010). O grafdGg, Figura 2.7, € um exemplo de grafo que possui autocentdagldistintas:
ac(1l) = 0.564072ac(2) = 0.449088ac(3) = 0.509502ac(4) = 0.389864 ac(5) = 0.204841
eac(6) = 0.163084.

Outro resultado obtido com TEG, presente em He, Zhang e I05R@iz que dois grafos
G1 e G, que tenham todos os autovalores com multiplicidade 1 sémogos se, e somente se,
possuirem 0 mesmo espectro e para cada autovetelG; existir autovetor em G, tal que
u = av, ondea é uma constante real. Um resultado similar também presentéee Zhang e
Li (2005), porém, n&o necessario e suficiente como o anteliogue se dois grafos com um
ou mais autovalores de multiplicidade 1 sédo isomorfos, gé&ssuem 0 mesmo espectro e 0s
autovetores associados a esses autovalores de multléecidséo proporcionais.

Considerando a matriz laplaciana @eL(G), o espectro do laplacianode G, denotado
por {(G), é a matriz Ix n composta pelos autovalores HéG) organizados em ordem néo
crescente, 0s quais correspondem as raizes do polindraictedstico dé.(G), denotado por
oc(u) = det(ul —L(G)). Portanto, sy > ... > Uy denotam os autovalores Hé€G), entdo:

(G =|m .. un]-
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A seguir é apresentado um exemplo, retirado de Abteil (2007), que ilustra os espectros
do laplaciano de dois graf@3; e Gy, o primeiro conexo e 0 segundo desconexo.

Exemplo 2 Sejam G e G, os grafos da Figura 3.2. Entag(G;) = [4,3,1,0] e {(Gp) =
[4,3,2,1,0,0,0].

G Gy
O
Figura 3.2: Grafos referentes ao Exemplo 2.

A matriz laplaciana fornece algumas informagdes intergesatrés delas séo relatadas a
seguir. Sejanuy > ... > Uy 0S autovalores do laplaciano de um gr&centao:

a) Un =0 e o vetor unitarid é um autovetor associado;
b) G é conexo se, e somente gg,1 > 0;
c) SeG é regular de grak, entdoy; = k - An.i, ondeA; séo os autovalores déG) e 0<i < n.

A partir da matriz laplaciana € possivel determinar o nunderdrvores geradoras de um
grafo. Sejar(G) o numero de arvores geradoras de um g@fte ordenm, entdo

7(G) = n2det(J+L(G)) (3.1)

ondeJ é uma matriz de ordemcom todos 0s seus elementos iguais a 1.

A quantidade de arvores geradord&) também pode ser obtida diretamente dos autova-
lores ndo nulos de(G). Sejamyy, ..., Un-1 OS autovalores ndo nulos H€G), entéo:

7(G) = HiH2 " Hnt (3.2)

n

Além disso, s&5 é k-regular € possivel utilizar a relacdo existente entre tsvalores de
L(G) e A(G) para obter
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1(G) = npg/(k), (3.3)

ondepg’ (k) denota a derivada do polindmio caracteristicd\{8).

O polindmio caracteristicpg(A ) da matriz laplaciana sem sin@(G) e suas raizeg; >
g2 > -+ > (On, que séo autovalores desta matriz, também fornecem inf@santeressantes.
SejaG um grafo de ordem, marestas e-p; o coeficiente da ! em Po(A), entdom = %.O
grafoG ék-regular se, e somente sgj = 4me, neste casé= L e o nimero de componentes
conexas e igual a multiplicidade de. Além disso, sé& e k-regular, entd@g(A) = po(A +1)
eog = (-1)"pgo(2k - A +K).

Por fim, vale ressaltar que, de acordo com estudos realizamtoglguns pesquisadores
(ABREU et al,, 2007), quando se trata de refutar o isomorfismo entre pargsadbs através do
espectro, a matriz laplaciana sem sinal apresenta melresekbados que as demais matrizes
abordadas nesta secéo.
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4  Problema de Isomorfismo de Grafos

A definicdo de grafos isomorfos, presente no Capitulo 2, afgque dois grafos séo isomor-
fos se existir um isomorfismo entre eles, isto €, uma fung@toba que mapeia seus conjuntos
de vértices preservando adjacéncias. O Problema de Isesmorfle Grafos consiste em averi-
guar a existéncia de um isomorfismo entre dois grafos.

Exemplos de pares de grafos isomorfos e ndo isomorfos poedemissos na Figura 4.1.
E facil ver que os grafo&; e G, sdo isomorfos, apresentando a funcéo bijetord (G;) —
V(G;) com a qual se obtém o mapeamefita,6),(2,3),(3,2),(4,1),(5,4),(6,5)}. Porém,
ndo é possivel apresentar uma fungéo bijetprd/ (G1) — V(G3) (ou ¢ : V(Gz) — V(G3))
com a qual seja obtido um mapeamento que atenda a definicgmnderfismo, pois esses grafos
possuem claramente diferencas estrutu@ise G, sdo planares enquan®s néo €.

Gy Gy
® ® © ®
0. ® Q@ ®

Figura 4.1:G1 e G, séo isomorfos enquane; e Gs, e G, e Gz, ndo o sao.
A proxima secdo apresenta varios algoritmos presentetenatlira, especialmente algorit-

MOoS espectrais, pois fazem uso de TEG tal como este trabalho.

4.1 Algoritmos para Resolucao do PIG

Existem varios algoritmos desenvolvidos para resolve@ Riuitos fazendo uso de condi-
cOes necessarias ao isomorfismo, os invariantes, pardmredempo de resolucéo do problema
(OLIVEIRA; GREVE, 2005; RAJASEKARAN; KUNDETI, 2009; SANTS; RANGEL; BO-
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ERES, 2010). Esses invariantes servem para refutar o iiemorentre um par de grafos
ou reduzir as possibilidades de mapeamento entre os \&stitelividindo-os em grupos e for-
mando parti¢des, utilizadas como ponto de partida paraititgms de busca em arvore. Existem
ainda situagfes nas quais é possivel fazer uso de métodefindenento para subdividir ainda
mais as particdes. Quando isto ndo for possivel, pode-seree@ uma individualizacao for-
cada, por exemplo, atribuindo um rétulo distinto de qual@uero, para entéo refinar a particao
de acordo com essa hova caracteristica no grafo.

Segundo Presa e Anta (2009) sdo duas as principais abosdageadas por algoritmos de
resoluséo do PIG. Uma faz uso do que o autor chama de abordiagta) enquanto a outra faz
uso deotulacdo candnicaEm uma abordagem direta busca-se um isomorfismo entrefos gra
comparados, enquanto que em abordagens que fazem usoldedottandnica, calcula-se uma
fun¢cdoC(G;), de um grafaG;, de tal forma que todo graf@, isomorfo aG; tenha rotulagéo
candnicaC(Gy) = C(Gy).

O Nauty(MCKAY, 1981) € um algoritmo de rotulagéo candnica que esdtd® um proce-
dimento complexo de resolugédo do PIG, como o proprio autonafem McKay (2009). O
algoritmo recebe um grafo com vértices rotulados, cria uanagéio de acordo com esses rotu-
los, ordena lexicograficamente esta particéo e aplica uonitigp de refinamento que gera uma
nova particdo ordenada. Se esta particao for discretag igiossuir subconjuntos de veértices
(denominados células) unitarios, o algoritmo apresentava rotulagdo baseada na ordenagéo
lexicografica das células. Caso contrario, o algoritmod@subdivisdo de uma célula através
da individualizagéo de um vértice, gerando uma nova partediealiza um novo refinamento.
Esse procedimento é repetido até que ao menos uma partsgietdiseja encontrada. O pro-
cesso de subdivisdo e refinamento representa uma buscaona @ferente as possibilidades
de subdivisdes forcadas. Wautyndo explora todas as possibilidades de descida na arvore.
Ele evita descidas desnecessarias através dos automariggoontrados durante o processo
de busca das particbes discretas. Uma vez que um automodignegonds de um mesmo ni-
vel da arvore é detectado, aquele recém alcancado néo sbfiwisdes e o algoritmo realiza
backtracking Para mais detalhes consulte o trabalho que deu origévaaty(MCKAY, 1981)
ou o trabalho de Hartke e Radcliffe (2009).

Os algoritmosBliss (JUNTTILA; KASKI, 2007) eConauto(PRESA; ANTA, 2009), apre-
sentam melhorias na abordagem de McKay (1981). Assim coN@uby, 0 Blissfoi projetado
para obter rotulacdo canénica de grafos, enquanto @ienautoé um algoritmo dedicado a
resolver o PIG através da obtengcdo de um isomorfismo. Segqusdotores d@liss este al-
goritmo utiliza melhores estruturas de dados e melhoresasrde podar a arvore de busca,
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enquanto que Presa e Anta (2009) afirmam gGewautoevita a constru¢ao do grupo de auto-
morfismo por completo. Em ambos os trabalhos os autoreamel&sultados que demonstram
a praticidade de seus algoritmos, que de maneira geralespaes melhor comportamento que
o Nauty, o algoritmo precursor.

Babai, Grigoryev e Mount (1982) utilizam TEG em um complekgodatmo polinomial
para o PIG de grafos ndo direcionados com as multiplicidddeseus autovalores menores
ou iguais am, isto €, grafos com multiplicidade de autovalor limitadaadD um grafoG néo
direcionado e sua matriz de adjacénki&), o autores relacionam os autoespacos desta matriz
com o grupo de automorfismo do gra® Os autoespacgos sao utilizados para a obtencéo de
um conjunto de permutagfes das quais é possivel gerar o geupatomorfismo d& em
O(n?™<°), ondem é a multiplicidade do autovalor de maior multiplicidade dafg ec € uma
constante ndo negativa.

Segundo Babai, Grigoryev e Mount (1982), foi provado pogh&n e Miller (1979) um
caso especial de deteccdo de isomorfismo de grafos com kumes/edos distintos na ordem
deO(n?). Miller (2011) disponibiliza um manuscrito original digiizado deste trabalho. Neste
manuscrito fica clara a ideia de utilizagdo dos autovetoaea esolucdo do PIG, porém o
procedimento apresentado ndo tem por base as matrizesab@maps de dois grafos, mas
um par de matrizes que sejam nao singulares, simétricasspaexieais. Dessa forma a ideia
é desenvolvida sobre o isomorfismo de matrizes. Duas nathize A, sdo isomorfas se,
e somente se, existir uma matriz de permuta@dal queA; = PAP 1. Leighton e Miller
(1979) apresentam um resultado que é a base do procedinerngsalucéo: Seja; e Ao,
matrizes nao singulares, simétricas e coespectdagsy matrizes cujas colunas correspondem
aos autovetores d&; e Ay, P uma matriz de permutacdoEeumamatriz bloco diagondital
que cada blocg; é ortogonal e possui dimensao igual a multiplicidade dovalboA; (quando
ordenados de forma ndo decrescentedeEntioA; = PAP ! se, e somente sBE = PV.
SeA; e A, sdo matrizes de autovalores todos distintos, eBt@uma matriz diagonal com
l&i| = 1.

O procedimento descrito por Leighton e Miller (1979) usa@wdenadas dos autovetores
para particionald eV em blocos de linhas mapeadas porSeUE = PV, entéoejuj = Pv;
paratodo 1< j <n. Uma vez queej| = 1, P permuta as linhas dé de forma que, para todo
1<i,j<n, |uij| = |vi‘} l, ondevi‘J? denota as entradas Wepermutadas segund Consequente-
menteU eV podem ser particionados em blocos correspondentes deséditana. Os autores
apresentam um algoritmo para realizacao deste particient@imo entanto, o procedimento de

LlUma matrizM é bloco diagonal se seus elementos néo nulos se encontrapadgs em submatrizes quadra-
das, que possuam suas diagonais principais formadas fefosréos da diagonal principal dé



4.1 Algoritmos para Resolucao do PIG 30

resolucéo do PIG apresentado a seguir € baseado na repyadoedte desse trabalho feita por
Rajasekaran e Kundeti (2009).

Consideres; e Gy grafos coespectrais com respectivos autovalores ordsigdforma nao
crescent@\y,...,Ap € f41,..., By todos com multiplicidade 1, obtidos de suas matrizes de adj
céncia. Sejam, ..., V, 0S respectivos autovetores associadbs a.,An eus,. .., U, 0S respec-
tivos autovetores associadoga. . ., Bn, ondev; = (vi,v2,... V") eu; = (ul,u?,...,u"). Entdo,
G;1 e G, sdo isomorfos se, e somente ge== ¢c(Pv;), 1 <i < n, c uma constante reallR uma
matriz de permutagéo (HE; ZHANG; LI, 2005; RAJASEKARAN; KWINETI, 2009). Consi-
derando esta afirmacao, é possivel resolver o PIG verificemdada pafvi,u;} € composto
por autovetores proporcionais. Isto pode ser feito atrdeésormalizacdo dos autovetores, or-
denacé&o e posterior comparacao de suas coordenadas. Sevetaaas forem proporcionais
entdo os grafos s&do isomorfos, caso contrario, ndo isosmofde os grafos séo isomorfos é
possivel obter um isomorfismo como segue. Se as coordenadasid todas distintas, entdo o
vértice 1 d&/ (G;) pode ser unicamente identificado ppyo vértice 2 d&/ (G;) porv?, e assim
sucessivamente. De maneira analoga, cada vérid&G,) pode ser unicamente identificado
por u: Apos esse processo de rotulacdo, os vértices de mesmo satuimapeados e, assim,
o isomorfismo é obtido. Caso contrario, particdes dos cooguthe vértices dos grafos séo ob-
tidas com o mesmo processo de rotulacao descrito antenégraglizando-se; e u;, seguido
de uma ordenacéo por rotulos para agrupar vertices conosdgilais. Depois, as coordenadas
de v, e u sdo utilizadas para refinar essas particdes, agreganddudo dé cada € V(Gy)

a coordenada, e ao rétulo de cadac V(G,) a coordenadal, gerando novos rotulos que
consistem em tupla@/}, V) para os vértices dé(Gy) e (ul, U,) para os vértices dé(Gy). O
refinamento cessa com a reordenacado dos vértices segundeassratulos. Se apos este pri-
meiro refinamento as particdes forem discretas, o isomarfswbtido pelo mapeamento dos
vértices de mesmo rétulo. Caso contrario, um novo processefthamento é realizado com
as coordenadas dg e uz. Obviamente os refinamentos se repetem até que seja obtala um
particdo discreta ou todos os autovetores tenham sidpadtds para refinamento.

He, Zhang e Li (2005) apresentam um procedimento que usaraaridsia de Leighton e
Miller (1979), mas sem a limitacdo de que os grafos tenhawvaladres todos distintos. Eles
particionam os conjuntos de vértices utilizando os autoestque forem associados a autova-
lores de multiplicidades 1. Se ap0s todos os refinamentoartiges geradas forem discretas,
0 PIG esta resolvido. No entanto, caso isto ndo ocorra, asesutessaltam a necessidade de
um algoritmo para tentar encontrar um isomorfismo baseardm®ssas particdes, eles mesmos
propuseram um procedimento que pode ser visto emetHé (apud HE; ZHANG,; LI, 2005,

p. 663)
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Santos, Rangel e Boeres (2010) apresentam um algoritmaaoleicéo do PIG semelhante
aos algoritmos de Leighton e Miller (1979) e He, Zhang e LIO&0 A diferenca para seus
precursores é a utilizacdo de um Unico autovetor para fardic 0s conjuntos de vértices, o0
autovetor principal. Em caso dessa particdo nao ser disgsshutores utilizam um algoritmo
de busca em arvore para tentar encontrar um isomorfismo, el@nshang e Li (2005).

Além de apresentarem uma reproducao do trabalho de Leighigitler (1979), Rajase-
karan e Kundeti (2009) apresentam mais trés algoritmoscegepara resolucédo do PIG, o
primeiroO(n%), o segundd(n®) e o terceirad(n°), todos com base em uma ideia de modifi-
cacgao que adiciona lagos aos vértices dos grafos.

O primeiro algoritmo proposto por Rajasekaran e Kunde®@ 0o Graphlsomor phisi,
calcula o que eles chamam de familia de espectros de cada gkdmilia de espectro
de um grafoG de ordermn consiste em um conjunto de espect®ss?, ..., ", onde cadd&,
1< i < n, corresponde ao espectro @k grafo com um Gnico lago que é resultante da adicao
da arestdi,i}. De posse das familias de espectros de cada grafo, o alga&mompara e
informa que os grafos sé&o isomorfos se elas forem iguais,azadrario, informa que os grafos
nao sao isomorfos.

O segundo e o terceiro algoritmos propostos por Rajaselakumndeti (2009), respec-
tivamente denominaddsindPermutatione RandFindPermutilizam o conceito devértices
simétricosdefinido pelos autores como a seguir. Considere dois g@f@sG, com suas res-
pectivas matrizes de adjacéngids;) e A(Gy). SejamAl (G;) e Al (G,) matrizes resultantes das
insercdes das arest@isi} aE(G1),i € V(Gy), e{],j} aE(Gp), j € V(Gyp), respectivamente.
Os vértices e j sdosimétricosse o espectro d&' (Gy) for igual ao espectro d&l(G,).

O algoritmoFindPermutatiorprocura mapear cada vértice G; a um vértice simétrico
j € G, separando este processo em duas fases. Na primeira, apgntisei € G1 que possuli
um unico veértice simétrico er®, sdo mapeados. Na segunda fase o algoritmo busca mapear
cada vértice d€5; ndo mapeado na primeira fase com qualquer vértice sSim&nc@,. Se
para algum € G; ndo houver simétrico er@,, o algoritmo informa que os grafos compara-
dos nédo sao isomorfos. RandFindPerntambém busca mapear vértices simétricos@ne
Go, mas este algoritmo mapeia cadaG; com o primeiro simétrico encontrado €m. Caso
o RandFindPerrmao encontre en, um vértice simétrico parac Gi, 0 algoritmo desfaz
todos os mapeamentos, realiza uma permutacéo aleatérid@m e reinicia o processo de
mapeamento desde o comeco. Este algoritmo encerra ao &raamt mapeamento ou apos
um numero arbitrario de permutacdes aleatérias realizada#g G, ). Obviamente, se um ma-
peamento for encontrado os grafos séo considerados ismsnosaso contrario, ndo isomorfos.
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Rajasekaran e Kundeti (2009) relatam qué&iaphlsomorphisi® pode ndo funcionar
com certos tipos de grafos fortemente regulares, em cantrdp, oFindPermutatione o
RandFindPernparecem n&o apresentar o mesmo problema.

O trabalho de Spielman (1996) usa informacgfes do espeataor@alizar uma analise de
tempo de procedimentos de individualizacao e refinameritadas ao Problema de Isomor-
fismo de Grafos Fortemente Regulares (PIGFR). De acordo eoi@sccaracteristicas, Spiel-
man subdivide esse conjunto de grafos em classes para deteencomplexidade de tempo de
resolucdo do PIGFR classe por classe. O autor descartadedpsfos fortemente regulares
formados por unides disjuntas de subgrafos completos ecesnglementos, afirmando que
tratam-se de grafos com resolucéo trivial, e consideraaspagueles que possudrr v/n-1.
Ao final de sua analise, Spielman apresenta um resultadoaafiitonque o PIGFR pode ser
resolvido ermC(m®log n),

4.2 Aplicacbes

As aplicacdes do PIG normalmente s&o voltadas ao reconeetirdeobjeto$, pois estes
podem ser transcritos em um grafo. O PIG auxilia tal iderigfio no momento em que uma
ou mais comparacdes entre grafos séo realizadas para &@eecoento de imagens. Desde
0 momento em que o sucesso do reconhecimento esta ligaddidadeada transcricdo dos
objetos pode-se notar a importancia dos esforcos dispesmgata transcrevé-los de forma fiel.

Nandi (2006) e Ferreira, Pereira e Carreira (2001) séo elsnge trabalhos que rela-
tam processos de transcricdo e utilizam o PIG para recanbatd biométrico baseado em
impressdes digitais. Devido a peculiaridades presentesngmessdes digitais denominadas
mindcias (terminacdes de linhas, bifurcacfes, lagose enitras) € possivel gerar um grafo
para representa-las. Para isto basta fazer de cada mimigiértice rotulado com o seu tipo e
sua posicdo geométrica na imagem, bem como fazer de cadarsegte reta delimitado por

minucias, uma aresta valorada pela distancia entre elas.

Outra aplicacdo do problema é apresentada em Cortedlia(2000), que trata da utiliza-
¢céo do PIG na detecgédo de componentes em uma imagem. Nesiagdra, considerando a
codificacdo adotada para as imagens a serem analisadassias aepresentam as linhas dos
componentes e 0s vértices a juncao ou pontos terminaissdasias. Estes vértices possuem
rotulos de posicéo e formato, e as arestas rotulos de qg@meacomprimento.

O reconhecimento de componentes quimicos € um tipo de ggticaija obtencédo de um

2A palavra objeto é utilizada para referenciar tudo aquile poade ser representado por um grafo.
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grafo representativo € trivial. Basta fazer de cada atomweéntice rotulado e de suas ligacoes,
as arestas. A identificacdo de componentes quimicos é iamperem Quimica, como relata
Read e Corneil (1977).
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5 Algoritmos para Deteccao de
Isomorfismo de Grafos Regulares

Neste capitulo séo propostos quatro algoritmos para igohlo Problema de Isomorfismo
de Grafos Regulares (PIGR). Esses algoritmos modificamadegyde entrada como fazem Ra-
jasekaran e Kundeti (2009), mas atraves da inclusdo deeggdiarestas de maneira a evidenciar
assimetrias nos mesmos, gerando grafos simples e conejs ndo ocorre apos cada modifi-
cacao feita pelos algoritmos de Rajasekaran e Kundeti {2B@%ssimetrias geradas facilitam
a identificacdo dos vértices dos grafos de entrada a sereeachag

Considerando dois grafos regulares, simples e conéx@sG,, 0s algoritmos sao basea-
dos na ideia de preservacao de isomorfismo éaire G, ap0s serem realizadasodificacdes
equivalentesem ambos os grafos. Ou seja, a realizacamddificacbes equivalentesn um
par de grafos isomorfos deve resultar em outro par de gredosarfos.

Um exemplo de uma modificacdo equivalente pode ser visto gqud5b.1 onde, consi-
derando os grafos da Figura 4@, é o grafo resultante das adicdes do vértice 7 e da aresta
{2,7}ao grafoG; e G, é o grafo resultante de uma modificacéo equivalente caizaderpelas
adigcOes do vertice 7 e da aresta{3a Go.

G G,
® @
© ©, ©® ®
O (® . ®

Figura 5.1:Exemplo de uma modificacdo equivalente.

Todos os algoritmos consistem em procedimentos de buscaara 8e mapeamentos pos-

LE considerado como modificagéo equivalente a aplicacio dmmeonjunto de operacdes de edicdo de grafos
(insercao de vértice e de aresta) em ambos os grafos.
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siveis que, como no trabalho de Santos, Rangel e Boeres)(2@li@am o resultado que afirma
que grafos isomorfos possuem as mesmas autocentralidagesegtringir possibilidades de
mapeamento e evitar descidas por caminhos que nao levam solugao valida do problema.
Esta € mais uma diferenca para os algoritmos propostos gasdRaran e Kundeti (2009), os
quais possuem como base o resultado que afirma que grafasrfesrséo coespectrais.

Os algoritmos propostos neste trabalho diferem de acomoacmétodo de modificagédo
utilizado (Secéo 5.3) e a quantidade de modificacGes eeuiea realizada.

5.1 Autocentralidades para o Isomorfismo de Grafos Regu-
lares (AIGR)

Dados dois grafok-regularess; e G, simples e conexos de ordemo principal algoritmo
proposto neste trabalho, denominado AIGR (Autocentrdédgara o Isomorfismo de Grafos
Regulares), busca evidenciar assimetrias nesses gradwssata inclusdo de vértices e ares-
tas, de forma a facilitar a busca por um isomorfismo (SANTOSNKEL; BOERES, 2010;
RAJASEKARAN; KUNDETI, 2009). O AIGR realizan modificagdes equivalentes eBy e
G, de maneira que os respectivos grafos resulta@@®, G, sejam simples e conexos. Em
cada modificacdo realizada, cada vértice adicionado a ungraées é ligado somente a um
anico vértice do mesmo por uma nova aresta. Para eaod(G;) que tem seu grau e autocen-
tralidade modificados, o algoritmo buse& V(G;) que possua 0s mesmos valores de grau e
autocentralidade apds sofrer modificacdo equivalente @icere. Dessa forma é esperado em
caso de isomorfismo entf&; e G, que, para cada sequéncia de adigbes de vértices e arestas
realizadas en®;, exista uma sequéncia de modificagcdes equivalentes a seaénadas en®;
que permita a identificacdo de um mapeamento atendendo dig@es de isomorfismo.

O AIGR ¢é apresentado no Algoritmo 1. E facil perceber que orélgo realiza uma
busca em profundidade com poda na arvore relativa a todosapsamentos que podem ser
realizados entr¥ (G1) e V(Gy), na tentativa de encontrar um que caracterize o isomorfismo
entre os grafos comparados. A poda da arvore de busca édzahtraves da utilizacdo das
autocentralidades dos vértices, antes e depois de caddicag#o equivalente, como pode
ser visto na ilustracéo dos passos do AIGR feita no Exemplal@&n disso, o algoritmo faz
uso da técnica dbacktracking caso nédo seja possivel encontuar V(Gy) que apoés sofrer
modificacdo equivalentewec V(G ), figue com o mesmo valor de autocentralidade e os grafos

resultantes com vetores principais proporcionais.

As fungbesac(- ) eavp(-) representam, respectivamente, a autocentralidade derticevé
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e 0 autovetor principal de um grafo. O algoritmo utiliza ogsetes critérios:

* C1 - Selecéo do vértice a ser modificado

Estabelece que seja selecionado um vértice de lgue nédo seja vizinho de vértices
adicionados ao grafo, ou sejes V(Gy) CV(G}) tal que,y we V(G))\V(Gy), {v,w} ¢
E(G))\E(Gy1), 1< i <n, ondeG} é o grafo resultante demodificacdes realizadas em
G;. Este critério é aplicado somente a vértice&de

* C2 - Selecdo de um candidato a mapeamento

Este critério é utilizado para reduzir as tentativas de mayeato. Ele estabelece que
seja selecionado para tentativa de mapeamento/eei(G;) C V(G}), um vérticeu €
V(Gz) CV(G51), 1<i <n, tal que dg) = k, a autocentralidade deseja igual &, onde

x é a autocentralidade dec V(G;) C V(Gi1), eu ainda néo tenha sido mapeado cam

e C3 - Critério de mapeamento

Determina que os vértices selecionados@&he C2 sejam mapeados somente se possui-
rem as mesmas autocentralidades e os grafos resul@@pte@‘ , 1 <i <n, possuirem
autovetores principais proporcionais. Além disso, estéra desempenha papel fun-
damental na poda da arvore de busca, pois caso nenhuma @disasrde mapeamento
atenda a este critério, o AIGR realilzacktracking

Uma vez selecionado de acordo com o critéih o vérticev € V(Gy) C V(G;1) (Passo
2), 0< i < n,inovos veértices sado ligados a ele e o autovetor principal dfzx)gis'sultantefsil
é calculadoPasso 3. Em seguida o algoritmo procura um vértice V(G,) C V(Giz'l) que
atenda ao critéri€2 (Passo 4 linhas 12 e 13). Se ndo encontrar tal vérti@nao for possivel
realizarbacktracking(Passo %, o algoritmo identifica os grafos como néo isomorfeagso 7.
Se néo encontrarei # 0, o algoritmo realizdbacktracking(Passo %. Seu for encontradoi
novos vértices sao ligadosiae o autovetor principal do grafo resultaﬁgé calculadoPasso
4 - linhas 14 e 15). Entao, se o crité@8 for atendido, um mapeamento parcial entieu é
realizado Passo 4 linha 17) e o algoritmo desce ao proximo nivel da arv@asco §. Caso
contrario, o algoritmo remove os novos vértices ligadas(Rasso 4- linha 18) e busca em
V(Gy) C V(G,Y) outro candidato a mapeamento cemPor fim, caso um vértice folha seja
alcangado, isto é, cags) e Gj sejam gerados, o algoritmo verifica 0 mapeamento encontrado
e o retorna caso seja valido, sendo, redaektracking

Exemplo 3 Para ilustrar os passos do algoritmo sao utilizados confos:;'naiciais,G(l’ e GY,
os grafos 3-regulares isomorf@s e G, da Figura 4.1, respectivamente. A obtengé@@@
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Algoritmo 1: Algoritmo AIGR.
Dados [Dois grafos G e G k-regulares simples de mesma ordem n
1 Passol:
2 | G{« Gy GO+ Gy i+ L
s | Calcule os autovetores principais dé € G;
4 Passa2:
5 | Se (AveV(Gy) CV(G;!) de grauk) entdo V& ao Passa;
6 | Escolhav€V(G;) CV(Gi!) de grauk.
7 Passa3:
8 X < acf);
o | Obtenha G ligando i novos vértices &
10 Calcule o autovetor principal de‘f;‘a

11 Passo4:

12 | ParacadaucV(Gp) CV(G;!) faca

13 Se ((d(u) =k) & (ac(u) =x)), entdo

14 Obtenha G ligando i novos vértices &;

15 Calcule o autovetor principal deig;%

16 Se (avp(G,)é proporcional a avpG}) & ac(u) = ac(v)), entdo
17 | Mapeieu ev e va ao Pass6;

18 Remova 0s novos vértices que foram ligados a

19 Passab (Backtracking :

20 i —i-1;

21 Se (i < 1), entdo Va ao Pass@;

22 Remova os novos vértices que foram ligades a

23 Recuperav € V(G}) que foi selecionado na modificagdo de nimero i
24 Remova 0s novos vértices que foram ligados ao vésticapeado conw;
25 Desfacga 0 mapeamento engew; v < w;

26 Calcule o autovetor principal de‘f;‘a

27 | X< acgVv);

28 | Vaao Passd.

29 Passd6:

30 i<—i+1;

31 | Se (i <n),entdo Vaao Passe@.

32 Passor :

33 Se (i=n+1), entdo

34 Se 0 mapeamento encontrado for validmtao
“Apresentar o mapeamentq®;) — V(Gy) encontradd’

35 Senéo Va ao Passo 5;

36 | Senao“Os grafos G e G, ndo sdo isomor fds

Gg corresponde ao primeiro passo do AIGR. Note que ndo é neesaiular as autocen-
tralidades desses grafos, pois é sabido que todo grafcargguésui autocentralidades iguais
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(GRASSI; STEFANI; TORRIERO, 2007). As modificacdes realas ao longo do algoritmo
sao representadas pelos grafos resulte(B';estiz, 1<i<n.

No Passo 20 algoritmo escolhe um vértice de grau 3 ¥ifG1), por exemplo o vértice 1.
Entdo, noPasso 3 C% (Figura 5.2) é obtido com as adi¢gBes do vérticeVV(&;) e da aresta
{1,7} a E(Gy), e suas autocentralidades (autovetor principal) séo lealas. Veja o grafG?
presente na Figura 5.2(a).

Gi G;
®
© ©
0 ©
Q

avp(GY) :[44044[ 4026940269 [38887 38887 avp(G}) :[44044 38887] 38887] 40269 40269 |

(@) (b)
Figura 5.2:Grafos G e G} e as autocentralidades do vértiteao vértices.

No Passo 4busca-se um vértica emV (G;) que atenda ao critéri@2, isto é, que te-
nha grau3 e mesma autocentralidade que V(G;). E sabido que os autovetores principais
de grafosk-regulares de mesma ordem s&o proporcionais ao vetor ionfGRASSI; STE-
FANI; TORRIERO, 2007), logo, qualquer vértice eniG,) possui mesma autocentralidade
que 1€ V(Gy). Assim, o vértice k£ V(Gyp) € um candidato a mapeamento com\ (G;). En-
tdo,G3 (Figura 5.2-b) € obtido com as adi¢des do vértice/{@,) e da aresta {7} a E(Gy),

e suas autocentralidades sao calculadas. Pode ser visiatoestores principais de cada grafo
resultante (Figura 5.2-a e Figura 5.2-b) que para cada enttatidade enG% existe uma au-
tocentralidade proporcional e®} e as autocentralidades dos vértices ¥ (G;) C V(G}) e
1€ V(Gyz) C V(G3) séo proporcionais, ou seja, o critério de mapeaméstpode ser verifi-
cado, por conseguinte esses vértices sdo mapeados. Eat§oribomo segue paraRasso 6e,
1=1i <6, retorna ad’asso 2

Novamente nd’asso 20 algoritmo escolhe um vértice de gralemV(G%), por exemplo
o vértice 2. Entédo, n®asso 3G§ (Figura 5.3-a) € obtido com as adi¢des dos vértices 8 e 9 a
V(G}) e das arestas {8} e {2,9} a E(G}), e suas autocentralidades s&o calculadas.

No Passo 4busca-sel emV (G3) que atenda ao critério de selegéo de candidato a mapea-
mentoC2. Pela Figura 5.2(b) pode ser visto que os vértices 4 e ¥ @a) C V(G3) atendem
a este critério. Selecionando pelo menor incﬁB%e(Figura 5.3-b) é obtido com as adi¢des dos
vértices 8 e 9 & (G)) e das arestas {8} e{4,9} a E(G}), e suas autocentralidades s&o cal-
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avp(G?) ;42419 464423903( [3703¢[35263 avp(G3) :[42415 35263 37036[464423903(] ]

(@) (b)
Figura 5.3:Grafos G e G5 e as autocentralidades do vértiteo vértices.

culadas. Como apés as modificacdes o crit€3qode ser verificado (Figura 5.3), os veértices
2€V(Gy) CV(G?) e 4 V(Gy) C V(G3) sdo mapeados. O algoritmo vai Basso 6e, como

2 =i < 6, retorna ad’asso 2

Seguindo os passos do AIGR como exemplificado com as duagipgBmodificacdes
obtém-seG‘l5 eGg. As Figuras 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7 ilustram os grafos geradosrdaita modifi-

cacao em diante.

avp(G3) :[40157]43554 47574 [32305 33230 avp(G3) :[40157 3323032305 43554[47578]

Figura 5.4:Grafos G e G e as autocentralidades do vértiteo vértices.

Apés todas as modificacdes, o0 algoritmo vaiRasso 7 verifica 0 mapeamentg: {1 —
1,2—+4 3—5 4—6,5— 36— 2}encontrado e o apresenta, pois trata-se de um mapea-

mento que atende as condi¢cdes de isomorfismo.

E importante ressaltar que as autocentralidades de gedatares sio todas iguais e que
nao é necessario calcula-las efetivamente, basta passaes/de entradas iguais Rassol
Além disso, note que o algoritmo pode ser interrompido no srgmem que o critéri€3
for atendido e todos os vértices de gkagesstiverem com autocentralidades distintas, pois neste
ponto cada vértice dé, € G‘1 possui apenas um candidato a mapeament()‘:@me2 (veja os
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avp(G}) :[37884[37829 40949 [32660/33352 avp(G3) :[37884 33352 32660[ 378234094

Figura 5.5:Grafos G e G; e as autocentralidades do vértiteao vértices.

avp(G?) :[3192334965 34003 [45646[32491] avp(G3) :[31923 32491] 45644 34965 34003 ]

Figura 5.6:Grafos G e G e as autocentralidades do vértiteo vértices.

avp(G) :[26755 28993 31640 [41964[45795 avp(GY) :[26755 45795 41964] 28993 31640 ]

Figura 5.7:Grafos & e G e as autocentralidades do vértiteo vértices.

autovetores da Figura 5.3).
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No Exemplo 3 ndo houve realizacdo backtracking pois os critérioC2 e C3 foram
atendidos em todas as iteragdes do algoritmo. Para ilustracktracking suponha que no
Exemplo 3 o critéricC3 néo foi satisfeito na tentativa de mapeamento do vértice ¥ ¢&4)
com o vértice 4 d&/(G2). Suponha, também, que o crité@8 ndo foi atendido em uma
tentativa de mapeamento do vértice 2 ¥fG1) com o vértice 5 de&/(G3). Como emG}
sdo apenas dois os candidatos a mapeamento com o vérticé (Bie(veja a Figura 5.2), 0
algoritmo vai aoPasso 5 Neste passo a variavel de controle é decrementada e vsefiaa
possibilidade de execucéo Hacktrackinglinhas 20 e 21 do Algoritmo 1). Como o algoritmo
estava na segunda tentativa de realizacdo de modificac@@legte, obacktrackingpode ser
executado. Isto é feito como descrito a seguir. Primeiroéssoes e arestas adicionados na
segunda modificagdo realizada sofgpara obtengdo d&2 sdo removidos, voltando-se ao
grafo G% (Figura 5.2-a). Depois, 0 vértice e a aresta adicionados plaiencao d@% sao
removidos e volta-se @;. Neste ponto o algoritmo retorna Rasso 4e tenta mapear o vértice
1 deV(G;) com outro vértice d¥ (Gy).

5.1.1 Resultados Teoéricos

E sabido que se dois grafos s&o isomorfos, entéo eles possievetores principais pro-
porcionais (SANTOS, 2010; HE; ZHANG,; LI, 2005) e para caddigé de gralg em um grafo,
existe vértice de mesmo grau no outro. Se isto ocorre, entdap@amento dos vértices deve
ser realizado somente entre vértices de mesma autocdati@le mesmo grau. Isso valida o
uso das autocentralidades na poda da arvore de busca, mgaraéte o sucesso do AIGR na
busca por um isomorfismo. A seguir sdo apresentados ressiltadricos para validacdo do
AIGR.

Lema 5.1.1 Considere G um grafo regular de ordem n e m arestas €& ...,G" os grafos
resultantes de n modificag6es realizadas de acordo com o AAGfo, G é tal que

n(n+1)
2

n(n+1)

V(G| =
V(@) =n+ :

e |[E(G")|=m+

(5.1)

Prova:

Em cada modificagédo de numerd < i < n, i vértices sao adicionados. Ent@é(G")| =
N+ Y1<i<ni. Mas o somatodrio nesta igualdade correspon@@{a@, isto €, a soma de uma
progressao aritmética de razéo 1. Analogamente para dasadeS".
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Lema 5.1.2 Considere G um grafo obtido de acordo com o Lema 5.1.1. Em se tratando de
automorfismo, os vértices decGG" admitem apenas o0 mapeamento identidade.

Prova:

Trivial uma vez que enG" os vértices d& possuem graus distintos que variankdel a
K+n.

Com base nos grafos resultantes de modificacfes equivaledkzadas pelo AIGR, o
Teorema 5.1.1 fornece uma condigéo suficiente para o is@marfile grafos regulares.

Teorema 5.1.1 Considere G e G, grafos k-regulares de ordem n éf@ d';,o <q<n, grafos
resultantes de q modificagbes equivalentes realizadasAE®. Se @ e Cg sao isomorfos,
entdo G e G, sdo isomorfos.

Prova:

SendoG] e Gj grafos isomorfos, exist@ : V(G{) — V(Gj) que atende as condi¢des de
isomorfismo. Pelos critéricS1 e C2 do AIGR é garantido que, para cada V(Gz) de grawk
ao qual séo ligadasvértices na-esima modificagdo, £ i < g, existeu € V(Gp) de grawk que
sofreu modificacdo equivalente tal qgrau(v) = grau(u). Entdo, existeng vértices em ambos
os grafos modificados cuja sequéncia de gralistél k+2,. .., k+q), cujag obrigatoriamente
mapeia-os.

Os demais vértices podem ser divididos em dois grupos tlistin-q vértices de grak e
os veértices de grau 1 inseridos durante a execucao do AIGRéfises de grak de G? so
podem ser associados aos vértices de gmjeg. Por fim, cada vértice de grau 1 e@fj com
vizinho de gralkk+ j, 1 < j < q, € mapeado com um vértice de grau 1G;§eque tenha vizinho
de grauk -+ j.

Portanto g estabelece um mapeamento entre 0s vértic€s d_’eG‘f eG, C Gg preservando
as adjacéncias, dado qG& e GJ s&o isomorfos.

O Lema 5.1.3 comprova que os grafos resultantes da readizi@gdodificagdes equivalen-
tes sobre vértices mapeaveis por um isomorfismo séo isosnorfo
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Lema 5.1.3 Sejam G e G, grafos k-regulares isomorfos de ordem nc i1 e ve Gy, 1 <
u,v < n, vértices mapeados pelo isomorfispo G, — Go. Se Cﬁ € o grafo resultante das
adicdes dos q vértices#l,...,n+q e arestaju,n+1},....{u,n+qg} ao grafo G, e Cg €o
grafo resultante das adi¢cdes de outros g vértices de mesdto®s n+1,...,n+q e arestas
{v,n+1},...,{v,n+q} ao grafo G, entdo ¢ e G] sdo isomorfos.

Prova:

De fato, send@s; e G, isomorfos, existe um isomorfismentre eles. Seja

o [ VEDWV(G) — V(EhWV(G)
. w — r

onder é um vértice que possui mesmo rétulo queCom@ e 06 é possivel apresentar um
isomorfismoy entreG; e G, como a seguir

B o(s), 1<s<n
wis) = { 0(s), s>n

Logo, G; e G, sdo isomorfos.
|

O Lema 5.1.3 demonstra que uma modificagao equivalentepieiteAIGR pode levar gra-
fos isomorfosG; e G, a grafos resultantes] e G, também isomorfos. Portanto, se dois grafos
sao isomorfos, existe um isomorfismpa@ntre eles, tal que, se 0 AIGR realizar as modificacdes
equivalentes sobre os vértices mapeadosgos grafos resultantes dessas modificacfes serdo
isomorfos. E exatamente isto que faz o AIGR com o auxilio déscantralidades. No entanto,
esta € uma afirmacéo baseada no fato do AIGR ter encontradsonmoifismo para todos os
pares de grafos isomorfos testados. Portanto, é necepsdvar que

Conjectura 1 Se G e G, sao grafos k-regulares isomorfos de ordem n, entdo o AIGBrere
um isomorfismo entre eles.

5.2 B-AIGR

O AIGR adiciona um vértice na primeira modificagéo realizadgagrafos, dois vértices na
segunda, trés na terceira e esse processo € repetido atéqaéicacoes sejam realizadas. Em
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se tratando de métodos de obtencdo do autovetor principaltdizam a matriz de adjacéncias
no célculo deste autovetor, é facil ver que séo+ 1) /2 vértices adicionados em cada grafo de
entrada, o que resulta em uma complexidade de espaco n@pmdeO(t[n+ (n(n+1)/2)]?),
ondet é o tamanho erytesdo tipo de dado utilizado B é a ordem do grafo. Dependendo
da ferramenta utilizada para calcular as autocentralgl@secessario alocar uma matriz ponto
flutuante. Entdo, para ilustrar, considere uma matriz decédgias de dados ponto flutuante de
precisao simples e de ordem 200. Como o tipo de dado em questdalmente ocupaldytes

0 espaco em memoaria exigido para alocagdo dessa matrizxdrapdamente 1.54 GB. Logo,
€ preciso encontrar uma estratégia para ao menos atenuatslerpa. Desta forma, estratégias
para reduzir o uso excessivo de memoria foram investigadas.

Quatro maneiras distintas para tratar o problema de meifiodaia propostas. A primeira é
utilizar um método de obtencdo do autovetor principal queitedo uso de uma estrutura de re-
presentacdo de grafos menos custosa em termos de meméeiguAda é a implementacéo de
uma condi¢do de parada que faca com que o algoritmo sejeoimigido se todos os vértices de
grauk possuirem autocentralidades distintas antes da readizkcbdas as modificacdes. A
terceira € a implementacdo de uma versao paramétrica do,AlG$eja, uma versao que tenha
como parametro um valgt, 0 < 3 < n, com o objetivo de reduzir a quantidade de modificagbes
equivalentes a serem realizadas nos grafos de entradasegc@mtemente, a necessidade de
memoria. Esta versdo do AIGR seria utilizada para faciéteesolucdo do PIG por um algo-
ritmo exato, que verificaria se os grafos resultantes obtidon o AIGR sdo isomorfos ou n&do
isomorfos. A quarta e Ultima maneira € utilizar uma outranfde modificacdo dos grafos que
nao seja custosa em termos de espaco e tempo de execucasolbsé®m pode ser vista em
mais detalhes na Sec¢éo 5.3.

O B-AIGR é a terceira maneira de tratar o problema da necessidadeitteaspaco em
memoria exigido pelo AIGR. Este algoritmo recebe dois graiéulares simples e conexos e
um parametr@, 0 < 8 < n, que define a quantidade de modifica¢cdes a serem realizddds pe
AIGR Apo0s essas modificagdes o processo de resolucéo do prodessea uma segunda fase
(Algoritmo 4 - Apéndice A), na qual os grafos resultantes sflametidos a um algoritmo de
busca em arvore que restringe as possibilidades de map&aatavés das autocentralidades
e verifica as adjacéncias para cada mapeamento realizatdop objetivo de encontrar uma
bijec@o entre os vértices que atenda as condi¢des de issmorino caso de grafos isomorfos.
Nota-se, portanto, que o processo de resolucao é divididiuasifases, a primeira consiste na
execucao d@-AlGRe a segunda, na execucao de um algoritmo exato que toma ctnaeens
grafos resultantes da primeira fase. Essa solu¢do muda@eadade de espaco paddt(n-+
[B(B+1)/2)]?), o que pode viabilizar a comparagéo de grafos de maior ordependendo do
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valor de3.

A diferenca entre os algoritmos € que o AIGR realiza um mapeémmao passo que evi-
dencia assimetrias, informando ao término de sua execseds grafos sdo isomorfos ou nao
isomorfos. Por sua vez,®-AlGRapenas realiza um mapeamento parcial, sendo possivel a ele
apenas informar que dois grafos ndo sao isomorfos caso mdgaaealiza3 modificagbes
equivalentes em ambos os grafos. Portan®;AIGR é um algoritmo heuristico.

Além do B-AIGR nado ser capaz de identificar se dois graBse G, sao isomorfos, 0s
grafos resultantes deste algoritmo possuem autovetoresgais que podem nao ser validos
para uso em uma verificagdo de isomorfismo. ConfBAIGR é interrompido ao atingif8
modificacbes, ndo é possivel assegurar que ndo seja nezessdrarbacktrackingpara o
nivel B-1 devido a uma eventual impossibilidade de descida para ueh séguinte. Logo, ao
final de um algoritmo exato (segunda fase) que tenha comaom}ff eGB, ou é apresentado
um isomorfismo, o que comprovaria gGe e G, sado isomorfos (Teorema 5.1.1), ou os grafos
comparados ndo séo isomorfos. Na segunda resposta, naeigepasirmar se5; e G, sado
iIsomorfos ou n&o isomorfos.

Exemplo 4 Para ilustrar o uso df3-AIGR na resolucdo do PIGR, considgBe= 2 e os gra-
fos da Figura 4.1 como grafos de entrada. Dessa forma, agFigBrapresenta exatamente 0s
grafos resultantes dgsmodificagbes equivalentes realizadas g&lalGR (primeira fase). Na
segunda fase é possivel utilizar qualquer método de résmlig PIG que mapeie vértices se-
gundo suas autocentralidades para obter o isomorfismd 12— 4,3—5,4—6,5— 3¢

6 — 2 dado pelas autocentralidades dos vértices. Isto porgos tus véritces de grau 3 e@i

e G5 possuem autocentralidades distintas.

O Exemplo 4, também serve para ilustrar a versdo do AIGR gpéeimenta a segunda
proposta para reducdo de memoria. Observe que todos osegétlios grafos da Figura 5.3
que possuem grau 3 sao todos de autocentralidades distmto para cada veértice de auto-
centralidadea em G% existe apenas uma opgéao de mapeamentﬁaéldada por este valor de
autocentralidade.

5.3 Formas Alternativas de Modificacao dos Grafos

Um procedimento de adicédo de vértices e arestas que nad@eegjadtoso quanto o utili-
zado pelos algoritmos AIGR B-AIGR pode ser obtido com o aproveitamento de vértices ja
adicionados aos grafos. A seguir sdo descritas duas pagpost
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Para ilustrar a primeira proposta diferente da apresemadecao 5.1, considere o grafo
G da Figura 5.8.

Figura 5.8:Grafo 2-regular simples e conexo.

Seguindo o método de modificacdo apresentado na Secao &tbya cada vértice de grau
kem um vértice de grak+-i nai-ésima modificacdo, a cada modifica¢@on vértice d&/(G) €
V(G"1), 0< i < 4, passa a ter graui. Na primeira modificacio um vértice é adicionado.
Na segunda modificagédo dois vértices séo adicionados. BRdeanova modificagdo a partir
da terceira, apenas dois novos vértices séo adicionadk@s\eértices dev (G™1)\V(G) séo
utilizados para que o vértice modificado tenha grati 20s grafosz!, G?, G® e G* resultantes
de cada modificac@o sédo apresentados na Figura 5.9. Comarsittificacdes, é facil perceber
que a complexidade de espac®@[n -+ 2n - 1]%), ondet é o tamanho do tipo de dadme a
ordem do grafo. Logo, no caso de métodos de célculo das afitaligades que necessitem de
uma matriz ponto flutuante, aproximadamente 1,4 MB de mens@ria necessario para alocar
uma matriz deste tipo que seja de precisao simples e tenbi@@0, bem menos que o exigido
com o uso do método de modificacdo descrito na Secao 5.1, mele%4 GB. Além da menor
necessidade de memaria, esse método proporciona a obtemgéatovetor principal em menor
tempo, pois as matrizes de adjacéncia possuem dimensdesasieRara facilitar, este método
é referenciado no restante deste trabalho como método déicagdomod,, enquanto que o
método de modificacéo originalmente proposto é referea@admod,.

Figura 5.9:Grafos resultantes obtidos com o método de modificacdo qumad 2n — 1 vérti-
ces.

A segunda proposta diferente da apresentada na Sec¢aodilligtsada na Figura 5.10. A
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diferenca para os demais métodos de modificacdo pode searetzartir da segunda modifi-
cacao, quando o vértice 2 passa a ter grau 4. As modificacédsitis de forma que apenas
um vértice seja adicionado para cada nova modifica¢do eeifanuo-se todos os vértices adi-
cionados nas modificagBes anteriores, proporcionando unomgasto de memoria. Entdo,
paran modificagdes Sd0 necessarirovos vértices, 0 que resulta em uma complexidade de
O(t[2n]?). Este método ¢é referenciado no restante deste trabalhométaaio de modificagéo
mod,.

G o
1 2 3
o0 “doe ©

Figura 5.10:Grafos resultantes obtidos com o método de modificacdo go®ad n vértices.

Devido a grande vantagem que esses procedimentos fornseenversdes do AIGR fo-
ram implementadas para testes computacionaddGir,, que implementa o métodaod,,, 0
PAIGRy, (parcial AIGR,,) que implementa o métodood,, e a segunda solu¢do apresentada
nesta secdo para o problema da grande necessidade memaAt{aRle a sua versapAIGR,
que implementa o métoduod,, 0 B-AlIGR,, 0 AIGR, que usa 0 método de modificagiod,

e a sua versao paramétricgB AIGR,.

Versdes do AIGR que implementam o método de modificatdg, ndo foram considera-
das no Capitulo 6, capitulo de resultados computacionais.opmétodo que realizaadicbes
consiste, principalmente em termos de uso de memoria, rreomgbcdo dentre todos 0os méto-
dos descritos neste trabalho.
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6 Resultados Computacionais

Nos testes computacionais foram utilizados grafos regsilgerados aleatoriamente com
um programa de geracao aleatoria de grafos regulares iraptado por Luchi e Rangel (2010).
Trata-se da implementacéo de um algoritmo de tentativeoegeie gera grafok-regulares de
ordemn a partir do grafo 2-regular de mesma ordem. Esse algoritaizae?’ tentativas de
insercOes aleatdrias de arestas sem que o grau de qualguegrtioes torne-se maior qle
Ao final dessas tentativas € feita uma busca por pares deegdile tenham graus inferiores a
k para, entdo, continuar com o processo de insercdo de aaéStqse ndo existam mais pares
de vértices {u,v} tais que os graus de u e v sejam inferiodesNeste ponto se o grafo gerado
for regular, ele é armazenado em um arquivo, caso contpopcesso de insercao aleatoria

de arestas € retomado a partir do grafo 2-regular.

A partir desse programa, foi gerado um grupo de grafos reggifgio isomorfos de ordens
100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450 e 500, cada grafodmmidadé percentual de 4%,
denotado pogrd04. Para cada valor deforam gerados 10 grafos com essas caracteristicas.
Grafos regulares néo isomorfos de ordens 50, 100, 150, Z00¢ 300 vértices e densidades
percentuais nos intervalos [10,20), [20,30), [30,40) eg@ptambém foram gerados com o
mesmo programa para verificar o comportamento do algoritm@gsto com grafos néo espar-
sos. Neste caso, para cada pard}, onden é o numero de vérticesaa densidade, foram
gerados 10 grafos. Esse segundo grupo de grafos foi dernmbadad10-49.

Outros trés grupos de grafos regulares nao isomorfos fobtichos da literatura, sendo dois
deles compostos por grafos fortemente regulares (vejamigidino Capitulo 2). Dos grupos
formados por grafos fortemente regulares, um deles ceraistsubgrupos compostos pelos 10
primeiros grafos de mesmos parametnds A, i, de ordens 25, 26, 29, 35, 36, 40,45 e 64, e
pelos 4 grafos de ordem 28 e mesmos parametros, disponivespence (2011). Este grupo
foi denotado poesp O outro grupo consiste nos grafos das fam#iasw, latin-swe had-sw
presentes em Junttila e Kaski (2011), que foram escolhidop@ssuirem varios subgrupos

!Neste trabalho é considerado como densidade de um grafddepre m arestas a relac&B, ondet repre-
senta 0 maximo de arestas que um grafo de ompode conter.
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formados por 11 grafos fortemente regulares ndo isomodosas mesmos parametros. Por
serem nao esparsos, os grafos escolhidos destas famdiate s@&tdens inferiores a 200. O
terceiro grupo de grafos retirados da literatura é composios grafos regulares esparsos de
ordens 1000, 2000, 3000, 4000 e 5000 da famfid3-reg, também presente em Junttila e
Kaski (2011). Nesta familia de grafos, para cada ordeexistem 11 grafos regulares néo
isomorfos. Para detalhes sobre o primeiro grupo de graftenfiente regulares consulte Spence
(2011), para o segundo consulte Junttila e Kaski (2007).

De cada um dos subgrupos de grafos determinados pelpdy e contidos nos grupos
grd04 egrd10-49, foi escolhido um grafo para geracéo de 10 grafos isosoDesta forma,
foram criados os grupos de grafos isomoiifgrsl04 eigrd10-49. Para isto, foi utilizado um
algoritmo de rerrotulagéo de vértices implementado derardesenvolvimento desse trabalho
(Algoritmo 5 - Apéndice A). Logo, os grupos de grafos isoroeifjrd04 eigrd10-49 possuem
as mesmas ordens e densidades dos grgmit®! egrd10-49. O mesmo foi feito com grafos
dos grupos retirados da literatura, o que resultou nos grde@rafos isomorfos denominados
iesp ists-sw, ilatin-sw, ihad-swe irnd-3-reg.

As instancias do problema foram formadas por pares de gdegtistos de mesma ordem,
densidade e pertencentes aos mesmos grupos. Os testegdataados em um computador
com processador Int€ICoré™ 2 Duo T6600 de 2.2GHz, 2GB de memoéria RAM e Sistema
Operacional Ubuntu 10.04 32 bits. Os tempos médios de ediecag segundos, foram obtidos
através da funcagettimeofdayda bibliotecasys/time.h Essas médias foram calculadas com
os tempos de execucdo obtidos nos testes realizados cdnadidst com 0s mesmos valores
de ordemn e densidadel. De forma analoga foram aferidos, também, os tempos médios d
execucdo referentes a segunda fase do processo de resplegétdiza as versdes parameétricas
e as medias das quantidadeddektrackingsealizados.

Foi estabelecido o tempo limite de uma hora para resolu¢cd@ @®. Em todos os casos
em que a resolucao do problema com alguma instancia ulsapastempo limite, instancias
de mesmas caracteristicas ou dimensdes maiores nao foeaotadas.

6.1 Detalhes de Implementacao

A linguagem de programacéo escolhida para a implementagsioatsdes do AIGR foi
a linguagem C. Na implementagéo dessas versoes foranadébzvarias estruturas de dados
para armazenar, basicamente, inteiros sem sinal. A seéudescritas as principais estruturas
utilizadas.
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Para representar os grafos foi utilizada uma matria lilghas ek colunas para cada grafo,
onden é a ordem dos grafos de entrad& e grau dos veértices. Considerando os vértices
indexados por inteiros de Oral, cada linha dessa matriz armazena os indices dos vértices
adjacentes ao vértide Foram alocados dois vetores para armazenar as automades de
cada grafo. Para auxiliar rmacktrackinge reduzir o nimero de chamadas a funcéo de calculo
das autocentralidades, outras duas matrizes foram dalizpara armazenar todos os autove-
tores principais calculados em cada par de modificagdeseumzada grafo, que resultou em
mapeamento. Além dessas estruturas, duas filas foram wilastipara controle de vértices
disponiveis e uma pilha foi criada para auxiliarbacktracking

Outra informacao relevante esta na forma de implementagactério de selecao de verti-
cesC1. Para auxiliar na poda da arvore de busca, o criétifoi implementado de maneira tal
gue o primeiro vértice selecionado sempre é aquele queiposdice zero. A partir da segunda
selecdo os vértices escolhidos sdo todos adjacentes eeséstlecionados em iteracdes ante-
riores, com a restricdo de que todos os vértices adjacent@snaeiro selecionado devem ser
escolhidos antes de qualquer outro. Depois todos os v&edjacentes ao segundo selecionado
devem ser escolhidos antes de qualquer outro, e assim sacesste. Obviamente o critério
de seleca®?2 foi implementado seguindo a mesma ideia.

6.1.1 Meétodos de obtencéo das autocentralidades

Foram testadas duas formas de obtencdo dos autovetorepaisn Uma delas consiste
na funcao de precisdo dupldssyevrpresente no pacote CLAPACK versédo 3.2.1, que é um
pacote obtido do LAPACKLinear Algebra PACKageatravés da ferramenta de converfZmo
presente no proprio CLAPACK, que converte as rotinas deitialte sistemas lineares do LA-
PACK implementadas em Linguagem Fortran para a Linguagdas€a funcdo € uma das mais
eficientes no célculo de autovetores de matrizes simétlicdipo ponto flutuante presente no
CLAPACK. Ela permite calcular apenas uma faixa de autoeslerseus autovetores associa-
dos. Neste trabalho, essa funcao foi utilizada de manegtoenar apenas o indice do grafo e
seu autovetor associado (o autovetor principal).

O outro método de obtencédo das autocentralidades utilzheon semelhante a uma adap-
tacdo ddPower Method SAAD, 2003) feita por Baroni, Boeres e Rangel (2011). CodaigA
uma matriz de adjacéncia do graae vo um vetor inicial ndo nulo. Sendo> 1 ea; a maior co-
ordenada em valor absoluto do vefat.1, o Power Methodealiza sucessivos produtéisAv,.l
até que o vetor resultanteseja correspondente ao vetor de autocentralidades.

A adaptacéo proposta por Baroni, Boeres e Rangel (201ijautima lista de adjacéncias
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no lugar da matriz, néo realiza a divisdo ppe estabelece como critério de parada a obtencao
dev; que néo forneca uma particdo WéG) maior que a obtida con.; ou tenha tamanho
igual an. Quando o critério de parada é atingidp; € retornado. Considerandoa lista de
adjacéncias de um graf®, L, a lista de adjacéncia do veértieec G e m(v;) a particdo obtida
com as coordenadas do vetpro Power Method Adaptadpode ser escrito como o Algoritmo

2.

Algoritmo 2: Algoritmo Power Method Adaptado.
Dados [ L, v |

11+ 1;

2 Enquanto |mi(vi)| > [m(vi-1)| e |7(vi)| < n, faca

s | W=3,V,, ondej €Ly

4 I—i4+1;

O algoritmo proposto por Baroni, Boeres e Rangel (2011)dapsado para este trabalho,
para fins de ganho de desempenho. Como os vértices adicsgmaigados apenas a vértices
dos grafos de entrada seguindo um padrdo bem definido, é/@loskantificar facilmente os
vértices aos quais eles sao vizinhos. Logo, ndo é precisdioands matrizes que representam
os grafos (que neste trabalho sdo exatamente como listaljat€macias). Para cada grao
basta utilizar um vetor que represeltes) e os vértices adicionais e calcular os prodétes
em partes. Esta adaptacédo é referenciada neste texto goeRrasver.

A versao ddPowerpara o método de modificac&wod,,, que pode ser vista no Algoritmo
3, divide o processo de célculo de caglam trés partes. Na primeira parte sdo calculadas
as coordenadas referentes aos vértices do gredgularG (grafo representado pela lidgtano
Algoritmo 3) diretamente envolvidos em modificacdeaqso }. Este calculo é subdividido em
duas partes: uma é referente aos veértices que possuerk grsdo vizinhos a (Linha 3) —
vértice cuja autocentralidade é calculada — e a outra éertiea0s veértices vizinhoszajue
foram adicionados nas modificagbes (Linha 4). Na segunda gaiPowersao calculadas as
coordenadas referentes aos vértice&deio envolvidos diretamente nas modificac@esséo
2). Por fim, na terceira sdo calculadas as coordenadas refer@os vértices adicionados em
cada modificagdo. Observe que com esta divisdo do processtiaido das coordenadas de
vi, troca-se um lago dgrau(z) - k+ 1 comparagfes (no caso de condicdo pré-testada) pela
execucao de um unico produto (Linha 4). Isto evita a reddiaag(r +1)(r +2) /2 comparacdes
em cada iteracdo deower, onder é a quantidade de modifica¢des realizadas s@Gbre

O Powerainda permite trocar a3 + 1)(r + 2) /2 comparacg6es do lago (de condicao pré-
testada) a ser utilizado na implementacadldeso Jporr comparacdes. Basta observar que é
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Algoritmo 3: Algoritmo de Power adaptado ao método de modificacdo,mod
Dados [ L, v |

1 Enquanto |m(vy)| > |m(vo)| e |m(v1)| < n, faca

2 Passol: _

3 LVizzjvg),lgjyézgn,grau(z)>kejadjacentea;

4 i+ = (grau(z) - k) * Vg, grau(q) = 1 eq adjacente &,

5 Passaz: _

6 Lﬁ:zjvg),lgjyézgn,grau(z):kejadjacentea;
7 Passa3:

8 Lv%:v‘,z>nejadjacentea;

° | Vo — Vl;

possivel utilizar apenas um Unico vértice para represeati modificacdo. Para isto, substitui-
se a diferenca entre o grau des k pelo numero da modificacdo na quafoi diretamente
envolvido. Além de reduzir a complexidade de tempddwer, esta otimizacao resulta em um
menor uso de memoria, pois com ela ndo € preciso alocar setereamanho +r(r +1)/2,

em vez disso bastam vetores de tamamo. No entanto, esta otimizacao néo foi utilizada nos
testes computacionais, cujos resultados sédo apresemadiapitulo 6. Uma versao Rower
voltada ao método de modificacmd, pode ser vista no Algoritmo 6 do Apéndice A.

Selecionado o melhor método de obtencéo de autocentralidesl

Objetivando selecionar um desses métodos de obtencéo aemrtualidades para testes
com todas as instancias geradas neste trabalho e selexsafditeratura, nesta subsecao séo
apresentados os resultados obtidos nos testes realizatiogscversoeslGRy, e AIGR, im-
plementadas com o algoritnRowere com a funcéo dssyevrtendo como entrada instancias
formadas por grafos dos grupgslO4,igrd04,espeiesp

O grafico da Figura 6.1 apresenta os resultado&l@®iR,, com o algoritmoPowere com
a funcdo dssyevrenquanto que os graficos das Figuras 6.2 e 6.3 apresentasutiados do
AIGR, com esses métodos. Todos esses graficos sdo referentestassdalizados com ins-
tancias formadas por grafos dos grugos$04 eigrd04. Os graficos dos resultados AGR,,
com esses dois métodos de calculo de autocentralidades ganpoigrd04 néo sao apresen-
tados, pois a implementacgéo deste algoritmo com a fungésyevmao resolve as instancias
de ordem 100 desse grupo em menos de uma hora, enquanto qesé@desse algoritmo que
utiliza o Powernéao teve dificuldades em resolvé-las, como pode ser vistaozas.20.

Os gréficos das Figuras 6.4 e 6.5 apresentam os resultadd§&eRy, com a adaptacao do
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AIGR,, com dssyevr VS AIGR,, com Power Method Adaptado
Grupo grd04

1 T T T T T T

T
dssyevr
power -------

08 |- .

Tempo(s)

0
100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ordem dos Grafos

Figura 6.1:AIGR,, com a adaptacao d@owere com a funcdodssyevipara o grupard04.

AIGR,, com dssyevr VS AIGR, com Power Method Adaptado
Grupo grdo4
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dssyevr
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Ordem dos Grafos

Figura 6.2:AIGR, com a adaptacao d@owere com a funcdodssyevipara o grupard04.

Powere com a fungdodssyevyenquanto que os gréaficos das Figuras 6.6 e 6.7 apresentam 0s
resultados d&AIGR, com esses métodos. Esses gréaficos séo referentes a testest@mtias
formadas por grafos dos grupespe iesp

O Power utiliza para o calculo das autocentralidades, as matriiggalmente alocadas
para armazenamento dos grafos de entrada. Ja a fudg8gevinecessita de uma nova matriz
de ordemrm a cada chamada da fung¢do. Enquanto esta funcéo exige a desdidracéncia como
parametro e modifica as entradas dessa matriz, impossioititum melhor uso de memoria, o
Power permite tirar vantagem das densidades dos grafos, poissévpbstilizar uma lista de
adjacéncia para representa-los. A consequéncia disso élmmuso da memaria e produtos
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AIGR,, com dssyevr VS AIGR, com Power Method Adaptado
Grupo igrd04
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Figura 6.3:AIGR, com a adaptacdo d@owere com a funcdodssyevipara o grupagrd04.

AIGR,, com dssyevr VS AIGR,, com Power Method Adaptado
Grupo esp
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Figura 6.4:AIGR,, com a adaptacao d@owere com a funcdodssyevipara o grup@sp

A(G)v; mais eficientes. Para o PIG em geral, essas caracteristiddsgr tornam-se ainda
mais interessantes ao lembrar que, uma instancia formadgraiwsG; e G, de densidades
superiores a 50%, pode ser resolvida pela instancia forp@dagrafo complementar d&; e
o grafo complementar d8,.

Observando os graficos percebe-se 0 ganho acentuado de deregecucdo das versdes
do AIGR implementadas comRower.

Diante dessas vantagens quawerfornece e do ganho acentuado de tempo de execucéo
observado nos resultados apresentados nos graficos, nasgs®ecdes todos os resultados
apresentados sédo referentes as versdes do AIGR definidaalatafSecao 5.3 e implementadas
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AIGR,, com dssyevr VS AIGR,, com Power Method Adaptado

Grupo iesp
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Figura 6.5:AIGR,, com a adaptacao deowere com a funcdodssyevipara o grupoesp

AIGR,, com dssyevr VS AIGR, com Power Method Adaptado
Grupo esp
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Figura 6.6:AIGR, com a adaptacdo d@owere com a funcdodssyevipara o grup@sp

com o algoritmdPower.

6.1.2 Definindo o parametro das versdes paramétricas

O parametr@3 consiste em um valor percentual relativo a ordem dos grd®asa deter-
minar esse valor séo utilizadas as verspAsGR,, e pAIGR,. O ideal seria utilizar valores
de B que fossem inferiores as quantidades de modificagfes Aeessas versoesAlGR,, e
pPAIGR,, pois de outra forma os algoritmos paramétricos teriam{onbvavelmente, desem-
penho inferior a essas versdes. No entanto, esses valatesmpariar entre instancias do PIGR
de mesma ordem. Além disso, como dito na Se¢éo 5.2, ndo &g@lagaiantir quando a inter-
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AIGR,, com dssyevr VS AIGR, com Power Method Adaptado
Grupo iesp
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Figura 6.7:AIGR, com a adaptacdo d@owere com a funcdodssyevipara o grupagesp

rupcao do AIGR em qualquer nivel da arvore de busca € segagm, lquao maior for o valor
de B, maiores sé@o as chances dos mapeamentos parciais reslpds versoe8-AIGR,, e
B-AlIGR, serem validos quanto ao isomorfismo.

Nesta subsecéao as quantidades de modificacOes realizéaaggedepAlGRy, € pAIGR,
sdo analisadas. Com base nesta analise, o valBréddefinido. Para aferir as quantidades de
modificacdes que as versgeal GRy, e pAIGR, necessitam para distinguir todos os vértices de
um grafo, foram utilizados os grupos de grafos isomoigo$04 eiesp

A Tabela 6.1 apresenta as médias das quantidades de mdiiBaaalizadas pelas versdes
PAIGRy, € pAIGR, nos testes realizados com o grugad04, bem como o percentual relativo
ao numero de veértices que cada media representa, enquani gbela 6.2 apresenta essas
informacdes obtidas nos testes dessas mesmas versdes Reaiio grupaoesp

Ordem | pAIGR), PAIGR\(%) PAIGR, PpAIGR,(%)
100 2,0 2,0 99,0 99,0
150 2,0 1,3 149,0 99,3
200 2,0 1,0 199,0 99,5
250 2,0 0,8 249,0 99,6
300 2,0 0,7 299,0 99,7
350 2,0 0,6 349,0 99,7
400 2,0 0,5 399,0 99,8
450 2,0 0,4 449,0 99,8
500 2,0 0,4 499,0 99,8

Tabela 6.1: Quantidades de modificagOes realizadas petEgpAlGR,, e pAIGR, nos testes
com o grupdgrd04.
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Ordem | pAIGR,, PAIGR\y(%) PpAIGR, pAIGR,(%)
25 6,6 26,5 24 96,0
26 7,4 28,3 25 96,2
28 8,5 30,6 27 96,4
29 7,9 27,0 28 96,6
35 8,4 24,1 34 97,1
36 9,3 25,9 35 97,2
40 9,4 23,1 39 97,5
45 16,4 36,4 44 97,8
64 14,7 23,0 63 98,4

Tabela 6.2: Quantidades de modificagOes realizadas petEgpAlGR,, e pAIGR, nos testes
com o grupdesp

Pelos resultados apresentados nas Tabelas 6.1 e 6.2 obsaua a versapAlGR, rea-
liza exatament@-1 modificagdes durante o processo de resolucéo do PIGR corstascias
formadas com os grafos da amostra selecionada. Logo, apewasdopAlGR,, € levada em
consideracdo na obtencado do paramgtro

Na Tabela 6.1 nota-se que a vergdlGR,, necessita realizar apenas duas modifica-
cbes nos grafos do grupgrd04 para que todos os vértices sejam distintos. Pela Talla 6.
observam-se médias néo inferiores a 23%, logo, os ressltéeksa Tabela 6.1 ndo servem de
parametro para a obtencaofle

Na 6.2 observa-se que a maior parte das médias estédo entre 20%. No entanto, pelas
médias percentuais maximas que podem ser visualizadasbeta &3, nota-se que existem
grafos que necessitam deld modificacdes para que seus vértices sejam todos distink&sn A
disso, observa-se que a maior parte dos percentuais magstés entre 30% e 40%. Logo,
escolher um valor que esteja na casa de 20% da quantidadetidesrde um grafo fortemente
regular pode levar as versdes paramétricas a realizareramamtos parciais que ndo sejam
parte de um isomorfismo, aumentando a probabilidade doiigpgque continua a descida na
arvore informar o ndo isomorfismo de instancias formadagpados isomorfos. Por isso, o

valor escolhido parg é equivalente a 30% do nimero de vértices de cada grafo.

6.2 Comparando as versdes do AIGR

Objetivando selecionar as melhores versdes para comparagéuma das melhores ferra-
mentas de resolucdo do PIG presentes na literatiMauby, esta secdo apresenta uma compa-
racdo entre as versdes do AIGR que utilizam os métodos ddinamdiomod,, e mod,. Para
tanto, os grupos selecionados para a realizacao dessesftesim:grd04 eigrd04; grd10-49
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Ordem | Média(%) Maximo(%)
25 26,5 32,0
26 28,3 34,6
28 30,6 39,3
29 27,0 37,9
35 24,1 28,6
36 25,9 30,6
40 23,1 25,0
45 36,4 40,0
64 23,0 26,6

Tabela 6.3: Médias e maximos percentuais das quantidadesdéicacdes realizadas pelo
PAIGR,, nos testes com o grupesp

e igrd10-49; eespe iesp Primeiramente sdo apresentados os gréaficos relativosapos

de execucao obtidos nos testes realizados com os grupoafde géo isomorfos. Os gréaficos
correspondentes as versdes de modificagdd,, e mod, sdo apresentados lado a lado. Em se-
guida sdo apresentados os resultados dos testes reakzadas grupos de grafos isomorfos.
Os graficos dos grupasd10-49 eigrd 10-49, séo subdivididos em grupos de grafos com densi-
dades nos intervalos [10,20), [20,30), [30,40) e [40,50 cada intervalo sendo referenciado,
respectivamente, pgrd10,grd20, grd30, egrd40.

6.2.1 Grafos nao isomorfos

Nesta subsecado sdo apresentados os graficos construidtis dgsatempos de execucao
obtidos nos testes realizados com as versi@s, € mod, do AIGR e os grupos de grafos néo
isomorfosgrd04,grd10-49 eesp

Grupo grdo4

As Figuras 6.8 e 6.9 apresentam os gréaficos dos tempos de;é@remotidos com os testes
realizados com o grupgrd04 para as versoesod,, € mod, do AIGR.
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Comparativo entre AIGR,,,, pAIGR,, e B-AIGR Comparativo entre AIGR,,, pAIGR,, e B-AIGR,
Grupo grd04 Grupo grd04
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Figura 6.8: Resultados dos testes com o grgpd04 e Figura 6.9: Resultados dos testes com o grgpd04 e
as versdemod. as versdes mod,.

Grupo grd10-49

Do par formado pelas Figuras 6.10 e 6.11, ao par formado p&asas 6.16 e 6.17, sdo
apresentados os graficos dos tempos de execucao obtidestassealizados com os subgrupos
grd10,grd20,grd30 egrd40, respectivamente, e as versiest, € mod, do AIGR.

Comparativo entre AIGR,,, pAIGR,, e B-AIGR, Comparativo entre AIGR,, pAIGR,, e B-AIGR,,
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Figura 6.10: Resultados dos testes com o grgpd10 Figura 6.11: Resultados dos testes com o grigpd10
e as versoesod. e as versoesod,.
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Comparativo entre AIGR,,,, pAIGR,, e B-AIGR
Grupo grd20
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Figura 6.12: Resultados dos testes com o grgpd20
e as versdesothy.

Comparativo entre AIGR,,,, pAIGR,, e B-AIGR
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Figura 6.14: Resultados dos testes com o grypd30
e as verséesodh.

Comparativo entre AIGR,,,, pAIGR,, e B-AIGR
Grupo grd40
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Figura 6.16: Resultados dos testes com o grypd40
e as verséesodh.

Comparativo entre AIGR,,, pAIGR,, e B-AIGR,,
Grupo grd20
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Figura 6.13: Resultados dos testes com o grgpd20
e as verstesod,.

Comparativo entre AIGR,,, pAIGR,, e B-AIGR,,
Grupo grd30
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Figura 6.15: Resultados dos testes com o grwd30
e as versbesod,.

Comparativo entre AIGR,,, pAIGR,, e B-AIGR,,
Grupo grd40
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Figura 6.17: Resultados dos testes com o gruwd40
e as versbesod,.
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Grupo esp

As Figuras 6.18 e 6.19 apresentam os graficos dos tempos decéreobtidos nos testes
computacionais realizados com o gruggpe para as verso@sod,, € mod, do AIGR .

Comparativo entre AIGR;,, pAIGR,, e B-AIGR,, Comparativo entre AIGR,, pAIGR, e B-AIGR,,
Grupo esp Grupo esp
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Figura 6.18: Resultados dos testes com o grigspe Figura 6.19: Resultados dos testes com o grgspe
as versoemod. as versdoemod.

Analise dos resultados

Dos graficos apresentados nesta subsecédo, de imediateengtee quase todas as curvas
estdo sobrepostas, a excecéo do par de gréaficos gerados tmmpos de execucédo obtidos nos
testes com os grafos do grupsp Isto indica que as versdes do AIGR de mesmo método de
modificagdo, possuem o0 mesmo comportamento ao resolveriR é@rafos nao isomorfos
gerados aleatoriamente. Contudo, para grafos fortemegtgares, observa-se que as versoes
paramétricas apresentaram melhor desempenho com irrstdoonadas por grafos de 40 e
45 veértices. Isto é devido as quantidadesdektrackinggealizadas por estas versdes, como
mostram as Tabelas 6.4 e 6.5.

A Tabela 6.4 mostra que a versBeAlGR,, realizou uma quantidade dmcktrackings
um pouco inferior para as instancias de ordens 25, 26 e 2@n#isativamente inferior para as
instancias de ordens 40 e 45. O mesmo pode ser observadoata &) com uma diferenca um
pouco mais significativa entre as quantidadebafektrackingsa linha referente as instancias
de ordem 25.

Outro fato a ser observado é a grande diferenca entre os $ethepexecucao das versdes
mod,, € das versdemod, em relacdo aos grupagd04 egrd10-49. Isto também se justi-
fica pelas quantidades tacktrackingsas quais foram exatamente iguais as ordens dos gra-
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Ordem | AIGRnn pAIGRnn B-AIGRnn
25 1109,31 818,00 721,42
26 623,40 622,89 572,78
28 653,00 653,00 653,00
29 458,56 458,53 448,04
35 979,11 979,00 979,11
36 2726,38 2726,38 2726,38
40 52693,98 50345,53 20351,07
45 62999,87 62951,33 55278,44
64 43657,53 43657,53 43657,%3

Tabela 6.4: Médias das quantidadesdektrackingsealizadas pelas versoe®d,, nos testes

com o0 grupcesp

Ordem | AIGRn PpAIGRn (B-AIGRn
25 1109,31 1109,31 721,42
26 623,40 623,40 572,78
28 653,00 653,00 653,00
29 458,56 458,56 448,04
35 979,11 979,11 979,11
36 2726,38 2726,38 2726,38
40 52693,98 52693,98 20351,07
45 62999,87 62999,87 55278,44
64 43657,53 43657,53 43657,53

Tabela 6.5: Médias das quantidadesdektrackingsealizadas pelas versdemd, nos testes
com o grupcesp

fos para as versdenod,, enquanto que foram iguais a zero para as versth,. O grupo
espnovamente foi a excegdo. Para este grupo todas as verséssratgram quantidades de
backtrakinggiferindo pouco quando néo iguais. Porém, as versims, sdo mais lentas que
suas correspondente®d,. A disparidade nos tempos de execucao, neste caso, € cénsegu
da diferenca entre as implementacdes do algorRowerque, para as versoasod,, realizam
mais operacdes de célculo de autocentralidades, pois orawee/értices adicionados cresce
de forma quadrética a medida que as modificacOes sdo remjzamjuanto que para as versdes
mod, 0 numero de vértices cresce de forma linear.

Por fim, foi observado nesses testes que nenhuma das veesséa®efricas realizaram as
0.3n modificagdes equivalentes, pois 0s tempos de execucao aoitlg 4, referentes a se-
gunda fase da descida na arvore de busca, sdo todos iguais a ze
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6.2.2 Grafos isomorfos

Nesta subsecado sdo apresentados os graficos construidtis dgsatempos de execucao
obtidos nos testes realizados com as versdeg,, € mod, do AIGR e os grupos de grafos
isomorfosigrd04,igrd10-49 eiesp

Grupo igrd04

As Figuras 6.20 e 6.21 apresentam os gréficos gerados cormpsedeale execucdo dos
testes realizados com o grujgesd04 e para as versoesod,, € mod, do AIGR.

Comparativo entre AIGR,,,, pAIGR,, e B-AIGR,, Comparativo entre AIGR,,, pAIGR,, e B-AIGR,,
Grupo igrdo4 Grupo igrd04
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Tempo(s)
N
T

0
100 150 200 250 300 350 400 450 500 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ordem dos Grafos Ordem dos Grafos

Figura 6.20: Resultados dos testes com o grigrol04 Figura 6.21: Resultados dos testes com o grigrl04
e as verséesodh. e as verséesmod,.

Grupo igrd10-49

Do par formado pelas Figuras 6.22 e 6.23, ao par formado p&asas 6.28 e 6.29, sédo
apresentados os graficos dos tempos de execucao obtidestassealizados com os subgrupos
igrd10,igrd20,igrd30 eigrd40, respectivamente, e as versiest,, e mod, do AIGR .
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Figura 6.22: Resultados dos testes com o grigral 10 Figura 6.23: Resultados dos testes com o grigral 10

e as versoesod.
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Figura 6.24: Resultados dos testes com o grigrol20 Figura 6.25: Resultados dos testes com o grigl 20

e as versoesod.
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Figura 6.26: Resultados dos testes com o grigrol30 Figura 6.27: Resultados dos testes com o grigal 30

e as versoesod.
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Comparativo entre AIGR,,, pAIGR,, e B-AIGR,, Comparativo entre AIGR,,, pAIGR,, e B-AIGR,,
Grupo igrd40 Grupo igrd40
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Figura 6.28: Resultados dos testes com o grigral40 Figura 6.29: Resultados dos testes com o grigral40
e as versdesothy. e as verstesod,.

Grupo iesp

As Figuras 6.30 e 6.31 apresentam os graficos dos tempos clecéreobtidos nos testes
computacionais realizados com o grupspe para as verso@sod,, e mod, do AIGR .

Comparativo entre AIGR,,,, pAIGR,, e B-AIGR Comparativo entre AIGR,,, pAIGR,, e B-AIGR,,
Grupo iesp Grupo iesp

Tempo(s)
Tempo(s)

25 30 35 40 45 50 55 60 25 30 35 40 45 50 55 60
Ordem dos Grafos Ordem dos Grafos

Figura 6.30: Resultados dos testes com o grigepe Figura 6.31: Resultados dos testes com o grigepe
as versdemod. as versdemod,.

Analise dos resultados

Assim como nos gréficos construidos com os tempos dos testesnstancias ndo iso-
morfas, os graficos desta subsecéo referentes as vensdeapresentam curvas praticamente
sobrepostas para os grupged04 eigrd10-49, o que indica um comportamento muito similar
entre essas versoes. Por sua vez, os resultados das vacghigapresentam comportamentos
diferenciados com esses dois grupos. Esta claro nos gréfieos versapAIGR,, teve o0 me-
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Ihor desempenho com instancias formadas por grafos isomgefrados aleatoriamente, com a

versaoB-AlGR,, em segundo. Isto ocorreu mesmo com todas as vers6ég apresentando

as mesmas quantidadeslbektrackingstodas iguais a zero. Portanto, a Unica justificativa para
essas diferencas esta nas quantidades de modificacOealeoigs realizadas por cada verséao

mod,n. Enquanto que a versdd GR,, realizoun modificacdes em cada grafo, a paramétrica
realizou sempre.Gn e a versa@AIGR,, apenas 1 ou 2.

Em relacdo aos gréaficos gerados com os resultados dos testes grupoiesp nota-se
desempenho um pouco melhor das versdes parameétricas. dNuerdssas versdes indicaram
como néo isomorfos 26 pares de grafos de ordem 40 e 10 de ofjeamatamente as quanti-
dades de vértices que fazem com que as curvas dessas veyaees fim pouco mais abaixo
das outras duas.

Ao comparar os resultados dos testes com os griggd®4 eigrd10-49 com os resulta-
dos dos testes cogrd04 egrd10-49, notam-se tempos meédios maiores para as vemsdeg
e tempos médios menores para as versded, enquanto que para os grafos fortemente re-
gulares, todas as versdes apresentaram tempos menores cBsgportamentos podem ser
explicados observando-se as quantidadesad&trackings As versbesnod,, nédo realizaram
backtrackingsos testes com os grafos gerados aleatoriamente, logo, ioeemempos Nos
testes com os grupagrd04 eigrd10-49 sdo devidos ao maior niumero de modificacdes equi-
valentes realizadas durante o processo de busca por umrfgmmmo Ja as versdesod, reali-
zaram exatamentebacktrackingsos testes com as instancias formadas por grafos dos grupos
grd04 egrd10-49, enquanto que as quantidadebalektrackingsos testes com grafos dos gru-
posigrd04 eigrd10-49 foram muito inferiores as ordens dos grafos, comonawsas Tabelas
6.6€6.7.

Ordem | AIGRn | B-AIGRn | pAIGRn
100 0,00 0,00 0,00
150 0,00 0,00 0,00
200 118,69 118,69 118,69
250 109,84 109,84 109,80
300 126,24 126,24 126,24
350 180,56 180,56/ 180,56
400 189,11 189,11| 189,11
450 276,38 276,38 276,38
500 287,53 287,53| 287,53

Tabela 6.6: Médias das quantidadesdektrackingslas versdesod, obtidas nos testes com
0 grupoigrd04.

Em relacdo aos menores tempos médios de execuc¢ao obtidtestessrealizados com 0s
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Ordem | Densidade(%) | AIGRn | B-AIGRn | pAIGRNn
10 0,00 0,00 0,00

50 20 3,31 3,31 3,13
30 16,96 16,96 16,91

40 0,16 0,16 0,11

10 60,04 60,04 59,33

100 20 37,91 37,91 38,11
30 56,80 56,80 55,49

40 47,48 47,48 48,24

10 63,76 63,76 63,31

150 20 93,27 93,27 92,47
30 58,29 58,29 57,36

40 70,07 70,07 72,24

10 0,11 0,11 0,36

200 20 117,38 117,38| 113,64
30 65,02 65,02 67,93

40 0,22 0,22 0,80

10 154,98 154,98| 152,60

250 20 88,22 88,22 90,53
30 114,33 114,33| 108,96

40 122,29 122,29 123,80

10 151,20 151,20 151,82

300 20 146,09 146,09| 144,33
30 0,13 0,13 4,80

40 108,00 108,00 106,76

Tabela 6.7: Médias das quantidadesdektrackingslas versdesod, obtidas nos testes com

0 grupoigrd1049.

grafos dos grupagsp quando comparados os resultados dos testes com oggpganto para

as versdemod,, quanto para as verstemd,, notam-se menores quantidadeddektrackings

realizadas por todas as veroes.

AIGRnNN pPAIGRNN B-AIGRNN
Ordem esp iesp esp iesp esp iesp
25 1109,31 19,42 818,00 19,42 721,42 19,42
26 623,40 389,58 622,89 389,36 572,73 388,73
28 653,00 129,22 653,00 129,22 653,00 129,22
29 458,56 698,041 458,53 698,01 448,04 698,07
35 979,11 353,60 979,00 353,60 979,11 353,60
36 2726,38 901,71 2726,38 901,44 2726,38 901,71
40 52693,98 446,04 50345,53 432,24 20351,07 397,04
45 62999,87 474,29 62951,33 473,84 55278,44 381,13
64 43657,53 0,0Q 43657,53 0,0Q 43657,53 0,00

Tabela 6.8: Médias das quantidadeddektrackingslas verséesod,, obtidas nos testes com

0S gruposspeiesp
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AIGRn PAIGRN B-AIGRN
Ordem esp iesp esp iesp esp iesp
25 1109,31 19,56 1109,31 19,56 721,42 19,42
26 623,40 389,78 623,40 389,78 572,73 388,73
28 653,00 129,51 653,00 129,51 653,00 129,22
29 458,56 698,271 458,56 698,27 448,04 698,07
35 979,11 353,80 979,11 353,80 979,11 353,60

36 2726,38 901,91 2726,38 901,91 2726,38 901,71
40 52693,98 446,13 52693,98 446,13 20351,07 397,04
45 62999,87 474,73 62999,87 474,73 55278,44 381,13
64 43657,53 0,24 43657,53 0,24 43657,53 0,00

Tabela 6.9: Médias das quantidadesdektrackingslas versdesod, obtidas nos testes com
0S grupogspeiesp

6.3 Comparacdo com o NAUTY

Para realizar essa comparacao foram escolhidas as vg@aleR,, e B-AIGR,. Na secao
anterior, a primeira ou foi melhor ou teve 0 mesmo desempguobla@as demais versoesth,
nos testes com quase todos os grupos de grafos, as excegirfresultados com os gru-
posespe iesp que tiveram a versdB-AlGR,, com melhor desempenho devido aos tempos
apresentados com instancias de ordens 40 e 45, sendo que gapodesp isto aconteceu
devido essas versfes terem retornado ndo isomorfismo pé@aa wéstancias. Por sua vez, a
versagB-AlGR, teve 0 mesmo desempenho que as demais vensdes exceto nos testes com
0 grupoesp nos quais foi melhor. Isto indica uma pequena vantagenedsgsritmo na re-
solucéo do PIGFR, ainda que considerados os erros de det@eg¢gdomorfismo apresentados
nos testes com o grugesp pois com instancias desse grupos que possuem ordem 64, esse
algoritmo se mostrou melhor que as demais verates.

Todos os grupos de grafos selecionados da literatura eagesdehtoriamente foram utili-
zados na comparacao comlauty. No entanto, os graficos comparativos referentes aos tempos
obtidos nos testes com os grugatsm-sw e had-swnao sao apresentados pois nenhuma das
versdes do AIGR foram capazes de resolver as instanciasGi® ekrmadas por grafos desses
grupos.

A apresentagdo dos gréficos foi organizada como descritguirsePrimeiramente sdo
apresentados os graficos dos grupos formados por grafosnege depois os graficos dos
grupos de grafos fortemente regulares. Os graficos geramnsnstancias isomorfas foram
postos lado a lado com os graficos gerados com instanciasgréoifas. Da mesma forma que
na Sec¢éo 6.2, o grupgypd10-49 é subdividido ergrd10,grd20, grd30 egrd40. Isto também é
feito com o grupdgrd10-49, que é subdividido ergrd 10, igrd20, igrd30 eigrd40. Ao final



6.3 Comparagdo com o NAUTY 69

da secédo é apresentada uma analise dos resultados.

Grupos grd04 eigrd04

As Figuras 6.32 e 6.33 apresentam os gréficos gerados coompsedeale execucdo dos
testes realizados com os grugpd04 eigrd04 para as versogsAlGRy, e B-AIGR, e oNauty.

NAUTY VS AIGR NAUTY VS AIGR
Grupo grd04 Grupo igrd04

Tempo(s)
Tempo(s)

0 -
100 150 200 250 300 350 400 450 500 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ordem dos Grafos Ordem dos Grafos

Figura 6.32: Comparativo com dNautypara o grupo Figura 6.33: Comparativo com dNautypara o grupo
grdo4. igrd04.

Grupos grd10-49eigrd10-49

Do par formado pelas Figuras 6.34 e 6.35, ao par formado p&asas 6.40 e 6.41, sdo
apresentados os gréaficos gerados com os tempos de execs;&sts realizados com 0s
respectivos pares de grupgsi10 eigrd10,grd20 eigrd20,grd30 eigrd 30, grd40 eigrd40, e
para as versogsAlGRy, e B-AIGR, e oNauty.
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Figura 6.34: Comparativo com dNautypara o grupo Figura 6.35: Comparativo com dNautypara o grupo
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Figura 6.36: Comparativo com dNautypara o grupo Figura 6.37: Comparativo com dNautypara o0 grupo
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NAUTY VS AIGR NAUTY VS AIGR
Grupo grd40 Grupo igrd40
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Figura 6.40: Comparativo com dNautypara o grupo Figura 6.41: Comparativo com dNautypara o grupo

grd40. igrd40.

Grupos rnd-3-regeirnd-3-reg

As Figuras 6.42 e 6.43 apresentam os graficos gerados cormpsdale execucao dos
testes realizados com os gruposl-3-reg e irnd-3-reg, as verste®IGR, e 3-pAIGR, e 0
Nauty

NAUTY VS AIGR NAUTY VS AIGR
Grupo rnd-3-reg Grupo irnd-3-reg
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Figura 6.42: Comparativo com dNautypara o grupo Figura 6.43: Comparativo com dNautypara o grupo

rnd3. irnd3.

Grupos espeiesp

As Figuras 6.44 e 6.45 apresentam os gréficos gerados cormpsdeale execucao
testes realizados com os grusye iesppara as versogsAlGRy, e B-pAIGR, e oNauty.

dos
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NAUTY VS AIGR NAUTY VS AIGR
Grupo esp Grupo iesp
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Figura 6.44: Comparativo com dNautypara o grupo Figura 6.45: Comparativo com dNautypara o grupo
esp iesp

Grupos stsswe istssw

As Figuras 6.46 e 6.47 apresentam os gréficos gerados coompsedeale execucdo dos
testes realizados com os grumbsswe istsswpara as versogsAlGRy, e B-AIGR, e oNauty.

NAUTY VS AIGR NAUTY VS AIGR
Grupo sts-sw Grupo ists-sw
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Figura 6.46: Comparativo com dNautypara o grupo Figura 6.47: Comparativo com dNautypara o grupo
stssw istssw

Analise dos resultados

Para analisar os resultados, os grupos de grafos reguta@sanos testes séo classificados
em trés conjuntos: grafos regulares néo esparsos, gragfosures esparsos e grafos fortemente
regulares ndo esparsos. O primeiro conjunto é composte geipoggrd04,igrd04,grd10-49
eigrd10-49. O segundo conjunto é composto pelos grupds3-reg e irnd-3-reg. Por sua vez,

0 terceiro conjunto é composto pelos grupsg iesp stssweistssw.
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Com o grupo de grafos regulares ndo esparsos e nao isomoNesity se apresentou
melhor em quase todos os graficos, sen@dGR,, 0 segundo melhor. A excecao é o grafico
da Figura 6.32, que apresentgAIGR,, com melhor desempenho e depoidlauty Com
grafos nao esparsos isomorfogpal GR,, foi 0 melhor em todos os graficos, sendblautyo
segundo.

Para os grupos de grafos regulares esparsos, as duas er&I&R apresentaram melhor
desempenho, sendo que os resultados dos testes da p&i€aR,,, com instancias formadas
pelos grafos do grupwnd-3-reg, foram melhores que os resultados@AIGR,. Nos testes
com instancias formadas pelos grafos do gnupb3-reg, as versdes do AIGR apresentaram o
mesmo desempenho.

Nas curvas referentes aos testes com grafos fortementanegjobserva-seautymuito
melhor que as versdes do AIGR que, dentre elas, aquela gegeapru melhor desempenho
foi a versagB-AlGR,. A excecédo a este comportamento das versfdes do AIGR foi canrpo g
istssw, com o qual é possivel perceber queAl GR,, teve melhor desempenho qug AIGR,
com instancias de ordens inferiores a 97.

Outro fator observado esta relacionado aos valores deadegadroes dos tempos médios
de execucdo. Mlautyapresenta baixos valores de desvios padrdes, indicandwagaese de
um algoritmo consistente. Por sua vez, as versdes do AIGRa@udas adlauty apresentam
valores altos de desvios padrdes, principalmente em rekagé tempos médios de execucdo
obtidos com os grupasnd-3-reg, irnd-3-reg e os grupos de grafos fortemente regulares, cujas
tabelas com os desvios padrbes podem ser vistas no Apéndice B

Por fim, foi observado que para todas as instancias formadagsafos fortemente regulares
do grupoistssw 0 processo de resolugdo comBeAlGR, retornou um isomorfismo. Além
disso, esta versao do AIGR ndo realizou @n0nodificacbes equivalentes nos testes com o0s
gruposrnd-3-reg, irnd-3-reg, stssweistssw.
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7 Conclusao

Neste trabalho foi proposto um algoritmo de abordagemalipata a resolucéo do Pro-
blema de Isomorfismo de Grafos Regulares (PIGR), denomiAd@&. Ao comparar dois
grafos regulares, este algoritmo realiza modificac6esalpuntes em ambos os grafos, fazendo
uso de um conceito proveniente de Teoria Espectral de GfaK(S), a autocentralidade, para
guiar essas modificacdes e restringir possibilidades deamagnto.

Durante o desenvolvimento deste trabalho foram proposgasnas variacdes do AIGR
que, de acordo com os métodos de modificacéo de grafos pospostod,, € o mod,, resul-
taram em seis algoritmolGRy,, AIGR,, pAIGR:, PAIGR,, B-AIGRy, e B-AIGR,. Com
as versoealGR,, e AIGR,, foram realizados testes para definir quais dos métodostda-ob
cao de autocentralidades seria utilizado para avaliastod@lgoritmos, a funcaalssyeviou
uma adaptacdo do meétodo proposto por Baroni, Boeres e R@@gdl), que neste trabalho foi
denominad@ower. Selecionado o método de obtencéo de autocentralidades, @goritmos
foram testados com instancias formadas por grafos regulardiferentes ordens e densidades.
Apos esses testes, dois desses algoritmos foram seleggpach comparacdo com uma das
melhores ferramentas de resolucdo do Problema de IsomorélsnGrafos no caso geral, o
Nauty

Nos resultados dos testes com os métodos de obtencao derdtabdades, as versdes
AIGR, e AIGR, implementadas com Bower, obtiveram desempenho muito melhor que as
implementagfes dessas versdes com a fund&syevr Nas comparacdes entre as versdes
do AIGR implementadas com Bower, o algoritmopAlGR,, foi 0 que obteve os melhores
resultados dentre os trés que usam o método de modificagép, enquanto que as versdes
que usam o método de modificag@od, apresentaram resultados praticamente iguais.

Na comparacao realizada conNawuty, em relacdo as meédias dos tempos de execucdao, foi
observado que este algoritmo apresentou melhor desempeskestes com os grafos regulares
nao isomorfos dos grupgsd04 egrd10-49, enquanto quemAl GR,, foi melhor nos testes com
as instancias formadas por grafos isomorfos dos grignd®4 eigrd10-49, sendo @-AIGR
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aquele que teve o pior desempenho para esses grupos de gtafmsos gruposnd-3-reg

e irnd-3-reg, as versdes dAIGR apresentaram resultados melhores qu¢anty, ja com 0s
grupos de grafos fortemente regulareBlauty apresentou resultados muito melhores que as
versdes do AIGR. Em relacdo a consisténcia dos algoritmd&saudy apresentou tempos de
execucao com baixas variagdes nos testes com instanciassteas caracteristicas, o que nao
aconteceu com as versoes do AIGR, que apresentaram deadid@&p altos para os grupos de
grafos fortemente regulares e os grupaod-3-reg e irnd-3-reg.

Nos resultados dos testes com instancias formadas poisgtafgrupogrd10-49 (Secao
6.2), é possivel perceber que os tempos de execucdo aparsepelas versdes do AIGR au-
mentam com a densidade dos grafos. Isto deixa claro que o Ad@Rseu desempenho influ-
enciado pela densidade das instancias formadas por g@basomorfos.

Por todos os resultados observados, pode-se concluir q@R & um algoritmo eficiente
para a resolucado do PIGR com instancias formadas por gredosares nao esparsos gerados
aleatoriamente. Porém, demonstrou que precisa de esiiatégis eficientes para lidar com
instancias formadas por grafos fortemente regulares egmaesentar resultados mais consis-
tentes.

Para trabalhos futuros, serdo estudadas melhores egtsati@gobtencédo das autocentrali-
dades. Durante os testes foi observado que o critério ddgpdmmétodo proposto por Baroni,
Boeres e Rangel (2011) ndo é o mais adequado. Existem stiagd que a execucédo de al-
gumas iteracdes apds o critério de parada ser atingiddtaresam valores mais adequados
de autocentralidades, isto é, valores que representanomelgudo central € um vértice de
acordo com esse conceito. Outra proposta de trabalho fatarmcorporacdo de um meétodo
de refinamento ao AIGR, objetivando a utilizacdo de inforeacda vizinhanca dos vértices
para melhor distingui-los. Outro trabalho previsto eskd@cienado a uma evolucdo dos algorit-
mos paramétricos. Quanto mais essas versdes do AIGR diferem os conjuntos de vértices
dos grafos, mais eficiente sera o algoritmo executado nandagase de descida na arvore de
busca. No entanto, o ideal é dividir o trabalho de deteccéasameorfismo com o algoritmo da
segunda fase de busca, de forma que cada algoritmo contebu®0% dos tempos totais de
execucdo. Entdo, em vez de usar apenas o parafigtana determinar o momento de inter-
romper esses algoritmos, fazer uso também dos tamanhoartigegs geradas com os vetores
de autocentralidades.
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APENDICE A - Algoritmos

PIGR descrito na Secao 5.2, o algoritmo de rerrotulacdo die@g usado para gerar 0s grupos
de grafos isomorfos, e a adaptagdo do método de obtencaatdasraralidades proposto por

Neste apéndice sédo apresentados o algoritmo referente 2 @@sprocesso de resolucao do

Baroni, Boeres e Rangel (2011).

por uma das versdes paramétricas do AIGR s@re G,, grafos comparados. Considere
ac(v) uma funcédo que retorna a autocentralidade do véxtic® Algoritmo 4 apresenta o
pseudocodigo de um algoritmo de busca em profundidadebemhktracking que tenta mapear
V(G1) emV (Gy), partindo do mapeamento parcial feito pela verséo pararaéto AIGR, sem

Considereﬁf eGg, g= 0.3n, grafos resultantes d@gismodificagOes equivalentes realizadas

que as condicdes de isomorfismo sejam violadas.

Algoritmo 4: Algoritmo Fase2.

=

10
11
12

13

Dados [Grafos G, Gy, G[f e Cf e 0 mapeamento parcial feito pebAIGR
Passol :
Se (3v e Gy C G ainda ndo mapeadcentao

| Selecione;

Sendo Retorne o mapeamento encontrgdo.

Passa? :
Para cada (u € G, C Gj ainda ndo mapeado compara 0 mapeamento correrjte
faca
Se (ac(u) = ac(v)), entdo
Se (mapearu ev nao invalidar mapeamentos anteriores)tao
| Mapeieu ev e va ao Passd;

Passa3 (Backtracking :
Se (for possivel realizar backtrackingntdo
| Backtracking();

Sendao Os grafos ndo sao isomorfos

O Algoritmo 5 tem como parametro a matriz de adjacéigi@) de um grafoG e sua

ordem. Ele realizar2trocas de linhas e colunas alterando a matriz recebida candongtro.
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Algoritmo 5: Algoritmo de Rerrotulacéo.

~N o g b~ W N P

10

Dados [Matriz A(G) sua ordem h

z+ 0; Enquanto (z< 2xn) faca

num<«— NumeroAleatori¢ );

i + Restgnumn);

num<«— NumeroAleatori¢ );

Enquanto [(j «+- Restgnumn))=i]] faca
num<— NumeroAleatorig );

L j < Restgnumn);

Troque as linhas i e j de A(G);
Troque as colunasi e j de A(G);
z—2+1;

A seguir é apresentado o pseudocodigo da adaptacao datralggioposto por Baroni,

Boeres e Rangel (2011) para as versoes do AIGR que utilizagtadm de modificacamod,.

Sejal a lista de adjacéncia de um gra®ok-regilar de ordemn, vo um vetor ndo nulo ¢ a

quantidade de modificagcbes realizadas pelo AIGR sGbi® Algoritmo 6 calcula as autocen-
tralidades de&sH.

Algoritmo 6: Algoritmo de Power adaptado ao método de modificacdo,mod

w N

~N o o b~

10
11
12
13
14

15

Dados [ L, vo, n, i |

Enquanto |m(vy)| > [11(Vo)| € |T(v1)| < n, faca

Passol:

aux<— | < 0;

Vi =53V, 1< j+#z<n,grau(z) > ke j adjacente a;

aux<— aux+ Vg, w é o vértice adicionado na modificagéo do graz,de

Vi+ = aux
B |« 14+1;
Passo2:

| =3V}, 1<j#z<ngrauz) =ke | adjacente @
Passo3:
aux<«— 0; Para | = ul, faca
v'f” V@ +aux w é ol-ésimo vértice modificado;
aux<« v5™;
|+ 1-1,

| \70 <—V1;




APENDICE B - Tabelas dos Resultados
Computacionais - Secéao da 6.3

Neste capitulo sdo apresentadas as tabelas com as médasdos de execucao e desvios
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padrbes referentes aos testes realizados com os gmgb@sreg, irnd-3-reg, esp iesp stssw

eistssw, para as versogsAlGRy, e B-AIGR, e oNauty. Em cada tabela, a columeapresenta
os valores de desvios padroes.

Grupos rnd-3-reg eirnd-3-reg

As Tabelas B.1 e B.2 apresentam os resultados obtidos ries tealizados com 0s grupos
rnd-3-reg e irnd-3-reg para as versogsAlGRy, e B-AIGR, e oNauty..

pPAIGRNN B-AIGRn Nauty
Ordem Média o Média o Média o
1000 0,731668 0,423961 0,721407 0,41455%5 2,317999 0,018418
2000 5,418519 4,743493 5,334830 4,656415 15,344949 0,062568
3000 | 24,798643 15,75917824,419095 15,48647)7 47,727888 0,09505
4000 | 25,063763 30,18131124,724867 29,682601109,820805 0,641958
5000 | 66,103348 59,77000865,173537 58,828266208,910138 0,78604(L

Tabela B.1: Médias dos tempos de execucéo e desvios padnigssmnos testes com o grupo

rnd-3-reg.
pPAIGRNN B-AIGRn Nauty
Ordem Média o Média o Média o
1000 0,624628 0,322221 1,272246 0,316885 2,330706 0,017228
2000 3,718996 2,890333 6,469542 2,841718 15,364188 0,063478
3000 11,02987 11,66276817,446522 11,479385 47,645993 0,075724
4000 | 40,353547 24,70860851,639554 24,337249109,592702 0,691746
5000 | 73,524328 51,11886391,210775 50,28836[7208,845792 0,64319

Tabela B.2: Médias dos tempos de execucéo e desvios padnigssnos testes com o grupo

irnd-3-reg.
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As Tabelas B.3 e B.4 apresentam os resultados obtidos ries tealizados com 0s grupos

Grupos espeiesp

espeiesppara as versogsAlGRy, e B-AIGR, e oNauty.

pPAIGRNN B-AIGRn Nauty
Ordem Média o Média o Média o
25 0,051117 0,0058250,024765 0,0195020,003404 0,001262
26 0,028435 0,00907Y0,014396 0,0061310,001880 0,000840
28 0,075515 0,0350440,043030 0,0232840,000623 0,000224
29 0,073485 0,0007770,033164 0,0050750,006942 0,001373
35 0,264346  0,0744680,141271  0,0409300,012999 0,003350
36 0,190224  0,0154520,092418 0,0091920,006548 0,001616
40 3,758341 3,8529121,085705 2,3209560,006998 0,003219
45 5,428484 12,5492492,913840 7,8263470,008126 0,003566
64 11,372736 18,4063086,709360 11,3577840,006148 0,005696
Tabela B.3: Médias dos tempos de execucéo e desvios padnigssmos testes com o grupo
esp
pPAIGRNN B-AIGRn Nauty
Ordem | Média o Média g Média o
25 0,001841 0,0009670,001224 0,0006120,003255 0,000639
26 0,021063 0,0225130,012846 0,0135490,001968 0,000185
28 0,008100 0,0071890,004951 0,0044240,000742 0,000110
29 0,065521 0,0505180,038146 0,0297540,003578 0,000306
35 0,059780 0,0627920,033237 0,0346570,003401 0,000955
36 0,136875 0,0827990,060794 0,0358140,007411 0,001959
40 0,047554 0,0425400,022383 0,0209670,002032 0,000453
45 0,060153 0,0499280,028810 0,02800%50,005572 0,003078
64 0,002696 0,0002710,002031 0,0006360,001111 0,000278

Tabela B.4: Médias dos tempos de execucéo e desvios padnigssnos testes com o grupo

iesp

As Tabelas B.5 e B.6 apresentam os resultados obtidos ries tealizados com 0s grupos

Grupos stsswe ists-sw

stssweistsswpara as versogsAlGRy, e B-AIGR, e oNauty.
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pPAIGRNN B-AIGRn Nauty
Ordem Média o Média o Média o
57 3,369805 0,858218 1,840930 0,490628 0,069105 0,002961
70 8,614213 2,339985 4,370470 1,2153190,121835 0,003699
100 58,462888 13,75743¢4 28,734743 6,9256580,326504 0,008996
117 129,063228 25,128355 61,594605 11,99335p0,504115 0,014722
155 639,341281 270,023589271,267468 131,2896451,078737 0,022272
176 | 1048,803231 366,222342467,086242 163,2971291,531307 0,370083

Tabela B.5: Médias dos tempos de execucao e desvios padniggsonos testes com o0 grupo
stssw.

pPAIGRNN B-AIGRn Nauty
Ordem Média o Média o Média o
57 0,985807 0,659180 1,415824 0,9547090,069082 0,002851
70 2,674836 1,868566 3,761282 2,6355580,121427 0,004138
100 0,133964 0,108794 0,187761 0,1567480,329238 0,009409
117 23,614189 29,42396R 33,593028 41,8475020,506460 0,013412
155 | 443,415192 376,489673212,967179 181,0482041,090191 0,024744
176 | 859,382020 691,88764{7426,532212 374,8982571,535441 0,034268

Tabela B.6: Médias dos tempos de execucéo e desvios padnigssnos testes com o grupo

ists-sw.



